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PRESENTACION £

La cantidad de originales disponibles en la Redaccion de la Revista
relativos a la ensefianza de la matematica, esperando turno para su apa-
ricion en los numeros ordinarios, nos ha inducido, para no demorar en
demasia su publicacién, a preparar con. algunos de ellos el presente nid-
mero monografico.

No busque, pues, el lector en él —lo que habia sido inicialmente nues-
tro propdsito— una exposiciéon sistematica de los _problemas que la actua:
lidad educativa presenta en relacion con la enseflianza de la matematica,
problemas surgidos, por una parte, del cambio de rumbo en los objetivos
del bachilierato, como consecuencia de la invasion masiva de los centros
-—creacion de tantos nuevos, improvisacion de profesores sin formacion

y seleccion adecuadas— y, por otra, de las reformas de contenidos en
-Ios programas, sin la experimentaciéon previa necesaria y estudio de su
metodologia, y sin olvidar tampoco las secuelas arrastradas por la im-
plantacién de la Ley General de Educacion de 1970: reduccion del Ba-
chillerato, engarce con la E.G.B., con el COU, de éste con la Universidad,
etcétera. ;Se ha conseguido la pretendida mejora de la calidad de la en-
sefianza? Las quejas son unanimes en todos los sectores implicados:
alumnos, profesores, sociedad... Los alumnos, en particular, siguen acu-
sando actitudes de rechazo frente a la matematica, que continta siendo,
como afirma el profesor Servais en su trabajo, la asignatura mas temida
del plan de estudios. 0unza, a pesar de los esfuerzos de muchos, no sea
la mejor ensefnada.

La soluciéon, si la hay, a los graves problemas planteados —como lo
atestiguan recientes encuestas realizadas en diferentes niveles de la
ensefianza— tiene que encontrarse en la acciéon de los profesores. Fiel
a este principio, la «Revista de Bachillerato» ha entendido, desde su na-
cimiento, que su funcién no es la de proponer modelos rigidos de ense-
fiar ninguna materia, mas bien ha asumido el papel de abrir horizontes,
presentar experiencias, contrastar diferentes criterios, recoger criticas
constructivas, en definitiva, servir de cauce para estimular al profeso:
rado en su trascendental tarea para que, superando tantos obstaculos
que se oponen a ella, vivan su enseilanza —en frase de Gattegno— como

el investigador vive su ciencia. El peligro para la accion docente sigue
...siendo el dogmatismo y la rutina, que inevitablemente conducen al des:
. aliento y el desanimo, en unos y otros, alumnos y profesores. Rutina y
dogmatlsmo que igualmente pueden aparecer en la denominada mate-
gmatlca moderna que en la ensefianza tradicional.
: En esta linea de apertura -——matematica abierta a la realidad—, la Re-
- vista respeta integralmente los originales publicados, ain en el caso de
‘que los autores expresen criterios distintos sobre una misma cuestion,
¥ hasta quizd aparentemente contradictorios. La unidad que buscamos
10 es la uniformidad: nuestro deseo es que cada profesor encuentre por
isi mlsmo, con autenticidad, los medios de mejorar su clase en contacto
con la realidad concreta de los alumnos que la componen. A ellos
debemos Y ellos son el objetlvo esencial de nuestra labor.
- la ocasién de expresar aqui nuestra gratitud a todos los autores
la entusiasta respuesta a nuestra demanda de colaboraciones, que
amos seguir mereciendo. Muy especialmente se nos ha de permitir
dirijamos al profesor Santalé que tan gentilmente nos ha autori-
ublicacion de su ponencia presentada en el (ltimo Congreso
_Comisién Interamericana de Educacion Matematica (Campinas,
‘T mpoco podemos dejar de consignar nuestra pena por la reciente
iricion del ilustre profesor Willy Servais, que ya no podréa leer la
nod su trabajo. S:rvan. pues, estas lineas . de homenaje a su

~ JOSE RAMON PASCUAL IBARRA




4, ESTUDIOS

Humanizar la enseianza

de

WILLY SERVAIS

Nota biografica

Cuando gentilmente el profesor Servais nos hizo en-
trega del presente trabajo —original de la conferencia
pronunciada por él en las Jornadas Nacionales de
AP.MEP. Rennes 1976— para su traduccion y posterior
publicacién en la «Revista de Bachilletaton, jqué lefos
estdbamos de sospechar que estas lineas de obligada
presentacion —a la ver que de gratitud— del autor, esta-
rian tenidas de tristeza!

Willy Servais, el ilustre profesor belga, durante tantos
anos profesor y prefecto de estudios del Ateneo del
Centro (Morlanwelz) y Profesor de Ldgica en la Univer-
sidad de Mons, fallecié subitamente en Budapest el
25 de agosto de 1979

Habia asistido al XXX! Encuentro de la C.l.EAEM.,
de la que casi desde su fundacion era Secretario, que
acababa de tener lugar en Vésprem. En esta reunion, sin
cuidar de su fatiga, con total entrega, habia participado
activamente tanto en su organizacion —con la ayuda
abnegada de su esposa Renée— como en el curso de los
debates. En estos habia hecho brillar, como siempre, la
claridad de sus concepciones pedagogicas y la pondera-
cion de sus fuicios.

Pionero en los movimientos de reforma en la ensenanza
de la mateméstica, la presencia del Profesor Servais era
solicitada como imprescindible en cuantas reuniones y
congresos se han celebrado en el mundo entero durante
las ultimas décadas. En cuatro ocasiones estuvo en
Espana, a la que —nos consta— amaba profundamente.

Sus trabajos en el campo de la pedagogia matematica
vieron la luz en todas las revistas especializadas. Senalemos
unicamente su participacion con los profesores Puig Adam
{con quien le unia fraternal amistad) y Ana S. Krygowska,
en las Recomendaciones sobre la Ensefianza de las Mate-
maéticas, formuladas conjuntamente por el B.JE. y la
UN.ES.C.O, asi como en la publicacién por este ultimo
organismo, de /a obra Nuevas tendencias en la ensefianza
de la matematica.

De su impresionante humanidad, mejor que lo que
nosotros pudieramos decir, juzgaré el lector por el trabajo
que hoy tenemos el honor de publicar. )

Sirvan estas lineas, que bien hubieramos querido evitar,
para expresar nuestro dolor por la pérdida, y honrar Ia
memoria de uno de los hombres més admirables que
vivieron intensamente consagrados a una gran obra
como fin dnico: Willy Servais.

J. R. Pascual IBARRA

la Matematica

Por Willy SERVAIS

1) Entre todas las Ciencias, la Matemética se
sitia en una posicion singular y paradédjica.

Sin duda, es la obra méas elaborada por las pro-
pias fuerzas del espiritu humano, y, por ello, la que
mejor refleja su estructura funcional.

Mas, por sorprendente contraste, resulta ser ajena
a un numero demasiado grande de inteligencias.

Sucede, pues, que una creacién de lo mas humana
en su esencia se presenta para tantas y tantas perso-
nas como inhumana y hasta deshumanizante.

La ficcion, o la realidad de los hechos, hace
creer que los que poseen una predisposicion para
las matemdticas, todos los elegidos para entrar
en su reino, llevan su frente marcada con el signo
de la inteligencia.

Para los no predestinados, en cambio, no hay més
promesa que un trabajo sin alegria, un hartazo de
amarguras, una frustraccién sin remedio, una injus-
ticia congénita.

2) De todas las ramas ensefiadas, el estudio de la
matematica es quiza el més jalonado de lagrimas
y de rechinar de dientes.

Para demasiados alumnos y demasiadas familias,
las matematicas son el aguafiestas, motivo de en-
conadas reuniones familiares, la causa de las vaca-
ctones frustradas.

;Y. sin embargo!

3) Sin la matematica no se puede comprender
el mundo natural, ni hay posibilidad de sacar partido
de él.

En el mundo cultural y técnico no hay construc-
cion, cualquiera que sea, que no deba a la matema-
tica su forma, su belleza y su eficacia funcional.

La matemé&tica es una componente sefera del
poder creador y realizador de los hombres. Como tal
es un bien y un derecho de todos, pues constituye
una de las dimensiones necesarias para su realiza-
cién personal.

4) Desde que se reconocid la potencia de com-
prensidn y accién de la matemética, esto es, desde la
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aurora de las civilizaciones, se ha venido haciendo
un esfuerzo incesante, cada vez mas amplio y mas
consciente, para promover su conocimiento y su
utilizacion.

Los resultados logrados, en su aspecto general,
y quizd también en las adquisiciones relevantes,
¢han correspondido a los esfuerzos realizados ?.

Ni siquiera los mas optimistas se atreverian a res-
ponder afirmativamente.

He aqui, pues, las cuestiones planteadas: «seria
posible mejorar este rendimiento y aproximarlo al
nivel de nuestros anhelos? ;Cémo podriamos inten-
tar hacerlo?

Si no en su totalidad, al menos en su mayoria, los
esfuerzos dirigidos a mejorar la ensefianza se han
consagrado siempre a una mejor puesta a punto del
contenido matematico y de su presentacibn peda-
gbgica especifica. Via de progreso evidente, y, al
parecer, inmediata por su relevancia, jes la Unica
cuando de lo que se trata es de introducir a jévenes
inteligencias en la actividad matematica habituando-
las a ella, hacérsela familiar, a fin de que sea mejor
asimilada y mas eficaz?

5) De una manera general, el lado psicologico,

afectivo y, en definitiva, humano, ha sido descuidado’

cuando no inexistente.

Nuestro propoésito es examinar la cuestibon juntos
precisamente con este enfoque; querria hacerlo sobre
la base de nuestras experiencias cotidianas, y con
todo el impulso de nuestros mejores deseos. Nues-
tra reflexibn discurrird por cinco apartados, cuyos
titulos son ya por si mismos una critica y un pro-
grama:

La disciplina matemética; los maestros; ios alum-
nos; lps profesores; la educacién matemética abierta.

I. LA DISCIPLINA MATEMATICA

1) En los diversos sentidos de la palabra disci-
plina, la matemaética es, entre todas las ramas cien-
tificas, la que mas posee este caracter.

Primero es un conjunto de conocimientos y de
métodos que se aprenden bajo un maestro, para
m4as adelante, si uno puede, llegar a ser artesano
de su desarrollo.

En el sentido corriente, es un conjunto de reglas
de conducta normalmentete acompanadas de san-
ciones impuestas a los miembros de una misma co-
lectividad.

Por extension, puede llegar a ser un marco de
vida que se imponga uno a si mismo (1).

La matematica es una disciplina exigente. Lo es
incluso para los que la practican con soltura. Y
mucho mas todavia —;serd necesario decirlo?—
para aquellos que la sufren como una tarea impuesta
y a la que permanecen ajenos.

2) El caracter coactivo de la matematica es el
resultado de un haz de propiedades gque posee en
mayor grado que tas otras ciencias.

La Matematica es la mas abstracta de las activi-
dades mentales, la mas virtual respecto a lo concreto

Es la mas légica, la mas relacional, vacia de con-
tenido.

La més esquematica, la mas formal, por sus figuras,
sus diagramas, su formalismo, sus algoritmos.

La mas sistematica y mas organizada de forma
hipotético deductiva, a partir de las axiomaticas que
definen sus estructuras.

Todas estas propiedades superlativas hacen de la
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matematica, a pesar de ser tan abierta a la creacion
intelectual, una fortaleza cerrada, severa y temible.

El terror matematico

3) Tanto los alumnos como sus familias consi-
deran a la matematica como la rama mas apre-
miante y mas exigente.

Opinion que viene reforzada por el papel de criba
selectiva que se le adjudica. Se presta bien la mate-
matica a este servicio por el caracier de objetividad
de sus pruebas, y por exigir, ademas, cualidades de
inteligencia racional, principalmente la de dominar
una vasta materia fuertemente organizada.

4) La matemdtica es la rama mas acumulativa
que existe. En las otras ciencias, digamos en fisica,
es posibie conocer una parte, la calorimetria, igno-
rando, por ejemplo, fa 6ptica.

En la mateméatica todo se sostiene y, desde sus
elementos, es indispensable un esfuerzo de memoria
sintética.

Este caracter global y acumulativo viene acen-
tuado adn més por la presentacion moderna y mas
estructurada de las materias, tratamiento que con-
fiere a la matematica una sélida unidad. Por otro
lado, si bien esta fuerte conexién de las partes entre
si, asegurada por las nociones fundamentales de
conjuntos, relaciones y funciones, es una ayuda
para dominar mejor la abundancia de los hechos,
ies necesario también haber alcanzado un cierto
nivel desde el que sea posible una visién sin6ptica!

5) Muchos alumnos, por carencia de memoria,
por incapacidad de organizacién racional, o por falta
de tiempo y ejercicio, se ven desbordados y muy
pronto perdidos en la abundancia de la matematica.

Es bien conocido el panico de los alumnos que
sienten el vacio abierto bajo sus pies ([1] p. 67).
Jagues NIMIER Mathématique et affectivité.

— En «quatriéme», después de recuperar mis la-
gunas en matemaéticas, bien o mal, he podido seguir.
Reconozco que he intentado trabajar en «Troisiémey.
Mis padres me han hecho dar clases particulares,
que no me han servido para recuperar todos mis
fallos, y, ahora, ya en «seconde», estoy convencido
de que me voy a encontrar con dificultades en los
problemas de fisica, debido a mis lagunas en é&l-
gebra... o

— Tengo lagunas en matematicas que fjamas lle-
garé a recuperar, porque si, en matematicas se tie-
nen casi tres anos con defectos, es imposible rehacer
todo eso...

El problema puede no ser cuestion de trabajo y
buena voluntad ({1] p. 58):

— E1 ano pasado, ciertamente, estaba desorien-
tado. Y este ano, por eso, todavia mas, porque fo en-
tiendo bien en clase, si, lo comprendo todo, pero
después cuando se trata de rehacerfo, siento como
un vacio y ya no consigo reconstruirlo.

6) No es lo mismo en las otras ramas; con algo
de parioteo se puede inflar lo que se dice. Ademas,
en estas materias no pasa lo que en matematicas, en
las que un error siempre se propaga y una falta de
calculo o de razonamiento compromete todo el
desarrollo ulterior ([1] p. 69):

— Te equivocas en una minucia jy se acabo! todo
queda en ef aire.

(1) Ver diccionario de la lengua filosofica de P. FOUL-
QUE y R. SAINT-JEAN



Al alumno poco seguro, el éxito le parece un golpe
de suerte ({1] p. 71):

— Por ejemplo, estoy ante un ejercicio de mate-
maticas que debo resolver... jpues bien! inmediata-
mente tengo la impresion de que no lo lograré, vy,
que si lo logro, serd por pura casualidad.

7) En las letras, en las artes, las obras llevan la
marca del artista, que son testimonio de su perso-
nalidad subjetiva.

Las ciencias positivas, en cambio, exigen de sus
practicantes la renuncia voluntaria a toda subjetivi-
dad, deberan olvidarse de si mismos.

Por eso, la matematica es para la mayoria la disci-
plina mas alienante de todas.

Lo es asi porque procede por abstraccion y esque-
matizacién sucesivas. Se llega a cada nivel por
abandono del contenido del nivel inferior.

Por pérdida progresiva de contenido, las nociones,
en una especie de ascesis, se depuran, se multipli-
can, se vacian de contenido semantico para acceder
a un estadio légico que puede reducirse a una sin-
taxis.

He aqui como se expresa esto: ({1] p. 59).

A.—Pienso que mejor que estudiar una materia
como las matematicas, que nos turban la mente,
deberia uno instruirse en las lenguas.

N.—¢Por qué las matematicas son perturbadoras?

A.—Si, perturban porque las matematicas no son
mas que logica. Hay que tener l0gica. En tanto que
en las lenguas, para aprender las lenguas, se nece-
sita tener una cierta sensibilidad, es decir, que la
mente va mejor con las lenguas, lo que no sucede
con las matematicas... Por eso digo que terminan
perturbando la mente.

8) En el caso de un alumno flojo, el formalismo,
lejos de contribuir a poner mayor claridad y conci-
sion y a favorecer los célculos, es fuente de incom-
prension ([1] p. 52).

— Pues no lo sé, pero me parece que se podria
muy bien escribir la matematica en nuestra lengua
en vez de poner signos, y creo que si se hiciera as/
las comprenderian muchos mdés. Son muchos los
que se equivocan después de aprender montones
de signos y de expresiones matematicas.

9) ¢Qué le pasa al muchacho asediado por la
selva de signos, cuando estos en lugar de introdu-
cirse con una significacibn precisa, se convierten
en una tipografia en la que el automatismo de las
manipulaciones ha sustituido a la misibn de com-
prender el sentido de las operaciones algebraicas?

iEscuchad! ([1] p. 47).

-— En matematicas todo es repeticion, verdadera-
mente es un lavado del cerebro.

— Era mas bien una especie de mecénica, era
necesario hacer un deber y habia que hacerlo.

— Si, lo hacia mecanicamente.

-— Y ademas, en las matematicas, si he encontrado
una especie de poesia, no lo sé, pero, si Vd. lo
quiere, habra sido en todo caso la poesia de /as...
maquinas.

— Cuando se trata de un problema, aprendo mis
teoremas y todo eso. Ya los sé, sé mis definiciones,
pero mi problema lo hago como una maquina.

— En matematicas se hace todo como una maquina.

10) La matematica aisla del mundo y de los
demas ([1] p. 55).

— Y ademés la prueba de que las matematicas
nos separan del mundo, es que ahora que ya trabajo,
las matematicas no me sirven de nada, de las ideas
que retengo de otras cuestiones puedo hablar con
cualquiera. Si hablase en la oticina con una chica

de la suprayectividad ni ella ni yo veriamos en ello
ningun interés, y mas bien tendriamos la impresion
de habernos hecho unos tontos, por hablar de esto.
jEs la pura verdad!

— Por ejemplo, al compararlas con la literatura,
puedes referirte a las obras 0 a los personajes de
novela o a los autores que puedan... no sé... animarte,
digamos... sostenernos, pero, con las matemaéticas
no hay nadie, uno esta solo.

11) El rigor disciplinario de {a matemaética, la des-
humanizacidn alienante de su abstraccidn, la meca-
nizacién de los ejercicios y de las clases, el vacio
de su objetividad despersonalizante, sobre todo
sufridos por los alumnos mas vulnerables, aquellos
que poseen una afectividad inclinada a la ternura
y con capacidades légicas reducidas. Tiemblan y se
llenan de panico ante ella que les acosa como una
pesadilla. Como dice Jacques NIMIER ([1], p. 63).

Las presentaciones mas rigurosas, mas claras,
de tal teorema jqué podran cambiar en la com-
prension de aquellos para quienes las matematicas
estan asociadas a un fantasma de destruccion y de
muerte ?

Las defensas contra las matematicas

12) No todos los alumnos incapaces de hincar
el diente a la matematica parecen sufrir por ello. Al-
gunos tienen mecanismos psicolégicos de defensa.

Olvidar y dejar de lado es una manera de guardar
las distancias ([1], pp. 80, 82, 83).

— Por efemplo, lo que ahora estamos haciendo:
los conjuntos, los entiendo, los hago, es asi. Pienso
en las matematicas, én el tema en general y después,
jpuf!, se acabo.

— Es como si hubiera una cortina que me separa
de lo que hay... lo que veo... no lo veo... esta lejos.
He tenido esta misma sensacidn... evidentemente
enseguida esto me ha recordado las matematicas.

— Me estudiaba la leccion la vispera del examen
y después se acabo. A veces iba mejor y después,
al final de «trofsieme», me encontré en una situacfon
de desinterés completo. Habia abandonado las ma-
tematicas totalmente.

13) Tomar partido es también una proteccion
([11, p. 109, p. 113):

— Eso esta muy lejos, pasa a tres millas de mi.

— Para mi, las matematicas, verdaderamente per-
tenccen a otro mundo, siempre me han desbordado.

— Considero a la matematica, ademas, como z2/go
superfluo, no es porque yo sienta un poco de admi-
racion por los que las hacen por lo que yo vaya
a decir que también, para parecerme a ellos, me
voy a dedicar mas a las matematicas, no, no lo
creo. Sinceramente no valgo para ellas, pero eso no
me deprime. E|l no saberlas no me importa, no me
causa el menor malestar... eso depende.

14) Un buen remedio es la compensacion ([1],
pagina 83).

Incluso se llega a un cierto orgullo.

— Soy malo en mateméaticas y eso me causa una
cierta satisfaccién. Por ejemplo me digo: Yo soy
para las letras y las abandono completamente.

— A Jlos que no les gustan las mateméticas, las
rechazan. No vale la pena obligarles, las desprecian.

5) La mejor cgmpensacibn es infravalorar la
matematica para no sentir su carencia ([1]. p. 107):

— Nunca he conseguido hacerme a la idea de
que esto pudiera ser algo importante.

— A mi lo que me gusta es el francés, y, desde un
punto de vista ideoldgico, pienso que hay problemas
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mucho mas importante que las matematicas. En
clase de literatura puedes hablar de muchas cosas;
no sé como podrias hacer lo mismo en las matema
ticas.

Es cierto, que en nuestra ensefianza, la matematica
no se utiliza para estudiar importantes problemas
vitales. Este hecho conduce a los alumnos a opinio-
nes radicales ([1], p. 107).

— Para mi las x y las y no representan nada, son
algo totalmente abstracto.

— Era preciso copiar teoremas completamente
estupidos.

Se llega hasta el ataque personal ([1]. p. 108).

— Vd. como profesor de mateméticas, jcree de
verdad en ellas, en todos estos teoremas?

16) La agresividad hacia las mateméaticas no es
cosa de hoy. Sin duda es mayor en nuestra sociedad
tecnolbgica, porque los padres alaban hasta la exage-
racién los méritos, el prestigio y la potencia de la
reina de las Ciencias ([1], p. 110).

— Mis padres piensan que es una asignatura im-
portante. Mas aun, cuando se dice las matematicas
se las considera, en general, como la méas importante,
a la que se debe uno dedicar con preferencia. Ademas,
se imaginan que la matemdtica es la materia mas
dificil, la mas ambiciosa, la que mas se desea.

— Cuando se sabe de alguien que es bueno en
matematicas se dice: ese si que es bueno en mate-
maticas. Debido a que se piensa que en ellas esta
el porvenir de la época de los ordenadores, por eso
los padres - «jqué pena que no seas bueno en mate-
maticas by, ¢(qué tienen de particular para que tu
no las comprendas?

En este clima de prestigiar las matematicas, ser
negado para ellas, viene a ser una tara ([1], p. 142):

— Siempre... Desde la escuela primaria, siempre
lo mismo: siempre marcado, nulo en matematicas,
inepto... y méas lejos ([1], p. 147):

A.—Justamente el peligro es que tengo miedo,
me he acostumbrado... es un estado de animo que
dura ya anos. Tengo confianza en francés y en len-
guas; pero en matematicas nunca me siento seguro...,
vivo en un clima de inseguridad - y no me hago a la
idea de que esto pueda cambiar; si me siento un poco
md4s confiado, ;qué va a pasar?, ¢qué sucede?, eso...

N.—Entonces, ¢cudl es el peligro?

A.—Pues eso precisamente, que tengo miedo de
perder..».

La alegria matematica

17) Hasta ahora, hemos abierto todo el gran
pliego de cargos de la disciplina matematica. Era
necesario para probar toda la carga soportada por los
alumnos que la sufren. Por razén de equidad, es
justo hacer oir también la voz de los alumnos que
son buenos en matematicas.

Este testimonio servird para alivio de los profe-
sores de matematicas; algunos de ellos podrian no
tener quiza buena conciencia de si mismos. Se sen-
tirdn felices al oir alabar las alegrias que las mate-
maticas suscitan ([1], p. 90).

A.—En el fondo no se crea un problema, se crea
la solucion. O sea, nace de nosotros, son como
objetos que uno hace.

N.—£n el fondo construis algo.

A.—SI, en las mateméaticas se construye algo. En-
tonces por eso me gustan. A todo el mundo le gusta
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crear algo, digo yo... Porque si no llegédramos a cons-
truir ese algo, o sea, a encontrar... a encontrar la paz,
a tener la satisfaccion de haber hecho algo, creo
que lo defaria (lo dejaria, en fin, creo... o por los
menos intentaria dejarlo).

S/ no se consigue encontrar algo es que a uno
no le gustan y se las deja, porque uno se encuentra
atrapado sin saber qué hacer. Y es enervante, moles-
to. Es preferible hacer algo en lo que uno se sienta
realizado. Si uno solo no encuentra la solucion
tiene que pedirsela a los demas.

N.—7enéis la sensacion de construir, pero algo
que surge de vosotros.

A.—Ah, si, si surge de nosotros, como algo en lo
que se ha pensado, que uno ha encontrado, que
lueqo ha expuesto. Porque un razonamiento mate-
matico se expone, yo creo. Entonces, algo que se ha
expuesto, que ha sido hecho por nosotros... Si,
porque un problema, naturalmente, tiene un enun-
clado que se nos da, pero después, lo més impor-
tante lo tenemos que hacer nosotros. Eso es lo que
nos dé la satisfaccion personal de haber hecho algo.

Semejante testimonio, con la espontaneidad del
lenguaje hablado que se afana por expresarse mejor
describe en forma maravillosa la satisfaccion del que
«al hacer algo» se afirma uno ante si mismo y ante
los demas.

La alegria narcisista del creador no esté en la cosa
creada. Radica en ta creacion del yo.

18) No se trata aqui de amar, de manera contem-
plativa y platonica la matematica hecha, sino de
querer el quehacer de la matematica. En realidad,
el mévil psicologico profundo ¢no es, como en to-
das las cosas, amarse a través de la obra bien hecha?

Como lo subraya J. NIMIER, l1a matematica propor-
ciona muchas alegrias ([1], p. 126):

Alegria de ver claro.

— Ayer llegué a comprender un capitulo del que
antes no entendia nada. Ahora si ahora lo compren-
do... hasta ayer, no, es decir, habia sobre todo un
punto oscuro, y he logrado, por mi mismo, ponerlo
en claro. Me ha producido esta satisfaccion.

Alegria de lo imprevisto, orgullo de superarse.

— S/, de lo imprevisto. Porque no sabia si lo iba
a lograr. No se sabe si se va a encontrar. Por eso,
cuando se ha llegado viene la alegria..., poder decir
que uno lo ha hecho, poder explicarseio a los otros...
Esto es lo que empuja, lo que impulsa a la accion. En
fin, eso es lo que se nos exige, superarse y clarificar
/as ideas.

19) Para aquellos alumnos a los que su capaci-
dad hace combativos, la matemdtica ya no es una
amenaza, un peligro, una barrera. Es si un obstaculo,
un adversario al que hay que vencer ([1], pp. 86-87).

— Hay dos posibilidades: se hace 0 no se hace.
Es una cuestion temperamental. Si no lo hago me
siento verdaderamente vencido, hasta desgraciado;
si, ciertamente desgraciado por no haber logrado /a
solucién. Pero, si consigo encontrarla, entonces me
considero verdadero vencedor... Cuando resuelvo un
problema... lo que es, por lo dem4s, bastante nor-
mal... un problema con alguna dificultad que he
conseguido superar, es evidente que tengo derecho
a sentirme como un vencedor.

El mismo grito de triunfo:

— Me siento vencedor verdaderamente cuando he
encontrado... Cuando os proponéis un objetivo y
llegais a alcanzarlo, es précticamente evidente que
encontrais una cierta felicidad... Si triunfo al hacerlo,
verdaderamente me siento dichoso.



i LOS MAESTROS
Una maestria dificil de adquirir

1) Son tales la variedad y la abundancia de la
proliferacibn matemdtica que es humanamente im-
posible dominar con suficiente profundidad los nume-
rosos campos de su creacion.

Tener una cultura matematica puesta al dia exige
un esfuerzo considerable. Es mas asequible, al precio
de un esfuerzo huamanamente posible, tener una
buena informacién y un dominio razonable de las
materias del nivel secundario.

Tal esfuerzo es sobre todo rentabie gracias a las
estructuras fundamentales que aseguran al conjunto
de estas materias la mayor unidad, la cohesién, vy,
como consecuencia, la inteligibilidad.

Es sabido que la ensefianza matematica no esta
siempre garantizada por un nimero sufiente de pro-
fesores con la formacién adecuada.

De cualquier manera, el maestro, cualquier maes-
tro, deberia haber tenido ocasi6on de realizar el es-
fuerzo para la adquisicion de su bagaje de matema-
tica moderna, y también el necesario para poder
estar suficientemente proximo al alumno que aborda

Desgraciadamente no es siempre asi.

2) Sabemos que uno de los rasgos de caracter
del que ensefa es el narcisismo, que nos conduce
a hacer lo mejor que podamos nuestras clases. Si
somos conscientes de este hecho, podremos limitar
sus efectos al evitar la consideracién de las defi-
ciencias o las ignorancias de los alumnos como si
fueran injurias personales.

La imposicion de los maestros

3) Quedan, empero, adultos que hacen pesar
sobre sus alumnos su superioridad matemaética.

‘Escuchad este testimonio ([1], p. 53).

— Llega un muchacho con las manos en los bol-
sillos, plantea en el tablero un problema de veinte
lineas y lo resuelve como si nada en cinco minutos,
para nosotros..., en cambjo, nos deja pegados du-
rante horas, lo que me hace pensar en el juego del
gato y el raton. El gato es el «profe» y jyo el otro!...
jMuy bien chavales! Hay chicos que lo han resuelto
enseguida y vosotros ;qué? jno hacéis nadal!... En
fin, esto no es asi generalmente. Pero, yo, en todo
caso, esa es la experiencia matematica que tengo
éno es asi?

¢{Qué pensar también de esta confidencia? ([1],
pagina 70).

-~ Una cosa me sorprendié- habia una muchacha
que al comienzo del curso tenia buenas notas, pero
después, mas adelante, ya no se destacaba. Entonces
el «profe» le dijo- |Te creia inteligente y resulta que
no lo eres, pequena ! A esto reaccioné: Si la matema-
tica es la inteligencia, entonces la mia no debe ser
mucha. Por el momento me sentia un poco descora-
zonada, pero despuées me dije - «Si voy bien en fran-
cés, en lenguas, esto no tjiene razén de ser, debe de
haber varias clases de inteligencia.

Caso feliz el de una muchacha que encuentra
en ella misma la compensacion necesaria frente
a un juicio sobre su inteligencia, que podria dejarla
marcada de una manera definitiva.

4) Se sabe toda la importancia de una buena
relacion afectiva entre un alumno y su maestro,
y cébmo un lazo de simpatia con el profesor puede

hacerle amar la materia, trabajarla con conviccién
y llegar a conocerla.

La autoridad en matemaéticas

5) En matematicas, cuando se produzca una si-
tuacion de protesta a propodsito de una propiedad
o de una demostracién, es la matematica misma la
que debe ser y decidir como arbitro. No tiene derecho
el maestro a erigirse como autoridad para hacer
prevalecer su punto de vista. Y, todavia més, es me-
nester que tenga la sencillez y la prudencia de re-
conocer, en su caso, que es el alumno el que tiene
razén.

6) Hay profesores que, en lugar de habituar al
alumno a recurrir a las propiedades mateméticas,
se limitan a responderse a si mismos a multiplicidad
de preguntas.

-— ¢Se puede hacer esto? ;Se debe hacer aquello?
El conocimiento de la matemaéatica se convierte asi
en un codigo de obligaciones, de autorizaciones y de
prohibiciones.

Por ejemplo, la distributividad de la multiplicacién
sobre la adicibn que se puede expresar: cualesquiera
que sean los numeros a, b, ¢, se tiene:

(at+b)c=ac+bc

se traduce en estilo de obligacion:

—Para multiplicar una suma por un ndmero, se
multiplica cada uno de los términos de la suma y se
hace la suma de los productos obtenidos.

Regla imperativa que es una tonteria, como lo
muestra el ejemplo siguiente:

(47 +53) x 7 =100 x 7 = 700

Un enunciado en forma de autorizacion:

— Para multiplicar una suma por un numero, se
puede multiplicar cada término de la suma por ese
numero y sumar los productos obtenidos.

No es falso, pero esta regla polariza la lectura de
izquierda a derecha de la igualdad simétrica.

(a+b)c=ac +bc

Silencia la lectura de derecha a izquierda, relativa
a la posibilidad de sacar factor comin a. ;Por qué
no enunciar simplemente la distributividad, no como
una regla, sino como una proposicion légica?:

— El producto de una suma por un factor es igual
a la suma de los productos, por este factor de los
términos de la suma inicial.

7) En lugar de interponer entre el alumno y la
matematica, su propia barrera autoritaria, el profesor
debe mostrar al alumno que él mismo estd sometido
a la autoridad de la matematica. De esta forma, a la
vez que evita al alumno el impacto de su dominaciéon
de adulto, se coloca de su lado ante la jurisdiccibn
matematica.

8) Si bien no se debe mecanizar al aprendiz
matemdtico mediante un sistema teledirigido de 6r-
denes y de prohibiciones, tampoco conviene aban-
donarle a si mismo, solo y sin ayuda, frente a la mate-
matica, cuando la tarea es demasiado pesada para
una inteligencia joven.

Los maestros que tienen un contacto pedagégico
y humano adaptado a cada alumno, saben intuitiva-
mente lo que conviene decir, a uno para darle segu-
ridad, a otro para estimularle, a un tercero para
desafiarle, a un Gltimo para sostenerle en su esfuerzo
que hasta el momento ha sido poco provechoso.



Los maestros del pensar

9) Los verdaderos maestros de matematicas son,
cada uno a su manera, con los medios que les dan
su ciencia y su personalidad, maestros del aprendi-
zaje de pensar. Cercanos a sus jovenes discipulos,
saben guiarles cordiaimente y hacerles descubrir
cOmo se busca, cdmo se plantean cuestiones, c6mo
se adivina, cdmo se comprueba, co6mo se construye
una demostracion o se resuelve un problema.

Su saber-hacer, su arte, estd mucho méas hecho de
psicologia, de contacto humano, que de matematica
y de logica.

10) Que cada uno de nosotros se remonte al
recuerdo de sus profesores y maestros.

Ahora, mientras os hablo, estoy viendo emocio-
nado sus rostos desfilando en mi memoria, reencon-
trdndome con ellos como si a(in estuvieran vivos. Son
recuerdos muy antiguos.

11) El primero, el mas digno de lastima suscita
siempre la misma conmiseracion. Preparaba cuida-
dosamente sus clases. Tenia un encerado modelo
en el que, durante {os recreos, dibujaba las figuras
en colores. Desencadenaba un alboroto épico vy
despiadado por parte de los alumnos alborotadores,
por su falta de autoridad. En ocasiones el tumulto
cesaba de repente ante la aparicibn del prefecto
de estudios que aplicaba un castigo general. Este
profesor pretendia haber descubierto una demostra-
cion del postulado de Euclides y jaméas comprendi6
que no valia nada.

12) Nuestro profesor de la seccion cientifica
era la humanidad sonriente, de una elegancia
innata moral, matemética y hasta en su atuendo.
Trabajabamos todos juntos en un debate, que sabia
guiar con tal soltura natural que pasaba inadvertida.
Admiraba la belleza de ciertas propiedades y nos
hacia compartir la alegria de comprenderlas. Para
indagar si lo habiamos comprendido bien no hacia
preguntas. Nos iba mirando a cada uno, sin abando-
nar su luminosa sonrisa designandonos avanzando
la barbilla al tiempo que dejaba oir un afectuoso
carraspeo de asentimiento; después nos preguntaba:
« Y, ahora?» La respuesta, establecida como un
ceremonial, era: «Ahora, sefior, hay que recordarlo.»
Con frecuencia, al recordarlo, me hace pensar en
la frase de Pascal: Después de habérseme dado
la alegria de comprender, tengo que tomarme el
trabajo de aprenderio.

13) En la Universidad los profesores eran muy
diferentes unos de otros. Nuestro «gran maestro»
nos queria tanto como amaba la matematica.
Durante cuatro afos nos hizo exponer a nosotros
mismos todas sus clases: geometria analitica, me-
cdnica, geometria proyectiva, geometria diferencial.
Permitia la critica, una critica afectuosa, jpero sin
piedad! Nos ensen6 el arte de presentar y demos-
trar las proposiciones matematicas.

Nuestros maestros del rigor fueron dos: el de
anélisis y un lbgico metido en las controversias de
Brouwer. Los profesores de fisica eran dos sabios;
uno tenia la precision propia del experimentador,
el otro, el entusiasmo sonriente y comunicativo de
su conviccién einsteniana.

14) Los maestios de «stage», muy diferentes
entre si, nos marcaron todos muy fuertemente,
cada uno a su manera. Uno de ellos, un tipo jovial
«bon vivanty nos mostraba los enlaces entre la
matematica y la fisica y la manera de llevar con
conviccidn y firmeza una clase de «quatriéme»
correspondiente a la edad de la pubertad. El segundo
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hacia la clase ataviado con una levita negra y cuello
de puntas redondas. Tan limpio de espiritu como
de moral y de fisico, era a la vez amado y temido
de sus j6bvenes discipulos. Solia encontrarse con
ellos en el campus del ateneo, vistiendo un «shorty
como un «master scout» inglés, y les ayudaba con
mano firme a montar una tienda o a vadear un
arroyo. El ultimo flagueaba un poco, pero tenia una
inteligencia brillante, una bella voz atrayente y una
cultura mas vasta que la de un profesor de letras.

15) Si me he permitido evocar a los maestros
que tuve la buena fortuna de tener, no ha sido s6lo
para expresat la gratitud que les debo, sino mas bien
para mostrar cuan diferentes eran en su humanidad.
Porque méas que las matematicas que me ensefaron,
el verdadero mensaje que recogi de ellos fue el de
su humanidad tan diversa.

LS ALUMNOS
Conocimiento de los alumnos

1) Frente a la matemaética, frente al maestro,
frente al entorno, frente a nuestro mundo, los
alumnos son a menudo ninos desamparados.

Muchachos que nos preocupan o nos alegran,
nos aburren o nos consuelan, nos desesperan o nos
conforman.

Sus hechos y sus gestos, sin inquietudes, sus
alegrias, su desorientacion, su confianza, sus proble-
mas, todos surgen de los nuestros. Ellos no hacen,
por lo general, mas que expresarlos y refleiarlos
ante nosotros.

Hasta tal punto son producto de nuestra sociedad
y de nosotros mismos, que Gnicamente a ellos los
tenemos como depositarios de nuestras esperanzas.

i{A nosotros nos toca consagrarles, para su bien,
todo el aliento que nos quede!

2) Nuestra misibn es la de hacerles adquirir, al
mayor numero posible, el instrumento incomparable
de pensamiento y de acci6n que es la matematica.

Pero nuestro saber cientifico, por vasto y so6lido
que sea, sera vano si no conocemos suficientemente
a los alumnos, que son nuestros companeros de
trabajo.

Nuestra ensefianza no se dirige al alumno, con-
cepto abstracto, sino a los alumnos, nifios o adoles-
centes concretos, presentes en una clase.

Necesitamos un conocimiento plastico que se
modele bien sobre cada muchacho, que nos permita
entrar en relaciébn con él, ganar su confianza, tener
un intercambio humano.

Es ahi donde la pedagogia se revela como un
arte en el que la intuiciébn, como siempre, parece el
Ginico recurso. La intuicién pedago6gica no es, segu-
mente, la cosa del mundo meior repartida. Hay que
contar con los errores de apreciacién del profesor
que, con toda su buena fe, no ve hasta qué punto
iuzga de la personalidad de un alumno a través de
la suya propia. Proyeccién de la que muchas veces
no es consciente. Sabe, sin embargo, que casi
siempre las reacciones de un mismo alumno respecto
a diferentes maestros distan mucho de ser semejantes.

La caracteriologia

3) Para ayuda del prolesor en sus relaciones
personales con un alumno, es menester, ademas del
conocimiento de las funciones comunes a la psico-



logia de todos los hombres, en general, el conoci-
miento de lo que caracteriza la psicologia de un
alumno considerado en particular. Bien seguro, no se
trata de seguir los mil detalles de la psicologia indi-
vidual, sino de investigar el caracter, es decir, por
definicion, el conjunto de las maneras habituales de
sentir, obrar y pensar de un individuo [2].

4) Desde siempre, los caracteres humanos han
sido observados y descritos con arte por los mora-
listas, los dramaturgos y los novelistas.

Para que el conocimiento de los caracteres llegara
a ser una ciencia, la caracteriologia, fue preciso que
tomara una forma metddica, obietiva y positiva.

La caracteriologia ha dado lugar a vanas corrientes
de estudios:

a) Determinacién de algunas propiedades sufi-
cientemente generales de las conductas hu-
manas capaces de permitir la caracterizaciébn
en su coniunto de la conducta individual.

b) Estudio de las relaciones entre los diferentes
rasgos del caracter.

c) Investigacion de las. causas constitucionales
o psicolégicas que provocan las conductas
individuales.

5) La escuela francesa de caracteriologia de Le
Senne ha escrito una serie de obras destinadas a
los profesores; esta caracteriologia se interesa, en
efecto, por el estudio de los caracteres generales de
las conductas observables directamente en la vida
corriente, en particular, eén una clase, lo cual permite
a los profesores aprovecharse de ella para comprender
y prever los comportamientos de sus alumnos.

Otras caracteriologias, que pretenden mayor pro-
fundidad, exigen exadmenes mas penetrantes del
psicélogo y del psicoanalista.

6) En su tratado de caracteriologia, R. Le Senne
distingue entre caricter y personalidad. Segun él,
el caracter es el esqueleto permanente de las dispo-
siciones congénitas que constituye la estructura
mental de un hombre. La personalidad es la totalidad
psicolégica. la cual comprende, ademas del caracter
innato, todos los elementos adquiridos en el curso
de la existencia [3].

Esta distincién de un ndacleo caracterial invariable
en el seno de una personalidad evolutiva, muy clara
en su aspecto conceptual, no puede hacerse en la
practica por los métodos usuales de analisis del
caracter.

Las encuestas caracteriolbgicas que hemos reali-
zado durante anos, sucesivamente con los alumnos
de las clases superiores del Ateneo del Centro
(Morlanwelz), han revelado una variabilidad de los
rasgos caracteriales. Esta variacion, mds: sensible
en el curso de la pubertad, se atentia en los dos
afios superiores, sobre todo en el Gltimo. En la mayo-
ria de los casos, presenta una evolucién hacia la
estabilidad.

De hecho, por una parte, los caracteres aparecen
suficientemente permanentes como para que se
pueda fundamentar sobre ellos una relativa fijacion
de las conductas previsibles, mas, por otra parte,
ofrecen en la infancia y adolescencia, una plastici-
dad suficiente para permitir una accién educativa.

De una manera general, si bien puede decirseé que
el caracter condiciona las conductas, el afirmar que
las determina de una manera absoluta no dejaria
de ser una extrapolacién gratuita.

Los factores caracteriales de estructura

7) Los trabaios de la Escuela francesa se hicieron
tomando como punto de partida las investigaciones
emprendidas por el psicélogo. G. HEYMANS vy el
psiquiatra E. WIERSMA de Groeningen.

Estos dos cientificos holandeses formularon un
cuestionario en relaciéon con la presencia o ausencia
de multiples aspectos caracteriales, cuestionario que
sirvio de base para dos encuestas:

a) Una encuesta estadistica enviada a tres mil
médicos holandeses y alemanes, a los que se
les pidi6 respuestas obtenidas por la obser-
vacion de una familia, padres e hijos, sobre
diferentes preguntas.

b) Otra biografica, consistente en poner de
relieve los rasgos: de caracter de las biografias
de ciento diez personas, de uno u otro sexo,
y de diversas nacionalidades.

Los resultados pusieron de manifiesto que los
maltiples rasgos de caracter no estan distribuidos
al azar en un individuo. Presentan entre si ctertas
afinidades, que permiten agruparlos bajo un rasgo
mas general o factor caracterial de estructura. Los
tres factores fundamentales de estructura revelados
por las encuestas son: la emotividad, la actividad y la
repercusiéon de las representaciones.

Para los que no conozcan la cuestiébn, me voy a
permitir recordar sus grandes lineas. Puede serviros,
con espiritu critico, para contrastar vuestro propio
caracter.

8) La emotividad

Todo acontecer del que tomamos conciencia pro-
duce en nosotros una emocién mas o menos fuerte.
La intensidad de esta turbacion en razébn al objeto
que produce permite tener una referencia de la
mayor 0 menor emotividad. .

Un emotivo, es, en detérminadas circunstancias,
mas violentamente afectado que la media, Se turbaré
por motivos banales que no afectan a la mayoria de
los hombres, y es él mismo el primero en saber que
no valdria la pena preocuparse por ellos. Las reac-
ciones exteriores del emotivo son frecuentemente
muy vivas (gritos, |Agrimas, explosiones de alegria,
rubores, palidez, agitacién). El emotivo se entusias-
ma o se indigna por cualquier cosa, pasa facilmente
de la alegria a la tristeza, frecuentemente tiene el
sentimiento de ser desgraciado; es susceptible, fa-
cilmente vulnerable. Obsesionado por la duda a
propésito de actos irrelevantes, se siente angustiado
frente a una tarea nueva. La timidez, el miedo, pueden
inhibirle completamente.

Los emotivos estdn fuertemente ligados al medio
que los rodea. Es tal su permeabilidad, y consiguiente
vulnerabilidad, que lo mismo pueden encontrar en
&l una fuente de energia que resentirse dolorosa-
mente.

El no emotivo, por el contrario, se mantiene en
calma, s6lo se turba por sucesos realmente graves;
acepta con tranquilidad las cosas como son; de
humor constante, es méas razonable. Estd mas aislado
de la realidad, mas resguardado, mas autbnomo.

La emotividad se atenGa en el transcurrir de la
vida, o, por lo menos, reduce sus manifestaciones.
La mayoria de los adolescentes son emotivos.
Es justamente su emotividad el origen de sus impul-
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sos y de sus entusiasmos. Sin embargo, sobre todo,
es la causa de que por su sensibilidad sean maés
vulnerables. Sin excepcion, los estudiantes que han
respondido a mis encuentros, incluidos los no
emotivos, deseaban ver disminuida su emotividad.
Seguramente hay que ver en ello el deseo de llegar
a ser méas duefos de si mismos, como el adulto.

¢No es también la emotividad, cuyo papel dina-
mico es tan importante en la investigacién, la que
los hace muy sensibles a la menor perturbacién, im-
pidiéndoles concentrarse con facilidad?

9) La actividad

La actividad aparente es el comportamiento del
que actua y se agita en demasia; debe distinguirse
con cuidado de la actividad en el sentido caracterio-
légico. Esta es la natural disposicién para obrar con
soltura por si mismo.

El activo vive para hacer; el inactivo obra de mal
grado. No hay que confundirse: el inactivo carac-
terial, si es emotivo, podra tener una actividad ex-
terior desbordante impulsada por su emotividad;
pero, a continuacidn de su esfuerzo, quedara
abatido, incapaz de reaccionar durante largo tiempo.
El activo, por el contrario, se recupera prontamente,
tiene un suefio tranqguilo, reparador, puede estar
en vigilia sin gran fatiga: la accién no le es costosa.
Siempre estd ocupado, sin mas obligaciébn gque su
necesidad de obrar; controla el trabajo que encarga
hacer a otro. Le estimulan las dificultades, toma inme-
diatamente decisiones que ejecuta sobre la marcha.
Ver trabajar a otro le estimula a pasar a la accién.

En el inactivo, las formas méas agradables de em-
plear su tiempo son la ensofacion, la distraccidon
pasiva, la contemplaciéon inmovil del trabajo de los
demads. Pasar de la decision a la ejecucion e resulta
penoso. Se siente empujado a diferir lo que tiene
que hacer. Se desilusiona facilmente a la menor
dificultad.

/Serd necesario decirlo? La actividad caracterio-
l6gica es una disposicidn preciosa, una garantia de
éxito en los estudios, y, especialmente, en el estudio
de las matematicas. Los que no la posean deberan
aportar un esfuerzo enorme para obtener un pobre
resultado. Frecuentemente, se trata de alumnos que
trabaian mucho, pero sin fruto; esos, cuyos padres,
deidndose llevar por las apariencias, dicen: ;S/
supiera usted, serior, cuanto trabaja.; no sale famas!

10) Repercusién de las representaciones

Todas nuestras representaciones y nuestras im-
presiones ejercen sobre nosotros dos acciones.
Una inmediata, que tiene lugar mientras que las
representaciones estan efectivamente presentes con
claridad en nuestra conciencia; es su funcién pri-
maria. Otra accién diferida o secundaria que se
prolonga cuando las representaciones han desapa-
recido ya del campo de la conciencia.

Estas dos funciones se llaman, respecttvamente, la
primariedad y la secundariedad. Segin que un
individuo se mueva, principalmente por una u otra,
serd primario o secundario.

El primario, ante un dato mental actualmente pre-
sente, rechaza los efectos de los datos pasados. Vive
intensamente el instante presente. Es espontaneo,
sin rencor, rdpido y superficial. Sus alegrias, sus
penas, sus cobleras, sus buenas resoluciones son
todas pasajeras, exteriores y sin continuidad.
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En el secundario, hay remanencia del dato mental.
Realiza su acciébn presente en el pasado y la pro-
yecta en el futuro. Es hombre de recuerdos y de
precisiones, olvida dificilmente lo mismo las injurias
que los beneficios, elabora planes y programas. Sus
emociones, canalizadas al instante, son mas inte-
riores y se escalonan en el tiempo. Sus reacciones
son lentas, profundas y organizadas.

La primariedad, ligada a la actividad, proporciona
alumnos reactivos, brillantes, rdpidos en las respues-
tas, dispuestos siempre para intervenir, a tomar la
palabra, lo mismo para decir una tonteria que para
proponer una buena idea. )

En matematicas, son los primarios caracteriales
los que animan las clases inferiores por la vivacidad
de sus respuestas.

La secundariedad, sobre todo en ausencia de la
emotividad, hace alumnos reflexivos, que se callan,
se concentran y se quedan como mirando la cuestion
planteada, con gesto firme. Sus conocimientos estan
bien organizados y guardados por una memoria
fiel. Si su actividad es suficiente, saben desarrollar
una idea, seguir el hilo de una demostracion sin
perder de vista los datos, lo que se pide, lo que se
ha adquirido, lo que queda por hacer.

El primario puede tener, en momentos felices, un
buen golpe de vista, pronto y seguro, pero mas rara-
mente tendra el arte de explotar los hallazgos, en
tanto que el secundario sacard buen partido de sus
recuerdos con la intenciobn de seguir adelante.
Esto explica, al parecer, que al pasar de las clases
inferiores a las superiores, alumnos primarios que
ocupaban los primeros puestos se queden rezaga-
dos. Tanto mas, por que las motivaciones pasadas,
la consideracion del porvenir y de la carrera, que
actian sobre los secundarios, a ellos les deian
indiferentes.

Un secundario no olvida un estimulo o una adver-
tencia. Debemos saber que las palabras del maestro
serdn bien guardadas en su interior y que, por ello,
es necesario ni incrementarlas ni repetirlas; en
tanto que el primario precisa de pacientes repeticio-
nes. Sin poner en ello la malicia que e! profesor
imagina, se desliga a veces de toda promesa, olvida
los consejos, deja de lado los trabajos cuya realiza-
cion puede esperar. Los estudios, sobre todo los de
las matematicas, desarrollan una secundariedad
adquirida, mas sin hacer desaparecer la primariedad
esencial.

Siempre recuerdo a esos alumnos, bohemios de
las matematicas, que, a pesar de todos mis esfuerzos
y estimulos, jamas llegaron a gozar de un descubri-
miento.

11) Los tipos fundamentales

Cada uno de los tactores caracteriales: emotividad,
actividad, retencion, puede presentar grados de
mayor o menor intensidad. Todo individuo es, en
cierto grado, primario o secundario.

Si consideramos solamente los extremos, estos
factores no presentardn méas que dos intensidades:

Emotivo: E No emotivo: nE
Activo: A No activo: nA
Secundario: S Primario: P

Si asociamos de todas las maneras posibles, una
intensidad extrema de un factor con cada una de



las intensidades de los otros dos, obtenemos ocho
casos:

Emotivo, activo, secundario: EAS
Emotivo, activo, primario: EAP
Emotivo, no activo, secundario: EnAS
Emotivo, no activo, primario: EnAP
No emotivo, activo, secundario: nEAS
No emotivo, activo, primario: nEAP
No emotivo, no activo, secundario: nEnNAS
No emotivo, no activo, primario: nEnAP

A cada una de estas asociaciones corresponde
un tipo de caracter perfectamente definido. Tipos
caracteriales que son conceptos abstractos, resul-
tantes de una clasificacion dicotdbmica. No hay que
esperar encontrarlos realizados rigurosamente por
individuos concretos. De hecho, estos pueden
situarse relativamente respecto de aquéllos, que
constituyen, por tanto, un sistema de referencia para
representar los caracteres reales.

El sistema de tipos de HEYMANS, WIERSMA se
muestra en la practica como una referencia comoda.
Para facilitar el lenguaje, los autores han introducido
denominaciones particulares. Son éstas:

Apasionado: EAS
Colérico: . EAP
Sentimental: EnAS
Nervioso: EnAP
Flematico: nEAS
Sanguineo: nEAP
Apaético: nEnAS
Amorfo: nEnAP

Las formulas caracteriales precedentes son, pues,
las definiciones de los nombres empleados. De
esta suerte, estos adquieren un sentido preciso,
que puede ser bastante diferente del significado
confuso que las mismas palabras tienen en el uso
corriente. Por ejemplo, un colérico caracterial (EAP)
Nno es necesariamente pronto a la célera, un san-
guineo (nEAP) no es forzosamente apoplético, no
se debe confundir un apatico (nEnAS) con un
amorfo (nEnAP). A cada designacion no se debe
asociar ninguna connotacion peyorativa: muchas
personas complacientes y que tienen «buen carac-
ter» son amorfos. Para evitar los malentendidos sera
suficiente, como aconseja Pascal, reemplazar cada
palabra por su definicién.

12) Para representar comodamente las compo-
nentes de la referencia psicologica constituida por
los ocho tipos fundamentales, podemos recurrir a
una configuracidn geométrica.

Sobre las tres aristas de un cubo, concurrentes en
uno de sus vértices, situamos los ejes correspon-
dientes, respectivamente, a los tres factores E, A, S.
Convenimos en que el vértice origen representa el
amorfo, nE nA P, y que los segundos vértices sobre
los ejes E, A, S, corresponden, respectivamente, a
E nAP (nervioso), nE A P (sanguineo), nE nA S (apé-
tico). En los extremos de una misma diagonal del
cubo, colocamos los caracteres antagdnicos, esto
es, que son opuestos en cada uno de los factores,
tales como:

EAS (apasionado) y nEnAP (amorfo)
EAP (colérico) y nEnAS. (apatico)
nEAS (flemético) y EnAP (nervioso)
nEAP (sanguineo) y EnAS (sentimental)

’

En este modelo, debido a la significacion cualita-
tiva atribuida a los factores, no hay que considerar
evidentemente mas que relaciones topoldgicas.

A

Sanguineo Colérico
nEAP E AP
Flematico, Apdsionado
nEAS EAS
nEnAP EnAP E
Amor fo Nervioso
Apatico Sentimental
nEnAS EnAS
S
Fig. 1

Los pares de caras opuestas corresponden a las
intensidades extremas de cada uno de los factores:
E y nE A vy nA S .y.-P

En cada par de vértices opuestos del cubo se
representan un tipo caracterial, y su antagbnico.
En menor grado lo son los situados en vértices.opues-
tos de las caras. Los tipos situados en los extremos
de cada arista se dicen contiguos. Entre dos carac-
teres contiguos se sita un tipo mixto, representado
por el punto medio de la arista correspondiente. Por
ejemplo, un activo secundario con emotividad media

. sera un apasionado flematico. Evidentemente, hay

doce caracteres mixtos.

Un individuo concreto, cuyos factores E, A, S,
presentan, en escalas cualitativas dadas, intensida-
des determinadas, vendrd representado por un
punto del cubo. De' esta suerte, puede verse coOmo
se sitda respecto a los tipos de referencia.

13) El estudio de ta correlacion entre los rasgos
del caréscter, ha permitido determinar cuales son mas
frecuentes en cada tipo, y ha suministrado una base
estadistica para el diagnostico de cada uno.

La escuela francesa de caracteriologia ha esta-
blecido estos diagndsticos con mucho cuidado, de
forma tal que es directamente utilizable por el pro-
fesor. Varias obras de caracteriologia relativas a la
educacién revelan hasta qué punto son precisos
los conocimientos de esta materia para comprender
a los alumnos y sus problemas ([4], [5]. [6]1y [7]).

14) Predisposicion para las mateméticas

Después de la descripcion de la actividad y de la
secundariedad, se comprende que son los factores
caracteriales cuya posesion proporciona inteligencias
con mayor inclinacién natural para hacer la matema-
tica con facilidad y éxito.
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Es interesante que los profesores de matematicas
que se consideren dotados para esta ciencia, exami-
nen con objetividad en qué medida poseen estos
dos factores. Podriamos también releer, con este
mismo objeto, las declaraciones hechas por los
alumnos.

De hecho, los dos tipos caracteriales en que se
encuentran la mayoria de los matematicos son los
apasionados y los flematicos ([2]).

Daremos constancia de ello ({10]).

15) Los apasionados (EAS)

La conjuncidon de la emotividad y de la actividad
da al cardcter una tension maxima, potencia que se
prolonga en vida interior por la secundariedad.

Los apasionados acentuados poseen los tres
factores con la mayor intensidad: Son caricteres
fuertes. Ambiciosos, dominadores, aptos para el
mando, tienen el sentido profundo de la grandeza.
Entre ellos se encuentran la mayor parte de los
hombres célebres que vivieron intensamente con-
sagrados a una gran obra como fin Unico:

Richelieu, Napolebn, Foch;

Miguel Angel, Dante, Racine, Corneille, Moliére;

Goethe, Tolstoy, Nietsche, Flaubert, Zola, Claudel;

Pascal, Descartes, Newton, Ampeére, Cuvier, Pas-

teur.

Los apasionados acentuados son escasos. Por el
contrario, los apasionados medios o reflexivos son
mas corrientes. Si bien no alcanzan las cotas de
intensidad de los ejemplos histdricos, son siempre
caracteres notables, llenos de cualidades.

Desde el final de su infancia, el apasionado mani-
fiesta ya un conjunto de rasgos: impresiones fuertes,
dotes de observacion, accién decidida y vigorosa,
constancia, amor a la independencia y gusto por la
puntualidad, ausencia de vanidad no refida con
una fuerte estimacién de si mismo, buena fe, espi-
ritu de servicio, bondad para los débiles, amistad
para los animales, amor a la familia y a la patria.

Llegado a la adolescencia, el apasionado tiene
una actividad que anima su razbén, y una razon
rectora de sus actos elegidos libremente, guiado
por el sentido de la rectitud y de la justicia.

Bien adaptado, casi siempre, a sus condiscipulos
y al maestro, puede, de manera reflexiva y sin
ostentacién, por una causa nable, 1o mismo opo-
nerse a un grupo de alborotadores que mantenerse
firme frente a la autoridad.

La rapidez y el vigor de su inteligencia, su sentido
de 1o concreto, su reflexién, su memoria organizada
hacen de ¢l un buen alumno, a menudo un excelente
estudiante en las letras, las ciencias naturales y las
matematicas. Trabaja concienzudamente y gusta
de hacerlo solo para experimentar el placer de poner
en juego sus juveniles fuerzas. Le gusta la geometria
que satisface su gusto por el concreto y porque le
exige usar tanto de la imaginacibn como de la
logica.

16) Los fleméticos (nEAS)

La emotividad no es ya un elemento motor. La
actividad sblo estd animada por la secundariedad.

El fleméatico es apto para la reflexién. Relariva-
mente aislado de la realidad, tiende al pensamiento
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abstracto. Es, por inclinacién natural, tedrico o pen-
sador.

En la historia, los flematicos han dado:

— filésofos y moralistas Bergson, Hamelin, Hume,
Kant, lucke, Condillac, Montaigne;

— historiadores-pensadores: Renan, Taine;

— hombres de Estado: Turgot, Franklin, Was-
hington;

— matematicos filésofas: Leibniz, d'Alembert, Con-
dorcet, Gauss;

— grandes naturafistas: Darwin, Buffon.

El joven flematico muestra bastante pronto su
capacidad para razenar. Su inteligencia es concep-
tual, metddica, a veces un poco lenta, pero segura.
Su sentido del orden, su puntualidad, sus habitos
metGdicos hacen del flematico el mas escolar de los
alumnos: regular, décil y trabajador. Muy objetivo,
desprovisto de afectaciébn, digno de confianza,
dotado del sentido del humor, y con humor cons-
tante. Lleno de paciencia y tenacidad. Gusta de los
sistemas abstractos, de los principios de fas reglas
y de las leyes. Coge las matematicas con verdadero
placer. Su sentido moral es elevado, su civismo
profundo. Si bien la docilidad del flematico sea
para los profesores un buen motivo de satisfaccion,
conviene, no obstante, que no se olviden de cultivar
su débil emotividad a fin de evitar que se atasque
en las tareas escolares.

17) La oposicion a la matematica

Los caracteres mas naturalmente cerrados, si no
hostiles, a 1a matematica son: en general, los amor-
fos (nE, nA,P) y los nerviosos (E,nA,P), carentes
a la vez de actividad y de secundariedad. Los colé-
ricos (E,AP) y los sentimentales (E,nA,S) suelen
mostrar poco gusto natural, porque su emotividad
no estd servida por la primariedad, en los coléricos,
y por la falta de actividad en los segundos.

Por altimo, entre los sanguineos (nEA,P) y los
apéticos (nE,nA,S), cuya emotividad es débil, se
encuentran algunos alumnos que manifiestan cierta
disposicién para las matemdticas, sobre todo en las

A

nEASEH

nEnAP EnAP

nEnAS S EnAS

Fig. 2



clases inferiores. Pero en las siguientes, la falta
de secundariedad en los sanguineos, y de actividad
en los apéticos, no les permite mantener las prome-
sas de los primeros afnos.

Hemos sehalado en la figura las disposiciones
caracteriales para las matemaéticas por discos colo-
cados en los vértices del cubo de referencia, estos
discos (grandes o pequenos) indican, respectiva-
mente, una mayor o menor disposicién

La figura 2 muestra claramente cémo juega la
oposicion de los caracteres antagonicos.

18) Capacidad para aprender la matematica

La caracteriologia confirma la existencia de tipos
mas capaces para la 'matematica y acredita asi la
existencia de la disposicion congénita.

No se puede concluir por ello que la capacidad
de aprenderla le sea negada a los que no la posean.
Nuestro sistema de ensefanza dedica, en general,
el mismo tiempo a todos para adquirir el mismo vo-
lumen de conocimientos. Si un alumno se descuelga
y fracasa, repite el curso con el mismo programa,
y al mismo ritmo, practica que no favorece y humilla
a los alumnos mas lentos. ;Son, sin embargo, menos
reflexivos y menos inteligentes? Recuerdo, a este
propdsito, al mas l6gico de mis maestros. Era incapaz
de responder inmediatamente a una objecion. La
anotaba cuidadosamente y, al dia siguiente, nos
traia una respuesta escrita, definitiva.

Un psicologo y educador americano, John Carrol,
sugirib, hace algunos anos, la idea de no admitir
qgue la falta de habilidad matematica, o su debilidad.
impidan a muchos estudiantes aprenderla con igual
profundidad que aquellos mejor dotados en los
comienzos.

Adelant6 la hipotesis de que todos, o por lo menos
casi todos, pueden ser llevados al mismo grado de
conocimientos en cualquier rama, pero que la canti-
dad de instruccién necesaria para que un estudiante
alcance un nivel senalado deber4 variar de un estu-
diante a otro.

Con este objeto, la School Mathematics Study
Group, organiz6 una experiencia que confirmé la
hipotesis ({8], p. 105).

Se formaron dos grupos de estudiantes, uno ex-
perimental y otro de control, de séptimo afio (12-13
anos), y otros dos del noveno (14-15 anos).

Los dos grupos experimentales tenian una habili-
dad por debajo de la media (del 25° al 50° percentil),
mientras que los de control la tenian por encima
(b0°, 75° percentil). En ambos casos el grupo ex-
perimental y el de control tuvieron el mismo pro-
grama de matematica y utilizaron el mismo libro. La
Unica diferencia fue que los grupos experimentales
dispusieron de dos afos para estudiar la misma
materia que lo grupos de control cubrieron en un
ano en la forma habitual, comenzando estos Gltimos
un ano después que los grupos experimentales.

Al final de la experiencia, los resultados de los tests
realizados mostraron que, en séptimo afo, los
estudiantes del grupo experimental respondian casi,
pero no totalmente, tan bien como los estudiantes
del grupo de control. Pero, ademas, se comprobé
que los estudiantes del grupo experimental habian
aprendido mucho més en dos anos de lo que ha-
brian logrado en un ano ordinario.—

En la bateria final de tests, los estudiantes del
grupo experimental del noveno afno tuvieron me-
jores calificaciones que los del grupo de control.

La experiencia revela, por tanto, como es posible
que un alumno flojo alcance un buen nivel, siempre
que se le permita consagrar, para un programa pre-
visto para un ano, los dos que él necesita. Este sis-
tema de dos anos de estudio en lugar de uno, es
mas eficaz que el sistema de repeticion del curso,
que humilla al alumno al obligarle a recomenzar, al
mismo ritmo, todas las materias.

IV. LOS PROFESORES

El compromiso con el alumno

1) Ensefar la matematica no es presentarla
a un auditorio en lecciones, por magistrales que
sean.

Ensefar la matematica es comprometerse con los
alumnos en su aprendizaje, guidndoles y estimu-
landoles en las mejores condiciones posibles.

2) Se sabe que las condiciones materiales: pro-
gramas, horarios, nimero de alumnos en la clase,
material didactico, locales... con frecuencia no son
los ideales, y, hasta en ocasiones jestdn muy lejos
de serlo!

¢Qué hacer?, jcruzarse de brazos?, jelaborar un
repertorio de criticas y de quejas, desde luego fun-
dadas, para transferir a otro la responsabilidad de
una situacién desfavorable desde el principio ?

A pesar de todo, ;jno serd mejor hacerla frente,
pensando en el porvenir de los alumnos? Elios,
como nosotros, padecen igualmente la situacién
presente. (Tendrdn que vivir una vida hipotecada
ya por su causa?

3) Cualesquiera que sean las medidas adoptadas
fuera de la escuela para ponerla a la altura de sus
responsabilidades, quedara siempre para cada uno
de nosotros, en nuestra clase, fa obligacion de cum-
plir el compromiso contraido con nuestros alumnos,
mucho més todavia que con la sociedad.

Dicho compromiso nos obliga a tomarlos de la
mano en el lugar en que se encuentren, y, con hu-
manidad, esforzarnos en caminar juntos, como
puedan, lo mas lejos posible, por la via de su for-
macion de hombre.

Rendimiento del profesor

4. Como apreciar nuestro rendimiento como pro-
fesor de matematica. Esta evaluacion no es nada
facil ([8]).

¢Es suficiente observar a un profesor en accién,
desde el fondo de la clase? Este juicio fragmentario
podrd ser muy diferente si se hace por un director,
un inspector o un colega.

Adamas, la presencia de un observador extrafio
es un elemento de perturbacion en el comporta-
miento de los alumnos y en el del profesor.

Sin embargo, la eficacia de un profesor es una
cuestion capital, pues en ella reposan, o deberian
reposar muchas de las decisiones referentes a su
formacion, empleo, promocion y «recyclaje», sin
hablar de la puesta a punto de los programas, de la
utilizacion de los manuales, etc....

5) Debido a la importancia del probiema, Ila
la School Mathematics Study Group, uno de los
equipos que en Estados Unidos ha desplegado més
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medios para la modernizacion de la ensefanza, llevo
a cabo desde 1962 una vasta encuesta durante
cinco anos ([8]).

Puesto que los juicios sobre !a eficacia de un pro-
fesor hay que tomarlos con cautela, s» decidié medir
esta eficacia unicamente a través de las adquisicio-
nes demostradas por los alumnos, y apreciarlas sé6lo
sobre dos puntos: la capacidad para el célculo y la
comprension de conceptos matematicos.

Estos elementos —hay que decirlo— ain siendo
fundamentales, no constituyen mas que una pe-
quena parte de los objetivos de una ensefanza de
la matemdtica.

6) Las comparaciones se llevaron de acuerdo
con todas las reglas del «testing» a la americana.

iSus resultados fueron decepcionantes!

En cada caso, hubo diferencias significativas vy,
en la mayor parte de ellas, fuertes variaciones en la
eficacia de los profesores. Sobre cada uno de ellos
se habia recogido previamente una gran cantidad
de informaciébn, proveniente de dos fuentes. La
primera, formada por datos reales; edad, sexo,
experiencia en la ensefnanza, formacién superior
al minimo requerido para la funcién docente, «recy-
clajen reciente, etc.

La segunda, que no tenia en cuenta el rendimiento
de los alumnos, recogia informaciones sobre la per-
sonalidad del profesor y sus actitudes frente a la
ensefianza de la matemética y a los alumnos. Esta
ultima informacién, se obtuvo como resultado de
las preguntas dadas por el profesor a extensos cues-
tionarios.

El andlisis de la regresiébn mostr6, que, en todos
los casos, esta amplia informacién relativa a los
profesores, intervenia muy debilmente en la varianza,
menos del 10 por 100 en la mayoria, con relacién
a la eficacia de un profesor.

7) Hay que hacer constar que los resultados
decepcionantes de esta amplia encuesta, obtenidos
con la ayuda de medios considerabies, sélo se re-
ferian a la habilidad de los alumnos en el célcuto
y a la comprensién de conceptos matematicos.

Ahora bien, los objetivos de la ensefanza son
mucho mas vastos, pues abarcan toda la formacién
en los conocimientos y en los métodos de la mate-
maética propiamente dicha, y también en las capaci-
dades de aplicaciébn de los modelos matematicos
al mundo real. Ademaés, por encima de los objetivos
precedentes que le son especificos, la matematica
participa de manera importante en los objetivos
generales de la educacién, esto es, concernientes
a la formacién intelectual, estética y moral de la ju-
ventud.

De todos estos numerosos y variados objetivos,
Unicamente [os mas primarios pueden ser objeto
de una prueba de control: exdmenes o tests. Los
demas objetivos, mas complejos y mas elevados,
no se dejan captar con una vara de medir tan rudi-
mentaria. Su evaluacién, esencialmente cualitativa,
requiere un plazo mas largo.

Los buenos jueces

8) ;Quién puede ser buen juez del rendimiento
y de la calidad de una ensefanza? En primer lugar,
el propio profesor, supuesto que tenga, en su trabajo,
suficiente espiritu critico, sentido comin, exigencia
y conciencia para no enganarse a si mismo.

9) Los mejores jueces son siempre nuestros
alumnos: siempre bajo su mirada inquisitiva, tanto
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en nuestros dias buenos como en los malos, saben
descubrir, con su intuicién de nifio, a veces impla-
cable, al hombre —o0 a la mujer— que realmente so-
mos. En lo que a mi concierne —«e! yo detestable»—
cuando era profesor de las clases de «scientifiquen,
con un horario de siete, ocho y hasta diez horas de
clase por semana, para hacer honor a un programa
torrencial de preparacion para las «Grandes Ecolesy
me preguntaba por el mote que me habrian otrorgado
mis discipulos. Supe que no tenia ninguno, pero
que segun los dias y el clima de la clase, era desig-
nado por tres apelaciones diferentes y significativas.
Al terminar algunas clases era, un tanto secamente
«Servaisn. En mejores ocasiones se me llamaba
«Willy». Y, después, llegué a ser «el padre», con todo
el afecto y sentido psicoanalitico que puede tener
este nombre en la cabeza de un adolescente. He
procurado siempre, lo mejor que he podido, ser las
mas de las veces «el padre».

El juicio sobre nosotros mismos y sobre nuestra
accion educativa se precisara y se fijara en el espiritu
de nuestros alumnos cuando, en su dia, lleguen
a ser adultos. Entonces su apreciacion sera definitiva,
como lo son ahora nuestras opiniones sobre los que
fueron nuestros maestros.

Testigos del hombre

10) Ensenar es un oficio dificil, tal vez despia-
dado, pues no podemos dar a nuestros alumnos
lo que nosotros no somos.

Lo mejor de nuestra ensefanza es, en fin de cuen-
tas, la humanidad que haya en nosotros.

Si no proponemos nada humano, nuestro papel
es irrisorio.

Pero mejor escuchad: ([1] p. 50).

A.—Por efemplo el senor x..., para mi no es el
senor x..., es un libro. Me gustaria conocerlo mejor,
fuera de la clase, de su trozo de tiza y de su bata
blanca...

N.—¢Y quién te Jo impide?

' A.—Pues bien, es que tiene que ser asi el hecho
de que le considere como un libro, creo yo, es que
ha llegado a ser sélo eso. He borrado la personali-
dad que pudiera haber detras del libro. Para mi es
un libro ambulante, y nada mas.

11) Para ensefar la matematica es menester
ciertamente conocerla bien. Pero esta condiciéon
necesaria estad lejos de ser suficiente, cuando se
quiere aportar a la ensefanza la humanidad, sin
la cual, sdlo se puede hecer un trabajo seco, esteri-
lizante e improductivo.

Sentido de adaptacién

12) Sobre el plano del contenido mismo de la
ensefanza, es necesario ser bastante psicologo
para adaptar lo que se hace a las capacidades reales
de los alumnos. Veamos lo que dicen las instruccio-
nes pedagdgicas belgas: ([9]).

El profesor tiene, y deberé sacar partido de ella,
libertad para organizar las materias en el orden que
mejor se preste a la adquisicion conceptual y préc-
tica de las nociones matematicas.

Cuidard de maostrar, mediante aplicaciones bien
elegidas, ef interés y el alcance de la teoria. £n fo
que a ésta se refiere, aunque las posibilidades de
abstraccion de los alumnos sean mayores que en los
arios precedentes, el profesor matizard sus exigencias



en cuanto al conocimiento de las demostraciones.
Algunas pueden ser encontradas por los alumnos,
otras, mas sutiles, aun siendo comprensibles, no
deben ser memorizadas, y otros desarrollos tedricos,
que el profesor desearia presentar para tranquilizar
sus escrupulos matematicos, seran reemplazados
con mayor utilidad por trabajos en que la actividad
de los alumnos lleve la mejor parte.

Tales precauciones psicolégicas han sido tomadas
para evitar que determinados profesores, por nar-
cisismo, cometan en sus clases «el pecado tebrico»
al perder de vista que la matemaética es, en primer
lugar, un saber-hacer, que s6lo se adquiere por com-
promiso personal.

La formacién psicologica

13) Es indispensable que los profesores, en par-
ticular los responsables de la matematica, tengan
una formacién psicolégica adaptada a su funcion
y a su responsabilidad.

En primer lugar, pondriamos unas nociones su-
ficientes de psicologia general, pero, sobre todo,
de psicologia diferencial. La primera permite com-
prender el desarrollo genético de los adolescentes,
desde el punto de vista afectivo, intelectual y moral,
en tanto que la segunda proporciona conocimientos
caracteriales necesarios para el acercamiento y la
comprensibn humana de los seres en su propia in-
dividualidad.

La caracteriologia

14) ;Sera necesario resaltar el interés del estudio
del caracter en el ejercicio cotidiano de la ensenanza?

En primer lugar, importa que el profesor conozca
su propio caracter. Esto le permitird precisar la parte
de subjetividad psicoldogica que se manifiesta en to-
dos los juicios emitidos sobre tos alumnos y sobre
las materias ensenadas.

Basta asistir a una junta de evaluacidon para poder
observar hasta qué punto las apreciaciones relativas
a un mismo alumno varian de un profesor a otro.
Es verdad que las disciplinas ensefadas pueden reve-
velar aspectos diferentes, pero hay que contar la
parte importante que, en toda apreciacién, juega la
proyeccién del caricter del profesor sobre el alumno.

Imaginad una profesora de francés, colérica, uno
de matematicas, flematico, y otro de musica, ner-
vioso. Veamos como juzgan del mismo alumno.

— Alumno inteligente, concienzudo, pero mas
bien aninado, infantil en sus comentarios de texto,
por falta de temperamento.

— Alumno muy dotado para la matemaética, con
un espiritu 16gico superior a su edad, muy abierto a
la abstraccion. De natural dulce, apenas le gusta
ser jefe del equipo.

— Alumno vulgar, incoloro, que no lleva nada
dentro.

Estos tres juicios de los profesores podria expli-
carlos quien conociera el perfil completo del alumno
en cuestiébn (2) pues veria de hecho la parte con
que cada uno de ellos supervalora en el caracter del
muchacho, los rasgos que son coincidentes con el
suyo personal y rechaza los otros.

(2) Perfil que comprende, ademas de los tres factores
fundamentales E, A, S, seis factores complementarios:
amplitud del campo de la consciencia, pasion intelectual,
polaridad ternura, interés sensorial, avidez (10).

15) En el conjunto de los profesores de matema-
ticas predominan naturalmente, desde el punto de
vista caracteriolégico, los apasionados y los flemati-
cos; hay algunos sanguineos y otros pocos coléricos
y apéticos, profesores que estdn en oposicidn con
los alumnos nerviosos, amorfos o sentimentales.
Este hecho explica buen nimero de las tensiones
en las clases. Tanto méas, porque la mayoria de los
profesores fueron buenos alumnos en matemaéticas,
y. por elio, no estan en la mejor disposicion para com-
prender sin esfuerzo a aquellos alumnos que no tie-
nen las mismas disposiciones naturales.

Adaptacion de ias conductas

16) El profesor debe conocerse y conocer indi-
vidualmente al alumno, con objeto de adaptarse mejor
a él en busca de un mejor rendimiento. Una observa-
cién, un estimulo, como se sabe, no deben ser los
mismos para todos los alumnos.

Un sentimental y un flemé4tico son sensibles a una
amonestacion o a un estimulo de orden moral, que,
debido a su secundariedad, meditaran largamente.

Un colérico preferird ser alentado por una observa-
ciébn mas viva.

Un nervioso necesita ser estimulado constante-
mente; podrd endurecerse bajo una avalancha de
reproches; si llega a estar contento y seguro de si
mismo, puede flegar al enfrentamiento revistiéndose
de un cierto prestigio a los ojos de toda la clase. En
las mismas circunstancias, el amorfo permanecera
impasible y sonreird dulcemente. A éste habrd que
hablarle de notas y de resultados.

Adaptacién en los grupos

17) La misma diversidad que en el comportamien-
to individual se revela en la sensenanza colectiva.

Los fleméticos y tos sentimentales, 1o mismo que los
apaticos, trabajan y juegan aislados.

Los coléricos y los amorfos gustan de los equipos,
los primeros para ser sus guias, los segundos para
compararse en una corriente que los lleve.

Los apasionados pueden, segin las ocasiones,
ser solitarios o dominadores.

Los sanguineos, buenos opartunitas, secardn par-
tido de todos.

Adaptacion de las pruebas

18) Segln su naturaleza, nuestros métodos de
apreciacion favorecen a uno o a otro tipo.

Los flematicos y los amorfos tienen la paciencia
necesaria para los exadmenes escritos, en tanto que
los apasionados tienen que refrenarse y los nerviosos
habrdn de ser llamados al orden.

Los coléricos y los sanguineos destacaran por su
soltura en los examenes orales, exdmenes que para
los sentimentales constituyen sesiones de tortura.

Los tests, deconcerntantes para algunos fleméticos
por su novedad, constituirdn para los nervigsos un
juego original al que podridn aplicarse por poco
tiempo. Se comprende, pues, que, independiente-
mente de las aptitudes, los tests, las pruebas escritas,
los exdmenes orales, no pueden dar resultados con-
cordantes.

Prondsticos caracteriales

19) Los tests de aptitudes intelectuales, en ia
medida en que detectan la mera inteligencia, no
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pueden suministrar mas que pronésticos aventurados.
puesto que, en el trabajo intelectual, se trata siempre
de la inteligencia vinculada a un caracter y subor-
dinada a &l. En esta perspectiva, P. GRIEGER ha des-
cubiento correlacciones significativas entre la inte-
ligencia y el cardcter {6].

La caracteriologia permite, quizd, un pronéstico
maés seguro, por cuanto estd basado sobre maneras
de sentir, de obrar y de reflexionar, actitudes que
estan profundamente enraizadas en el individuo.

20) El Psicoanalisis

Mas profunda que la descripcién caracteriolégica
de las maneras habituales de comportarse un indi-
viduo es la explicacibn psicoanalitica de este com-
portamiento.

En este campo, el profesor debe tener también una
informaciéon adecuada que le explique las raices
subconscientes de actitudes, a veces extranas, de
bastantes alumnos.

En las ciencias positivas, sobre todo en las matema-
ticas, una forma de higiene racional consiste en dejar
de lado, conscientemente, los aspectos psicoldgicos
y afectivos. Pero tal actitud excluyente, de gran co-
modidad metodolégica aparente, no elimina los ele-
mentos perturbadores: los relega en las profundida-
des del subconsciente.

Principalmente en mateméaticas, como lo sefala
J. NIMIER [1], no puede dejarse de prestar atencion
a estos aspectos, si se quiere descubrir algunas de las
razones de los fracasos, los rechazos y los odios.

Por la naturaleza apremienta e impersonal de la
matematica, algunos individuos la ven como una
disciplina alienante y dominadora, que alimenta en
ellos los fantasmas de lo imaginario.

21) Los profesores de mateméticas, que, como
los alumnos bien dotados, han regulado bastante
pronto los problemas subconscientes, creen con
frecuencia que su disciplina se sitia enteramente al
nivel de la consciencia, a la luz de la razén.

Sin embargo, meras cuestiones de vocabulario,
generan ya impulsos subconscientes.

Algin profesor se siente relajado cuando habla de
«factorizar un polinomioy. Y lo prefiere a «descompo-
nor en factores». La descomposicion tiene en él una
reminiscencia macabra.

jQué decir de la voracidad de los elementos absor-
bentes, que provoca este sentimiento en los alum-
nos!

Término tan apacible como el de elemento neutro
de una operacién, /no conlleva en la accién del verbo
neutralizar una connotacién homicida parecida a
liquidar?

En la resoluciéon de ecuaciones, se puede observar
la agresividad con que los alumnos tachan un tér-
mino en uno de sus miembros neutralizdndolo por la
adicién del opuesto en ambos miembros de la ecua-
cibn. Igualmente neutralizan un factor, no nulo, mul-
tiplicando ambos miembros por el inverso de este
factor. (No es infrecuente todavia oir; términos opues-
tos se «destruyen» N. del T.).

Al hacerlo asi, esta neutralizacion es mas negativa
y menos mecanica que el pasar un término de un
miembro a otro con cambio de signo.

Es conveniente que los profesores de matematicas
estén advertidos de los juegos subterrdneos del
subconsciente, pero la cuestion no es hacerlos psi-
coanalistas aficionados, lo que equivaldria a trans-
formarlos en «aprendices de brujo».
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22) De igual manera que los elementos de psi-
cologia diferencial, de las técnicas de grupo, no se
enfocan para convertirlos en psicélogos de via es-
trecha.

Lo que si es conveniente es proporcionarles in-
formaciones practicas, utilizables en su oficio.

Lo que importa realmente es que los Utiles psico-
l6gicos que se pongan a su disposicién-de los cuales
algunos son potentes instrumentos de condiciona-
miento y manipulacibn— usados con pureza y ge-
nerosidad, puedan servir para bien de la juventud,
sin olvidar el respeto a las personalidades en deve-
nir a su cargo.

23) Psicologia de la inteligencia

En este vasto campo, lo mas importante para el
profesor de matemdaticas es la parte mas relacionada
con su disciplina.

La obra de PIAGET, de BRUNER y otros aporta
elementos atiles ([11], [12], [13]).

Los trabajos hechos a partir de la matematica, en
heuristica por G. GLAESER ([14] y en lenguaje
matematico por J. ADDA ([15]), son directamente
utilizables.

Y también, las investigaciones sobre el problema
de reeducaciébn en matematicas realizado por F,
JAULIN-MAMONI ([16]) han puesto de relieve
toda la importancia del inconsciente légico-cognos-
citivo. Explican como se borra el proceso que el
sujeto ha seguido para llegar a la comprensiébn de
una estructura, cuando ésta ha sido ya instaurada.
Por eso, el profesor que ha comprendido una nocibn
olvida el camino recorrido. Y este olvido es la causa
de que no sepa como el nifo puede acceder a com-
prenderla.

V. EDUCACION MATEMATICA ABIERTA

1) Todo lo que acabamos de ver debe conven-
cernos de ‘una verdad evidente: la ensefanza de la
matemadtica tiene mucho que ganar si se hace mas
humana.

2) La ensenanza, sea tradicional o moderna, sufre
la misma indigencia: se reduce a proponer una mate-
matica descarnada, encerrada eén si misma.

Sus programas son puramente internos, que hay
que dar completos ignorando casi siempre a los
ninos.

El profesor se ve obligado asi a condicionarlos lo
mas deprrisa posible sin tener en cuenta su afecti-
vidad y su desarrollo personal.

¢Cémo mejorar semejante situacion, que no puede
satisfacernos?

3} E! cambio no vendrd por nuevas reformas.
Soélo puede venir de los profesores, de nuestra propia
naturaleza de hombres y mujeres que somos.

Debemos ante todo, contar con todos y cada uno
de nosotros.

Nuestro Unico y generoso querer puede hacer la
revolucién.

Ante nosotros tenemos las grandes lineas de pro-
greso. Las veis en vosotros mismos, en todo 10 que
podéis hacer y cambiar en vuestra accion de cada
dia.

Indicaré algunas. Vuestra reflexion os revelara
otras.



Tener un buen contacto psicolégico adaptado
a cada alumno

4) La matematica hecha es un edificio i6gico. El
apreéndizaje de la matematica y su ensefanza son,
en primerlugar, cuestion de psicologia.

El profesor, como adulto, debe: ser consciente de
su cardcter y del de sus alumnos.

Debe superar las oposiciones caracteriales, sin
dejarse seducir por concordancias agradables y no
comportarse como un adolescente atrasado en medio
de j6venes plberes en crecimiento.

B) Su madurez debe permitirle darse cuanta de
las reacciones afectivas de sus alumnos, de sus
precipitaciones, de sus temores y de sus rechazos.
Debe acoger y respetar las personalidades en forma-
cién de sus alumnos. Sin llegar a ser un protector,
debe saber darles la seguridad que pueda ayudaries
a alcanzar, en lo posible, las més altas cotas.

Debe poner el mayor afecto para hacerles com-
partir la matemética como un bien ofrecido a todos
los jovenes. Sabiendo que el amor a la matemaética
radica en la alegria de hacérla, que no es posible
imponerla por la fuerza, pondra todo el cuidado que
pueda para presentir los bloqueos afectivos & inten-
tar desvelarlos.

6) Pero --me diréis— no hay que ser ingenuos
e idealizar demasiado la realidad de nuestros alum-
nos, entre los cuales los hay que desbordan todos los
limites.

Es cierto, los tiempos han cambiado y los alumnos
también. Los profesores, como la matemaética, estan
en tela de juicio.

Los adolescentes rebeldes, los que protestan por
todo, y aun sip motivo, desesperadamente hasta el
absurdo, ¢no son en su mayoria alumnos faltos de
carino?

¢No es demasiado rudimentario y demasiado brutal
afrontarlos con wuna represion coactiva cuando mu-
chos I0 que estan pidiendo y deseando es que
se les escuche acogedoramente, de forma abierta, sin
critica, sin idea de recuperacion para el sistema?

¢{Tan maltratados han sido ya por la vida que han
llegado a franquear para sigmpre esas rejas sin re-
torng que hacen imposible todo didlogo y todo en-
tendimiento en el futuro?

Debemos escuchar para comprender y carrer el
riesgo de pecar, en ocasiones, de candidos, parta
no ser, con toda seguridad, inhumanos.

La comprensién asegura el aprendizaje

7) Es necesario que la matemdtica sea para cada
alumno una construccidn personal vivida.

La matemaética no es como otras ciencias un con-
junto de conocimientos exteriores organizados: es
un sistema de pensamiento coherente gque se
construye en si.

Hay necesidad, por tanto, de distinguir bien entre
actividad matematica exterior y comprensién.

Escuchad este vehemente testimonio ([1]. p. 31).

—Yo estudiaba mis matematicas porque habia

gue estudiarlas. No las entendia; tampoco irataba
de hacerlo; simplemente las estudiaba. Bueno,
pues bien, Temia buenas notas. Aprendia mis lec-
ciones, hacia mis deberes, obtenia buenos resultados
y esto bastaba. Pero, al final, no entiendo nada.

Eso es lo gque no admito. No admito que otros
alumnos puedan hacer lo mismo que yo hago, es
gecir, que hagarn cosas sin tener idea de lo que se

ace.

Hacia eso porque era fo que hacia habituaimente.

Se hacian enormidad de ejercicios, y a esto se
reducia todo, pero no entendia nada. Y me rebelo
contra eso.

8) La ensenanza que sustituye la comprension
real, profunda, por reflejos rutinarios obtenidos por
condicionamiento, es considerada por R. SKEMP
([16], p. 117) como una injuria a la inteligencia.

— £l hecho de intentar la comprension de algo
implica la acomodacion de nuestros esguemas.
Cuando en cierta medida la comunicacion recibida
no es inteligible, el receptor intenta acomodar sus
esquemas para poder asimilar algo para el despro-
visto de sentido. Hacer esto equivaldria a la destruc-
cion de los propios esquemas, es decir, el equiva-
lente mental de una injuria corporal.

Visto de esta manera, se comienza a comprender
por -qué ¢iertos estudiantes experimentan, no una
falta de entusiasmo por la matematica, sino una
auténtica repulsion. Lo mas significativo, en estas
circunstancias, s que tienen toda la razon para obrar
de esta forma, toda vez gue una de sus mas elevadas
facultades, su inteligencia en desarrollo, estd ex-
puesta a una influencia perniciosa.

Hay alumnos que se acomodan perfectamente
al hecho de no entender en profundidad o que hacen
en matematicas. Para ellos es mas facil, y mas econd-
mico, atenerse a la aplicacién mecénica de las reglas.

Durante cierto tiempo pueden dar el pego al pro-
fesor, hasta que éste no arafie bajo el barniz de las
palabras. Sin embargo, cuando las materias se com-
plican, la memoria y la ciega reproduccién ya no
bastan. Es entonces cuando se descubren las incom-
prensiones reales, y tan extensas que hacen ya impo-
sible recuperar los fallos.

10) La matematica hay que comprenderla en
profundidad.

No puede unc contentarse con escuchar atenta-
mente lo que dice, ni simplemente con aprender lo
gue estd ya hecho, es imprescindible saber por qué
se dice asi y se hace de esta manera.

Esto es lo que dice un alumno ([1], p. 128):

—£Era igual. La segunda vez tampoco se fe en-
tendia, pero tampoco él se daba cuenta de ello,
Decia pués es facil, y jhay que saberlo!

— Puede ser que uno trate de profundizar en una
cuestion en la que se dice que es como es, y que no
hay lugar para intentar entenderla: no &s mas que
un simbolo. Pero, de todas formas, uno queria
saber algo més. Uno quiere saber el porqué de su
introduccion. ¢Por gqué es necesaric decir esor?
jPorque se nos dicel jPues guizd no sea verdad!

—eComo se puede demostrar? A ésto, siempre
nos respondia: Pues es asi, porque si, y hay que
aceptarlo como és. Esto entonces nos bastaba, pero
ahora ya no. ¢Por qué tiene que ser asis? Jpor qué
es asi? Eso me fastidia... No poder buscar el origen
de las cosas, no se puede. Es decir, en clase, se
podria quizé profundizar, buscar la verdad, jpero
habria que remontarse demasfado lejos] Pero te
dicen: esta es la formula, hay gue aceptarla... jnada
se nos dice de donde ha salido la tal formuila !

El ejemplo del comportamiento de este profesor,
/es raro? jes excepcional?

{No comprende lo que hay que comprender?
¢Habra llegado a un nivel en el que no se recuerda
ya el camino que se ha tenido que recorrer?

¢{Podria la clase ofrecer ocasibn de maostrar la
necesidad de que no se puede remontar indefinida-
mente y gue es preciso admitir algunos axiomas
como puntos de partida?
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11) jNadie piensa que los alumnos, al recons-
truir la matemaética, vayan a rehacer por si mismos
el trabajo de dos mil afos!

Pero los profesores, bien pertrechados con las
armas aportadas por las modernas ideas clarifica-
doras, pueden guiarles en la comprension de la ma-
temadtica «por dentroy.

12) Desde este punto de vista, los cursos, tra-
dicionales o nuevos, contienen demasiadas defini-
ciones y demostraciones «parachutadas», esto es,
presentaciones «ex-abrupto», que, seguramente co-
rrectas en su aspecto légico, no son, al mismo
tiempo, inteligibles en el contexto de una construc-
cibn matematica que no da ninguna razon para
hacerla comprensible.

Bastaria recordar la antigua presentacion de los
logaritmos con la ayuda de las progresiones aritmé-
ticas y geométricas, sorprendentemente introducidas.
Todo alli era misterio y magia. jQué decir de la nueva

s :5 dt caida del cielo!

|

Y sin embargo, es posible llegar a esta integral
buscando un isomorfismo entre los grupos (R;.) vy
(R, +).

Nosotros hemos mostrado como, en el seno de
la teoria matemadtica elemental, pueden tratarse de
una forma natural estas y otras nociones ([18]).

Querriamos considerar aqui sé6lo un ejemplo, el
de los casos de isometria de los tridngulos.

Los famosos «casos de igualdad» han sido tan
desprestigiados, tan ridiculizados, que muchos pro-
gramas no se atreven ya ni siquiera a mencionar.

Pues bien, en las isomrtrias del plano, tienen una
profunda significacién.

Se sabe, en efecto, que una isometria estd deter-

minada cuando se dan los vértices de un tridngulo

Yy sus respectivas imagenes, y que, por otra parte,
cualquier tridngulo no es isométrico a otro cual-
quiera.

Es, pues, perfectamente natural preguntarse en
qué condiciones un tridngulo es isométrico con otro.
Los casos de isometria responden a la cuestién con
la ayuda de los invariantes fundamentales: longitu-
des y &ngulos.

Los casos de semejanza corresponden a una cues-
tion anéloga respecto al grupo de las semejanzas
del plano [19] H vy Il

En las afinidades de! plano, dos tridngulos cuales-
quiera son equivalentes, y la cuestiébn no tiene in-
terés.

En todas las situaciones en que intervenga un caso
de isometria o de semejanza de tridngulos, éste
puede ®ludirse mediante la construccibn, con la
ayuda de traslaciones, rotaciones, simetrias, homo-
tecias, de la transformacién que sea necesaria. Es
un agradable juego de composicibn. Pero los fisicos
no tienen ni tiempo ni gusto para dedicérselo a él,
y es por esta razon, quiz4, por la cual emplean el
atil sencillo y ¢6mo que les ofrecen los «casos» vy,
por tanto, la necesidad de prepararselos.

Sacar partido favorable del error

13) Aprendemos, sobre todo, por nuestros erro-
res: nos obligan a reflexionar.

iSomos tan indulgentes en lo tocante a nuestros
errores, cualquiera que sea su precio!

¢Por qué no serlo también respecto a los errores
de nuestros alumnos? Si lo hiciéramos, frecuente-
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mente sabriamos disculpar a los mas vuinerables y
mas escrupulosos.

Hay una pedagogia, bien intencionada, que pre-,
tende obtener siempre una respuesta exacta y se-
gura del alumno a toda pregunta que se le haga.
El error es acechado, para ser denunciado, borrado,
extirpado, lo mas rapidamente posible, como una
falta impura.

Sucede que este culto por la buena respuesta con-
duce a un condicionamiento que es un verdadero
adiestramiento. En matematica, no es suficiente dis-
poner, bajo un estimulo, de una respuesta exacta;
es necesario también comprender la razébn de la
respuesta que se da.

14) Hasta que un alumno no nos ponga en
guardia por una respuesta equivocada, sé6lo tene-
mos la presunciébn de que su comprensién es la
correcta.

Respuestas o afirmaciones inexactas pueden pro-
venir simplemente de que el alumno dice cualquier
cosa, lo primero que le ha pasado por la cabeza;
pero puede suceder también que tales afirmaciones
se deban a que el alumno tiene una forma de com-
prensibn, un marco de pensamiento, diferentes de
los nuestros. En este caso, captar el porqué de lo que
ha dicho es comprender cbmo ha pensado.

15) Desde muy pronto, me he servido de los
errores de los alumnos para llegar a un mejor cono-
cimiento de ellos y de mi mismo.

He aqui algunos ejemplos:

1.°) En una discusién, un alumno dijo, plena-
mente convencido y con toda tranquilidad: cero
no es un numero.

Ante esto, uno se puede quedar estupefacto,
alzarse de hombros, considerar su afirmacién como
una burrada, reprocharsela y sancionarle con una
mala nota.

Es mas util explotar el error.

La manera de proceder en estos casos era bien
conocida por mis alumnos.

— ¢Habéis oido lo que ha dicho vuestro cama-
rada?

Tomad una hofa de papel y escribid la pregunta
/cero es un numero? Reflexionad sobre ello, y en
los proximos dias traedme escrito lo que penséis
sobre esta cuestion... Si queréis, podéis anotar vues-
tros datos personales: nombre, edad y la clase en
que estais.

Bien sabian lo que yo queria. Les tenia dicho: mj
intencion es tratar de mejorar la ensenanza mate-
matica. Podéis ayudarme si me explicadis libremente
lo que vosotros pensédis de verdad. No es un deber
escrito para poner notas. Todo queda entre nosotros.

Llegado el dia, les leia las respuestas una por una
ante toda la clase, sin citar los autores, aunque todos
habian firmado.
jHabiamos aprendido muchas cosas!

A prop6sito del cero, por ejemplo, toda una pato-
logia:

— Desde muy pequerio se me ha dicho: Cero no
es absolutamenta nada.

— Cuando se anade cero a un numero es como
s/ no se anadiera nada.

— Cuando se multiplica un numero por cero,
es cero.
— No se puede dividir por cero.

— Cero sobre cero no quiere decir nada.

Después les interrogué: ;Qué quiere decir la pre-
gunta, cero es un numero? jcomo se demostraria
si lo es realmente o si no lo es?



Después de discutirlo: Calculando con él y con
los otros numeros.

La conclusién fue: cero es un numero, pero un
numero raro.

2.°) Otro dia la curiosidad me llevé a pregun-
tarles:

— Cuando en la clase de geometria, yo pronuncio .

la palabra espacio ;De qué creéis que hablo?
"~ El inventario de las respuestas fue asombroso.

— El espacio con sus estrellas y las nebulosas.

— El interior de la clase.

— Algo que uno piensa en su cabeza.

3.2) Una vez descubierto y convenido que se
trataba del espacio abstracto inventado a partir del
espacio fisico, estudiamos la traslacién.

Nueva cuestién: ;Se puede hacer una traslacion
del espacio?

El espacio sideral, con su cortejo de nebulosas,
hizo por breve tiempo su reaparicion en escena.

Un alumno excelente, buen légico, me dijo cate-
gbricamente, £s imposible. Le argumenté: dada una
traslacion.

1. S/tomo un punto del espacio, ¢su imagen por

la traslacién es un punto del espacio?

2. Sitomo un punto del espacio, ¢es la imagen,

por la traslacion, de un punto del espacio?

Me interrumpi6 inmediatamente ya veo, me difo,
lo que Vd. quiere es meterme en los lugares geome-
tricos.

Le entiendo, pero no creo en ello.

En una recta, la cosa funciona, puedo hacerlo asi.

Puso sus indices uno junto a otro, y los separb
después manteniéndolos paralelos. Pero si lo hago
asi, anadi6, haciendo deslizar sus dedos uno contra
el otro, ;/Qué pasa en el infinito?

Reanudo las operaciones con planos, valiéndose
de las palmas de sus manos, primero separandolas
y después deslizando una sobre la otra.

— Pero en el espacio, no tengo sitio para separar.
¢Qué es lo que pasa en el infinito?

Entonces le propuse:

—:Cémo se puede demostrar la posibilidad de
hacer una traslacion del espacio abstracto?

Se quedd sin decir nada y se marcho con el cefo
fruncido.

Al dia siguiente sonreia: Ya /o he entendido.

16) Una respuesta de un alumno, una pregunta
de otro, que nos dejan desconcertados, raramente
son tontas.

Fue un joven alumno quien me hizo comprender
que la definicion del tridngulo is6sceles no era buena.

Cuando le pregunté: sun tridngulo equilatero es
isdsceles? la respuesta fue rotunda: no. —jPor qué ?—
Porque tiene los tres lados iguales.

En consecuencia, adopté la definicibn: un trianulo
isosceles es un triangulo que tiene, por lo menos, dos
lados iguales —como se decia ya en aquel tiempo.

Desde entonces me gusta la definicién: Un trian-
gulo es isosceles si, por lo menos, tiene un eje de
simetria.

Habria mucho que decir sobre nuestra manera de
expresarnos, a pesar de que nuestros alumnos nos
entienden.

Construir un tridngulo, conociendo los tres lados,
ipero entonces el triangulo ya estad dado!

Dosificacién equilibrada de la matematica

17) La matematica, gracias a los puntos de vista
modernos, puede ser presentada de una manera
unificada y clara.

No es necesario perderse en mil detalles para intro-
ducir y utilizar las ideas claves concernientes a los
métodos y a las estructuras.

Cada alumno, en la medida de toda su capacidad
de asimilacién, debe recibir un alimento matemaético
sopesado. Es el mejor método para que cada uno
encuentre asi lo que le agrade y mejor convenga
a su tipo de inteligencia.

A veces, bien por seguir las instrucciones o por sus
propios gustos personales, hay profesores que dan
una materia demasiado algebraica, demasiado geo-
métrica o demasiado numérica; excesivamente 16-
gica o intuitiva en demasia. .

Al perder de vista la unidad fundamental de la ma-
tematica, se llegara a romper, a causa de una presen-
tacién: unilateral, la simbiosis entre el algebra y la
geometria, bien por hacer de ésta un juego de ima-
genes o bien por presentarla exclusivamente bajo
el aspecto vectorial o analitico.

Pueden asfinstalarse carencias, con las consiguien-
tes lagunas, origenes de repulsiones y hastios.

A los alumnos no se le debe ensefar solamente a
reproducir y buscar demostraciones de los tecremnas,
a ensenarles definiciones y a resolver problemas to-
talmente elaborados.

Para que tengan un papel més creador, es impor-
tante que aprendan también a encontrar los enun-
ciados de las proposiciones, a expresar las definicio-
nes, a descubrir y formular problemas. El profesor
marchara con sus alumnos por el camino de la explo-
racibn matematica, para que aprendan a experimen-
tar sobre ejemplos, a construir un contragjemplo en
los casos de enunciados dudosos.

Abandonando las experiencias rectilineas, el maes-
tro inculcaré a sus discipulos el gusto por la caminata
a través de la selva de la matematica, como el cazador
que sabe cobrar una pieza después de varios rodeos.

Las fuentes: manuales y obras de consulta deben
ser variados, con objeto de que les permitan elegir
y hacer comparaciones.

19) Cada programa debe ser apropiado y con la
debida ponderacién de los diversos componentes
indispensables. En este punto de vista, conviene
anotar que los programas de las secciones superiores,
con horario reducido, tienen que dar cabida a los ele-
mentos de andlisis y de las probabilidades.

Sobre la base de un esquema de los temas impor-
tantes, los programas deben dejarse con cierta flexi-
bilidad. Son guias y no anteojeras ni obstaculos para
la ensefanza.

He aqui lo que a este proposito dice un alumno
({11, p. 93).

— Hay una palabra que no me gusta absoluta-
mente nada: es la palabra «programa». Muchos
profesores dicen. bueno, esto esta en el programa,
y eso no lo esta. Ahi esta la barrera, donde uno se
detiene.

— Y de tal manera no me gusta, porque, aunque
comprendo que evidentemente las cosas deben
tener un limite, no puede uno superarse en todo,
pero tampoco que sistemdticamente te detengas
siempre en el limite del programa.

Esta situacion me fastidia bastante. Me gustaria
més que, en algunas cuestiones, se fuera hasta el
final.

N.—;Qué es lo que te molesta?

A —Pues precisamente eso, que se cierre la
puerta, que se cierren las matemadticas. Es por eso
por lo que estoy molesto.

N.—/Qué es lo que te sucede?

A —Bien..., jEs algo asl como si a un hombre se
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le mete en la carcel, si! Se pierde su libertad, la liber-
tad que tiene, no puede estar contento. A mi me
gustan las matematicas, precisamente porque todo
viene enlazado, porque se puede seguir. En defini-
tiva, porque uno es libre.

Pero, si se comienza por encerrar, por limitar 13s
mateméticas, se acabo, las matematicas pierden su
libertad.

Desarrollar un espiritu democratico

20) La dificultad inherente a la matematica hace
de ella una vara para medir un tipo de inteligencia
y para clasificar a los alumnos, a la vez que puede
afirmar una supermacia dominante del maestro.

La clase de matemaéticas suele ser, en pequeno,
una sociedad que reproduce diferencias y jerarquias,
cuando deberia ser una comunidad de trabajo, orga-
nizada democraticamente.

El profesor no puede, como se le aconseja, mar-
char con la media de la clase, debe velar porque cada
uno progrese, en la medida de si mismo, con ayuda
de todos.

21) Los grupos de trabajo no pueden reducirse
a pequenas formaciones creadas al azar, que se li-
mitan a rellenar fichas en torno de una mesa. Deben
ser equipos de alumnos, formados libremente, para
llevar a buen término tareas de las que se han hecho
responsables. En ellos, los méas fuertes ayudan a los
mas débiles, y éstos prestan los servicios adecuados
a su capacidad.

22) El maestro ya no es el dispensador Unico de
la ciencia, es ahora el coordinador, el guia, el con-
sejero, la autoridad reconocida por su eficacia.

Buen animador, sabe conducir todo el esfuerzo
de la clase, en convergencia, sobre un problema que
se resiste. Sin dejar de alentar también a los alumnos
imaginativos, que, por vias divergentes, investigan
sobre el problema.

23) Se aprende a discutir, a practicar una logica
viva guiada més por la autoridad de la prueba mate-
matica que por la del maestro. Se descubren argu-
mentos falaces en las demostraciones, como los que
se pueden encontrar en la publicidad o en la informa-
cion. Se ejercitan en sacar conclusiones tanto de lo
probable como de lo seguro.

24) El profesor no siente el temor de arriesgarse,
de mostrarse ante los alumnos en situacién de bus-
queda, y hasta llegar a reconocer con sencillez sus
posibles errores en cuyo propésito los alumnos
pueden llegar a ser muy vigilantes (Tenia yo la cos-
tumbre de recompensar con una buena nota a todo
alumno que me sefalaba cualquier deficiencia obser-
vada en una demostracion mia).

25) En matematica, mas que en otra rama en la
que los contactos humanos son mas afectivos, el
maestro debe velar por mantener un clima de coope-
racion fraterna, en la que cada uno debe sentirse més
comprendido, méas valorado, mas libre.

En tal atmoésfera, los alumnos sienten por instinto
lo que la razén puede aportar de mesura y de equi-
dad en las relaciones humanas.

Estimular la expansion del animo

26) En la escuela secundaria, los adolescentes,
a veces hasta los més hurafos, estdn muy intere-
"sados en afirmarse a si mismos, en su propio desa-
rrollo.

Por_esta razén, en caso de fracaso, los que tienen
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mejor concepto de su personalidad abandonan fre-
cuentemente la matematica.

27) En todos los casos, es conveniente que ten-
gan algan éxito. No se trata de otorgarles, porque si,
calificaciones enganosas, sino de hacerles experi-
mentar la alegria de descubrir algo, aunque no sea
mas que un problema sencillo, de acuerdo con sus
posibilidades. La mejor motivacién para su trabajo
es el placer que el alumno pueda sentir en el des-
pliegue de su propia actividad matemaética. En estas
condiciones, resolver un problema viene a ser un
desafio consigo mismo.

Otro factor de interés es también la eleccion per-
sonal de un determinado trabajo matematico.

(28) Para proporcionar todo su alcance al curso
de matematica, el profesor no puede limitarse a dar
una formacién teérica y aplicada. Debe participar
en el desarrolto humano mas amplio de sus alumnos,
en la expansion de sus capacidades potenciales.

En todas las ocasiones, en el trabajo o en el com-
portamiento de un nifo o de un adolescente, debera
fomentar la aparicion de aquellas cualidades con
mayor proyeccion en los objetivos generales de la
educacion para cuya adquisicion la matemaética pre-
senta una gran ayuda.

La educacibn matematica, en efecto, supera en
todo a la mera instruccibn matematica en sentido
estricto. Contribuye en gran medida a la formacién
general de la personalidad, mediante el desarrollo
de actitudes intelectuales, y el gusto por la belleza
y del fomento de los rasgos morales ([22]). Estos
objetivos, de naturaleza cualitativa, susceptibles
de transferencia, deben alcanzarse progresivamente
a lo largo de los estudios al mismo tiempo que los
fines especificos que les sirven de soporte.

I. Formacion intelectual

1. Ejercitarse en el juicio, distinguir lo verdadero
de lo falso (aplicables a los hechos reales), lo
demostrado de los no demostrado (aplicables a
un enunciado en el seno de una teoria deductiva).

2. Adiestrar en la organizacion logica del pensa-
miento. Ordenar las ideas, reconocer las hip6-
tesis, las consecuencias, las causas, los medios,
los efectos.

3. Aprender a reflexionar sobre los diversos aspec-
tos de una situacion, separar lo esencial de lo
accesorio, afimar el espiritu de analisis, reforzar
el poder de la sintesis.

4. Desarrollar la actividad mental y favorecer asi la
imaginaciéon, la intuicibn y la invencion crea-
dora.

5. Lograr la adquisicion de un sentido critico cons-
tructivo.

6. Formar el espiritu cientifico: objetividad, preci-
sién, gusto por la investigacion.

Il. Formacién estética

1. Despertar y afirmar el gusto por la belleza mate-
matica presente en ciertas relaciones, férmulas,
figuras, demostraciones y teorias.

2. Cultivar el gusto por la expresion del peri..amien-
to: claridad, orden, concisidon, elegancia.

3. Hacer presente y apreciar las relaciones entre la
matematica y la belleza formal de las artes:

— equilibrio arquitecténico;



— comparacion de las artes plasticas (dibujo, pin-
tura, escultura);
— ritmo y estructuras en las artes (musica, cine);
4. Sensibilizar en la belleza de las formas y de orga-
nizacién en la naturaleza y en la técnica.

Hl. Formacion moral

1. Amor a la verdad objetiva y a la equidad.

2. Necesidad del rigor, del discernimento y de la
claridad en la verificacion y en las pruebas.

3. Cuidado por conocer y comprender los princi-
pios de las cosas, los fundamentos y los a priori
de las doctrinas y de las opiniones.

4. Habito de investigar las preguntas y las justifica-
ciones de las afirmaciones.

5. Probidad y lucidez acerca de sus propias obser-
vaciones, de sus opiniones y de sus deducciones
personales.

6. Capacidad de atenciébn, de concentracion y de
esfuerzo.

7. Voluntad de terminacion y de perfeccionamiento.

Mantener todos los lazos con ila vida

29) Los alumnos viven en un entorno donde
coexisten, con frecuencia, como concurrentes o
antagonistas, un universo natural y un mundo creado
por el hombre.

Ahi estad la historia para dar testimonio de toda la
participacion que corresponde a la matematica en
el descubrimiento, la comprension y el dominio
parcial del universo, azi como en la invenciéon y en
la realizacion del mundo tecnoldgico.

En la ensefanza secundaria, fa matematica, el mas
potente de nuestros instrumentos de pensar, du-
rante muchos anos ha estado frecuentemente redu-
cida a no pensar en nada que estuviera fuera de si
misma.

A todos los alumnos atraidos por la vida, les ha
parecido la matematica como una lengua muerta,
sin conexion significativa con el mundo.

Por mucho cuidado que se ponga en decirles
«esto 0s servird mas adelantey.

Por falta de ganas, por temor, por desaliento,
son muchos los jovenes que, llegado de sopetdn
el momento de las aplicaciones significativas, han
perdido ya, mas o menos, su interés por la matema-
tica.

La potencia de la matematica, de la que tanto
se habla, es para ellos una promesa para cuya
realizacion falta demasiado tiempo.

Hay ahi un desfase que los cursos de Ciencias
son los primeros en padecer. Para suprimir este
retraso es posible iniciar al mismo tiempo, como
lo hace la ensenanza renovada belga, el aprendi-
zaje de las ciencias y de la matematica siguiendo
la via abierta por el doctor Decroly hace ya tantos
anos [20].

30) Pero si se quiere humanizar la ensefhanza
de la matemaéatica no es suficiente con darle como
campo de accién las ramas cientificas: fisica, qui-
mica, biologia, geografia, informéatica. Es menester
también conectarla con la ensefanza de la lengua
materna [15].

Y, méas, ampliamente es con la vida entera con
la que la matemética esta en relacion. Asi lo revela
la obra pedagégica de Emma CASTELNUOVO [21].

La vida es la mejor motivacion de la ensefanza
de la matemética y la fuente inagotable de temas
pedagégicos, variados y atractivos, para los jove-
nes alumnos que descubren al mismo tiempo que
los hechos su matematizacion.

Un matemdtico que ha consagrado lo mejor de
si mismo a la educacion matematica, H. FREU-
DENTHAL [22]. en su uitima publicacién Mathe-
matical instruction in the year 2.000, se expresa
en estos términos:

- Para atianzarse como matemético, no hay ne-
cesidad de hacer complejos de interioridad en los
demas por medio de la teoria de conjuntos, del
calculo de las proposiciones, de la teoria de gru-
pos, de los espacios vectoriales y de las teorias
intelectuales mas indigestas. Podéis descubrir las
matematicas por todas partes, a simple vista y con
sentido comun, pues la matematica es precisarnente
la unica cosa tan evidente que, sin estuerzo por
nuestra parte, cualquiera puede convencerse que
vale la pena conocer. aprender, ensenar.

Por ser la matemadtica ten verdadera y convin-
cente, estoy seguro que seguird ensenandose €en
el tuturo. Pero al mismo tiempo y por la misma
razon, es algo que no puede ensenarse como una
cuestion aparte. Debe surgir de la accion como la
lectura, la escritura, el ubricolage», el dibujo, el
canto, la respiracion, en una educacion integrada.
En la educacion general, se aprendera mas mate-
matica de la que se ha estudiado hasta ahora, sin
embargo, no serd ensenada como una materia ais-
lada, excepcion hecha evidentemente, de los nive-
les mas elevados, en la educacion especializada,
que, de hecho, se seguira por un nimero de alum-
nos superfor al de hoy. Pero no preguntéis jamas
cuanta matematica puede aprender un nino. Pre-
guntad, mas bien, cuanta matematica, en la edu-
cacion, puede contribuir a la dignidad humana del
nino [23].
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PRIMER SEMINARIO PREPARATORIO DEL SIMPOSIO
SOBRE «DIDACTICA DE LA FISICA Y LA MATEMATICA,
SU INTERRELACION»

Organiza: Instituto Nacional de Ciencias dc la Educacién (I.N.C.LE)).
Lugar de realizacién: |.N.C.LLE., Ciudad Universitaria, s/n.—Madrid-3.
Fecha: Diciembre, 1979.

Director del Seminario: Luis Rosado.

1. Organizado por el I.N.C.1.E., se ha celebrado en la sede de este Organismo el Primer Seminario del
Simposio sobre «Didactica de la Fisica y la Matematica, su interrelaciony.

2. En el mes de diciembre, en que ha tenido lugar la reunidn en el I.N.C.L.E., se han reunido més de 40
profesores de fisica y matematica de todos los niveles educativos procedentes de toda Espana, para
analizar los resimenes de las 50 comunicaciones presentados hasta la fecha.

3. Estos trabajos, que responden a los objetivos planteados para el Simposio, han quedado encuadra-
dos en la siguiente clasificacion:

Grupo |: Fundamentos de la interrelacién (12 comunicaciones).
Grupo . Aspectos pedagobgicos y didécticos (20 resumenes).
Grupo IlI: Temas concretos {17 resimenes de comunicaciones).

4. En el mismo se han fijado las normas de estructuracion de las comunicaciones, a ser posible modu-
lares, con el fin de dar homogeneidad a los trabajos.

5. Asimismo se ha determinado como fecha del Segundo Seminario Preparatorio del Simposio la se-
mana del 17 al 22 de marzo de 1980. En éste se presentaran para su estudio y posibles relaciones
entre los mismos, fas comunicaciones totalmente desarrolladas, asi como un extracto de las mismas
en un folio a espacio sencillo o doble, con el fin de difundir éste a los interesados en participar en
el Simposio. {Este material debe enviarse al director del Simposio en la primera semana de marzo,
para proceder a su reproduccidn y posterior distribucién a tos participantes del Segundo Seminario
Preparatorio.)

6. El desarrolio del Seminario ha transcurrido segiin el esquema y los objetivos previstos, con la plena
satisfaccién de los asistentes por el resultado alcanzado.

7. Los asistentes agradecen al |.N.C.|.E. la invitaciéon y la posibilidad de participar en estas reuniones
de trabajo, para la mejora de la ensefanza de la fisica y la matematica en todos los niveles del sis-
tema educativo y en la totalidad del ambito nacional. Asimismo, extienden el reconocimiento a la
U.N.E.S.C.O., por el alto interés que se toma en apoyar la organizacion y la realizacion de este Sim-
posio por el I.LN.C.I.E. y por proporcionar asesores especialistas y material bibliogréfico al mismo.
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1. EL PROBLEMA

Cuando se trata de establecer nuevos curricula
para la ensefianza media, aparece siempre el proble-
ma de la Geometria. Al nivel elemental, el problema
no aparece, pues en general hay asentimiento en
que debe ser una geometria intuitiva o geometria
fisica, mas o menos extendida, pero cuyos contenidos
son practicamente aceptados por unanimidad; puede
haber cambios en la metodologia y la didactica,
pero muy pocos en los contenidos.

Al nivel terciario, tampoco el problema es grave.
Como a este nivel ya se ha dividido la poblacion
estudiantil en especialidades, cada una de ellas tiene
su geometria. En general, la geometria en coorde-
nadas es la base comun a todas las especialidades.
Para los estudiantes de la licenciatura en Ciencias
Matematicas o para los futuros Profesores de Ense-
fanza Media, el tratamiento de la Geometria a partir
de los espacios vectoriales y el algebra lineal, no
ofrece problemas. Este estudio se suele completar,

Por Luis Antonio SANTALO

ademas, con algdn curso o seminario sobre Funda-
mentos de la Geometria, siguiendo los clasicos
Fundamentos de D. Hilbert [8], el Programa de
Erlangen de F. Klein [10] o algin tratamiento mas
moderno como el de F. Bachmann [1] o L M.
Blumenthal [2], o los escelentes y bien conocidos
libros de G. Choquet [4] o J. Dieudonné [5].

Pero respecto de los contenidos y metodokogia de
la geometria en la ensefianza secundaria, sobre todo
en el primer ciclo, entre las edades de 12 y 16 anos,
no se consigue criterios que logren un consenso
medianamente general. En las Nuvevas tendencias
en la Ensenanza de la Matemaética, vol. \ll, publicado
porla U.N.ES.C.0.en 1972, se dice: («La concepcitn
moderna de la ensefanza de la Geometria sigue
sujeta a nuevas investigaciones pedagogicas y el
establecimiento de un programa aceptable para ella
es actualmente uno de los problemas curriculares
mds dificiles». Transcurridos siete afios, la situacidn
sigue mas o menos la misma.)

2. LAS CAUSAS

El problema ha hecho crisis en la Geometria, por
ser donde presenta las caracteristicas mas agudas,
pero la esencia del mismo se encuentra en todas las
ramas de la Matematica.

(Se trata de una confusién, dificil de clarificar,
entre la Matematica como creacion superior, como
materia de investigacién entre matematicos profe-
sionales, para la cual hay que buscar y exigir una
total coherencia, sistematizacion y rigor, y la Matema-
tica como disciplina formativa e informativa, que
debe ser ensefada a alumnos de una edad variable
entre 12 y 16 anos, que tienen vocaciones distintas
y capacidades de comprension y raciocinio limitadas
por su edad y condicionadas por su vocacion.)

Se ha pretendido que las exigencias de rigor y
coherencia se mantuvieran en igual grado para cual-
quier edad y cualquier alumno, lo que no es posible.
Los alumnos de Ensefanza Media son muy variables
y hay que buscar un denominador comin que sea
Gtil y comprensible para la mayoria, sin perjuicio de
que, cuando sea posible individualizar la ensenanza,
se vayan develando a los alumnos de mayor tem-
peramento matemaéatico las falencias de algunas
definiciones y las posibles criticas a algunos axiomas
adoptados.

Se han confundido obras de investigacién, a veces
de innegable valor matematico, escritas para matema-
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ticos y a veces tan solo comprensibles por ellos en su
verdadero significado, a pesar de llamarse «elementa-
les» y no suponer conocimientos previos, con libros
de texto para «aprendery» matematica, destinados a
alumnos que quieren iniciarse en la matemaética.

(Es muy comn el error de creer que los «funda-
mentos» de una ciencia, por el hecho de partir de
cero, son la parte mas facil y simple de ta misma y que
deben ser el punto de partida para su estudio. La
realidad no es asi, la fundamentacion suele ser la
parte mas dificil de una ciencia y, en general, ha
sido siempre hecha por especialistas de larga expe-
riencia y no ha tomado forma hasta etapas muy
avanzadas de la teoria. Para poder descender el
estudio de los fundamentos a los primeros niveles
de la ensenfanza hace falta adaptar los mismos a la
capacidad de aprendizaje juvenil, adaptacién siempre
dificil y en el caso de la geometria practicamente
imposible de realizar.)

El problema viene de antiguo. Los £Flementos de
Euclides estuvieron dirigidos a especialistas, los
Uinicos que podian entender la genialidad de su sis-
tema axiomatico. (A la gran mayoria, incluidos
cientificos y alln mateméaticos no demasiado abs-
tractos, interesaban, mas que la construccién de
Euclides, teoremas como los de Thales o de Pita-
goras, los poliedros de Platon, la trigonometria de
Ptolomeo olas cénicas de Apolonio.)

Sin embargo, encandilados por la aparente senci-
llez de los E/ementos, los matematicos de los siglos
que siguieron, los tomaron como textos para aprender
Geometria. El resultado fue que, salvo excepciones
de precoces genialidades, la mayoria aprendia de
memoria el «pons asinorumy y se quedaba sin com-
prender la necesidad de las elaboradas complica-
ciones para demostrar teoremas que eran para ellos
evidentes de entrada. El eximio prurito de Euclides
de no salirse de los cinco postulados y adn de re-
trasar el uso del quinto de ellos lo més posible, aunque
ello le obligara a complicar y alargar las demostra-
ciones, es admirable creacién de un genio y motivo
de placer y admiraciéon para los temperamentos
matematicos. Pero en la ensefianza, dirigida a alum-
nos normales y a formar individuos de una sociedad
heterogénea, en que el genio y adn el matemético
profesional es excepcion, hacen falta textos normales
y didacticas adaptadas a la mayoria.

Es una experiencia universal que [os textos «malos»
se venden mas que los «buenosy. Ello es una famen-
table, pero logica consecuencia de confundir «bon-
dad» con exquisitez o preciosismo. El secreto esta
en buscar libros buenos para la edad de los alumnos
a los que van dirigidos y para los fines de la ense-
flanza, no libros buenos para los matematicos inves-
tigadores que los miran a través de la lupa de sus
muchos conocimientos. En este caso, cabe juzgarlos
como trabajo de investigacion, no como obra de
texto.

Lo mismo sucedid, veintitrés siglos més tarde, con
los Grundlagen de Hilbert, obra magistral, llena
de ideas que dieron fugar a numerosos trabajos de
investigacion, para aclarar y discutir las muchas geo-
metrias posibles en base a la eleccion, afadidos y
supresion de algunos postulados. También en este
caso, se quiso adaptar la obra a la ensefianza se-
cundaria y ‘aparecieron textos con postulados a lo
Hilbert, formando mescolanzas pesadas e indigestas,
sin-utilidad y sin rigor, pues al recortar la obra de
Hilbert se destruia toda su magistral concepcion.
Nuevamente se confundié la investigacion con la
didactica. La palabra. «fundamentosy, como la pala-
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bra «elementos» en el caso de Euclides, hizo creer
gue lo superior era elemental y que las ideas dirigidas
a matematicos profesionales podian ser transferidas,
con algunos recortes al voleo, a los centros de ense-
flanza secundaria. El resultado fue una Geometria en
cuya pseudofundamentacion se perdia tiempo y se
confundia a los alumnos. Pero, por {o menos, se
conservaron algunos teoremas Yy propiedades Yy
algunos razonamientos y deducciones «locales»
que mantenian el interés y educaban en e! juego del
guehacer matematico.

(Cuando se extendi6 por el mundo ia entonces
flamada Matematica Moderna, alrededor de 1960,
se quisieron introducir en la ensefanza secundaria
cuestiones que habian resuitado extraordinariamente
(tiles al nivel terciario. Fue una necesidad evidente vy,
en promedio, se puede decir que la reforma fue un
éxito en todas partes. Se introdujeron ideas y meto-
dologias baésicas que prepararon a los alumnos
mucho mejor que antes, para poder enfrentar las
novedades cientificas y tecnolbgicas que desde los
claustros universitarios fueron descendiendo a las
escuelas secundarias.)

(En toda la parte algebraica, la reforma anduvo
bien y si hubo pequefos abusos, ellos fueron facil-
mente subsanables. Pero en la geometria volvid a
ocurrir el fenémeno tradicional. Se intent6 hacer
el imposible de una construccion rigurosa e impeca-
cable de la Geometria sin salirse del nivel elemental
ni de la capacidad de aprendizaje de los alumnos vy,
como esto resulta imposible, se optd, drasticamente,
para suprimir la Geometria o trasladarla al algebra
lineal, con pérdida total de sus caracteristicas de
belleza y armonia propias, que la habian ido ador-
nando desde la antiguedad.)

3

4. ALGUNOE EJEMPLOS

4

Para poner el fenémeno de manifiesto, vamos a
aclararlo con algunos ejemplos.

a) La linea recta. Desde Euclides se intent6
«definiry la linea recta. Las definiciones resultaron
siempre inaceptables y se optd por considerar la
idea de recta como una «idea primitiva», que los
alumnos tienen intuitivamente desde la infancia
y con la cual no se equivocan nunca al utilizarla.

Por suerte, esta posicién ha prevalecido con bastan-
te generalidad en la Ensefianza Media, pero siempre
con cierto desagrado de los profesores o autores de
programas, que lo han considerado como un defecto
que habia que ocultar o subsanar, procurando de
alguna manera introducir en la Ensefianza Media
alguno de los caminos que se utilizaban en la
universidad (en ella, con plena razén), por ejemplo:
(a) Seguir a Hilbert y decir que «existen alementos
llamados rectas», o bien, para seguir la ortodoxia
conjuntista («un plano es un conjunto provisto de
una estructura dada por un conjunto de partes del
mismo llamadas rectasy) (Choquet [4]). ) Esperar
hasta que se estudien los espacios vectoriales sobre
los reales y entonces definir las rectas como (las
«variedades lineales cuya direccidén es una recta vec-
torialy (Dieudonné [57).)

Para evitar los espacios vectoriales se han dado
otras definiciones, por ejemplo la siguiente, que dio
fugar a muchas discusiones en las escuelas francesas



alrededor de 1970 («Se llama recta a un conjunto D
de elementos, lamados puntos, provisto de una
biyeccién g de D sobre los reales R y de todas
las biyecciones f que se deducen de g de la si-
guiente manera: cualquiera que sea el nimero real a,
se tiene, o bien f(M) = g(M) + a, o bien (M) =
=— g(M) +a (M es un punto arbitrarioc de la
recta). La familia de biyecciones se llama una
estructura euclidiana».)

(Nuestra pregunta es: al nivel de la escuela media
cualquiera de estas definiciones ¢sirven para aclarar
en el alumno la idea que ya tiene de recta? jle
ensefan a razonar? Pensemos en alumnos en pleno
desarrollo intelectual, avidos de novedades y deseo-
sos de entender el mundo y aun los mecanismos del
razonamiento logico, pero sin formacion previa para
comprender las sutilizas de los matematicos for-
mados.)

b) Definiciéon de angulo. Un grave problema que
ha atemorizado a los profesores de matematica de
ensefianza secundaria y a los responsables de sus
curricula ha sido la nocion de angulo. Se sefalan,
esencialmente, dos dificultades.

i) Supongamos angulos menores de 360. Si se
quiere ser consecuente con la opcidbn conjuntista
de la ensenanza, hay que definirlos como intersecciéon
de semiplanos. Pero cuando aparece el producto es-
calar de vectores y la trigonometria, es necesario
definir una orientacién y entonces se pasa a la
definicion de &ngulo como par ordenado de semi-
rectas. ks necesario, entonces, o bien deiar ambigua
la situacidon y no escarbar en la diferencia (lo cual
es malo) o bien dar nombres diferentes a las dos
cosas. En general se llaman «angulos sectoriales»
o «sectores angulares» a los primeros y «angulos
orientadosy o simpiemente «angulos» a los segundos
(ver, por ejemplo, W. Servais [14] o Dieudonné
[5, pags. 81]). Esto es, logica y matematicamente
correctisimo, pero ¢no hara que el alumno cada
vez que se encuentre con un angulo (angulo de dos
rutas en un mapa, dngulo de las manecillas del reloi,
angulo en una figura o dibujo geométrico, angulo
visual o de incidencia y reflexion de los que le habla
el profesor de fisica) sienta la duda de si se trata de
un angulo orientado o de un angulo sectorial? Con
esta distincién, nacida del prurito de no salirse de la
ortodoxia conjuntista, jse habrd aclarado en la
mente del alumno la idea que éi necesita de angulo
para su vida en la calle y para la comprension de las
demas disciplinas ctentificas de la escuela y aun
de la misma matematica? ;Se le habra ensefado a
razonar meior?

1) Maés grave es la segunda dificultad, referente
a la «medida» de angulos. Es evidentie que desde el
punto de vista geométrico puro, dibuiado un angulo,
si no se dice nada mas, es imposible asignarle una
medida superior a 360. Como dice Dieudonné
[54 pag. 19] una recta no puede recordar si ha
dado varias vueltas al tener una determinada posicion.
Por tanto, los 4ngulos deben «medirse» médulo 360"
En consecuencia, hay que aceptar afirmaciones como
«la suma de los angulos interiores de un cuadrado es
nula y la mas general de Papy [13, pag. 314] «La
suma de los angulos interiores de un poligono orde-
nado es igual a cero, si el nimero de lados es par,
e igual a 180 si el nimero de lados es impary.

Todo esto es correcto y posiblemente necesario
desde el punto de vista puramente geométrico y ain
algebraico (Dieudonné {5, pag. 162]). (La nocién
precisa de angulo y su medida va ligada a la funcidon
exponencial compleia y a su superficie de Riemann

de infinitas hoias. Todo elio el profesor lo debe saber,
pero también debe saberlo callar cuando se dirige a
alumnos de la escuela secundaria.) El alumno sabe
muy bien que los lados de un dngulo no tienen me-
moria, pero entiende también muy bien que uno de
ellos puede haber dado muchas vuletas y que estas
pueden darse por multiplos enteros de 360¢. Asi
procede el profesor de fisica y asi se act@a en la vida
comun. Decir al alumno que lo mismo vale la suma
de los angulos in.eriores de un trianguio que los de
un pentdgono, no creemos que ayude mucho a aclarar
sus rdeas ni su modo de razonar A lo sumo lo enten-
derd y lo tomard como un iuego que repetird en los
examenes, pero que estara bien seguro de no aplicar
iamas. si tiene alguna vez que sumar los angulos det
poligono que delimita un campo o una habitacion
de su casa.

En la escuela media, la matemaética no puede formar
un compartimento estanco, aislado det mundo, como
una torre en la que solo caben elucubraciones para
exquisitos. Al alumno le interesa mas aprender cosas
para la vida y agilizar su razonamiento para resolver
situaciones reales que se le pueden presentar o que
puede entender dentro de la matematica, que no
iinas sutilezas, obligadas por el empeno de no salirse
de una determinada opcion y hacer una ordenacion
lineal periecta de toda la geometria. Las reglas «de
los tres dedos» o «del sacacorchos» para deiinir
una orien‘acion en el espacio, no son matematicas,
pero ensenan mucha matematica y sirven para adelan-
tar conceptos que dentro de la matematica pura
aparecen mucho mas adelante. de manera sofisticada
y que no hay que pretender que estén al alcance de
la mayoria de los alumnos. aue no van a ser mate-
maticos proiesionales.

Estas dificultades en la definicion de angulo, im-
portanies a un nivel superior, han hecho due al
programar curricula de Ensenanza Media se proce-
diera con temor En la mayoria de los texios se pro-
cura no mencionar angulos superiores a 360" y aldn
de aislar toda mencion a los angulos baio un cintu-
ré6n de seguridad. Como dice Choquet [4]: ...obser-
vemos que hemos podido construir comodamente
gran parte de la Geometria sin hablar nunca de angu-
los» y Dieudonné [5, pag. 19] «Se verd en este
libro que todo !o que pertenece propiamente a la
Geometria euclidiana del plano, desde el punto de
vista algebraico es enteramente independiente de
toda «medida» de angulos por numeros reales».
Magnificos tours de force que han de ser. segura-
mente, admiracion y deleite de matematicos enten-
didos, pero que diticilmente tengan valor pedagégico
al nivel que estamos considerando. Es como el caso
de Euclides, que en sus Flementos retrasd lo més
posible el uso de su quinto postulado, dando eiemplo
de proiunda sagacidad matematica, pero el hecho
fue de poca importancia, mas bien perjudico, a quie-
nes querian iniciarse en el estudio de la Geometria.

c) Area del triingulo estérico. El concepto de
area de una superficie (no desarrollable) solamente
se puede definir con rigor cuando se dispone de los
conocimientos del calculo avanzado. Lo mostraron
bien los matematicos de fines del siglo pasado, prin-
cipalmente H. Lebesgue en su fundamental memoria
de 1902 {11].

Se trata de estudios profundos, que el profesor de
matematicas debe conocer, pero que pueden y deben
ignorarse al nivel secundario por ser dificil, 0 impo-
sible, que sean comprendidos a esa edad. Si las
dificultades para delinir el 4rea de una superficie pa-
saron inadvertidas durante mas de veinte siglos a los
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matematicos mas ilustres, es dificil que puedan ser
comprendidas por los alumnos de escuela media.
Sin embargo, ellas han ahuyentado de sus curricula
algunos topicos sobre geometria de la esfera, que
antes se daban y que son importantes tanto desde
el punto de vista formativo como del informativo del
alumno.

Por eiemplo, el valor del &rea del tridngulo esférico,
ha desaparecido de la mayoria de los programas.
No cabe dentro del algebra lineal y la definicién pre-
cisa de &rea es dificil, por tanto, hay que suprimir el
tema. Sin embargo, se trata de un resultado bien
simple, de demostracion ingeniosa y casi trivial, que
ensefa a razonar sobre la esiera como primer eiemplo
de espacio no plano, que atrae la atencion del alumno
por su inesperada sencillez y que le hace ver que no
toda la matematica es lineal. El hecho de que el 4rea
quede determinada por la suma de los angulos y que,
por tanto, sobre la esfera no pueda habiarse de seme-
ianza, es sumamente instructivo y es el meior camino
para que el alumno vislumbre la posibilidad de una
geometria no euclidiana, tema sobre el cual, cultu-
ralmente al menos, es necesario que el alumno
rectba un minimo de informacién.)

d) (E/ teorema de Euler sobre los poliedios.
Con el preiuicio de pensar siempre en mantener un
rigor a ultranza y una consecuencia inflexible con la
teoria coniuntista, la definiciébn de poliedro o de su-
periicie poliédrica en el espacio, tropieza con dificul-
tades. El desarrollo de la topologia algebraica las
puso de manifiesto.

Estas dificultades, claras e inevitables a nivel su-
perior, repercutieron desfavorablemente al nivel
secundario. Como no se podian evitar, se opté por
suprimir toda la geometria del espacio, o reducirla a
sus primeras propiedades afines, que son las maés
obvias y menos interesantes. Ha desaparecido de los
programas, por eiemplo, el teorema de Euler sobre
los poliedros, que en los casos comunes es de de-
mostracidn elemental y tanto interés tiene desde los
puntos de vista estético, cultural y utilitario. Su vin-
culaciéon con la conexion de los poliedros y por ser
el primer eiemplo de invariante topol6gico, justifican
su introduccién en los programas desde el punto de
vista estrictamente matematico y su uso en la teoria
de grafos lo iustifica desde el punto de vista utili:
tario. Sin embargo, ha sido practicamente excluido
de todos los programas por el temor de que en la defi-
nicion de poliedro (concepto que es evidente al
alumno) se escape alguna falla que. nuevamente,
aparezca baio la lupa inquisitoria del matemético
profesional.)

Algo analogo ha ocurrido con los poliedros regu-
lares, una de las adquisiciones méas hermosas de la
matematica griega, cuyo estudio aparece actual-
mente trasladado al nivel superior, para los especia-
listas o estudiantes de los grupos finitos de rota-
ciones en el espacio. Esto, como diria F. Klein, ayuda
a la comprension «desde un punto de vista superiorn
y debe ser conocido por el profesor, pero el punto de
vista superior debe ser centro de proyeccion sobre
otros niveles, donde se encuentran los alumnos de
ensefianza secundaria, que no pueden elevarse a
tales alturas, pero que no por ello deben deiarse en la
ignorancia de teoremas culturalmente basicos.

d) Geometria atin y geometria métrica. No hay
duda de que pensando en la matematica como una
construccion intelectual, edificada baio un estricto
orden de compleiidad creciente (la geometria afin
aparece antes que la métrica.) Sus reglas son més
simples y se conservan més facilmente en las deduc-
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ciones y, ademas, el posterior o simultdneo paso
a los espacios vectoriales es mas facil. (La geome-
tria afin se algebriza linealmente.)

(Pero, ¢es til aferrarse a esta ordenacién
para postergar y considerar como una especie de
«tabu» el uso en la clase de las propiedades métricas
que el alumno us: constantemente en la calle?)

La mente no adquiere los conocimientos por es-
tricto orden creciente de dificultad. Pretender seguir
una ordenacion perfecta en la ensefanza, es como
querer iniciar la alimentacién de los nifos con los
productos quimicos mas simples, para seguir el
orden l6gico con que se estructutan en la quimica.
Tanto el estémago como la mente actuan a saltos,
vy en el caso de la ensefianza de la matemaética, lo
que hay que hacer es seguir el orden con el cual los
conceptos se asimilan méas facilmente y el alumno
practica mas a gusto y con mds intensidad la
gimnasia de la deduccion lbgica, que puede ser
distinto del orden con que los matematicos ya
formados han estructurado su ciencia. Es un proble-
ma en que debe pesar mas la opinién de los psicé-
logos que la de los matematicos.

No es evidente que la perpendicularidad, que es
«local», sea méas dificil de entender para el alumno,
que el paralelismo, que necesita del plano infinito.
El alumno entiende mas la circunferencia, que puede
dibujar y depende de menos paradmetros, que la
elipse. Es dificil, para el alumno, considerar como
de una misma clase todas las figuras afinmente equi-
valentes. La congruencia, en cambio, la utiliza cons-
tantemente en su vida de relacién.

Por tanto, aunque la geometria métrica es cuadra-
tica y mas dificil de axiomatizar que la geometria
afin, una obsesién para mantenerse dentro de esta
Gltima para ser coherente y «consecuente» es sin
duda muy interesante para matematicos, pero cuesta
creer que sea un buen método didactico.

Hay transformaciones geométricas, como la in-
versién, que no son afines y que por ello han desa-
parecido de la escuela media, a pesar de su utilidad,
aunque sblo sea para mostrar que la geometria no
termina con las transformaciones lineales.

5. RESUMEN

Con los ejemplos anteriores hemos querido expo-
ner la opinién de que las dificultades en la ensenanza
de la Geometria al nivel secundario, que han motivado
la supresion casi total de la misma (provienen del
prurito de que la ensefianza tenga una estructura
lineal) con bases impecablemente sentadas, a partir
de las cuales todo se desarrolle légicamente, sin
posibilidades de subirse de la «linea general» ele-
gida. La construccién de la Geometria de esta manera
puede tener mucha importancia, y muchas veces la
tiene, desde el punto de vista académico, pero no
esta tan claro que sea igualmente importante desde
el punto de vista del aprendizaje. Entre las edades
de 12 a 16 afos el alumno debe aprender muchas
cosas, Y no es malo que conozca distintos métodos
y distintos puntos de partida. No hay que polarizarse
en ninguna opcién. En cualquiera de ellas se puede
aprender a razonar y ejercitar la deducciodn ldgica.
La complicacién excesiva para no salirse de un cami-
no prefijado dudamos de que sea pedagégicamente
recomendable, sin discutir su valor matematico,
que puede ser grande.



6. FRASES MODERNAS

Sin pretender involucrar a los autores en las opi-
niones anteriores, pero por tener cierta vinculacion
con ellas, vamos a citar unas frases de dos ilustres
matematicos franceses, René Thom, critico de la
llamada mateméatica moderna, y Jean Dieudonné,
ferviente partidario de la misma y uno de sus princi-
pales propulsores, y de un prestigioso especialista
aleman en didactica de la matematica, Arnold
Kirsch, quien tuvo a su cargo una de las conferencias
principales en el Congreso de Karlsruhe en 1976.

Dice René Thom [16]: «Se llega al rigor absoluto,
solo eliminando significado... y si se debe elegir
entre rigor y significadp, elegiré este Gltimo. Es la
eleccibn que se ha hecho en matematica, en donde
casi siempre se trabaja en una situacion semi-for-
malizada, con un metalenguaje que es el habla
ordinaria, no formalizada». «La tendencia modernista
represeénta un aumento de la cultura en detrimento
de la naturaleza, es, en el estricto significado del
término, una preciosura. Pero si la preciosura tiene
a veces encanto en arte y en literatura, puede no
tenerlo en matematican.

Dice J. Dieudonné [6]: «El profesor de matema-
matica que debe ensenar a este nivel (se refiere al
secundario superior o primer afno de Universidad)
debe frenar en lo posible sus gustos y tendencias de
matematico puro, y procurar que los resultados y
métodos que trata estén proximos a la realidad sen-
sible y susceptibles de aplicaciones lo mas inme-
diatas posible. Se puede deplorar este aspecto
«utilitarioy pero es exigido por la composicién misma
de los alumnosy. Y refiriéndose al Andlisis, pero con
palabras igualmente aplicables a la Geometria, dice:
«Un abuso de la axiomética, es el de querer deducir
de un sistema inmutable de axiomas, los teoremas
mé&s intuitivos del anélisis. Para los principiantes,
creo que basta limitarse a enunciar estos teoremas
de la manera mds precisa posible€ indicarque pueden
ser demostrados a partir de los axiomas de los nu-
meros reales, pero sin intentar dar estas demostra-
ciones que, a este nivel, nada util pueden aportar
a los estudiantes.»

Arnold Kirsch, en el Congreso de Karlsruhe (1976),
dijo [9]: «Estamos en contra de la tendencia, muy
extendida, de desarrollar la matematica ab ovo, o de
retroceder al principio y empezar de nuevo sin supo-
ner nada conocido, tendencia que se encuentra no
solameénte en matematicos sistematizadores (cuando,
por ejemplo, dicen a sus alumnos que se olviden
de todo lo que han aprendido en la escuela), sino
también en didacticos de orientacibn genética...
Nosotros preferimos alentar a los alumnos a hacer
uso de sus conocimientos previos, aun de los que
proceden de campos ajenos a la matematica... Los
alumnos tienen una experiencia considerable que
puede ser usada en la geometria elemental. En par-
ticular, pensamos en su familiaridad con la existen-
cia y propiedades de las medidas de longitud, 4ngulo
y érea. Esta familiaridad procede de afuera de las
clases de matematica y a veces de afuera de la escuela,
lo que debemos considerar como una situacién
particularmente afortunada. Hoy en dia no se debe
insistir mas en querer desarroliar la geometria ele-
mental de manera completamente rigurosa, y va
entrando la costumbre de hacer uso de estas medidas
sin ningln comentario sobre ellas.»

7. HISTORIA ANTIGUA

Cuenta la leyenda que los pitag6ricos (siglo VI
antes de J.C.) al descubrir la existencia de los irra-
cionales, se juramentaron para que tal conocimiento
no trascendiera al publico, bajo pena de muerte
para quien lo delatara.

Una manera de interpretar la leyenda es suponer
que los pitagoéricos, celosos custodios de los nimeros,
creyeran que tal conocimiento, puesto en manos de
los hombres comunes, que hacian sus transacciones
comerciales, sus medidas topogréaficas y sus cons-
trucciones arquitectonicas o navieras usando tan
s6lo numeros racionales, sintieran de pronto la
angustia y el temor por la inexactitud de sus procedi-
mientos y paralizaran por ello la accibn.

Comprendieron que era un descubrimiento para
iniciados y no intentaron exponerio a niveles infe-
riores donde se cultivaba la matematica practica
de la época.

Pasaron mas de veinte siglos hasta que se dieron
definiciones: rigurosas del namero real, pero ello
no impidi6 que la matematica progresara y llegara
a los niveles a que la elevaron mateméticos como
Euler, Grauss y Cauchy, para no citar mas que los
modernos.

Los matemaéticos actuales han puesto de manifiesto
muchas exquisiteces en los fundamentos de su
ciencia. Ello significa un inmenso progreso. Pero
hay que pensar, como los pitagéricos, que la preten-
sion de poner estos descubrimientos en conocimiento
de los principiantes, puede perjudicarles mas que
ayudarles. Igual que la matemética siguid, después
_de haber descubierto los irracionales, atn sin haberlos
definido bien, también la Geometria actual, en sus
niveles elementales, puede seguir saltando sus
fundamentos, con la confianza de que ellos son
guardados celosamente por los matematicos profe-
sionales, quienes se cuidaran de evitar todo desvio.

La dificultad de exponer elementalmente los fun-
damentos de la Geometria, no puede ser motivo para
que ella desaparezca o se traslade integramente a
los espacios vectoriales. La geometria, en el sentido
clasico de la palabra, construyendo si es preciso
puentes que eviten sus grietas iniciales, tiene mucho
que ofrecer como gimnasia razonadora y como dep6-
sito de ejemplos que-ayuden a comprender el mundo,
la matematica y las ciencias naturales. Citemos,
como ejemplo, el libro de multiples enfoques de
H.S.M. Coxeter [3] o el mas especifico de H. W.
Guggenheimer [7]. de los cuales se pueden sacar
excelentes topicos para tratar en la escuela se-
cundaria.
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La enseinanza

LA ENGEMANIA EN LOS ANGS CHYCUEMT A

Alrededor del afno cincuenta la ensefanza mate-
mética a nivel elemental en nuestro pais parecia
razonablemente sana. La Geometria ocupaba un
lugar dominante, el célculo infinitesimal estaba
bien representado, la informacién matematica gene-
ral de nuestros estudiantes éra incluso superior a la
de muchos otros paises de Europa. El gusto y el
equilibrio matematicos de Rey Pastor y Puig-Adam
produjeron una coleccién de textos de ensefanza
media de un indudable acierto tanto en su contenido
como en su forma.

Es cierto que a nivel de ensefianza primaria una
gran parte de la actividad transcurria en mondétonas
repeticiones de tablas de sumar, restar, reglas de tres
directas, inversas, ejercicios puramente repetitivos,
escasamente formativos y ciertamente poco adecua-
dos para fomentar el interés. Es aqui tal vez donde
haya que buscar la raiz de! hastio prematuro por las
matematicas que tanto abunda. Es cierto también
que los contenidos de la Ensefianza Media no corres-
pondian a los enormes avances efectuados en los
altimos siglos por los matemaéticos. No aparecian
por ninguna parte conceptos tales como el de grupo,
anillo, etc. El tratamiento de la Geometria se parecia
mucho mas al de Euclides (siglo IV a. de C.) que al de
Hilbert (siglo. XX). No se mencionaba explicita-
mente la teoria de conjuntos, que fundamenta la
matemética actualmente.

CAMBIO DY BUMBO

El movimiento fue bastante general. Comenzé
por U.S.A. y Francia hacia 1960. A algunos paises
con una fuerte tradicion de didactica matemética,
como Rusia y Hungria, nunca llegé tan radicalmente.
Aunque con algun retraso, llegb6 a Espafia. Se llamé
«Matemética Moderna» o «Nueva Matemaétican.
Algunas de sus ideas directrices fueron: Que los
nifios entiendan desde el principio todo lo que estan
haciendo; jFuera tablas, memorizaciones, automa-
tismos!; Es necesario empezar por donde se debe:
Teoria de conjuntos; Matematicas de hoy y no las
de Euclides ni las de Newton.

Las consecuencias, plasmadas legalmente en
nuestros programas y de modo efectivo en el espiritu
Y textos de muchos de nuestros profesores, han
sido rotundas. A nuestros nifios se les ensefa las
operaciones con conjuntos casi antes de que sepan
hablar, se les inculca r4pidamente las nociones
matematicas de grupo, anillo, cuerpo, operador, ...
Yy se trata seriamente de hacerles comprender la

le Ias matematicas

Por Miguel de GUZMAN OZAMIZ(*)

importancia de la idea de estructura matemética,
isomorfismo, homomorfismo, etc.

(PABA QUE?

En la mayor parte de los paises donde el sistema se
ha implantado, el movimiento de vuelta ha:comenzado
ya hace bastante tiempo. En nuestro pais alin se
estdn haciendo los Gltimos esfuerzos por ponerlo
en practica. En Francia y en U.S.A. pronto comen-
zaron- las criticas serias, incluso antes de que se
hubiera podido constatar el resultado. Para muchos,
entre ellos mateméticos de primera categoria, era
claro que aquello tenia que conducir a un enorme
empobrecimiento.

Para conducir un coche con destreza no es
necesario conocer la teoria de los motores de explo-
sién. Asimismo, para un matematico activo en ma-
tematicas propiamente dichas {no en légica ni en la
fundamentacidén de las matemaéticas), y estos son casi
todos los matematicos actualmente, la teoria de con-
juntos carece de importancia. Para la formacién
matemética del ciudadano normal, es claro que la
teoria de conjuntos es totalmente superflua, si no
perjudicial. ;A qué wviene entonces el hincapié de
nuestros. programas oficiales, de nuestros textos
elementales y de nuestra ensefanza real sobre las
nociones de teoria de conjuntos?

La substitucion de la Geometria por las nociones
elementales del dlgebra moderna en los programas
actuales se ha considerado sumamente perjudicial.
La motivacién profunda de tal substitucion tal vez
consista en que la introducciéon de la geometria
euclidea de modo riguroso es incomparablemente
mas dificil que la del dlgebra abstracta. Sin embargo,
parece claro que no aporta ningun beneficio, sino
m4as bien perjuicios, el tratar de implantar un rigor
desmesurado en una etapa inicial de la formacién
matematica. A cada dia le basta su propio rigor.
Con la desaparicion de la Geometria el contenido de
nuestros programas se ha vaciado casi enteramente
de la rica gama de problemas con profundo- signifi-
cado intuitivo en que antes abundaba. En cambio, los
desarrollos l6gicos, conjuntistas y algebraicos, al
nivel al que se puede llegar en la ensefianza elemental
s6lo conducen a meros ejercicios tautoldgicos y ru-
tinarios de escaso valor formativo.

No es claro tampoco que nuestros programas se
hayan enriquecido con aplicaciones que les presten
interés. Es en cambio muy evidente que los textos

(") Catedratico de la Universidad Compiutense de Madrid.
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_actuales abundan extraordinariamente e indtilmente
en nombres y terminologia que sb6lo contribuye a
fomentar la pedanteria de nuestros estudiantes.

{QUE HACER?

El mal ya est4 hecho y sus consecuencias las se-
guiremos sufriendo por algin tiempo. La correccién
de rumbo de los organismos oficiales no suele ser un
proceso rapido y, lo que es tal vez peor, el furor
conjuntista y abstraccionista de tantos de nuestros
ensefiantes no se frena ni se corrige facilmente. Pero
se puede tratar de catalizar la superacién de esta etapa,
lo que se va realizando ya con éxito en otros paises
més 4giles que el nuestro. Tal vez nuestros Institutos
de Ciencias de la Educacion deberian ser uno de los
instrumentos mas adecuados para ello. Que no nos
cueste diez anos més el tratar de legar oficialmente
a una situacion razonable en nuestra enseitanza. No
se trata de desandar lo andado, aunque haya sido
por mal camino, sino de aprender de la experiencia,
nuestra y de los demas paises.

Tal vez se puedan sugerir algunas lineas correctivas.
El pensamiento geométrico moderno, por ejemplo,
lejos de agotarse con la geometria del triangulo,

presenta facetas tales como la geometria de cuerpos
convexos, teoria de grafos, geometria combinatoria,...
de un contenido muy importante vy rico, capaz a la
vez de estimular la intuicién espacial, que la forma-
cién actual deja atrofiada, y de proporcionar un
sinfin de aplicaciones interesantes en muchos cam-
pos de la técnica y de Jas ciencias. Asi mismo es claro
que la formacibn mateméatica elemental deberia ir
de la mano con la ensefianza de las otras ciencias,
desempefiando el dobie papel que le corresponde
como auxiliar de ellas y como matriz de estructuras
de pensamiento Utiles y bellas. No se ve razon alguna
para que elementos tales como la teoria de la proba-
bilidad, la investigacién operativa, los instrumentos
actuales de computacibn, no sean aprovechados
mads eficazmente para la formacién matemética de
nuestros estudiantes.

Y mientras llega la correccién oficial se puede su-
gerir a nuestros profesores que practiquen la virtud
de la interpretacion. Que se informen suficientemente
para saber lo que convendria subrayar y soslayar én
nuestros programas y textos. Que piensen que la
abstraccién anticipada y el rigor prematuro, aparte
de ser inutiles y perjudiciales, conducirdn necesa-
riamente al hastio, tanto de ellos mismos como, lo
que es mas importante, de sus propios alumnos.

.
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La muerte de la Geometria

Algunos medios ligados mé&s o menos estrecha-
mente a lo que vino en llamarse la «inteligencia», los
medios intelectuales, de pensamiento, han puesto
en primer plano, muy de moda, un cementerio vi-
viente. Desde «Schonberg ha muerto» lanzado por
Pierre Boulez, hasta «Marx ha muerto» de los nuevos
filtbsofos franceses; no se ha salvado ni el creador del
psicoandlisis a quien también le ha tocado su turno, el
consabido «Freud ha muerton. Toda una lista de
personajes que, como tales, bien habian muerto, aun-
que lo que se prentende, al parecer, es indicar que son
sus connotaciones las que han desaparecido del pen-
samiento y cultura en general actuales. Frases indica-
tivas no sé si de autopublicidad de quienes las lanzan
para sefialar que rompen muy revolucionariamente
con el pasado —para lo cual toman una frase del
pasado—, o mero reflejo de que lo que esta si no en
desaparicibn si en decadencia es, precisamente, el
pensamiento racional critico al que dicen representar.
Lo que no reflejan, en modo alguno, es una auténtica
preocupacion por la muerte, dado que los miembros
de la sociedad actual viven radicalmente marginados,
no como estadistica, a la problematica vivencial de la
muerte, de «gu» muerte como individuos.

A tanto ha llegado la preocupacion esteticista mor-
tuoria que en proximo Congreso Internacional de
Educacibn Matemiética —California 1980— se plan-
tea como uno de los temas, y a buen seguro que de
los polémicos desde el el «A bas Euclides!» de
Dieudonné —quien debia estar al tanto de las actua-
les corrientes, porque su frase equivalia al «Euclides
ha muerto»—, nada menos que el de La muerte de la
Geometria. Enunciado algo méas suave, porque
queda en el aire si la Geometria se ha muerto, esta
muriéndose, va a morirse..., si se trata de festejar sus
responsorios o analizar causas de su enfermedad...
En principio, y seglin otras manifestaciones, cabe
inferir que se trata de que la Geometria ha muerto, de
modo efectivo. Y ello porque hay quienes vienen recla-
mando por «resucitarla» en los programas de Bachi-
llerato y en los primeros afnos de la Facultad de Mate-
méticas. Y toda resurreccidn me parece que entrana
una previa muerte de aquello por lo que se reclama
que resucite. Y es el mismo proceso de peticiones de
quienes exigen una resurreccion del psicoanalisis
freudiano, del marxismo de Marx, de unas vueltas a la
naturaleza, a la religion. ..

Admitido que la Geometria haya muerto, me entra
una pregunta, mera curiosidad de dato: ;Cuadndo
murié la Geometria? Y buscando, no encuentro fecha
alguna de defuncién; buscando, lo que encuentro
es que existen muchas geometrias actualmente y que
han existido muchas otras geometrias en el pasado.
Se me ha presentado tan amplio el término «Geome-
tria» que no s& a qué Geometria se le da el certificado

Por Javier de LORENZO(")

de defuncion, si es que puede atribuirsele certificado
de defuncién alguno a un término conceptual.

En esa busqueda si observo en los momentos pre-
sentes una ausencia de preocupacion por la imagen
conceptual, en beneficio de una imagen estrictamente
sensorial y perceptiva, apoyada en la tecnologia
contemporanea. Rgcientemente Jorge Luis Borges
llegaba a senalar, en una entrevista, como le moles-
taba Pérez Galdés por su detencion en la descripcion
de todos los detalies de, por ejemplo, una habitacién.
Borges posee una imaginacion especial sorprendente,
como ha puesto de relieve en alguno de sus escritos;
no requiere del detallismo de cada uno de los mul-
tiples objetos que se encuentran en una biblioteca
para que el lector tenga la impresion de encontrarse
en su interior, si es que la misma llega a tener interior.
Pero no todos somos ciegos. Necesitamos algunos
rasgos que indiquen como es ése espacio en el que el

relato nos sumerge. Ahi, ciertamente, est4 la capaci-

dad del escritor. Sin embargo, la técnica actual es tan
maravillosa que incluso hace prescindir de cualquier
tipo de descripcidn: basta mirar la pantalla y se ve la
habitacién, cobmo es el personaje, su vestimenta...
Sobran las palabras y cualquier tipo de términos. Es
presencia de imagen en la que algunos quieren ver
una de las causas de la pobreza terminolégica, de
vocabulario que hoy se deja sentir. No sélo pobreza.
de vocabulario, sino pobreza de imagen verdadera,
no estrictamente sensorial, directa, porque en esa
imagen en la pantalla tampoco se ven los elementos
que hay en ése pretendido espacio; la atencién queda
prendada en el engafo, y sigue a la acci6bn, al movi-
miento de personajes y de sus «didlogos»... En
cualquier caso no requiere del esfuerzo de pasar de
esa fugaz captacion sensorial a una descripcion lin-
glistica que, por el empleo imprescindible del len-
guaje y el tiempo, tiene que ser analitica, disecciona-
dora pero, a la vez, fijadora de la auténtica imagen que
de otra manera fluye y se escapa de quien se dice,
observador.

Bromas aparte, un tema como el papel de la Geo-
metria en el momento actual, y més en relacién con su
pretendida defuncién, plantea muchas y muy di-
versas cuestiones. Voy a limitarme a alguna de las
que hacen referencia a ese posible papel en la ense-
flanza y mas en concreto, al nivel que aqui puede
preocupar. Y como los metod6logos de la enseftanza
parecen exigir que no se den clases magistrales
—Ilejos de mi la funesta mania del magisterio— sino
que mas bien se plantean problemas, voy a tratat
de seguir la linea y més que resolvg‘r cuestiones voy a

(*) Catedratico de Matematicas e Inspector de Ense-
fianza Media.
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dejarlas esbozadas, y con la mayor brevedad y esque-
matismo posibles.

Y una primera distinciobn se me presenta. Por un
lado, a qué ilamar «Geometrian. Blisqueda del con-
texto semantico de un término, equivale a penetrar

en la problemética de los cambios de connotacién
de conceptos en las disciplinas cientificas. Proble-
mética metodolbgica que hoy se encuentra muy
en primer plano en lo que se califica de Filosofia
de las ciencias y en la cual se generaliza la acepta-
cion de que los conceptos, de modo efectivo, varian
de significado tanto en el tiempo como en el contexto
en el cual se manejan. En nuestro caso, averiguar a
qué responde un término como el de «Geometria»
puede equivaler a dar centificado de defunciébn a
algo que ya lo tuvo desde hace siglos o a darlo a algo
que, por el contrario, posee una vitalidad total... En
este sentido puede observarse que hoy si se explica
Geometria en Bachillerato, un cierto tipo de Geome-
tria, naturalmente: la incluida tras el epigrafe de
Algebra lineal. Después de caracterizar la estructura
de Espacio vectorial, se particulariza al Espacio afin vy,
tras la introducciébn de una métrica —que se particu-
lariza, a su vez, en la métrica euclidica—, se estudia
el Espacio Métrico euclideo. Dado este espacio
—normalmente en dos y tres dimensiones— se estu-
dian, en él, las posiciones de rectas, de rectas y
planos, conicas... También hay un estudio de curvas
ligado al capitulo de funciones de variable real. Poco,
ciertamente, pero nociones geométricas, y en cierta
unidad, existen. El certificado de defuncién dado
a la Geometria es, por ello, inexacto, al menos no
puede referirse a este tipo de geometria que es el que
permite, por otra parte, generalizaciones a métricas
no euclideas y hasta leves introducciones a geome-
trias no euclideas a nivel de C.0.U. —y basta seguir
alguno de los capitulos de un libro de Golovina, por
ejemplo—. Es claro que puede discutirse si el término
«Geometria» conviene o no a esta acepcion, Desde
mi punto de vista, y radicalmente, no es cuestionable,
creo que es una acepcion que pertenece al contexto
semantico del término «Geomaetriay.

Aqui viene el segundo elemento de la distincion:
No se trata, ya, de uno de los problemas de la Filo-
sofia de la ciencia como el de variaciones del signi-
ficado de conceptos. Lo que entra en juego en el
certificado de defuncién no es un elemento estric-
tamente conceptual, sino un haz de creencias que
soportan la brubuja conceptual y que mantienen
querencias por un cierto tipo de Geometria. que no
identifican con el tipo antes mencionado. Lo que
para algunos parece haber desaparecido es la Geo-
metria sintética, al viejo modo euclideo. Una
geometria en la que se realizan construcciones de
ciertas figuras, con algunas transformaciones conve-
nientes, en la que se siguiera explicando el teorema
de las tres perpendiculares o el de la recta de maxima
pendiente, pongo por caso... Lo que algunos parecen
querer resucitar es este tipo de geometria. Es lo que
puedo inferir en el correspondiente rechazo del
«Euclides ha muerton...

Me viene, inmediata, otra pregunta: JEs euclideo
este tipo de geometria, que se aflora? Aforanza en la
cual se pretende una vuelta a lo «concreto» contra
los riesgos de la abstraccidn que se ven personifica-
dos en el tipo de geometria apoyado en espacios
vectoriales n-dimensionales y en los que el alumno
nada «ve», frente a las escelencias de las construccio-
nes de la vieja Geometria euclidea y sintética, donde
la visidn concreta no estaba alejada del rigor necesa-
rio que toda obra matematica debe requerir. Por
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otro fado, y desde el punto de vista de la did4ctica,
daba satisfacciébn a los que ven dicha ensefanza
como un paso de lo concreto real, del hecho puro
hacia lo abstracto, mediante sucesivas generaciones,
frente al procedimiento de la geometria vectorial que
marcha de lo general a lo concreto... En este punto,
mi respuesta a la pregunta anterior es clara: este tipo
de construcciones que se afiora ni es euclideo ni se
encuentra en-el espiritu de la construcciébn geométrica
euclidea. De manera informal y esquematica desarrollo
la justificacibn de esta respuesta, adelantada como
conclusion.

Al igual que hay que admitir, pese a las continuas
afirmaciones en contra, que si se ensefia Geometria,
para algunos puede ser sorprendente la afirmacion
de que la Geometria euclidea surge frente al concepto
de medida intuitivo y, fundamentalmente, como la
creacibn de un espacio conceptual opuesto y con-
trario al espacio perceptivo, al espacio de nuestras
representaciones. Sorprendente, porque se mantiene
como cuadro acritico del pensamiento, como un
articulo de fe en el que todos, creyentes o no, creen,
la vieja afirmaciébn de que la Geometria nace en
Egipto como consecuencia de las inundaciones del
Nilo y que no tiene otro objeto que la medida de la
tierra; la Geometria, como cualquier otra disciplina
tiene que surgir, por real decreto, de la experiencia
directa. Sin embargo, las cosas no suelen ser tan
faciles como este esquematismo acritico y dogmaético
sostiene. La creacién pitagbrico-platonica, reflejada
en los Elementos de Euclides, es la de un espacio
intrafigural estrictamente conceptual que nada tiene
que ver con la experiencia, y de aqui el papel que juega
en esta creacién el elemento demostrativo. El espacio
euclideo es homogéneo, y en sus dos aspectos: de
relatividad de posicion o invariabilidad de figuras
en los desplazamientos par lo que no hay puntos
privilegiados; de relatividad de magnitud o posibilidad
de construir figuras semejantes. Homogeneidad esta-
blecida en los postulados 4 y 5 respectivamente. Es
un espacio isotropo en el que no existen direcciones
privilegiadas. Es continuo en el sentido de Poincaré
de que si A esté relacionado con B y B lo estd con C,
entonces A tiene que estar en relacion con C...
Y estas caracteristicas quedan establecidas en los
postulados y nociones comunes, en los primeros
principios, cuyo papel estriba, precisamente, en ca-
racterizar el marco en el que se van a situar las figuras
objeto de estudio por parte del gedmetra. Frente
a estas caracteristicas, el espacio representativo, el
perceptivo o de las imagenes visual, tactil, auditiva,
etcétera, es radicalmente opuesto, porque ni es
homogéneo, ni isotropo, ni continuo... Caracteris-
ticas del espacio conceptual euclideo que obligaron
a la creaciébn de métodos aptos para mansejar dicho
espacio conceptual, porque los dados por la expe-
riencia eran impotentes para dicho manejo. Método
que no es otro que el hipotético-deductivo como
algunos lo han calificado cuando mas correcto es
el nombre de método .demostrativo o axiomaético.
Aunque, y aqui vuelve a interferir el mundo de creen-
cias, la impotencia del hombre le lleva al manejo
de unas construcciones geométricas, de puntos que
no son puntos, de rectas que no son rectas..., pero
que «recuerdan» en cierta medida los puntos, las
rectas, las figuras del espacio conceptual.

He indicado, ése espacio eidético, de formas puras,
es un espacio conceptual intrafigural, por lo que
requiere del auxiliar de la construccién, construccién
como mero auxiliar potque la clave se centra en dar la
demostracién —no la mera deduccion— de las pro-



piedades que se descubren en las figuras que se en-
cuentran inmersas en dicho espacio. La construccién
es inttil si no va acompanada de la demostracion de
todas y cada una de las etapas, con su justificacién
correspondiente. De ahi que la Geometria euclidea
vaya ligada, como auténtico paradigma, al método
axiomético.

Intrafigural, el espacio euclideo es un espacio
estdtico. No aparece el movimiento en él. Y cuando
el movimiento se hace problema, su descripcién, su
manejo, requiere el concepto de funciébn. Y es la
revolucién cartesiana, la «geometria analitica». Fun-
cién y curva para expresar el movimeinto, creando
nueva connotacién al término «Geometria». En lugar
de mantener el método euclideo se prescinde de él
—y en algdn otro lugar he discutido el papel de la
vuelta a fos antiguos, al método axiomético en los
coetdneos de Descartes—. Salvo Newton, que como
buen neoplatdnico distinguié con radical nitidez el
espacio y el tiempo absolutos —geométricos 0 con-
ceptuales— de los espacio y tiempo perceptivos, se
llevd a una identificacibn del pretendido espacio
euclideo con el representacional y, més allg, se le
identificd con el espacio de la «verdadera» realidad,
con la naturaleza. ldentificacibn que no hace cosa
que anular el método con el que se tenia que desarro-
llar la geometria euclidea, porque no se hace preciso
demostrar lo que es evidente, ni lo que se muestra
como mas claro que los principios de los que tiene
que realizarse la demostraciébn. Y son afirmaciones
de los matematicos enciclopedistas, entre los que ya
se pierde totalmente el significado que el conjunto
de postulados y primeros principios presentaba. A
partir de entonces la geometria sintética se convierte
en el mero juego de construcciones con regla y com-
pds o, posteriormente, construcciones geométricas
que algunos hemos sufrido y que en mi memoria re-
presento por la magnifica colecciébn de problemas
de Petersen. Construcciones en las cuales el factor
demostrativo euclideo es nulo, aunque se pretenda
cubrir con algunos barnices de justificacién de pasos
o de construcciones, pero en las cuales nunca se com-
pletaba dicha demostracibn porque nunca se especi-
ficaban, totalmente, los postulados de los que se
partia, las definiciones intermedias, etc. Eran cons-
trucciones ciertamente muy concretas, como las
maravillas de Mascheroni que estusiasmaban a
Napoleén, pero que se encontraban tan alejadas
del espiritu geométrico euclidio que el mismo
Euclides necesit6 de vindicadores, al modo de
Saccheri.

Y precisamente una vuelta a Euclides y al espiritu
geométrico es la que dieron los acusados de forma-
lismo, desde Pasch a Hilbert pasando por Peano
Y su escuela tras los esfuerzos de algunos gebmetras
proyectivos de abolir cualquier llamada a la figura
en beneficio de la componente demostrativa. Sistema
completo de axiomas, que permite, a la vez, no s6lo
caracterizar el espacio euclideo y en él una deter-
minada geometria, sino tado un haz de ellas segin
los espacios que se vallan obteniendo por las maodifi-
caciones correspondientes de los axiomas de entrada.
Todo un haz de geometrias diferentes, en espacios
‘diferentes, aunque sean irrepresentables en el papel
o el encerado, 0 en la imaginaciébn sensorial del
matematico. Pero la Geometria volvia a sus origenes,
a ser construccién conceptual, marginada al espacio
perceptivo, incluso contrapuesta al mismo. Linea
en la cual la primera obra de Peano, hace ya casi un
siglo, con su introduccién vectorial, marcara la ruta
que todavia hoy sigue la Geometria,

Y en este sentido, y enlazando con la pregunta
ultimamente formulada, ¢se explicé alguna vez la
Geometria euclidea? Si uno busca en sus recuerdos
de estudiante, en los textos que se autotitulaban de
Geometria, observa que en ellos se contenia una
mrzcla de postulados en la primera leccién, de imé4-
genes y de construcciones geométricas y de frases
como «en cuyo caso es evidente»n. Los sistemas de
postulados nadie sabia si eran completos, pero tam-
poco importaba mucho: no se volvian a manejar...
Se pretendia, ademéas, que era una disciplina que
ayudaba mucho a la imaginacion y captacién del es-
pacio «real» porque ayudaba a «ver» en dicho espacio.
Soélo contemplar las paredes del auta eliminaba tales
pretensiones, o mirar las figuras que alguien trazaba
en la pizarra cerrando alternativamente los o0jos...
Las rectas no eran rectas; |os puntos no eran puntos
nunca porque siempre eran gordos... Y si se pasaba
a la Descriptiva, la primera afirmacién que uno ha
escuchado era: «un punto son dos puntos; una recta,
dos rectas»... Los teoremas se enunciaban sin mucho
rigor y, francamente, se demostraba como se podia.
Lo cual era natural y hasta l6gico, porque nadie decia °
qué era una demostracion y cuéles eran las reglas de
demostracién que se manejaban para que como alum-
no uno las pudiera manejar... Se daba un texto, se
repetia y lo que iba seguido de dem. era la demostra-
cién. Nadie decia en qué consistia una demostracién
a pesar de que parecia ser el personaje fundamental.
Pero no necesito volver a mis recuerdos de afos
atras. En gran medida todo sigue igual, aunque sin
este tipo de geometria, porque es muy bonito afirmar
«Quien dice matemdética, dice demostracidny, y como
luego no se dice qué es «demostracibény resulta que
quien dice afirmaciones de este tipo dice sinsentidos.
(Y aqui se encuentra una vieja cuestiébn, que dejo
para otra posible nota: el hecho de que una demostra-
cién matematica no es otra cosa que lo que algunos
dicen que es una demostracibn matemaéatica o, en
otras palabras, que toda demostracién matematica
no estriba en otra cosa que en un acto social de
aceptacibn —en lo que me encuentro de acuerdo
con Yuri Manin—. Y con este problema, otro tépico:
el de que la Geometria, su enseflanza —en el hibrido
que he esquematizado— era una disciplina excelente
para el aprendizaje y ejercicio del razonamiento.
Quiero decir, todo alumno, sometido a teoremas
como el de las tres perpendiculares, aprendia a
razonar. Tema psicologico, qué sea el razonamiento,
en el que no quiero entrar porque nadie me ha
aclarado nunca, en los terrenos mateméaticos, qué
sea un razonamiento.)

Desde luego, segun sus declaraciones, lo que a
Hobbes, a Espinosa, a Russell atrajo de la Geometria
euclidea fue la existencia de proposiciones inde-
pendientes a la experiencia y que podian demostrarse
por los solos principios de la Logica. Por supuesto,
estos autores estudiaron directamente los Flernentos
de Euclides y no los textos que los demas sufrimos
y hemos hecho sufrir en nuestra ensefianza. Pero a
Euclides, a Euclides, por mucho que se haya dicho,
no creo que lo hayan leido casi ninguno de los que
defienden la vuelta a una pretendida geometria que
catifican de euclidea. Si lo leyeran es muy posible
que atenuaran sus afirmaciones. De leerlo pasarian,
creo, a los sistemas geométricos a lo Hilbert o, méas
adecuados a la ensenanza, a lo Peano. En otras pa-
labras, a lo que de Geometria se esta dando ahora,
realmente, aunque admito que pudiera desarrollarse
mas, en detrimento de otras materias con las que
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ciertamente se sobrecarga a nuestros alumnos —vy a
nosotros como profesores—.

Creo que no es a Euclides a quien se quiere volver,
sino a una Geometria mezcia de un atisbo de deduc-
tivismo y constructivismo concretos con regla y
compds y con pretendidas ventajas de visiones espa-
ciales. Pero aqui incide la probieméatica que he indi-
cado como haz de creencias asociado al pensamiento.
Que la construccidn axiomatica euclidea, conceptual,
como paradigma, constituye una de las lineas maes-
tras que orienta el pensamiento y la cultura occidental.
Una tendencia iconoclasta absoluta. Tendencia
contra la imagen, contra el papel de la memoria
radical, que es sinestésica, a favor del papel anali-
zador del lenguaje, con sus implicaciones raciona-
listas —y no sb6lo racional logicista, que hay muchos
tipos de racionalidad—. En este sentido, a la geome-
tria de problemas, de construcciones, le ha ocurrido
lo mismo que a la Aritmética que sufrimos de ninos,
«viejos» problemas hoy desaparecidos de nuestra
enseianza. Se han convertido en juegos matema4-
ticos o de entretenimiento. Han quedado marginados
porque la tendencia iconoclasta occidental los ha
marginado; tendencia que se refleja en esa ausencia
de preocupacion por la imagen conceptual a que
antes hice referencia, con su fijeza asociada, asi
como en los sucesivos planes de ensefanza, pero
que ningun nuevo plan puede hacer resucitar. como
tampoco podia adaptarse a la sociedad la persona
estudiada y analizada durante més de veinte afos
por Luria y que éste describe en su magistral Pequeno
libro de una gran memoria.

Una vuelta a este tipo de ejercicios mentales, de
construcciones geométricas, de problemas aritméti-
cos, puede ser un elemento muy positivo para una
ensefianza que se margine de lo que hoy dia es el
hacer matemético y, mas en profundidad, el hacer
del pensamiento cultural occidental. Constituiria
un regreso a una linea no seguida desde siglos. Que
valga la pena esa vuelta para empezar otras lineas

de pensamiento y consecuente transformacién social,
quizd mas positivas, es un elemento contrafactico
en el que no entro aqui. Lo que si considero necesario
es que al emitir certificados de defuncion geomé-
tricos y los intentos de resurreccién asociados, se
tenga presente, muy claramente, que las afioranzas
suelen ser peligrosas. Quiero decir, 10 que no se
puede pretender es una explicacion de la teoria de la
relatividad en un espacio-tiempo de cuatro dimen-
siones mediante figuras y construcciones geomeétri-
cas pictoricas en un encerado o papel. O se hace
geometria de cuatro dimensiones —y ello exige una
vuelta al método euclideo, axiomatico y el previo
estudio de los espacios vectorial, afin...— o se hace
figura imaginativa o construccién en una pizarra o
papel; pero teniendo presente que el encerado o
papel no es el espacio de cuatro dimensiones, el
espacio de la teoria, que es irrepresentable, sino una
seccion del mismo. Puede hacerse, es claro, tanto
una geometria n-dimensional como una labor de
construcciones gréaficas —o en aspecto recreativo
0 en aspecto de posterior aplicacién a terrenos como
el arquitectonico o el técnico—, pero siempre que se
sea consciente de que son dos cosas distintas. Y
aunque el término «Geometria» las ha cubierto a las
dos, su campo contextual se ha venido delimitando
hacia la aceptacién algebrizadora y no sélo por una
dindmica interna al mundo conceptual en el que se
encuentra el pensamiento y la Geometria, sino por
una dindmica externa impuesta por otras disciplinas
—y he mencionado, en concreto, una teoria fisica—.
Todo ello, y por la afirmacién realizada antes de que
si se da un cierto tipo de Geometria, me conduce a la
afirmacion de que, actualmente al menos, la Geome-
tria no ha muerto. Y también a que es posible poten-
ciarla, en la linea auténticamente euclidea: demos-
trativamente. Y lo mismo me. vale para un recuerdo a
Euclides quien, si bien muerto, no ha muerto en el
sentido euclideo del término y no en el que se le dio
a partir de la «ciencia nuevay.
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Los métodos de la logica

Agrupamos los métodos de la légica en tres grandes
rubricas:

— Meétodos sintacticos.
— Métodos semanticos.
— Métodds algoritmicos.

Entre los primeros estudiaremos el método axio-
tico y los sistemas de deduccién natural. Dentro del
segundo apartado consideraremos el método de las
tablas seménticas y la utilizacién de interpretaciones
y modelos para pruebas de independencia, y en
general la importancia decisiva y la fecundidad del
enfoque semantico para la demostracién de los prin-
cipales metateoremas. Bajo la tercer clase de métodos
nos referiremos a los métodos de decisién y los pro-
blemas conectados con la decibilidad.

1. METODOS SINTACTICOS

La sintaxis es aquella parte de la semiética o ciencia
general de los signos que se ocupa de las relaciones
de los signos entre si, prescindiendo de lo que desig-
nan vy significan. Las otras dos partes, la semantica
y la pragmatica, se ocupan respectivamente de las
relaciones de los signos con los objetos a que se
refieren y de las relaciones de los signos con los
sujetos que los usan. Esas tres dimensiones de los
signos estan sin duda alguna vinculadas entre si.
«La relacibn pragmaética supone la semantica y la
sintactica; la seméantica supone la sintactica. Una
palabra sin sentido no puede servir para entenderse,
y para que una palabra tenga sentido debe estar en
determinadas relaciones con las otras palabras. En
cambio, la relacién sintactica no supone las otras
dos y es posible estudiar la seméantica sin atender
a la pragmatica» (1).

Aunque esta famosa division de la semibtica es
- generalmente aceptada, el acuerdo ya no es tan
undnime cuando se trata de dividir a su vez en pura
v descriptiva cada una de las partes. Y en particular
hay légicos actuales que consideran deseable «una
nueva definicién de algunos conceptos semibticos
b&sicos», puesto que, segin ellos, «la distinciéon
entre sintaxis y semantica no es en modo alguno
tan clara como puede parecer por las definiciones
respectivas. En la practica, tal como se usan esos
términos, no sélo son un tanto vagos, sino que, sin
duda alguna, se solapan en sus significacionesy;
solapamiento que «esta reconocido por Tarskin (2).
Sin emprender ahora anélisis pormenorizados al
respecto, nos limitaremos a emplear aqui los términos
«sintaxis» y «semantica» en un sentido amplio como

Por Maximiliano FARTOS MARTINEZ (")

marcos para encuadrar los diferentes métodos
l6gicos.

1.1. EI método axiomético

La caracteristica fundamental de toda teocria
axiomatizada es la divisiébn de todos los enunciados
del campo del saber que en ella se trate en dos
clases:

a) La de los axiomas o postulados aceptados en
principio, en razébn de su evidencia o por
simple convencién razonable.

b) La de los teoremas, que son los enunciados
deducimos a partir de los axiomas por inferen-
cia logica.

Puede decirse que la silogistica aristotélica fue
«axiomatizada» por su fundador al conseguir «re-
duciry el resto de los modos silogisticos vélidos a
unos pocos de ellos tomados como primitivos. Sa-
bemos también que los estoicos axiomatizaron las
propias reglas de su logica. No obstante, la axioma-
tizacién considerada como modélica durante siglos
fue la contenida en los E/ementos de Euclides. En los
siglos XVIl y XVIH no sélo la «filosofia natural» se
fijaba en ese modelo, sino que incluso la filosofia
ut talis pretendié presentar sus demostraciones
more geométrico. Recuérdese la Etica de Espinoza.
Vieta y Leibniz con su preocupacién por la formaliza-
cibn del lenguaje matematico y légico fomentaron
sin duda el desarrollo del estilo axiomatico. Pero -
el hecho decisivo para el despliegue sistematico que
después habia de conocer dicho método fue el des-
cubrimiento de las geometrias no euclidianas. En el
presente trabajo nos veremos forzados a referirnos
varias veces a este acontecimiento trascendental de
la historia de la ciencia. Entonces los matemaéticos
se vieron abocados a suplir cada vez mas la antigua
confianza ‘en la intuicién por el rigor légico de las
demostraciones. Siguiendo esta nueva direccién
se vio la necesidad de llegar a sustituir las teorias

* Catedratico de la Universidad Complutense.

(1) BOCHENSKI!, Los métodos actuales del pensa-
miento, Madrid, 1968, 74-75.

(2) CURRY vy FEYS.. Ldgica combinatoria, Madrid,
1967, 60, 59, 61. Cfr. MORRIS, Ch.: Fundamentos de la
teoria de los signos, México, 1958, CARNAP: intrpduction
to semantics, Harvard University Press, 1961. Logische
Syntax der Sprache, Viena, 1934. TARSKI: «Der Wahr-
heitsbegrift in den formalisierten Sprachen» en Studia
Philosoph., vol. 1, 1936, 261-405. La concepcidn semantica
de la verdad y los fundamentos de /a seméntica, Buenos
Aires, 1972.
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deductivas concretas por teorias deductivas «purasp,
en las que no s6lo no se parte ya de unos axiomas 0
postulados considerados como evidentes, sino que
ni siquiera fos términos primitivos del sistema quedan
rastringidos a una determinada interpretacion. Si
ademds las reglas empleadas en la deduccion de los
teoremas son explicitamente formuladas, sin- permi-
tir entrar en juego ninguna otra por mas intuitiva-
mente evidente que parezca, entonces se habran
eliminado los elementos ingenuos y se habra lle-
gado a la construccidbn de un sistema formal. A
Hilbert se debe en primer lugar «el subrayar que la
formalizacion estricta de una teoria envuelve la total
abstraccion del significado, dando por resultado lo
que se denomina un sistema formal o formalismo»,
y en segundo lugar se le debe «su método consistente
en hacer del sistema formal, considerado como un
todo, el objeto de un estudio matematico denominado
matemético o teorla de la demostracion» (3). En un
sistema de objetos en el que se efectla esa abs-
abstraccion total del significado «los objetos del
sistema son conocidos sdlo mediante las relaciones
del sisteman. Lo que se establece es «la estructura del
sistema, dejando sin especificar qué sean esos
objetos en cuales quiera de sus respectos, con la

excepcidon del que se refiere a saber como encajan.

en dicha estructuran. Ulteriormente puede hallarse
«una representacién (o modelo) del sistema abs-
tracto, esto es, un sistema de objetos que satisface
las relaciones del sistema abstracto y tiene ademas
un estatuo propio». Por otra parte, estos objetos
del modelo pueden ser elegidos también «de algin
otro sistema abstracto (0 incluso del mismo sistema
de que se trate bajo una reinterpretacion de sus rela-
ciones» (4). Asi pues, podemos afirmar que «un
sistema formal es esencialmente un conjunto de
teoremas obtenidos mediante reglas precisas y re-
ferentes a objetos indeterminados» (5).

Para obviar las ambigiiedades, redundancias y di-
ficultades de todo tipo propias de los lenguajes
naturales, cuando se los pretende emplear con fines
cientificos, la construccion de sistemas formales va
normalmente precedida o acompafada de [a elabora-
cién de fenguajes artificiales apropiados. No obs-
tante incluso una lengua “‘natural” (corriente)
pudiera, en principio, ser formalizada, mientras que
cabe muy bien considerar un fenguaje artificial como
no formalizado» (6). Los sistemas formales, pues,
son sistemas axiomaticos, que constan de simbolos
cuya interpretacidn no pertenece al sistema y que
estan estructurados de la siguiente forma:

Simbolos primitivos.

Reglas de definicion.

Simbolos derivados.

Reglas de formacion de féormulas.
Lista de axiomas.

Reglas de inferencia.

La serie de los teoremas.

NO O A WK
L it

Siendo los ingredientes caracteristicos: 1, 4, 5y 6.

En el capitulo V de Outhines of a formalist philo-
sophy of mathematics ofrece H. Curry nueve ejemplos
de sistemas formales, correspondientes a diversas
teorias en la mayoria de los casos y a distintas
formalizaciones de una misma teoria en los restantes.

El primero de ellos lo recoge en la ya citada Logica
combinatoria como ejemplo de sistema «completa-
mente formalizado» y es el que insertamos a conti-
nuacion:
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g) Obs (objetos):

(1) Un ob primitivo: o.

(2) Una operacibn monaria, indicada por
el indice.

(3) Una regla de formacién de obs: Si x es
un ob, entonces x’ también lo es.

) Enunciados elementales:

(1) Un predicado binario:

(2) Una regla de formacion de enunciados
elementales: si x e y son obs, en-
tonces x = y es.un enunciado elemental.

c¢) Teoremas elementales:
(1) Un axioma: 0 = 0.
(2) Una regla de deduccion: Si
entonces x' =y’
Los teoremas elementales de este sis-
tema son precisamente los que se indican
en la siguiente lista:

X =Y,

0=0
0'=0
01/ =Oll

que son enunciados verdaderos del sistema. Pero,
una vez definido este, podemos formar epiteoremas,
es decir, enunciados sobre él. Por ejemplo:

Si y es un ob, entonces y =y.
es un enunciado verdadero sobre el sistema, aunque
no es un teorema elemental (7).

Entre las diferentes axiomatizaciones de la Iégica
de enunciados una de las que goza de universal
aceptacién es la presentada por Lukasiewicz en
1929, y qure, siguiendo a Frege, toma como términos
primitivos los correspondientes a la implicacion
material y a la negaciéon (8).-

Utilizando la notaciéon de Lukasiewicz el sistema
queda estructurado de la siguiente forma:

1) Simbolos primitivos

a) Constantes légicas: C, N.
b) Variables enunciativas: p, q. 1, ...

2) Reglas de Formacion de férmulas

a) Cualquier variable enunciativa en una for-
mula.

b) Si x es una féormula, Nx es también una
formula. '

¢) Si x e y sonfbérmulas, Cxy esigualmente
una férmuta.

3) Axiomas (Lukasiewicz llama tesis tanto a los
axiomas como a los teoremas).

T, CCpgCCqrCpr

7, CCNppp
T, CpCNpaq

(3) KLEENE.: /ntroduccion a la metamatemética, Ma-
drid, 1974, 64.

(4) /bid. 34.

(5) CURRY y FEYS.: o.c,, 32.

(6) BOCHENSKI, o.c., 92.

(7) Cir. CURRY y FEYS.: o.c., 33-34. Sobre la idea de
«formalizacidon completan, vease pags. 55-56.

(8) Cfr. LUKASIEWICZ.: Arist. Syllog. Oxford, 1957,
7g_~78§.00Cfn GARRIDO.: Légica Simbdlica, Madrid, 1974,
297- .



4) Reglas de inferencia

a) Regla de sustitucién: A partir de una tesis
aceptada del sistema pueden deducirse
nuevas tesis, escribiendo en lugar de cual-
quiera de sus variables, en todas y cada una
de sus ocurrencias, una férmula cualquiera.

b) Supuesta una tesis del tipo Cxy., si hay
otra tesis que consista en el antecedente x,
entonces puede afirmarse como nueva la
tesis y, que consista en el consecuente se-
parado de aquel condicional.

Asi. pueden obtenerse todas las tesis verdaderas
del sistema. No obstante, para abreviar 1a escritura
de las férmulas y para hacer més sencillas las demos-
traciones se introducen:

5) Como simbolo derivados: K, A, E de acuerdo
con las definiciones:
Kpa=NCpNgq
Apg=CNpaq
Epg=KCpqCap

I

6) Como nueva regla de inferencia, la regla de
intercambio, que permite reemplazar el definiens
por el definfendum y viceversa.

Como ejemplo de derivacibn de una nueva tesis
presentamos la que da Lukasiewicz, en el formato
sintético que él utiliza, para obtener a partir de los
tres axiomas la ley de identidad Cpp. La deduccion
requiere dos aplicaciones de la regla de sustitucién
y otras dos de la regla de separacién:

T, q/CNpgXCT,—T,
T, CCCNpqgrCpr
T,-q/p, r/pXCT,—T,
T.,-CCpp

Este sistema de Lukasiewicz posee el encanto de
ser una especie de recopilacién histérica. En efecto,
el primer axioma es la /ey del silogismo hipotético,
cuyo origen se remonta a AristOteles; el tercero es la
llamada /ey de Duns Escoto (aparece por primera vez
en un comentario a Aristoteles atribuido al doctor
Subtilis),; el segundo es la conocida /ey de Clavius,
jesuita del siglo XVi, que fue el primero en llamar
la atencion sobre esta ley en un comentario sobre
Euclides. Por lo que respecta a las reglas de inferencia,
la regla de sustitucién equivaldria al dictum de omni
aristotélico; la regla de separacién es el modus
ponens de los estoicos, y la regla de intercambio «es
—como escribe el profesor Garrido— trasunto de la
propiedad tradiccional de las definiciones, segin
lo cual todo lo que sea verdad del extremo definiente
(definiens) ha de serlo igualmente del extremo de-
finido (definiendum)».

Entre los sistemas axiomaticos de l6gica elemental
cabe destacar dos formulados recientemente (en la
década 1950-1960) que han tenido una extraor-
dinaria acogida entre los tratadistas. Nos referimos
a los sistemas de Church y de Kleene. Mientras que
el del primero presenta un nimero muy reducido de
simbolos l6gicos primitivos y de axiomas, el del
segundo exhibe abundancia de eilios (9).

Pero sin lugar a dudas la més bella construccion,
aunque seguramente no tan verdadera, que se ha
elaborado por el método axiomatico ha sido la
teoria axiomética de conjuntos.

A finales del siglp diecinueve se produce la mési
profunda crisis de fundamentos en la matemética.-

Con la aritmetizacién del anélisis y posterior reducciéon
de los ndmeros naturales a los conjuntos, todo el
edificio de la matematica pura se apoyaba por fin en el
concepto de conjunto. Pero en el interior mismo de
la teoria «ingenua» de conjuntos aparecieron para-
dojas l6gicas (como la de Cantor, la de Burali Forti
y la d& Russell), y a la antigua paradoja semantica
del mentiroso vinieron a sumarse otras nuevas (la
de Richard, la de Grelling). Ante el reto de las para-
dojas se hacia necesario elaborar una teoria «no
ingenua» que solventara la crisis del cantorismo. En
la primera década de nuestro siglo, o precisando
mas, entre los afios 1906 y 1908 surgen independien-
temente y casi a la vez tres lineas distintas de pensa-
miento que suponen otras tantas propuestas de solu-
ciéon a la crisis: la de Zermelo que propone construir
una teoria axiomdtica de conjuntos, afadiendo
axiomas especificos de la teoria a la l6gica elemental
tomada como Unica base; la de Russell o linea logi-
cista que opta por desarrollar el programa logicista,
tomando como base la l6gica superior y |a teoria de
los tipos; y la de Browwer con quien recobran nuevo
vigor las tesis finitista y constructivista del intuicio-
nismo. '

Entre los posteriores desarrollos de la linea iniciada.
por Brouwer cabe destacar la formalizacion de la
légica intuicionista realizada por Heyting y las recien-
tes aportaciones de Kleene. El programa logicista
desarrollado en los Principia Mathematica ha sido
remodelado después de forma muy original en los
sistemas de Quine.

Entre las miltiples presentaciones axiométicas
de la teoria de conjuntos que se han producido si-
guiendo la direccibn emprendida por Zermelo (la
linea comunmente conocida como «axiométican)
cabe destacar dos orientaciones fundamentales: la
de la teoria axioméatica conocida como sistema de
Zermelo-Fraenkel (o simplemente con la sigla Z F)
y la teoria axiomatica conocida como sistema de Von
Newmann-Bernays-Godel (o sistema N B G). Una
de las diferencias que saltan a primera vista es que
mientras en Z F se opera s6lo con conjuntos en
N B G se admiten clases y conjuntos; o dicho con
maés precision, se admiten clases normales (las clases
que son elemento de alguna otra) que son los con-
juntos, y también se cuenta con las clases Gltimas
(clases no normales) que no son conjuntos. Por
supuesto estd probada la consistencia relativa de
N B G respecto de Z F. ;Se trata entonces de dos
teorias 0 mas bien de dos formulaciones de la misma
teoria? Los seguidores de Z F se inclinan por el se-
gundo miembro de la alternativa: «The main point
which will, in our opinion, emerge from this analysis,
is that set theory with classes and set theory with
sets only are not two separate theories; they are,
essentially, different formulations of the same un-
derlying theory» (10).

(9) Cfr. CHURCH.: Introduction to mathematical logic,
vol. |, Princeton, 1965. KLEENE.: /ntr a /a Metam. ed. c.
Ambos sistemas estdn recogidos en el libro citado de
Garrido, pags. 280-288. .

(10) FRAENKEL, BAR-HILLEL, LEVY.. Foundations of
set theory, Amsterdam, 1973, 119. Este libro, del que jus-
tamente dice el profesor Garrido en la recensién hacha para
Teorema que es «casi (nico en su género» contiene una
abundante bibliografia. En castellano pueden verse: en la
direccion del sistema Z F: SUPPES.: Teoria axiomdtica de
conjuntos, Cali-Colombia, 1968; en la linea del sistema
N B G: MOSTERIN.: Teoria axiomética de conjuntos,
Barcelona, 1971,

37



1.2. Método de la deduccién natural

En realidad los sistemas de reglas de deducci6bn
natural son algo asi como sistemas axiomaticos sin
axiomas. En todo caso se puede decir de ellos que
también son sistemas formales. Sistemas formales
en los que las funciones de los axiomas estarian
suplidas por determinadas reglas peculiares: las de
introduccién y eliminacién de premisas.

Gentzen consideraba que los caiculos logisticos,
tal como éi los encontr6 presentados, no eran adecua-
dos para servir a los matematicos o cientificos y que
se alejaban demasiado de la manera natural de ra-
zonar. Como escribe Feys en la introduccién a la
traduccién francesa del famoso articulo de Gentzen
(11) «Untersuchungen iber das togische Schiiessen»
de 1934: «Gentzen ha empleado un camino diferente
del de Hilbert. Ha valorado el empleo frecuente y na-
tural, en matematicas, de razonamientos a partir de
una suposicién (razonamientos que proceden en fin
de cuentas al modo de las pruebas ex suppositione
de los antiguos). Para formalizar estos razonamientos
deberé introducir la asercion «esto es verdadero bajo
tal suposicién como elemento formalizado de sus sis-
temasy. En efecto, la forma més «natural» de proceder
cuando nos enfrentamos a la tarea de deducir aigo
de algo es que desencadenemos secuencias del tipo:
supongamos el antecedente... y supongamos tam-
bién «de momento»..., entonces se seguird que...,
pero si esto es asi, ocurrira..., etc.

Al igual que en los sistemas formales axiomaticos
también en los sistemas de deducci6n natural se
puede optar por una mayor o0 menor abundancia de
simbolos primitivos y reglas basicas de derivacion.

Es muy frecuente (y didacticamente muy reco-
mendable) que, ademas de la regla de introduccién
de premisas, se empleen, siguiendo a Gentzen, como
reglas basicas dos para cada simbolo de constante
l6gica empleada: una de introducciéon y otra de eli-
minacibn. Asi para la lbgica elemental sin identidad
es usual emplear las correspondientes pares de reglas
para la negacion, la conjuncién, la disyuncién, el con-
dicional, el cuantificador universat y el cuantificador
existencial.

Cuando en una linea de una derivacién realizada
de acuerdo con las reglas establecidas aparece un
enunciado que depende del conjunto vacio de pre-
misas, dicho enunciado es un teorema. Es de capital
importancia resaltar que para la l6gica elemental se
dispone de sistemas formales de deduccién natural
cuyo rendimiento es equivalente al de los correspon-
dientes sistemas formales axiomaticos.

Para entrever esa equivalencia entre el rendimiento
de ambas presentaciones de la légica elemental
vamos a comparar el sistema de reglas expuesto
en el texto de B. Mates y el sistema axiomatico de
Church al que aludiamos en paginas anteriores.

Las diferencias mas chocantes a primera vista
entre SN y SA es que en SN se introducen premisas
en lugar de partir de unos axiomas fijos como en SA,
y luego esas premisas se eliminan por 2), quedando
los teoremas sin depender de nada. Pues bien 1) y 2)
quedan justificados respecto a SA por la demostra-
cién del teoremma de deduccién (que se utiliza en SA
ulteriormente como regla derivada).

3) Se corresponde con VII. 4) puede justificarse

en SA, ya que en SA se prueba IX y la ley de impor-

tacion, llegdndosea (A - B) - —B) » —A y 4) es
la regla obtenida a partir de este esquema. 5) se
corresponde con la regla obtenida a partir de V.
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Sistema de deduccién Sistema axiomatico
S A

natural S N
1) Regla de introduccién Axiomas
de premisas
2) Relgla de Condiciona- ) A~ (B—A)
nalizacién
3) Modus Ponens 1 iA(?A(E E)C_P -
4) Modus Tollens ~ (A - C))
5) Especificacibn uni- m —-
versal ) (-A 5" -B) ~
6) Generalizacién uni- | ~ (B + A)
versal V) (A~ Pa) -
7) Cuantificacin exis- V) (o A (P
tencial ) {x) Px —~ Pa
8) Inte bio defi-
) Cion;fam I e Simbolos definidos

VI) Ademés de las defi-
niciones que se con-
templan igualmente
en 8) de SN, se

incluye:

(3x) Px = df —
- {x) - Px
Reglas

de inferencia
VII) Modus ponens
VIH) Generalizacion

Teoremas

IX) (A — B) -
~ (~B— -A)

6) esta directamente relacionado con IV y VIl
7) y 8) estan comprendidos en VI.

Deciamos més arriba que una vez constituido un
sistema formal podiamos considerarlo como un
todo y hacerlo objeto de estudio metateérico. Aqui,
por ejemplo, hemos comparado dos sistemas forma-
les con miras a establecer la equivalencia de su
rendimiento.

Entre las propiedades principales de los sistemas
formales en los que se centran los estudios metate6-
ricos figuran: la consistencia, la completud, la deci-
bilidad, la independencia, la categoricidad. Mientras
que esta Gltima es una propiedad netamente seman-
tica, las otras cuatro pueden ser consideradas sintac-
tica o semanticamente, si bien la independencia de
los axiomas es demostrada en la mayoria de los
casos semanticamente. Veamos como define Curry
las otras tres:

«A system is consistent if not every elementary
proposition is a theorem; it is complete if every
elementary proposition is either a thearem or implies
every elementary proposition; it is resolvable if there
exist a definite algorithm wich, given an elementary
proposition, will determine definitely wether or not
it is a theorem» (12).

El célculo proposicional es consistente, completo
y decible. A Post se deben pruebas de caracter sin-
tactico de la consistencia y completud de dicho
céalculo.

(11) Ctr. GENTZEN, Recherches sur la deduction
logique, PUF, Paris, 1955.

(12) CURRY: Outli- Form. Phi. of Math., Amsterdam,
1970, 51-52.



2. METODOS SEMANTICOS

Aunque no se ha conseguido un criterio formal de
diferenciacién entre sintasis y semantica puede
hablarse de un acuerdo unanime en cuanto al
caracter semantico de los conceptos de consecuen-
cia y validez universal, en correspondencia con los
conceptos sintacticos de derivabilidad y de teorema.

En cuanto a las propiedades de los sitemas formales
enfocados desde los puntos de vista sintactico y
semantico Hao Wang ha escrito:

«Acerca de cada uno de los sistemas formales
podemos plantear diferentes problemas. Estos pro-
blemas se distribuyen de ordinario en dos familias:
problemas sintacticos, que se refieren al sistema
considerado como un formalismo puro o como una
maquina que maneja expresiones simboélicas, inde-
pendientemente de sus significaciones, y problemas
semanticos que se refieren a la interpretacion del
sistema. Las nociones y problemas méas importantes
pueden dividirse del siguiente modo:

1. De naturaleza sintictica | 2. De naturaleza seméntica

1.1. Formalismo 2.1. Madelo o interpre-
1.2. Teorema tacion
1.3. Método de decision 2.2. Verdad o validez
para la demostrabi- 2.3. Método de decisién
lidad para la verdad vy
1.4. Consistencia criterio de id.
1.5. Consistencia rela- 2.4, Realizabilidad
tiva 2.5. Modelo relativo
1.6. Completud 2.6. Categoricidad (13).

/En el punto 2.6. de esta tabla se deberia hablar
mas bien de complietud o saturacién semaéntica,
dejando aparte la categoricidad como propiedad
netamente semantica; ya que si bien puede darse por
bueno que todo conjunto de axiomas que es cate-
gobrico es también semdanticamente completo; cabe,
en cambio, que un conjunto de axiomas sea completo
en sentido seméntico, o en sentido sintactico, y no
sea categb6rico (14).

Un sistema axiomatico es categoérico si todos sus
modelos son isomorficos. Al lado de esta definicion
de la categoricidad absoluta (o simplemente cate-
foricidad) cabe dar otra referida a la categoricidad
relativa: «Un sistema se dice categdrico respecto a
una cierta clase de objetos Cl pertenecientes a él,
si todos los modelos de este sistema, en los cuales
esta clase Cl recibe la misma interpretacién, son
isomorfos (15).

Veamos ahora algunas definiciones de las otras
propiedades de los sistemas en sentido sintactico
y en sentido semantico:

Consistencia sintictica

Un sistema es consistente si no toda fé6rmula del
sistema es derivable en él. O también (en el caso de
que el sistema incluya el operador de negacién) si no
es posible derivar en &l una férmula y su negacién.

Consistencia seméntica

~Un sistema es consistente si no toda férmula del
sistema es una consecuencia logica. O sencillamente,
un sistema es consistente si es realizable.

Prescindiremos ahora de la w— consistencia y de
la consistencia relativa.

Completud sintéctica

De un sistema se dice que ex completo en sentido
fuerte si toda férmula perteneciente al sistema es
derivable o refutable. Un sistema es completo en
sentido débil si, afiadiéndole una fébrmula no derivable
del sistema se torna en consistente.

Completud semantica

Un sistema es absolutamente compteto o saturado
si, y sOlo si, toda férmula valida del sistema es
derivable.

Se dice que un sistema es completo en relacién
a un campo de interpretacion, si toda férmula del
sistema, véalida en relacién a ese campo, es derivable,
y reciprocamente,

Decibilidad sintactica

Un sistema es decidible si se puede dar un proce-
dimiento efectivo que permita determinar, parsa
toda fébrmula del sistema, si es 0 no es derivable.

Decibilidad seméntica

Se dice que un sistema es decidible si se puede
dar un procedimiento efectivo que permita determi-
nar, para toda férmula del sistema, si es 0 no es
valida.

Independencia sintéctica

Dado un sistema formal se dice de uno de sus
axiomas que es independiente si no es derivable del
conjunto de los axiomas restantes.

/Independencia semantica

Andlogamente se dice que un axioma es inde-
pendiente si no es una consecuencia légica de los
otros axiomas del sistema. Un axioma es indepen-
diente en este sentido si, y solamente si, hay un
modelo que satisface al conjunto de axiomas res-
tantes, y en el que resulta ser falso el axioma en
cuestion.

2.1. Teoria de modelos y pruebas semanticas

En la segunda mitad del siglo XIX Beltrami y
Klein consiguieron encontrar modelos euclidianos
para la geometria hiperb6lica (no euclidiana), con
lo que quedaba demostrda la consistencia relativa
de esta nueva geometria y la independencia del
axioma de las paralelas.

Este descubrimiento paradigmatico es recogido
unanimemente hoy por todos los tratadistas de la
moderna teoria de modelos como el mas ilustre
precedente histérico de la nueva disciplina. Otro
hito igualmente memorable, el conocido teorema
de Lowenheim-Skolem, pertenece ya a nuestro
siglo.

El primero que empied la expresiébn «teoria de
modelos» fue Tarski, en 1954, En &l hay que ver

(13) HAO WANG.: Quelques notions daxiomatique,
Rev._phil. Louvain, 51, 1953, p4g. 411. Recogido por V.
MUNOZ en Lecciones de ldgica, 1, Salamanca, 1972,
pags. 178-179.

(14) Cfr. FRAENKEL, BAR-HILLEL, o.c., 297-298.

(15) LADRIERE: Limitaciones internas de los forma-
lismos, Madrid, 1969, 71. Tendremos en cuenta esta obra
igualmente para las definiciones que siguen.
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al principal promotor de la actual seméntica pura,
si bien ya en las obras de Bolzano y Frege se encon-
traban importantes consideraciones semadnticas y
por més que en los tratados medievales de légica,
e incluso en los estoicos y en el mismo Aristfteles,
puedan encontrarse pasajes muy sugestivos al
respecto. El punto de arranque de los actuales desa-
rrolos de la seméntica se puede fijar en el articulo
de Tarski «El concepto de verdad en los lenguajes
formalizados» escrito en 1931 y cuya version alemana
para la revista Studia Philosofica ya hemos citado.
En él se recupera la doctrina de la verdad contenida
en el famoso pasaje de la metafisica de Aristoteles:
«decir de lo que es que no es y de lo que no es que
es, es falso; mientras que decir de lo que es que es,
o de lo que no es que no es, es verdadero». Ahora
bien, Tarski hace resaltar el caracter metalinglistico
del predicado «verdadero», y como el lenguaje
corriente por su «universalismox», lejos de permitir
la distincibn nitida entre lenguaje objeto y metalen-
guaje, «es fuente de las llamadas antinomias seman-
ticas, como la de el cretense o la de las palabras
heterolégicas», resulta como consecuencia que,
para establecer una definicibn correcta de la expre-
sibn «enunciado verdadero», es necesario acudir
a los lenguajes formalizados, con o que esa nocitn
deja de ser absoluta y queda relativizada al lenguaje
tormalizado concreto al que pertenezca el enunciado
de cuya verdad se trate.

En Undecidable Theories establece Tarski la si-
guiente definicibn de modelo: «A possible realization
in which all valid sentences of a theory T are satisfied
is called a mode/ of Ty (16).

En esta definicibn aparecen conectadas las nocio-
nes de «realizaciony, «validez», «satisfaccibn» vy
«modeloy.

Vamos a ocuparmos ahora de establecer breve-
mente la conexién entre interpretacidn, satisfaccion,
verdad, modelo, verdad légica o validez universal,
y consecuencia lbogica.

Dado un lenguaje L una interpretacion J de L
consta de:

1) 1) Un dominio no vacio (o universo del
discurso) D.
2) Una asignacién o atribucién que asocie:

a) Con cada constante individual de L un
individuo o elemento de D.

b) Con cada letra predicativa n-adica de L
una relacion n-adica entre miembros de D.

c) Con cada letra enunciativa de L uno de
los dos valores de verdad V o F.

d) Las constantes l6gicas conservan en la
interpretacién su significacién usual.

Hemos supuesto que L es un lenguaje de logica
de primer orden sin identidad.

Dada una férmula A del lenguaje L, un dominio D
y una interpretacion J, se dice que J satisface a A,
si dicha férmula al ser asi interpretada se convierte
en un enunciado verdadero.

He aqui una definicién recursiva (o inductiva)
de la satisfaccion:

1. la férmula A es atémica

1.1. A es una letra enunciativa. Entonces
J sat. A Sii J asigna el valor V a A.

1.2. A es una predicacién. Entonces J sat.
A Sii los objetos que J asigna a las
constantes individuales de A (toméando-
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los en el orden en que sus correspon-
dientes constantes ocurren en A) guar-
dan entre si la relacién n-adica que J
asigna al predicado n-adico de A.

2. La formula A es molecular

2.1. Su signo /égico principal es un conec-
tivo.

2.1.1. A = —B, entonces J sat. A Sii no
es el caso que J sat. B.

212 A = BvC, entonces J sat. A Sii J
sat. B o J sat. C.

2.1.3. Analogamente se procederia en
el caso de que A tuera una con-
juncién, una implicaciébn o una
doble implicacidn. Dadas las re-
glas de intercambio definicional
basta con los dos subcasos ana-
lizados.

2.2. Su signo légico principal es un cuanti-
ficador

221. A = (x)B, entonces J sat. A Sii
B x/a es verdadero bajo toda
variante de a en J, siendo B x/a
el resultado de reemplazar todas
las ocurrencias libres de la va-
riable x por ocurrencias de la
constante a, que se supone es la
primer constante individual que
no ocurre en B (partiendo de que
las constantes individuales estan
enumeradas por el siguiente or-
den: a, b, .. t a, b t
a, b, ..).

2.2.2. Andlogamente si A tiene como
simbolo principal el cuantificador
existencial, exigiéndole solamen-
te en este caso que B x/a sea
verdadero, cuando menos, bajo
una variante de a en J. La regla
de intercambio definicional de
cuantificadores nos permite por
otra parte reducir los dos casos
a uno sélo (17).

1 9 17

Por otra parte, de una interpretacién que no cum-
pla las anteriores clausulas se dice que no satisface
a la formula en cuestion, o que ésta es falsa bajo esa
supuesta interpretacion.

Si una interpretacién J satisface la formula A sin
que quepa ejemplo alguno en contra, se dice que J
es un modelo de A. (Andlogamente tratdndose de
cualquier conjunto G de f&rmulas).

Una férmula A (o en general un conjunto G de
férmulas) es verdadero o valido bajo la interpretacion
J en el dominio o universo D si, y s6lo si, dicha
interpretaciobn es un modelo suyo.

Un modelo M para el lenguaje L puede represen-
tarse por el par < D, J >, dénde D y J son respec-
tivamente el universo y la interpretacién elegidos.
Suele escribirse M= <D, J >.

Dados dos modelos M= <D, J > y M, J >

(16) TARSKI, MOSTOWSKI, ROBINSON: Undecidable
Theories, Amsterdam, 1973, 11.

(17) Cfr. QUINE: Filosofia de la l6gica, Madrid, 1973,
77-81. MATES: L6gica matemética elemental, Madrid, 1971,
77-79. GARRIDO: o.c. 226-228.



para un conjunto G de férmulas del lenguaje L, se
dice que M y M’ son isombrficos si solo si:

1) Para cada letra enunciativa P que ocurra en G,
se cumple J(p) = J'(p). es decir, lo que J
asocia con p es idéntico a lo que J' asocia
con p.

2) Hay una aplicaciébn biyectiva f entre D vy
D’ tal que:

2.1. Para cada elemento x del dominio D
y el elemento x  correspondiente del
dominio D' se cumple: f(x) = x'.

2.2. Para cada relaciéon n-4dica R de M y la
correspondiente relacibn R° de M’ se
cumple:

R(x, .. x,) Sii R'(f(x,) ... f(x,)
para todas las x, .. x, de D (18).

Se dice que una férmula A es universalmente
valida o légicamente verdadera si A es verdadera o
valida bajo toda interpretacién.

Una férmula A es una consecuencia légica de un
conjunto de férmulas G, si no hay ninguna interpre-
tacion bajo la cual todas las férmulas de G son
verdaderas y A es falsa. O como diria Tarski, el
enunciado A se sigue /dgicamente del conjunto de
enunciados G si y sélo si todo modelo del conjunto G
es también un modelo de A.

«La distinciébn entre las dos clases de relacion
deductiva, la deducibilidad formal y la consecuencia
semantica, no es trivial. En principio no estd garan-
tizado que ambas hayan de coincidir. Posiblemente
el resultado mas interesante de la investigacién de
sistemas de légica elemental o de primer orden,
es que en dicho orden la relacién de deductibilidad
vy la relacibn de consecuencia son coextensivas o
equivalentes. Este resultado se debe a Godel (1930).
Pero en teorias de orden superior no es ese el caso.
En tales teorias el control logico inherente a la
relacién de deducibilidad deja de ser operante, y es
preciso atenerse tan s6lo al criterio de consecuencia
légica» (19).

Para calibrar la fecundidad del método semantico
bastara con mencionar algunos de los resultados
metalégicos mas decisivos: Se han conseguido
diferentes pruebas semaénticas de la consistencia y
completud del calculo proposicional, asi como la
consistencia de la l6gica de primer orden. Sobresale
especialmente el teorema ya aludido sobre la com-
pletud semantica de esa parte de la logica. Una
demostracion implicita estaba contenida en las
investigaciones de Herbrand (1930). La primera
demostracién explicita fue la ya mencionada de
Godel (1930). Una nueva prueba mas sencilla fue
conseguida por Henklin en 1949 (20). Un paso
esencial en esta prueba consiste en la exhibicion
de un modelo enumerable construido sobre la base
de una autointerpretacién del propio sistema. En
1953 HASENJAGER presenta una simplificacion
de la prueba de Henkin. Otra demostracidbn es
conseguida por SCHUTE en 1956. Pruebas cons-
tructivas se deben a Hintikka, Beth y Smullyam.
pr asimismo una demostracibn de Rasiowa vy
Sikorski (1951) que utiliza algebra y topologia (21).

El teorema de Lowenheim (1915) generalizado
por Skolem (1920) puede obtenerse como corolario
de la prueba de Henkin y nos garantiza que si un
conjunto de férmulas es simultdneamnte satisfacible
en un dominio no vacio, entonces es simultanea-
mente satisfacible en un dominio infinito enumerable.

El famoso teorema de incompletitud presentado
por Godel en 1931 tiene como punto crucial la
exhibicion de una expresidn indecidible que es
autorreferente pero cuya «circularidad» no es para-
déjica, pues, gracias a la estrategia de la aritmetiza-
cion, la aritmetizacion de la matematica del célculo
aritmético permite reflejar las reflexiones sobre el
célculo en el cdlculo mismo; se trata de un sumergi-
miento de la metaaritmética en la aritmética misma,
mediante el rodeo de la aritmetizacién del calculo PM
que se supone coherente (mas ain w — coherente)
y suficientemente amplio para que la aritmética
recursiva sea formalizable en él (22). Ya hemos
mencionado el caricter semantico de las pruebas
usuales de independencia.

Es de destacar la reciente prueba de independencia
de la hipétesis del continuo que nos ha conducido
en teoria de conjuntos a una situacién similar a la
producida en geometria con la demostracion de la
independencia de! quinto postulado de Euclides.

La prueba de independencia de la hipbtesis del
continuo se obtiene uniendo los resultados conse-
guidos por Godel (1939) y Cohen (1963).

Godel demostré la consistencia relativa del axioma
de eleccidon AE y la hip6tesis generalizada del con-
tinuo HGC respecto de la teoria axiomética de
conjuntos ZF. Para llevar a cabo la demostracion
emple6 la nocibn de «conjunto constructible».
Godel ltama constructibles los conjuntos que pueden
ser obtenidos como resultado de una secuencia
transfinita de definiciones predicativas. Llamando L
a la «clase» de los conjuntos constructivos y V a la
clase universal, la demostracion discurre por los
siguientes pasos:

1) Los axiomas de ZF se cumplen en L, es decir,
los conjuntos constructibles son un modelo
para ZF.

2) Axioma de constructibilidad: L = V. El uni-
verso de ZF y el de los conjuntos constructibles
son equivalentes, es decir, todos los conjuntos
son constructibles.

3) L =V es expresable en ZF y se cumple en L
(en este punto entra en juego la nocién de
relaciébn absoluta).

4) El axioma de constructibilidad L = V implica
el axioma de eleccién AE y la hipbtesis del
continuo HGC. "

En conclusidbn: La consistencia de ZF implica la
consistencia de ZF + AE + HGC.

(18) Cfr. MATES: o.c., 229. CHANG, C.C. y KEISILER,
H. J.: Model theory, Amsterdam, 1973, 20-21. Estos autores
caracterizan a la teoria de modelos mediante la siguiente
ecuacién: algebra universal + lo6gica = a teoria de modelos.
Cfr. también: BELL, J.L. y SLOMSON, A.B.. Models an
ultraproducts: an introduction, Amsterdam, 1974. Sobre
la interpretabilidad de unas teorias en otras véase la obra
de TARSKI, MOSTOWSKI, ROBINSON, antes citada
pag. 20 y siguientes.

(19) GARRIDO: o.c. 231-232.

(20) Cfr. HENKIN, L.: «The completeness of the first-
order funcional calculusy, Journal of Simbolic Logic, vol. 14
(1949), 159-166. Recogido en HINTIKKA, J. (ed.).. The
philosophy of mathematics. Oxford university press, 1969.

(21) Cfr. BELL y SLONSON.: 0.c., 62-65 y 71.

(22) Cfr. CHURCH, A.: /ntroduction to mathematical
Logic, Princeton, 1956, 238-245.

(22) Cfr. GODEL, K.. On formally undecidable propo-
sitton of principia mathematica and related systems, with
introduction by R. B. BRAITH-WAITTE, London, 1962,
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Cohen por su parte prob6é que: La consistencia
de ZF implica la consistencia de ZF + — AE + —
— HGC es decir, demostrd la consistencia relativa
de la negacién del axioma de eleccion y la negacion
de fa hipotesis del continuo respecto de los restan-
tes axiomas de la teoria de conjuntos. Hay interpre-
taciones en las que no se cumplen AE y/o HC y en
las que en cambio siguen valiendo los axiomas
de ZF.

Empleando las originales ideas de forcing vy
«conjunto genérico» logra construir en primer lugar
un modelo N tal que en él se cumplen ZF y también
HGC y AE, pero que contiene un conjunto a no
constructible y, que, por lo tanto, no satisface V = L.
De ahi se sigue, de momento, que aunque V = L
implique HGC y AE, en cambio HGC y AE no im-
plican V = L. Por una extension ulterior del método
se alcanza el resultado completo (23).

2.2. El método de las tablas semanticas

Entre los métodos seménticos merece una especial
mencién el denominado método de las tablas seman-
ticas. Sabemos por la definicibon de consecuencia
légica que no cabe en una deduccién correcta que,
siendo verdaderas las premisas, sea falsa la con-
clusion. Supongamos un conjunto de premisas P
y una supuesta conclusiébn c. Para comprobar si ¢
se sigue de P podemos ensayar la busqueda de una
interpretacion que satisfaga a P y a —c, en la seguri-
dad de que si esto ocurre, entonces queda invalidada
la supuesta inferencia. Ahora bien, en el caso de que
la basqueda del contraejemplo o contramodelo nos
lleve a una contradiccién, entonces queda garantiza-
do que la conclusion c se sigue de las premisas P.

Realmente Aristoteles ya hizo uso del método de
los contraejemplos para invalidar algunos modos
incorrectos del silogismo. Este procedimiento «viene
a ser una especie de version semantica de la reduc-
cién al absurdo». No obstante «el hallazgo del contra-
ejemplo era algo que dependia practicamente del
azary, hasta que [as recientes investigaciones de
E. W. Beth y J. Hintikka condujeron a la consecuci6n
de un método que permite la bisqueda sistemética
de la interpretacién invalidadora del argumento» (24).

El procedimiento consiste en la aplicacion siste-
matica de un conjunto de reglas de eliminacion de
simbolos de constantes loégicas de acuerdo con una
distribucion tabular o arborescente que puede con-
ducir a una de las tres situaciones siguientes:

a) Clausura completa, esto es, que en toda tra-
yectoria continua descendente aparezca una
formula atomica afirmada en una de sus
lineas y negada en otra. En este caso la bis-
queda sistematica del contraejemplo ha con-
ducido a contradicién, quedando refrendada
la validez del argumento que se pretendia
invalidar.

b) Que el procedimiento termine sin que se
haya producido la clausura completa. En
este caso el argumento sometido al proceso
queda invalidado.

¢) Que el procedimiento no tenga fin, es decir
que la tabla se revele como infinita.

La situacidbn c) puede presentarse y de hecho
se presenta en los argumentos sometidos al control
de este método intervienen fOrmulas con letras
predicativas poliadiadicas. Pero para los argumentos
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en los que sOlo intervienen férmulas del célculo
proposicional y/o del célculo cuantificacional mo-
nadico las tablas en cuestion desembocan siempre
en una de las dos primeras situaciones descritas.
Esto es, el método de las tablas seméanticas propor-
ciona un algoritmo de decisién para la validez de las
férmulas pertenecientes a esa parte de la logica.

3. EL METODO ALGORITMICO

Acabamos de decir que el método de las tablas
semanticas permite decidir la validez de cualquier
féormula o argumento en ios que no intervengan
letras predicativas poliddicas. Sabemos también que
toda férmula vélida de ese &mbito de la l6gica puede
ser obtenida como teorema, tanto por el método
axiomético como por el método de la deduccién
natural, y que se cumple la reciproca: si una férmula
se obtiene como teorema es vélida. No obstante
hay una diferencia importante entre estos dos méto-
dos y aquel otro. Tanto en el método axiomético
como en el método de la deducciébn natural, por
mas que se conozcan estrategias ocasionalmente
muy Utiles, se requiere a menudo una cierta dosis de
inventiva de quien lo practica para la derivacion
de los teoremas, no siendo infrecuentes los tipicos
fenémenos de «invision» o de reestructuracion
gestaltica y hasta diferentes «estilos» de demostra-
cién. El método de las tablas seméanticas, es, en
cambio, mecéanico. En él las demostraciones se
realizan a través de pasos ordenados siguiendo una
rutina establecida. Los procedimientos de este
tipo son algoritmicos. Algunos procedimientos algo-
ritmicos en el campo de las matematicas se conocian
desde la antiguedad. Recuérdese el algoritmo de
Euclides para la descomposiciéon de un nimero en
sus factores primos. El ideal algoritmico ha sido
una constante en el desarrollo de la l6gica formal
y hasta la década de los anos 30 de nuestro siglo
no se habia conseguido demostrar los limites de
estos métodos.

Desde hace tiempo se ensayaron y consiguieron
varios métodos para resolver silogismos. El método
de diagramas y diferentes tipos de maquinas l6gicas
constituyeron verdaderos métodos de decisidn para
ese campo y hay que verlos como auténticos prece-
dentes de los métodos méas potentes de que hoy
disponemos (25).

Un método de decision para las formulas y argu-
mentos del célculo proposicional es el constituido
por el conocido método de las tablas de verdad.
Otro puede obtenerse facilmente a partir de la
teoria de las formas normales.

(23) Cfr. COHEN, P. J.: Set theory and the continuum
hypotesis W. A. Benjamin, Massachusetts, 1966 especial-
mente, pags. 85-99 y 120-127. Cfr. KRIVINE, J. L.: Theorie
axiomatique des ensembles, Paris 1969, especialmente
paginas 100-118. Cfr. SMULLYAN, R. M.: «The continuum
hypotesis» en The mathematical sciences, a collection
of essays, Cambridge, Massachusetts, and London, England,
1969, 262-260. Para el tratamiento de estas pruebas de
independencia con modelos de valores booleanos Cfr.
ROSSER, J. B.: Simplied Independence Proofs, Academic
press New York and London, 1969.

(24) Cifr. GARRIDO, o.c., 269. Cfr. BETH.: «Semantic
entailment and formal derivability» recogido en HINTIKKA
(ed.), 0.c., 9-41. Cfr. también la obra conjunta de BETH
y PIAGET, Relaciones entre la I6gica formal y el pensamiento
real, Madrid, 1968, 33.

(25) Cfr. GADNER, M.: Maquinas légicas y diagramas,
México, 1973.



En cuanto a los métodos de decisibn para la
parte monatica de la légica de predicados cabe
destacar los resultados de Lowenheim (1915),
Behmann (1922), Von Wrigh (1949) y Quine
(1950) (26).

En esta ocasién nos limitaremos a consignar
aqui el siguiente teorema: «Si una férmula del cal-
culo cuantificacional monadico es vdlida en un
dominio de 2" individuos, donde n es el nimero de
letras predicativas distintas, entonces es valida en
todo dominio no vacio».

Con motivo de este teorema hace Church las
siguientes observaciones sobre la relacién en el
marco de la l6gica de primer orden entre The decision
problem i.e. the decision problem for provability
y the decision problem for validity

«By Godel's completeness theorem it istrue in
one sense that a solution of a special case of the
decision potblem for validity is also a solution, in
the same special case, of the decision problem.
But in another sense —which ve have not attempted
to make precise— this is not true, as may be seen
from the fact that proof of** 466 (el teorema
expuesto) provides no effective method of finding
a proof of a wff A which passes the test of containing
none but singulary functional variables and being
valid in a domain of 2" individuals» (27).

Hasta aqui hemos visto que para el calculo de
proposiciones y para el cdlculo cuantificacional
monadico no sb6lo se podia hallar una solucion
total al problema de la decibilidad, sino que ademas
se cuenta de hecho con varios métodos concretos
de decision. El caso no es el mismo cuando sobrepa-
samos la légica monéadica, esto es, cuando nos en-
frentamos con el problema de la decibilidad de todo
el célculo de predicados de primer orden. No se
trata solamente de que no se disponga aun de una
solucion completa de ese problema, sino que existen
razones que excluyen el que podamos llegar nunca
a encontrarnos en posesion de una tal solucion.
A. Church ha demostrado el primero (1936) la
imposibilidad de descubrir un proceso general de
solventar la decibilidad.

Antes de describir a grandes rasgos la marcha
de la argumentacién de Church veamos como precisa
Ackermann el alcance de sus consecuencias:

«No ha de malentendernos este resultado, por
lo demés en el sentido de que podrian presentarse
expresiones determinadas acerca de las cuales se
probase que no es factible decidir si son universal-
mente validas o no: de hecho no es posible tal
prueba. Por si se puede probar que no cabe decir
nada acerca de la validez universal o no de una ex-
presion, existe también una demostracion de que tal
expresién no es deductible en el sistema de axiomas,
o sea que —debido a la completitud de este sistema
de axipmas, se tendria una demostracién de que la
expresibn no era universalmente vaélida, contra
lo que se habia supuesto. Mé&s la imposibilidad
de un proceso general para solventar la decibili-
dad quiere decir lo siguiente: se ha encontrado
procesos de esta indole para clases especiales
de expresiones, y hemos de suponer que se encon-
trardn procesos andlogos para adan otras clases de
expresiones; ahora bien todos estos procesos callan
acerca de expresiones cualesquiera. Con esto se
aclara también al mismo tiempo porqué los esfuerzos
para ampliar el campo de las expresiones cuya
validez universal puede decidirse en unoc u otro

sentido, tropiezan cada vez con mayores dificul-
tades» (27).

Insertamos a continuaciébn un resumen panoré-
mico de los casos especiales para los que se ha
solucionado positivamente el problema de la deci-
bilidad de la logica de predicados de primer or-
den (28).

«El problema de la decisi6on ha podido ser resuelto
para todo esquema bien formado que:

1) Sélo contenga letras funcionales monadicas.
2) Pueda ser reducido a una forma normal pre-
nexuada cuyo prefijo no contenga:
a) Ningln cuantificador existencial.
b) Ninglan cuantificador universal.
¢) NinglGn cuantificador existencial delante
de un cuantificador universal.
d) Mas que un cuantificador existencial.
e) Mas que dos cuantificadores existencia-
les que no se hallen separados entre si
por ningGn cuantificador universal.

3) Pueda ser reducido a una forma normal
prenexuada en la que:

a) La matriz (esto es, la expresién que sigue
al prefijo) sea una disyuncién de compo-
nentes elementales y sus correspondien-
tes negaciones o quepa reducirla a dicha
forma.

b) El prefijo sea de la forma ( Ix,) ... ( 3x,)
(v,) ... (Ya) Y todo componente elemental
de la matriz que contenga alguna de
las variables x,, ..., x,, o bien al menos
una de las variables y,, ..., y,.

¢) El prefijo concluya con (z,) (zn) ¥
todo componente elemental de la matriz
que contenga alguna de las variables que
intervienen en el prefijo contenga al
menos una de las variables z,, ..., z,.

d) El prefijo sea de la forma ( Ix) (y) ( 3z,) ...
... {3z,), donde n £ 4, y la matriz sea
de la forma G(x,y) > H(z,, .., z,). con
la letra funcionatl diddica como Unica
letra funcional en la versi6n compieta
o desarrollada de H(z,, .., z,)»

El teorema sobre la imposibilidad de hallar un
procedimiento decisorio para el célculo de predica-
dos de primer orden puede esquematizarse de la
siguiente manera. Desde la indecibilidad de la teoria
elemental de nimeros (presentida ya desde el teore-
ma de incompletitud de Godel) se arguye a la inde-
cibilidad del célculo de predicados de primer orden.

Llamando P a la aritmética de Peano, P° a la
aritmética de Skolem y Q al sistema de R. M. Ro-
binson, A. Tarski y A. Mostowski, se cumple:

(26) Cfr. ACKERMANN, W.. Solvable cases of the
decision problem, Amsterdam, 1954. CHURCH. o.c.,
246-280. Para los métodos que emplea Quine para la de-
cision del calculo cuantificacional monédico Cfr. QUINE.:
El sentido de la nueva logica, Buenos Aires, 1971, 94-96 v
Los métodos de la logica, Barcelona, 1962, 145-172 y
262-266, Cfr. VON WRIGHT.: Logical studies, Londres,
1957, 22-43. Una adaptacién del método de Von WRIGHT
puede verse en HUGHEUES y LONDEY: The elements of
formal Logic, London, 1966, 182-197.

(27) CHURCH.: o.c., 254. -

(27) HIBERT y ACKERMANN, Elementos de lbgica
tedrica, 4.2 ed. Madrid, 1962, 138-139.

(28) El texto que ofrecemos estd en la pag. 675 de £/
desarrofio de lalégica de W. y M. Kneale, Madrid, 1972.
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Q C P° C P. Aunque Q es considerablemente menos
potente que P°, en cambio consta de un nimero
finito de axiomas y a la vez es igualmente adecuado
para la definicién de las funciones recursivas. Ahora
bien Q es indecidible porque admite en su interior
la definicion de la funcién diagonal. Mas aln, es
esencialmente indecidible, puesto que todas sus
extensiones consistentes (como, por ejemplo, P°
y P) lo son.

Liamando A a los axiomas especiales de Q el
problema de saber si cabe probar, por ejemplo,
F dentro del sistema Q queda reducido al de saber
si cabe probar A — F dentro de la l6gica de primer
orden. Si esta logica, lamémosle L, fuese decidible,
habria de serlo también el sistema Q. Pero como ya
sabemos que Q no lo es, se sigue por una sencilla
aplicacién del modus tollens que L tampoco puede
serlo (29).

La notaciébn de la teoria elemental de nimeros
es la del célculo de predicados de primer orden con
identidad, complementada con las notaciones ‘x + y’
y 'x - y' para la suma y el producto respectivamente.
Las variables individuales x, y, z, etc., son las del
tipo ordinario, pero construidas como referentes
exclusivamente a los nimeros naturales (30).

Varios problemas seculares, como el famoso de
Fermatan resistentes a los méas variados ensayos de
solucion y que son formulables en la notacién de
la teoria elemental de numeros, hacen que no sor-
prenda demasiado la indecibilidad de esta teoria.
Por otro lado, conviene resaltar que para esta
teoria las relaciones entre completitud y decibilidad
son muy distintas a las que median entre ambas
propiedades cuando se barajan en el marco de la
légica de predicados de primer orden. De la teoria
elemental de niameros sabemos por el teorema de
Godel que es incompleta. Pero, ademds, si fuera
completa podria hallarse para ella un procedimiento
decisorio. Asi que puede de nuevo arguirse su
incompletitud a partir de su indecibilidad. En cambio
de la l6gica de predicados de primer orden sabemos
por el otro teorema de Godel que es completa, pero
de su completitud no puede inferirse su decibilidad.
Esta situacion tan dispar «se debe al hecho de que
un procedimiento demostrativo completo para la
validez no acarrea consigo un procedimiento refuta-
torio completo de la validez, por que los esquemas
no vélidos no tienen siempre negaciones vélidas.
En cambio, un procedimiento completo de demos-
tracibn de la verdad acarrea necesariamente un
procedimiento completo refutatorio (si el sistema
incluye la negacién) y, por tanto, un procedimiento
decisorio» (31).

Para demostrar la imposibilidad de un procedi-
miento decisorio general para la teoria elemental de
ndmeros se sirvi6 Church de su famosa tesis de que
«Toda funcién efectivamente calculable es recursiva
generaly. Aunque esta tesis es mas bien una con-
jetura dado el cardcter vago e intuitivo de la nocién
de «funci6bn efectivamente calculable» es coincidente
con muchas otras formas de abordar esta temética
debidas a Gddel, Turing, Post y Kieene.

En particular: «la tesis de Turing de que toda
funcibn que sea naturalmente considerada como
computable, es computable en el sentido por él
especificado, esto es, computable por una méquina
de Turing, es equivalente a la tesis de Church» (32).
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No es este el momento de abordar los problemas
filos6ficos conectados con estas cuestiones, y en
particular el de las relaciones entre inteligencia
humana e inteligencia artificial (33).

En la introduccién al ensayo citado de Turing
escribe Garrido: «La tesis de la identidad de la
mente con las maquinas no estd aun definitivamente
demostrada y continua siendo materia de conjeturas.
Pero los adversarios de esta tesis han de poner
ahora més cuidado que antes al elaborar sus argu-
mentosy. Por lo que toda en concreto a la indecibili-
dad de la l6gica de predicados, Garrido termina su
libro Ldgica Simbolica relacionando ese resultado
con la existencia de tablas semanticas infinitas y
traduciendo un pasaje de Beth en el que éste expone
su parecer de que «la mente humana estd equipada
con operaciones adicionales que van mas allad del
poder» de una supuesta maquina de buscar contra-
ejemplos (34).

Terminaremos este apartado resaltando el hecho
de que, segiin ha demostrado Tarski, el algebra ele-
mental de los numeros reales admite un proceso
decisorio; y acompafnando este resultado notable
con el siguiente comentario de Quine: «La notacién
de este algebra elemental es precisamente la misma
descrita antes para la teoria elemental de nameros,
con adicibn y multiplicaciébn (ambas), y con la
sola diferencia de que las variables se contruyen
ahora como referentes a nlimeros reales en general,
y no s6lo a nUmeros naturales. A pesar de la com-
plejidad aparentemente mayor de su tema, el algebra
elemental es completable y decidible mecénica-
mente, mientras que la teoria elemental de n(imeros
no lo es» (35).

(29) Cir. TARSKI, MOSTOWSKI, ROBINSON.: o.c.,
46 y ss. Cfr. W. y M. KNEALE.: o.c., 682-685. Los dos tra-
bajos de CHURCH «An insolvable problem of elementary
number theory» y «A note on the Entscheidungs problemy,
aparecidos en 1936 respectivamente en las revistas
Amerjcan Journal of Mathematics y Journal of Symbolic
logic, estan reimpresos en DAVIS.. The undecidable,
Nueva York, 1965.

(30) Cfr. QUINE.: Los métodos de la logica, ed. c. 326.

(31) [/bid. 328 Cfr. también pp. 260-261. Cfr. también
LORENZEN, Matemética, Madrid, 1971, 157.

(32) KLEENE, o.c., 340. Toda esta problematica es
minuciosamente tratada en esta obra ejemplar. Cfr. también
LADRIERE, Limitaciones internas de los formalismos,
ed. c. Cfr. H. ROGERS.: Theory of recursive functions and
effective computability, New York, 1967.

(33) Cfr. TURING.: ;Puede pensar una méaquina?
Valencia, 1974. Cfr. A. NEWELL, y H. A. SIMON.: «Simula-
cion del pensamiento humano», Teorema 1V/3, 1974,
335-377. Cfr. SMART.: £Ent. Ci. y fils, 230-247; Cfr. entre
otras obras: VON NEUMANN. The computer and the brain,
Yale University Press, 1974. STARKE, P. H. Abstract
automata, Amsterdam. 1972. FRANK NORMAN.: Markov
Processes and Learning Models, Now York, 1972.

(34) Cir. el ensayo de Beth recogido en HINTIKKA (ed.)
ed. c., 34 )

(35) QUINE, o.c., 330. Sobre el método de eliminacién
de cuantificadores que utiliza Tarski en sus demostraciones
de decibilidad de teorias Cfr. KREISEL y KRIVINE: E/ements
de logique matematique, Paris, 1967, 47-50. Cfr. también
LORENZEN, 0.c. 183 y ss.



El valor de lo imposible.
Un analisis del problema
de la cuadratura del circulo

Las Cicladas son un grupo de islas situadas en
el mar Egeo y que estan dispuestas en forma de
circulo alrededor de una de ellas, la de Delos. De
esta disposiciébn se deriva su nombre, ya que el
término griego kyklos significa circulo.

La isla Central, la de Delos, goz6 de gran fama
en la Antigledad, entre otras razones y principal-
mente porque, segin la mitologia, en ella habian
nacido Artemisa y Apolo. Ei magnifico santuario
erigido a este dios fue un lugar de peregrinacion
para los helenos, especialmente durante la cele-
bracion de unas suntuosas fiestas que tuvieron su
origen en el siglo VIl a.C. Entre los diversos atri-
butos de Apolo destacaba su capacidad de curar
las enfermedades, particularmente la peste, una de
las plagas que asolaban peri6dicamente a la po-
blacién de Grecia. Y cuenta la leyenda que en cierta
ocasiébn, cuando los habitantes de Delos padecian
esta terrible epidemia, fueron a consultar a Apolo
con objeto de que les comunicara la manera de
eliminar sus padecimientos. La respuesta del dios
fue tajante: /a epidemia cesaria en el mismo mo-
mento en que consiguieran resolver el problema
de la duplicacién del cubo utilizando la regla y
el compas, para de esta manera poder, a su vez,
duplicar el altar de piedra, de forma cubica, que
existia en el templo. Tal era, segun la tradicion, el
origen de uno de los tres famosos problemas que
tanto preocuparon a los matemaéaticos helenos y a
los mateméaticos posteriores. Los otros dos fueron
la triseccién del 4ngulo mediante la regla y el com-
pas y, el mas famoso de todos ellos, el de la cua-
dratura del circulo también mediante la regla y el
compés.

Hoy en dia se sabe que los tres problemas, tal
como los plantearon los griegos, es decir, usando
la regla y el compds, son insolubles. Los dos pri-
meros, porque su resolucion exige ecuaciones cu-
bicas, es decir, de tercer grado, imposibles de plas-
mar con la regla y el compds. El tercero, porque
el nimero n es un namero trascendente. No obs-
tante (y si prescindimos de la broma de mal gusto
deparada por el dios Apolo a los ciudadanos de
Delos, al condicionar el cese de la epidemia de
peste a la resolucion de un problema insoluble), el
intento de resolver los tres citados problemas no
fue en modo alguno estéril. Y, en particular, los
denonados esfuerzos de los mateméticos hasta el
siglo pasado —en el que, como veremos, se demos-
tr6 su imposibilidad— por solucionar la cuestién

Por José BARRIO GUTIERREZ(")

de la cudratura del circulo condujeron a numero-
sos descubrimientos en el &mbito de la Matematica.
De ahi el titulo que hemos dado a este estudio,
el valor de lo imposible.

En efecto, la persecuciébn de una tarea imposible
de finalizar puede ser, y de hecho lo ha sido, muy
fecunda en el d4mbito de la Ciencia. Buena prueba
de ello son los descubrimientos quimicos realiza-
dos por los alquimistas en sus intentos de realizar
la pequena obra (opus minimum, es decir, la trans-
mutacién de los metales no nobles en plata), la
gran obra (opus magnum, la transmutacion de los
metales no nobles en oro), el disolvente universal,
el elixir de la larga vida o el golem. Del mismo
modo los imposibles deseos de los astrélogos por
llegar a predecir el futuro de las sociedades o de
los individuos mediante el andlisis de los astros
condujeron a fundamentales descubrimientos astro-
ndémicos.

Pero no siempre la basqueda de lo imposible ha
sido fecunda. En efecto, y ciféndonos exclusiva-
mente al campo matematico, podriamos decir que
hay dos tipos de imposibles.

Uno de ellos es aquella cuestién imposible gue,
por su propia naturaleza, implica no sélo su irre-
solucién, sino la infecundidad de la busqueda de
su solucién. Tal ha sido, por ejemplo, la concep-
cibn magica y mistica de los nameros, mediante
la cual se intent6 dominar los fendbmenos natura-
les gracias al conocimiento del numero de las cosas.
Cada cosa, cada fenémeno de la naturaleza, tenia
un ndmero, expresivo de su esencia, de tal manera
que el conocimiento de dicho namero permitiria
dominar fa cosa o el fenébmeno.

Esta concepcién magico-mistica del nimero ha
tenido numerosos seguidores; limitdndonos a los
mé&s famosos hay que destacar a la corriente acus-
mética dentro del pitagorismo, con la divinizacion
del namero diez (la Tetractys), en cuanto expresivo
de la esencia de la Divinitdad, con el caracter de
«perfectos» atribuidos a diversos nameros, tales
como el 2 (simbolo de lo femenino), el 3 (simbolo
de lo masculino), el 5 (simbolo del matrimonio)
o el 6 (simbolo de la procreacién); y, todavia mas
curioso, con la teoria del novenario, procedimiento
para poder predecir el vencedor en un combate,
hailando el numero de cada uno de los contrin-

(") Catedratico de Filosofia del I.N.B. «Ramiro de
Maeztu» de Madrid.
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cantes y recurriendo a unas tablas confeccionadas
por los pitag6ricos.

En esta misma linea estdn situados los célculos
numéricos realizados por la guemetrla de la Kab-
balah, que tantos esfuerzos indGtiles provocd du-
rante siglos en la mente de los hombres.

Y, en el 4mbito de la Geometria, también han
surgido numerosas concepciones de indole méagico-
mistica, que llevaron a teorias carentes de funda-
mento, no s6lo engendradoras de infecundidad en
si mismas, sino que supusieron un grave obstdculo
para el progreso cientifico. Un claro ejemplo de
estas teorias radica en la tesis, de origen platbnico
y sustentada también por Aristoteles, de que el mo-
vimiento de los astros tenia que ser circular, dado
que el circulo era la figura perfecta en dos dimen-
siones, y de que la estructura de los mismos tenia
que ser esférica, por ser esta el cuerpo mas per-
fecto.

Como muestra del «razonamiento» que inspiraba
tales afirmaciones vamos a transcribir un pasaje del
Timeo de Platén (33 B-34 B):

«Y Dios dio al universo la forma adecuada vy
natural... Por tanto, to hizo como al torno, redondo
y esférico, con las extremidades a igual distancia
del centro en todas las direcciones, la mas per-
fecta de todas las formas y la méas semejante a él,
pensando que lo semejante era mas bello que lo
desemejante. Y le dio, en su externa esfericidad,
una superficie perfectamente finita y lisa... Le dotb
del movimiento que convenia a esta forma corpo-
ral, ese movimiento gque, entre los siete tipos de
movimiento, estd mas vinculado al entendimiento
y a la inteligencia. En consecuencia, le imprimié
una rotacién circular, al hacerle girar en un mismo
lugar sobre si mismo; y le privé de los seis restan-
tes movimientos (movimientos rectilineos hacia arri-
ba, hacia abajo, hacia adelante, hacia atrads, hacta
la derecha y hacia la izquierda).»

Esta concepcion, recogida y defendida por Aris-
tételes, todavia pesaba en Pappus, matematico del
siglo tV d.C., que nos dice en su Coleccién mate-
mética (Zvvaywyn pabnpagKn):

«Afirman los filébsofos que el primero de los dio-
ses dio justamente al universo la forma esférica, por
ser ésta la mas bella de las existentes, y mencionan
entre las propiedades de la esfera la de ser la de
mayor volumen entre todos los cuerpos de la misma
érea.»

«Todo lo que afirman pertenecer a la esfera es
evidente y apenas necesita demostrarse; pero se
limitan a afirmar, sin hacer la demostracion, que
es de mayor volumen que los otros cuerpos, tesis
de la que no es fécil convencerse, a no ser que se
someta la cuestibn a un riguroso examen.»

La teoria de que los astros tenian que describir
Orbitas circulares y de que su forma tenia que ser
perfectamente esférica —por ser el circuio y la
esfera més perfectos que otras figuras o cuerpos—
supuso un grave obstdculo al progreso de la As-
tronomia, como pudieron comprobar por su cuenta
Galileo y Kepler. ,

Pero hay otro tipo de problemas imposibles, los
imesolubles por su naturaleza, pero que permiten,
al hilo de los intentos por resolverlos, el descu-
brimiento de nuevos conocimientos matematicos.
Indudablemente esto se debe a que se trata de
cuestiones de Indole cientifica (no méagico-mistica)
que no pueden ser resueltas por alguna deficien-
cia en su planteamiento, pero que permiten, al
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estar insertas dentro del status cientifico, la deve-
lacién de nuevos teoremas a lo largo del trabajoso
esfuerzo por hallarles solucidn.

Un caso tipico de este género de problemas
insolubles es el de la cuadratura del circulo (junto
con los otros dos de la duplicaciéon del cubo y de
la triseccion del &ngulo).

La primera noticia que tenemos sobre el problema
de la cudratura del circulo la encontramos en el
famoso papiro Rhind; se trata de un papiro encon-
trado por unos d4rabes entre las ruinas de unas
pequefas construcciones proximas al Rameseum vy
adquirido por A. H. Rhind en 1858; es el docu-
mento capital que poseemos para el conocimiento
de fa Matematica egipcia, superior a los papiros de
Moscl y de Berlin; E. Peet lo ha dividido en una
introduccién y tres libros, siendo en el segundo
donde encontramos el planteamiento del problema
de la cuadratura del circulo en estos términos:
«construir un cuadrado equivalente a un circulo
dadoy; la soluciébn dada por los egipcios es de una
alta precision, habida cuenta del momento histo-
rico en que se formul6; en efecto, los matematicos
egipcios se dieron cuenta de que el problema con-
sistia en hallar el valor de n y encontraron el de
n = 3,1604938.

Pero el problema va a adquirir un relieve funda-
mental entre los matematicos griegos, que llegaron
a estar obsesionados por el mismo, hasta el punto
que Aristofanes, en Los pdjaros, lo hard objeto de
su implacable ironia.

Formulemos con precision el problema tal como
se lo plantearon los mateméticos griegos: dado un
clrculo cualquiera, hallar un cuadrado de /la misma
area, mediante la regla y el compas y a través de
un numero finito de pasos.

El problema, asi planteado, es insoluble, precisa-
mente por la limitacién de tener que utilizar la regla
y el compés; esta limitacion se debidé al caracter
de divinos que tales instrumentos tuvieron para los
griegos, divinidad que fue sancionada por la auto-
ridad de Platén y de Aristételes. Con fina ironia
Marcel Boll ha sefalado que mas divina que el
compés es la cuerda, ya que con ella se puede
realizar todo lo que se puedeghacer con el primero
y, ademds, construir con suma facilidad la elipse
mediante el llamado «método del jardinero».

En cualquier caso las investigaciones de los ma-
teméticos al hilo de este insoluble problema dieron
lugar a importantes descubrimientos, de manera
analoga a como el intento de resolver la duplica-
cién del cubo llevaria, por citar un ejemplo, a Dio-
cles, en el siglo Il a.C., al descubrimiento de la
cisoide, cuya ecuacidén en coordenadas rectangu-
lares es y2(2a — x) = x3.

£l primer intento serio que hubo entre los griegos
para la resoluciébn del problema se debe a un cu-
rioso personaje, Hipdcrates de Quios (distinto de
Hip6crates de Cos, el famosisimo médico heleno);
nos encontramos ante un comerciante poco afor-
tunado en sus negocios, pero que supo conjugar
su desafortunada actividad mercantil con una exce-
lente capacidad matemética; y fue &l quien, en la
segunda mitad del siglo V a.C., abord6 el problema
de la cuadratura del circulo, intentando resolverlo
mediante la cuadratura de las /unulas; en efecto,
ambos problemas parecen estar intimamente rela-
cionados, en cuanto que las lanulas son superfi-
cies limitadas por arcos de circunferencia; en la
actualidad sabemos que s6lo hay cinco especies
de lGnulas que sean cuadrables, de cuyas especies



Hip6crates llegé a conseguir la cuadratura de tres;
no obstante, cuando se descubrié que habia lGnu-
las no cuadrables, se abandon6 este esperanzador
método de llegar a la cuadratura del circulo.

Como muestra del procedimiento seguido por
Hipb6crates veamos cémo consiguidé la cuadratura
de su primera lunula. Demostré que la lanula limi-
tada por el arco AFC y por la semicircunferencia AEC,
cuyo didmetro es la cuerda AC del citado arco, es
equivalente al tridngulo rectangulo ADC, consti-
tuido por la cuerda AC y por los radios correspon-
dientes a sus extremos (fig. 1).
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Fig.1

La idea directriz de Hip6crates era la de llegar
a la cuadratura del circulo mediante la sucesiva
cuadratura de lGnulas, idea que, como antes hemos
dicho, se vino abajo al descubrirse que habia |-
nulas no cuadrables.

El paso siguiente lo dio, al parecer, un ilustre
pensador, Anaxagoras de Clazomene, también del
siglo V a.C., pero no sabemos qué método siguid
en su intento de resolucién.

Con Antifbn de Atenas, un pensador pertene-
ciente a la escuela sofistica, se va a iniciar un nuevo
camino en la solucién de la cuadratura del circulo;
es una buena prueba, junto con el caso de Hippias
de Elis, que veremos después, de cémo a los sofis-
tas no les preocupd exclusivamente el tema antro-
polégico, segin se ha dicho reiteradamente, sino
que también se interesaron por las hoy llamadas
ciencias formales. El procedimiento ideado por An-
tifébn era el de inscribir sucesivamente en una cir-
cunferencia poligonos regulares de 4.2n lados, par-
tiendo del cuadrado, y pensando que llegaria un
momento en el que, al ser n muy elevado, la super-
ficie del poligono inscrito seria igual a la del circulo.
Naturalmente que, al carecer de la nocién de limite,
Antifén incurre en un grave error, pero con este
método de la inscripciébn de sucesivos poligonos
.iniciaria un camino fecundo, que luego seria con-
tinuado por numerosos matematicos helenos. Por
ello nos parece inadecuada la observacién de Aris-
toteles, quien en su Fisica nos dice que se trata de
un método grosero y que no es preciso repetir. De
hecho en la concepcidn del sofista se hallan impli-
citos temas tan interesantes como el del infinito,
el de la paradoja de Aquiles y la tortuga de Zen6n
de Elea, y el de los nGmeros irracionales, tematica
esta Gltima a la que era muy sensible el pensamiento
matemdtico y filoséfico griego desde que los pita-
goéricos, quizd Hipasos de Metaponte, habfan des-
cubierto el primer nimero irracional, , con lo
que la tesis de la escuela fundada por Pitdgoras,
segun la cual los nUmeros racionales eran la esen-
cia de las cosas y permitian una descripcion de los
fenémenos naturales, quedaba invalidada. Pot cierto

que la demostracion de que /2 es un namero irra-
cional, llegada a nosotros gracias a Aristoteles, es
una bellisima aplicacion de demostracién indirecta,
apagoégica o por reduccion al absurdo.

A finales del siglo V a.C., Brisbn de Heraclea da
un paso de gran importancia en el caming iniciado
por Antifén, al tomar en consideracién no sélo los
poligonos inscritos, sino también los circunscritos;
de nuevo AristOteles critica el procedimiento seguido
por Brisén, acusandolo de tener poco rigor; lo cual
es posible que fuera cierto tal como lo utiliz6 el
heracleense, pero que también sin duda alguna in-
troducia en el tratamiento del problema un nuevo
aspecto de gran interés.

En el siglo IV a.C., Dinbstratos va a utilizar un
procedimiento distinto; intentard resolver la cuadra-
tura del circulo utilizando una curva que habia sido
descubierta por un sofista, Hippias de Elis, al inten-
tar solucionar la triseccién del &ngulo, curva a la
que el propio Din6stratos llamé tetragonidséusa, o
sea, cuadratriz, en cuanto que la usb6 para cuvadrar
el circulo. La construccién de esta curva hecha por

Hippias, curva cuya ecuacién es x = y ctg —%, fue

la siguiente:

B C
3
B = c
N
8" F L c*
/\
|
1.
A H MG D
Fig. 2

La cuadratriz, es decir, la curva BFLG es el lugar
de las sucesivas intersecciones de la recta BA que
gira uniformemente sobre el punto A hasta llegar
a la posicién DA, y de la recta BC, que se desplaza
uniforme y paralelamente hasta llegar a la posi-
cibn AD (para obtener la trisecaciébn del angulo
Hippias senalaba que era suficiente hallar el seg-

. FH - .
mento LM, igual a Y el angulo LAD, igual
FAD
al —3 (fig. 2).

El camino emprendido por Hip6crates de Quios
va a ser nuevamente utilizado por otro gran mate-
matico griego, Eudemos de Rodas, cuyo acmé tuvo
lugar hacia el 320 a.C. Discipulo de Aristételes, es-
cribird una Historia de la Geometria, en la que re-
copilard todos los conocimientos que sobre esta
ciencia habia en su época, y que puede conside-
rarse, mutatis mutandis, como un prolegémenos a
los Elementos de Euclides. Esta obra se ha perdido,
pero conservamos algunos fragmentos reproducidos
por Simplicio, aristotélico del siglo Vi d.C., entre
los que destacan, por su relacién con el tema que
nos ocupa, el referente a la cuadratura de las lGnu-
las. Vamos a transcribir literalmente el texto con-
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servado, ya que pone de manifiesto el alto grado
de sistematizacibn a que se habia llegado en la
exposicion de los problemas mateméticos:

«1. Por lo que se refiere a la cuadratura de las
lonulas, figuras extraordinarias por su relacién con
el circulo, el primero que las describié fue Hipbcra-
tes, estudidndolas de manera satisfactoria. También
lo vamos a hacer nosotros.

2. Hipécrates comenzé afirmando, como propo-
sicion inicial de utilidad para estas cuadraturas, que
los segmentos semejantes de circulo son entre si
como sus bases en potencia (segmentos semejan-
tes son los que tienen como area la misma parte
alicuota de circulo; base en potencia es el cuadrado
de la base).

3. Y demostr6 esta proposicion basdndose en
una demostracién anteriormente hecha, referente a
que los circulos son entre si como sus diametros
en potencia.

4, Sobre la base de esta demostracién, deter-
mind la manera de cuadrar una linula cuyo arco
exterior es un semicirculo (fig. 3).

5. Para ello circunscribié un semicirculo en un
tridngulo rectangulo isésceles, describiendo sobre
la hipotenusa un segmento de circulo semejante a
los descritos sobre los catetos.

6. Ahora bien, al ser el segmento descrito sobre
la base igual a la suma de los descritos sobre los
catetos, si se afnade a aquél y a éstos la parte de
tridngulo que estd por encima del segmento des-
crito sobre la hipotenusa, la lunula serd igual al
tridngulo.

Fig. 3

7. Por lo que, al quedar demostrado que la lu-
nula es igual al tridngulo, entonces es cuadrable.

8. Si el arco exterior de la linula es un semi-
circulo, entonces siempre es cuadrable con facilidad.

9. A continuacién supone que el arco exterior
de la lunula es mayor que un semicirculo. Y cons-
truye un trapecio en el que tres de sus lados son
iguales entre si y el mayor de los lados paralelos
es triple en potencia respecto de cada uno de los
otros tres lados. Circunscribe un circulo a este tra-
pecio Y construye sobre su lado mayor un segmento
semejante a los separados por los tres lados del
trapecio que son iguales (fig. 4).

10. Es manifiesto que el segmento correspon-
diente al exterior de la linula es mayor que el semi-
circulo, si trazamos una diagonal del trapecio.

11. Dado que esta diagonal subtiende dos lados
iguales del trapecio y su potencia es necesaria-
mente mayor que el doble del tercero de los lados
que son iguales.

12. En consecuencia, el mayor de los lados del
trapecio, que es triple en potencia, es necesatia
mente mayor en potencia que la suma de la dia-
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gonal y del tercer lado con los que forma un tri-
angulo.

13. El 4ngulo que en el tridngulo antes citado
se opone al lado mayor del trapecio tiene que ser
agudo.

14. Por tanto, el segmento en el que estad ins-
crito este 4ngulo, que es el arco exterior de la linula,
8s mayor que un semicirculo.

.|I||"|“I"“""""I"l"lll.

i

\ T

Fig. 4

(es interesante destacar que Eudemo deja sin ter-
minar la demostracién de la cuadratura de este tipo
de lGnulas. La opinibn mas generalizada es la de
que no lo hizo por considerar que lo que quedaba
de la demostracion era trivial, como efectivamente
puede verse que lo es. No obstante, revela la ca-
rencia de espiritu critico y cientifico que en estos
tiempos se tenia, confidndose demasiado “en lo
evidente y en lo intuitivo”’. Mas, en descargo de
los mateméticos griegos, hemos de sefialar que la
desconfianza hacia lo evidente e intuitivo s6lo sur-
gird en el siglo XIX, con la crisis en los fundamentos
de Ja Matemética y, en. concreto, con los intentos
por aritmetizar el Analisis).

15. Si el arco exterior de la lanula es menor
que un semicirculo, entonces para cuadrarla realiza
la siguiente construccién (fig. 5).

Fig. 5

16. Tracemos un circulo de didmetro AB y de
centro K, y tracemos el segmento CD perpendicular
al segmento KB en su punto medio.

17. Se inscribe entre esta perpendicular y la cir-
cunferencia la recta EZ, en direcciébn hacia B e
igual a en potencia a vez y media el radio del circulo.

18. Tracemos el segmento rectilineo EH, paralelo
al didmetro AB unamos K con E y Z; prolongamos
al segmento KZ hasta su interseccién con el segmen-



to EH en el punto H; a continuacién trazamos los
segmentos BZ y BH.

19. Es evidente que el segmento BZ es la pro-
longaci6n del segmento EZ, y que el segmento BH
es igual al EK.

20. Por tanto, el trapecio EKBH es inscribible en
el circulo primeramente trazado.

21. Tracemos el segmento circunscrito al trian-
gulo ZEH.

22. Entonces la lanula formada serd igual al
pentdgono EKBHZ, constituido por los tridngulos
EKZ, KZB y ZBH.

23. Efectivamente, la suma de los segmentos
interiores a la lGnula y separados de la figura recti-
linea por los segmentos EZ y ZH es igual a la suma
de los segmentos exteriores a tal figura, dado que
cada uno de los interiores es igual a vez y media cada
uno de los exteriores.

24. Ahora bien, la linula es igual a la suma de
los tres segmentos exteriores y de la parte de figura
rectilinea exterior a los dos segmentos interiores o,
si se prefiere, la figura rectilinea es igual a la lGnula
aumentada en los dos segmentos interiores y dismi-
nuida en los tres exteriores, por lo que la lanula es
igual a la figura rectilinea, dado que la suma de los
dos segmentos interiores es igual a la de los tres ex-
teriores.

25. Se demuestra que el arco exterior de esta
lanula es menor que un semicirculo, dado que el
angulo inscrito en el segmento es obtuso.

26. Demostracion que se realiza de esta forma;
el segmento EZ es igual en potencia a vez y media
el radio, y el radio KB es mayor en potencia que el
doble del segmento BZ.

27. Por tanto, también EK serd de una longitud
mayor que e! doble de BZ, o sea, de KZ.

28. E igualmente sucederd con sus potencias,
de lo que se deduce que EK es en potencia mayor
que el doble de KZ.

29. Pero EZ es igual en potencia a vez y media
EK, por lo que EZ es en potencia mayor que la suma
de las de EK y KZ.

30. Por tanto, el 4ngulo en K es obtuso, y el seg-
mento en el que estd inscrito es menor que un semi-
circulo.

A continuacién Eudemos expone la manera de
cuadrar la suma de una linula y de un circulo, pero
en esta demostraciéon incurre en un error, ya que el
tipo de linula que considera no es cuadrable.

En cualquier caso es muy interesante destacar
co6mo el intento de conseguir la cuadratura del
circulo habia llevado a los gebmetras griegos al des-
cubrimiento de interesantes relaciones de naturaleza
geométrica, poniendo de relieve el alto grado de
nivel abstracto a que se habia llegado. Esta claro
que fue con ellos con los que la Geometria dej6 de
ser pura agrimensura, tal como habia sucedido
con los egipcios, para iniciar su camino a més ele-
vadas cotas.

En Euclides, uno de los grandes pilares de la
mateméatica griega no encontramos ninguna apor-
tacién sobre el problema que nos interesa. Sus £Ele
mentos ( Ziotyeia) uno de los monumentos mas
grandiosos que nos ha legado la Antigiiedad y que
hasta finales del siglo XVIII fue la obra de mayor
tirada, exceptuada la Biblia, no abordan este pro-
blema, la razén es sencilla.

Euclides es un compilador y sistematizador de los
conocimientos de su época (en realidad, fue el crea-
dor de una axiomética de la Geometria que s6lo fue
superada en nuestro siglo por David Hilbert), por
lo que no trat6 de un problema que hasta entonces
no habia sido resuelto.

De hecho, Euclides s6lo trata aquellos problemas
geométricos resofubles con regla y compaés, es decir,
que requieren (nicamente ecuaciones lineales y cua-
dréticas; esta actitud excluia ipso facto el tema de la
cuadratura del circulo, como hoy bien sabemos.

Una etapa decisiva se va a abrir con el mayor genio
matematico que nos legd la cultura greco-romana;
nos referimos a Arquimedes de Siracusa. Con él la
Matemaética griega alcanz6 un nivel jamés igualado
en la Antiguedad (como muestra indicaremos que
en el método de exhaustiones del siracusano hay
un claro precedente —en pleno siglo (Il a.C.— del
célculo infinitesimal); por otra parte, Arquimedes es
un evidente ejemplo del espiritu cientifico y de des-
preocupacién por el negocio; pariente de Hier6n It
tirano de Siracusa desde 269 al 215, no ejerci6é nin-
gln cargo politico, cosa que le hubiera sido fécil
(en esto recuerda la actitud de otro ilustre cientifico,
Einstein, que en 1952 rechaz6 la oferta de la presi-
dencia del Estado de Israel, hecha a la muerte del
que fuera primer presidente, el gran quimico Chaim
Weitzmann).

Nacido en el 287, su vida fue un constante descu-
brimiento en los mas diversos campos de la ciencia;
la Matemadtica, la Fisica, la Ingenieria son tributarias
de este hombre extraordinario. Su misma muerte,
acaecida en el 212 y relatada por Plutarco, tiene
mucho de grandioso, poniendo de relieve la total
entrega de su espiritu ante la resolucién de los pro-
blemas matematicos, entrega que le hizo desatender
los urgentes problemas vitales a los que hubiera
tenido que enfrentarse.

Entre la riquisima produccién de Arquimedes in-
teresa especialmente para nuestro tema el breve
tratado titulado Medida del circulo (Kixkov pétpmotc)
que consta de soélo tres proposiciones, pero de
trascendental importancia. En realidad parece que
este tratadito era el resumen de una obra més extensa,
Sobre la periferia del clrculo (mepl The tob KSKAOL we
pupépeiag),de la que tenemos referencia en Pappus,
matematico alejandrino del siglo |V d.C.

En este breve estudio Arquimedes va a realizar una
triple tarea de trascendental importancia:

1) Establecer la relaciébn entre la cuadratura del
circulo y la rectificacion de la circunferencia.

2) Dar una solucidn muy precisa de la cuadratura
del circulo.

De las tres proposiciones que integran el tratado
sobre la medida del circulo vamos a estudiar dete-
nidamente la primera de ellas, limitandonos a for-
mular las dos Gltimas.

La primera, en la que relaciona la cuadratura del
circulo con la rectificacibn de la circunferencia,
dice asi:

El 4rea de un circulo es igual a la de un tridngulo
rectadngulo, uno de cuyos catetos sea igual al radio
y el otro a la longitud de la circunferencia del circulo
(fig. 6).

El método que sigue Arquimedes para demostrar
esta proposicién consiste en hacer ver que el area
del circulo no puede ser mayor ni menor que la del
tridngulo y que, por tanto, tiene que ser igual.

La demostracibn de que el éarea del circulo no
puede ser mayor que la del tridngulo la realiza de
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esta forma. Tracemos un circulo y consideremos un
tridngulo T con las caracteristicas establecidas en
la anterior proposicién.

0O_Q M
0
R
z N
8
Fig. 6

Supongamos que el area del circulo es mayor
que la de T. Inscribimos en el circulo el cuadrado
ABCD y procedamos a dividir los arcos en dos partes
iguales hasta que llegue un momento en el que la
suma de los segmentos resultantes sea menor que
la superticie en la que el circulo excede al triangulo;
entonces tendremos una figura rectilinea mayor
que el tridngulo. Ahora trazamos desde el centro N
del circulo el segmento NR, perpendicular 3 AZ; NR
es menor que cualquiera de los catetos del tridAngulo
T, es menor que el cateto menor de T, ya que éste
es el radio, y evidentemente NR es menor que NA;
y con mayor raz6n NR es menor que la longitud de
la circunferencia, que es el otro cateto. Por tanto, la
figura rectilinea resulta menor que el tridngulo, y
esto es contradictorio con lo antes establecido (co-
mo puede verse, Arquimedes aplica aqui el método
de la demostracién per reductionem ad absurdum,
tan cara a los griegos).

Supongamos ahora que el area del circulo es
menor que la de T. Circunscribimos un cuadrado
al circulo. Dividimos los arcos en partes iguales y
trazamos tangentes por los puntos de division.
Dado que el 4ngulo OAQ es recto, el segmento OQ
es mayor que el AQ. Como AQ es igual a QM, tene-
mos que OQ es mayor que QM. En consecuencia
el tridngulo POQ es mayor que la mitad de la figura
OZAM, y la suma de los segmentos restantes menor
que el exceso del tridAngulo sobre el circulo; de o
que se infiere que la figura rectilinea serd de un area
menor que la del triAngulo. Pero esto es imposible,
ya que tal figura rectilinea es mayor que la del trian-
gulo, por ser NA igual a la altura del tridngulo y el
contorno de la figura mayor que la base de éste.

Por tanto, si el 4rea del circulo no puede ser mayor
ni menor que la del tridngulo T, entonces tendrd
que ser igual.

Desde un punto de vista l6gico es de destacar que
Arquimedes utiliza para la demostracibn anterior
un silogismo disyuntivo, en la forma tollendo ponens,
y en &l que la primera proposicién o premisa mayor
es una disyuntiva exclusiva con tres alternativas:

El &rea del circulo o es mayor que T, o es menor
que T, o es igual a T.

El 4rea no es mayor que T.
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E! area no es menor que T.
Luego, el 4rea es igual a T.
En simbolos:

pvayr

P
q
T

Se trata de una forma de razonamiento no raro,
pero tampoco excesivamente utilizada por los mate-
maticos.

La segunda de las proposiciones formuladas por
Arquimedes en la Medida del circulo dice asi:

«La razén de un circulo al cuadrado de su diametro
es aproximadamente la de 11 a 14».

La tercera proposicion es la siguiente:

«La circunferencia de un circulo es igual al triple
del didmetro y a una parte de este menor que la
séptima y mayor que diez setenta y un avos del
didmetro».

De esta altima proposicibn, cuya demostracion
es muy laboriosa, se deduce el valor que Arquimedes
estableci6 para n:

10 10
3 7 <7 <335

E! método seguido por Arquémedes fue el de ins-
cribir y circunscribir poligonos a la circunferencia,
método que, como hemos visto, habia sido iniciado
en Grecia por Antif6n y Brisén, pero que ya habia
sido manejado anteriormente por los babilonios
y los egipcios.

El procedimiento consiste en inscribir en una
circunferencia de un metro de didmetro un tridngulo
equilitero, halldndose su perimetro; después se
construye el exédgono, luego el dodecagono, y asi
sucesivamente, duplicando indefinidamente el nu-
mero de lados del poligono; en el limite se obtiene
el numero =. .

Por este procedimiento los babilonios y los he-
breos establecieron que la longitud de la circunfe-
rencia era la de tres veces la longitud de su diametro.
Los egipcios hallaron para = el valor de 3,1623....
Arquimedes llegé mucho més lejos, hasta el poligono
de 96 lados, con lo que nos dio el valor de n antes
indicado.

Siguiendo este camino se han alcanzado cada
vez valores més aproximados de =, como el de los
matematicos hindles, que en el siglo VI obtuvieron
el de 3,1416018, gracias a la utilizacién del poligono
de 768 lados.

Los dos Gltimos pasos por este camino los dieron
Vieta, en 1593, que utiliz6 el poligono de 393.216
lados, hallando un valor de n exacto hasta la once
cifra decimal: 3,14159265358. Poco después, en
15696, Rudolf van Ceulen hall6 el valor de n con 35
decimales exactos: 3,141592653589793238462643-
38327950288.

A partir de 1706 el procedimiento seguido para
hallar cada vez valores més precisos se bas6 en la
totalizacion de las series, habiéndose llegado ya
en 1873 a conocer n con 809 decimales. En la actua-
lidad, y gracias a los ordenadores electrénicos, se
pueden calcular todas las cifras decimales que se
deseen sin ningun esfuerzo.

Como curiosidad exponemos a continuacién la
tabla que permite ir hallandg valores cada vez mas
aproximados de n mediante la inscripcion y circuns-
cripcion de poligonos.
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3 2,6980762 51961524 3,8971143
6 3,0000000 3,4641016 3,2320508
12 3,1068265 3,2151900 3,1606082
24 3,1326325 3,1596673 3,1461499
48 3,1393546 3.1460919 3.1427232
96 3,1410369 3,1427201 3,1418785
192 3,1414569 3,1418776 3.1416672
384 3,1415625 3,1416675 3,1416150
768 3.1415833 3.14161563 3,1416018

En cuanto a la historia moderna de los intentos por
conseguir la cuadratura del circulo mediante la regla
y el compds pudiéramos decir que ha sido como una
especie de epidemia, constituyendo los «cuadra-
dores» un conjunto de hombres, en su mayoria inex-
pertos en los méas elementales conocimientos geo-
métricos, que en sus pretendidas soluciones a la

cuadratura ponen de manifiesto los mas absurdos.

sofismas, mantenidos con una fabulosa arrogancia.

Arago llegd a afirmar que la cuadratura del circulo
era como una especie de enfermedad que se producia,
especialmente, durante la primavera. No obstante
ha habido algunos intentos de gran interés, realizados
por matematicos de alta calidad, como el realizado
por Specht, en 1836, quien en su elegante construc-
cién usa un valor de = exacto hasta la quinta cifra
decimal (en efecto, dio para = el valor de 3,14156919,
siendo el verdadero 3,1415927), y calculando el lado
del cuadrado equivalente al circulo en 0,8862268,
cuyas seis primeras cifras son exactas.

El procedimiento de construccién seguido por
Specht fue el siguiente:

1) Se construye una circunferencia de un metro
de didmetro. En el extremo izquierdo del dia-
metro se levanta una tangente vetrtical, en la
que se toman sucesivamente y a partir del
punto de tangencia las longitudes de 1 metro,
10 centimetros y 20 centimetros (Fig. 7).

10cm

Fig. 7

2) Se une el punto 1,10 m. con el centro del
circulo, y a continuacién se lleva la longitud
del segmento resultante sobre el didmetro
del circulo (Fig. 8).

4)

-
L]

Fig. 8

Se une el punto 1,30 m. con el centro del
circulo; a continuacién y desde el extremo
final del segmento de longitud 1,10 m. que,
segln el anterior apartado, se ha llevado sobre
el didmetro del circulo, se traza una paralela
al segmento resultante de la operacién antes
indicada, es decir, de unir el punto 1,30 m,
con el centro del circulo; el valor de la longi-
tud del segmento que estd paralela determina
sobre la tangente vertical es de 3,1415919
(recordemos que n vale 3,1415927) (Fig. 9).

Fig. 9

A partir del extremo inicial de la tangente ver-
tical (es decir, desde sl punto de tangencia)
se construye hacia abajo un segmento de
25 cm., trazandose a continuacién una semi-
circunferencia, cuyo didmetro sera de
3.3915919 m.; después se prolongan el dia-
metro de la circunferencia inicial hasta hallar
el punto de interseccion con la anterior semi-
circunferencia. El lado del cuadrado buscado
es el segmento comprendido entre el punto
de interseccion y el punto de tangencia. Es
decir, que las dos superficies en negro de la
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Fig. 10

figura son muy aproximadamente iguales
(Fig. 10).

Con el procedimiento de construccién hallado
por Specht, y dada la altisima aproximacién con
que hall6 el lado del cuadrado, puede decirse que,
desde un punto de vista prictico y aproximativo, el
problema de la cuadratura del circulo estd ya
resuelto.

Desde un punto de vista tedrico también fue de-
mostrado en el siglo pasado, y méas concretamerte
en 1882, que una construccién exacta de la cua-
dratura del circulo es imposible. Esta demostracién
fue realizada por Ferdinand Lindemann, partiendo
de que el problema de la cuadratura del circulo se
reducfa al problema de hallar el valor de =, valor
que puede hallarse a partir de la famosa férmula de
Euler e* = 1; por tanto, habia que determinar el
valor de e base de los logaritmos neperianos y que
puede definirse de las siguientes maneras: 1) como
la suma de la serie convergente

PRV DS B B I
3! n!

2) como un limite e = lim (1 + ——) 3) mediante

n -+ @

una integral j —c—:—t— = 1, ahora bien, en 1873 Charles
1

Hermite y en 1882 Ferdinand Lindemann con mayor

.generalidad demostraron que e y, por tanto, nece-
‘sariamente 7 son -nUumeros trascendentes, es decir,
que no pueden ser raices de ninguna ecuacion alge-
braica con coeficientes racionales; de esta manera
qued6é demostrada la imposibilidad de una cons-
truccibn geométrica exacta de la cuadratura del
circulo.

La demostracion de la trascendencia de e reali-
zada por Lindemann era muy compleja, pero en 1893
David Hilbert llevé a cabo una demostracién mucho
.més sencilla, que exponemos a continuacion.

Hilbert parte del teorema de Hermite, segin el
cual es imposible una ecuacion de la forma

(1) a+tae+ae?+.. +ae" =0
siendo a,, a,, ..., a, enteros

Supongamos que se sustituyen las cantidades
1, e, €2 ..., e" para las que (1) es homogénea, por
. cantidades que les sean proporcionales

lo+ g0 1, + ¢ |

] t e, udat g
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estando cada una de ellas constituida por un en-
tero | y por una fraccion ¢ La ecuacién (1) queda
transformada en:
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(2) (aly +a,l, +al, +.. +a,
+ (ae, ta,e, tage, t .t aLe

! )
) =
Ahora se trata de demostrar que los enteros
y las fracciones ¢ pueden ser escogidos de tal ma-
nera que el primer paréntesis de (2), que es l6gi-
camente entero, sea distinto de cero, y que el se-
gundo paréntesis de (2) sea una fraccibn propia-
mente dicha, ya que, en ese caso, quedaria demos-
trada la imposibilidad de (1), puesto que la suma
de un entero y de una fraccion propia no puede

ser igual a cero.
A tales efectos se introduce una integral definida,
en la que p representa un entero

= [22pl(z ~1)(z - 2) ...z —n)}**" e " dz

Multiplicando cada uno de los términos de (1)
por J y dividiendo por p! (1) toma la forma
(3) P,+P,=0
siendo

P,*a—‘?—+aej1 + .+ aet =
p! p!

1 2
P, =a,e %!’— + a,e? —{)—‘!’— + ... +ae" £°

Ahora bien (1) se transformard en {2) si se de-
muestra que los a, a,, a,. ..., a, de P, son enteros
y que p puede ser tal que P, sea dlstmto de cero

y P, tan pequeno como se qu1era
Pero gracias a la integral

fozpe *dz =

J es un entero divisible por p!

A su vez, sustituyendo z =2 +1,2=2 + 2,
z=2 +n
tenemos que

efy . ey .
son enteros divisibles pbr
(p +1)!
De donde se sigue que P, es un entero de la forma
P a(nl)# ™1 [méd(p + 1)]

Y eligiendo p de tal manera que el segundo
miembro de la anterior congruencia no sea divisi-
ble por p + 1, tendremos que P, serd distinto de
cero.

Por otra parte, para que P, sea tan pequefio como
se quiera, basta con dar a p un valor suficiente-
mente grande, lo cual es compatible con el hecho
de que J no sea divisible por p + 1, ya que las
integrales pueden ser sustituidas por potencias de
constantes de exponente p (teorema de la media),
siendo el crecimiento de una potencia, cuando los
valores de p son lo suficientemente elevados, siem-
pre inferior al de la factorial del denominador.

Por Gltimo, y para terminar, sélo indicaremos que,
pese a haber sido demostrado la imposibilidad de
una construccidn exacta de la cuadratura del circulo
con regla y compés, todavia se reciben en las Aca-
demias de Ciencias de los diversos paises solucio-
nes «exactas» al citado problema.

E! hombre, ha dicho el sociblogo aleman Alfredo
Vierkandt, es un animal crédulo. Y también un ani-
mal ingenuo, podria haber anadido.

.8ty
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La hora de la matematica
recreativa en el

Bachillerato actual

Por Antonio Luis RODRIGUEZ LOPEZ-CANIZARES (")

EL DESECANTO

Vivimos ciertamente en una época de desencanto.
Profesores y alumnos padecen este mal por doquier
y unos .a otros se contagian inexplicablemente. Por
otro lado, y entre otras cosas, la falta de estimulos
practicos en los planos docente y discente (ausencia
de cursos suficientes de perfeccionamiento del pro-
fesorado, desaparicion de las «revalidasy ...) crean
el clima propicio para esa atonia que se observa,
empobrecedora del entusiasmo, que poco a poco
va minando las cualidades imprescindibles para
entregarse sin reservas a! ejercicio intelectual mas
apasionante; gratificante y noble de todos los que el
hombre conoce: ensefar y aprender. («Ensefar y
aprender es todo uno» decia acertadamente Fray
Luis de Le6n).

En este entorno agresivo a la trasmision de conoci-
mientos. (Lleno de ruidos —como dirian los espe-
cialistas en comunicacidén— con un emisor y un
receptor en muchos casos condenados, a pesar suyo,
a permanecer en sus respectivos «roles» y para colmo
utilizando un cédigo que se emplea frecuentemente
sin la existencia de un decodificador) no parece
ocioso el que prentendamos hacer una modesta
apologia de las matemaéticas recreativas. Pues ha-
ciendo la matemadtica (-s) recreativa (-s) (")
(i. e. volviendo a crearlas: aprendiéndolas y ense-
Aandolas), se experimentard un gozo espiritual un
«recreo» que ayudard muy positivamente a romper el
circulo de tedio que existe en algunas aulas que como
en tantos otros ambientes que actan por «obligado
cumplimiento» no han sabido encontrar un recurso
magico que les saque de ese estado de posterga-
miento y les evite llegar a otros niveles mas violentos
y peligrosos que marcan las distintas fases pasivas
de una convivencia viciada.

Los textos de matematicas recreativas (o las
inclusiones de asuntos o tratamientos propios de
la matematica recreativa en los cursos ordinarios)
son tonicos excelentes que entendemos ayudan al
alumnado a «seguir adelante» en el sentido que més
adelante explicaremos.

{QUE ES LA MATEMATICA RECREATIVA?

Segun el diccionario matematico de F. Vera pu-
blicado por Kapelusz es una «coleccién de problemas
generalmente enunciados en forma de acertijos
casi todos los cuales se resuelven por medio del
andlisis indeterminado», aserto que no tiene des-

perdicio y que sacamos a colacidbn como excusa al
no haber podido llegar a una definicion absoluta-
mente precisa y satisfactoria como méas adelante el
lector comprobaré.

El adjetivo «recreativa» colocado detras del nombre
matematica puede parecer a algunos innecesario
por redundante y a otros inadecuado por considerar
contradictorio con el nombre al que acompada.
Entre estas dos posturas extremas como siempre
estd lo razonable pero ;dejaremos a cada sujeto
que juzgue qué presentacién y qué medios utilizados
son los adecuados para calificar de recreativos a un
cierto contenido mateméatico? /Son méas recreativos
los «Elements de Mathematique» de Bourbaki (una
vez suprimidas las curvas peligrosas) que la cancién
el «teorema de Thales» del grupo argentino LES
LUTHIERS? (Formado por desertores de la ciencia
y buenos musicos.) Ciertamente hay que reconocer
de entrada que con las Matemadticas recreativas
sucede algo parecido a lo que pasa con las Mate-
maticas elementales. Pues los calificativos dan pie
a la subjetividad y asi por citar un ejemplo habria dos
respuestas posibles a la pregunta de si las categorias
y funtores pertenecen o no a la Matemaética elemental
(los que digan que si —como Hilton— pensaran que
al ser una herramienta basica en la Matematica de hoy
€s un instrumento para ser utilizado en un aprendi-
zaje temprano de las matematicas y por consiguiente
calificables muy justamente de elementales, los que
digan que no pensaran en el alto grado de abstrac-
cidn y de sintetizacién que la teoria citada conlleva
y confesaran como G. Papy estar menos familiariza-
dos con la teoria de las categorias que sus propios
discipulos (coloquio internacional sobre moderni-
zacidbn de la ensefianza matematica en los paises
europeos patrocinado por la U.N.ES.C.O. y cele-
brado en Bucarest en 1968).

Parece razonable admitir que entre dos interlocu-
tores es dificil ponerse de acuerdo sobre lo recrea-
tivo ino digamos ya en el conjunto de todos los
usuarios de la matemadtica! Sin embargo, existen
ciertas caracteristicas que los libros de matemaética
recreativa tienen y son a saber:

1) La falta de conexi6bn de unos temas con otros;
que facilita una lectura «a trozosy.

(") Catedratico de Matemaiticas e inspector de Ense-
flanza Media.

(*) En lo sucesivo utilizaremos indistintamente los
términos Matemética y Mateméaticas como si fueran
sinbnimos.
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2) Resuitados chocantes con la intuici6on ordi-
naria del lector al que van dirigidos.

3) El rigor suavizado en el trtamiento del conte-
nido. En muchas ocasiones con detrimento
de la brevedad normal al no utilizar, por ejem-
plo los simbolos usuales.

4) Suposicién de escasa base matematica en el
lector lo que asegura una amplia divulgacion
del libro.

5) Posibilidad de qie al lector le baste una lectura
sin papel y lapiz para enterarse del contenido.
(Se pide con frecuencia otro material: lapices
de colores, tijeras, ldminas de caucho o hasta
un pastel).

6) Titulos muy llamativos {Bailemos con las
matematicas).

7) Apariciébn notable de referencias histéricas.

Un texto con al menos cuatro de las caracteristicas
anteriores se le puede llamar en nuestra opinién
recreativo.

Un curso ordinario es una excursién —como decia
Rey Pastor en un memorable prélogo— y tal excur-
sibn estd condicionada en muchos casos de ante-
mano por la kguia de campo» que es el texto (real
o inexistente). Es conveniente que el profesor de
mateméticas de al menos 1.¢ y 2.° de Bachillerato
tenga «in mentisy un texto en el que parte de cada
tema o todo & pueda ser considerado sin reservas
como recreativo.

EL PROBLEMA DEL RECHAZO
A LAS MATEMATICAS

La matemaética es —como se sabe— la disciplina
mas sencilla de cuantas cultiva el hombre. La razén
hay que encontraria en la matematica misma y en su
historia. «La naturaleza estd excrita en lenguaje
matemético» ("), pero la matematica hace una
simplificacién de la realidad que facilita su estudio y la
convierte en una herramienta til y en una disciplina
sencilla; de otra parte, el ser una ciencia muy antigua
hace que estéd muy elaborada que es un nuevo factor
de simplificacion, Con estos antecedentes ;coémo
explicar que los fracasos escolares incidan especial-
mente en las Matemaéticas? ;Por qué aparece el
rechazo de los alumnos hacia la mateméatica? La
razén quizd no es Unica y no es nuestro objetivo
entrar de lleno en el tema sino en lo que afecta a las
Matemaéticas recreativas (que posiblemente no re-
suelvan completamente el problema).

Los alumnos se apartan de las Matematicas por
muchas razones pero se acercan esencialmente por:

1) Espiritu de competicion (el joven hiingaro
BOLYA! y el matemaético inglés HARDY han
sado en sus memorias su satisfaccion de
«Aplastar a los demas resolviendo problemas
que para otros eran inalcanzables). Se trata
como se ve de satisfacer el ego.

2) Por insaciable y precoz curiosidad cientifica
{Bertrand Russell decia en sus memorias que
en su penosa infancia habia abandonado la
idea del sucidio por satisfacer su curiosidad
matematica jjustamente al contrario que nues-
tros escolares?).

3) Por experimentar un goce estético. La meto-
dologia matematica es atrayente y comprende
las estructuras matemadticas proporcionan a
sus estudiosos cultivadores satisfacciones es-
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pirituales parecidas a las que el publico culti-
vado siente ante una obra pictérica o musical.
(Hay que reconocer al paso que entre los
matemaiticos profesionales hay muchos «di-
lettantesy.)

4) Por ser reconocida universalmente como
ciencia util. (Aprender matematicas viene a
ser como aprender inglés. Tarde o temprano
se utilizan los contenidos asimilados.)

5) Por su caracter formativo (del caracter, de la
conducta, del rigor cientifico, ...) y el prestigio
consiguiente de quien la estudia.

Pero estos motivos no son en general aplicables

a los alumnos de 1.2y 2.° de Bachillerato que forzo-
samente tienen que cursar la asignatura de Matema-
ticas sin otra alternativa. El profesor de matematicas
no puede, pues, olvidar que esos alumnos deben
ser estimulados constantemente con presentaciones
sugestivas y para ello es conveniente seguir la
recomendaciébn octava de las conclusiones del
Seminario Permanente de Inspectores de Matematicas
que invité al profesorado del pais a «la lectura de
libros de popularizacibn matematica que le ayuden
a realizar una motivacién mas adecuada de los temas
que han de presentar a sus alumnos». (Esos libros
son segun la definicibn adoptada libros de matema-
tctica recreativa.)

LA DESAXIOMATIZACION
DE LA MATEMATICA

Hablabamos ya de las dificultades que muchos
alumnos encuentran en su aprendizaje matematico.
Tales dificultades se veran multiplicadas si los pro-
fesores se empefan en los niveles obligatorios de
ensefanza de la matematica en explicarla con uso
y abuso del método axiomatico. El método axiomatico
ha sido —como se sabe— especialmente empleado
desde principios de siglo (Hilbert y Peano) y en un
estadio ingenuo la humanidad lo viene utilizando
desde Euclides.

«Un razonamiento intuitivo no puede en absoluto
ser considerado sin valor. El profesor procurara
en primer término que el alumno maneje los concep-
tos con preferencia a que sepa expresarlos con un
lenguaje mateméatico precison —decia la recomen-
dacién numero 10 de la citada reunién de inspec-
tores—.

Ciertamente al profesor le resulta muy cémodo la
utilizacion del método axiomético (en otras palabras
la aplicacién del rigor con toda crudeza). Pero dicho
método en el nivel de 1.2 y 2.° hay que utilizarlo con
sumo cuidado pues en muchos casos es el que pro-
voca el mayor nimero de deserciones. Frechet que
no es nada sospechoso de no saber utilizar la meto-
dologia por excelencia de la matemaética dijo en una
conferencia en Berna (1.9.): «Mi propésito es
tratar de demostrar que si este método (el axiomatico)
ha adquirido legitimamente en la ciencia un lugar
cada vez mas importante, seria de interés edificar
igualmente una construccidén cientifica basada en
principios diferentes y aiun opuestos... Dicho de otro
modo se procederia a la desaxiomatizacién de la
ciencia.»

Si esto es oportuno como posibilidad alternativa

(**) E. SABATO corrige sagazmente la frase de Galileo
en el sentido de considerar escrito en lenguaje matemaético
«la naturaleza simplificada» lo cual es una perogrullada
parecida a asegurar que un esqueleto tiene estructura osea.



para la ciencia ;por qué no en la metodologia a
emplear en 1.°©y 2.° de Bachillerato?

Es importante pues en estos niveles (y posible-
mente en niveles mas altos) cultivar la intuicion, el
razonamiento verosimil (G. Polya) y la definicién
provisional (al modo en que la utiliza SPIVAECK en
su libro «Calculus») y quizds como método de apoyo
o segunda via paralela el método axioméatico. No
recomendable —insistimos— como camino Unico.
Ese camino Gnico posible como decia Euclides a
Ptolomeo —al decir de GINO LORIA— que existe
para aprender Geometria. Respuesta lacénica a la
pregunta del soberano sobre la existencia de un
camino mas sencillo en su aprendizaje. Sin duda
alguna Ptolomeo desertaria de sus buenas intenciones
tras las correspondientes apariciones de los fens-
menos de rechazo y por la inexistencia en la época
de textos recreativos. Situacibn completamente
superada hoy en dia como lo muestra la siguiente
lista de textos «recreativos» que no pretende como
es habitual ser completa y que recomendamos estén
al alcance de los alumnos de 1.© y 2.°© quienes los
manejardn (practicando ocasionalmente de paso las
lenguas extranjeras del bachillerato espanol) tras
la oportuna recomendaciébn del profesor de turno.
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El calculo infinitesimal

en Espana

El Célculo infinitesimal, disputas aparte, se debe
a los matemaéticos Leibnitz y Newton.

Las dos memorias fundamentales de Leibnitz se
publicaron en el Acta Eruditorum en 1684 y 1686.
El trabajo de Newton es més tardio, 1693, aunque
posiblemente redactado mucho antes, hasta el punto
que el Marqués de L'Hépital publica el primer tra-
tado sistemético de Célculo, «Analyse des infine-
mens. petits par le connaissance des lignes courbesy,
en 1696, anterior al de Newton.

No pueden dejar de citarse las memorias de Ja-
cobo Bernoulli no sblo por su valia, sino porque
se vio envuelto en la polémica suscitada en el pro-
blema de prioridad de los creadores; polémica larga
en el tiempo y en la que no entramos de intento,
pues est4d publicada y comentada por unos y otros,
no se si con vencedor de uno u otro lado del canal,
aunque bien merecian ambos el respeto y la admi-
racion que el mundo cientifico les ha tenido y espero
que siga teniéndoselo y sigan compartiendo, para
bien, la gloria por nadie negada de! invento.

No es mi prop6sito el enmarcar la Ciencia espa-
fiola de fines del siglo XVII y traer a estas paginas
nombres de compatriotas que hayan contribuido al
desarrollo de la Matemética en ese siglo, que en
corriente expresion francesa se titula «el gran siglo».
Y no es mi propésito, porque seria empefo vano;
ni un nombre espafol figura en el gran desarrollo
que la Ciencia en Europa alcanza al final de esa
centuria. Es posible que la falta de contribucién
cientifica por parte espafola esté en la dificultad
que para estudiar en el extranjero tenian los espa-
foles de entonces ocupados en defender el Imperio
al que tenian que dedicar nuestros mayores su
tiempo y su vida, abandonando el libro para empu-

-far la espada. Sean cuales fueren las razones, el
hecho, cierto es que en ninguna Universidad espa-
fola se estudia Célculo Infinitesimal en las prime-
ras décadas del siglo XVIIl. En algunas hay un texto
enciclopédico de un valenciano, Vicente Tosca, co-
piado en lo fundamental de otro francés, el jesuita
Deschalez, mucho mas amplio que el del valen-
ciano, con temas de Aritmética, Algebra, Geome-
tria (no mas all4 de los Elementos de Euclides),
Astronomia y Logaritmica en sus tres primeros tomos,
siguiendo, hasta completar los nueve de que consta
la obra, con MuUsica, Balistica, Arquitectura Militar
y un largo etcétera. Cierto que es costumbre de la
época el libro enciclopédico y en Europa estan,
aparte del modelo de Tosca, que contiene la Geo-
metria Analitica, de la que el espanol carece, la de
Tacquet y la de Wolf, matemaético vy filésofo de cierto
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nombre y cuyos libros fueron utilizados en algunas
Universidades espafnolas muy avanzado el siglo XVill
y si de verdad es que contiene la obra de Wolf,
el Célculo diferencial, no lo es menos que pasé sin
verse en las aulas.

No podemos pasar por alto lo que ocurria en la
Universidad salmantina, secular ya entonces. La
Unica catedra de Matematicas estaba regentada, en
propiedad, por el singular y estrafalario clérigo Diego
Torres Villarroel. Sus obras llenan catorce tomos,
las literarias, naturalmente, ya que la Matematica
la ignoraba en profundidad y el Célculo infinitesi-
mal de raiz, segin consta en los libros de Claustro
de la Universidad salmantina. Sus lecciones, a los
pocos alumnos que tenia, versaban sobre el Alma-
gesto de Ptolomeo y la Esfera del Sacro Bosco. No
era poco el mérito de Torres, que segin él mismo
relata en su «Vida de Torres», se impuso en esas
Ciencias (las Matemaéaticas) en seis meses y que
entre la ignorancia de los demés y su osadia gané
la cétedra, de la que se jubilé6 dejandola en heren-
cia a un sobrino. Quiero dejar sentado que esta
referencia a la docencia de las Matematicas en la
sabia, universal y secular Salamanca no pretende,
en modo alguno, atacar al tradicional método de
seleccion del profesorado, llamado oposicion. No
se sirvan de él sus detractores.

Después del clan Torres llegd a ocupar una ca-
tedra, la de Algebra, creada en el 1771, el sacer-
dote don Juan Justo Garcia, que publica més tarde,
1783, un texto que contiene Célculo diferencial y
es la primera vez, que el nuevo Célculo, ya casi
centenario, se explica en Salamanca. Por cierto,
que otro catedritico de Analisis Matematico de la
Universidad salmantina, casi dos siglos después,
don Norberto Cuesta Dutari, ha publicado un libro
sobre J. J. Garcia en el que intenta librarle del mal
lugar en que le habia colocado Marcelino Menén-
dez Pelayo, no por catedratico de Matematicas, sino
por sus ideas filoséficas.

Con una claridad que nos duele, relata el lamen-
table estado de los estudios Mateméticos en las
Universidades patrias don Vicente de la Fuente en
su libro «Historia de las Universidades espaiolas»;
pero son mas duros los que historian la Universidad
aragonesa, pues no conformes con decir que en
ella no se estudiaban Matemaéticas, porque no bri-
llaban los profesores de esa Ciencia, culpan a la
de Salamanca de ser la mas «eacia a implantar las

(") Catedratico de Matemaéticas e inspector de Ense-
flanza Media.



nuevas doctrinas y la mas apegada a los antiguos
planes de estudio». Sin duda que los sefiores
Sinués Urbiola y Jiménez Cataldn no eran mate-
méticos, pero habian leido a Torres Villarroel del
que dicen que «tanto pudo hacer en favor de los
estudlos matemétncos modernos de su época (jojo!,
ya se utilizaba el “moderno”)» y nada hizo a pesar
de su brillante pluma. Y su &gil desparpajo, con-
cluyo yo.

Otras instituciones culturales donde pudo iniciarse
la andadura del Célculo en Espana son los esta-
blecimientos militares, colegios y academias de
marinos.

Los centros militares donde se formaban los arti-
lleros, y en ellos se incluian a los ingenieros hasta
bien pasada ta mitad del siglo XVIll, que ya forman
aparte, han tenido, tradicionalmente, prestigio entre
nosotros y no menor ha sido el de las Escuelas
navales en las que habja buenos cosmoégrafos y
matematicos, como sefala Rey Pastor refiriéndose
al siglo XVI.

Hemos indagado, cuidadosamente, si se expli-
caba el nuevo Calculo a los cadetes, sospechando
que a marinos y artilleros les vendria bien para su
formacién. Creemos que ni en Barcelona ni en San
Sebastian ni en Cadiz donde hubo Academias de
Artilleria se explic6 una palabra de Anaélisis Infini-
tesimal y s6lo en la de Segovia, donde hoy sigue,
en un texto del jesuita Cerda titulado «Lecciones de
Anrtillerian aparece una ecuacion diferencial en un
problema de tiro. Por cierto, dice Cerdé en ese libro,
que el que quiera avanzar en ese asunto puede leer
su libro de Mecénica y en éste envia al lector a
las Licciones» para enterarse. Me imagino el pasmo
de los cadetes curiosos en el anho 1763.

No parece aventurado el decir que hasta esa fecha
no se explicaron en Artilleria lecciones de Calculo.
Desde luego que en la «Historia de la Artilleria» del
general Vigén se hace referencia a un Compendio
Matematico, que es sin duda el del valenciano
Vicente Tosca, pero ninguna a otros textos hasta
el citado de Cerd4. Bien es cierto que el reglamento
de la recién creada Academia de Segovia dice que
«En Matemaéticas no se pase muy adelante...» (ver
la obra citada de Vigén, tomo 1|, capitulo de Tra-
tadistas). Parece que no gustd ésto de no avanzar,
en Mateméticas, a los artilleros y manuscrita surgi6
una obra de ocho tomos, el tercero dedicado al
Célculo diferencial e integral, que ha debido de
perderse en dos incendios, uno en la Academia y
otro en el palacio de Vistahermosa donde habian
llevado los libros salvados del primero. El autor del
Compendio eran Vimercati y el general Garcia Loy-
gorri, duque de Vistahermosa.

E!l prestigio del profesorado de la Academia de
Segovia fue grande, no podemos olvidar que en
ella enseié el quimico Proust y en Segovia enun-
ci6 su famosa ley de las proporciones multiples,
no obstante, reconocemos que la aventura del
Célculo infinitesimal no empezé a conocerse, en
Espafia, ni en las Universidades ni en las Academias
militares.

Veamos que ocurria en la Marina. Felipe V crea
en Cédiz una Escuela Naval, sucesora en nuestra
opinién, del antiguo Centro que servia para la for-
macién de marinos. Esta Escuela, Academia de
Guardias Marinas, en la que estudi6 y dirigid des-
pués, Jorge Juan, fue el modelo para otras poste-
riores en Ferrol y Cartagena. Si en esta Escuela
aprendieron el Célculo Jorge Juan y Gabriel Ciscar,
ambos lo conocian y escribieron libros de Mecé-

nica, de texto en la Escuela, en que lo utilizaban,
tendriamos el primer centro espanol donde se ex-
plicaba; pero no hemos encontrado rastro de libros
que lo contuvieran, ni de profesores que lo cono-
ciesen. Las primeras referencias del Célculo en
Céadiz aparecen en el programa de un Certamen
Matemético, que se celebra en La Academia en 1754,
Son los certAmenes actos académicos en los que
se pregunta a los alumnos, los méas brillantes, sin
duda, cuestiones que previamente preparan y al
tiempo que sirven para el lucimiento de los actuan-
tes, prestigian al Centro gque los organiza, como un
acto social, que seria bien recibido. Estos certdme-
nes eran usuales en las instituciones jesuiticas,
algunas de fundacion real, solemnizadas por la
presencia del Rey y la Corte en ocasiones y donde
los nobles mostraban sus conocimientos en los
saberes al uso.

No debia de ser chica la importancia de ia Escuela
de Guardias Marinas, ya que cuando habia catedra
vacante de Matematicas en alguna Universidad es-
pafiola debia de ser anunciada alli y, por otra parte,
en las listas de profesores de Matemaéticas, que lo
fueron de Cé&diz, hemos leido algunos nombres
procedentes del extranjero, costumbres también de
los Centros jesuiticos, de Madrid al menos, y que
ha creado el habito, por lo que leemos a diario, de
la figura llamada importacién.

El Certamen Matemaético, objeto de nuestio co-
mentario era este:

CERTAMEN MATHEMATICO

SOBRE EL ANALYSIS; CALCULO DIFERENCIAL
INTEGRAL Y GEOMETRIA SUBLIME

Que celebraréan
EN LA REAL ACADEMIA DE GUARDIAS MARINAS

Don Francisco Huarte.

Don Francisco Gil.

Don Luis Muhoz

Don Juan Murillo.

Don Antonio de la Concha

Don Francisco de Quevedo.
Guardnas Marinas de {a misma Academia.

En que, supuesta la inteligencia del Céalculo Al-
gebraico, tanto en conmensurables, inconmensura-
bles e Imaginarios, como en las raices de estos en
Binpmios y Trinomios; dardn el methodo de pre-
parar, ordenar y resolver todas las Equaciones del
primero, segundo, tercero y quarto grados; asi por
Analysis, como por Geometria; anadiendo un me-
thodo general de resolver por el primero las de
qualquier grado que sean. Explicardn los Célculos
Diferencial e Integral, su indole, sus methodos y
sus usos; y aplicardn todas estas Reglas y Cons-
trucciones a la resolucién de varios problemas, como
son los de Maximos y Minimos, en hallar tangen-
gentes, subtangentes, subperpendiculares. Con las
rectificacionas de Curvas, Areas, Superficies, S6li-
dos. Y daran la solucién de varios Problemas par-
ticulares.

El jueves 19 de diciembre de 1754

Los que conozcan los textos de Célculo de la
época pueden ver que lo recogido en el programa
del Certamen es el indice de cualquiera de ellos y
no hace aun treinta afios era la exigencia del Ana-
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lisis Il de la licenciatura de Exactas o el programa’

de ingreso en las Escuelas de Ingenieros.

Ciertamente que no hay mas pruebas de que el
Célculo Diferencial se explicase en Espafa en fecha
anterior a ese 19 de diciembre de 1754. Esta afir-
macién, que veria con gusto refutada, la hago des-
pués de no encontrar en los archivos militares y
naval, nombre de profesor ni escritos sobre la ma-
teria que la rebatan. .

Por lo que hemos visto, nuestra cultura matema-
tica carecia del clima adecuado para recibir, en los
albores del siglo XVIll, el nuevo Calculo, cada dia
mas soélido en lo tedrico y con mudltiples aplicacio-
nes a otras Ciencias y a la Técnica.

Estdbamos convencidos de que el Caélculo en
Espafia no habia sido conocido hasta muy entrado
el siglo XVIII y de que no habia espaiioles que lo
supieran y por ello quien lo ensefase, cuando apa-
reci6, entre los papeles de los jesuitas extranados
en 1763, un librito de un espafol, Francisco de la
Torre Argaiz que defiende unas Tesis Matematicas,
en la universidad de Toulouse, con amplio conte-
nido de Célculo infinitesimal y en fecha digna de
ser sefialada. Corria el 1717. Es un libro de setenta
paginas, precedidas de solemne dedicatoria al Prin-
cipe de Asturias y seguidas de un indice de mate-
rias.

El caballero Argaiz, pensionado en Toulouse, en
el colegio de los jesuitas y apadrinado por otro
jesuita el padre Durranc, se hunde en el misterio
y s6lo ha llegado a nosotros ese librito. A pesar
de las indagaciones que hemos hecho en el cole-
gio de Toulouse y las de Madrid, no hemos encon-
trado rastro de su vida posterior a la defensa de
esas Tesis, en las que demuestra y ustedes lo veran,
que conocia el Céiculo en fecha en que eran pocos
los libros publicados de la materia. Aparte de los
trabajos de Newton, de Leibnitz, el libro del mar-
qués de L'HG6pital, los de Jacobo Bernouilli y el
libro de Brook Taylor de 1715, poco més habia.
Una lista muy completa de libros y revistas que
pudieron utilizar Argaiz y su patrono Durranc figura
en el libro del profesor Cuesta Dutari «El maestro
Juan Justo Garcia» publicado en Salamanca en 1974.

Este libro de las Tesis Matematicas de Argaiz,
entiendo que escapd a los ojos de Menéndez Pe-
layo, pues no le cita en la Historia de la Ciencia
espafola y tampoco lo conocié don Julio Rey Pas-
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tor que pasd muchas horas en la Biblioteca Nacio-.

nal, en la que hay un ejemplar (sig. 3.49133), aun-
que el profesor Rey se dedicé a los matematicos
espafioles del siglo XVI. S6lo he visto una referen-
cia a las «Tesis» en el articulo del profesor Vernet,
publicado en Archives Internationals d'Histoire des
Sciences, vol. 25, décembre 1975 vy la noticia parece
adquirida, por el catedratico Vernet, en el libro del
profesor Cuesta y en el discurso de contestacién
al de entrada en la Academia de Ciencias de Simoén
Archilla en 1888. Por lo demas es extrafio que el
sefior de la Torre no haya sido citado en las publi-
caciones sobre la Ciencia espafiola antes y después
de don Marcelino.

Son tan bellas las palabras que dirige Argaiz, en
su dedicatoria, al Rey que no me resisto a trans-
cribir alguna frase:

«... he emprendido un estudio, que desarrollando
todas las partes del Arte Militar, conduce a la glo-
ria por caminos ciertos. He buscado en Francia con
. 'qué satisfacer mi inclinacién, y esto es lo que que-
"rria encontrar en mi Patria. No se puede desear que
: Espafia tenga que invidiar a las otras naciones de
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Europa el honor de perfeccionar las Ciencias tan
dignas de espiritus sublimes, tan propias para for-
mar héroes...». Termina diciendo que con el gusto
para las Matematicas de los espafioles podrian des-
cubrirse secretos desconocidos para los hombres
mas sabios y jque podamos ver este tiempo feliz!

Las Tesis Mateméaticas que contienen Célculo
diferencial e integral son estas:

|. Distinguir dos tipos de magnitudes, 1. las
variables, que crecen o decrecen continuamente,
2. las constantes, que permanecen siempre las mis-
mas, mientras que las otras cambian.

{I. Una linea curva puede ser considerada como
el conjunto de infinitos segmentos, infinitamente
pequenos; o lo que es o mismo, como un poligono
de infinito niamero de lados, infinitamente peque-
fos, los cuales determinan por los angulos que de-
terminan entre ellos la curvatura de la linea.

lIl. Una magnitud que no ha aumentado o dis-
minuido més que en otra magnitud infinitamente
menor que ella, puede considerarse como perma-
ciendo la misma.

IV. Tomar la diferencia de todo tipo de magni-
tudes variables a saber: 1. de varias magnitudes
sumadas, o restadas unas de otras, 2. de un pro-
ducto cualquiera de varias magnitudes multiplica-
das unas por otras, 3. de una fraccion cualquiera,
4. de una potencia cualquiera entera 0 no.

V. Uso del Calculo diferencial para encontrar:
1. las tangentes sean geométricas 0 mecanicas, de
todo tipo de curvas, 2. las mayores y menores
ordenadas, a que se reducen las cuestiones de ma-
ximos y minimos.

Vi. La diferencia de una magnitud variable cual-
quiera multiplicada por una potencia entera o no
de esta misma magnitud variable; encontrar la in-
tegral de este producto.

En segundo lugar, encontrar la integral de las
otras diferencias que pueden reducirse a estas.

En tercer lugar, dada una magnitud variable bajo
un signo cualquiera, multiplicada por una diferen-
cial fuera del signo, encontrar la integral de este
producto.

VII. Conocer si una integral estd completa o no
lo estd, 2. cuando no estd completa, encontrar la
magnitud constante que es preciso sumarle, o res-
tarle, para completaria.

ViIl.  Reducir a sucesiones finitas o infinitas todas
las potencias enteras o no. De ello:

1. La formacién de todas las potencias.

2. Una nueva manera de extraer todas las raices,
de dividir.

3. La integracion de todas las diferenciales, al
menos por aproximacién al infinito.

4. La solucion de todos los problemas, si no
exacta, al menos aproximada al infinito.

IX. La diferencia de una magnitud, cualquiera,
estando dividida por esta misma magnitud, da la
diferencia del logaritmo de esta magnitud.

Se demostrard este principio, y se hard ver su
uso en el Célculo integral. En particular se explicaréd
la manera de encontrar, por este principio, las in-
tegrales de ciertas fracciones, donde no hay mas
que una misma variable, y todas las potencias son
conmensurables. Esta manera estid referida en las
Memorias de la Academia Real de Ciencias, del
afio 1702, pagina 289.

X. ¢Qué significan las integrales negativas que
se encuentran en ciertos calculos? '
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En el Capitulo que dedica al Analisis, figuran estas
dos:

Encontrar por Andlisis las tangentes a las lineas
curvas geométricas y resolver las cuestiones que
se dicen de méaximos y minimos.

Demostrar el Método del célebre M. de Fermat,
conseiero de! Parlamento de Toulouse, para la so-
lucién de las cuestiones de méaximos y minimos.

En el Capitulo que titula Geometria especulativa,
aparecen éstas:

1. Encontrar las tangentes de cualquier curva.

2. Encontrar por el mismo método, las asintotas
de las curvas, por ejemplo, de la hipérbola, consi-
derando las asintotas como tangentes trazadas por
un punto de la curva infinitamente aleiado.

3. Cuadrar una superficie curvilinea cualquiera,
0 exactamente, o aproximada al infinito.

4. Hallar el area del recinto asintético de cual-
quier especie de hipérbola, exceptuando la coman,
que demostraremos que es infinita; y sus diversos
segmentos, que no son cuadrables méas que por
aproximaciéon al infinito.

Estos espacios asintfticos, cuyo conocimiento,
dice el P. Pardies en su prélogo de los Elementos
de Geometria, es la cosa méas admirable del mundo
y que hace ver claramente la grandeza y espiritua-
lidad de nuestra alma; ya que por la sola luz de su
espiritu, penetrando mas alld del infinito, descubre
tan claramente las cosas, que ninguna experiencia
sensible las puede percibir y que ninguna potencia
corporal podria notar. Estos espacios son de una
extensién actualmente infinita, comprendidos entre
dos lineas, que prolongadas hasta el infinito, no
se encuentran jamas; de ello le viene el nombre de
asintotas. Sin embargo, se demuestra que estos es-
pacios infinitos en longitud son, no obstante, igua-
les a un circulo, o a otra figura cualquiera deter-
minada; de modo que el infinito mismo, inmenso
e innumerable como es, se reduce, no obstante, al
célculo y a la medida de la Geometria y que nues-
tro espiritu ain mas grande que él, es capaz de
comprenderlo, etc.

Hay también un espacio asintbtico entre la curva
logaritmica y su eje. Se demostrara que es finito,
equivalente a un tridngulo formado por la ordenada,
la subtangente y la tangente de esta curva. Se en-
cuentran en Geometria una infinidad de ejemplos
parecidos. Y algo anédlogo ocurre en la Aritmética
especulativa (Progresiones decrecientes).

5. Medir la superficie y la solidez de un conoide
parabélico, engendrado por la rotacién de una pa-
rabola de cualquier género alrededor de su eje.

£l mismo problema para el sélido engendrado
por la revolucion de una hipérbola alrededor de su
asintota, de cualquier género que sea la hipérbola.
Se demostrard que ahora el sélido engendrado por
el espacio asint6tico es finito, en la hipérbola coman.

6. Medir cualquier sdlido ya sea por aproxima-
ciéon al infinito o exactamente.

7. Encontrar exactamente o por aproximacién al
infinito el centro de lineas, superficies y sélidos
cualesquiera.

8. Demostrar esta maravillosa propiedad del cen-
tro de gravedad, encontrada por el P. Guldin, y
demostrada por el P. Tacquet:

«Si una superficie plana cualquiera glra alrededor
de un eje, el sblido redondo producido por esta
revolucion, es siempre igual al sélido recto que
tuviera por base esta superficie, y por altura un seg-
mento igual a la circunferencia que describe el cen-

tro de gravedad de esta superficie mientras la re-
volucién.y

«Del mismo modo, si una linea..., etc.»

9. ;Cobmo se encontraria la superficie de un
circulo, supuesto conocido el centro de gravedad
del semicirculo?

10. Demostrar la paradoja propuesta por el P.
Laloubére en su obra sobre el cicloide: «Que dos
pesos, el uno actualmente infinito, el otro finito,
puede permanecer en equilibrio, sobre una palanca
de longitud finita.

Recogemos algunas otras cuestiones, planteadas
en las Tesis de De la Torre, por su relacién con el
Calculo o por el interés general de los problemas
suscitados, entresacadas del resto de las materias
tratadas.

1. Demostrar la admirable proposicion de! céle-
bre Leibnitz «que el cuadrado del didmetro de un
circulo cualquiera es a este circulo como 1 es a
1 -1/3+1/5 = 1/7+1/9 = ..»

2. Calculo de latitudes, longitudes y rumbos en
alta mar.

3. Curvas que cortan siempre a los meridianos
bajo el mismo angulo. Estas curvas, Loxodrémicas,
proporcionan amplia materia para la especulacién
de los gebmetras.

4. Una bella proposicion de AquImedes sobre
la cuadratura del circulo.

5. Problemas sobre velocidades, distancias vy
trayectorias en el arte de lanzar bombas, segtn las
hipotesis de Galileo y los problemas propuestos por
Varignon.

Para concluir este resumen, de las Tesis de Argaiz,
lo haré con el prélogo que precede a las de Ana-
lisis: «Es 'sorprendente que el medio més seguro y
el mas comodo de hacer descubrimientos en Mate-
maticas, consiste principalmente en suponer ya en-
contrado lo que se busca y sacar de esta suposi-
ciébn las consecuencias conforme al estado de la
cuestion. No obstante, en ello estd todo el fondo
y el espiritu del Analisis o del método analitico, tan
feliz y tan fecundo en descubrimientos admirables,
donde parece que el espiritu humano no alcanza-
ria nunca, y, sin embargo, llega casi sin esfuerzo,
como jugando.»

Como se ve, son muchos los temas abarcados
en las Tesis de Argaiz. Suponemos que, como ocurria
en la Universidad de Salamanca y en otras, estas
Tesis se proponian para celebrar un acto académico-
literario, en presencia del Claustro de doctores,
maestros ya licenciados de la Universidad donde
el actuante, no graduado auln, Francisco de la
Torre en nuestro caso, defenderia algunos de los
puntos propuestos en las Tesis y contestaria a las
preguntas, que sobre o expuesto le hiciesen los
asistentes.

Es claro que las cuestiones de las Tesis se toma-
rian de los textos de la época y también de los
articulos monograficos de las revistas existentes,
lo cual se comprueba en este caso en algunos de los
articulos. (Ejemplo: La diferencia del log. de una
funcion es la diferencial de la funci6n dividida por
la funcién. Se demostrard esto segln lo refiere fa
Memoria de la Real Academia, afio 1702. Tomado
de las Tesis pagina 14). Esta labor de seleccién de
temas, cuestiones y comentarios que componen las
Tesis, seria hecha, muy probablemente, por el ac-
tuante y por el padrino.

Examinando cuidadosamente las setenta péginas
de esta obrita y pensando en contestar a todas las
cuestiones planteadas en ella nos daria para escribir
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una obra, enciciopedia, de los saberes matemaéticos
de la época. Y pensemos que las Tesis de nuestro
compatriota estdn incrustadas en fecha bastante
temprana dentro de la bibliografia del Céalculo Infi-
nitesimal, tema, que ya de pasada fue tratado més
atrs y con referencias muy precisas de cuanto se ga
escrito sobre céiculo a lo largo del siglo XVIII.

Pero también queremos hacer unas reflexiones a
propdésito del contenido del trabajo, que no dudamos
en afirmar es el primero de los espafoles, si bien
defendido en Francia y escrito en francés, pero sin
duda alguna presentados por un espafol, pensio-
nado por el Gobierno espaiol en Francia y hundido
en el misterio ya que nada hemos podido saber de su
vida y obra a pesar de haberlo intentado. En el cole-
gio jesuitico de Toulouse no tenian documentacion
alguna de la época anterior a la expulsidbn y en Es-
paia, siguiendo, quizd como en tantas cosas a los
franceses, también anda perdido mucho de lo noti-
ciable por culpa del extrafamiento de los Reinos
de su Majestad Cat6lica de todos los jesuitas en 1763.

Sean las primeras reflexiones las dedicadas a
cuestiones de lenguaje. A todo lo largo de la obra
cuando se refiere a Célculo Infinitesimal, siempre
dice diferenciales o integrales, segin el caso. No
leemos ni una vez la palabra «Fluxidbn» ni tampoco
«Fluente» que son los términos usuales de New:on.
En otros textos de Calculo que citaremos luego el
lenguaje usual es el newtoniano, que llega a través
de Simpson. También observamos que dice en las
Tesis «tomar la diferencia de...» en textos méas tardios
se dice tomar la difrencial de... Y desde luego es
més cémo el uso de la integral de..., que la Fluente
de una férmula fluxional...

En las Tesis, se habla muchas veces de series in-
finitas, se diga o no con esas palabras: La division
infinita: la integracién de todas las diferenciales, al
menos por aproximacion al infinito; la solucién de
todos los problemas, si no exacta, al menos, por
aproximacion, son tres ejemplos de problemas de
series infinitas, muy bien tratadas por los matemé-
ticos de la época, especialmente avisados para los
problemas de la convergencia. Pero pensemos que
el lenguaje al uso era muy distinto y aunque en las
Tesis de Argaiz no se dan respuestas, s6lo se hacen
proposiciones que tendrian adecuadas respuestas,
voy a intentar resolver algunas de las cuestiones
propuestas por Argaiz, fundamentales ambas, una
de Caélculo diferencial y otra del Integral, como,
zs muy posible, que las hubiese contestado ante el
Claustro de Toulouse el propio Francisco de la
Torres.

Esta es la de Calculo: Trazar la tangente a una
curva en uno de sus puntos.

Toda la dificultad en tirar las tangentes a las curvas
en un punto dado, consiste en buscar otro punto
o bien en el eje (prolongado), o bien en otra parte,
de donde tirando una recta al punto dado de la curva
le sea ésta tangente.

De manera que aqui no tanto se busca el valor de
la tangente misma cuanto el de la tangente cuyo
extremo es el punto por donde la tangente se debe
tirar,

Sea pues ADE una curva cualquiera {cuyas orde-
nadas sean paralelas entre si) a quien se le quiere
tirar una tangente en el punto dado D y concibase
una linea mn hacia £ paralelamente a si misma, pero
de suerte que el punto p moviéndose en ella vaya des-
cribiendo la linea curva ADE.

Sea mn o su igual y paralelo Or la fluxion de Am
6 lo que es lo mismo la velocidad con que la linea
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mn se mueve hacia A£f y que rs sea la fluxion de mp
estando en la. posicion mDn § la velocidad del punto
p alo largo de la linea mn, tirese la recta SB que en-
cuentre al eje AF en B. Ahora pues si el movimiento
del punto p fuese uniforme por lo largo de la linea
mn cuando la linea mDn se encontrase en la posicidn
mSn, p se encontraria en S por ser Or y rS las dis-
tancias que en el mismo tiempo describiera el punto
p ya a lo largo de mn.

8 mb om m

Si la linea mDn se concibe en otra posicién mOn
permaneciendo el punto p en su movimiento uni-
forme, los espacios DO, OS descritos en un mismo
tiempo serian proporcionales a Dr, rS, de suerte, que
siendo uniforme el movimiento de p a lo largo de
la linea movible mn el punto describird necesaria-
mente una linea recta, luego para que el punto p des-
criba efectivamente una Curva, su movimiento a lo
largo de la linea mn se debe concebir o bien como
acelerado, o bien retardado.

Si este movimiento sobredicho se concibe acele-
rando el espacio realmente descrito en un tiempo
dado seria mayor que el que se describiria con el
movimiento uniforme, luego si con el movimiento
uniforme el punto p siempre se encontraria en la
recta BC, con el acelerado describird una linea que
caiga en la parte superior de BC, como en la figura
18 y con el retardado describird una  curva que
siempre caiga en la parte inferior de BC, como en la
figura 19, pero en entrambos casos BDC es una
tangente de la curva en el punto D.

Ahora, pues, los tridAngulos SrD, DmB son seme-
jantes, luego Sr:.rD .. Dm : mB, esto es puesta la
Ordenzda Dm = y, la Abscisa Am = x; dy; dx ..y :
:mB = _y_a_}x_l por lo tanto la subtangente, especial-
mente en las curvas cuyas abscisas se toman en el
eje, es una cuarta proporcional a la fluxién de la



ordenada a !a de la abscisa y a la ordenada termi-
nada en el punto de contacto.

Se da otra demostracion que dice el autor es mas
breve. El final de la cuestibn es que para trazar la
tangente a una curva en uno de sus puntos, reducen
el problema al caiculo de la subtangente en el punto.
Uniendo el extremo de ésta con el punto dado se
traza la tangente pedida.

Varios ejemplos de corroboracion dan ocasién
a aejercitarse en el método y en algunos puede com-

probarse como con el método de las fluxiones se

llega a los mismos resultados que con los viejos
métodos geométricos. (Es el caso de la pardbola y la
circunferencia).

E! problema de Calculn integral es como sigue:
Encontrar el area de la curva CRH cuya ecuaci6n
sea a2y —x2y — a3 =0. En fuerza de esta ecua-

3
cion tendremos y = af—_ — que reducida a serie
por divisién del numerador por el denominador (des-
pués de multiplicar por la fluxién de las abscisa dx)

2
ydx = dv = (a3dx) : (a2 — x2) = adx + —);— dx +
x4 x8 x8
+~a3 dx + 25 dx + ryd dx +
cuya fluente es

5 7
X
ax + —=— X

32 "Ba® T 7as T

area de la curva expresada en términos de una serie.
Pero haciendo alguna reflexion a las cuatro formulas
fluxionales ruyas Fluentes se pueden encontrar por

H
R
H
A B M
los logaritmos hiperbblicos reparo, que la Fluxién en-

a3dx
contrada de la area es wf— T —2— aZ cuyo primer
factor es la tercera férmula de un cuadro de Fluentes
que pueden encontrarse por log. hiperb6licos, luego
sin recurrir z serie tenemos que su Fluente es

—12- a2 log. hiperb. %_“_‘___X; vy después de unos célculos

supuestos a = 10, x = 5, resulta 54,9306 para el
area de ABRC. :
Imaginen el sobresalto de nuestros alumnos de
C.0.U., que optaron por ias matematicas, si el
profesor de turno, para explicarles cémo se traza
la tangente a una curva en un punto les atiza la
demostracibn precedente. No obstante, no serian
mayores de edad aquellos otros alumnos del autor
del libro de donde estdn tomados y para los que fue
escrito. Me refiero al jesuita cataldn Toméis Cerda
que, muy probablemente, en 1758 tiene dispuestos
para la imprenta un tratado en dos tomos de Célculo
diferencial e integral, copia fiel del inglés des mismo
titulo debido a Toméas Simpson, con posibilidad de
haber sido explicado a los alumnos del colegio bar-
celodés de Cordelles y desde luego a los de los Reales
Estudios ubicado este Ultimo centro en ei mismo
edificio que hoy es el Instituto San Isidro de Madrid.
El padre Cerd4, profesor de Filosofia en la Uni-
versidad de Cervera, donde fue trasladada la de Bar-
celona por Felipe V, fue a estudiar Matemaéticas a

Francia con el también jesuita P. Pezenas, profesor
en Marsella de la Academia Naval y como mateméa-
tico tiene en su haber el haber traducido a Mac
Laurin. Tres afios mas tarde regresa a Barcelona,
con buenos libros y supongo que con una-cultura
matematica aceptable, ocupando una cétedra de
Mateméticas en el Colegio de Cordelles, cétedra
creada para él y alli escribe una Geometria y una
Aritmética y Algebra. En esta ya se ve la devocibn
por los libros ingleses, sobre todo de Simpson.

En el prologo de la Geometria habla de estar pre-
parado para publicar entre otras obras el Célculo
diferencial e integral o Tratado de Fluxiones en dos
tomos. Si lo publicé no lo sé, pero los manuscritos
de ambas se conservan en la Academia de la His-
toria y de ellas est4n tomados los dos ejercicios, que
cambiando algunos términos habria tenido que con-
testar Argaiz en la defensa de sus Tesis si le huieran
tocado en suerte.

Volveremos sobre el P. Cerd4, a nuestros juicio
autor del primer libro de Célculo diferencial en es-
pafiol.

El segundo de los problemas que nos fue sugerido
por las Tesis de Argaiz, lo seleccionamos porque
halla un &rea después de sumar una serie, y son mu-
chas las cuestiones que sobre series nos plantean
en las Tesis. Alguna de esas series son divergentes,
al menos tienen un campo de convergencia y fuera
de él debemos de estar avisados. Es el caso del pro-
blema del &rea de la curva y = a3:(a? — x2).
Basta observar la grafica a que da lugar para ver los
recintos infinitos que el autor solicita de nosotros.
Pero, claro, el texto resuelve el probiema, sin reparo
alguno, le basta con decirque sia =10y x = 5, el
area vale tanto, y hasta da cinco cifras decimales.
La indefinicién de! anunciado sorprende, sospecho
que la pretension del autor ha sido mostrar |a eficacia
del método de célculo y lo potente del recurso de las
series para el célculo de integrales.

Sé6lo unas palabras mas sobre Argaiz y sus Tesis
de Toulouse. Una relativa a la serie de Leibniz que

n , .
da el desarrollo de . Desconocia que se atribuyese

a Leibnitz la tal serie. Fueron muchos y afamados los
matematicos del siglo XVII, que se dedicaron a los
desarrollos infinitos, aunque entiendo que Euter
y Lagrange en el XVIil desarrollaron exhaustiva-
mente series y productos infinitos, presentando al-
gunas de sus formulas como desarrolios en serie,
aunque no fuera estudiada la convergencia, problema
éste que se dej6 para los matemdticos del principio
del'XIX, no porque desconocieran el tema los ante-
riores, sino sencillamente porque no habia llegado
el momento de pararse a reflexionar sobre lo hecho
hasta entonces.

Supongo, que la serie que llama de Leibnitz es la
obtenida al desarrollar en serie el arco tangente. Es
una pena que Argaiz s6lo dice en las tesis los temas
que va a tratar y enuncia los problemas o proposicio-
nes que va a demostrar, pero no las demuestra efec-
tivamente, dejando al curioso lector en ignorancia
invencible.

Tal ignorancia ocurre en otro de los puntos de las
Tesis: «Una bella proposicion de Arquimedes sobre
la- cuadratura del circulo».-Me gustaria poder pro-
meter, y cumplirlo, ocuparme de estos temas y al
contarselo a ustedes, poder afirmar quién explicéd
Calculo por primera vez en Espafa y donde, que
bien merece la pena el estar informados de esta cues-
tibn en la que hombres universales del siglo XVi|
pusieron los cimientos de la Ciencia moderna.
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Siendo mi objetivo, el exponer mi opiniébn per-
sonal sobre la introduccion del Calculo en Espafa
y quienes fueron los profesores de esa materia que
lo ensenaron primero, hemos pasado, panoramica-
mente, por los centros e instituciones culturales que
pudieron hacerlo, bien porque lo necesitan para su
vieran al tanto, y quisieran seguirlo, del movimiento
cientifico europeo, muy intenso, en fines del siglo
glo XVII. Se publicaban revistas cientificas, en las
ultimas décadas; se creaban Academias cientificas,
se editaban libros cada dia en mayor nimero. ;Dénde
podian encontrarse en nuestro pais, empefiado en
batallas de otro género, estas revistas que publicaban
los trabajos de los mejores cientificos europeos?
{Coémo podia seguirse desde aqui esa creacion de
los mejores de fuera sin conocer idiomas, ademds
del latin? Y nuestros pasos recorrieron las Universi-
dades en busca de nombres de estudiosos, creado-
res no habia, y las instituciones militares y centros
jesuiticos. Ya hemos visto algunos resultados, aunque
nos apartd de nuestro camino la obra de Francisco
de la Torre, una delicia para nuestro espiritu.

En los colegios jesuiticos, algunos de fundacién
real, podian disponer de profesorado de todas las
materias. Los que no habia aqui, los traian del ex-
tranjero, lo mismo que libros y revistas cientificas,
de las que disponian puntualmente. La biblioteca de
la Universidad salmantina tiene fondos bibliogra-
ficos de inestimable valor procedentes del Colegio
de Jesuitas de la ciudad con motivo de la expulsion,
En abril de 1763, una pragmética real extraiia de los
Reinos a todos los jesuitas y al destierro fueron,
abandonando todas sus pertenencias a excepcion
del rosario y la tabaquera. Nuestro padre Cerda fue
a dar con sus huesos a Forli (Italia) donde los dej6
definitivamente en 1791.

Cuando surgié el problema de la historia del
Célculo en Espafia, cayé en manos del profesor
Cuesta Dutari el libro de Cerda «Licciones de Arit-
metica y Algebra», del que ya hemos dicho de su
parecido con el del inglés Simpson. En el prélogo
de ese libro dice el autor que tiene en la imprenta et
tomo de Ecuaciones y dispuesto para imprimir, «los
otros tres que tengo dispuesto para ello, la Geome-
tria y trigonometria, la Aplicacion del algebra a la
Geometria y curvas y el Método directo e inverso
de las fluxiones, que otros {laman Calcuio diferencial
e integral», y, si estos es bien recibido por el publico,
«proseguiré en las otras partes superiores, asegu-
rando, que procuraré en los elementos de cada ramo
de las Matheméticas el poner los puntos segin el
estado en que actualmente se encuentran estas
Ciencias en Inglaterra y en Francia, dos naciones
sin duda las mas adelantadas en esta materia, entre-
sacando de sus libros los mas selecto, para...».

De ser cierto el contenido del péarrafo anterior,
tenfamos un Célculo en espefol en los alrededores
de 1758 y, ademds, cuando leiamos este prélogo
desconociamos el Certamen de Céadiz de la Acade-
mia de Guardias Marinos que asegura, que unos
cadetes se van a examinar y a lucir con uns cuestio-
nes de célculo diferencial de integral, en fecha ante-
rior en cuatro afos al libro de Cerdd donde se dice
que va a publicarse. La verdad, que si estos cadetes
conocen el Célculo en 1754, alguien se lo habria
ensefiado y retrocediamos en el tiempo.

El no sospechar siquiera de otra via posible que
antecediera al anunciado libro del padre Cerda, me
llevé a intentar descubrir el Tratado de Fluxiones
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del jesuita, que ciertamente consegui en etapas suce-
sivas, aunque distantes entre si y mi alegria se torn6
decepcion cuando al final de una de las etapas des-
cubri que me habia encontrado una traduccién fiel
de muchos de los capitulos de la obra del inglés
Tomas Simpson, libro que vio la luz en 1737, ante-
rior al de Mac Laurin, aunque la edici6bn que conozco
es de 1750 y estd en la Biblioteca universitaria de
Salamanca, lo mismo que el Tratado de Fluxiones
de Mac Laurin, en la traduccion del maestro del
padre Cerda, Esprit Pezenas.

Después mas preparada y simplificada, pero
siempre manuscrita encontré 15 capitulos y un
apéndice, que bien puede ser lo que el autor pensara
como el primer tomo de su Tratado de Fluxiones.

En estos quince capitulo se trata desde la naturale-
za de las Fluxiones en el primero, hasta la resolucién
de las ecuaciones fluxionales o modo de encontrar
ia relacién entre las cantidades fluentes por las de las
fluxiones. El apéndice es un conjunto de problemas
de maximos y minimos, algunos de ellos aplicados
a problemas fisicos, y casi todos figuran hoy en los
tratados elementales de Andlisis.

Es muy interesante el capitulo dedicado a la reso-
lucién de ecuaciones diferenciales, que cuando no
dispone de método adecuado y preciso dice que se
integraran por series. Aunque recomienda que soélo
en caso extremo. se use este procedimiento por ser
muy pesado. Se contemplan algunos ejemplos, muy
Gtiles, de integracién por series, y entre los ejercicios
hay algunos de méaximos y minimos de integrales,
que pertenecen a capitulos no incluidos en lo que
llamamos primera parte del libro.

Estimamos que este libro manuscrito se explicé,
porque entre los papeles de Cerdé figuran algunos
pliegos que en sus margenes tienen una nota. «Esto
para el cuaderno de clase». Y se aplicaba, con el
sentido que tuviera el verbo explicar entonces,
antes de 1763, fecha de su extrafamiento. El que
no se haya publicado, si este ha sido el caso, no
seria achacable al P. Cerda porque leemos en el
prélego de sus «Liciones» «...que aln los mas cuida-
dosos profesores emplean, de las cuatro partes del
tiempo que estan con sus discipulos, tres en escribir
y la otra en practicar o explicar, luego estando ya
impresos los tratados, esto que se emplea en dictar
se emplea en explicacion...». Afade alguna otra
razén a favor de los libros impresos. Deduzco de ello
que, si pudo, imprimié el Tratado y estimo que hu-
biera sido un buen texto de Célculo aunque fuera
un tanto tardio. Peor es que no hubiera ninguno
y cuando lo hubo, sin pretender molestar a nadie,
dudo de la originalidad, lo que por otra parte, dicien-
do las fuentes de donde se bebe, no parece pecado
mayor. La mayor parte del profesorado hemos in-
tentado ensenar a nuestros alumnos lo que hemos
leido en los libros; pecado de orgullo seria el creerse
original siempre.

Dejo para otra ocasibn el comentario de otros
libros del jesuita Cerd4, asi como la opinién que de
él tenian en la revista francesa Journal Etrangers
(agosto de 1760). Creo que fue hombre estudioso
y trabajador, que escribié varios libros y que no
merecibd el exilio, que le alejé6 de su Tarragona natal
para siempre, a los 47 afios de edad, truncando su
meritoria labor cientifica y las posibilidades de los
espanoles de no separarnos mas de la Ciencia
europea.



gD EXPERIENCIAS

El problema de los problemas:
analisis de una experiencia

ESCUCHO Y OLVIDO. VEO Y RECUERDO.
HAGO Y COMPRENDO

[Proverbio chino]

En un reciente curso que tuve ocasiébn de impar-
tir a un grupo de jévenes licenciados, aspirantes al
Certificado de aptitud Pedagbgica, los propuse el
problema bien clasico y conocido, por lo menos
para los profesores de mi generacién, de dado un
segmento AB y una recta, paralela al segmento
-—no importa como haya sido dibujada— encontrar,
con la regla de un solo borde, el punto medio del
segmento. Naturalmente, les dije, no es que yo les
proponga a Vds. la resolucién del problema, pues
doy por descontado que muchos de Vds. va la
conocen, y si fuera nuevo para algunos, todos en-
contrardn inmediatamente la solucién. Lo que les
propongo es una cuestion didactica, jcoOmo pode-
mos aprovechar esta situacién concreta para hacer
de ella una leccién destinada a alumnos de Bachi-
llerato?

Me vi fuertemente sorprendido al comprobar que
fueron muy pocos los que, después de algunos
tanteos, resolvieron el problema. Algunos me pre-
guntaron: ¢(Qué es eso de la regla de un solo borde?;
otros utilizaban —sin darse cuenta— la regla como
compds, y los mas permanecieron sin hacer nada,
alegando simplemente que no lo sabian... que eso
no lo habian estudiado.

Me encontré asi obligado a resolverles yo el pro-
blema, al tiempo que hacia con ellos —como si
de alumnos de bachillerato se tratara— la leccién
que les habia propuesto como tema didéactico.

Después de aclararles lo que es la regla de un
solo borde (el serrucho), les pedi que no intenta-
ran aplicar ninguno de sus conocimientos matema-
ticos, sino que actuaran directamente sobre el pro-
blema en la forma que lo haria una persona inte-

ligente, esto es, educada en el sentido kantiano

del término persona: el hombre que ante una situa-
cibn cualquiera de la vida examina lo que puede
hacer, analiza 1o que debe hacer... y después lo
hace.

Ante su actitud méas bien pasiva les tuve que ayu-
dar, recordando a Polya: ¢cusl es la situacién?,

Por José Ramén PASCUAL IBARRA(’)

¢cudles son los datos del problema? (de qué medios
dispongo?

Los datos son: los puntos A y B, que determi-
nan el segmento, y la recta p, paralela a él:

Al | B

No preguntaremos: ¢qué es lo que puedo hacer?
Como s6lo dispongo de la regla de un borde (y,
por supuesto, de un lapiz), la Gnica operacién po-
sible es dibujar rectas. Nada conseguiré, evidente-
mente, trazando rectas «a barullo». Debo utilizar los
datos del problema. Tendré, por tanto, que dibujar
una recta que pase por el punto A:

Y, ahora, obviamente, otra que pase por B:

¢{Cbmo seguir? Habrd que utilizar el otro dato —Ila
recta r— y, si quiero que lo que llevo hecho me sirva
de algo, he de fijarme en los puntos A’ y B’ que
las dos rectas ya dibujadas han determinado en r.
Uniré, pues, A’ con B’, y B’ con A:

Y hecho ésto —lo Unico que realmente podia y

debia hacer—, ya parece que «sin querer» tengo
resuelto el problema. Basta seguir. La recta PQ me
da el punto buscado; es M:

Al llegar aqui la pregunta surge espontanea en
la clase: ¢por qué es M el punto medio de AB?
Justamente ahora, les digo, es cuando comienza
la mateméatica; en el momento que sentimos la
necesidad de demostrar una proposicién cuya ver-
dad, de alguna forma, hemos intuido. En nuestro
caso, estamos convencidos de haber llegado a la
solucién, porque hemos trabajado inteligentemente,
y si el problema tiene soluciébn es la encontrada,

(*) Catedratico de Matematicas e Inspector de Ense-
fanza Media.
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puesto que hemos realizado efectivamente lo que
podiamos y debiamos hacer. Pero mientras no
construyamos una demaostracién, hasta que no en-
contremos un porqué, la proposicién para un ma-
temético es s6lo una conjetura. Podriamos reforzar
el valor de la misma, afianzarnos en ella, repitiendo
cuidadosamente la construccién con otras rectas y
comprobando que siempre se llega al mismo
punto M.

Los alumnos parecen ya mas animados y les pro-
pongo que busquen una demostracion... No la
encuentran. Les pregunto, entonces, si no podrian
considerar la configuracion hallada como caso par-
ticular de otra mas general. ;Qué sucederia, al repe-
tir la misma construccién, en el caso de que la
recta no fuese paralela al segmento AB? Ahora,
la recta cortaria a la que contiene el segmento AB
en un punto N, y observemos que el punto M,
debido a la inclinacion de r, se ha desplazado hacia
la derecha:

¢Coémo es la cuaterna (ABMN? No lo saben. Les
recuerdo que es arménica, y, por tanto, en el caso
particular de nuestro problema, por ser N un punto
del infinito, M es el punto medio de AB.

Pero esta demostracién desborda los conocimien-
tos de un alumno de bachillerato —me dicen— v,
por consiguiente, les insto a investigar otra de ca-
récter mas elemental. Tampoco la encuentran. Les
sugiero entonces que observen bien la configura-
ciébn final y que procuren expresar en términos
«més» geométricos las operaciones realizadas (pen-
sar, muchas veces, es decir, lo mismo de otra
manera). Lo que hemos hecho, en definitiva, ha
sido: proyectar AB sobre r desde P (punto arbi-
trario del plano) en A'B’, y después hemos pro-
vectado A'B’ en BA, desde Q. Por tanto, por ser r
paralela a AB, hemos realizado dos homotecias.
Como las respectivas razones de estas homotecias
A'B’ BA
AB ' AP
posicion de ambas homotecias, la simetria central:
M es el punto medio de AB.

Con los alumnos de niveles inferiores del bachi-
llerato puede prescindirse de la demostracién —quiza
no la necesiten—, pero si puede pedirseles que, por
observacién de la figura construida, enuncien en
forma de teorema la proposicién descubierta. Con
ello se pretenden dos cosas importantes: primera,
proporcionarles la alegria de haber descubierto algo
nuevo, algo que no «viene en el libro», y, segunda
—objetivo esencial de la educacién matemaética—
contribuir a la formacién del lenguaje, con la pre-
cisién y el rigor que la matematica proporciona. El
teorema puede enunciarse asi: «en un trapecio, la
recta que une el punto de interseccién de los lados
no paralelos con el de interseccién de las dos dia-
gonales, pasa por los puntos medios de las basesy.

A continuacién propuse a los alumnos enunciar
y estudiar los problemas inversos del que habiamos
resuelto. Son dos:

a) Dados A, B y M, hallar r. Esto es, dados un
segmento AB y su punto medio M, dibujar por un
punto cualquiera del plano una paralela del seg-
mento AB. Siempre, naturalmente, con el uso ex-
clusivo de la regla de un solo borde. Todos, sin
excepcion, encuentran la solucién reconstruyendo
la figura.

b) Dados A, M vy r, paralela a AM, hallar B. Es
decir, duplicar un segmento. Todos, ahora, también
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sin excepcidn, intentan resolver el problema si-
guiendo la misma via de reconstruccioén de la figura,
a partir de los nuevos datos. Ninguno lo consigue.
Sin embargo, la soluci6én, en este caso, es aparen-

-temente mas facil: En r se puede tomar un segmento

arbitrario A'B’; como se dispone de AM, paralelo
a r. es posible, por el teorema directo, hallar M’,
punto medio de A'B’; uniendo A con A’y M con M',
tengo P. La recta PB’ me da el punto B.

El comportamiento de los alumnos nos permite
verificar, una vez més, la tendencia, cuando se ha
adquirido una cierta técnica, esto es, un instru-
mento que convierte un problema en ejercicio, a
aplicar esta técnica de forma indiscriminada, siste-
matica y rutinaria, aun cuando no sea ya la indi-
cada, y, por otra parte, comprobar también que la
solucién de un problema que a nosotros, profeso-
res, puede parecernos trivial, no lo es en ocasiones
para los alumnos, y siempre que aparezca una si-
tuaciébn nueva no es desde luego nada facil. No
olvidemos, pues, y que lo sepan también ellos, que
las ideas felices siempre llegan al final, como re-
sultado de muchos intentos fallidos. jLlamada a la
constancia, a la tenacidad, al esfuerzo continuado!

Ahora ya se les puede hacer ver que por opera-
ciones reiteradas es posible construir sobre la recta AB
la recta racional, esto es, encontrar cualquier punto P
de ella tal que —';% = —1; m, n € N. Lo que da
pie también para hacer oportunas consideraciones
sobre los tres tipos de geometria: proyectiva (ins-
trumento, la regla); afin (instrumento, juego de es-
cuadras) y métrica (el compas).

Prolongando la situacién en otro orden de ideas,
les piso si sabrian calcular la medida del segmento CD,
conocidas las medidas de AB y A'B":

Hubo algunos alumnos que sin pensarlo contes-
taron de forma vaga que «seria» la medida aritmé-
tica. Por comparacién con la paralela media del
trapecio, en seguida se dan cuenta de su error y
comprueban que es menor. El célculo, no dificil,
nos da como medida de CD la media armdnica
de AB y A'B’. Esta propiedad del trapecio nos pro-
porciona un método muy sencillo para la construc-
cion grafica de dicha media. Se observa también,
por el célculo, la propiedad de que la media geo-
métrica de dos segmentos, lo es asimismo de la
media aritmética y de la media arménica. El célculo
de la media geométrica de dos nimeros se puede
hacer, por tanto, mediante un algoritmo iterativo
rapidamente convergente. Confeccionar el organi-
grama del algoritmo y la utilizacién de la calcula-
dora de bolsillo, puede ser un ejercicio interesante.

Un somero anélisis de esta experiencia plantea
una serie de consideraciones. Veamos algunas:

— ¢Por qué los alumnos, en mi opinién, encuen-
tran hoy mayores dificultades que nunca para la
resoluciobn de problemas?

— 8i, siguiendo a Polya, la actividad caracteris-
tica de la inteligencia, es decir, la mas especifica-
mente humana, es la capacidad para plantearse y
resolver problemas, (en dénde radica esta capaci-
dad y cO6mo impulsarla?

— ¢No se habréa pasado, con la supresiéon de los
examenes de grado elemental, de grado superior,
de ingreso en las escuelas técnicas... de una situa-
cidén que, en efecto, no era buena, pues en dema-
siadas ocasiones generaban técnicas «preparatorias»



rutinarias, con profusion de recetas y trucos, al
extremo opuesto, abandonando los problemas con-
cretos, creativos, que, por una parte, motivan la
construccion de los conceptos matematicos como
modelos véalidos para manejar la complejidad de los
fenomenos reales, y, por otra, cultiva el sentido de
aplicabilidad?

— ¢No se habra exagerado la finalidad de la edu-
caciébn matematica, que se dice formadora de la
inteligencia —y lo es—, pero no en abstracto, sino
como formato de la aptitud para comportarse inte-
ligentemente en situaciones concretas?

— Cbmo observa la profesora Krygowska, en las
recientes reformas de la ensefanza de la matema-
tica ¢no habra privado més la idea de construir un
edificio coherente y logico de las mateméticas ele-
mentales, sin preocuparse también —lo que es im-
prescindible para la viabilidad de la reforma— de
los métodos de realizacion concreta en la clase de
las nuevas ideas?

— Por olvido o ignorancia de este factor esen-
cial, el ideal de Klein de ensefar la matematica ele-
mental desde un punto de vista superior, ;no habra
sido invertido por algunos profesores, haciéndolo
al revés: ensefiar, o tratar de ensefiar, matemadtica
superior desde un punto de vista elemental, lo que
no deja de ser, en una perspectiva psicolégica, un
error didactico, queriendo hacer del Instituto una
caricatura de la Universidad?

— Con la matematica clasica —digamos para en-
tendernos—— y, en particular, con la geometria tra-
dicional, que ha sido la cenicienta de la reforma,
disponiamos los profesores de buenos y bellos pro-
blemas, tebricos y practicos, hoy —;justamente?
/injustamente?— abandonados. (Los hemos sabido
reemplazar por otros suficientemente motivadores,
adaptados a las posibilidades reales de los alumnos?

— El predominio de la algebrizacion de la mate-
matica y de su construccion axiomdtica, impecable
modelo tebrico-sistematico ¢no comportara una
limitacién de la libertad del alumno para un apren-
dizaje activo, aprendizaje mas ligado a procesos
intuitivos —intuiciéon descubridora y creadora— que
a los rigidos métodos exclusivamente deductivos y
demostrativos, culminacién de aquellos procesos?

— Bien estan las nociones de logica formal como
instrumento del pensamiento, pero, ¢(Mas que «en-
sefar loégica» no serd tarea del profesor de bachi-
llerato habituar a nuestros alumnos a «actuar con
lb6gicar?

En relaciébn con este punto, veamos el siguiente
problema, también muy facil, tomado del librito
Como jugar a divertirse con su inteligencia de
Jaime y Lea Poniachik (Ed. Altalena, 1978). Pro-

blema que también fue propuesto a los mismos
alumnos, con idénticos resultados:

Se trata de averiguar por cinco comensales ex-
tranjeros, desconocedores de la lengua del pais,
lo que les otrece la minuta de un restaurante com-
puesta de nueve platos diferentes, siempre los mis-
mos. E! primer dia solicitan cinco platos que el
camarero trae y coloca en el centro de la mesa.
Repiten la operacién en el segundo y el iercer dia,
y consiguen de esta forma identificar el contenido
de cada plato con su denominacién en la carta.
¢Cbmo lo lograron?

E! problema es muy similar al muy clasico de las
tres pesadas. Hay que conseguir la maxima infor-
macién en cada pedido y saber aprovecharse de
ella. Sean los platos A, B, C, D, € F, G, H, |

1.¢" pedido 2.v pedido 3.¢" pedido
A B C
A E F
B E H
Cc F H
D G I

Los platos, en consecuencia, quedan identifica-
dos por el esquema:

1 1 22
2 12 23
3 13 33

cuyos elementos corresponden, respectivamente, a
los platos:

D A E
G B F
] C H

¢{Admite el problema alguna generalizacion cam-
biando el nimero de comensales, de platos y de
pedidos?

— Como conclusion, estimo que la dificil tarea
que nos corresponde a los profesores de matema-
ticas de bachillerato, integrado hoy —nos guste o
no— en Ja formacibn general, y por imperativo de
la era tecnoldgica y de la sociedad cambiante a
ritmo acelerado ¢no serd la de crear una nueva
metodologia —adn sin hacer— mas acorde con las
nuevas necesidades, que nos permita dar, si no
mejores matematicas si una mejor y mas eficaz
educacibn matematica a un mayor niomero de alum-
nos?,

Este es el desafio, creo yo, con que nos enfren-
tamos, y el esfuerzo que la sociedad, y nuestros
alumnos, nos exigen.
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La simulacion de modelos (*)

1. INTRODUCCION

La accién formativa de la matemadtica, asi como
su papel de Otil y auxiliar en otras ciencias, son
hechos generalmente reconocidos. También es no-
torio que las ramas de la actividad humana, en las
que la matemAtica muestra su influencia, estdn en
constante ampliacién, siendo cada vez mas los pro-
fesionales que tienen necesidad de utilizar fas téc-
nicas matema4ticas en su trabajo.

Sin embargo, en la practica docente, no es siem-
pre féacil encontrar ejemplos actualizados de estos
hechos que motiven y sean asequibles a nuestros
alumnos.

La simulacién de modelos es un ejemplo privi-
legiado para mostrar cdmo los métodos mateméti-
cos permiten tratar una serie de problemas que se
presentan en la vida cotidiana y que, a primera
vista, parecen alejados del quehacer matemético.

El interés que esto despierta en los alumnos mo-
tiva su deseo de conocer mas sobre los métodos
matematicos.

Por otro lado, la simulacibn de modelos, a la vez
que facilita una ensefanza activa e individualizada,
permite introducir el concepto de algoritmo en pro-
cesos secuenciales no numéricos, lo cual presenta
fecundas perspectivas como factor interdisciplinar y
y como iniciacién a las técnicas de programacion.

2. EXPERIENCIA

Como resumen de una experiencia, llevada a cabo
con nuestros alumnos, describimos, a continuacién,
el proceso seguido para simular una sesion de es-
tudio, durante la cual se necesita utilizar, por varios
usuarios, con frecuencia e intensidad variables, un
determinado libro de consuita.

Aprovechando la circunstancia de que un grupo
de alumnos de C.0.U. disponia de 2" semanales,
que podian ser utilizadas para précticas y trabajos
en grupo, formamos cinco equipos de trabajo, con
objeto de que profundizaran en el estudio de algu-
nos temas de especial interés del programa. A cada
equipo se le proporcionaba el contenido esquema-
tico de los temas, los puntos de mayor dificultad
de los mismos y la correspondiente bibliografia de
consulta para ser utilizada en las sesiones semana-
les de estudio.

Para varios de los temas propuestos era necesa-
rio consuitar un libro determinado, del que sélo dis-

. poniamos de un ejemplar, y se producia el incon-
veniente de que distintos equipos necesitaban con-
sultar a la vez o de que cuando un equipo nece-
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sitaba hacer una consulta, el libro estaba siendo
utilizado por otro equipo. A la vista de este incon-
veniente surgid la pregunta natural: jes suficiente,
para nuestro trabajo, un solo ejemplar del libro?
Evidentemente que, en este caso, el inconve-
niente se evitaria comprando maés ejemplares. Sin
embargo, surgen las siguientes consideraciones:

1.2 El uso de los libros es temporal y no son
necesarios con posterioridad.

2.2 El inconveniente es minimo, pues el tiempo
que se pierde esperando consultar es muy
pequefio y no afecta al trabajo.

3.2 El inconveniente no es significativo, pues
surge en algunas, pocas, sesiones, pero no
en todas.

Por tanto, es licito preguntarse si es realmente
necesario comprar mas ejemplares, y si es asi:
Jcuantos?

En general, bien porque la compra del material
sea costosa, bien porque sea dificil, la decisién de
comprar debe estar fundada en un criterio racional
que permita saber si dicha compra es realmente
necesaria y en qué cuantfa.

Con el fin de obtener ila informacibn necesaria
para saber si bastaba un solo ejemplar del libro de
consulta, sin agotar todas las sesiones de estudio,
propuse reproducir, bajo condiciones e hip6tesis
determinadas, el proceso de consulta. Es decir, cons-
truir un modelo aceptable de las sesiones de estu-
dio tipicas, de dos horas de duracién, cinco equi-
pos de trabajo y un solo libro de consulta, que per-
mitiera simular cuantas sesiones fueran necesarias
para obtener una idea del proceso real.

En efecto, la simulacidbn nos permite determinar,
para un gran nimero de casos Y en breve tiempo,
el porcentaje de utilizacion del libro, el tiempo de-
dicado por cada equipo a consultar y el tiempo que
cada equipo pierde en espera de efectuar su con-

(*) Este trabajo fue realizado y experimentado con
alumnos de C.0.U., durante el curso 1973-74, apareciendo
por primera vez en cursillos sobre Didactica de la Mate-
matica. A pesar de! tiempo transcurrido creemos de
interés, dada la difusiébn de la Revista de Bachillerato,
incluirlo en este naimero monografico para que pueda
llegar a conocimiento del mayor nimero posible de pro-
fesores interesados por una ensefianza activa de la mate-
mética. Nos daremos por satisfechos, si con etlo contri-
buimos a sugerir ideas, y a despertar inquietudes, sobre
la busqueda de nuevas formas de accién docente.

(**) Catedréatico de Mateméticas e -Inspector de Ense-
fianza Media.



sulta cuando el libro es utilizado en ese instante por
otro equipo.

Con estos datos, podemos estimar el namero de
ejemplares, de la obra de consulta, que es necesa-
rio poner a disposicion de los equipos de trabajo,
para que las demoras en realizar las consultas no
sean excesivas.

Naturalmente, la experiencia es trasladable a cual-
quier otro material que debe ser utilizado simulta-
neamente por varios usuarios: tablas de logaritmos,
calculadoras, etc. O también, para determinar el
minimo deseable de ejemplares de una obra, de uso
frecuente, que debe haber en la biblioteca de un
Centro.

3. MATERIAL
El material utilizado para simular las sesiones de
estudio lo describimos, a continuacién, indicando el

uso del mismo.

El tiempo de trabajo  Veintiséis tarjetas, numera-
das de 0 a 25, que representan los veinticuatro in-

Paquete T ‘'en cero”

Bolsa con bolas

EQUIPO E
en espera X X
para consul,

Fila de equipos en

convenientemente numeradas, que nos permite si-
mular la duracién de una consulta.

4. DESCRIPCION

El tiempo que dura la sesion de trabajo, dos horas, lo
subdividimos en 24 periodos de 5™; cada uno de los
cuales viene representado por una de las tarjetas
numeradas del 1 al 24. El transcurso del tiempo,
durante la sesidn, se simula al ir retirando las tarjetas
del paquete T, la simulacién comienza a retirar la tar-
jeta 0 y finalizar cuando sb6lo queda la tarjeta 25,
que se marca con las letras «<FINAL TIEMPO».

Repetimos que cada tarjeta representa 5™ de tiem-
po real, por consiguiente, al retirar una tarjeta, se
simula que han transcurrido 5™ de la sesion de tra-
bajo. En cada uno de esos 5™, uno, o varios equipos
de trabajo, pueden tener, o no, necesidad de consul-
tar el libro, que, en ese instante, puede estar dispo-
nible u ocupado.

La frecuencia y duracion de las consultas no es
fija y se establecen, generalmente, por observaciones
previas en situaciones reales. En nuestro caso, las

EQUIPO
E

) o

Equipo en''posicion de
trabajo”

FicHA L

Titulo:

Autor:
EQUIPO E
consultadd

NOTA: Si sobre la ficha L no hay ningin equipo consultando decimos que el libro esta «disponible».

tervalos de tiempo en que subdividimos la sesion
de trabajo. Las tarjetas O y 25 sirven para indicar
el principio y fin del proceso.

El libro de consulta’ Ficha que representa al libro
de consulta y que, a la vez, sirve para, en el dorso,
acumular informacién sobre las consultas realizadas.

Los equipos de trabajo Cinco cartulinas, marcadas
E, a E,, para representar los equipos de trabajo. Al
dorso se anota el momento en que el equipo corres-
pondiente necesita hacer una consulta, el momento
en que empieza a consultar y el final de la consulta
realizada.

La probabilidad de consulta- Dado que nos permite
simular la probabilidad de consulta para cada equipo
en un instante determinado.

La duracion de una consulta Bolsa con doce bolas,

sesiones de estudio ya realizadas nos indicaron que,
en media, cada equipo venia a realizar cuatro con-
sultas en las dos horas de trabajo.

Por consiguiente, en cada periodo de 5™ hay una
posibilidad, sobre seis de realizar una consulta. En
este caso, la probabilidad de consulta es 1/6 y se
puede simular mediante el lanzamiento de un dado.
Convenimos en que si se obtiene «AS» se produce
la necesidad de consultar, y no se produce en caso
contrario.

Asimismo, las consultas son de duracién variable,
desde las breves, para una cita o dato, hasta las que
que requieren leer todo un epigrafe; en cualquier
caso no solian presentarse consultas con duracién
superior a 30™ ni inferior a 5™. Para nuestra experien-
cia Hegamos a establecer, como aceptable, la siguien-
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te distribucion de tiempo para la duracion de las con-
sultas en proporcion:

«Dos consultas de 5™, tres de 10™, tres de 15™,
dos de 20™, una de 25™ y una de 30™.»

Esta distribucién se puede materializar mediante
una bolsa, en la que introducimos 12 bolas o discos
numerados: dos de ellos con el nimero 1; tres, con el
namero 2; tres, con el namero 3; dos, con el nimero
4: uno con el numero 5 y otro con el nimero 6 para
indicar los periodos de tiempo de 5™ empleados en
la consulta.

La simulaciéon de la duracion de consulta consiste
en elegir una bola al azar, de entre las doce de la
bolsa, y el nimero escrito en la misma nos indica el
namero de periodos de 5™ empleados en la consulta.

Si en un instante dado, indicado por la tarjeta
superior del paquete de tiempos, un equipo tiene
necesidad de consultar, puede empezar la consulta
en ese instante si el libro estd disponible, o ponerse
en espera para consultar cuando el libro esté ocu-
pado. Los equipos en espera para consultar forman
una «fila de espera».

Pudiese ocurrir que un equipo necesita consultar
cuando se acaba el tiempo de simulacién, en este
supuesto hay dos opciones, como ocurre en las si-
tuaciones reales: o prolongamos la sesion hasta que
el equipo interesado acabe la consulta o, por el con-
trario, al finalizar el tiempo de trabajo se suspende
toda actividad y lo que quede pendiente se con-
cluird en la proxima sesion. Cualquiera de las dos
opciones es valida, pero es conveniente, para la uni-
formidad de los célculos, fijar una de ellas de ante-
mano.

La «fila de espera» se simula colocando una a con-
tinuaciéon de otra las cartulinas, que representan los
equipos que necesitan consultar, a la altura de la ficha
del libro. El hecho de que el libro esté ocupado lo in-
dicamos colocando, encima de la ficha det! libro, la
cartulina del equipo que consulta. Cuando el equipo
que estd consultando finaliza su consulta, vuelve
a la «posiciébn de trabajo» y su lugar lo ocupa el
primero de la «fila de espera» cuando lo haya.

Se empieza poniendo el paquete T en cero, es
decir, ordenadas las tarjetas de menor a mayor nume-
racibn, colocando a los equipos en «posicion de
trabajo» y el libro «disponible». Se inicia la simulacién
al retirar la tarjeta O, y comenzar a contar los 5™ pri-
meros, simbolizados por la tarjeta 1, durante los
cuales vemos, mediante lanzamientos del dado, si
los equipos tienen, o no, necesidad de consultar.
El proceso sigue, y st, en un instante dado, un equipo
tiene necesidad de consultar la extraccién de una
bola de la bolsa, nos simula la posible duraciéon de
la consulta.

El anélisis del proceso permite confeccionar la
carta de flujo del mismo, dada por el siguiente orga-
nigrama:

f-

5 LA PROGRAMACION DEL PROCESO
DE SIMULACION

A la vista del organigrama anterior, y mediante
el listado secuencial de los distintos pasos del pro-
ceso, se realiza la programacién correspondiente.

El programa realizado se compone de una serie
de instrucciones, a la izquierda de las cuales se escri-
be su nimero de orden, que nos indican las opera-
ciones a realizar. En cada instruccién también se
dice, mediante el correspondiente numero de orden
encerrado entre paréntesis, la instruccién a ejecutar

en el siguiente paso. Si no se indica la instruccibn
que hemos de realizar a continuacién, se entiende
que es la inmediatamente siguiente en la secuencia.

En el organigrama, utilizando el subindice / como
«contador» hemos englobado en un bucle todo el
proceso que siguen los equipos E; en el programa
hemos preferido indicar, para mayor claridad, el pro-
ceso para cada uno de los equipos E, a E; por se-
parado.

PROGRAMA

1. Poner el paquete T, de tarjetas que simulan
el tiempo, en cero.

2. Colocar las fichas E,, que representen a los

equipos, en «posicién de trabajo», y L en «si-

tuaciébn de disponible».

Retirar la tarjeta superior de T, si aparece «FINAL

TIEMPO», T = 25, ir a (31). Si no, pasar a (4).

Si el equipo E, estd trabajando, pasar a (5).

Sino,ira (8).

Se lanza el dado; si se obtiene «AS», pasar-a (6).

Si no, ir a (8).

Anotar, en la ficha de E, el momento dado por

el namero que figura en la tarjeta superiorde T,

en que se produce la necesidad de consultar.

Colocar E, en «espera para consultan.

Si E_ esta trabajando, pasara (9). Sino, ira (12).

Se fanza el dado; si se obtiene «AS», pasar

a (10). Sino, ira (12).

10. Anotar en E, el momento en que se produce la
necesidad de consulta.

11. Colocar E, en «espera para consultay.

12. Si Eé estd trabajando, pasar a (13). St no, ir
a (10).

13. Se lanza el dado; si se obtiene «AS», pasar
a (14). Si no, ir a (16).

14. Anotar en E, el momento en que se produce
la necesidad de consultar.

15. Colocar E, en «espera para consultay.

16. Si E, esta trabajando. pasar a (17). Si no, ir
a (20).

17. Se lanza el dado; si se obtiene «AS», pasar a
(18). Si no, ir a (20).

18. Anotar en E, el momento en que se produce la
necesidad de consultar.

19. Colocar E, en «espera para consulta».
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20. Si E_ esta trabajando, pasar a (21). Si no, ir
a (24).

21. Selanza el' dado;si se obtiene «AS», pasar a (22).
Si no, ir a (24).

22. Anotar en E. el momento en que se produce
la necesidad5 de consultar.

23. Colocar E_ en «espera para consultay.

24. Si el libro L estd «disponibley, ir a (27). Si,
por el contrario, algin equipo estd consultando,
pasar a (25).

25. Si la consulta ha finalizado, pasar a (26). Si no,
se vuelve a (3).

26. Sedevuelve la ficha del equipo que ha finalizado
la consulta a su «posiciébn de trabajoy» inicial.
El libro L se pone de nuevo en «situacion
disponible».

27. Si hay, al menos, un equipo en «espera para
consulta», el primero de la fila pasa a consulta,
colocandole sobre la ficha L y se pasa a (28).
Si no hay ningan equipo en la fila de espera, se
vuelve a (3).
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28. Anotar, en las fichas del libro y del equipo en
«situacion de consultan, el instante T en que
ha comenzado la consulta.

29. Se extrae una bola de la bolsa, que simula la
duracibn de las consuitas, el resultado D se
anota en la ficha L.

30. Se suma D al nimero T, indicado en la tarjeta
superior del paquete de tiempo, el resultado F
se escribe en la columna «Final de consulta»
de la ficha del equipo y. para control de errores,
también se anota en la ficha L. A continuacién
se vuelve a (3).

31. Se determina el total S; del tiempo de espera
para cada equipo E,.

32. Se calcula la duracién total C,; de las consultas
realizadas por cada equipo E,.

33. Se halla ef tiempo L S, de espera total.

34. Se suman las duraciones de todas las consultas
para hallar el tiempo total £ C; de utilizacién del
libro.

35. Se calcula el porcentaje de tiempo de utilizacién
del libro.

36. Se calcula el porcentaje de tiempo dedicado
por los equipos a «esperas para consultasy.

37. Se calcula el porcentaje de tiempo empieado en
las consultas.

38. Se determina, para control de errares, el porcen-
taje de tiempo en el que los equipos estan tra-
bajando.

39. FIN.

6. RESULTADOS OBTENIDOS MEDIANTE LA
SIMULACION DE UNA SESION DE
TRABAJO

Con el siguiente eiemplo pretendemos dar una
idea sobre el desarrollo de una sesion de trabajo
simulada.

Los datos sobre los resultados obtenidos se ano-
tan en las fichas de los equipos y del libro, todo lo
cual se resume en los siguientes cuadros.

Ademés, tenemos que:

El tiempo total de utilizacidn del libro es 25 periodos
de tiempo, igual a la suma de la duracion de las con-
sultas.

El tiempo de trabajo para cada equipo (P), es de
24 periodos y el tiempo total de trabajo (1. t) es
de 5 x 24 (= 120) periodos de tiempo

Con estos datos se calculan los siguientes por-
centajes:

AV Utilizacién del libro —Z'FC—* x 100

. 25
—%g_ x 100 ~ 86,2 % °‘§‘?r x 100 ~ 83,3 %

2. Tiempo de espera ——tsz—'— x 100 :

32

~ 32
Tis"‘ 100 ~ 25,6 % 6—1—2—0—*100:26,6%
3. Tiempo de consulta f?‘ x 100 :
25 25
Tz-s—x100—20% 6—1—2-0—"‘100:‘:20,83%
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Los resultados obtenidos fueron:

Tiempos [Nec. consul [Fil. espera{Prin. consl.[Fin. consl.
1 E, E, |E E, —
2 E, E. E, — -
3 — €. E, — —
4 E, E. Ey E, E,
5 — E, E, — —
6 — E. E, — —
7 E, E, E, E, — —
8 — E, E, E, — —
9 — E, E, E, E,

10 E, E, Ei E, — —
11 —_ E, E. E, — —
12 — E, E,. E, — —
13 — E, E, E, Eq
14 — g E, E,
15 — E, — —
16 — — E, E,
17 — — — —
18 — —_— — —
19 — — — —
20 — - — E,
21 — — — —
22 E, — E, —
23 — — — E,
24 E, — E, N
FIN —

(29) - — — E, (")

T

(*) La simulacion acaba en el momento 24, pero, en
esta experiencia, se acordd prolongar el tiempo de simu-
laciébn hasta que el Gltimo equipo gue necesite consultar
finalice la consuita.

EQUIPOS
Fichas dh:%n;(.; Periodos | Principio | Duracién coﬁ:s':ilta
consl. ‘| espera [consl.: T [consl.: D| ¢ =T+D
1 0 1 3 4
E, 7 7 14 2 16
24 0 24 5 29
E, 10 6 16 4 20
) 4 9 13 1 14
22 0 _ 22 1 23
E, 2 7 9 4 13
E. 1 3 4 5 9
TOTALES
EQUIPOS E, | €, | E, | E, | Es{ Sumas
Tiempos de espera
(79 IR 71 © 9 7 3 |32=%S;
Duracién consul-
tas (C;)...... 10] 4 2 4 5 |25=XC,

NOTA: Para_ esta experiencia concreta, el decidir pro-
Ipngar el tiempo de trabajo, hasta el momento 29, se
tiene:



FICHA L DEL LIBRO

Principio
consulta.} 1 4 9113|1116 | 22 | 24
Final
consulta.| 4 9 1311416} 20| 23} 29
Duracién

consulta.|] 3 5 4 1 2 4 1 5

tt — (XS, +XC)
tt

4. Tiempo de trabajo x 100:

126 — (32 + 25) -
795 x 100 ~ 544 %

/(120 *1(38 *35 4100~ 52,5%)

a la vista de estos resultados, parece que tanto el
porcentaje de utilizacion del libro, mas de un 85 %,
como el tiempo de espera, méas de un 25 %, sobre el
total del tiempo de trabajo es grande.

Sin embargo, con este solo ejemplo no es prudente
pronunciarse todavia sobre si es, 0 no, conveniente
adquirir més ejemplares del libro. Dejamos la cues-

tibn abierta a la espera de que el lector haga més
ensayos y vea, ademads, si el porcentaje de espera
para cada equipo, sobre su total de tiempo de estudio,
es significativo.

7. CONCLUSION

Bajo ciertas hip6tesis hemos construido un mo-
delo del fenbmeno que deseamos estudiar, en nues-
tro caso, las sesiones de estudio descritas, este mo-
delo se puede reproducir a voluntad en breve tiempo.
Repitiendo el proceso de simulaciébn tantas veces
como se considere necesario, llegamos a obtener
una serie de resultados que nos suministran infor-
macibén sobre el fendbmeno real.

Se comprende que, para obtener resultados en
breve tiempo, cuando el proceso de simulacién es
largo 0 complejo, sea necesario recurrir al tratamiento
automaético de la informacién por medios de un or-
denador.

La utilizaciébn didactica de 1a simulacion de mo-
delos creemos, pues, que permite cubrir de manera
amena y eficaz diversos objetivos docentes previa--
mente establecidos.

Aviso a los lectores
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Simulaciones aleatorias

Por Ricardo AGUADO-MUNOZ, Ricardo ZAMARRENO
y Agustin BLANCO(*)

1. INTRODUCCION

En este trabajo presentamos unos ejemplos sen-
cillos de simulacién aleatoria con ayuda de cal-
culadoras.

Las técnicas de simulacién que vamos a exponer
se conocen bajo el nombre genérico de Método de
Montecarlo debido a que sus creadores, los mate-
maticos J. von Neumann y S. Ulam, lo dieron a
conocer en un articulo titulado «The Monte Carlo
method» en 1949, El nombre hace alusién al famoso
casino, pues la ruleta es uno de los instrumentos
que se pueden utilizar para simular una variable
aleatoria.

En la actualidad, en lugar de ruletas, se utilizan
ordenadores. Nosotros hemos intentando aplicar
las calculadoras a la realizacion de estos métodos
"en bachillerato.

Para la practica de estas actividades es conveniente
disponer de una calculadora programable. A pesar
de esto, en la clase se puede dividir el trabajo entre
distintos grupos de alumnos, de modo que las cal-
culadoras normales sean aprovechables.

La base del método estd en la generaci6bn de
numeros aleatorios, que pasamos a exponer.

2. GENERACION DE NUMEROS ALEATO
RIOS

Podemos imaginar que un ndmero aleatorio es
aquel que se obtiene mediante «un sorteo» efec-
tuado en un conjunto de nimeros.

A veces se necesita disponer de una lista de
nimeros aleatorios x;, comprendidos entre 0 y 1,
y distribuidos uniformemente en el intervalo (0,1).

Esta lista puede ser sustituida por una sucesibn
de nimeros aleatorios (1) generados con la calcula-
dora, del siguiente modo:

Inicialmente elegimos un nimero, por ejemplo:
x, = 0,3727468;
lo multiplicamos por 147:
0,3727468 x 147 = 54,7937796

De este nimero, nos quedamos con la parte
decimat x,:

x, = 0,7937796
72

A partir de x, repetimos.el proceso para obtener x,:
x, = parte decimal de (0,7937796 x 147)
x, = 0,6856012

Del mismo modo obtenemos los niimeros aleato-
rios siguientes:

833764
563308

0,
0

-

.

En general, se tiene:

Xo 4, = D(147 x,)

siendo D la funcién parte decimal.

El nGmero x,, a partir del cual se genera la sucesién
de nimeros a‘ieatorios, se llama semilla. El namero
147 es el generador.

El caracter aleatorio de la sucesién se puede
probar mediante tests especiales; pero nosotros
vamos a confirmar este caricter disefiando algunos
procesos aleatorios que lo confirmaran de modo
indirecto. )

Es claro que se puede empezar por otra semilla.
En cuanto a generadores, ademas del 147, se pueden
usar, entre otros, los siguientes: 83; 117; 123;
133; 163; 173; 187 y 197 (2). El lector podra
afadir algin otro de su cosecha después de haberlo
experimentado convenientemente.

Para dgenerar nimeros aleatorios con una calcu-
ladora normal podemos seguir el siguiente programa:

ﬁgﬂ@ 5) (4 (¢

C___x]

pantalla

(*) Catedratico y profesores agregados de Matematicas
respectivamente del |.N.B. «Herrera Oria» de Madrid.

(1) Mas propiamente: los nimeros «aleatorios» gene-
rados por un computador se llaman pseudoaleatorios.

(2) RADE, L.: Tentez votre chance avec votre calcu-
lateur programable. CEDIC. Paris, 1977.



En este programa E representa la parte entera
de 147 x,.

3. CALCULO ALEATORIO DE

Vamos a ver una primera aplicacién de los nime-
ros aleatorios:

Se trata de calcular un valor aproximado de .
lanzando dardos sobre la diana representada en
la figura 1.

Yi

Hpbmmmm——

i 1
Fig. 1

La diana es un cuadrado de lado 1, en el que se
ha inscrito un cuadrante de circulo.

Supongamos que todos los dardos que se lanzan
dan en el cuadrado y que se reparten uniformemente;
.entonces la probabilidad de que un dardo caiga en
el cuadrante de circulo es:

area del cuadrante _ n/4 i

area del cuadrado 1 g

Supongamos, ahora, que lanzamos N dardos
sobre el cuadrado, y sea n el nimero de los que
caen en el cuadrante. La frecuencia relativa de

, n .
caida en el cuadrante N serd aproximadamente

igual a —g— Por tanto:

. 4n
T="N

Si el nimero N es suficientemente grande, cabe
4 na . .
esperar que —g— sea una buena aproximacién de .

Como no es cosa de ponerse a lanzar dardos sobre
un cuadrado, los lanzamientos serdn simulados con
la calculadora:

Produzcamos dos sucesiones de numeros alea-
torios comprendidos entre 0 y 1:

Xoo Xq0 Xgu o Xy oo

Yor Yoo Yar oo Yir oo

Cada par de numeros (x,y;) representa un punto
del cuadrado (fig. 1), es decir, el resultado obtenido
al lanzar el dardo i-ésimo. Si x2 + y? < 1, el dardo
ha dado en el cuadrante de circulo.

Simulando el lanzamiento de, por ejemplo, 1.000
dardos y contando el nimero n de los que caen en
el cuadrante, tenemos:

He aqui el organigrama para esta simulacion:

ORGANIGRAMA
PARA EL CALCULO ALEATORIO DE =

PRINCIPIO

N=O
M=0

X= 02537461
Y:0%923722
G= 147

b:potll decimal de {G.Y) I

Con una calculadora programable hemos ejecutado
el correspondiente programa y obtenido los siguien-,
tes resultados:

N n
10 36
100 328
1000 3,200
10000 31428

Para efectuar el célculo aleatorio de = con
calculadoras cientificas normales, conviene elegir
los pares (x;Y;) en una tabla de digitos aleatorios.
El recuento resulta tedioso si lo hace”una sola
persona; nosotros, en la clase, hemos distribuido
fotocopias de una tabla de digitos aleatorios y cada
alumno ha efectuado 10 lanzamientos. De este modo
la clase consigue unos 400 lanzamientos, numero
suficiente para ilustrar el método.

Vale la pena sehalar que, a falta de tablas de
digitos aleatorios, se puede usar una guia telefbnica,
considerando, por ejemplo, las cuatro (ltimas cifras
de cada nuamero de teléfona.

4, SIMULACION DE RULETAS

Para simular la ruleta de la figura 2 podemos pro-
ceder del siguiente modo: de cada nUmero alea-
torio x;, 0 <x; <1, tomamos la primera cifra
decimal; asi, por ejemplo, el namero aleatorio
x = 0,2151462 nos proporciona el digito aleatorio 2.
Con una calculadora programable, la primera cifra
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decimal de x; se puede hallar tomando la parte
entera de 10 x,. En general:

d, = E(10x,)

siendo E la funciébn parte entera.

Fig.2

Con una calculadora programable, y partiendo
de la semilla x, = 0,3727468 hemos obtenido los
digitos:
411040171263
255363783124

5. SIMULACION DE UN DADO

A partir de la ruleta anterior se puede simular
un dado despreciando los digitos O, 7, 8 y 9 cada
vez que aparezcan. Sin embargo, resulta méas sen-
cillo el siguiente procedimiento:

1. Generar un namero aleatorio x;, 0 < x; < 1.

2o Calcular 6x;, que serd un nimero compren-
dido entre 6 y 6.

3.c Hallar la parte entera de 6x; que serd uno
de estos nimeros: 0, 1, 2, 3, 4, 5.

4. Sumar una unidad al resuitado obtenido en
el apartado anterior.

Brevemente:

Una vez generado el nimero aleatorio x;, el punto

del dado es:

d, = E(6x,) + 1

siendo E la funcién parte entera.

‘lO . [
o
]
] [} L
/}-‘_—— W
/
’0
Fig. 3
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Veamos un ejemplo:
partiendo de x, = 0,3727468, calculamos:
147x, = 54,7937796,

tomamos la parte decimal:
x, = 0,7937796,

multiplicamos por 6:
6x, = 4,7626776,

tomamos la parte entera:
E(6x,) = 4,

sumamos una unidad:
d=4+1=5

El nimero 5 es, pues, el resultado del primer
«lanzamienton.

A partir de x, se reitera el proceso.

El lector puede disefiar un programa adaptado
a su calculadora. Nosotros hemos obtenido, con un
programa que calcula las frecuencias de cada
digito, los resultados que se recogen en la tabla:

N 1 2 3 4 5 6
10 4 0 2 0 3 1
100 23 17 16 17 17 10

1000 164 | 1656 [ 1556 | 181 | 186 | 158
10000 1623 11625 (1625|1777 1709 | 1641

6. SIMULACION DE MONEDAS

Una moneda es un caso particular de ruleta,
Es la ruleta que s6lo tiene dos nimeros: O y 1.

0

Fig. 4

£l O representa la cara y el 1 la cruz.
Para obtener estos nimeros podemos considerar
el siguiente proceso:

Después de generar el nimero aleatorio x;, 0 <
< x; <1, sumamos 0,5, y obtenemos un niumero
comprendido entre 0,5 y 1,5. Si ahora hallamos la
parte entera, obtenemos 0 6 1, cada uno de ellos
con probabilidad 0,5.

d, = E(x, + 0,5)

A veces se necesita simular una ruleta como la de



la figura 5, que proporciona 1 con probabilidad p
y O con probabilidad 1-p.

Fig.5

Esta ruleta se puede simular mediante el algoritmo:
d; = E(x; + p)

Con un programa para obtener 1 con probabilidad
1/3 hemos elaborado la siguiente serie aleatoria,
que recogemos en tabla agrupando los digitos
de tres en tres.

todas las botellas que contengan al menos una de
esas particulas. (Cuantas botellas resultardn acep-
tables?

E! proceso se puede simular suponiendo que
cada particula se distribuye al azar en el conjunto
de las 100 botellas.

El siguiente cuadro representa las 100 botellas.
Los puntos son las particulas extrafias, y han sido.
colocadas en la cuadricula tras generar con la cal-
culadora 50 numeros aleatorios comprendidos en-
tre 0 y 99.

1 2 3 4 5 6 7 8 g
° . ]

[ =]

1011|1213 )14 15 |16 |17 | 18 | 19

20 ) 21 | 22 { 23 | 24| 25|26 |27 | 28| 29

30| 3132|3334 |35(36)37,38] 39
° L ) oo (1]
o

40 | 41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49

50 | 51 | 52 | 63 | 64 | 55 | 66 | 67 | 58 | 556

111[001} 000 000|000{100(111 (000|000 100
010} 0111000 000 | 000 | 000 100[100] 001 {010
000! 000|110} 010(100| 000{ 011 [ 100 110 | 001
000} 000 | 001 ,000|011}1101 011 :110]100| 101
10011001101 {011 }1100{101;010{000] 0111101
001001100100 (110| 000|010 |010| 000 | 000
000( 100|000 | 110|000 | 000|011 010|000 | 101
000 {001 (100110 | 000 100 { 000 | 011 | 100 | 111
100100 | 000! 110 | 000 | 000 | GO0 | 000 | 000 | 001
000} 000| 001 { 000|000 | 110|100} 110 001 | 00O

60| 611 62| 63|64} 65|66) 67| 68) 69

700 71 | 72 | 73 (74 | 75 {76 |77 | 78 | 79

80|81 | 82}83!84|85) 86|87 88| 89

7. SIMULACION DE UN BOMBARDEO

Como aplicacién de la tabla obtenida en 6 vamos
a considerar el siguiente problema:

La probabilidad de destruir un puente al arrojar
una bomba desde un avién es 1/3. Hallar un valor
aproximado de la probabilidad de destruir el puente
arrojando 3 bombas.

La tabla 6 simula el proceso. Cada grupo de
tres digitos representa el lanzamiento de tres bom-
bas. El 1 significa éxito, el O fracaso.

Considerando las 100 ternas de la tabla se ve
que el puente queda destruido en 62 ocasiones:

62 _
p >~ —1-66— = 0,62

Este nimero se aproxima a la probabilidad p, que
se puede calcular tebricamente asi:
3
p=1 - (-3%) - 0,70

8. FABRICACION DE BOTELLAS

Supongamos que la pasta para fabricar 100 bote-
llas contiene 50 particulas extranas. Al final del
proceso de fabricacion se rechazan, por inservibles,

Del cuadro se deduce que en esta situacion han
resultado aceptables 61 botellas.

Hemos hecho una segunda simulacion, resultando
60 botellas buenas.

Estos resultados concuerdan con el hecho de
que la probabilidad tebérica de que una botella sea
aceptable es

p = (0,99)5° ~ 0,60

9. LA COLECCION DE CROMOS

Si tenemos curiosidad por saber cuéntos cromos
hay que comprar para rellenar un lbum, nada mejor
que simular la situacion.

Estableceremos hipétesis sencillas: todos los cro-
mos tienen la misma probabilidad de aparecer,
probabilidad que se mantiene constante a lo largo
del proceso; en cada sobre sélo entra un cromo
(el lector puede simular casos en que los sobres
traigan dos, o mds, cromos no repetidos).

En primer lugar hemos simulado situaciones en
las que hay un solo coleccionista, esto es, situacio-
nes en las que los cromos «repes» no se cambian.
Después hemos supuesto que hay dos (o mas)
coleccionistas, que extraen los cromos por turno
y que intercambian entre si los «repes» cada vez
que es posible.
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A continuacién se estudia el caso de una colec-
cidbn de 10 cromos y un solo coleccionista:

Después de haber generado con la calculadora
digitos equiprobables (véase 4), hemos obtenido
el siguiente resultado:

000 | 000 | 00 000 | 000 | O 000 { 000 | & [ 1 J

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Es decir, para completar el lbum hemos necesitado
comprar 30 cromos.

En otras simulaciones posteriores hemos visto
que se precisan 20, 21, 24, 20 y 36 cromos.

Considerando las seis simulaciones tenemos que,
por término medio, hay que «comprar» unos 25
cromos.

Para ver la influencia que tiene el hecho de que
se puedan cambiar los «repes», hemos supuesto
el caso de dos coleccionistas A y E que intercambian
cromos. repetidos siempre que el canje es posible:

El coleccionista A necesit6 comprar 29 cromos
y el B 14. En el cuadro figuran tachados con un
aspa los cromos que han sido cambiados.

En esta simulacibn se observa que el namero de
intercambios ha sido pequefio y que, ademés,
alguno de los cromos obtenidos por canje ha salido
posteriormente en los sobres.

He aqui los resultados obtenidos en otras simu-
laciones:

A 43 B35 ADB5 B25; A15 B15 A19, B29

La media, en los cinco casos en que se intercam-
bian los repetidos, es 28. El azar nos juega una mala
pasada pues, aparentemente, parece que es peor
cambiar. Esto es debido a que el nimero de cromos
por album es bajo; lo mismo que e! de coleccionistas.

(XXX e ;oooo o;ooo ecece|oee eecee|sccsce [0see eeecoe
. (X o0 eocoe .

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
eeoee 00000 00000 0000 00000 | 00000 0000 000 oo oo
seoe oo . .

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
(X ) 020900 [ 00000 00000 00000 00000 0000 oo (X} (XX ¥

oo ° (XXX N

20 21 22 23 | 24 25 26 27 28 29
(XX XX o0 (X XN ooooorooooo eeooe (X ° 00000 0000
. s . . . .

30 31 32 33 34 35 37 37 38 39
(XXX e0000 (0000 o XX (XXX ioooo o000 oo eecoe

(X X XN (XN .

40 41 42 43 44 45 46 47 48 49
XXX X eooee 0seoe ;;ooo ceee | oo oiooo 00000 | 00000 | 0000
® L X ) (XX ¥ (XX ¥ (XX eoe (XX XN

.

50 51 52 53 54 55 56 57 58 59

XXX X} 00000 (00000 00000 00000 o;;oo 00000 (00000 00000 ocov00
® ° (XX NN NN . 6c0eee | oo

60 61 62 63 64 65 66 67 68 69

(X X 00000 (00000 (00000 00000 00000 00000 00000 0000 (XX N N
oo (XX eoe (XX oe

70 71 72 73 74 75 76 77 78 79
secoe s0000 (0000 |00 00000 | 00000 | 00000 | 00000 | 00000 0o
(XX (XX N X} ) .

®

80 81 82 83 84 85 86 87 88 89
sevoe (XX X sosnve . XXX NN Y YN XY oo L X (XX
sscee (XXX ¥

90 91 92 93 94 95 96 97 98 99
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Prosigamos con el tema aumentando, ahora, el
numero de cromos. Supongamos un album de
100 cromos y un solo coleccionista. He aqui el
resultado:

Para completar el dlbum se ha necesitado com-
prar 559 cromos.

Hemos hecho una segunda simulacion en la que
han sido necesarios 529 cromos para terminar el
album.

Sorprende que sea necesario comprar mas de
cinco veces el nimero de cromos del album para
poderlo completar.

Para ver ta influencia del intercambio de cromos
hemos diseiado una experiencia en la que suponemas
tres albums de 100 cromos y tres coleccionistas
que se intercambian los «repes».

La simulacién ha sido llevada a cabo por tres
alumnos provistos de una calculadora programable
cada uno. Al principio de la experiencia han hecho
alto, para intercambiar los cromos repetidos, cada
10 cromos «adquiridos»; mas tarde han parado

para cambiar cada cinco cromos; y al final cada
vez que sacaban un cromo.

De este modo se ha visto que para completar
cada coleccion han hecho falta: 245, 246 y 293
cromos.

No deia de sorprender que en esta situacién muy
préxima a la real, haya que comprar dos veces y
media el nimero de cromos del dlbum para poder
completarlo.
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Aplicacion de las calculadoras programables
para el estudio de la posicion relativa de
dos rectas en el espacio afin.

Introduccion de los conceptos de matriz
definida positiva y norma

El trabajo que voy a presentar fue realizado en
un Seminario (un dia a la semana, entre el 2° y 3.¢°
trimestre) con las alumnas de C.0.U, que quisie-
ron asistir voluntariamente; y que en 3.° ya traba-
jaron con las calculadoras programables de bolsillo.

Este trabajo fue presentado por dichas alumnas
a un concurso que se realiza todos los anos, patro-
cinado por el centro.

Fue elegido por el alumnado, a fin de que se
pusiese de manifiesto c6mo una pequefia cacula-
dora programable puede ser tan interesante como
tener un ordengdor.

El tema ya lo habian visto, pues se trataba de la
posicién relativa de 2 rectas, 2 planos y una recta
y un plano. Ya sabemos que si estamos en un orde-
nador, en pantalta, nos puede aparecer, al introdu-
cir los datos de dos rectas, por ejemplo, SE CORTAN
SEGUN UN PUNTO, o bien, SON PARALELAS, etc.
Lo que es evidente, es que esto no es posible en
una calculadora, pues no hay caracteres alfabéticos.

El primer paso, fue reducir a niUmeros, cada uno
de los casos. Por ejemplo, si las rectas se cruzan,
aparece en pantalla un (1); si son secantes, un (2);
si son paralelas un (3) y si son coincidentes un (4).

Asi, si alguien necesita saber qué pasa con dos
rectas, debe introducir los datos de ambas rectas
y pulsando una tecla, obtener en pantalla un (1)
o un (2), etc.,, como ya dijimos antes.

Ahora bien, el trabajo del alumnado era todavia
mas complicado, pues ellas iban a exponer el des-
arrolio matematico, de forma que luego realizasen
la programacién. Entonces, para entrar en la pro-
gramacion, era preciso previamente realizar el es-
quema, que recibe el nombre de organigrama.

Tomamos las dos rectas:
Y TY, _z "1z

a2

a b c

_Y"Y, _z-1z,
a b’ ¢’
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y planteamos el sistema:

at —a't =x, —x , que sabemos tiene 3 ecua-
bt ~ bt =y, —vy, ciones y 2 inc6gnitas. Llama-
ct —ct' =12z, -z mos:
a—a a—a X, —Xx
A=fb—-b]; B=fb -b Y2 Y1
c-c c-c z, ~z
Caract se cruzan.

2, caract. ,numero de incég-
nitas, se cortan.
son paralelas.
numero de incog-
nitas, son coinci-

dentes.

Caract.

A) = 2, caract.
A =
A

Caract. (A

-0 Tow

(B
(B
= 1, caract. (B
= 1, caract. (B

Ahora, el problema estd en averiguar el procedi-
miento para llevar esto a un organigrama, que sobre
el programa nos va a dar las distintas bifurcacio-
nes mediante condiciones logicas.

El célculo de | B |, se hace por los adjuntos con-
juntos de la tltima columna, de modo que tenemos:

a-—a a-—a b -b
A= ,A—_— yA= ,
k b - b 2 c—c : c-—-c
entonces:
b-b
IB| = (x, ~ x,) 1=
c-—-c
a—a a—-a
_(Y2 _Y1) c -c, +(Zz —Z1) b __b'

" Catedratico (excedente) y Profesor Agregado del INB
«Emilia Pardo Bazén» de Madrid.



Asi, en el organigrama, llegamos a ver si:
Bl =0 6 |B|l=*0

M

se cruzan.

(2)

SONn secantes.

(3)

son péralelas.
si

(4) son coincidentes.
(figura 1)

Esto dltimo, debemos enlazarlo con el paso si-
guiente, que serd aquel en el que las rectas se cor-
ten y el que va a continuacidn, que es el que sean
paralelas.

Sabemos que si A, =0 y A, =0, entonces
A; = 0, por tanto, basta calcular los dos primeros,
y asi pasariamos al caso de ser paralelas.

Y si A, # 0, se cortan.

Ahora bien, aqui habia una cuestion delicada,
si Ay =0 vy no lo era A, entonces las rectas se
cortan y como hacer cada caso por separado supo-
nia muchos pasos de programacién, tras pensar
en ello, pusimos:

AL+ Al =0 &6 A |+]A,| %0
Continuando, con el siguiéfite paso, es decir, pa-

ralele_:s o coincidentes, tuvimos que calcular los de-
terminantes siguientes de la matriz B:

a )(2 —x1 a
b Y, - Y, [of

para asi, poner de manifiesto, el que la caracteris-
tica de B fuese 2 6 1 (figura 1).
De esta manera, ya estamos en condiciones de
poder realizar el programa, que en el caso concreto
¢

del seminario, se hizo para los tres tipos de calcu-
ladoras programables de bolsillo que teniamos.

En un seminario de C.0.U., seria interesante que
tras la discusidén y resolucion de un sistema lineal
del mismo nimero de ecuaciones que de incogni-
tas, les hiciésemos ver a los alumnos que la reso-
lucién directa no es la idénea para un ordenador.
Ahora bien, como no tenemos un ordenador, le
podemos sustituir por una calculadora programable.

La programacién directa de dos ecuaciones y dos
incognitas y tres y tres, resulta asequible, pues los
determinantes se pueden calcular directamente. Sin
embargo, de cuatro en adelante si hay dificultad
y cuanto mayor sea el niumero de incognitas, la
dificultad serd mayor. De ahi que se haya recurrido
a métodos de resolucidn, que se suelen llamar ite-
rativos.

En nuestro caso, veremos dos métodos:

a) Jacobi.
b) Gauss-Seidel (algunos autores le llaman
Seidel).

También veremos, aunque sin entrar en muchos
detalles las condiciones que se han de cumplir para
que se dé la convergencia del proceso iterativo. Y,
someramente hablaremos de los errores que se co-
meten. En fin, en C.0.U., para las alumnas de Cien-
cias, aungue sea un seminario ambicioso, pensamos
que merece la pena, ya que entramos en un campo,
como es el del célculo numérico, que ha sido bas-
tante olvidado en el Bachillerato y C.0.U.

El alumno debe conocer las calculadoras progra-
mables y haber trabajado procesos iterativos en
resolucion de ecuaciones algebraicas con una in-
cognita. Si no fuese asi, se precisaria de un semi-
nario previo, coincidente con el temario oficial (sis-
temas de ecuaciones lineales).

La idea expuesta podria desarrollarse en la forma
siguiente:

El primer trimestre, se puede dar el seminario
correspondiente a la resolucion de ecuaciones alge-
braicas por métodos iterativos y en el segundo, lo
que se explica en este articulo.

En el seminario previo, con la calculadora progra-
mada por nosotros de forma que se parase cuando el
«error» entre dos iteraciones consecutivas fuese
menor que una milésima, una diezmilésima, etc., el
trabajo a proponer seria, cOmo podriamos realizar
esto para un sistema de dos ecuaciones con dos
incognitas, etc., de modo que debemos introducir
la notaciébn matricial y de ello surgié el concepto
de norma de una matriz.

Por otro lado, estudiando la convergencia del
proceso iterativo, llegamos a la conclusidon de que
no todo sistema lo hace, por lo que un teorema
muy importante es el que dice:

«Si la matriz del sistema es real, simétrica (estos
dos conceptos estan en el programa de C.O.U.) y
definida positiva, entonces el sistema converge,
hacia la solucién, sea cual sea el valor inicial que
tomemos.»

Ayudado de varios ejemplos, voy a comprobar,
més detalladamente, lo que enuncia el teorema.

En primer lugar, yo pongo el sistema siguiente
de dos ecuaciones con dos incégnitas:

2x + y= 2
X —2y= -2
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Los alumnos, mediante cualquier método, lo re-
suelven y obtienen como resuttado:

x = 040 e y =120

Ahora, lo pongo para iterar, de la siguiente ma-
nera:

XEt = -2 4 2y
yEtr = 2 - 2x*

Lo programamos en la calculadora, y vemos que:

= 0 yo= 6
k=0, x'=- 2, y'= 2
k=1, x2= 2, y2= 6
k=2; x3= 10, y3=- 2
k=3, x¢=- 6 y*=-18
k=4; x5=-38 y5= 14
k=5 xt= 26, y&= 78

Podemos observar que el proceso diverge.

Si ahora vuelvo a ponerlo, pero de otra forma,
para iterar, nuestra sorpresa es grande, ya que ahora
si que converge.

Lo programamos haciéndolo el alumno. En este
caso, para el proceso iterativo, lo pongo asi:

1
k+1 =1 — .y
X 2y
porers L
xX0=0 , yo=0
=0, x'=1 , y' =1
k=1 x2=050, y2=150

k=2 x3=025 y3=125
k=3 x*=038 y*=113
k=4, x5=044, vy5=119
k=5 x8=041, vy& =122
k=6 x?=039 y’=120
k=7, x2=040 vy% =120

Como sabemos la solucion paro la calculadora.

Pero, si el sistema antes era divergente y ahora
es convergente, esto no parece serio. Me imagino
que para el alumnado esto tiene que hacer pensar
Y, sobre todo en esta materia, donde todo goza de
la exactitud.

Con esto se pone de manifiesto, que no todo es la
practica y que por eso hay que estudiar teoria. Los
enunciados de los teoremas tienen hip6tesis y tesis
y existe el teorema reciproco de uno dado. En otras
palabras, la condiciébn necesaria y suficiente.

«Si la matriz del sistema

a,,X, tax, . . ta x, =k
80X, T aX, vt A, = kg
X, T agX, T . + apaX, = k,
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es real, simétrica y definida positiva, entonces el
sistema escrito en la forma especial:

1 N
X, —5:1‘_ (ky = a,,%x;, — Cr T AgaX,)
X2 = ! (k, —ayx, ~a30Xn)
a,, >
I B
Xp = a ( [ an1x1 ann—txn—1)

converge a la solucion, sea cualquiera el valor
inicial que tomemos».

El reciproco no es cierto, como se comprobd6 en el
ejemplo, ya que puede converger, y sin embargo,
la matriz no ser definida positiva.

Para introducir el concepto de norma de una ma-
triz, basta que escribamos el sistema especial, en
forma matricial, es decir:

(k +1) ' !
x| 0 +a,. . . .+aj,
(k +1) ’ ‘
x), +a,, 0 . . . . +ta,,
k+ . . —
x{k+1) +ap, t+a,,. .=-0
(k) .
x1 1
(k) .
X2 2
+
(k) .
Xy ka
donde
, a,. . . . k,
a. = ..__u_, P % k. = —
3] a“ J y 1 ai/i

Aqui, me interesan los vectores columnas, 0 ma-
trices de n filas y una columna.

tk +1) (k)
X3 X
(k +1) (k)
X3 X5
S Y e
th 1) X(nk)

que se pueden escribir

y x~

7k+1

Si en la resolucién de ecuaciones algebraicas por
el método de iteracion escribiamos:

xkP1 — Xk < ¢

aqui, sera algo que me «mida» la diferencia de los vec-
tores. Entonces, ese algo que mide me lo da el con-
cepto de norma. Por tanto:

R = %Y) < e

Es conveniente que conozcan la existencia de
diferentes normas, que son:

a) |ixll, = méx ;]
by X, = X2+ x2+ ...+ x2
c) HRHy = Ix 0+ ixpl + oo+ Ixg]



Visto ya esto, me puedo entretener en que progra-
men las tres' normas, aunque pensando como siempre
en ahorro de pasos de programa, la gue mas interesa

es la ¢).
Para los interesados en trabajar en ello, el organi-

grama es el siguiente:

. . .
a11' a12’ k 1

a21 ! a22’ k2

gkt = Ax'0O + k*

le) B R(k+1i

no

Qxe = g0 <T

STOP

x(1l+1)

Tomo el sistema

2x + vy =3
x + 3y = -1

que en forma especial, es

x
i

(3 ~v)

(-1.-x

~<
!

1 x 3

k +1 —_—— —_
X 0 5 X 5
= +
yk + 1 . %_ 0 yk — %
Y £=10 3.
El programa para una HP-65, es el siguiente:
LBL STO 3 STO 5 2
A RCL 1 RCL 4 RCL 3
STO 1 CHS RCL 2 STO 1
R/S 1 - RCL 4
STO 2 - g STO 2
LBL 3 ABS GTO
1 + RCL 5 1
RCL 2 STO 4 + LBL
CHS RCL 3 EEX 2
3 RCL 1 3 RCL 3
+ - CHS R/S
2 g gx ~y RCL 4
+ ABS GTO RTN
TECLAS PANTALLA
0 0.
R/S 0.00
0] 0.
R/S 2.00
R/S — 1.00

Como final, explicaré brevemente en qué consiste
el método iterativo de Gauss-Seidel, y como labor
para otro seminario, serd el ver si todo lo dicho
anteriormente es valido sin més, o hay que hacer
algunas variaciones.

Este método consiste en que el valor inicial vy,
sirve para hallar x,, éste a su vez sirve para hallar y,,
etcétera. Este proceso de iteracion se puede escribir
de la forma siguiente:

1
xt 1= a,, (Ky = a,¥")

yk+1 = _al___z_ (K.2 — az1xk+1)
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AR £ OF OMENTAGION sk VENSITARA Yl

JUAN CASULLERAS REGAS. Doctor en Ciencias Exactas. Catedritico de Matematicas
del Instituto de Bachillerato Mild i Fontanals, de Barcelona.

MATEMATICAS 19°:

Se inicia la serie de mateméticas para Bgchillergtq en este
primer curso siguiendo, en lo esencial, el método ciclico. Mu-
chos de los temas ya los han estudiado los alumnos de E.G.B.,
pero aqui, naturalmente, se tratan ampliando lps conocimien-
tos adquiridos con anterioridad y que en Baq}’uller_ato se estu-
dian no s6lo con mayor amplitud y extension, sino relacio-
néndolos y situindolos en el contexto total y unitario de la
Matematica. El libro de Matematicas de 1° que nos ocupa de-
sarrolla siete grandes temas: Célculo combinatorio, los cuer-
pos de los niimeros reales y complejos, funciones polinomi-
cas y racionales, inecuaciones y sistemas, progresiones aritmé-
ticas y geométricas, aritmética comercial, interés compuesto
y anualidades.

MATEMATICAS 2°:

ionari i 1 i las aplicaciones del
t; o de MATEMATICAS 2° contiene un capitulo dedicado a e
cﬂglg‘;gsﬁt\oi:eﬁmal que es el lugar oportuno para completar estas ideas dentro de la ensenanza

media. . . . L toa.
Las lecciones dedicadas al espacio vectorial son en cierto modo més simples, por cugn

i i i A i E.GB.yen
es algebraicas son mis asequibles a alumnos que en la E.G
gf’gﬁf&“ﬁﬁﬁ?ﬁ?ﬁ?ﬁgn adguirido una cierta familiaridad con los calculos algebraicos.

MATEMATICAS 39: ) . .
La obra abarca cuatro grandes temas: Geometria, Trigonometria, Andlisis y Estadistica.

t) la trigonometria van intimamente ligadas. i
fgf ;(;?tﬁerrgnz bt:'tsicga del analisis como las nociones de derivada e integral se resuelven de

ica. La tltima parte de la obra se dedica a la estadfstica.
nmEiiol?t?l;cl:‘ cc:mplettla con ‘t)ablas auxiliares para el manejo de la distribucion r;_qnqgl ydur}g:
doscientos ejercicios y _problemas propuestos, que ayudan a la comprension y fijacion de

temas tratados en el indice.

GESAGICAS

JAVIER ETAYO, JOSE COLERA, ANDRES RUIZ

€c0d.

i

+ tos sin resolver y mas de doscientos resueltos.

JAVIER ETAYO, Catedritico de Geometria de la Universidad Complutense, de Madrid.
JOSE COLERA, Catedrético del Instituto de Bachillerato de Colmenar (Madrid).
ANDRES RUIZ, Catedritico del Instituto de Bachillerato “Rey Pastor”, de Madrid.

MATEMATICAS 19:

Cada uno de los conceptos estudiados aparece motivado
mediante una puesta en situacién, procurando con ello que
el alumno vea natural el proceso por el cual se desarrolla ca-
da una de las cuestiones, y que culmina en la expresion rigu-
rosa de las conclusiones obtenidas. Ejemplos resueltos y e-
jercicios propuestos al final de cada apartado completan la
comprension de lo estudiado en él, Al acabar cada unidad se
proponen bastantes ejercicios y problemas, cuidadosamente
escogidos y graduados en orden de dificultad.

Al final del libro aparecen unos trescientos ejercicios de
todo tipo, con los que se alcanza un total de unos ochocien-

MATEMATICAS 20°:

En cinco bloques de lecciones se distribuyen, de acuerdo con las exigencias del cuestionario,
las materias que corresponden a este curso.

En el primero de ellos se estudian las sucesiones, con los problemas fundamentales de con-
vergencia y limite; en el segundo, las funciones reales de variable rea! y su nocion bdsica, la
continuidad, gara pasar a tratar en el siguiente de algunas funciones particulares importantes,
exponencial, logaritmica funciones circulares. El bloque cuarto contempla un problema de
rango universal, la introduccién del cdlculo diferencial, junto-a la formacion de la integral inde-
finida. Finalmente hay un quinto bloque dedicado a la geometrfa con el estudio del plano y es-
pacio vectoriales y del plano affn.

MATEMATICAS 39:

De la trigonometria ya son conocidos por 2° de BUP sus conceptos fundamentales que, en
esta obra, se amplian hasta el punto en que es posible ampliarlos a 1o que es la razén principal
de su estudio, la determinacién de las relaciones métricas entre los elementos (lados, dngulos)
de un tridngulo. Lifgdo con la trigonometria por la importancia de su representacion, se abor-
da el nimero complejo y todas las operaciones realizables en el cuerpo complejo C,

d La Gltima parte del libro se dedica a la formacion de los conceptos fundamentales de la esta-
stica.

El p a de Mateméticas de COU prefigura un curso de Mateméticas de 1° de Universi-
dad o de Escuelas Técnicas y al mismo tiempo completa los temas sencillos que no hayan que-

dado suficientemente tratados en BUP.

La obra finaliza con tres capitulos dedicados al cilculo de probabilidades, donde se recuer-
algunos resultados conocidos. Y se introducen otros nuevos, como el teorema de Bayes,

para su utilizacién en experimentos compuestos.
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Es evidente y facilmente comprobable la ruptura
que existe entre el nivel de E.G.B. y el de B.U.P.

Las dificultades del paso de la E.G.B. a la Ense-~
flanza Media, han sido agudizadas por algunos

hechos que es necesario recordar:

La extension de la ensefianza a mayor n(imero de
hombres, que siendo un hecho positivo en una
sociedad democratica, comporta el riesgo de la
masificacion que puede suponer un deterioro de
los niveles de preparacion y una frustracion de los
que creen que los estudios llevan a una elevacion
social y econbémica.

La promocién casi automatica de un grado a otro
en E.G.B. que se ve deteriorda por la poca eficacia
de la ensefianza de recuperacion, la interpretacion
equivocada de la evaluacidon continua y la utilizacién
de los libros de consulta como libros de texto y
quizd para algunos profesores de forma dogmatica.

La desigual formacion y metodologia del profeso-
rado, que en el caso de Matematicas se agudiza al
considerar que buena parte del profesorado ha
tenido que reestudiar la materia, aprender nuevos
términos y simbolos y utilizar un lenguaje y unas
ideas que desconocian. Aunque hay que reconocer
el esfuerzo que han hecho muchos profesores
para ponerse al dia, es légico que esta situacion
probleméatica haya producido un cierto rechazo
institntivo hacia la mal llamada «mateméatica moder-
na» de la que no se ven claramente sus aplicaciones
y a la que se aleja de las motivaciones concretas
que rodean al alumno y del cultivo de los automa-
tismos de célculo y del bagaje geométrico que tra-
dicionalmente se ensefiaban en la escuela Primaria.
Es interesante destacar el abuso de los «conjuntos»,
no el estudio de la teoria de conjuntos que es algo
mas serio. Este abuso ha llevado en muchas ocasio-
nes a una siembra de errores, inexactitudes y pre-
juicios, asi como a una verborrea excesiva sin
ning(n soporte ni justificacién desde el punto de
vista cientifico o didactico.

Los desfases en la programacion, la falta de inves-
tigaciones psico-pedagbgicas donde se estudien
las causas del rechazo de los alumnos hacia algunas
materias y la falta de formacién en estos de habitos
de estudio trabajo.

Estos hechos que han sido corroborados por los
grupos de trabajo por la experiencia de la Inspeccién
en sus visitas a los centros, sugieren la necesidad
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de coordinar al maximo los programas de Bachillerato
con los de E.G.B,, pero no tanto sobre las previsiones
tebricas de los textos legales cuando sobre los
conocimientos y técnicas de trabajo realmente ad-
quiridos en el nivel de E.G.B.

En este sentido se han venido realizando en
varias provincias espafiolas y patrocinados por los
respectivos ICES, seminarios para tratar el tema
Coordinacion E.G.B.-B.U.P. en el drea de Matemé-
ticas, de algunos de ellos presentamos aqui un
breve resumen.

Desde el mes de noviembre de 1979 hasta el mes
de mayo se han desarrollado las actividades del
| Seminario Permanente de Matematicas del D.U.
de Valladolid.

Estaba integrado dicho seminario por profesores
de B.U.P. y C.0.U. tanto de centros estatales como
no estatales. Las actividades se encauzaron en
dos vertientes: cientifica y didactica.

La parte cientifica estuvo a cargo de profesores
de Universidad que presentaron una panordmica
actual y lineas abiertas de investigacion sobre los
temas: Geometria de curvas y concepto de proba-
bilidad.

La parte didéactica se llevd a cabo mediante la
formaciéon de tres grupos de trabajo. Uno de elios
encargado de estudiar la coordinacion de los progra-
mas de E.G.B. y B.U.P., y otros dos encargados de
estudiar y remodelar los programas de 1.°, 2.0, 3.°
y C.0.U.

Daremos solo en esta ocasién las conclusiones
del primer grupo de trabajo por encajar dentro del
tema que nos ocupa.

GRUPD WEE“@“GDOL@G%CG DIDACTICO
g+ EG.B.-1.¢ B UP '

El objetivo general de este grupo ha sido: esta-
blecer unas pautas o niveles basicos de referencia
a fin de que los profesores de E.G.B. y B.U.P. puedan
hacer la conexiébn necesaria entre ambos niveles,



evitando la dispersion de los alumnos ante el cambio
de profesorado y procurando la continuidad del
aprgnd_izaje tanto en cuanto a conocimientos como
a técnicas instrumentales.

Empezamos estudiando las principales dificu!-
tades que observan ios profesores de bachillerato
en los alumnos que vienen de la E.G.B., en cuanto a
conocimientos y utilizacién de las técnicas instru-
mentales.

_Las principales deficiencias contrastadas son las
siguientes:

— Ausencia del concepto de funcién, dominio e
imagen.

— Ausencia de [os conceptos geométricos de la
geometria del tridngulo, angulos, segmentos,
paralelismo y perpendicularidad, con todo lo
que supone respecto al proceso de resolucion
de problemas.

— Fallos en los automatismos de:

célculo con nGmeros racionales,
célculo con radicales,
resolucidon de ecuaciones,
simplificaciones.

Después de un estudio detenido de las principales
dificultades y sus posibles causas, llegamos a la
conclusion de que se deberian de elaborar unos
niveles bésicos de referencia para los profesores
de E.G.B., que al mismo tiempo que homogeneizaran
el nivel minimo de informacién y de formacién
matematica de los alumnos, sirvieran de apoyo a
los profesores para establecer la forma lo més
objetiva posible los niveles de promocion.

Consideramos que los contenidos que los alumnos
tendridan que haber asimilado al acabar 8.° E.G.B.,
son los siguientes:

— Conocimiento de los conjuntos numéricos:
Naturales, enteros, racionales decimales.

— Operaciones (adicién, sustracciéon, multipli-
cacion, divisidén, radicaciéon, potenciacién).
Automatismos del calculo.

— Simplificacion y racionalizacion.

-~ Divisibilidad en N.

— ldea de funcién. Representacion de funciones
sencillas.

— Concepto de polinomio y operaciones con
polinomios (adicion, sustraccién, mulitiplica-
cion, divisién). Automatizacién de dichas opera-
ciones. La regia de Ruffini.

— Proporcionalidad de magnitudes. Interés, regla
de tres, repartos proporcionales, etc.

— Resolucion de ecuaciones de primero y segundo
grado (analitica y graficamente). Estudio de las
parabédla.

— Resolucién de sistemas de dos ecuaciones
lineales con dos incognitas (analitica y grafi-
camente).

—— Estadistica descriptiva: Estudio de la media,
mediana y moda. Desviacién tipica. Represen-
taciones gréficas.

GEOMETHIA

Reconocimiento y observacion del paralelismo
y perpendicularidad en el plano y en el espacio.
Estudio de simetrias, giros y traslamon_es. )
Angulos inscritos y circunscritos en la circunferencia.
Su medida. Segmentos. Su medida.

Geometria del triangulo - Clasificacion, elementos
fundamentales de un tridngulo, propiedades mé-
tricas del tridngulo. lgualdad y semejanza.
Poligonos. Circunferencia. Circulo.

Areas de figuras planas.

Piramides. Tronco de pirdmide. Prismas. Conos.
Tronco de cono. Cilindros esfera. Descripcion y
elementos fundamentales. Cortes en la esfera.
Volumen de los cuerpos estudiados.

La reunién conjunta con profesores de E.G.B.,
fue aceptado este planteamiento y distribuidos los
contenidos en nlcleos tematicos por niveles.

Nivel de 6.°© E.G.B.

Conjuntos - E! conjunto de los nUmeros racionales
positivos y de los nimros decimales. Operaciones
con estos conjuntos numeéricos.

Aplicaciones  Divisibilidad en N. Simetrias. Giros.
Traslaciones.

Geometria ' Segmentos. Angulos y su medida.
Triangulos. Casos de igualdad. Relaciones métricas
en un triangulo. Poligonos.

Areas de figuras planas.
Posiciones de rectas y planos en el espacio.
Circunferencia y circulo.

Nivel 7.0

Conjuntos - El conjunto de los nimeros enteros.
Operaciones.

Aplicaciones: Funciones: dominio e imagen. Defi-
nicion de una funcion. Representaciones gréficas.
Ecuaciones de primer grado.
Resolucion numérica y gréfica.
Proporcionalidad entre magnitudes:

tres, interés, etc.

Geometria - Poliedros. Areas laterales y totales.
Cuerpos redondos. Areas.

Regla de

Nivel 8. E.G.B.

Conjuntos - De ios nimeros racionales. Operaciones
(adicién, sustraccion, multiplicacién, divisidén, po-
tenciacién con exponentes racionales.

Aplicaciones: Polinomios. Operaciones con poli-
nomios. Regla de Ruffini. Ecuacién de 2.° grado.
Representacion gréfica. Sistemas de ecuaciones
lineales. Representaciéon gréfica. Resolucion gra-
fica y numérica.

Geometria: Seme,anza de tridngulos.

Homotecia.

Representacion y elementos fundamentales en
la parabola.

Volimenes de los cuerpos estudiados.

Estadistica - Medidas de centralizacién: media, me-
diana y moda. Medidas de dispersion: desviacién
tipica. Representacidones gréficas.

METODOLOGIA

Debe procurarse gue el alumno vaya descubriendo
flas matematicas, por lo cual se utilizardn métodos
activos. Se cuidara la motivacién como medio para
qgue el alumno se interese por los conceptos mate-
maticos y desee trabajar activamente en ellos, para
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lo cual se intentarad adiestrrie en el estudio y en el
trabajo personal.

Como niveles minimos se intentara lograr lo:
siguiente:

Conjuntos numéricos. Que el alumno sepa dis-
tinguir los numeros naturales enteros, racionales,
decimales no racionales; que sepa ordenarlos y
representarlos sobre una recta. No se hard hincapié
en este nivel minimo, en el proceso de construccion
de los conjuntos numéricos.

Que el alumno comprenda las operaciones y sus
propiedades y sepa aplicarlas en la resolucién de
ejercicios y problemas. Que haya adquirido el
dominio de los automatismos de todas las operacio-
nes con numeros, excluida la radicacién con nimeros
negativos; insistiendo fundamentalmente en las
operaciones con numeros racionales, en las operacio-
nes con radicales y en la simplificacion de fracciones
algebriéicas.

Funciones. Que el alumno haya adquirido el
concepto de funciéon, distinguiendo dominio vy
rango. Que sepa representar funciones. Que haya
adquirido los automatismos de la resolucién de
ecuaciones y sistemas (las ecuaiones, de 1.2y 2.°
grado con coeficientes en Q; y los sistemas, de dos
ecuaciones con dos incognitas, lineales y con coefi-
cientes en Q). No es necesario en este nivel minimo,
el estudio de las inecuaciones y de las ecuaciones
y sistemas con coeficientes irracionales. Si es con-
veniente insistir en la resolucién de problemas que
planteen ecuaciones y sistemas de estos tipos. La
automatizacién de la resolucién de ecuaciones y
sistemas deberd haberse conseguido al terminar 8.°
por métodos numeéricos y gréaficos.

Polinomios. Que el alumno sepa definir, reconocer
y escribir polinomios y haya conseguido el automa-
tismo de las operaciones. Que sepa plantear y
resolver problemas de estos conceptos. No es nece-
sario, en este nivel minimo estudiar las estructuras.

Divisibilidad. Que el alumno haya adquirido el
concepto de m.c.d. y m.c.m. y haya automatizado
los mecanismos que llevan a su obtencién. Que sepa
resolver problemas de este tipo. La divisibilidad
se estudiard en N.

Geometria del plano. Que el alumno conozca y
maneje los conceptos geométricos elementales.
Que sepa demostrar algunos teoremas (por ejem-
plo: el teorema de la altura, del cateto, etc.) y asi se
va iniciando en el método deductivo. Que sepa
reconocer y medir los dngulos en una circunferencia.
Que sepa resolver algunos sencillos problemas por
el método grafico. Que conozca los criterios de
igualdad y semejanza de tridngulos. Que sepa des-
cribir y -caracterizar los diversos poligonos (los mas
utilizados).

En cuanto a la geometria del espacio, que se
estudiard fundamentaimente de forma descriptiva,
es necesario que los profesores cultiven la intuicién
espacial en sus alumnos, fundamentalmente en la
observacién del paralelismo y perpendicularidad en
el 'plano vy en el espacio. Que los alumnos conozcan
los principales cuerpos geométricos y sepan calcular
sus -4reas y volUmenes. Que sepan resolver proble-
mas relacionados con estos conceptos.

Estadistica, que se estudiara de forma descriptiva.
Hay que. procurar jue el alumno sepa interpretar
.-gréficos y ordenar, agrupar y clasificar los datos
para construir graficos. Que sepa calcular la media,
nediana, moda y desviaciéon tipica y resolver
sencillos problemas relacionados con estos con-
ieptos. ‘
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Si los alumnos llegaran de la E.G.B. con estos
niveles minimos adquiridos, el profesor de B.U.P.,,
podria, en el desarrollo del programa de Bachillerato,
insistir, respecto a los temas tratados en E.G.B,,
en los aspectos méas formativos de la matemaética,
como: el manejo de las estructuras algebréicas para
una mejor comprension y relacién entre los elementos
de los conjuntos estudiados; la mayor profundidad
en el formalismo matemético y la elaboracion de
sistemas normales, necesarios en la resolucién de
problemas.

M.2 Dolores de PRADA

EXPERIENCIA DE UN SEMINARIO
PERMANENTE DE MATEMATICAS
EN EXTREMADURA

En noviembre de 1977 el I.C.E. de Extremgdura
convocd una reunién para poner en funcionamiento
varios Seminarios permanentes con el fin de coordi-

.nar los niveles de Educacion General Béasica-Bachi-

llerato y analizar la problematica particular de las
respectivas materias en estos niveles.

El proyecto fue concebido con caracter abierto,
experimental, flexible y dotado de amplia capacidad
de gestion. Para materializar este proyecto se pensd
en constituir una Comisién por Seminario con cuatro
miembros de E.G.B. y cuatro de Bachillerato.

Quedd constituida la Comision de Matematicas
y se comenzardn las actividades animados con la
idea de encontrar procedimientos que permitieran
contrastar y extender experiencias realizadas en los
dos niveles interesados, tratando de evaluar resul-
tados y de detectar los factores fundamentales de
ensamblaje entre ambos. Por otra parte, era necesario
fijar un plan de trabajo y llevario a cabo con un
nimero suficiente de miembros procedentes de los
diversos estamentos implicados en la idea anterior-
mente descrita, procurando cubrir un amplio espec-
tro de opiniones.

Sin ignorar las interesantes conclusiones reflejadas
en el primer documento del Seminario de Coordina-
cion de Santander y en el de las reuniones celebra-
das en el I.N.C.1.E. en septiembre del 75, iniciamos
el trabajo con cierta improvisacién.

Los objetivos del Seminario, fijados en una de
sus primeras reuniones (Caceres, 12 noviembre
1977 fueron:

a) Elaborar una relaciéon de objetivos operativos
para E.G.B. y B.U.P., sefalando los contenidos
y los niveles minimos y maximos a aicanzar
en cada curso.

b) Elaborar un programa de actividades tenden-
tes a superar las dificultades encontradas en
el logro de los objetivos.

d) Estudiar algin sistema adecuado a emplear,
segln los casos, en la elaboracién de pruebas
y en el andlisis de resultados.

e) Confeccionary enviar encuestas a los Centros.

f) Participar en reuniones complementarias cuan-
do asi lo aconseje el interés de los encues-
tados.

En la primera etapa de funcionamiento del Semi-
nario, éste acordd desarrollar sus actividades con
miembros fijos y reuniones cada dos semanas, Mas
que miembros fijos éramos un conjunto de personas
comprometidas en Hevar a cabo un programa de



ponencias sobre cada uno de los temas especificados
en los cuestionarios oficiales de los niveles respecti-
vos, ponencias que deberian presentarse y discurtirse
en las sucesivas reuniones. En cada sesion habria
dos ponentes (uno de Bachillerato y otro de E.G.B.)
desigandos con criterio rotativo; los lugares de
reunion también tendrian este caracter, designan-
dose cada vez un Instituto o Colegio Nacional dis-
tinto.

El sistema anterior permiti6 que, sin mucho es-
fuerzo, asistieran a las reuniones otros Profesores
invitados que participaron en ellas con nuevos
puntos de vista en la discusién de las ponencias
correspondientes a esa reunién. También se obtuvo
de ésto la incorporacién al Seminario de nuevos
miembros permanentes interesados por este tipo
de actividades que presenciaban en su &mbito.

A lo latgo de las reuniones las ponencias se
sucedieron de forma muy variada, reflejandose en
cada caso distinta postura ante las Matematicas,
avalada siempre por sinceras intenciones de con-
traste con los deméds. Unas ponencias consistieron
en la exposicidon convencional de la programaciéon
corta de un tema; otras llegaron a plantear verdade-
ras innovaciones con clara incidencia en la conexién
entre los dos niveles de ensefianza que ocupaban
al Seminario. La documentacién correspondiente
—Cque Yo sepa— no estd recopilada en ningldn sitio
y, mucho menos, ordenada y sintetizada.

Hubo un momento en el que diversas razones
aconsejaron que el Seminario de Matematicas se
estructurara de acuerdo con otras directrices. No se
trataba de anular al primitivo Seminario de Distrito,
sino de disminuir la frecuencia de sus reuniones
(dejandola en una al trimestre) e introducir, al mismo
tiempo, unos Seminarios zonales que, debido a la
envergadura cobrada por el primero en la etapa
anterior, desarrollasen por separado las funciones
que ya no cabian dentro del esquema inicial. El
Seminario de Distrito potenciaria asi su labor coordi-
nadora y estaria constituido por una representaciéon
adecuada de los Seminarios zonales.

Las zonas elegidas tuvieron las siguientes deno-
minaciones:

a) Zafra (Badajoz).

b) Mérida (Badajoz).
¢) Plasencia (Céceres).

independientemente de las actividades conjuntas
del Seminario de Distrito, se debian enviar por
correo los documentos de trabajo de cada zona a
las demas.

Los Seminarios zonales no partieron de cero,
sino que continuaron la labor iniciada e incorporaron
valiosos miembros interesados. (Cada sector o
zona podia tener, en principio, hasta 20 partici-
pantes permanentes).

Las wltimas reuniones terminaron con el curso
1977-78.

Desde aqui manifiesto mi esperanza de reanuda-
cion. Aunque tengamos que volver a empezar.

Pedro FERNANDEZ TOLEDO

EXPERIENCIA DE COORDINACION DIDAC-
TICA DE LOS NIVELES E.G.B.-B.U.P. EN EL
B.U. DE SANTARNDER

Durante cuatro anos el {.C.E. de la Universidad de
Santander, ha realizado unos estudios de coordina-
cibn de niveles E.G.B. en las diversas asignaturas
y que han sido objeto de una publicacién.

Presentamos aqui el resumen de la experiencia
llevada a cabo en el Seminario Permanente de
Matematicas creado a tal efecto. Dicho Seminario
estuvo integrado por profesores de E.G.B. y B.U.P.
tanto de la ensefianza estatal como de la no estatal
y de las diversas catagorias administrativas. Se
considerdé que el Seminario debia recoger las inicia-
tivas del profesorado y ser el responable directo de
la elaboracién de los documentos previos y subsi-
guientes a las sucesivas jornadas de distrito.

Eiaboracién de Documentos de Coordinacion

Se comenz6 elaborando un «documento O» que
en las primeras Jordadas de Coordinacién Didéactica
sirvid de base, después de cuatro dias de reunion
con los Profesores asistentes, para !a elaboracion
del «documento 1», en el que se recogieron cuantas
aportaciones y sugerencias realizd el Profesorado.

Este mismo método de trabajo se utilizdo en las
sucesivas Jornadas. En cada una de ellas el «docu-
mento O» era el resuitado de las conclusiones defi-
nitivas de las Jornadas anteriores més los documen-
tos elaborados por el Seminario durante el curso.

Se procur6 asi, cumplir con los objetivos que
inicialmente se propusieron: progresividad, parti-
cipacién, cientificidad y realismo.

Perfeccionamiento de los Coordinadores

Si el perfeccionamiento del Profesorado es funda-
mental, tanto mas lo es el de aquellos Profesores
que han de dedicarse a coordinar a los demas.
Por tanto, parecié imprescindible un permanente
perfeccionamiento de los equipos de coordinacién
didactica.

Los equipos deberian ser capaces de:

— Evaluar programas y planes de trabajo.

— Diagnosticar y analizar los problemas plantea-
dos en ellos.

— Proponer en comdn alterntivas de solucion.

— Aplicar estrategias para la implantacion de
innovaciones. Esto implicaba la adquisicién
y desarrollo de conocimientos, habilidades y
y actitudes en los siguientes campos:

— Disefio y evaluacién del curriculum.

— Evolucién de las capacidades de la inteligencia.

— Animacién de grupos de trabajo y adquisicién
de técnicas necesarias para ello.

— Investigacién y planificaciéon de innovaciones
en las organizaciones educativas.

Coordinacion Didactica en Matematicas

Se planted inicialmente entre 8.° de E.G.B. y
1.© de B.U.P.

Nos preguntamos: ;Qué nivel minimo en Matema-
ticas debe alcanzar un alumno al terminar 8.° de
E.G.B.?
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¢Cuél debe ser el nivel minimo deseable para
comenzar los estudios de 1.°c de B.U.P.?

Establ.ecidos estos niveles debiamos proponer
estrategias conducentes a la consecucién de los
objetivos establecidos.

Desde una postura realista consideramos que el
alumno al terminar 8. de E.G.B. no domina los
mecanismos operativos, lo cual no ocurre solo al
terminar 8.° de E.G.B., sino que es una constante
a lo largo de todo el curso.

Por otro lado, es necesario que el alumno al
concluir la 2.2 etapa de E.G.B. se haya iniciado en
modo matematico de razonar.

Propusimos como objetivos primordiales:

a) Perfeccionamiento de. los automatismos.

b) Iniciacién al razonamiento matematico.

) Un desarrollo adecuado de la intuicion con
introducciéon progresiva del rigor, que el
alumno ird exigiendo, y no serd imposicion
del Profesor, en muchas ocasiones arbitrario.

Sin mutuos reproches, que a nada conducen,
era necesario acordar no s6lo lo que seria deseable
hacer, sino lo que se podria hacer, y estudiar solu-
ciones a los interrogantes planteados.

El Profesorado de B.U.P. desconoce muchas veces
los contenidos exigidos en E.G.B,, y en 1.° de B.U.P.
parte del supuesto de que el alumno posee algunos
conocimientos que no estan incluidos en los pro-
gramas de E.G.B. Valgan por ejemplo: Célculo con
radicales; Division de Polinomios; etc.

El profesorado de E.G.B. imparte a veces conoci-
mientos no exigidos en los programas. Sirvan tam-
bién los anteriores ejemplos. El motivo es conocido,
muchso textos de E.G.B. contienen temas no exigidos
en la programacion oficial.

Parece légico establecer un acuerdo y realizar
una division del trabajo. No es tan importante el que
un alumno conozca la estructura de cuerpo de Q
en 8.° de E.G.B., como el que sepa operar adecuada-
mente en dicho cuerpo. La estructura de cuerpo
parece mas adecuado estudiarla en B.U.P.

Estas y otras muchas cuestiones que estan en la
mente -de todos los docentes fueron las que nos
planteamos y a las cuales buscamos soluciones.
Los Documentos elaborados son una respuesta,
naturalmente, abierta a criticas y sugerencias.

Establecimos, por tanto, los nlcleos de agregacion
en cada curso con unas actividades previas deter-
minando los elementos integrantes del nucleo,
extableciendo unas experiencias de aprendizaje
y dando un modelo de evaluacion de! nicleo.

El desarrollo curricular elegido fue el propuesto
por Wheeler, que nos parecié el més adecuado a
nuestros propodsitos.

Si los objetivos propuestos para 8.° de E.G.B.
se hubieran cumplido quedaba asegurado que el
paso de E.G.B. a B.U.P. no supondria para el alumno
ninguna dificultad. El andlisis de los resultados
después de la primera etapa nos demostré que
para conseguir una coordinacién real era necesario:

a) - Realizar una programacion de al menos toda

‘ la 2.2 etapa de E.G.B. en el campo de la
Matematica.

b) Realizar una programacion de todo el B.U.P.
en la misma asignatura.

Estas dos tareas se consideraron como funda-
mentales y respetando los programas oficiales,
las Gltimas publicaciones del afio 1979 del |.C.E. de

la Universidad de Santander, contienen unas posi-
bles soluciones.

El proceso de coordinacion es lento y se tarda en
percibir resultados apreciables, pero esto no obsta
para que convinemos los mas ambiciosos objetivos
finales con modestos propésitos de cada dia.

En el momento actual la coordinacion en el Dis-
trito Universitario de Santander, es promovido por
gran parte del Profesorado, por los Centros de
Ensefianza Media, por la Universidad, por el |.C.E.,
por la Inspeccion de E.G.B. y por la inspeccién de
Ensefianza Media, pero sb6lo podra avanzar si un
nimero creciente de Profesores la valoran como una
auténtica exigencia profesional y consideran volun-
tad colectiva del Profesorado hacer de la educacion
y de la ensefianza obra coherente de todos.

Julio AMADO CASTANEDO

En octubre de 1976, al comienzo del curso aca-
démico, se hizo una prueba de exploracion inicial
para alumnos de 1.© de B.U.P. matriculedos en los
Institutos de la provincia de Cordoba. L. idea partid
del Seminario Permanente de Matematicas para
profesores de Bachillerato, y, contbé con la ayuda de
la tnspeccién de Ensefianza Media del Distrito vy
el I.C.E. de la Universidad de Cérdoba, que dentro
de sus actividades patrocinaba las del Seminario
Permanente, dirigido y coordinado por Ricardo
Rodriguez, catedratico de Matematicas de! [.N.B.
«Lopez Neyray de Cérdoba.

Tras analizar los resultados de la exploraciéon
inicial se vi6 la necesidad de conectar con el profe-
sorado de E.G.B. a fin de coordinar el paso de un
tipo de ensefianza a otra, buscando unos objetivos
y niveles minimos sobre los que montar una progra-
macion realista de 1.° de B.U.P.

La idea fue recogida por el I.C.E. y cuaj6 en unas
reuniones conjuntas entre profesores de 2.2 etapa
de E.G.B. y profesores de institutos, con el {(nico
objetivo de buscar unos niveles minimos de promo-
cion de un ciclo de ensefianza a otra.

Por otra parte se reunieron los profesores de E.G.B.
coordinados por el Inspector Jefe de Ensefianza
Primaria y por otra los profesores de B.U.P. Cada
grupo redact6 sus conclusiones y a continuacién
se celebraron varias reuniones conjuntas a fin de
concluir un programa comiin sobre la base de lo
trabajado por cada grupo.

El resultado fue el prbgrama siguiente:

1. Conjuntos, relaciones y aplicaciones.
Relaciones de pertenencia e inclusién. Union
e interseccion. Conjunto producto relacién
de equivalencia. Conjunto cociente. Con-
ciente de aplicacion: Tipos. Relacién de
orden. Representaciones gréficas.

2. Los conjuntos N, Z, Q. Dominio de los auto-
matismos del calculo, con conocimiento de



las propiedades que se emplean y en que
conjunto se actla. Manejo correcto de los
simbolos (el menor que, el paréntesis, el
corchete, el de idualdad, etc.).

3. Resoluciéon de ecuaciones de primer grado
en los distintos conjuntos numéricos N, Z, Q
(sgan’a conveniente resolver ecuaciones de
primer grado en anillos de congruencia).
Planteamiento, resolucién e interpretacion
de problemas de primer grado. Sistemas de
ecuaciones lineales.

4. Aplicaciones lineales y afines. La proporcio-
nalidad. Aplicaciones al céalculo comercial.

5 Segmentos y angulos generales. Medida vy
operaciones.

6. Poligonos. Conocimiento de los elementos
del poligono, particularizando para el trian-
gulo y el cuadrilatero.

7. Circunferencia y circulo. Propiedades y ele-
mentos. Angulos en la circunferencia.

8. Constlrucciones geométricas con regla vy
compés.

9. Areas y perimetros de las figuras planas.

10. Paralelismo y perpendicularidad en el espacio
(estudio a través del amanejo de los polie-
dros).

11. Areas y volimenes de prismas y pirdmides
(apoyado en la construccibn material de
los cuerpos).

12. Conocimiento material de las figuras de
revolucion. Areas y vollmenes. Tras estas
conclusiones, se monté por el I.C.E. un
curso para profesores de E.G.B., a fin de
desarrollar algunos de los temas anteriores,
atendiendo a contenidos, metodologia, pro-
gramacion, evaluacién.

El programa desarroliado fue el siguiente:

1. El cuerpo de los nimeros racionales: Distintas
formas de introducirlo: Ventajas e inconve-
nientes. Niveles minimos a alcanzar. Pruebas.

2. El anillo de polinomios en una indeterminada
con coeficientes racionales. Distintas formas d_e
introducirlo: Ventajas e inconvenientes. Ni-
veles minimos. Pruebas.

3. El subgrupo de los segmentos generales. Lon-
gitud de un segmento. Proporcionalidad de
segmentos, Niveles minimos. Pruebas.

4. Introduccién al concepto de angulo. Medidas
y relaciones entre angulos. Ninveles minimos.
Pruebas.

5. Introduccién al concepto de poligono. Ele-
mentos de un poligono y relaciones entre
ellos. Estudio especial de los triangulos y cua-
drilateros. Areas y perimetros, Niveles minimos.
Pruebas.

6. Circunferencia: Elementos y propiedades. An-
gulos en la circunferencia. Niveles minimos.
Pruebas. )

7. Construcciéon de elementos geométricos uti-
lizando regla y compads.

La forma de trabajo en el Seminaric fue la

siguiente:

— Un ponente desarrollaba el tema en cuanto
a sus contenidos cientificos; a continuacién
se discutia sobre la metodologia adecuada
al tema en la segunda etapa de E.G.B.,
incluyendo su adaptacién a los distintos
cursos; se determinaban los niveles minimos
de promociéon y se proponia una prueba
modelo de determinaciéon de esos niveles
minimos.

— Como conclusion del curso se llegd a la
conveniencia de extenderlo a un mayor
nimero de profesorado. la necesidad de
reuniones periodicas entre el profesorado
de B.U.P. v el de E.G.B. de los centros de
su zona de influencia y la posibilidad de
poner en practica, en plan experimental, un
programa de este tipo a fin de contrastar
sus resultados.

Ricardo Rodriguez

Es de todos sabido que existe una gran desco-
nexiéon no solamente entre los distintos niveles edu-
cativos, sino también entre los distintos centros
de un mismo nivel e incluso con frecuencia entre
distintos profesores de un mismo centro de ense-
flanza. Por otra parte, y cifiéndonos a una de las
materias que se ensefan en los niveles basico vy
medio, esto es, a la Matemaética, son conocidas las
dificultades que suelen tener los alumnos para la
compresion de esta asignatura. Es un hecho com-
probado que los porcentajes de éxito méas bajos
entre los estudiantes de estos niveles suelen ser
los relativos a esta asignatura.

Varios profesionales de la ensefanza de la Ma-
tematica, conscientes de esta problemética, decidi-
mos convocar al resto de los colegas con el fin
de hablar de estos problemas y estudiar qué se

podria hacer. Se celebré una primera reunidon en
el LN.B. «Viera y Clavijo», de La Laguna (Tenerife),
el 16 de diciembre de 1977, v en ella se acordd
empezar a trabajar para conseguir mejorar la ense-
fnanza de nuestra asignatura, haciéndose varias pro-
puestas para ser estudiadas y presentadas en la
siguiente reunidon. Estas quedaron resumidas en:
(a) Crear una Asociacidn de Profesores de Mate-
maticas. (b) Formar comisiones y equipos de tra-
bajo sobre cuestiones concretas. (c) Publicar una
revista o boletin en el que colabordsemos todos,
aportando por una parte las conclusiones de los
citados equipos de trabajo y por otra nuestras pro-
pias experiencias didacticas, notas bibliogréaficas,
etcétera.

En una segunda reunion celebrada el 20 de enero
de 1978 fueron aprobadas las propuestas anterio-
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res, por lo que en esa fecha comienza su andadura
la Sociedad Canaria de Profesores de Mateméticas,
a la que mas tarde, por necesidades formales, se
le denomin6é «lsaac Newton» en homenaje a ese
gran cientifico universal. En esa misma reunion fue
presentado un proyecto de estatutos, los cuales
fueron aprobados por los presentes con ligeras mo-
dificaciones. También fue creada una comisiébn ges-
tora encargada de regir la Sociedad hasta que la
misma fuese reconocida oficialmente. El 24 de sep-
tiembre fueron aprobados los estatutos por el Mi-
nisterio del Interior, y el 24 de noviembre se celebré
la primera Asamblea General en la que, tras infor-
marse de las gestiones realizadas, se procedié a la
eleccion de la Junta Directiva, segln lo previsto
en los estatutos.

Ya estaba la Sociedad formalizada, pero ahora
habia que darle vida, justificar su razé6n de ser.
No cabe duda que los primeros pasos estuvieron
llenos de dificultades. Cundi6é el desdnimo y todo
estuvo a punto de venirse abajo. No obstante, con
pasos algo inseguros y sin una linea de trabajo
muy definida, llegamos a la publicacién del primer
namero del boletin. Este, a pesar de los lbgicos
defectos de toda obra que comienza, tuvo una aco-
gida muy favorable, lo que nos dio animos para
seguir adelante con nuestros trabajos y pensar en
la elaboracion del segundo ndmero.

Segln iban surgiendo ideas, ibamos desarrollando
distintas actividades, entre las que podemos des-
tacar:

1) Homenaje al Catedritico de Mateméticas
del ILN.B. «Viera y Claviio», D. Luis Garcia
Fernandez. ‘

2) Conferencia sobre «Matemaética estructural,
matematica paradigmatica», a cargo de don
Luis Vigil Vdzquez, Catedritico de Anélisis
de la Universidad de Zaragoza.

3) Edicidon del nimero 1 del boletin en noviem-
bre de 1978.

4) Edicion del numero 2 del boletin en febrero
de 1979.

b) Encuesta sobre la opinidbn de los alumnos
respecto de la Matemaética, realizada entre
alumnos de 1.¢ y 2.° de B.U.P. y titulada
«La ensefianza de la Matemética en entre-

dicho». El nimero 3 del boletin fue dedicado

integramente a comentar esta encuesta.

6) Realizacion de un sondeo sobre el nivel ma-
tematico de los alumnos de 1.° de B.U.P.
en los institutos de la Regidén. Los resulta-
dos de este sondeo estdn resumidos en el
nGmero 2 del boletin.

7) Seminarios a cargo del Dr. D. Angel Isidoro
Martin sobre «lIntroduccién del Teorema de
Bayes en C.0.U.».

8) Investigacion entre los profesionales que no
utilizan la Matemaética habitualmente, a fin
de sacar conclusiones.

De todas las actividades que hemos desarrollado
hasta el momento, lo mas importante ha sido, sin
duda, la celebracion de las | Jornadas, que baio
el lema «La matemética en el bachillerato» reunie-
ron a mds de cincuenta colegas procedentes de
casi todas las islas del Archipiélago, los cuales du-
rante tres dias estudiaron diversos aspectos sobre
la problematica de la matematica en el bachillerato.
Asistieron a las mismas como profesores invitados,
don José Pascual Ibarra y D. José Colera Jiménez,
especialistas en didactica de la matemaética, los
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cuales aportaron valiosas sugerencias, fruto de sus
conocimientos y gran experiencia como ensenan-
tes.

La idea que nos llevd a celebrar las Jornad‘as
fue, como queda dicho més atrés, la de estudiar
los distintos aspectos que mas nos preocupan sobre
la problemética de la ensefianza de la matemética
en el Bachillerato. Con objeto de decidir qué as-
pectos concretos habrian de ser estudiados, se hizo
un sondeo entre los socios. Como resultado del
mismo, se acordaron desarrollar los siguientes temas :
(a) Conexi6n de la mateméatica de la E.G.B. con
la del B.U.P. (b) La Matemética y la formacion
integral del alumno. El problema de la motivacién.
(c) El seminario de matematicas en el B.U.P.
(d) El uso de la calculadora en el aula. Este Gltimo
tema fue debatido en una mesa redonda coordi-
nada por el profesor Colera Jiménez.

También es de resaltar la presencia de un grupo
de alumnos que constituyeron un grupo que ela-
bor6 un trabajo con el titulo «La matemética en
el B.U.P. Los alumnos opinany.

Por otra parte, el profesor José Carlos M. Piquero
del departamento de Metodologia y Didéctica de
la Universidad de La Laguna presenté una ponen-
cia sobre una experiencia pedagégica realizada con
alumnos de 1. del B.U.P. sobre el tema «Combi-
natoria y Binomio de Newton», que fue seguida
con gran interés por los asistentes.

La impresiébn que hemos sacado de estas | Jor-
nadas ha sido altamente positiva, por el interés
despertado en todos los participantes por obtener
de ellas algo fructifero y, sobre todo porque pue-
den ser las que sienten las bases sobre las futuras
lineas de trabajo de la Sociedad.

Las conclusiones obtenidas por los distintos equi-
pos de trabajo constituyen casi exclusivamente el
nimero 4 de nuestro boletin, aunque no pueden,
ni mucho menos, considerarse como definitivas.
Es obvio que asi sea, pues temas tan complejos
no podrian ser estudiados de forma exhaustiva en
s6lo tres dias. Tales conclusiones constituyen sen-
dos documentos de trabajo que han de elaborarse
de forma constante y continuada si queremos con-
seguir una verdadera mejora de la calidad de la
ensefianza de la Matemética. Por lo menos este era
el sentir general de los participantes en las Jorna-
das. Precisamente una de las ideas que prevalecian
en todos los equipos de trabajo era la necesidad
de que exista un contacto permanente entre todos,
que exista un intercambio de ideas y de experien-
cias y que se fomente la actividad investigadora.
A este respecto se apunté la idea de crear un cen-
tro de investigaciéon didéactica, pues tal actividad
estd bastante descuidada por parte de los profe-
sores.

Para terminar, queremos indicar a todos los co-
lega's que lean esto y estén interesados en la Mate-
matica, que nos agradaria tener ocasién de poder
contactar con ellos. También indicarles que, si lo
des’ean, pueden suscribirse a nuestro boletin, que
sera enviado por correo. La suscripcién por tres
ndmeros vale 400 pesetas, que pueden hacernos
llegar, bien por giro postal, o por talén nominativo
a las siguientes sefas:

Sociedad Canaria de Profesores de Matematicas

I.LN.B. de Tejina. Tenerife
Arnulfo SANTOS HERNANDEZ



TEMAS DEL COMGRESD SELECCIONADOS

101.

102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

Las Matematicas en la Fnsenanza Primaria
General.

CONFERENCIANTE,
SEGUIDO POR PANELES 102-104.

;Qué matemaiticas deberian dominar todos
los estudiantes al final de la ensefianza
primaria obligatoria ?

PANEL.

¢ Cudl deberia ser el curriculum de mateméticas
en los sistemas de ensefianza en donde mu-
chos alumnos /o dejan a muy temprana edad?
;Qué es esencial, deseable, opcional?

PANEL.

;Qué variaciones en objetivos y contenido
de las matematicas de la escuela primaria son
apropiadas en los diversos contextos sociales
y culturales?

PANEL.

¢Cudl es la situacion actual del movimiento de
«vuelta-a-lo-bdsico»? ;Qué significa «vuelta-
a-lo-bésicox?

CONFERENCIANTE.

;Cudles han sido los éxitos y fracasos de los
curricula de matematicas en los u/timos veinte
anos?

CONFERENCIANTE SEGUIDO POR PANEL.

¢Cuaéles deberian ser las principales corrientes
de los curricula de matematicas en la década
de los ochenta?

APORTACIONES PERSONALES DE CON-
FERENCIANTES CONSTITUYENDO UNA
PEQUENA CONFERENCIA,

Recomendaciones para el curriculum de Jos
anos ochenta, por diferentes comisiones
nacionales o internacionales.

PANEL.

;Cuéles son algunos de los modos alternativos
de organizar el curriculum escolar de mate-
méticas, incluyendo decisiones para las nece-
sidades generales de la sociedad, las especiales
necesidades técnicas y académicas, y las ne-
cesidades de los alumnos mds lentos 0 més
rapidos?

113.

121.

122.

123.

124.

125,

DISCUSION EN GRUPOS
SIGUIENDO A 101-08.

;Qué matematicas deberian dominar todos
los alumnos de escuela secundaria, y qué
otras matemaéticas deberian exponerse para
que se familiaricen con ellas?

CONFERENCIANTE SEGUIDO POR PANEL.

¢Qué nuevos temas deberian introducirse en
el curriculum de Mateméticas de la ensefianza
secundaria, como, por ejemplo: teoria de
grafos, teoria de juegos, matemética numérica,
teoria de la informacion? ;Es posible y acon-
sejable que elementos sencillos de esas teo-
rias encuentren un lugar adecuado en las
matematicas escolares?

PANEL.

/Qué es lo que puede y deberia ser e/iminado
del curriculum de matematicas de la escuela
secundaria para dejar sitio para aplicaciones
y para temas nuevos?

PANEL.

La relacion de las matemaéticas con Jas
ciencias bioldgicas ;qué campos de las
matematicas estdn implicados, como se de-
beria coordinar o integrar la ensefanza de
las matemaéticas y la biologia?

MINICONFERENCIA.

La relacion de las mateméticas con las
ciencias sociales: iqué campos de las mate-’
maéticas estdn implicados, como se deberia
coordinar o integrar la ensefianza de las
matematicas y las ciencias sociales?

MINICONFERENCIA.

La relaciobn de las mateméticas con las
ciencias fisicas y \a ingenieria’ jqué campos
de las mateméticas estan implicados, cédmo se
deberia coordinar o integrar la ensefanza
de las matemadticas y Jas ciencias fisicas?

MINICONFERENCIA.
;Cbémo pueden integrarse las matematicas,
la estadistica y |la ciencia de los ordenadores

en un programa de matematicas universitario
o de grado medio?

MINICONFERENCIA.

;Qué es lo que puede y deberia ser eliminado
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131.

132.

133.

141.

142.

143.

144,

145.

146.

147,

148.
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del curriculum de matematicas universitario
o de grado medio para dejar sitio a las
aplicaciones y a nuevos tdpicos?

PANEL.

;Qué métodos pedagdgicos son particular-
mente apropiados y efectivos en la ensefianza
de la aritmética a los adultos analfabetos?

PANEL.

¢Qué métodos pedagoégicos son particular-
mente apropiados y efectivos en la ensefianza
de la aritmética a los adultos alfabetizados?

PANEL.

Problemas referentes a clases de alumnos de
habilidades diferentes respecto a las mate-
maticas. Presentacion de métodos usados
con éxito al enfrentar estos problemas.

La ensefanza tradicional de las matematicas
escolares estd orientada hacia el dominio de
los contenidos prescritos. Otro obietivo es la
familiarizacién con los procesos matematicos,
por eiemplo, formulacidén y comprobacidon de
hipotesis, simulacién, demostracion, genera-
lizacién. ;Coémo se pueden coordinar estos
dos obietivos en la ensefianza de las mate-
maticas?

CONFERENCIANTE SEGUIDO POR PANEL.

¢Podemos definir mas precisamente los pa-
peles complementarios de intuicién y axio-
matica? jComo se puede desarrollar la intui-
cion, y cuando y como se deberia presentar
a los alumnos la demostracion?

CONFERENCIANTE.

¢Como se puede ensehar a resol/ver problemas ?
PANEL.

Uso y abuso de los /ibros de texto en la ense-
fianza de las matematicas.

PANEL.

¢Qué son algunos programas modélicos en la
ensefanza de las matematicas a distancia?

PANEL, PRESENTACION DE PROYECTOS.

iResultan efectivos los cursos integrados
para la ensefanza de las matematicas?

CONFERENCIANTE O PANEL.

¢Como se pueden usar las investigaciones
y proyectos matematicos llevados a cabo
por estudiantes, individualmente o en grupos
pequenos, para ayudar en la ensefianza de
las matematicas en el nivel primario y en el
secundario?

PANEL.

;/Como se puede utilizar la historia de las
mateméticas en la ensefanza de los mate-
maticos en las escuelas primaria y secundaria?

PANEL.

149.

150.

151.

161.

162.

171.

172.

173.

201.

202.

203.

204.

205.

;Qué materiales hay disponibles a escala
mundial para llevar las aplicaciones de las
matematicas a las escuelas?

CONFERENCIANTE.

Exitos y fracasos de la ensefianza individuali-
zada, incluyendo la ensefianza programada.
PANEL.

Exitos y fracasos de la ensefianza asistida por
ordenador (C.A.l).

PANEL.

Modelos de desarrollo del curriculum.
CONFERENCIANTE SEGUIDO POR
QUIENES YA HAN ACTUADO.

La /nstitucionalizacion del
curriculum de matematicas.
PRESENTACION DE PROYECTOS.

desarrollo del

La relacion entre el desarrollo del lenguaje
en los nifos y el desarrollo de los conceptos
matematicos en los nifos.

CONFERENCIANTE SEGUIDO POR PANEL.

La relacion entre la ensenanza del lenguaie
vy la ensenanza de las matematicas.

CONFERENCIANTE.

Los problemas de la ensefianza y el aprendi-
zaie de las mateméticas en una segunda
lengua.

PANEL.

El papel de las fracciones en la ensefianza
elemental, incluyendo un estudio comparativo
sobre la introduccién de las fracciones. En
resumen: fracciones, jpor qué y como?

DEBATE.

Aproximaciones alternativas a la ensefanza
del édlgebra en las escuelas secundarias.

PANEL.

¢Cudl es el lugar de la geometria en el curfi-
culum de la escuela elemental? ;Qué temas
de geometria se deberian incluir y cudnto tiem-
po se les deberia conceder? ;Qué conceptos
geométricos especiales deberian desarrollarse
en la escuela elemental y cOmo?

PANEL.

/Cual es el lugar de la geometria en el curri-
culum de la escuela secundaria? ¢Qué geo-
metria deberia ensefarse y a quiénes? Posi-
cién relativa y méritos de la geometria intuitiva
y axiomatica. La adecuada relacion de la geo-
metria y el algebra; las ventajas y desventaias
de una secuencia unificada.

DEBATE MAS MINICONFERENCIA.

La muerte de nivel
post-secundario.

DEBATE.

la geometria en el



206.

207.

208.

209.

210.

221,

222.

223.

224,

225.

Hay varias introducciones posibles a ta ense-
nanza de! analisis, por eiemplo, vectores.
;Qué método de ensefianza y modelos son
mas efectivos?

PANEL.

Panordmica sobre el tema de probabilidad
y estadistica en el nivel escolar.

CONFERENCIANTE SEGUIDO POR 208,
209.

El orden de presentacién de tdpicos en
probabilidad y estadistica para las escuelas
y su posible integracién con otras matematicas
en las escuelas.

La naturaleza de la estad/stica que ha de ense-
narse en las escuelas (descriptiva orientada
hacia las matematica), buenas fuentes de
datos sin elaborar; el uso de calculadoras de
boisillo en la ensefanza de la estadistica;
la division de las materias de estadistica y
probabilidad en materias obligatorias y op-
cionales.

MINICONFERENCIA.

;Deberia continuar siendo el céalculo el Unico
nucleo de las matematicas universitarias o de
grado medio? Si no, jqué alternativas debe-
rian considerarse?

DEBATE.

La teoria del algebra codificada se ha conver-
tido recientemente en un topico importante,
adecuado para ensefiar y de muchas aplica-
ciones. Proponemos una miniconferencia so-
bre estos tres aspectos.

MINICONFERENCIA,

Los algoritmos se han convertido en tema
importante recientemente, adecuado para
ensefiar y con muchas aplicaciones. Se
propone una miniconferencia sobre estos
tres aspectos.

MINICONFERENCIA.

La combinatoria se ha convertido reciente-
mente en tema importante, adecuado para
enseflar y con muchas aplicaciones. Se
propone una miniconferencia sobre estos
tres aspectos.

MINICONFERENCIA.

El analisis exploratorio de datos, se ha con-
vertido recientemente en un tema importante,
adecuado para ensefar y de muchas aplica-
ciones. Se propone una miniconferencia
sobre estos tres aspectos.

MINICONFERENCIA QUIZAS UTILIZANDO
PELICULAS ASA

Méximos y minimos sin célculo es un topico
que recientemente ha pasado a ser importante,
adecuado para ensefiar y con aplicaciones.
Se propone una miniconferencia sobre estos
tres aspectos.

MINICONFERENCIA.

301.

302.

311.

312.

313.

314.

315.

316.

321.

322.

226. La investigacibn operativa para plani-
ficacion y direccién se ha convertido reciente-
mente en un tépico importante, adecuado
para ensefar y con muchas aplicaciones.
Se propone una miniconferencia sobre estos
tres aspectos.

MINICONFERENCIA.

¢;Cuén estrechamente asociados deberian estar
los curricula de ordenadores y los de mate-
méticas? ;Deberian ser materias separadas
0 no?

DEBATE.

;Qué conocimiento, destrezas y actitudes
respecto a los ordenadores deberian formar
parte de los objetivos educativos? ;«Compu-
ter appreciation»? jlLenguajes? ;Programa-
cién? ;Cuéando y como?

PANEL.

;Como evolucionaran las matematicas esco-
lares con el uso extendido de las calculadoras
de bolsillo? ;Deberiamos pensar en una ola
de nuevos curricula de matematicas que
tenga quizds un profundo efecto sobre los
cimientos de las matematicas escolares?

CONFERENCIANTE SEGUIDO POR PA-
NELES 312-314.

{Co6bmo se vera afectado el curricuium escolar
del nivel primario por el uso extendido de las
calculadoras de bolsillo?

PANEL A CONTINUACION DEL CONFE-
RENCIANTE PRINCIPAL

iCoémo se veré afectado el curriculum escolar
del nivel secundario por el uso extendido de
las calculadoras de bolsillo?

PANEL A CONTINUACION DEL CONFE-
RENCIANTE PRINCIPAL

;Como se verd afectado el curriculum del
nivel post-secundario por el uso extendido
de las calculadoras de bolsillo ?

PANEL A CONTINUACION DEL CONFE-
RENCIANTE PRINCIPAL

iCuéanto afectard el uso temprano de las
calculadoras la adquisicion de los conceptos
numéricos y de las destrezas relacionadas
con el uso de los nimeros y operaciones?

PANEL.
El uso de las calculadoras programables en la

ensefianza de las matematicas.

MINICONFERENCIA.
Cursillo sobre «computer sofware packges
(M-lab, MACSYMA, SCRATCH PAD, etc.)

y sus implicaciones para la ensefianza de las
matematicas.

MINICONFERENCIA.
La ensefianza de literatura del computador.
PANEL.
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323.

401.

402.

403.

404.

411.

412.

413.

414,

415,

421.

94

Cursillo sobre microprocesadores y su impacto
sobre la ensefianza de las matematicas.

MINICONFERENCIA.

¢{Qué es un profesor de matematicas profe-
sional? ;Qué cualidades, conocimiento y ap-
titudes deberia tener un profesor? ;Puede
un programa de educacién de profesorado
adiestrar un profesor verdaderamente profe-
sional? ;Como se puede decidir si un indivi-
duo determinado puede llegar a ser o no
profesor de matematicas?

CONFERENCIANTE.

El dilema de los profesores entre ensefiar lo
que les gusta o ensefar lo que el alumno,
necesita conocer. jCudanta libertad deberian
tener los profesores para anadir materia,
cuédnta materia, qué profesores?

CONFERENCIANTE.

Una critica de las actuales tendencias en edu-

cacion del profesorado: primaria, secundaria,.

antes de estar en activo, estando en activo.

MINICONFERENCIA.

;Como asegurar la calidad de un programa de
educacion de profesores?

CONFERENCIANTE.

;Qué clase de preparacién matematica de-
beria tener un profesor de elemental en el
futuro?

PANEL.

;Coémo pueden integrarse el contenido mate-
matico y los métodos pedagégicos en la
formacién antes de estar en activo de los pro-
fesores de elemental?

;Qué clase de preparacion matematica de-
beria tener un profesor de secundaria en el
futuro?

¢{Cbmo pueden integrarse el contenido mate-
matico y los métodos pedagdgicos en la for-
macion antes de estar en activo de los profe-
sores de secundaria?

PANEL.

¢Cudl es la preparacion idénea en matema-
ticas y en pedagogia y qué mas es lo adecuado
para un profesor de grado medio de mate-
maticas?

DEBATE.

Los profesores en activo necesitan una forma-
cién por una serie de posibles razones tales
como: falta de conocimiento matematico,
deficiente preparaciéon antes de estar en ser-
vicio, necesidad de puesta al dia. ;Qué clases
de programas para profesores en activo han
tenido éxito en el profesorado de elemental ?

PANEL Y PRESENTACION DEPROYECTOS.

422.

423.

431.

432.

433.

434,

435.

436.

501.

Los profesores en activo necesitan formacién
continua por varias posibles razones: tales
como: falta de conocimiento matemaético,
deficiente preparacién antes de estar en ser-
vicio, necesidad de puesta al dia. ;Qué tipos
de programas para profesores en activo han
tenido éxito para el profesor de secundaria?

PANEL Y PRESENTACION DE PROYECTOS.

Los profesores en activo necesitan una forma-
ciébn continua por varias posibles razones,
tales como: falta de conocimiento matematico.
deficiente preparacion antes de estar en ser-
vicio, necesidad de puesta al dia. ;Cuales de
las caracteristicas de un programa para profe-
sores en activo son las mas importantes para
los profesores de post-secundaria y qué
programas han tenido éxito?

PANEL.

Las aplicaciones de las matemaéticas deben
jugar un papel cada vez mayor en la ensefianza
de las matematicas. ;Cuédles son las reper-
cusiones de este papel en la educacién de los
profesores de matematicas?

CONFERENCIANTE.

Estadistica y probabilidad deben jugar un
papel cada vez mayor en la enseflanza de las
matematicas. ;Cudles son las repercusiones
de este papel en la educacion de los profesores
de matematicas?

CONFERENCIANTE.

La evaluacion de los profesores y de su ense-
fanza. ;COmo se evalla a los profesores y a
su ensefanza en los distintos paises? ;Cémo
se deberian hacer tales evaluaciones?

CONFERENCIANTE SEGUIDO POR PANEL.

»

Servicios de apoyo para profesores de mate-
maticas, tales como especialistas en curricu-
lum, jefes de departamento, asistencia especial
para profesores principiantes, centros de pro-
fesorado.

PANEL.

Los ordenadores deben desempenar un papel
cada vez mayor en la ensefianza de las mate-
maéticas. (Cuéles son las implicaciones de este
papel para la formacién del profesor de ma-
tematicas?

CONFERENCIANTE.

Las calculadoras de bolsillo deben desempe-
far un papel creciente en la ensefanza de las
matemaéticas. ¢Cudles son las implicaciones
de este papel para la formacién del profesor
de mateméticas?

CONFERENCIANTE.

Metodologias alternativas para investiga-'
ci6on en la enseflanza de las matemaéticas:
el estudio de los casos orientado hacia los
disefios a gran escala .



502.

503-5.

506.

511.

512

513.

514.

521.

522.

Metodologias alternativas para la investiga-
cién en la enseflanza de las matematicas: e/
analisis exploratorio de datos orientado hacia
la estadistica cléasica.

DEBATE.

La serie de memorias de Begle sobre Investi-
gacion del Aprendizaje de las Matemiéticas.
El Gltimo de los grandes proyectos del profesor
Edward G. Begle fue una revision de la inves-
tigacién: «Variables criticas en la Ensefianza de
las Matematicas». Begle reviso la bibliografia
existente sobre los efectos de unas cien varia-
bles sobre los logros estudiantiles y dio reco-
mendaciones para la investigacion futura. En
estas series, la revisibn de Begle sobre un
subconjunto de estas variables se pondra al
dia, se extenderd y se pondran los cimientos
para la cooperacion mundial sobre la investi-
gacion futura y las presentaciones en los
congresos ulteriores. (Qué variables tienen
el mayor interés mundial ?

TRES MINICONFERENCIAS.

{Por qué las mujeres estan poco representa-
das en la ensefianza de las matematicas en
muchos paises?

PANEL.

El desarrollo de destrezas matematicas en los
nifios. (Como clasificar las destrezas matema-
ticas, como se desarroilan, cOmo se puede
ayudar a su desarrollo?

CONFERENCIANTE SEGUIDO POR PANEL.

El concepto de nimero en el nifio. Las investi-
gaciones recientes sugieren modificaciones
de algunas de las ideas de Piaget. En particu-
lar, estd en debate el pape! de la numeracién.

MINICONFERENCIA,

El concepto de espacio en el nifio. Enfasis
en la investigacién de «cruces-culturales» y
en los intentos para desarrollar los conceptos
espaciales.

MINICONFERENCIA.

Anélisis de los errores de los nifios en mate-
maticas.

MINICONFERENCIA.

La importancia de la filosofia y la historia de la
ciencia y de las matematicas para la ensefianza
de las mateméticas, por ejemplo, para la
comprensidn del crecimiento del conocimiento
y el desarroilo de los conceptos.

CONFERENCIANTE SEGUIDO POR UN
PANEL DE QUIENES YA HAN ACTUADO.

Contribuciones de la investigacién sobre
ensefianza de las ciencias a la ensefianza de
las matematicas.

MINICONFERENCIA.

523.

524.

525.

526.

601.

602.

603.

604.

605.

606.

611.

El papel de los /nstitutos de Investigacion
para el Trabajo Fundamental en la Ensefianza
de las Matematicas. Las ideas centrales y
ejemplos de su trabajo con especial énfasis
sobre investigacién metodolbgica y la relacién
entre teoria y practica.

MINICONFERENCIA.

La utilizacién de las matematicas para la
construccién de modelos matematicos en la
investigacion de la enserianza de las mate-
maticas.

CONFERENCIANTE.

¢Qué desean los profesores de elemental y
secundaria que les averigue la investigacion
sobre ensefianza de las matematicas?

PANEL DE PROFESORES.

La efectividad del uso de juegos para
aprender matematicas.

PANEL.

¢/Cuédles son algunas de las organizaciones
de curricula que se ocupan con éxito de los
alumnos superdotados? ;Qué métodos de
enseflanza ayudan con éxito al alumno su-
perdotado?

MINICONFERENCIA.

Las competiciones matematicas, torneos,
olimpiadas, etc. ;Qué sucede en los distintos
paises? ;Qué efectos tienen esas compe-
ticiones?

PANEL.

Problemas de la ensefianza de las matematicas
en zonas rurales. Eijemplos de aproximaciones
interesantes y con éxito a estos problemas.

MINICONFERENCIA'Y PRESENTACION DE
PROYECTOS

Contribuciones hechas por mujeres, a la
ensefianza de las matematicas.

CONFERENCIANTE.

{Coémo podemos meijorar la participacion de
las mujeres en la escuela y en las matematicas
de la post-secundaria? ;Cuéles son algunos
de los planes y proyectos que han tenido
éxito?

PANEL SEGUIDO POR UNA DISCUSION
EN GRUPO

{Por qué existen grupos a/ margen de la
corriente principal, subrepresentados, en ma-
tematicas en muchos paises? ;CoOmo pode-
mos mejorar la participacidon de estos grupos
en las matemaéticas escolares y post-secun-
darias? ;Cudles son algunos planes y pro-
yectos con éxito?

PANEL.
¢Cudles son las raices del fracaso de los
nifos para comprender las mateméticas en la

escuela primaria?
¢ Qué se puede hacer?

95



612.

613.

614.

615.

701.

702.

711.

712.

713.

801.

96

MINICONFERENCIA, POSIBLEMENTE
PELICULAS DE CLASES REALES. ;SABE
USTED DE ALGUNAS?

¢Cuédles son los problemas del estudiante en la
transicion desde las matematicas ensefadas
a los niflos a las mateméticas ensefadas a los
adolescentes? jQué mateméticas deberian
ensenarse a los jovenes adolescentes y como
deberian ensefiarse?

PANEL.

/Ha empeorado la preparacibn matematica
de los estudiantes de la escuela secundaria
para ios cursos de matematicas post-secun-
darias? ;Ha meiorado? ;Cuél ha sido la
experiencia en varios paises?

PANEL.

¢Cudles son algunos de los métodos de
ensefianza que se ocupan y ayudan con éxito
a los alumnos adultos mateméticamente-
analfabetos?

PANEL.

En muchos paises ha habido una disminucion
en el numero de estudiantes de post-secun-
daria enfocados hacia las matematicas. ;Por
qué ha ocurrido y qué puede hacerse?

PANEL.

Las pruebas: json beneficiosas o periudiciales ?
DEBATE.

Evaluacién de la actuacién de los alumnos
en matematicas: planes, procedimientos y
efectos. Revisibn mundial de opinién vy
practica junto con ejemplos de procedi-
mientos innovadores.

PANEL.

Evaluaciones nacionales en matemaéaticas.
Pruebas oficiales de logros matematicos en la
escuela.

PANEL.

Informes de fa .E.A. (Asociacién Internacio-
nal de Evaluacién) sobre anélisis de procesos
de las clases de Matematicas.

PANEL.

Informes de la I.E.A. (Asociacién Internacional
de Evaluacién) sobre Andlisis de curriculum
en Matematicas.

PANEL.

JQué es el proceso de matematiracién de
situaciones aienas a las matematicas y cémo
y como puede ensefarse?

PANEL.

801.

803.

804.

805.

806.

812.

813.

814.

901.

1000.

La ensenanza de las matematicas para que
los alumnos puedan aplicar/a  «Pura» orien-
tada a, o con, la aplicada; equilibrio entre
euristica y precision.

PANEL.

;Deberian las aplicaciones de tas mateméticas
ensefarse en clases separadas (en matema-
ticas aplicadas o en otras disciplinas?) o en
clases de matematicas orientadas hacia, o
motivadas por, o usar eiemplos de, aplica-
ciones?

DEBATE.

El uso de mddulos para introducir las mate-
maticas aplicadas en el curriculum.

PANEL.

Aproximacion a las matematicas a través
de las artes.

PANEL.

La relacidn entre las matematicas y el empleo
en diversas profesiones ;Qué matematicas
son necesarias para diferentes profesiones?
¢ Qué profesiones compensaria examinar?

PANEL O MINICONFERENCIA.

Programas de matemdtica aplicada en estu-
dios de grado medio o universitarios, basados
en debates coniuntos de alumnos y profesores
de facultad sobre los problemas de importan-
para la industria y suministrados por ella.

MINICONFERENCIA.

Informes de la industria sobre los puntos
fuertes y fos puntos débiles de la formacién
en las ciencias matematicas de /os nuevos
empleados, orientado principalmente este
estudio hacia el empleado que no es un profe-
sional de la ciencia matematica.

PANEL.

La educacion permanente en la industria ob-
jetivos, énfasis iniciales, aproximaciones di-
versas, como involucrar al sistema educacional
standard.

PANEL.

Los tres primeros ICMEs (Congreso Interna-
cional de Educacion Matematica) ;Han te-
nido algdn impacto sobre la ensefianza en las
clases? ;Y sobre la investigacién? ;Como se
podria evaluar el écito de un ICME?

PANEL.

Por favor, comuniquemos los proyectos in-
teresantes que conozca y que pudieran ser
solicitados para elaborar con ellos proyectos
para presentar en el Congreso.
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