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PROLOGO

Busco el lugar donde estoy en esta historia,

porque yo tambidn soy estadística.

La estadística esta desempeñando un importante papel ascendente en casi todas

las facetas del progreso humano. Al principio sólo era aplicada a los "asun-

tos de Estado", de donde procede su nombre; en la actualidad por su enorme in-

terds y múltiples aplicaciones la influencia de la estadística se extiende a

la economía, medicina, agricultura, física, política, psicología, sociología,

veterinaria y otros muchos campos de las ciencias experimentales.

En esta línea, la estadística tiene un lugar relevante en la nueva curricula

de las enseñanzas medias.

El alumno de Bachillerato debe poseer una formación estadística que le permi-

ta; por un lado, una fdcil comprensión de los gräficos y tdcnicas tan utiliza-

das hoy en dia por los medios de comunicación; por otro, una interpretación

correcta de los conceptos de amplia divulgación como son; salarios, deflación,

inflación, IPC, poder adquisitivo, evolución de una población, análisis curri-

cula de distintas disciplinas y tasas de las diferentes variables socioeconó-

micas.

En este Dossier—didäctico (ESTADISTICA DESCRIPTIVA / ESTADISTICA INFERENCIAL)

se pretende seleccionar aquellos conceptos indispensables que sean de utilidad

para el alumno.

Dossier—didäctico está enfocado preferentemente hacia actividades resueltas —

que sirvan para introducir y esclarecer la teoría de puntos más críticos, en

los que el estudiante continuamente se siente mas inseguro.



Los objetivos que se pretenden cubrir podemos resumirlos bäsicamente en los —

Siguientes:

a) La elaboración coherente de series de datos relativos a cual-

quier fenómeno de la vida real. Ayudandose para ello de las —

tdcnicas analíticas y graficas de esta materia.

b) Saber detectar la asociación o no entre dos o mas variables y

obtener las consecuencias de este hecho de operar en problemas

de decisión social, científica, económica, etc.

c) Interpretar conceptos tan utilizados hoy dia por los medios de

comunicación como inflación, deflación, IPC, poder adquisitivo,

tasas de natalidad, mortalidad, evolución económica, etc. Por

último conocer y manejar las principales fuentes estadísticas

elaboradas en nuestra país.
_	 _

La incorporación al aula de los elementos de este Dossier—didactico (DESCRIP-

TIVA / INFERENCIAL) y el buen uso de estos, puede plantear que las mismas ac-

tividades sean mas formativas y el proyecto educativo mas fiable.

Con mi mas profundo agradecimiento a los compelierais del Grupo MADRID—MARKOV

que han tenido la gentileza de colaborar en profundas discusiones sobre Do-

ssier—didactico (profesores: Prez Mateo, Perteguer MuFíoz, Alonso Delgado,

Soler León, Quirós Parra), y que tanto contribuyeron en su practica experi-

mental, entrego este libro al lector, deseandole feliz excursión por dl ...

y un saludo grato.

Madrid, noviembre de 1987.

LAFUENTE
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• ¿Qud es la Estadística?: Estadística en la vida. Conce p tos Generales. ¿Qud
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¿ QUE ES LA ESTADISTICA ?

"El pensamiento estadístico serd

un dia tan necesario para el ciudadano

eficiente como la capacidad de leer y

escribir"

H.G. OJELLS

• Estadistica en la vida.

• Conceptos Generales (Poblaci6n Estadistica. Unidad estadís-

tica. Caracteres. Muestra).

• ¿Qué es la Estadistica?

• ¿Qué es la Probabilidad?

• Estadistica:

Estadistica Descriptiva

Estadistica Inferencial
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Estadistica en la vida

Habrás observado tó mismo que toda entidad de cierta im p ortan-

cia, tanto oficial como privada, controla sus actividades estableciendo sus

estudios estadísticos.

La Estadistica tiene un origen etimológico oscuro. Proceda del

latín "status" (situación), del griego "statera" (balanza) o del alemán --

"staat" (Estado), lo cierto es que encierra estas tres ideas, ya que estu-

dia la situación de personas o cosas midiendo o pesando los hechos someti-

dos a su estudio en beneficio de una unidad científica, política o social.

Existe, pues, un convencimiento casi general de que el lengua-

je estadístico irá asumiendo cada vez mayor relieve en las ciencias aplica-

das (Economia, Ciencias de la Información, Historia, Biología, Medicina, --

Pedagogía, Psicología, Políticas, Ingeniería, ...)

A juicio de Atkinson, "es un hecho histórico familiar que a me-
_

dida que la ciencia progresa, sus teorías se van haciendo más y más esta-

dísticas en la forma".

CONCEPTOS GENERA' FS

e Población estadística o colectivo

Conjunto de elementos (existentes o posibles) sobre el cual van a recaer

las observaciones. Por elemento entendemos cualquier persona, animal, co-

sa, operacidn, familia, institucidn, etc.

Las poblaciones podrán ser finitas o infinitas, dependiendo del nÖmero de

elementos que las forman.

e Unidad estadística o individuo

Cada uno de los elementos que componen la poblacidn estadística. El indi-



viduo es un ente observable que puede ser una persona, animal, cosa, o —

incluso algo abstracto.

• Caracteres

La observacidn del individuo la describimos mediante uno o ms caracteres.
El cardcter es, por tanto, una propiedad inherente en el individuo.

Conviene distinguir entre caracteres cuantitativos y caracteres cualita-

tivos:

a) Cardcter cuantitativo: Es el cardcter que es medible, esto

es, se puede cuantificar, como, por ejemplo, la edad, el pe-

so y la estatura de las personas.

b) Caräcter cualitativo: Es el cardoter que no es medible, como,

por ejemplo, el color del pelo, el sexo, etc.

• Muestra

Cualquier subconjuhto de una pablacidn. La muestra hace siempre referencia

a una poblacidn de la cual es parte.

Supongamos que observamos un cardoter de la poblacidn. Por ejemplo, consi-

deramos la estatura de los universitarios espah"oles (poblacidn). Paralela-

mente, observamos la estatura de 500 universitarios esparríoles (muestra).

Es claro que, dada una misma poblacidn, podemos tener distintas poblacio-

nes de observaciones y, consiguientemente, distintas muestras, según que

estudiemos uno u otro carácter. Así, con los mismos universitarios espa -río-

les, podíamos haber considerado su altura, su peso, su capacidad intelec-

tual. etc.

"Se suelen tomar muestras cuando es dificil o costosa la obser-

vacidn de todos los elementos de la poblacidn estadística".

6

El nómero de elementos de la muestra se llama "tamaiio de la muestra".



¿QUE ES LA ESTADISTICA?

Dificil resulta definirla y ro se ha llegado a un acuerdo. Qui:a se pudie-
ra definir:

"Es la ciencia c disciplina que recoge, ordena y analiza los —

datos de una muestra, extraída de cierta poblacidn, y que, a —

partir de esa muestra, validndose del Calculo de Probabilidades,

se encarga de hacer inferencias (predicciones y generalizacio-

nes) acerca de la poblacidn estadística".

Se hace necesario distinguir entre Estadistica, estadísticas y estadístico

(o estadísticos).

ESTADISTICA: Es la ciencia acabada de definir.

Estadísticas: Son los resultados numdricos obtenidos mediante la Estadisti-

ca. Por - jemolo, consumo medio semanal de leche por familia,

número de accidentes de trafico durante un mes, etc.

Estadístico: Valor numdrico obtenido a partir de los valores presentados —

por una muestra. Así, por ejemplo, sera estadístico la media

aritmdtica de ocho observaciones de una muestra. Supongamos —

que dstas son: 3, 12, 6, 7, 7 9 10, 6, 6.

¿QUE ES PROBABILIDAD?

El delicado problema de la definiciön de probabilidad ha preocupado desde

la Antigüedad a matemdticos y filósofos, todavía hoy divide a unos y a o-

tros. Para Aristóteles "lo probable es lo que ocurre con frecuencia". A —

esta "definición" imprecisa (perfeccionada despuds), se oponen definicio-

nes de tipo subjetivo, asir si en una urna tenemos e bolas iguales salvo

en el color (blanca, negra, amarilla, roja, azul) y extraemos una bola al

—7



3 + 12 4. 6 + 7 + 7 + 10 + 6 + 6 

6	
_ 7'625

azar; diremos que todas las bolas tienen "la misma probabilidad" de salir.

Si entre las 6 bolas hay 3 blancas diremos que la probabilidad de obtener -
3

bola blanca es p.	 , y en general:
6

"La probabilidad p de que ocurra un acontecimiento es igual al

nömero de casos favorables sobre el nömero de casos posibles:

número de casos favorables 
-

número dE casos posibles

"En Estadistica inferencial, la Probabilidad es el puente que nos permite

pasar vglidamente de la muestra a la poblacidn, en otras palabras:

La Probabilidad legitima el salto desde las características co-

nocidas de la muestra hasta las características desconocidas de

la poblacidn".

Serg un estadístico la media aritm gtica de las puntuaciones, es

decir:

Por supuesto, estadístico es, tambi gn, usado para denominar a la

persona que se dedica a la Estadística.

Segun la definicidn dada, la Estadistica consta de dos partes fundamentales:

a) Estadistica descriptiva

Tiene como cometido describir una muestra, esto es, recoger,

ordenar y analizar los datos de una muestra.

b) Estadística inferencial 

Cuyo cometido es hacer inferencias sobre la poblacidn, a par-

tir de la muestra. Para hacer predicciones y generalizaciones

sobre la poblaciön es necesario utilizar la Probabilidad.



ESTADISTICA DESCRIPTIVA

e Ordenación de datos.

• Distribuciones de un carActer.

• Representaciones graficas.

• Medidas de tendencia central.

• Medidas de dispersin o concentracidn.

• Elaboración de una encuesta.
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"FIN CE CURSO"

Al terminar el curso, Javi,

Pipo y Tony se reunen en su

club

JAVI:

¡He aprobado todo! ¡Ya —

he acabado la E.G.S. y he —

obtenido el Graduado Esco-

lar!.

TON Y:

¡Yo tengo un Certificado

de Estudios Primarios!.

PIPO:

¡Yo todavía no he acabado la E.G.S.!, pero ... quisiera saber cuanta gente

obtiene el Graduado Escolar.

TON Y:

¿Por oud no buscamos al profesor de matemáticas del Instituto para pregun-

társelo?.



Vamos a representar los da-

tos gráficamente. Hay varios

métodos de representaci6n, —

segör el caso estudiado nos

interesaran unos u otros.

En nuestro caso, veamos pri-

mero el GRAFICO DE LINEA. —

Estudiaremos cuántas perso-

nas han obtenido el Graduado

Escolar en los diferentes a-

ños.

Sobre el eje OX representare-

mos la variable independiente

6 tiempo y sobre el eje OY la

variable dependiente del tiem-

— 12 —

TONY:

¡Hola Sr. Profesor!. ¡Queremos saber cuánta gente obtiene el Graduado Es-

colar!.

PROFESOR:

¡Sueno, bueno!, ¡busquen datos en el colegio del barrio de los últimos —

años!. ¡Aquí está el n g de Graduados y el ng de Certificados cue han sido —

expedidos en los últimos años en este colegio!.

AÑO 1980 1961 1982 1983 1984 1985 1986 1987

73RADUADO

ESCOLAR

110 90 102 95 100 92 84 80

DERTIFICADO

DE ESTUDIOS

12 35 20 30 22 32 40 45

po; en nuestro caso el ng de personas que han obtenido el Graduado Escolar.
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Las unidades sobre los ejes no tienen porqud ser iguales, puesto que las dos

variables reoresentan cantidades esencialmente distintas.

El cero se representa sobre el eje vertical, pero no tiene representaci6n so-

bre el eje horizontal.

120'-

100—

SG -

o (fl
co	 co	 co	 2 	03	 co	 co

cn	 cr)

AK1 O

Los puntos se sitdan en el sistema de coordenadas, sacändolos de la tabla,

por ejemplo (1983, 95)

d.



EL S I GUIENTE GRA'F%co SE LLAMA: GRAP‘CO

Ikr..A% o ttAGRAMA ÆeAQ.RAS, LAS

ANCHURAS bE LAS eARRAN soN

GUALES e `I SE PUECE	 CuM-CLUIER.

A rl Kt;J. o CON T AL DE QUE LAS %ARRAS

No SE SoLAPEN • LAS ALI-119-A5 DE LAS
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Veamos otra forma:

%ARRAS SoN 7go?c9.c.‘oNALES A LA

REcu gN ct A	 bE LA	 rtoDALIDAb 0.0E.

RZPRE's e N TA.

Alío



representa a 20 personas que han obtenido el GraduadoSi

1981 —

1982 —

1983_

1984—

198°	 cY41.

1985 _

1986— 

dk3

1cLAko l	 TArte n EN ?oC. EhO% RE-

PR CSENTAR LAS DoS vA.RAMILES

JUNTAS ... LOS QUE 0%1-IENipj

EL GR A DUADo E%coLAR y
Lo% QuE ot,TICSENI

UN C...RT\FICADC
DE erruplo3

1987—

k\l

/ /
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Con estos datos podemos utilizar un tercer mdtodo; que es el diagrama de fi-

guras o PICTOGRAMA, y es un mdtodo muy llamativo y original de re presentar —

datos mediante figuras, por ejemplo:

Escolar, podríamos formar el siguiente PICTOGRAMA:



GR ADUAO0 ESCOLAR

CERTIFICADO DE ESTUDIOS

120 —

100—

SO

60

4-0

1	 t	 1
o

n
20 - /

Ar'

-1E—

Si queremos representar dos variables juntas, por ejemplo, el n g de personas

que obtienen el Graduado Escolar y el ng de personas que piden un Certifica-

do de Estudios, podríamos representar los datos de la siguiente manera:

GRAFICO DE LINEA:

o	 e	 Ui	 LO	 N
 

co	 03	 2	 03	 03	 CD	 cocn	 cn e



YENEetoS et Ectto
uJ ESTUbIo

tob^ ESPAÑA

DIAGRAMA DE EARRAS:

120

100 —

SO

60 —

20—

o

— 17
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AÑ o
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PROFESOR:

Hay un estudio de toda Es paña. Esperar que lo busco •.. ¡a quí est!

(resultados en cientos)	 Veamos:

GRADUADO

ESCOLAR

'	CERTIFICADO

DE ESTUDIOS

CATALUÑA 48

ARAGON 427 32'1

ASTURIAS 4872 33'58

CASTILLA—LEON 4888 34'35

BALEARES 496 245

CASTILLA—LA MANCHA 48'3 30°7

EXTREMADURA 42'4 336

MADRID	 _ 46'5 38

ANDALUCIA 36'7 4028

CANTABRIA 60'2 262

NAVARRA 36'3 30'1

GALICIA 322 408

CANARIAS 47 355
—

LA RIOJA 30'9 18'1

VASCONGADAS 386 23'4

MURCIA 48 36'5

VALENCIA 406 35'5

CEUTA—MELILLA 774 14'7

NUMERO TOTAL DE ALUMNOS 823 x 100 568'41 x 100
(resultados

imaginarios)
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DISTRIBUCION POR AUTONOMIAS DE LOS RESULTADOS AL FINAL DE LOS ESTUDIOS

SO

ALUMNOS QUE OBTIENEN GRADUADO ESCOLAR

:::=2 ALUMNOS QUE OBTIENEN CERTIFICADO DE ESTUDIOS

donde

Alumnos que obtienen Graduado Escolar 	  823

Alumnos que obtienen Certificado de Estudios 	  568'41

Los resultados vienen expresados en cientos, en consecuencia, alumnos Gradua-

do Escolar . 82.300, alumnos Certificados de Estudios . 56.841.



DE BARRAS , ?e-eo

vAllo g A vER uNA

REFZETENTACioni

e,f!PILA

cg
T:L1

MucAó : EL

'AGRAMA

5EcrOR.

sz	 eS E L D%Ac,r2-AtlA

Os voy a explicar un mdtodo de re-7

presentacidn cue se utiliza bastan-

te, es el "DIAGRAMA DE SEDTCR".

Consiste en representar mediante —

sectores circulares, las distintas

modalidades de una variable. Cada

una de las modalidades se represen-

ta proporcionalmente a los 360g del

circulo.

Susored CU3 el resultado definitivo al terminar la E.G,E. fud el siguiente:

RESULTADOS	 (en cientos)

GRADUADO
ESCOLAR

823

CERTIFICAZ

DE ESTUDIOS
568'41

NO ACABAN

E.G.S.
108'59

r SUMA 	  1500

dividimos proporcionalmente los 350Q del circulo:

823
Graduado Escolar .	 x 3E02 = 197'52g

1500



Certificado de Estudies -
	 565'41

1530
x 3ac g . 136'422

ALUMNOS QUE OBTIENEN EL GRADUADO ESCOLAR

108'59 
No acaban E.G.B. =	 x :532 . 260E2

1500

RESULTADOS CBTENIDDS AL FINAL 2E E.G.E. MEDIANTE "CIAGRAMA DE SECTOR".

ALUMNOS QUE NO ACABAN E.G.S.

</,:1-.57	 ALUMNOS CON CERTIFICADO DE ESTUDIOS
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ALUMNOS QUE OBTIENEN GRADUADO ESCOLAR

ALUMNOS QUE OBTIENEN CERTIFICADO DE ESTUDIOS

t-tizttp,KITE	 u



- 93 .

ACTIVIDADES
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	 RECUERDA

Individuo: Es un ente observable que no tiene poroud ser una persona, pue-

de ser un objeto, un animal, una cosa, o algo abstracto.

Poblacidn: Es el conjunto de todos los individuos donde van a recaer las —

observaciones.

Muestra: Es un subconjunto de individuos de la poblacidn. Se suelen tomar

muestras cuando es diffcil o costosa la observacidn de todos —

los individuos de la poblacidn.

Caracteres: La observacidn del individuo la describimos mediante uno o ms
caracteres. Hay caracteres medibles, es decir, se pueden cuan-

tificar: el peso, la altura, etc. Y caracteres no medibles: el

sexo, color del pelo, etc.

A los caracteres medibles se les llama "caracteres cuantitativos".

A los caracteres no medibles se les llama "caracteres cualitativos".

Modalidades: Un cardcter puede tener distintas modalidades, de esta forma:

— Un cardcter cuantitativo: "el peso" puede adoptar las modalidades:

ocho aFlos, diez aiios, quince &íos, etc.

— Un cardcter cualitativo: "el estado civil" puede adoptar las moda-

lidades:

soltero, casado, separado, viudo, etc.

Variables estadísticas: Las diferentes modalidades de un cardcter cuantita-

tivo adoptan valores numdricos. A estos valores numdricos se —

los llama "variable estadística".

Las variables estadísticas se clasifican:

VARIABLE ESTADISTICA DISCRETA: Son aquellas que toman valores aisla-

dos, y no pueden tomar ningön valor entre dos valores consecutivos —

fijados. Ejemplo:
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número de enfermos de un hospital: 3, 4, 5, 6, ...

no puede haber: 3'5, 4'2, 5'7, 6'3, 	 enfermos.

VARIABLE ESTADISTICA CONTINUA: Son a quellas que pueden tomar infinitos

valores en un intervalo dado, esto es, pueden tomar valores entre dos

valores consecutivos fijados. Ejemplo:

altura de las personas: 170 metros, 180 metros, 185 metros, ...

puede haber personas: 173 metros, 174 metros, 176 metros, ...

ORGANIZACION DE DATOS 

Nos ocupamos ahora de ordenar los datos obtenidos en la ocservacián de una —

muestra o poblacián.

Piensa que una variable estadística X puede tomar distintos va-

lores 7 X 1.1 X21 X37 ..., X	 y cada uno de stos valores puede —0_

aparecer repetido ms de una vez.

• RECORRIDO D'AMPLITUD: Es la diferencia entre el mayor y el menor de los —

valores que forman la variable. Ejemplo:

sea X . edad en aiios

X : 8, 10, 15, 24, 36, 37, 40, 50, 51, 52

el recorrido seria: 52 — 8 . 44

eFFIEWENCIAABSOLUTA(nj: La frecuencia absoluta de un valor xi de la va—l
riable estadística X ES el nömerc de veces que aparece repetido dicho valor

en el conjunto de observaciones realizadas.

La frecuencia absoluta del valor x • se denota por n..1	 1

• FRECLENCIA RELATIVA (fj: La frecuencia relativa de un valor x. de la va-1
riable estadística X es el cociente entre la frecuencia absoluta n. y el

nömero de observaciones realizadas N.
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n.

N

• PORCENTAJE: El porcentaje de un valor x. de la variable estadística X se
1

obtiene multiplicando la frecuencia relativa f . por 100.

(3/4)x . 	 P	 = f. x 100 =

n.

 x 100	x .	N
1

elFREOLENCIAAE501.17Apeumm_ADA(NA: La frecuencia absoluta acumulada de un
1

valor x de la variable estadística X es la suma de frecuencias absolutas de

los valores inferiores o iguales a x..
1

La frecuencia absoluta acumulada de un valor x se denota por N
; :i 

N
i
 =n +n 4- n +	 n	 + n.

1 2	 3	 i-1

siendo

N
1
 = n

1

N
2
 = n

1
 + n

2

N
3	n 1

 + n	 n
32

eFRECUENOIARELATIVA 	 La frecuencia relativa acumulada de un

valor x
i es el cociente entre la frecuencia absoluta acumulada N i

y 	 el ndme—

ro de observaciones realizadas N.

N

N
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ACTIVIDAD — 1 

En un determinado hosoital se han

ido anotando, durante una semana,

la distribución de 40 camas, por

razón de internamiento. Obtenign-

dose así la tabla de información:

X. camas necesarias frecuencia absoluta

n.
1

frecuencia relativa
f
i

Porcentaje
f	 x 100
i

accidentes

quemaduras
_

partos

nfermedades crónicas

12

e
_

15

7

12/40

6/40

15/40

7/40

.

=

.

.

03

0'15

0375

0175

30 0/0

15 %

•37'5

175

%

%

SUMA TOTAL 	 40 1 100 %

Observa que X es una variable cualitativa (razón de internamiento) que adop-

ta cuatro modalidades:

— accidentes

— quemaduras

— partos

— enfermedades crónicas

Se verifica:

— La suma de las frecuencias absolutas n. es igual al ndmero to-

tal de casos (N = 40).

n .	40 . N
i=1 1



— La suma de las frecuencias relativas f . es igual a la unidad.
1

4

f . = 1

i=1

— El porcentaje se obtiene: (%). = f . x 100, la suma de todos los-1

porcentajes de cada modalidad es igual a 100.

"Las variables cualitativas (no pueden ser medidas) se representan grdfica-

mente por:

— Diagrama de barras

— Diagrama de sectores

— Pictograma".

REPRESENTACIONES GRAFICAS
DE

VARIABLES CUALITATIVAS

Las representaciones grdficas res usuales para caracteres cualitativos son:

e DIAGRAMA DE BARRAS (o de rectängulos) 

Consiste en un conjunto de barras o de rectdngulos sobre un eje de coordena-

das. Se representan en abscisas las distintas modalidades y se levantan so-

bre ellas rectdngulos de bases iguales y cuya altura serä la correspondiente

a la frecuencia absoluta de cada modalidad.
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10 —
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frecuencia absoluta

n.,

accidentes 12

quemaduras 6

partos 5

crdnicas 7

n.

ENFERMEDADES

Las barras estän separadas por espacios en blanco y pueden estar colocadas

en cualquier orden.



accidentes

quemaduras

• 41	 • •

•• •• •	 •
•

135 s2

partos
crdnicas

•
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e DIAGRAMA DE SECTORES

En un circulo se asigna un "sector circular" a cada una de las modalidades,

siendo la amplitud del sector proporcional a la frecuencia relativa de cada

modalidad.

En otras palabras:

"Cada una de las modalidades se representa proporcionalmente a

los 360 g del circulo".

Grdficamente:

frecuencia absoluta

n.
frecuencia relativa

f
. i

accidentes 12 12/40 . 0'3

quemeduras -	 6 6/40 . 015

partos 15 15/40 . 0375

crdnicas 7 7/40 . 0175

SUMA TOTAL 40 1



Sea

accidentes

quemaduras
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accidentes . f	 x 3602 .
1

0'3	 x 3602 = 1052

quemaduras . f
2
 x 3602 = 0'15	 x 3602 . 542

partos	 f3 x 3602 . 0'375 x 3602 . 1352

crdnicas	 f4 x 3602 = 0175 x 3602 = 532

zeog

• PICTOGRAMA 
Cada modalidad se representa por un dibujo de tamaFlo proporcional a la fre-

cuencia absoluta de la misma. Es frecuente utilizar un dibujo relacionado —

con la variable que se estudia.

frecuencia absoluta

n.,

accidentes 12

quemaduras 6

partos 15

crdnicas 7

E . enfermo

EEEE
partos	 accidentes	 crdnicas	 quemaduras

Tambidn es frecuente tomar un dibujo estdrdar y repetirlo un nanero de veces

proporcional a la frecuencia.

. 4 enfermos.



partos 1M4\/P\
cránicas

Estos diagramas son utilizados a menudo para representar datos estadísticos

en una forma que llame la atencián a todo el público que los vea.
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TABLA DE FRECUENCIAS

DE

VARIABLE DISCRETA

Una variable estadística discreta es aquella que toma valores aislados, y —

no puede tomar ningún valor entre dos valores consecutivos fijados.

La tabla de frecuencias para una variable discreta se forma or-

denando "de menor a mayor" los distintos valores de la variable

y anotando las distintas frecuencias: n., f . , N . , F..1	 1	 1	 1

Sea X la variable estadística discreta con modalidades

siendo (:)( 1G,x22.‹.>%<:.„ (X 4...<:xk ), la TABLA DE FRECUEN —
CIAS:
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'
X

frecuencia

absoluta

n
i

frecuencia

relativa

f
i
N .

frecuencia absoluta

acumulada

1

frec ..J.encia relativa

acumulada

F
;

x
1

x
2

x
3

•

•

•

x
i

.

•

•

x
k

n
1

n
2

n
3

.

.

.

n
i

•

.

.

n
k

f
1

f
2

f
3

.

.

.

f
i

.

.

e

f
k

N
1

N
2

N
3

.

.

.

N. 1

.
•

.

N
k

F
1

F
2

F ,-z

.

.

•

F
i

.

.

•

F
k

SUMA

k

::: n
i
 = N

i=1

k

E f
i
 . 1

i=1
_

Se verifica que:

— La suma de las frecuencias absolutas n es igual al nömero to—
i

tal de casos (N).

n. = N
i=1

— La suma de las frecuencias relativas f es igual a la unidad.
i 

Ef1=f1-1-f24-8•"--F..4-...	 fk
 = 1

siendo f. =
 N

i= 1

j
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Cuando realizamos la observacifn de una muestra o pcblacifn, se pueden presen-

tar los siguientes casos:

12.— Que se hagan pocas observaciones y, en consecuencia, la va-

riable estadística toma pocos valores.

Este es un caso dentro del estudio de una VARIABLE ESTA-

DISTICA DISCRETA.

22.— Que se hagan muchas observaciones y, no obstante, la variable

estadística toma pocos valores ya que los valores se repiten

mucho (con mucha frecuencia).

Es un caso dentro del estudio de una VARIABLE ESTADISTI-

CA DISCRETA.

32.— Que se hagan muchas observaciones y la variable estadística

tome muchos valores distintos.

En este caso, agrupamos los valores de la variable esta-

dística en "intervalos" que deben elegirse conveniente-

mente para no perder mucha informacifn.



_----- ACTIVIDAD 2
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En un determinado hospital se han ido anotando, durante una semana, el núme-

ro de metros que el niño es capaz de andar el primer dia que comienza a ca-

minar. Obtenigndose esí la tabla_de informaci6n:

número	 de metros

que el niño anda
0'5 1 2 15 225 1 1'5 225

niños 1 2 3 a 5 e 7 e

Sea la variable X . "niños".

Es una variable estadística discreta, ya que toma ocho valores.

La TABLA DE FRECUENCIA es:
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xi
frecuencia

absoluta

n
i

frecuencia

relativa

f.
;

frecuencia absoluta

acumulada

1

frecuencia relativa
acumulada

F
i

1 C'S 05/12 = 0042 05 05/12

2 1 1/12 . 0083 15 1'5/12

3 2 2/12 = 0'167 3'5 35/12

4 1'5 1'5/12 = 0'125 5 5/12

5 225 225/12 = 0'1875 725 7'25/12

6 1 1/12 . 0'083 8'25 8'25/12

7 1'5 15/12 = 0'125 9'75 975/12

8 225 225/12 . 0'1875 12 12/12

8 8

SUMA  n.=	 12 51: f . = 1
11

i=1 i=1

Observa que &e verifica:-

— La suma de las frecuencias absolutas n
i 
es igual al nlmerc to—

tal de casos (metros) N.

8

ni 
= 12 = N

i= 1

— La suma de las frecuencias relativas f es igual a la unidad.

a
1: fi . 1
i=1

— Narutalmente, la öltima frecuencia absoluta acumulada Na tiene

que "coincidir" con el número de observaciones realizadas N, es

decir:

N
e
 . 12 . N

— Anälogamente, la öltima frecuencia relativa acumulada F
8 

tiene

que "coincidir" con la suma de todas las frecuencias relativas.

F
8 
= 1 = E f

i=1
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"Las variables estadísticas discretas se representan plAficamente por:

— Diaorama da barras

— Polígono de frecuencias

— Diagrama de frecuencias acumuladas".

REPRESENTACIONES GRAFICAS
DE

VARIABLES ESTADISTICAS DISCRETAS

e DIAGRAMA DE BARRAS (o de rect4noulos) 

Se representan en las abscisas (eje de las x) los distintos valores de la va-

riable y sobre cada uno de los valores se levantan rectängulos de cases igua-

les, cuya altura es la frecuencia (absoluta o relativa) de cada valor. De es-

ta forma, obtenem ps un conjunto de barras (o rectängulos) verticales cuya su-

ma de longitudes debe ser N á 1, dependiendo de si las frecuencias represen-

tadas son absolutas á relativas.

1
	

0'5
	

0'042

2
	

1
	

0'083

3
	

2
	

0'167

4
	

1'6
	

0'125

5	 2'25 0'1875

6
	

1
	

0'083

7
	

1'5
	

0'125

8
	

2'25 0'1875
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2'

0'1875-

0'167-

I	 I

0'125-

0'042-

0'083-

1	 2	 3	 4	 5	 6	 7	 8	 1	 2	 3	 4	 5	 6	 7	 8

Diagrama de barras

de la frecuencia absoluta

Diagrama de barras

de la frecuencia relativa

Esta forma de reoresentar los diagramas de barras se utilizan a menudo para

llamar la atencidn de todo el público que los vea.

La representaci6n es välida cuando se levanta una linea perpendicular.

2

1'

1

0'5

1



0'1575

2 #.«,

1
	

2
	

3
	

4	 6
	

7 1	 2	 3	 4	 5	 6	 7

• POLIGONO DE FRECUENCIAS 

El polígono de frecuencias se obtiene sin ms que unir los extremos superio-
res de las barras en el diagrama de barras.

Veamos:



2 •••••

1'5—

1 /Mala
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ni 	 Polígono de frecuencias

1
1	 2	 3	 4	 5	 6	 7	 6

Diagrama de barras de la frecuencia absoluta

Al polígono de frecuencias se le conoce tambi gn como "grgfico de linea".

• DIAGRAMA DE FRECUENCIAS ACUMULADAS 

Se colocan en las abscisas (eje de las x) los distintos valores de la varia-

ble estadística discreta y sobre cada uno de estos valores se levanta una —

perpendicular de longitud igual a la frecuencia (absoluta o relativa) acumu-

lada correspondiente a ese valor. De esta forma aparecerg un "diagrama de —

barras creciente". Una vez obtenido este diagrama de barras se trazan segmen-

tos horizontales de cada extremo de barra a cortar la barra inmediata a la —

derecha.
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x.1 ni fi Ni Fi
1 05 05/12 05 05/12

2 1 1/12 15 1'5/12

3 2 2/12 3'5 35/12

4 1'5 1'5/12 5 5/12

5 225 225/12 725 7'25/12

6 1 1/12 825 8'25/12

7 1'5 1'5/12 9'75 975/12

8 2'25 2'25/12 12 12/12

SUMA 12 1

N

0'5—

12 —

9'75—

825—

725—

5

3'5—

1 5-

1	 2	 3	 4	 5	 6	 7	 8

Diagrama de frecuencias absolutas acumuladas
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• Dibuja como ejercicio el diagrana de frecuencias absolutas

relativas F..
1

Observa Que el diagrama de frecuencias acumuladas es continuo a la derecha,

esto es, tiene forma de escalera hacia la derecha1

VARIABLES AGRUPADAS

EN

INTERVALOS DE CLASE

Al realizar la observacidn de una muestra o poblacidn, se puede presentar el

siguiente caso:

"Que se hagan muchas observaciones y la variable estadística tome

muchos valores distintos".

Supongamos que el profesor de Matemdticas ha realizado una prueba de inteli-

gencia abstracta a 20 alumnos, obteniendo las siguientes ountuaciones:

91 92 83 81 88

94 91 87 SO 94

85 85 93 90 89

86 87 89 85 89

Observa que son muchos los valores distintos que toma la variable estadísti-

ca "inteligencia abstracta", en consecuencia:

Estudiar la variable estadística "inteligencia" como si fuese dis-

creta (valores aislados) no seria la forma adecuada.

Es aconsejable agrupar los datos en "intervalos" y hacer un recuento de las
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observaciones que caen dentro de cada uno de ellos.

Ahora bien, el estudiar el intervalo (donde Queden caer varios —

valores) y no cada uno de los valores de la variable tiene un do-

ble significado, a saber:

— nuestro trabajo se simplifica

— perdemos informacidn.

Por tanto, se hace necesario elegir un número de intervalos que

equilibre estos dos aspectos.

PROCEDIMIENTO PARA LA CONSTRUCCION DE INTERVALOS

• Amp litud del intervalo: Se calcula restando el valor máximo y el mínimo de

cada intervalo. Distinguiremos dcs casos:

intervalos de amolitud constante: todos los intervalos tienen la

misma amplitud.

intervalos de amp litud variable: los intervalos no tienen la mis-

ma amplitud.

Por comodidad elegiremos intervalos de amplitud constante salvo que el enun-

ciado de la Actividad diga lo contrario.

• Eleccidn de los intervalos de clase:

— Se ordenan los valores obtenidos en orden creciente.

— Fijamos una determinada amplitud para cada intervalo.

— Tomamos intervalos semiabiertos de la forma [,b), de forma

que contienen siempre el menor de los valores "a", pero no al

superior "b":

b — a . amplitud
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— Obtenemos la informaci gn que contiene cada intervalo, calculan-

do la "MARCA DE CLASE", esto es, el punto medio de cada inter-

valo:

b	 a

2
es la "marca de clase" del intervalo [,b).

— Sean a
0
, a

l
, a

2
, a

3
, a

4 ,
	 a

k
 los k datos obtenidos en la —

observacidn y ordenados en orden creciente, es decir, a0 ‘... al<

a2 <	 < ak.

La tabla de frecuencias de una variable agrupada en intervalos

es:

TABLA DE FRECUENCIAS

Intervalos
Marcas de clase

x.
1

n
i

f
i

N
i

F
i

.07a)1

[I1'a2)

Ca2a3)

Ca2a4)

•

•

•

Ea1-1,a1)

x . (a + a )/2
1	 0	 1

x . (a A- a )/2
2	 1	 2

x
3

x
4

.

.

.

x1

n
1

n
2

n
3

na

•

.

.

n1

f
1

f
2

f
3

f
4

•

.

.

f
1

N
1

N
2

N
3

N
4

.

.

.

N
1

F
1

F
2

F
3

Fa

.

•

.

F
1

Recuerda que en un intervalo semiabierto Eal_v al ) se encuentra el menor de

los valores a
1-1 

pero no se encuentra el superior a l . Por esta razdn, el ex-

tremo superior del último intervalo E l_p al ) debe ser mayor que el öltimo

de los valores a
k
 de la variable. Es decir:

ak< al
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Veinte alumnos han obtenido en una prueba de inteligencia abstracta las si-

guientes puntuaciones:

91 92 S3 81 88

94 91 87 90 94

85 85 93 90 89

86 87 89 85 89

Se pide:

Agrupar los datos en cuatro intervalos de amplitud constante, Cons-

truir la tabla de frecuencias.

— La ordenacidn de los valores obtenidos en orden creciente:

81 83 85 85 85

86 87 87 88 89



[	 )[ I	 )[ 1	 111	 II
83	 87	 91	 95

9381 85	 89

89 89 90 90 91

91 92 93 94 94

— Tomamos intervalos semiabiertos [s,b) de manera que el valor inferior "a"

pertenezca al intervalo y el valor del extrem: superior "b" no, En conse-

cuencia, el último intervalo no podrd tener como extremo superior 94 (úl-

timo valor de la variable estadfstica), sino un valor superior a dl.

Grdficamente:

— 47

97

se tienen los intervalos semiabiertos:

[31,85)	 [35,89)	 [89,93)	 D3,97)

affelitud constante para los intervalos . 4

marcas de clase:

83	 87	 91	 95

— El recuento de los valores que caen dentro de cada intervalo, se obtiene:

Intervalos Valores que caen dentro Recuento n.1
[81,85)

[95,89)

[89,93)

[93,97)

85,

89,

85,

89,

85,

89,

93,

81,

86,

90,

94,

83

87,

90,

94

87,

91,

88

91, 92

U
114.1	 11

MAI	 III

111

2

7

e

3

SUMA .... 20
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- TABLA DE FRECUENCIAS

Intervalos
Marcas de clase

x
i

n
i

f
i

N
i

F
i

[51,55) 83 2 2/20
_
,L 2/20

[85,89) 87 7 7/20 9 9/20

[ 2 9 93 ) 91 8 8/20 17 17/20

[3,97) 95 3 3/20 20 20/20

SUMA	 20	 1

"Las variables agrupadas en intervalos de clase se representan grdficamente

por:

— Histograma

— Polígono de frecuencias".
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TETUÁN

En el barrio de TetuAn se han toma-

do las edades a 26 niFics, obteniAn-

dose:

3 7 10 10 6

5 4 12 11 10

15 10 6 2 10

9 10 8 15 13

14 12 7 10 E

a

e pide:

1) Distribuir las edades en intervalos de amplitud 4.

2) Construir la tabla de frecuencias.

1) Cuando se dispone de gran número de datos, es practico el distribuirlos en

intervalos y determinar el número de individuos pertenecientes a cada inter-

valo (recuento).

— Ordenamos las observaciones obtenidas en orden creciente:

2 3 4 5 6

6 6 7 7 8

8 9 10 10 10

10 10 10 10 11

12 12 13 14 15

15



I	 1 

12	 16

is10
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— Observa que el recorrido ole la variable estadística X . "edad" es 15 — 9 . 13.

Como el recorrido de la variable X es 13, para saber aproximada-

mente el ndmero de intervalos que hemos de construir dividimos 13

entre la longitud o amplitud de cada intervalo y obtenemos:

recorrido de la variablenómero de intervalos .
amzlitud de intervalo

13
. 3'25 Hatro intervalos)4

es decir, hemos de construir cuatro intervalos.

— Tenemos que hacer cuatro intervalos semiabiertos de la forma &,b), tales

que contienen siempre al inferior de los valores "a", pero no al superior

"b". Es decir, empezamos en el 2 y hacidndolos semiabiertos ['a,b) de am-

plitud 4 terminamos en el 16.

Gräfidamente:

Resultan los intervalos:

U96)	
[6,10)	 O, l4)	 E14, 18)

siendo la amplitud de cada intervalo . 1.

Fíjate que el extremo superior del último intervalo [14,16), b	 18, debe

ser mayor que el ltimo de los valores de la variable.

— Las "marcas de clase" serän:
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4	 8	 12	 16

(punto medio de cada intervalo)

— Hacemos el "recuento" de los valores que caen dentro de cada intervalo:

Intervalos Valores que caen dentro Recuento n
_

[2,	 6)

i,10)

[o, 14)
[4,18)

2,

6,

10,

14,

3,

6,

10,

15,

4,

6,

10,

15

5

7,

10,

7,

10,

69

10,

69

10,

9

11, 12, 12, 13

IIII
thl in

N rh4 1

III

4

s

11

3

SUMA ... 26

2) TABLA DE FRECUENCIAS

Intervalos
Marcas de clase

xi
n.
i f•i

N.
i F.1

n

6 ) 4 4 4/26 4 4/26

E,10) 8 8 8/26 12 12/26

Elo t 14) 12 11 11/26 23 23/26

C14, is) 16 3 3/26 26 26/26

SUMA	 26	 1

Recuerda:

• El ndmero de intervalos de una variable estadística viene dado

per la expresidn:

recorrido de la variable 
-ng intervalos —	 (aproximado)

amplitud del intervalo
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se supone que los intervalos son de amplitud constante.

• Las variables agrupadas en intervalos de clase se representan grd-

ficamente por:

— Histograma

— Polfgono de frecuencias«

-REPRESENTACIONES GRAFICAS

DE

VARIABLES AGRUPADAS EN INTERVALOS

• HISTOGRAMA

Consiste en levantar rect gngulos, de tal manera que, cada oase es la amplitud

de cada intervalo y la altura la frecuencia de dicho intervalo.

• EL POLIGONO DE FRECUENCIAS 

Se obtiene uniendo los puntos medios de las bases superiores de cada rect gn-

gulo en el histograma.

Intervalos
Mercas de clase

x.1

------
n.i

[2,6) 4 4

[6/10) 8 8

53,14) 12 11

[14,18) 16 3



Polígono de frecuencias....CM nIIIIIM
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Histograma

-

Observa como el polígono de frecuencias (linea quebrada) empieza y termina

en el eje horizontal, esto es:

empieza en la marca de clase del intervalo anterior

termina en la marca de clase del intervalo posterior.

I \
2 0 6 0 lo CY 14

i I

n
i

11

6
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CUADRO REPRESENTACIONES

GRAFICAS

VARIABLES REPRESENTACIONES

GRAFICAS

Cualitativas: No pueden ser medidas.

—

DIAGRAMA DE BARRAS

DIAGRAMA DE SECTOR

PICTOGRAMA

Sus valores se presentan como

modalidades.

Discretas: Son aquellas que toman valores DIAGRAMA DE BARRAS

POLIGOND DE FRECUENCIAS

DIAGRAMA DE FRECUENCIAS

ACUMULADAS

aislados, y no pueden tomar ningón

valor entre dos valores consecuti—

vos fijados.

Acrup adas en intervalos: Es el tratamiento HISTOGRAMA

POLIGONO DE FRECUENCIASque se da a las variables cuan—

do toman muchos valores distin-

tos.



ACT\ n.noAZES

IPAR
.10	 ...."•••••n	o

(.2

El ardo° objetivo de las representaciones grdficas es ayudar a visualizar la

información recogida. No olvides que con las representaciones grdficas debe-

mos tener mucho cuidado, puesto que si estdn mal construfdas o no son las —

adecuadas pueden llevarnos a conclusiones falsas. Es aconsejable, por tanto,

emplear las tdcnicas estadísticas apropiadas para que la visualización no —

nos lleve a una mentira, o una gran mentira.

Piensa que la estadística no miente si la tdcnica empleada es la correcta,

ACTIVIDAD — 1: Dibuja el histograma y el polígono de frecuencias de la prue-

ba de inteligencia abstracta que se realiza a veinte alumnos, siendo las pun-

tuaciones:

91 92 83 81 88

94 91 87 90 94

—
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85 85 93 90 89

86 87 89 85 62

ACTIVIDAD — 2: En un examen de Estadística los alumnos han obtenido las si-

guientes puntuaciones:

16, 15, 18, 17, 16, 21, 22, 17, 16, 13, 15, 23, 17, 24, 25, 26,

27 , 18, 18, 15, 16, 28, 33, 15, 1 5, 16, 17, 21, 21, 22.

Se pide:

1) Agrupar los datos en cuatro intervalos de amplitud constante.

2) Construir la tabla de frecuencias.

3) Dibuja el histograma.

ACTIVIDAD — 3: ¿Crees que es correcta la representaci6n grdfica del PICTCGRA—
_

MA en el clmic?.

ACTIVIDAD — 4: En un pueblo de Segovia se ha entrevistado a los varones mayo-

res de veinticinco aFlos. Obtenidndose la siguiente tabla de informacil5n:

Estado civil Varones

solteros 150

casados 180

viudos 20

separados 5

Se pide:

1) Diagrama de barras.

2) Diagrama de sector.

3) Pictograma.
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ACTIVITAD — 5: En una determinada Clínica se han ido anotando, durante un mes,

el número de palabras que el nio dice cuando comienza a hablar. Obteni4ndose
la siguiente tabla de informacidi:

Nömerc de
palabras

25 30 10 50 30 25 10 10

niFics 1 2 3 4 5 6 7 6

Se pide:

1) Tabla de frecuencias.

2) Diagrama de barras para frecuencias absolutas.

3) Diagrama de barras para frecuencias absolutas acumuladas.



e
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"Muebles Quintana" es una pequeiia fabrica

en Fuenterrebollo (Segovia).

La empresa familiar esta formada por un sc-

brino, dos tíos y cinco parientes, consti-

tuidos en Sociedad Andnima.

La direccidn estd a cargo del sobri-

no D. Luis Fernández Quintana.

stccioN4, sCcciom
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"UM EMPLEADO FURIOSO"

El bloque laboral esta formado por diez operarios y dos encargados de sec—

cien.

El a-río 1.986 es bueno para los negocios, y una de las secciones requiere

un empleado mas.



El Sr. Quintana entrevista a Raúl que

necesita un puesto de trabajo.

E0

SR. QUINTANA : Aquí pagamos bien. El salario medio es de 50.000 Pese-

tas mensuales.

Durante los dos primeros meses de adiestramiento sdlo

cobrara usted 60.000 pesetas, pero luego le subimos —

la mensualidad.

Pasan quince días. Raöl furioso, se en-

trevista con su jefe.

RAUL	 Me ha engañado usted, Sr. Quin-

tana !. He hablado con los otros

operarios y ninguno gana mas de —

60.000 pesetas mensuales. 2, Cdmo puede ser de 80.000 pesetas el sa-

lario medio ?.

El Sr. Quintana no comprende la actitud de

Raöl y al cabo de un momento, contesta:

SR. QUINTANA : Vamos, vamos, Raub, no se

excite. El salario medio

es de 50.000 pesetas. Venga usted a la Direccidn, que se

lo voy a demostrar.

DIRECCION : Mire usted la ndmina mensual.
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NOMINA MENSUAL CE " MUEBLES QUINTANA

Sr. Quintana 	  330.000,00 Qts.

2 tíos a 150.000 pts. 	  3C0.000,00 pts.

5 parientes a 70.000 pts. 	  350.000,00 Pts.

2 encargados a 60.000 pts. 	  120.000,00 Pts.

10 operarios a 50.000 pts. 	  500.000,00 QtS.

Total —.1.600.000,00 pts.

RAUL : Perddn,

Yo gano 330.000 pts., mis tíos 300.000 pts., mis

cinco parientes sacan 70.000 pts. cada uno, los

encargados salen a 60.000 pts. y los diez opera-

rios a 50.000 pts. cada uno.

El total mensual es de 1.600.000 pts. para repar-

tir entre 20 personas, ¿estoy equivocado?.

Sr. Quintana, tiene usted razdn. El promedio es Ce 80.000

pts. Pero, adn así,	 usted me ha engaFtado !.

SR. QUINTANA : No estoy de acuerdo, Raúl. Todavía no ha comprendido nada.

Pude haber ido dicidndole los salarios por orden. El sala-

rio medio seria entonces de 70.000 pts. Pero, fíjese bien

Radl, eso no es la media, sino la mediana.

RAUL : ¿ Entonces, las 50.000 pts. ?

SR. QUINTANA : Entienda Ral que el salario ga-

nado por el mäximo nómero de

personas es la "moda". La equi-

vocacidn de usted radica en que

no distingue entre media, media-

na y moda.

RAUL : Ya sd la diferencia ... ! . ¿ Pero usted, Sr. Quintana, no compren-

de que mi familia tiene que comer ?. Pdgueme los quince días de --

trabajo, i me despido !.

El Sr. Quintana hace ver una serie de confusiones frecuentes entre media,

mediana y moda. Esto nos hace pensar que a veces los resultados estadís-

ticos dan informacidn equivocada.
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La palabra "media" es la abreviatura de "media aritmdtica", es una medida

central muy valiosa. En ocasiones, cuando los valores extremos son muy --

dispares (330 . 000 — 50.000 ), como en "Muebles Quintana", el "salario me-

dio" da una impresi gn falsa.

Es flcil encontrar situaciones donde la media nos conduce a error. En to-

das ellas, los valores extremos son poco significativos y producen desa-

justes que desequilibran la informaci gn del conjunto de datos

Cono aspecto positivo, hay que seríalar que reduce toda la infcrmaci gn a

un solo valor, tiene en cuenta los datos de todo el conjunto y su célcu-

lo es sencillo.

Las informaciones sobre algunas estadísticas realizadas, producen aun --

mayor desconcierto, a causa de que "tdrmino medio" se aplica en ocasio-

nes no a la media aritmdtica, sino a la mediana o a la moda.

La "mediana" es el valor central (cuando el número de datos es impar) o

la media aritmdtica (cuando el número de datos es par) de los dos valo-

res centrales, supuestos todos ordenados en orden de magnitud.

A Raöl la mediana le ofrece una informaci gn más real que la media arit-

mética, pero, aún así, la mediana le da una imagen deformada de los sa-

larios de su empresa.

Realmente a Raúl le conviene saber "la moda", que es el salario que más

personas perciben.

En el lenguaje de "andar por la vida", frases como "caso típico" suelen

referirse a la moda, pues son aquellos que se presentan con mäs frecuen-

cia que ningön otro.
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RECUERDA

NOTACICN SUMATORIA 

El símbolo E es la letra grie ga mayúscula "sigma", y se utiliza para

expresar la suma de los distintos valores de una variable X(x x x
1' 2' 3'

• • •

es decir, por definicidn:

X= X 1 +x 2 +x
3
	 +X

i=1

La letra i en x
i
, la cual puede representar cualquiera de los números 1,

2, 3, ..., k, se llama "subíndice".

Así pues Ex se lee como "sumatorio de x ti, donde i toma los valores
i=1

desde 1 hasta k.

4

x1 = x 1
 
+x+x

3
 + x

2 	 4i=1

4

Z:a=a+a+a+a= 4a
i= 1

4
cada desarrollo del sumatorioil tendrd tantos sumandos como el número

que indica el limite de los vaies de i.

PROPIEDADES DE E.

1. El sumatorio de una constante a es k veces l a constante:

me----k veces
a . a + a + a +	 + a = ka

i=1

Así pues:

3

5 = 5 + 5 + 5 = 3 • 5 = 15
i=1
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2. El sumatorio de una cznstants a por una variable X. es igual a la o pms-

tanta por el sumatorio de la variable:

a.x =;
i.1

	

ax	 ax	 ax	 ...	 ax

	

1	 2	 3

k
= a (x + x

2 
4. x

3 
-1- . .. + x k )= a. "7" x1 

i=1

Así pues:

a
	3.	 x	 3(x + x

2	
x
3	

x
4

)
1 

i=1	 i=1

3. El sumatorio de una suma (o diferencia) es igual a la suma (o 'diferencia)

de los sumatorios:

k	 k	 k

	

(x ' ±Y ' ) = 	 +11	 11i=1	 i=1	 i=1

	

-	 -

(x. —Y.) =
i=1	 1 1	 i=1 i=1

Así pues:

4

(x . + y .). (x + y) + ( x + Y ) + ( x
3 
+ '3 ) + (x + Y )=

	

2.	 2	 2	 ' 	 4	 4i=1

	

4	 4
(x

1
+ x

2
+ x

3
+ x

4
) + ( y

1
+ y

2
+ y

3
+ y

4
)=	 x. +	

1 
Y.i

3

E(x . — 2). ( x
1
— 2) A- (x

2
— 2)	 (x3
	 '
— 21.

i.1	 1

3
= (x

1 x2
+ x

3
) — (2 + 2 + 2 ) =	 x 	 2

i=1	 i=1



MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL 

En ocasiones es conveniente reducir la informacidn obtenida a un solo valor

o a un pequeño numero de valores para facilitar la comcaracidn entre distin-

tas muestras. De alguna manera estos valores centralizan la informacidn y --

reciben el nombre de MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL.

Medidas de tendencia  central: Son medidas que nos dan el valor

de la variable hacia el cual tienden a agruparse los datos. Los

ms utilizados son: la MEDIA, la MEDIANA y la MODA.

LA MEDIA ARITMETICA x 

La media aritmética o media de un conjunto de k datos x l , x2 , x3 , • . • , xk se
—

representa por x y se define como la suma de todos los valores de la varia-

ble X(x l , -x2 , x3 ,	 dividida por el numero total de datos k.

kZ .x
i	 x 4_ x + x + ... 4. x

i=1 	 1	 2	 3	 k_

Sea: 2,3,4,5,6	 (k= 5 datos)

5

x
2 4. 3 4. 4 4. 5 + 6 

=
5

El calculo de la media sdlo se puede aplicar a variables cuantitativas

(variables que son medibles).

Debemos distinguir:

a) DATOS NO AGRUPADOS

El valor de la variable aparece una sola vez x ,x , x
k

.
1 2 3

—65
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b) DATOS AGRUPADOS

El valor de la variable aparece repetidas veces, es decir, el conjunto k

de datos x i ,x2 ,x31 ...,xk se presentan n,n
2'

n
3'
..n

k veces (frecuencias),

respectivamente.
k

x "-Ix .rl .4_ x .n + x .n + ... + x .11 
1 1	 2 2	 3 3	 k k	 i-1 

N	
=	

N

donde

-- N. n + n + n +	 + n
k 

es el número total de casos.1	 2	 3

— (n ) es el numero de veces que aparece repetido cada valor x . de la varia-
1

ble estadística X y que llamaremos FRECUENCIA ABSOLUTA.

Sean los valores 2, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 4. Agrupamos los valores en una tabla:

x en.
 i 

2.3 = E

3.2 = 6

4.3 .12

3
n . . 8	 x..n..24i

i=1

3
Observa que N=	 8 (numero total de datos).

Luego:

x .n
x .n + x .n + x .n
1 1	 2 2	 3 3	 2.3 + 3.2 + 4.3 24

N	 a	 8

x 3

CARACTERISTICAS DE LA MEDIA 

• Es muy sensible en la variacidn de cada una de las puntuaciones. En otras
palabras, basta con que varíe una sola puntuacidn para que varíe la media.

x - 	
N

x= 2

x
3
= 4

x= 3
2

n
3
= 3

n= 3
1

n= 2
2



1 a	 5 I
valores

centrales

6	 7

4 + 5
M
e
=

2
= 4'5

—E7

Ej.	 5,	 7	 I8	 6	 1

5 8 6 9

	

7	 7	 Y

_
x= 5
—
x= 7

e No es recomendable calcular la media cuando las puntuaciones extremas son

muy dispares.

_
Ej.	 2 , 3 , 7 , 500 	 x . 128

-
x = 128 es "poco representativo"

LA MEDIANA (Me'

La mediana es la medida central que, una vez ordenados los valores de la va-

riable x 1 ,x2 ,x3 ,...,x
n en forma creciente o decreciente, deja igual nömero —

de observaciones (datos) inferiores que superiores a ella. Por tanto la me-

diana es el dato u observacidn que ocupa el valor central de la distribucidn

estadistipa.

Sean los datos: 2, 4, 3, 6, 5

Colocados en orden creciente quedan: 2	 3
	

4
	

5	 6
valor

central

Cuando el nömero de datos es un número par, la mediana es la semisuma de los

valores centrales.

Sean los datos: 2, 4, 3, 6, 5, 7

Colocados en orden creciente quedan: 2	 3

CARACTERISTICAS DE LA MEDIANA 

• Es menos sensible que la media. Pueden cambiar algunas puntuaciones y no

variar la mediana.

Ej.	 2,3,4,6,7	 M . 4
e

2 , 3 , 4 , 6 , 12	 M
e
. 4
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• La mediana es ms representativa que la media cuando los valores extremos

son muy dispares.

Ej.	 2,3,7,500	 M=7
e

• La mediana suele ser aplicada a variables cuantitativas (que se pueden me-

dir).

Estudiaremos la mediana para DATOS AGRUPADOS en el cdmic "extraterrestres --

muy particulares".

LA MODA (M ) 

La moda es el valor de la variable que tiene mayor frecuencia. La moda se --

puede aplicar tanto a variables cualitativas (no son medibles) como a varia-

bles cuantitativas.

La moda no siempre eg única; as i; si hay dos modas, la distribucidn de datos

se llama bimodal; si tres, trimodal, etc.

Sea: 2, 2, 2, 3, 3, 4

La moda M
d
= 2 (valor de mayor frecuencia).

Sea: 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4

Las modas M
d
= 2 y M

d
. 3

1	 2

Es bimodal.

CARACTERISTICAS DE LA MODA 

• Es muy sencilla de calcular, generalmente basta con observacidn de datos.

Be•  calcula la moda cuando se trabaja en variables cualitativas (variables
que no son medibles) o cuando por alguna razdn nc se puede calcular la me-

dia y la mediana,

• La moda es poco representativa. Sdlo se debe calcular cuando los datos se

repiten con mucha frecuencia (muchas veces).
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Ej.	 2 , 2 , 2 , 3 , 5
	

7 , 300
	

M
d
= 2

Estudiaremos la moda para DATOS AGRUPADOS en el cCmic "extraterrestres muy

particulares".

Fijemonos en las características comparativas de la MEDIA, MEDIA-

NA y MODA.



M0DIA MEDIANA	 MODA

Es muy sensible:

Basta que varíe un

solo valor para due

varíe la media.

Sea:

	

2,3,4,5,6	 x= 4

	

2,3,4,5,11	 x= 5

Es menos sensible que

la media:

Pueden cambiar algu-

nos datos y no variar

la mediana.

Sea:

2 , 3 , 4 9 5 1 5	 M = 4
e

2,3,4,5,11	 M = 4
e

No se debe calcular la

media cuando los valores

extremos son muy dispa-

res.

Sea:

2,2,3,5,300	 x = 156

"la media es poco

representativa".

La mediana es ms repre— La moda es poco reore-
sentativa que la media	 sentativa. Sdlo se debe

cuando los valores ex—	 calcular cuando los da-

tremos son muy dispares, tos se repiten con mucha

frecuencia.Sea:

2,2,3,5,300	 M = 3	 Sea:
e

2,2,3,5,300	 M
d
= 2

Se calcula la media

cuando los datos estIn

distribuidos simdtrica-

mente alrededor de un

valor central.

Sea:

3,4,6,8,9	 x= 6

Se calcula la mediana	 Se calcula la moda cuan—

cuando se desea conocer do se trabaja con varia—

el valor que deja por	 bles cualitativas (carac-

encima y por debajo el 	 teres no mediables) o

50 % de los datos. .cuando por alguna razdn

no se puede calcular la

media y la mediana.
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La media es el centro	 La mediana es el valor	 La moda es el valor de

de gravedad de la dis—	 que divide el nómero	 mayor Frecuencia de la

tribucidn (coleccidn de	 total de datos coloca—	 distribucidn,

datos),	 dos en orden creciente

o decreciente en dos —

partes de igual ärea,



N

DIFERENTES MEDIAS 

e MEDIA ARITMETICA PONDERADA: A veces se asocia a los nörneros x
1
,x
2
,x

k
ciertos "pesos"wN

3 
p • • • w que dep enden de la significación o im portan-

cia de cada uno de los nömeros. En este caso

-71

X .w	 x .w	 x .w	 x .w
1 1	 2 2	 2 3	 k k

w
1
+ IN

2
+ w

3
+...+ w

k

siendo N.
1
+ w

2
+ w

3
+... + w

se llama "media aritmática ponderada".

Ej. El profesor de maternaticas valora 3 veces mas el examen final de

curso que los examenes parciales. Un estudiante tiene una nota de

examen final de 4 y notas de exámenes parciales de 6 y 7. ¿Cual -

es su nota final?.

- 4.3 4_ 6.1 4- 7.1 
x=	 =5

3+11 4- 1

-
e MEDIA ARMONICA: La media armónica XA de una serie de k números x 1

,x
2
,x

3
eeep x

k 
que se presentan con n

1
n
2
,n

3
,...,n

k
 frecuencias, respectivamente, -

se define como

N	 N
x -	 =
A • n	 n	 n	 n	 k n1	 2	 3	 k

-- + -- + -- + ... + --	 Z «.x
1	

x
2	

x
3 	

xk	
i=1 

x
i

N . n	 n 
2 
4- n

3
 ...	 n

1 

Si cada x 1 ,x2 ,x31 ...,xk se presenta una sola vez, entonces:

- K	 K 
=x _

A	 1	 1	 1	 1	 k
-- + -- + -- + ... 4- --	

11 I
x
k

x
1	

x2 x3	 x
i.1 i

Ej. La media armónica de los números 2, 4, 8 es:
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7 	 3-
x =
A	 1	 1	 1	 7

+ +
2 4

=342

ObsCrvese cue si algún valor x . es cero, entonces la media armdnica no tiene

sentido.

• MEDIA GEOMETRICA:La media geométrica de una serie de k números
1 2 3

0. 9 x
k 

que se presentan con n
1

, n
2'

n
3'

..., n
k 

frecuencias, respectivamente, se
-

representa por x
G 

y se define como

1	 2	 3
x • x • x	 x

1	 2	 3

donde N = n	 n
2 n3

	n número total de casos.
1 

Como este calculo es un tanto complicado, se procede tomando logaritmos, o

bien manejando la calculadora.

Si cada número x 
1 
,x ,x

3 	 k áparece una sola vez, se tiene:
-2 

;= Vx 1 . x 2 . x
3	

x
G 	 k

Ej. La media geomdtrica de los números 2, 4, a es:

3 	 	 3

x
G
=V 2 • 4 • 8 = V -6-47 = 4

Esta medida de centralizacidn tiene la dificultad de que sdlo con aue un va-
-

lor sea cero, ya x
G seria nula y, por tanto, su representatividad sería dudo-

sa. Sin embargo, para el manejo de algunos valores es muy útil.

• RELACION ENTRE MEDIAS ARITMETICA-AAMONICA-GEOMETRICA:

-

x L, x	 x
A -- G ****

••••••

La igualdad XA=  x G = x se presenta sólo cuando los números x ,x 
2 

,x
3	 k 

son
1 

idCnticos.

-
X
G
=
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Ej. Medias aritmética, armónica y gecmdtrica de los nömerss 2, 4, 6.

—
x . 4'66

—
xA. 3'42_
x . 4
G

—	 —	 —
Comprueba la desigualdad XA 

< x <„, x
G

CZI'lv%12$ ADES PARA TODos
......_---ct- b

0
e
o

0

ACTIVIDAD — 1: Efectuar los desarrollos de los siguientes sumatorios:

3	 6
Z 3x	 Z ki
i. 1	 i= 1

5

E(xi- 4)
i=1
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ACTIVIDAD — 2: Las calificaciones de un estudiante en seis pruebas fueron E,

E, 4, 7, 8 y 9. Hallar:

— la media aritmética de las calificaciones.

— la mediana de las calificaciones.

ACTIVIDAD — 3: Los tiempos de reaccidn de un individuo a estímulos sensoria-

les fueron 0'50, 047, 0'49, 0 .62, 053, C44, 0°57 y C'50 segundos, respec-

tivamente. Determinar el tiempo medio de reaccidn del individuo a los estí-

mulos.

ACTIVIDAD — 4: De un total de 100 números, 20 eran 4, 40 eran 5, 30 eran 6 y

el resto eran 7. Hallar la media aritmética de los números.

ACTIVIDAD — 5: Cuatro grupos de estudiantes, formados por 10, 20, 15 y 25 —

individuos, registran una media de alturas de 1'52, 1'52, 1'70 y 1'68 metros,

respectivamente. Hallar la altura media de todos los estudiantes.

ACTIVIDAD — 6: Los salarios por hora de cinco empleados del INI son 100 pts,

130 pts, 68 pts, 500 pts, 1800 pts. Hallar:

— la mediana del salario horario.

— la media del salario horario.

— ¿Qué medida central da una mejor informacidn?.

ACTIVIDAD — 7 : Un hombre viaja de Madrid a Segovia (98 kms.) a una velocidad
media de 80 kms. por hora y vuelve de Segovia a Madrid por la misma ruta con

una velocidad media de 70 kms. por hora. Hallar la velocidad media del viaje

completo. (La velocidad media es la media armdnica).

ACTIVIDAD — 8: Hallar la media, mediana y moda para los siguientes conjuntos

de datos:
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a)	 7, 4, 10, 9, 15,

b)	 8, 11, 4, 3, 2,

12, 7, 9, 7.

5, 10, E, 4, 1, 10, 8, 12, E, 5, 7.

ACTIVIDAD — 9: Hallar la media deom gtrica y la media aritmdtica de los números:

2, 4, S, 1E, 32.

ACTIVIDAD — 10: Hallar dos números cuya media aritm gtica es 5 y cuya media geo-

mgtrica es 4.

ACTIVIDAD — 11: Hallar la media aritm gtica, la media geomdtrica y la media ar-

mbnica de los números: 0, 2, 4, 6.
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ACTIVIDAD — 1:	 3x= 3(x	 x	 x ).
1	 2	 3

i.1

E
k 6k

i.1

5
(xi— 4). (Zxi) — 20

i. 1

—
ACTIVIDAD — 2: x = E- 5 	 M= 6'5e 

—
ACTIVIDAD — 3: x 054 seg.

ACTIVIDAD — 4: x 530

—
ACTIVIDAD — 5: x	 1*-63 metrcs. -

ACTIVIDAD — E: M e= 130 pesetas
	 x	 5196 pts.

es más representativa la mediana.

ACTIVIDAD — 7: xA. 7466 Km/h velocidad media

ACTIVIDAD — 6: (a) 7 . 8-77 ,	 M e. 9 ,	 Md. 7

(b) x = 6'375,	 M e= 6 • Puesto que los números 4, 5, 6,

6 y 10 aparecen dos veces, se puede considerar que es-

tas son las cinco modas, es ms razonable decir que no

existe moda.

ACTIVIDAD — 9: xG 
8 ,	 x	 12'4



—77-

ACTIVIDAD — 10: Los números son 2 y 8.

-	 —	 —ACTIVIDAD — 11: x . 3 ,	 x
G. O ,	 XA_ O

No tiene sentido hablar de media geomttrica y media arm6—

nica puesto que un valor es cero.





"EXTRATERRESTRES MUY PECULIARES"

—79

Salimos de la Tierra con la idea de

explorar el planeta TIKO. Los astrd-

nonos no dudaban de la existencia de

tres peoueños sat4lites girando en

torno a 41, pero eran escdpticos en

cuanto a la existencia de vida huma-

na.

Nosotros intuíamos que sf la había y

decidimos aventurarnos.

A continuacidn os contamos lo que sucedid.

Llegada al p rimer sat4lite: YURO
-

Los "yuristas" son verdes y tienen tres ojos, pero aún siendo tan distintos

a nosotros fuimos capaces de notar algo familiar, hasta que uno del gru p o —

dijo: ¡Se mueven todos como mi bisabuelo Rodolfo!.

Esa fue la clave: En general eran muy vie-

jos, se desplazaban despacio, la mayoría con

bastbn y tenían muchas arrugitas.

Cuando sintonizamos nuestros lenguajes pudi-

mos conocer su modo de vida y tambidn...

.sus edades!.

Efectivamente, en un pueblo de 250 yuristas,

había mucha más gente anciana que la que ---

nunca habíamos conocido. La edad media era —

de 296 años.
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Sea:

— N . "número de yuristas en el grupo" . 250.

— La variable X = "edad de los habitantes de Yurc"

X = (x
1
= 100, x2= 200, x3. 300, )(

4
. 400, x5. 500)

— n	 "número de veces que aparece repetida cada edad x.de la variable X"
1

(n i. 35, n2. 40, t-13 ,= 80, n
4
 90, n	 5)

,2) 

5
observa En=n+1-1 4.n+ n

4 
+hl= 250i	 1	 2	 3	 5i=1

A n se llama "FRECUENCIA ABSOLUTA".

— N
i
 "suma de los n

i
inferiores o iguales a dl"

N . n . 35	 N
2 

n	 n 35 + ac = 751	 1 	 1	 2

N3= n	 n	 n3 . 35 + 40 + 80 = 1551	 2 

N a . 245	 _	 N 5= 250_

Observa N
5
= 250

A N se llama "FRECUENCIA ABSOLUTA ACUMULADA"

La tabla de frecuencias es:

100	 35	 35	 3.500

200	 40	 75	 6.000

300	 SO	 155	 24.000

400	 90	 245	 36.000

500	 5	 250	 2.500

	

5	 5
n.. 250xi . n= 74.000i

	

i=1	 i=1

• La edad media x es la media aritmética de edades del grupo de yuristas y

se define como:



X =

X••n•••n•

100	 200 ¿IZO	 500

Polfgono de frecuencias

90
SO

40

35

5

x= 296

100.35 + 200.40 .4- 300. 50 + 400.90 + 500.5 

250

74.000

250 
= 296 años.

• La mediana M
e es la edad que ocupa el lugar central, supuestas las edades

ordenadas en forma creciente, es decir, la edad que deja igual número de

observaciones (edades) inferiores que superiores a ella. Veamos:

r
--35 veces	 r-_„ veces --1 r--60 veces	 r--90 veces-1 r-_, veces-1

,200, 300, 	  ,300, 400, 	  ,400, 500, 	  ,500

. 125 observaciones.

_ El sujeto que ocupa la posicidn 125 tiene 300 años. Por tanto,

M
e
= 300.

• La moda M
d es la edad que se repite mayor número de veces (o que tiene ma-

xima frecuencia)

M
d
 400

EL DIAGRAMA DE BARRAS para la frecuencia absoluta n • de los habitantes de1
Yuro es:

100, 	 ,100, 200, 	

Observa:
N 2E0

2 2 
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Observa: El polígono de frecuencias se obtiene uniendo los extremos sup e-

riores de las barras.

Esta grlfica se considera asimdtrica a la izmuierda o negativa

porque presenta "ocia" a la izquierda, es decir, las frecuencias descien-

den ms lentamente por ese lado que por el derecho, en el que la "caída"

es rds brusca.

Se cumple que x < M
e 

m
d

Y esto es lo que sucede en el satdlite de nuestros amigas "yu-

ristas".

Llegada al segundo satdlite: KOSPO 

El segundo viaje nos trajo una nueva

sorpresa, si en el anterior todos los

habitantes eran muy mayores, a quí ha-

bía el mismo alboroto que en una guar-

dería. La diferencia era que estos ---

"bebAs" eran azules y con un . solo ojo.

Nos cost lo nuestro interrogar a un

pueblo de "kosp itas" porque no tenían

aún muy desarrollado su lenguaje, pero

la informacifIn sobre sus edades es muy

curiosa; fijaos:

N x	 .n.

100

200

300

400

500

5

90

80

40

35

5

95

175

215

250

500

18.000

24.000

16.000

17.500

x= edad en días

n
i
	n2 de habitantes

5
7--

5
x. .n 76.000r



5E x ,n•
 i

—	 1=1 	 76.000 
x=	 .	 =04

N	 250

M
e
 300

—63

M
d
 200

DIAGRAMA DE BARRAS para n.:
1

A

i	 n12 habitantes	 Polígono de frecuencias

50,
60-

35

100
	

200	 3	 ace	 500	 edad en días
—
x 304

Al contrario que en la anterior, aquí la asimetría es a la dere-

cha o positiva, ya que la "cola" queda a la derecha, es decir, las frecuen-

cias descienden ms lentamente por ese lado que por el izquierdo en el que

la "subida" es mäs brusca.

Se cumple que: x .;› M	 M
d

A nuestros amigos los bebds—kospita les quedan los datos igual a

la distribucidn mencionada.
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Llecada al tsroer satd l ite: TEHA

El tercer satdlite de Tiko a p enas nos sor-

prendid: ¡Podas cosas ya nos podían ascm —

brar...!

Nos llegamos a sentir como en casa, porcue

su ambiente y sus habitantes eran muy pare-

cidos a nosotros.

Aparte de ser un poco ms bajitos, flacos y

de color amarillo:

Se veían familias completas con miembros de

todas las edades. Mediante la fdcil comuni-

caci6n que establecimos, llegamos a conocer

su vida y sus costumbres, una de ellas era celebrar sus "cumpletrimestres",

ya que así es como controlan su edad.

Interrogando a un pueblo de tehistas, elaboramos una tabla de frecuencias:

x
i

N
i
x .ni	 i

100 30 30 3.000

200 ea 90 12.000 x= edad en trimestres
300 90 180 27.000

400 60 240 24.000
n
i	n

g de habitantes

500 30 270 15.000

	

5	 5

n.= 270 E: x„n.= 81.000
a_

	

i=1	 i=1

x = 300'

M
e
= 300

M
d
= 300



.9C

EC

30

edad en trimestres

DIAGRAMA DE BARRAS para n.:

n g hab.	 Polígono ce frecuencias

Vemos que esta distribucidn es simdtrica por que los valores de

les variables e quidistantes oe un valor central tienen las mismas frecuen-

cias.

En este caso: x = M
e
 = M

d

¡Ah!... Seguro que quereis saber CoM0 acabó nuestra aventura —

¿no es así?.

Muy sencillo: nos van a devolver la visita.

¿No sobrarä en tu casa alguna cama vacía?.
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RECUERDA

e FRECUENCIA ABSOLUTA (nj: Llamaremos frecuencia absoluta de un valor x •

de la variable estadística X al número de veces que aparece repetido di-

cho valor en el conjunto de observaciones realizadas.

• FRECUENCIA ABSOLUTA ACUMULADA (N i': La frecuencia absoluta acumulada de

un valor x es la suma de las frecuencias absolutas (n ) de los valores

o iguales a x . . Es decir:
1

N	 n , N2. n i 4. n
2
 , N

3
. n

1
 + n

2 
4- n,1	 1

Evidentemente, los valores de x han de estar ordenados de forma crecien-i
te /, por tanto, se tiene:

N
k
. N

siendo N el nömmero total de datos y X(x
1
,x

2
,x

3
,...,x

k-

• CALCULO PRACTICO DE LA MEDIANA:

1. Se representa el DIAGRAMA de frecuencias absolutas acumuladas N
i

.

2. Dividimos el número de observaciones N entre 2.

3. Comprobamos ei el nömero obtenido \i/21 se encuentra en la tabla

de frecuencias absolutas acumuladas N.

4. En caso de no encontrarse, estar comprendido entre dos números

(Nk1' Nk ) de la citada tabla, con lo cual la "mediana" ser ä a—- —

quel valor de la variable X que corresponde al mayor N
k
. En o-

tras palabras, la "mediana" es el valor de la xk que correspon-

de a N/2.

4 En el caso concreto de los habitantes de Yuro, se tenia:



TABLA DE FRECUENCIAS

N x .n11
100 35 35 3.500

200 40 75 8.000
x • = edad en años.

300

400

500

80

90

5

155

245

250

24.000

36.000

2.500

n	 n g habitantes que tienen x.
1

años.

n . = 250 .n	 74.000

—87

i=1
	

i=1

de donde:

1. Diagrama de frecuencias absolutas acumuladas N .

A
N

250.—__	 _
•••n•• n•• n•nn••••nnnn••

245

N = 125 —_ 	

75—

X

100	 200	 300	 400	 500

CONSTRUCCION: La abscisa xk tendrd una ordenada N
k
. De esta forma aparece un

diagrama de barras creciente. Trazando segmentos horizontales de cada extre-

mo de barra a cortar la barra inmediata a su derecha se obtiene el diagrama

de frecuencias acumuladas.
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25C

2. 2	
=1259 

3. Vamos a la columna N de la TABLA de frecuencias y observamos que

125 no se encuentra allí. Luego estarA comprendido entre 75 y 15E.

4. Vamos al Diagrama acumulativo de las frecuencias e solutas N y --N.

vemos a qud abscisa x corresponde la ordenada N . N/2 . 125.

La mediana M
e
. 300.

*. En otro pueblo de 310 yuristas nos encontrarlos con gente todavía

ms anciana. La edad media era de casi 334 &íos. Observa los datos reco-

gidos en la tabla de frecuencias:

TABLA DE FRECUENCIAS

j
N
j

x .ni	 i
100 35 35 3.500

200 35 70 7.000 x= edad en aos
300 85 155 25.500

n	 ng habitantes de x aFlos
400 100 255 40.000

500 55 310 27.500

5	 5
. 310	 x .n . . 103.500i

• La edad media x es la media aritmdtica de las edades del grupo y se de-

fine como:	 5
x.nii

	

i.1 	 103.500 x -	 _ 33387 a'ríosN	

-	

310

e La moda M
d es la edad que se repite con mayor frecuencia (mayor número

de veces):

Md= 400



1. Recresentamos el DIAGRAMA de frecuencias absolutas acumuladas N
i

.
N.

255

N
k
= 155

7(a

35

310

- - -

X

e Para el calculo de la mediana M procedemos de la forma siguiente:
e
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100	 200 300
	

400	 500

N	 310 -

2. 2	
. 155

2 

3. Vamos a la columna N de la TABLA DE FRECUENCIAS y observamos que

el valor N/2 . 155 coincide con la frecuencia absoluta acumulada

del valor 300 y, por tanto, la ordenada 155 corresponde a todas —

las edades del intervalo (300,400).

Como la mediana es un valor (edad), la edad media de dicho inter-

valo sera:

300 + 400 
M
e—
	. 35C

2

• Para visualizar la información recogida representamos el polígono de fre-

cuencias, uniendo los extremos superiores de las barras en el DIAGRAMA de

barras para la frecuencia absoluta n..



A
N2 hac.	 n

— SO —

—

e5
1 	 Polfgono de

frecuencias.

35 — —

100	 200	 300	 400	 500	 edad en aos

Resulta una grdfica asimdtrica a la izquierda ya que presenta

cola a la izquierda, esto es, las frecuencias descienden mds lentamente —

por la izquierda que por la derecha.

—
Observa: xsZ	 MM

e
1zZ 

d
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ACTIV IDA .DES PARA TODOS

CI
a

o
e

ê
•
O•
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ACTIVIDAD — 1: En un pueblo de "Teha" recogimos informaciln sobre la edad

de sus habitantes. Obteniändo así la tabla adjunta:

edad en trimestres 100 200 300 400 500

nÖmero de habitantes 40 a: 100 70 30

Se pide:

1) Tabla de frecuencias. Diagrama de barras para la frecuencia abso-

luta n.. Diagrama de barras para la frecuencia absoluta acumula-1
da N

i
.

2) Media, mediana y moda.

3) Razonar el tipo de gräfica que resulta.
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ACTIVIDAD — 2: En la clinica La Paz se han ido anotando durante un mes

el número de metros que el niño anda el orimer dia que comienza a ca-

minar, obteniendo:

número de niños 2 3.4 5 6 7

número de metros 6 10 5 10 3 4

Hallar:

1) Media, mediana y moda.

2) Razonar el tipo de grdfica que se obtiene.



_

ESTADISTICA CESCRIPTIVA

ACTIVIDADES
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1



"LA ETESTA DE CLU'LEARJOS"

El pasado fin de semana, mis primos: Joaquín, Elena, Susana, Rubdn 
y yo, que

soy Javier nos reunimos en casa de la abuela. Celebrdbamos su cumoleaaos y —

comimos junta toda la familia.

En la sobremesa, los mayores empezaron a hablar de cosas muy aburridas 
y deci-

dimos irnos al Parque de Atracciones. Teníamos un problema: ni una peseta en

el bolsillo. La abuela nos llamö y nos dijo: "Os dard dinero, pero... segön --

vuestra edad".

Joaquín y Elena:

A nosotros que somos melli-

zos, nos tienes que dar lo

mismo, tenemos seis aos --

cada uno.

Abuela: Repartíos 200 pts. para los

dos.

Susana: Abuela, yo tengo diez aos.

Abuela: Pueä toma 150 pts.

Rubdn:	 ¡Yo tengo trece aaos!

Abuela: Aquí tienes 300 pts.



Al llegar al Parque de Atracciones

había un cartel que anunciaba:

" tickets para diez atracciones a

200 pts.
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Javier: A mí me tienes que dar mäs que a ellos. Tengo quince añcs y encima

tengo que hacer de niñera.

Abuela: Toma 350 pts. y no protestes tanto.

El problema surgid de inmediato: Joaquín, Elena y Susana no tenían suficien-

te dinero para entrar. Si no venían ellos, nos fastidiaban la tarde, así oue

propuse: "Si juntamos todo el dinero y lo repartimos entre los cinco podre-

mos comprar tickets para todos".

JOAQUÍN ELENA SUSANA RUÜ.14 JAvn.12 robos

40c) d.00 150 300 350 1000

1.000 pts.	 5 personas = 200 pts. cada una.

Rubdn, el Pitagorfn, dijo: Mi "profe" a eso lo llama hallar la media arit-

mdtica.

Javier: ¡Anda, calla y no seas listillo!. Siempre salgo yo perdiendo, de

350 pts. que llevo, voy a acabar con 200 pts.

RubCn: No protestes porque es la única solucidn posible. Si llegamos a

calcular la mediana, que es el dinero que tiene el que ocupa el



lugar central sdlo disp ondríamos de 150 pts. y nc P c driamos montar-
nos en nada.

—9

t

J OAGLA

400

ELN A

1.00

SUSANA RUBÉN

300

JAVIER

350

Javier: Ya, ya lo sd, y si calculdramos la moda, todavía nos iría peor, por-

que es el valor que ms se repite y en este caso es 100 pts.

ELENA

-/00

Todos: Pasemos a divertirnos que es a lo que hemos

venido.

J OAQii

100

SUSANA	 JAviER

450	 300	 350





GRUPO 1	 GRUPO 2.

T0740	 410p.

V iCTOR ift 500Ft

530p.

ELSA	 200

BOSE	 500p

3 AViER 4800pLIAN

"EL VIAJE FIN DE CURSO"

La clase de Javier prepara la excursión fin de curso.

Se ha propuesto que todos los lunes entregue cada uno el dinero ahorrado en

el fin de semana. Así cuando llegud el dia del viaje sus padres tendrdn que

darles menos dinero y ese no serd un problema para dejarles ir.

Eduard:, el profesor de Matemäticas, explicó el lunes como iba el "banco"

de la clase, y tomando como ejemplo a los grupos uno y dos aprovechó para

ampliar algunas nociones de Estadistica.

JOSE:

Tenemos los dos grupos una media de 500 pta. Ya hay menos que afiadir para

el precio del viaje.

—99



GuE NO cusbA
EL PÁNico!
05 EXPLico•••
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Ms o menos tenemos todos lo mismo...

ELISA:

iQug bien!. Yo pensaba que sdlo me correspondían 200 pts. que es lo

que entregug...

JAVIER:

¿Qu g dices?. Si yo he reunido 800 pts. ¿Cdmo me van a dar sdlo SCO

pts.?

PROFESOR:

Si os dais cuenta sdlo os estdis quejando los del GRUPO 2. Si todos

hubi grais entregado aproximadamente lo mismo, no estaría mal hablar de

que os corresponde esa media de 500 pta. Pero, en el GRUPO 2 hay mucha

diferencia de dinero entre unos y otros.

VICTORIA:

Entonces... ¿Hay situaciones en que la media no da buena idea de cdmo

estgn distribuidos los datos?.



o
O 

° oo.
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¡Claro, eso es! La utilizaci2n de las me—

didas centrales: MEDIA, MEDIANA y MODA,

depende ce varios factores, pero el que

nos afecta ahora es el de la dispersin

de los datos. Cuando hay puntuaciones muy

extremas la media por si sola no refleja

la realidad del grup o y conviene utilizar

otras medidas adicionales.

Toda distribucidn de frecuencias tiene

dos características que la definen:

—Un punto central alrededor del cual

tienden a agruparse los datos: media,

mediana y moda.

—Una variabilidad o dispersidn de

los datos respecto a ese valor central.
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PROFESOR:

Las variables que describen la dis p ersión de una distribución de fre-

cuencias son: la VARIANZA y la DESVIACION TIPICA, entre otras.

Sus fórmulas son:

-,2
XI

- LA VARIANZA : dr 2 2: Xi-
.

N

- LA DESVIACICN TIPICA : dr.	
N

Cuando los datos estdn muy alejados de la media, la varianza y la desvia-

ción típica son grandes; por el contrario cuando los datos estdn muy pro-

ximos a la media, la varianza y la desviación típica son pequefías, inclu-

so valdrían cero si todos los datos de la distribución fueran iguales en-

tre sf. Por tanto sólo es recomendable su cälculo en caso en que sea ötil

la media.

JAVIER:

¿Por qud no palculamos la varianza y la desviación típica en nuestros

datos para comprobar lo que nos has explicado?.

GRUPO	 4 GRUPO	 2,

Xi Xi— (xi —3 ) 2. Xi xi —7( (>'	 -i)2*

tilo —30 900 100 -309 90 coo

soo o o soo o o

S30 30 9oo IDO 300 90.000

izS00	 A .$00 7( : so o	 4'10.000

sz ir	 Xi-XY z	 Go o Sz_	 (Yi. -Y) 1 	,.. 60.000

N N

S e Vii e	 Wiro- = -3011,. 24'49 5.: igr . \,6o.000	 . Mili:244'94
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JOSE:

En el primer grupo la desviación tísica es de 24'49, mientras que en el ce_

gundo es de 24494: ¡diez veces mayor!

PROFESOR:

En efecto, la desviación típica del segundo grupo es mucho mayor, lo 
cus

hace concluir que la media no refleja totalmente la realidad del gruoo.

ELISA:

¡Qu g tristeza me quedo con mis pobres ahorros de 200 pts!.

JAVIER:

Vale chicos. Cada uno que arregle con su dinero lo que pueda y si le parece

poco, menos cines y ms ahorros.



n .n
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RECUERDA

CONCEPTO DE MEDIDA DE DISPERSION 

Ya dijimos que a veces es conveniente reducir toda la in formacidn obtenida

a un solo valor o un número peque% de valores. Estos valores que centrali-

zan la informacilln, reciben el nombre de "medidas de tendencia central".

Es evidente que al resumir un conjunto de valores en uno solo se pierde in-

formacidn. Por ejemp lo, consideremos las variables X e Y con sus respectivas

frecuencias;

X
	

n	 Y

1
	

499

	500	 1
	

501

	1000	 1

-0.1 + 500.1 + 1000.1	 -	 499.1 + 501.1 x _	 _ 500	 Y -_ 2	 =5003 

En ambos casos la media aritmdtica es 500; sin embargo la variable X esta

mucho mas dispersa que la variable Y.

1 1	 1	 I
500	 1000	 499	 I 501

Y

Habräs observado tö mismo que al tratar araficamente los conjuntos de datos,

parece ldaico pensar que la representatividad de y es mayor que la de x.

Por tanto, se hace necesario cuantificar la representatividad de los valores

centrales. Se ve, la necesidad de definir nuevas medidas estadfsticas. Estas

medidas reciben el nombre de "medidas de dispersidh".

n

1

1

O



— 106 —

MEDIDAS DE DISPERSION

Toda distribución de frecuencias tiene dos "características" que las definen:

• Valor central alrededor del cual tienden a a gruparse todos los

valores: media, mediana y moda.

• Una disp ersión de valores respecto a ese valor central.

En toda investigación sobre una muestra ambas medias descriptivas (centrali-

zación, dispersión) deben ir parejas para evitar conclusiones erróneas.

Las medidas de dispersión més utilizadas son: la varianza, la desviación tí-

pica, el coeficiente de variación de Pearson, el recorrido y el recorrido —

semiintercuartilico.

,
VARIANZA (62 ) 
La varianza

2
 de una variable estadística X se define de la forma:

(x.	 n
•

	

62 =
 

i=1	

N

desarrollando esta fórmula podemos obtener otra expresión oue frecuentemente

resulta ms cómoda:

E x2 • n
i

2	 i=1	6
N	

—x

siendo:

x
i
 = distintos valores de la variable X.

—
x . la media aritmética.

N . número total de datos u observaciones.

—2
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Es evidente que si los valores x 1 , x2 ,	 x
k 

aparecen, cada uno de ellos,

una sola vez, se tiene:

—.2
(x — x)

9	 i= 1

k	 ndmero total de datos u observaciones.

Enelcasoquej=pentendernosquetoposloevaloresx.coinciden con la —
—

media aritmCtica x, es decir, todas las observaciones estdn concentradas en

un mismo valor, por lo que la dispersin es mínima (nula).

"CARACTERISTICAS DE LA VARIANZA"

— Al ser la varianza 62 una suma de cuadrados es siemore posi-

tiva. Por otro lado, estar d expresada en unidades al cuadrado

mientras que la variable estudiada se expresa en unidades. —

Observa la necesidad de definir otra nueva medida de disper-

sin: la desviacidn típica.

— No es recomendable su ondulo cuando tampoco lo sea el de la

media aritmdtica como medida de tendencia central.

DESVIACION TIPICA (6) 

La desviacidn típica dise define como la raíz cuadrada positiva de la varian-

za:

6=+ V7= +
— 2

( x .	 x) . n.
i=1

N

o bien



\\)/:=1 	 — 2
1.1 2x . . n .

6 = + N
—x
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La desviacidn típica es la medida de disp ersin mas utnizada en estadística.

Piensa que viene expresada en las mismas unidades que los valores de la va —

riable X, por lo que su interpretaci6r resulta mas sencilla.

"CARACTERISTICAS DE LA DESVIACICN TIPICA"

— Toma siempre valores positivos.

— No es recomendable su calculo cuando tampoco lo sea el de la —

media como medida de tendencia central.

COEFICIENTE DE VARIACION DE PEARSON 

El coeficiente de variaci6n de Pearson C.V. se define de la forma:

C .V. =
-
x

siendo

6 . desviacidn típica.

x . media aritmdtica.

A veces este coeficiente se multiplica por 1 00, para mayor comodidad en el —

manejo de cifras, ya que así trabajaríamos con porcentajes.

di
C.V. =	 . 100	 (expresado en porcentajes)
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"CARACTERISTICAS DEL COEFICIENTE DE VARIACICN CE PEARSCN"

— La utilidad de este coeficiente estriba en la posibilidad de —

comparar la dispersin de dos o ms grupos no hcmoggneos.

Ejemp lo 1: ¿Qug medidas estän ms dispersas los pesos o las altu-
ras de un grupo de estudiantes?.

Como son medidas no homog gneas, ya que una esta hecha en metros

y la otra en kilogramos, no son comparables y hemos de recurrir

a alguna medida de dispersin abstracta en la que esa dificultad

se salve. Esta medida de dispersin es el "coeficiente de varia-

ciCn de Pearson".

E'emolo 2: ¿Ou grupo se encuentra ms disperso, el peso de un —
grupo de nifios al nacer, y el peso de un grupo de a-

dultos de 50 aFlos, si tienen la misma desviacidn tí-

pica er = lo kg?.

La desviacián típica 6 = 10 no representa lo mismo para los re-
ci gn nacidos que para los adultos. En el grupo de recign nacidos

seria enormemente desproporcionada, mientras que para el grupo —

de adultos resulta normal.

En este caso tambi gn hemos de recurrir a una medida de disper-

sidn abstracta, utilizamos el "coeficiente de variacidn de Pear-

son".
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OTRAS MEDIDAS

DE

POSICION Y DISPERSION

MEDIDAS DE POSICION 

Las medidas de posicidn son aquellas que nos informan tel orden o de la cc-

sicidn que ocupa un valor dentro del total de valores observados.

Las medidas de posicidn ms utilizadas son: los cuartiles y percentiles.

• CUARTILES 

Se definen los cuartiles como tres valores de la variable que dividen las

observaciones realizadas en cuatro partes iguales:

1	
P
1/4	

P
2/4	

P
3/4

Primer cuartil P
114

: es el valor de la variable que deja la cuarta parte

de las observaciones menores a iguales a äl, en otras palabras, las 3/4

partes de las observaciones superiores a äl.

Se calcula igual que la mediana M
e
, pero en vez de tomar el número de ob—

servaciones N/2, se toma el nömero de observaciones N/4.

Segundo cuartil P 2114 : es el valor de la variable que deja inferiores o —

iguales a dl las 2/4 partes (la mitad) de las observaciones.

Se calcula tomando 2N/4 . N/2.

Este cuartil es la mediana M
e
: 
P2/4= 

M
e



MEDIDA DE POSICION: LOS OUARTILES 

Hemos medido el número de metros que el nio anda seguida antes de caerse en

una clfnica infantil, obteniendo la siguiente tabla de distribucidn de fre-

cuencias:

P
2/4

n••••••
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Tercer cuartil P: es el valor de la variable que deja inferiores o igua-

les a dl las 3/4 partes de las observaciones.

Se calcula tomando 3N/4 observaciones.

xii n.
1 N.

1 2 2

2 6 8

3 10 16

4 5 23

5 10 33

6 3 36

7 2 38

6 2 40

x . edad del niño

n . metros que el niño anda



Primer cuartil P	 se toma
Va

Segundo cuartil P
214 

se toma
4

N

4

2N
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Se quieren calcular los cuartiles de esta distribuciln

8

N =	 n	 40 número Ce observaciones0
o o	 i=1o

3N
Tercer cuartil P

3/4 
se toma

4

Primer cuartil: 1/4 . N . 1/4 . 40 = 10

En la columna de las frecuencias absolutas acumuladas N ,

el valor 10 se encuentra entre 8 y 18:

lo 41s

El cuartil PserA el valor de la x que corresponde a1/4
N,„:= 18, es decir:

P
1/4 

. 3

Segundo cuartil: 2/4 . N . 2/4 . 40 = 20

18 .< 20	 23

de donde

=4=M
2/4	 e

Tercer cuartil: 3/4 . N . 3/4 40 . 30

23 < 30 (33
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entonces

P
3/4 

. 5

• PERCENTILES

Se llaman tambidn "centiles" (de 100). Se define el percentil como el va-

lor de la variable que deja inferiores o iguales a dl un porcentaje de —

observaciones.

Así: el percentil k—Csimo sera el valor de la variable que deja inferio-

res o iguales a 41 las k/100 partes de las observaciones (el k por 1C0),

donde k puede tomar cualcuier valor desde 1 a 99.

El calculo de los pe-rcentiles es idCntico al de la mediana y los cuarti-

les. Se denotan por P
k
, de tal forma:

Percentil 25: es el valor de la variable que ceja 25/100 de las observa-

ciones menores o iguales a g l. Se denota P
25 

y su calculo es igual que el

de la mediana M
e 

tomando 25.N/100 observaciones.

Observa que

25 . N/100 . N/4 . primer cuartil P
1/4

Percentil 50 (P
50 ): 

es el valor de la variable que deja 50/100 de las ob—

servaciones menores o iguales a Cl. Se calcula igual que la mediana to-

mando 50.N/100 observaciones.

Observa que

50 . N/100 . N/2 . M = P
e	 2/4

Este percentil tambidn se llama "mediana".



P
25

•n••••••

MEDIDA DE POSICICN: LOS PERCENTILES 

Con los mismos datos de la anterior distribución de frecuencias, calcular:

— Los percentiles 25 y 50.

— El valor de la variable que deja por debajo el 65% de las eda-

des.
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Percentil 75 ( P
75

): Se calcula igual que la mediana tomando 75.N/1 00 cb-

zervaciones.

Observa que

75 . N/100 . 3N/4 =
3/4
	 (tercer cuartil)

Percentil 25(P
25

): Se toman 25.N/100 observaciones, de donde:

25 . N/100 = 25 . 40/1ü0 = 10

Primeramente tenemos que localizar el intervalo en el Que

se encuentra P
25' 

es decir, aquel cuya frecuencia absoluta

acumulada N
i 

sea igual o superior al 25% de N:
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< <

Y encontramos que a N, = le corr3sponde un valor	 3,

por tanto:

P
25

. 3

Observa que el percentil P
25 

es igual al primer cuartil —

P
1/4.

Percentil 50 (Pm ): se toman 50.N/100 observaciones:

50 . N/100 = 50 aohoo . 20 M
e

El percentil P	 se encuentra en el intervalo 18 y 23 de50
la frecuencia absoluta acumulada N, es decir:

18 20 4 23

Y encontramos que a N
4 
= 23 corresponde un valor x 4 . 4

' —
de donde:

P	 4	 M	 (mediana)
50	 e

El 65% de las edades corresponde al percentil 65, P65 . Tenemos que localizar

el intervalo en el que se encuentra el P en la columna de las frecuencias —
65

absolutas acumuladas N
i
, por tanto:

65 . N/100 = 65 . 40/100 . 26

En la columna de las N.:
1

23 < 26 4 33

Encontramos que a N5= 33 corresponde un valor x
5
 5, entonces:
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esto es, el valor de la variable Y. . edad QUe deja por debajo el 65°4 de las

observaciones es de 5 años.

"OTRAS MEDIDAS DE DISPERSION"

• AMPLITUD O RECORRIDO 

Se define la amplitud o recorrido de una variable estadística como la dife-

rencia entre su valor mdximo y su valor mínimo.

recorrido . R mäximo (x
i
) — mínimo (x )

Ejemplo: Las edadea de ocho estudiantes son:

15, 16, 10, 20, 21, 9, 7, 24

El valor ms alto es 24.

El valor ms bajo es 7.

El recorrido es 24 — 7 = 17 años. Esto es, el recorrido de la distribucidn

de edades de los estudiantes es de 17 años.

• RECORRIDO SEMIINTEROUARTILICO 

El recorrido semiintercuartilico es la mitad de la diferencia entre el ter-

cer cuartil y el primer cuartil P
1/4 

o, lo que es lo mismo, la mitad —

de la diferencia entre el percentil P 75 y el oercentil P 25 . Sea, por tanto:

P _ 

P
3/4 

— P
1/4

2

o bien

P
75 

— P
25

P
2



= P

	 — P
3/4	 1/4

P 
2

5 — 3
9
	 =1
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recuerda que:

P
3/4 

P
75

P
1/4 

P
25

Ejemplo: El recorrido semiintercuartflico de la distribucidn de frecuencias

anterior:

¿COMO SE DEBEN UTILIZAR

-LAS MEDIDAS DE DISPERSION?

Sabemos que una medida de tendencia central nos proporciona poca informacidn.

Para describir una informacidn ms completa necesitamos cuantificar la repre-
sentatividad de las medidas centrales, esta informacidn adicional nos la pro-

porciona las medidas de dispersin.

Es necesario, pues, mostrar las "parejas" de medidas estadisticas

ms empleadas, así como su idoneidad.



MEDIDAS ESTADISTICAS

DE TENDENCIA DENTRAL DE DISPERSION

Media aritdtica . 7m
varianza . (37

2

desviacidn típica . 6

Mediana . M
e

Recorrido semiintercuartflico . P

Moda . M a Recorrido . R

MOMENTOS

Definimos el momento de orden r respecto al pardmetro c, de la forma:

Z (x.- c)
r
. n

M (c)
N

En particular, nos interesan dos casos importantes:

Momentos respecto al origen: cuando el parämetro c O, entonces:

,r51: ( x
i 
- Oi . n

i	

V- r
x • n.

.	 i
Mr ( o ) -	

N	 N

A estos momentos particulares se los denota por (a
r
), de forma que:



1
a =

N

-r
(x

i
 - x) . n

i

N
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dando valores a r, se obtiene:

x .	 ni•. n

1	 1 
a -	 _ i!__1
O	 N	 N	 N

x • n
i

a
1 =
	

N
	 x media aritmdtica

7 2
x 	 • n •

1
1

a
2 =
	

N
	 . segundo momento respecto al origen

Momentos resp ecto a la media: cuando el pardmetro c = x, de donde:

A estos momentos particulares se los denota por (m
r
), de forma que:

dando valores a r, se obtiene:
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—0
(x

i
 — x) . n

N	 N
	  =

—
(x

i
 — x) . n

ii 	 O
N

=	 = 0 primer momento res p ecto a la media
N

2.1 (x.	 72

	

)	 n.
2

varianzam
2 
= 	

N

Relacidn entre momentos: Se pueden encontrar relaciones que liguen los momen-

tos respecto al origen y los momentos respecto a la media. La relacidn ms —
utilizada viene dada por la expresidn:

m
2
 = a

2 
— (a )2

o bien

2— 2
= a2 — (x)

Piensa que esta relacidn ya la conocíamos:

2x. • n.
2

N

z

=
1

6 (7)2



MEDIDAS ESTADISTICAS: LOS MOMENTCS

7A

1£N1-0S
REsPEc:ro

L c.e.IGEN \

-10MENTOS
C E N TRALE5
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Con los mismos datos de la distribucidn de frecuencias que volvemos a repro-

ducir:

x.i ni N .i
1 2 2

2 6 8

3 10 18

4 5 23

5 10 33

6- 3 36

7 2 38

8 2 40

se pide calcular:

—1) Momentos respecto al origen de primero, segundo y tercero or

den.

2) Momentos centrales de segundo y tercero orden.
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1) Los momentos respecto al origen vienen dados por la exoresi3n:

xr	 n
•

a =
N

de donde:

x 	 • n •

momento respecto origen 12 orden = a = 	

	

1	 N

x
2
 • n

momento respecto origen 22 orden . a .

	

2	 N

3
x • n

i

	momento respecto origen 32 orden a
3	N

Para resolver este apartado necesitamos la tabla:

x
i

n ; x
i	.
	 n

i ,

2
x. x

2
 . n

i	 i

3
x,

_

3
x.	 •	 n1	 i

1 2 2 1

,

2 1 2

2 6 12 a 24 e 48

3 10 30 9 90 27 270

4 5 20 16 ao 64 320

5 10 50 25 250 125 1250

6 3 18 36 108 216 646

7 2 14 49 98 343 686

8 2 16 64 128 512 1024

40
	

162
	

780
	

4248

de donde:



x. . n.
i=1 1E2

. 4'05 = x media aritmdtica40
a

1 =
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8
x
2
 • ni	 i

i=1 	 780
a
2 

=	 . 19'5
N	 40

8
E x3 •
i=1 	 4248

N	 40
= 1082

2) Los momentos centrales vienen dados por la expresibn:

— r
(x
i 
— x) . n

i

a
3 

=

rfl
r =
	

N

por tanto:

— 2
(x. — x)	 . n

momento central 2g orden . m
2	 N

—3
(x — x) • n

momento central 3g orden m
3 

_	
N

Para resolver este apartado necesitamos la tabla:



8
— 3

(xl — x) ini
i=1 85'41

40
fT1
3 =
	

N
= 2'135
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x = a = 4'05
1

x	 n
i	 ;-

(x
i
— x)

— 2
(x

i
— x)

1

(x
i
— 7) 2 .	 n

i

— 3
i— x	 n(x	 )	 . ;

1	 2 — 3'05 9'30 18'6 — 5673

2	 6 — 2'05 4'20 25'2 — 51'66

3	 10 — 1'05 1'10 11 — 1155

4	 5 — 0'05 0'0025 0'0125 —	 0'0006

5	 10 095 0'90 9 8'55

6	 3 1'95 3'80 11'4 22'23

7	 2 2'95 8'70 17'4 51'33

8	 2 3'95 15'60 31'2 123'24

40
	

12381
	

85'41

en consecuencia:

8

(xi— 72): ni
i=1 	 123'81  

= 3'1 = 6
2 

varianza
N	 40

efectivamente

z
2

X

2	 i=1
1 	 1

6
7 	

a
2
 — (a ) =	

N	
— ( 7) 2 

= 195 — (4'05)
2
 = 311 

ni	 .=

2
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ACTIVIDAD — 1: En un Institu:z se han hedido los pesos y las alturas de un —

gruoo de diez estudiantSs, obteni gndose los siguientes datos:

_ .

Alturas 1'50 160 1'60 1'68 170 165 180 1'67 1'75 132

Pesos eci 65 62 70 68 68 75 62 74 76

Se desea saber, ¿qud medidas estän ms dispersas, los pesos o las alturas?.

Sean las variables:

. alturas de los estudiantes.

Y . pesos de los estudiantes.

A primera vista parece ms dispersa la variable peso que la variable altura.

Piensa que una variable está hecha en kilogramos y la otra en metros, por —

tanto, son medidas no comparables y hemos de soslayar este inconveniente re-



680
. 68 kilogramos

N	 10

Y j	 nj

Y
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curriendc a alguna medida de dispersin que se exprese mediante números ca-

rentes de unidades. Esta medida es el coeficiente de variacidn.

El coeficiente de variacidn viene dado por:

siendo:

x . media aritmética .

10

Zx.."1
i.1

N

V--

	

10	2—.: r x — 7) 2 . n:	 .i	 1
i.16. desviacidn típica .

Calculemos la media y la desviacidn típica en cada una de las variables.

a) La tabla de frecuencias de la variable Y . peso.

Y
j nj

y.	 n
jj

n(Y — 7)
j

—2
(Y — Y)

j

2
(y 

j — 
7)	 .

j

ea 1 ea —8 64 64

65 1 65 —3 9 9

62 2 124 —6 36 72

70 1 70 2 4 4

68 2 136 o o o

75 1 75 7 49 49

74 1 74 6 36 36

76 1 76 8 64 64
_

10 Zy. n •= 680 Er	 —lY — Y) 2 . n= 298
j

j j



N

2
6y=

298 2
= 298 kg

10
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—,
—	

9
y) 	 n.

9
= +	 = \/29'S . 5'458 kg.6 

Y 

El coeficiente de variacidn viene dado:

6-v 	 5'458 
C.V.	 = O '08,0pesos	 ES

Y

b) La media aritmdtica y la desviacidn típica de la variable X . alturas vie-

nen dadas por las expresiones:

-1
= — 1'50 + (l'EG x 2) 4. l'ES + 1'70 + 165 + 1'80 +10

+ 167 + 175 + 182]= 1677 metros

I:– 2
(x –x)– x) . n.i
i 	 O'0854 U x =	 .	 = 0'00854 m

2
N	 10

x=
N

6x = +
2

eTx = +V000854 = 0292 metros

El coeficiente de variacidn:

C• V • 
Alturas	 -

x

0292
= 0'174

1677

Resulta, entonces:

C.V.
Pesos 

. 0060
	

C • V • Alturas 
. 0174



C.V.	 =
Pesos C•V• Alturas 

. 17'4
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El coeficiente de variaciJn de Pearson aparece multiplicado por 100, para ma-

yor comodidad en el manejo de las cifras, así trabajamos czn porcentajes, te-

nigndose:

ambos números abstractos de flcil comparacidn expresan que las alturas estgn

ms dispersas que los pesos en contra de lo cue intuitivamente parecía.

ACTIVIDAD — 2: Una vacuna antituberculosa se administrd a un grupo de cuaren-

ta personas, a las veinticuatro horas de su efecto, se tomd la temperatura a

las mismas, obtenigndose los siguientes datos:

Número de personas 2	 _ 5 20 10 3 0

Temperatura en grados 36'5 37 37'5 38 38'5 40

Se desea saber:

a) La mediana.

b) La moda.

c) Desviacidn típica.

Sea la variable X . "temperatura en grados que una persona tiene".

La tabla de frecuencias es:



37—

27.--

20

7 —*

2 —
1

365 37 376 38	 386 40

N
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xi n i N i
365 2 2

37 5

7%0
37'5 20 27/

38 10 37

38'5 3 40

40 0 40

40

n . frecuencia absoluta

N . frecuencia absoluta acumulada

a) Para el calculo de la mediana M
e 
procederemos de la siguiente forma:

1. Dividimos N entre 2: N/2 . 40/2 = 20.

2. Observamos la columna N. de la tabla de frecuencias absolutas1
acumuladas y vemos que este valor no se encuentra alli compren-

dido entre 7 y 27:

7 4 20 ,‹ 27

3. Dibujamos el diagrama de frecuencias absolutas acumuladas:



6

40 :>: x.. n.. 1503'51	 1
i=1

e
7- (x.- 7) 2 . n . = 6'446
4-- 
i=1

6

= 
i.1 

(xi - 7) 2 . ni

N

8'446
- 0'2111

40
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y vemos a dud abscisa corresponde la ordenaca 20. La mediana

es, por tanto:

M . 37'5
e 

b) El valor de la variable que tiene mayor frecuencia es 377':

M . 375

c) Para hallar de la desviaci6n típica 47, necesitaremos los cdlculos:

x n. x
i
. n

i -(x - 7)2
)i (x.- 7)i1 (x	 7	 .	 ni	 i

36'5 2 73 - 1'06 1'1664 2'3326

' 37 5 165 - 0'58 0'3364 1'662

37'5 20 750 - 0'08 0'0064 0'126

38 10 360 0'42 0'1764 1'764

36'5 3 115'5 0'92 0'8464 2'5392

40 0 0 2'42 5'8564 0

La media aritmAtica:

N

1503'5 
. 37'58

40

La varianza:



26 = + Vo-2iii . o-4595

A	  o 1 UNA DincucrADi
o 14"...............

00
o

\ C
Supongamos que se ha tomado informa-

oi6n, obtenidndose muchos valores —

distintos.

Pienso .., que necesitaríamos hojas

y hojas de papel en blanco para poder

calcular la mediana, cuartiles, per—

cantiles, desviaci6n típica y un gran-

dísimo etc, etc, etc ...

ESPERA y
vEREmos ...

En efecto 	

G = +

— 131 .

La desviaci3n típica:



1. Determinar amplitud de la —

distribucidn.

2. Fijar número de intervalos.

3. Calcular la amplitud de los

intervalos.

4. Determinar el limite infe-

rior del primer intervalo.
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Sup ongamos que cincuenta estudiantes han obtenido en una orueba de inteligen-

cia las siguientes puntuaciones:

8 11 11 8 9 10 16 E 12 19 13 14 9 13 15 q

12 16 8 7 14 11 15 E 14 14 17 11 6 9 10 1 9

12 11 12 6 15 16 16 12 13 12 12 8 17 13 7 12

14 12

Es aconsejable, en un caso como este, agruoar los datos en inter-

valos y hacer un recuento de las observaciones que caen dentro de

cada uno de ellos.

Ordenemos estas puntuaciones:

6 6 6 6 7 788889 9 9 9 10 10

11 11 11 11 11 12 12 12 12 12 12 12 12 12 13 13

13 13 14 14 J4 14 14_ 15 15 15 16 16 16 16 17 17

19 19

No cabe duda que hemos de elegir un número de intervalos de forma que cubra —

dos objetivos importantísimos:

— Simolifique nuestro trabajo.

— No se pierda mucha informacidn al tomar los datos agrupados.
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1. Determinar aTolitud de la distribució-: Se calcula restando la ountuación

maxima y la mínima.

amplitud . A . x	 x	 19 - 6 . 13
max	 min

2. Fijar numero de intervalos: El número de intervalos aue se van a utilizar

depende del tanaFlo de la muestra.

Piensa que si hay pon= irrtervalos se produce gran pdrdida de información y -

si hay muchas intervalos la tabla resulta bastante larga.

Algunos autores recomiendan que el número de intervalos no supere e l» valor de

v
-77, siendo N . número total de observaciones.

Por tanto:

n g de intervalos .V7. \7777. 7'07 ^-1 7

3. Amplitud de los intervalos: La amplitud del intervalo la denotaremos por

"c", viene dada por la expresión:

amplitud de la distribución
amplitud intervalo . c

numero de intervalos

de donde:	 13
amplitud intervalo . c 	 . 1657

7

esta división no nos da un número entero, no obstante conviene que la am p li-

tud del intervalo si que lo sea, por lo que redondeamos la división con el -

entero superior, es decir:

c=2

4. Limite inferior del primer intervalo: Es la puntuación mas pequeiía a par-

tir de la cual empezamos a contar.

En nuestro caso, decidimos empezar a contar a partir del 5'5, -

siendo la amplitud del intervalo c . 2.
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En consecuencia

La distribuci6n de frecuencias es la siguiente:

Intervalos Recuento n i
Marcas

clase x,

55-	 7'5 >1 1 6 6'5

75-	 9'5 r44 lit e 6'5

95 - 11'5 teil 11 7 105

115 - 135 NI N. III 13 12'5

13'5 -	 155 N. 111 6 14'5

15'5 - 175 N I 6 165

17'5 - 19'5 I I 2 16'5

50

Piensa:

- marca de clase: es el punto medio de cada intervalo.

- La eleccidn de intervalos, así como su am p litud es algo perso-

nal y no se encuentra sometido a ninguna norma rígida.

- Al operar con las marcas de clase se pierde informacidn.

NUESTRO OBJETIVO ES OBTENER:

a) Los intervalos reales de clase.

b) La media aritmgtica.

c) La desviacidn típica.

d) La mediana.

e) La moda.

f) Cuartil tercero.
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a) Es ccnveniente formar la siguiente tabla:

Intervalos x
ii 1 i	 i in.x.n(x-7)(x-.7)-(x.-x)-

9 _2
.	 n

i	 4

55 -	 75 6'5 E 39 - 5'4 29'15 174'95
7'5 -	 9'5 8'5 8 68 - 3'4 11'56 92'48
9'5 -	 11'5 10'5 7 73'5 - 1'4 1'96 13'72

11'5 -	 13'S 12'S 13 162'S 0'6 0'35 4'E6
13'5 - 15'5 14'5 6 116 2'6 6'75 54'08
15'5 - 17'5 16'5 6 99 4'6 21'16 12696
17'5 - 19'S 18'S 2 37 6'6 43'55 87'12

50 595	 554

b) La media aritmética ser:

'7

n i
i=1 	 595

x -	 . 11'9

	

N	 50

7

(x. - 7) 2 . n
i.1	 	 554

**c) La varianza	 G
2 

.	 108N	 50

	

desviacidn típica G	 \577. .1_	 11'08 . 3328

N	 53
= 25

2	 2
d) Cälculo de la mediana:
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Intervalos x ; n.1 N.1
5'5 —	 7'5 6'5 6 6

7'5 —	 9'5 8'5 s 14

9'5 — 11'5 10.5 7 21

11'5 —	 13'5 12'5 13 h4..."

13'5 — 15'5 14'5 8 47

15'5 — 17'5 16'5 6 48

17'5 — 19'5 18'5 2 50

este número 25 no se encuentra en la columna de las frecuencias absolutas

acurm.iLD.Idiss N., vemos oue:1

21 4 25 4 11

luego la mediana Me esta en el intervalo 115 — 13'5. En otras palabras:-

11'5	 M ¿135
e

hallaremos la mediana M
e
, mediante la proporcidn correspondiente (interpo-

lacidn):

34 — 21	 25 — 21
135 — 11'5 =

(Observa: M
e
 — 115 = x)

13	 a
2

, entonces
e

x
13	

=O'615

luego

M
e
 = 11'5	 0'615 . 12'115



M	 1	 c (
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e) La moda es el intervalo de máxima frecuencia; esto es:

115 — 13'5

Es conveniente cue nos va yamos acostumbrando a pensar cue cuando

agrupamos los datos en intervalos de clase, la marca de clase es

a menudo poco re presentativa, de ahí que no sea acertado tomar —

la moda M
d
	12'6.

Para hallar la posicidn exacta de la moda, recurrimos a la expresidn:

donde:

1 . limite inferior del intervalo modal.

-c	 tamaFlo del intervalo.

A . diferencia de la n
i 

del intervalo modal con la n
i-1 

anterior."41

n del intervalo modal — n
i+1 

posterior.2

de tal forma que:

1 . 11'5

c	 135 — 115 . 2

. 13 — 7 . 6
1

21 . 13 — 8 . 5
2

12
. 115	 . 1259

11

6M
d
 . 115 -F. 2 . (	 =6 5

f) Cálculo de

3	 3
N .	 . 50 . 375

4	 a
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este numero 37'5 no se encuentra en la columna de las N . , c pserva pue:

34 4.1. 37'5 4/. 42

por tanto, el cuartil tercero estará en el intervalo 135 — 155:

135	
P3/4 

.‘ 15'5

hallaremos P
3
1
4 

de forma anäloga a la mediana, mediante la prodorciJn corres-

pondiente (interpolacidn):

42 — 34	 375 — 34
15'5 — 135 =

(P
3/4 

— 13'5 . x)

8	 3'5	 7
x =	 = 0'8752

P
3/4 

. 135	 0'875 . 14375
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AcTIVIDADES PARA TODOS

<Z>o o

_ -

ACTIVIDAD — 1: Calcular la varianza y la desviacidn tfpica de los siguientes

datos:

a)	 5,

b)	 3,

c)	 1,

2,

4,

9,

1,

1,

3,

5,

4

7,

3,

8,

5

8

ACTIVIDAD — 2: Los valores registrados en dos variables distintas (X . peso;

Y . prueba de inteligencia) para un mismo grupo de personas han sido los Que

aparecen en la tabla adjunta. Deseamos conocer oud variable presenta mayor —

dispersin.

X 60 65 eo 70 eo SG 55

Y 8 11 11 15 19 24 12



ACTIVIDAD — 3: Calcular la varianza y la desviaci6n tfpica a cartir de los

siguientes datos agrupados en intervalos:

a) 	 	 b)

Intervalos Intervalos fl

1 — 3 2 2 — 4

4 — 6 3 5 — 7 6

7 _9 8 — 10 3

10 — 12 1 11 —	 13 2

ACTIVIDAD — 4: Sea la siguiente distribucidn de frecuencias:

Interalos
j

79 — 84

85 — 90 10

Si — 96 16

97 — 102 11

103 — 108 8

Se desea conocer:

1) Los percentiles 25, 36 y 75.

2) Calcular la amplitud semiintercuartflica.

( 

NOTA: Se recomienda elegir intervalos de la forma 785 —---

84'5 — 90'5; etc, etc •..; c = 6.
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ACTIVIDAD — 5: Los oercentiles son valores esencialmente positivos. ¿Si?. ¿No?.

ACTIVIDAD — 6: Dada la siguiente tabla:

X 0 1 2 4 5 E 7

n i 2 3 10 10 5 0 5 0

Se desea conocer:

1) La media aritmdtica.

2) La moda.

3) Los cuartiles primero y tercero.

-4) Recorrido, semiintercuartflico.

5) Momento central de segundo orden.

6) Momentos respecto al origen de primero, segundo y tercer orden.
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AUTO=PROSACION 

ACTIVIDAD — 1:

a) c5 2 .

b) (5 2 =

c) 6 2 .

5'33	 , 6 = 2'308

1'EC	 , G. 1'224

867	 , 6 . 2'944

2G
x 
= 90816	 6" . 9'529

2er . 26204	 6 . 5'118
Y

ACTIVIDAD — 2:

—
x	 71'428

—
y . 14'285

9529	 5'116

	

C.V. 
= 14'265
	 	 = 0356

y 

La variable Y presenta mayor dispersión que la variable X.

ACTIVIDAD — 3:

a) =7'E6
	

er. 2749

b) G
2 

864
	 6 2'939

	

C • V • 
= 71#428 	 0133x	 71'428

ACTIVIDAD — :

1) P25 . 89 ;	 P36 . 91625

2) P	 (P
75 

— P
25

)/2 . 55225

P
75 

. 100'045



Z: x3 ' n i
1753a

3
 . 

N	 = 50'085
• 35
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ACTIVIDAD — 5:

No. Un percentil p uede ser una puntuacidn p ositiva, negativa o —

nula.

ACTIVIDAD — E:

1. x	 103/35 . 2942

2. Hay dos modas: M
d
 . 2 ,	 M

d
 . 3
2

.4 15

.4 30

5. m	
N	

= dr . 256812 

6. a . 7 . 29421

a . 11228
2

1

3. P	 .
1/4

2 ya aue 5 ( 875

P	 .
3/4

4 pues 25 4n 26'25

4.	 P	 1

(xi — •)2 n
2



_	 -
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"ENCUESTA EN EL INSTITUTO"

Raúl después de marcharse de "Muebles

Quintana", encuentra un trabajo even-

tual en la Secretaria del Instituto —

Cantalejo.

Una tarde hablando con el director, —

Don Pablo, tuvo lugar la siguiente con-

versaci6n;

Don Pablo; Raúl estoy pensando que seria

interesante conocer los estu-

dios universitarios que pre-

tenden hacer nuestros alumnos.

Raúl: A ti, se te ocurre hasta pensar con

tal de hacernos trabajar.

Don Pablo: Trabajo, trabajo..., no es tan-

to, sllo se trata de saber ha-

cer bien las cosas, elaborar

una "estadística"; así es como

se solucionan estos problemas

ahora.

Ocúpate de ello, para empezar

estaría bien que mañana me di-

jeses cuantos de nuestros alum-

nos quieren estudiar Empresa-

riales.

Raúl; De acuerdo, esta bien.



COU o

COU A o

COU C 1

COU D 3

17

ALUMNOS INSTITUTO CANTALEJO

CURSOS

De ,,..
OPUON	 (...•

COU COU COU COU COUCOUCOU
illi COU A

1
BC DEFG

CIENCIAS O O 0 30 40 42 38

LETRAS 40 41 0 Ø 0 0 0

MIXTAS O O 39 0 0 0 0

TOTAL 40 41 39 30 40 42 38

,

270

Realmente, Raúl no estaba de acuerdo, el qud sabía de eso de la estadística

(sin ir ms lejos, debido a no saber estadística, tuvo un disgusto en su --

ultimo trabajo, ¡parecía que le-perseguía!), pero deberfa hacerlo.

Raúl (pensando): ¡Vaya! ¿Cómo podría ha-

cerlo? Hum... ¡Claro!,

ahora recuerdo que los

alumnos me indicaron su

inclinación con los pa-

peles de matrícula. ¡Es-

td resuelto! Pero creo —

que hoy dormird poco, re-

visar ESOS papeles me --

llevarä tiempo.

Así Raúl consiguió elaborar las siguientes listas:

DECIDEN EMPRESARIALES



3	 44

O
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Por lo tanto podría decirle a Don Pablo que 17 alumnos estudiaran Ciencias

Empresariales.

Mientras tanto Don Pablo pensaba:

Don Pablo: Voy a darle una sorpresa a

_ Raól. Si tenemos en C.O.U.

270 alumnos bastard tomar

una representacidn de alre-

dedor de 40 alumnos y pre-

guntarles:

¿Piensas estudiar Empre-

sariales?, a lo

a lo cual ellos responderán:

Sí, No, No saben.

Maiíana tengo clase con los

de C.O.U. "C", les pregun-

tará a ellos.

De esta manera Pablo obtuvo los siguientes resultados:

NO SABEN SI NO

2 1 36



Rain: Ya tengo resuelto su encargo. Piensan

estudiar Empresariales 17 alumnos.

Don Pablo: ¡Es imposible tienen que ser me—

nos!

Rain: Revise sus cälculos. De mi resultado

estoy seguro.
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con lo cual

Total de alumnos 270

Nömero de representantes elegidos 39

contestaron si	 1

39	 270 270.1
x =	 = 7 alumnos de C.O.U. estudiardn Em-

39

presariales.

1.

A la mafiana siguiente Ral tenia cara de sueFio.



•

'COMO QUE NO , DE UN Toral- DE. Z1-0

ALv Miu0S ate Esviie EN EL MtSMO
CURSO, YO HE ELEGJDo 39 j ¿JOT

FIAREcE, BIEN)?

No , TE MAS PREOCUPADO
DE AVERIGUAR LAS ESPEC I ALIDADES DE LOS

ALUMNOS DE LOS CUALES ExTRAEs LA mues-nzga
ESTO IN FLuYE, TE. LO DE MOSTRARÉ . LA CLASE DE
C.O.0 s'A" ES DE LETRAS y LA DE coy 4 P" DE CIENCIA
PARA ENTERARTE MEJOR CONSUTA LAS 'TABLAS QUE}4120 RAÚL Lbs ALUMNOS QUE HACEN EM PRESARIA-LEs SON FUN DAME NT ALMENTE DE c I ENC-0:15 y TÚ •

LoS HAs RECo & i Do ek, TU MUESTRA.

BUENO, PUES •-• A V are s
&Ras CAPA2 DE REsoLvERUD

8 IEN.
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Don Pablo fue rloidamente a buscar a la profesora de Matemäticas, Srta. Ana

y le exclicd el problema.

CLARO, 'TÚ ERES EL EQuivOcADo. Lf:;n EsTADisTIcA
UNA CIENCIA ÚriL SI SE sASE UTILIaAR, ELPROBLEMA ES QUE. L. ALUMNOS AEpR,E5aNTATitsos
QUE TÚ HAS ELEGIDO, E5 DELIR, ru muasTRR,
LIÓ Es CORRE-CTA.



LETRAS
	

MIXTAS

CIENCIAS

12
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Srta. Ana: De acuerdo. Rasta con mue elijas una representación de alumnos

de cada especialidad de la siguiente manera:

Total de alumnos 270

Alumnos de ciencias 150

Alumnos de letras	 Si

Alumnos de mixtas	 39

Tamaiio de la muestra 40

Sean : c representación de alumnos de ciencias.

1 representación de alumnos de letras.

m representación de alumnos de mixtas.

entonces:

270	 40	 150.40 
c.= 22 alumnos de ciencias.

150	 c	 270

	

27040	 T.40
81 =	 1	

1=
270

270	 40	 39•40

	

39 = m	
m.

270

= 12 alumnos de letras.

. 6 alumnos de mixtas.

CURSOS DE CO.U.

22



Al día siguiente Raúl recibid una noti-

ficacidn del director. ¡Había sido des-

pedido!.
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Tris esto el director quede bastante con-

trariado. Ana tenía razdn, su mdt pdc era

vilidc. Por otra parte dl se había pasado

de listo, Raöl aunque ignorante, había --

actuado mejor que dl. De esta forma había

quedado en ridículo ante Ana y ante Raúl.

Con Ana no podía hacer nada, pero el con-

trato con Flan era temporal. Tendría que

tomar medidas.

-_





-

DE2ES CCNOCER

Cuando el estadístico toma información de todos y caca uno de los eleren-

tos de una población se dice que realiza un "censo".

A menudo, no es posible realizar un censo, bien sea:

— La población tiene infinitos elementos.

— La toma de información resulta demasiado costosa.

— La poblaciCn está formada por Entes potenciales (personas con una

determinada enfermedad).

— La toma de información lleva consigo la destrucción del ente en

cuestión (toma de controles de tiempo hasta que se funde una lám-

para del televisor).

Este problema lleva al estadístico a tomar la información de unos cuantos

elementos de la población. El conjunto de elementos de los QUE toma infor-

mación se llama "muestra", y el nömero de elementos que la componen "tama j

-Pío de la muestra".

El proceso de recoger una muestra recibe el nombre de "muestreo". Tiene

gran interds en muchos aspectos de la estadística. Por ejemplo, permite --

elaborar una encuesta.

Para que las conclusiones de la teoría del muestreo sean válidas, la mues-

tra (muestras) debe elegirse de forma oue sea "representativa" de la pobla-

ción.

Una "muestra es representativa" cuando cada elemento de la población tiene

la misma posibilidad de ser incluido en la muestra. En otras palabras, una

muestra está bien elegida:

— Cuando el "tamaño muestral" es representativo.

— Cuando el tanto por ciento de elementos con un determinado carácter

que componen la muestra es el mismo tanto por ciento de elementos —

con iddntico carácter de la población total.
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PIENSA

El Instituto "María de Molina" tiene 600 estudiantes de Ciencias, 400

estudiantes de Mixto y 200 estudiantes de Letras. La Dirección esta intere-

sada en hacer una encuesta a 60 estudiantes para saber cuantos estudiantes

del Instituto desearían realizar Económicas. ¿De que modo e -J_egimos los es-

tudiantes para que la muestra sea representativa?

Número de estudiantes: 500 + 400 + 200 = 1200

Muestra: 60 estudiantes

Sean:

x estudiantes de Ciencias

y estudiantes de Mixto

z estudiantes de Letras

1200 60

x
x

600 . 60
. 30 estudiantes de Ciencias

600 1200

1200 60 400 . 60

y Y = _ 20 estudiantes de Mixto
400 1200

1200 60

z
z

200 . 60
= 10 estudiantes de Letras

200 1200

De donde;

Los 1200 estudiantes del Instituto "María de Molina" quedan distribuidos:

	

600 Ciencias
	

400 Mixto	 200 Letras

La muestra de 60 estudiantes es representativa si esta formada por:

	

30 Ciencias
	

20 Mixtc	 10 Letras
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RECUERDA

— El estadístico utiliza la "muestra" para la toma de información.

— Si una muestra es " representativa" de una población, se pueden dedu-

cir importantes conclusiones acerca de sta, bastard analiza la mues-
tra.

— Una población puede ser finita o infinita. Por ejemplo, la población

formada por todos los coches producidos por SEAT en un día es finita,

mientras que la población formada por todos los posibles sucesos (ca-

ras, cruces) en tiradas sucesivas de una moneda es infinita.

En casos prdcticos, el muestreo de una población finita que es muy

grande, puede considerarse como muestreo de una población infinita.

HACER UNA ENCUESTA 	

Una "encuesta" es el trabajo estadístico que trata de hacer prediccio
nes y generalizaciones sobre toda la población, mediante la información re-

cogida en la muestra.

La información obtenida en la muestra (a base de preguntas) puede re-

ferirse a hechos determinados:

— Número de coches matriculados en Madrid durante 1986.
— Número de estudiantes que cursan C.O.U.

— Número de personas que votan al P.S.O.E.

— Alturas y pesos de los estudiantes de la Universidad Autónoma

de Madrid.

Piensa que hay encuestas ms fdciles de confeccionar que otras:

— Estudiantes que no enseFían las notas trimestrales.

— Estudiantes que no dicen el ndmerc de hermanos que tienen.

Parece que los resultados de la primera encuesta sean menos precisos

que los de la segunda encuesta.



Confeccionar preguntas

con

posibles respuestas

Imparciales
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Para recoger informaciCn veraz de un conjunto significativo (tamar-íc) de

personas, habrän de redactarse preguntas claras y concretas con un número —

limitado de respuestas, para mue cada persona pueda elegir la que considere

mas conveniente.

Analisis de la redacciCn de preguntas:

¿Aspectos que deseamos conocer?

¿Cuantos aspectos queremos saber?

Sencillas

Orden

I
Objetivas Comprensibles

PIENSA

ORDEN:	 Una respuesta no tiene que condicionar la respuesta de

una pregunta posterior.

OBJETIVAS:	 Las alternativas ofrecidas en las preguntas no tienen

que destacar.

SENCILLAS:	 Las preguntas tienen que estar redactadas de forma bre-

ve, escuetas y claras.

COMPRENSIBLE: Las preguntas han de ser asequibles para todos.
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II

VARIABLE ESTADISTICA BIDIMENSICNAL.

REGRESICN Y CORRELACION

• Variables estadísticas bidimensionales.

• Regresidn.

• Correlacidn.





Un dia, desouds de muchos

aFios, Carmen se encuentra

con una comoaFiera de estu-

dios:

CARMEN:

-María' ¡Cuantos a -rioss-

sin vernos! ¿Qud has hecho

durante estos aFlos?.

MARIA:

¡Nada en esp ecial!. Es-

toy casada y tengo un niFio.

CARMEN:

MARIA:

Estabamos hablando del

número de hijos que tiene

la gente hoy dia.

DON GREGORIO:

¿Qud os parece si ha-

cemos una encuesta y ve-

mos la relacidn que hay

entre la edad de las per-

sonas y el nömero de hi-

jos que tienen o piensan

tener?.
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UN ENCUENTRO INEEPERADO

¿te has fijado que hoy dia la gente tiene menos hijos que antes?. -Mira cor

ahí viene el que era nuestro profesor de matemäticas!

DON GREGORIO:

¡Hola! ¿Qud es de vuestra vida?

Caramba, ¿salo uno?;



GUEN°
ivA W£HA5

REUNite LbS eAleS

5' Y...2 CUANTAS PERSoNAs

HEMOS ENTREviirADo DE 25 AT4os7

j0uANTAS DE 30? ••.	 CUANTAS DE 40?..
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CARMEN:

¡De acuerdo! Haremos una encuesta y reuniremos los datos.

MARIA:

¿Quedamos en mi casa la semana que viene?.

DON GREGORIO:

¡Hasta la semana que viene entonces!

Al cabo de una semana hablan reunido los siguientes datos:

. edad , Y . ng de hijos

',( o 1 2 3 a 5 6

25 25 10 2 0 o a o

30 20 15 3 1 o 0 o

35 5 20 7 5 0 o o

ao 2 6 9 16 6 2 1

45
_

1 6 10 17 7 3 1
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Para responder a estas p
reguntas hemos de tener en cuenta solamente la va-

riable X. edad y 
el número de veces que aparece repetida cada edad (x l . 25

años, x
2
. 30 años, x

3
. 35 años, x

4
= 40 años Y x

5
= 45 años) sin oue in-

tervengan para nada los valores de la variable 
Y= número de hijos.

Toda la informacidn recogida la re presentamos en una TABLA DE

TABLA DE LA EDAD

EDAD.

x =edad

25

Suma de frecuencias

25 + 10 + 2+ O + O + O + O

n
x (Frecuencias

margina1e5A

37

3920 + 15 + 3+ 1 4- 0 + 0 + 0
30

35

45

5 4- 20 + 7 + 5 + O + 0 + 0	 37

2+ 6 + 9 + 16 + 6 + 2 + 1	 44

1 +	 + 10 + 17 + 7 + 3 + 1	 45

ne total ae personas encuestadas 202

siendo n
x el número de veces que aparece repetida la edad x.. En otras pa-

labras:

x = 25 años tienen1 25 + 10 +	 2 +	 0 +0+0+0. 37 personas = n
x	 30 1=	 años tienen2 20 + 15 +	 3 +	 1 + O + O + O = 39 personas = n

x2
x
3= 35 años tienen . 5 + 20 +	 7 +	 5 +0+0+0. 37 personas = n
x40 3
4.	 años tienen 2 +	 8 +	 9 + 16 + 6 + 2 + 1 . 44 personas = n

x4x= 45 años tienen5 1 +	 6 + 10 + 17 + 7 + 3 4. 1 = 45 personas = n
5

Como habräs tenido ocasidn de observar:

5

n =n+n+n+n+n= 202 personas encuestadas.1=1	
x
i	

x
1	

x
2	

x
3	

x
4 	x5
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CUANTAS "T IENEN /003 WilOS,
•••, ETc.
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'TENER EN CUENTA

PARA NAtA LA

rbAb:

MARGINAL de la X".

EN ToTAL HEMOS
ENTREVISTAle A

202 PERSONAS
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Puesbier4 rIx recibeelnombrede "FRWLJENnAJARGINALdelaeciadx:,, Y

la tabla de la edad representada con la variable X y sus frecuencias (nú-

mero de veces que acarece repetida cada edad x.) forman la "DISTRIBUCION

Para responder a la pregunta de cudntas personas auieren o tienen un nio

hemos de proceder de manera anälcga para la variable Y= n g de hijos. Es —

decir, hemos de tener en cuenta solamente la variable Y= número de hijos y

el número de hijos que aparecen, sin que para nada intervengan los valores

de la X.

Sea:



o

25

20

5

9

1

53

1

10

15

20

6

59

2

2

7

9

10

31

3

o

5

16

17

39

4

o

O

o

6

7

5

o

o

o

2

3

E

o

O

o

1

13
	

5
	

2

y .= n g ce hijos

(Frecuencias
marginales) n

Y.

TABLA DEL N2 DE HIJOS

—

202 (n2 total)

siendo n	 el nömero de personas entrevistadas oue tienen y hijos.yi

palabras:

En otras

y
1
= 0 hijos tienen

2 hijos tienen 2 + 3 + 7 + 9 + 10 . 31 personas = n
Y
3y = 3 hijos tienen O + 1 + 5 + 16 + 17 = 39 p ersonas = n4

Y
4

y . 5 h ijos tienen O + O + O + 2 + 3 = 5 personas = n6
Y
6

Habräs podido observar:

fl \
=
 n+ n+n -i- n

y
4

+ n +n-f-n. 232 p ersonas encuestadasy
1 	y2 y3 	

y
5 	 Y6 

y
7

donde n	 recibe el nombre de "FRECUENCIA MARGINAL del valor y,", y la tablaYi

reoresentada con la variable Y. nömero de hijos y sus frecuencias marginales

y 
2
. 1 hijo tienen 10 + 15 + 20 + 6 + E = 59 p ersonas = n

Y
2

2f + 20 + 5 + 2 -4- 1 = 53 personas = n
Y

1

y = 4 hijos tienen O + 0 + 0 + 6 + 7 = 13 personas n5
Y
5

y7= 6 hijos tienen O + 0 + O + 1 + 1 . 2 p ersonas = n
Y
7
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n , recibe el nombre de "DISTRIBUCION MARGINAL de la Y".
y.

En efecto, D. Gregorio indica a Carmen y Maria que se pueden obtener las dis-

tribuciones marginales de la X=edad e Y=ntlmero de hijos, utilizando la ta-

bla de doble entrada. Veamos:

TABLA CE DOBLE ENTRADA
••...„...	 y

>(*, 0 1 2 3 4 5 e
n
x.i

25 25 10 2 o 0 O o 37

30 20 15 3 1 0 o 0 39

35 5 20 7 - O 0 0 37

40 2 8 9 16 6 7 1 44

45 1 6 10 17 7 3 1 45
-

n
y . 53 59 31 39 13 5 2 202 =
J

X . edad
	

Y . n g de hijos
	

N = ng total de personas
entrevistadas
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iEso ES	 ..• y s-1

NoS r t3AhoS SOLO

EN EL Ne DE 4A UÖ5 • •

eo lgtiAm03 ES-rvb I AR

1-AH IEN ESA PRO "

?OR clon% , 7-cC.MAN

LAS SlawENJITS

TABLAS

DISTRISUCION MARGINAL DE LA X	 DISTRISUCION
(frecuencias

relativas

marginales)

MARGINAL DE LA Y
x _ n

x x
_ y.

y 1 Y.
(frecuencias

relativas

marginales)

o 53 53/202
25 37 37/202

30 39 39/202
1 59 59/202

35 37 37/202 2 31 31/202
ao 44 44/202 3 39 39/202
45 45 45/202 13 13/202

SUMA 202 1 5/202

E 2 2/202

SUMA 202 1

A veces aparecen tambidn las "frecuencias relativas marginales". La frecuen-
cia relativa marginal de un valor observado es el cociente entre su frecuen-

cia absoluta marginal y el total de observaciones realizadas:

x
if	 f =

N	 Y .	 N

"El porcentaje" de veces que aparece un determinado valor marginal observado



31
f . 100 = 202 . 100 = 1534 %

Si Eso sc ve >Ra cLAeo

'DE 202 pERsoNA.S, liAY 44 DE

110 A74os, 5 petzsoNAS QUE _

DFSEAN l'e-IVElt 5 4t.tos...iy As1 1.• • •

«¡na° b	 ?KG-GuKrro... t+ PO-

DEMOS RE LACtoNAR LA ZIDAD

CoN EL N il be eluos ?

Y 0 nE ?trauto-o

d. szuA L 	 EL N 2 'DE HIJOS

QuE YIENE 0 IDESEA.	 UNA

PEESoNA	 pofe EIEMPLo

.3ö APoS

NN

Eso -rfrtHBLEN rs

rtu y SENCILL01.1 
Ullt.t3m.tbo LAS 

Des

1-RtbUct0NES MARGiNAi.“ 
coNiDicioNADAS • • •

COGQK LA "'AUA tNt 1:$011L.2 EINN/UT	 Ni 71-1AR°3-

SOLO EN	 EbAb bF	 o AMOS.
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se ottiene multiplicando su frecuenc:La relativa margina: per 100. De esta

manera:

— ¿DIA porcentaje de personas encuestadas tisnen 25 arrios?:

37
f . 100 =	 . 100 = 831
x
i
	202

— zOud porcentaje de personas tienen 2 hijos?:
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TABLA DE DCBL 7 ENTRADA

= n g	 hijos

X. edad
1 2 4 5 z, n

x i
x . 551	 -

x . 30
2

90 15 1 1 O O

35

40

CO	 EsTA moS c.0 N D tctoNA DoS	 A LA

EDAD DE	 30 A i740 S	 LA	 7REcuENciA

	

RELATIVA 14AZRA QUE 02.-rENER	 REsPEcTo

A 39	 QuE Es L NUMERO tr PERSONAS'

DE LA ENCUESTA QUE TEN1AN ESTA

EbAb .	 Os reszYtAzE 0-1-(zA -rA%LA

DISTRIBUCION DE LA VARIABLE Y= ng de hijos CONDICIONADA A X= 30 AÑOS.

Y 0 1 2 3 4 5 6

n(Y/X= 30) 20 15 3 1 O O O 20+15+3+1 . 39

f(Y/X. 30) 20/39 15/39 3/39 1/39 0 0 0 20+15+3+1 =1
39
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X . edad r-1(X/v=	 2) f(X/(.-.	 2)

25 2 2/31

30 3 3/31

35 7 7/31

4.0 9 9/31

45 10 10/31

31 1
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A partir de las distribuciones marginales de la X. edad y de la Y. número de

hijos podemos definir sus medias, varianzas y desviaciones tibicas:

e Para la distribucidn marginal de la variable X= edad:
2

	l:x
i
. n

x.	 (x.
1-

7) n
x.

	

1	 2	 1
N

siendo, N. nömero total de personas encuestadas.

• Para la distribucián marginal de la variable Y. número de hijos:

E Y '' n	 7/E ( Y .- ) 2nJ	 Y .	 J-	 J	 , 2	 Y.
Y -	 V

Y	

72
0 . 	  7

 6.

N	 Y	 N	 y 

=_-6-

y

N = numero total de personas encuestadas.

- -

t N pR)tirp, LUGAR, E5 coNVENIENT	 oRGAN uaAe.

LA ihrroRHAcIoN	 pRopoRcloNA DA	 POIZ LA	 CNcLiEs-r-A
PARA QuE EL CALCULO /)E. LA	 PlEt>IA	 Y LA

6x
=

N

E
6 =VI:5-72
x	 x
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Ak Vamos a la distribución marginal d la X.

x
i

n
x
i

x 
i

.	 n
x
i

(x—).	 7i (x — 72
i)

,
(x(x . -.7) 2 

n
x i_

25 37 925 — 1051 licrae 40s7-02

30 39 1170 — 551 30'36 118404

35 37 1295 — C'51 026 962

40 44 1760 4'48 2007 e53Pos

46 45 2025 948 8987 4044'15

5 5 5

x
202  x.n= 7175 I: (x— 7) 2n=	 10.20791

i=1 ix.
i=1	 ii i=1

ix
i

—
Para hallar la media x:

5

Z: x ' n

	

_ i	 x.
—	 1=1	 1	 7175
x =

	

N	
.	 202 . 35'51

La varianza cr
2
 ser:

5>:
	 7.<2 n

	

1	 J	 x2	 i=1	 i	 10.20791
N
	  . 

202	
= 50'53

La desviación típica dr es:

= 5V-077= 710

en otras palabras, entre las personas encuestadas las edades estän dispersas

aproximadamente 7 aiios.

C5. x

*—Anälogamente, si quisidsemos obtener la media, varianza y desviación típica

de la variable Y . ndmero de hijos, se tiene:



(y
r y._ 712y . . n

J

53

59

31

39

13

2

O

59

62

117

52

25

12

- 1'61

- 0'61

0'39

1'39

2'39

3'39

4'39

2'59

0'37

0',5

1'93

571

11'49

19'27

7

n
Yj

202

7
y . .n	 .

Yj
327

7

j=1 J
j=1 j.1

137'97

21'83

4"E5

75'27

74'23

57'45

38'54

7)2 n = 409'24
Y .

7

E (Y
—2 j=1	 j 

Y	 N

Y .
40924 
202 - 2'025

77)2

- 171

DISTR IBUCION MARGINAL DE LA Y

Para hallar la media 7
_7

E y 
j.j=1 

N

Y
j	 327

202 . 1'61

La varianza Cr
2 

es:
y

La desviacidn -típica Gy

(5;
	 \i-275-E = 142

esto nos indica que existe una dispersin entre 1 y 2 hijos en las personas
que hemos realizado la encuesta.
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RECUERDA

• VARIABLE ESTADISTIZA BIDIMENSIONAL

Hasta aquí hemos considerado una sola variable. Ahora vamos a estudiar conjun-

tamente dos variables. Por ejemplo:

— peso y altura de un grupo de estudiantes.

— aptitud para una asignatura y aprovechamiento en la misma.

— consumo de tabaco y el cdncer de pulmdn.

— provincia de origen y carrera estudiada.

En estas situaciones el estadístico realiza la observacidn simultänea de dos

caracteres en el individuo, obteniändose, por tanto, pares de resultados.

Piensa que un carActer puede tomar distintas modalidades. Así:

el carIcter X puede adoptar las mooalidades (x , x , ...,x )
1	 2	 k

el cardcter Y puede adoptar las modalidades (y , y	 y )1	 2'	 9 1

Los distintos valores de las modalidades que pueden

adoptar estos caracteres forman un conjunto de cares,

que representamos por (X,Y), y llamaremos "variable

estadística bidimensional".

Ahora bien, recuerda que el cardcter es una cualidad o propiedad inherente en

el individuo. Hay caracteres que son medibles (se pueden cuantificar), como,

por ejemplo, la edad, el peso y la estatura de las personas. A estos caracte-

res se les llama "cuantitativos". Pero hay otros caracteres que no son medi-

bles, como, por ejemplo, el color de los ojos, el sexo, etc. A estos caracte-

res se les llama "cualitativos".

Cuando el estadístico realiza la observacidn de dos caracteres, estos no tie-

nen por qud ser de la misma clase. Así, se pueden presentar posibles situa-

ciones:
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— Dos caracteres cuantitativos: peso y estatura Ce una persona.

— Dos caracteres cualitativos: sexo y color del celo de una per-

sona.

— Uno cuantitativo y otro cualitativo: peso y color del pelo de

una persona.

Desde luego, podríamos ir estudiando por se parado cada una de las tres situa-

ciones. Sin embargo, no seguiremos este camino por una doble razón: En primer

lugar, seria enormemente extenso. En secundo lugar, ello nos llevaría a repe-

tirnos ya que lo dicho para uno de los casos, vale prActicamente para los —

restantes, salvo diferencias accidentales.

Consiguientemente, sean las variables X e Y estrictamente cuantitativas, por

ser el caso ms común.

ORDENACION DE CATOS

Observa que el número de modalidades distintas que adopta el carActer X .

(x i , x2 , x3 , ..., xk ) no tiene por qud ser el mismo número que el que adop-

ta el carActer Y.

Nos encontramos con el problema de ordenar lbs datos de forma que

tengan cabida los k valores distintos be la variable X y los 1 —

valores distintos de la variable Y.

En una "tabla de doble entrada" podemos expresar el número de modalidades —

distintas que adoptan los caracteres (X,Y), de tal forma que, allí podremos

reflejar el nömero de veces que se repite cada par de valores posibles.

Sea, la TABLA DE DOBLE ENTRADA:
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\>Nr'\ Y-
_

Y 1- Y
j Y

:

x
1

x
2

.

.

.

.
xi

x
k

n
11

n
21

n
i1

n
k1

n
12

n
22

n
i2

n
k2

n
13

nn'l,-

n
i3

n
k3

n
1j

n
2j

.

.

.

.

n
11

n
21

n
il

n
kl

n
kj

siendo

- n
ij el número de veces cue aparece repetido el par (x.,y.), y -

oue lijaremos "frecuencia absoluta del par (x.,y.)".
1 1

- f	 es la frecuencia relativa del par observado (x.,y.), queij
1 1

vendrä dada por el cociente entre su frecuencia absoluta n
ij

ij
f
ij N

El "porcentaje" de veces que aparece el par observado (x i , yi ) -
se obtiene multiplicando (f .. x 10C).

ij

X 1 1 3 5 5 3 1 3 3 1 3 5 5

Y 1 4 1 2 6 6 1 1 1 6 2 6 6

y
el total de pares observados N, es decir:
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cctlii;tu‘R Lpi
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Observa que el número de modalidades dis-

tintas que adopta el caracter X no es el

mismo nÖmero ce modalidades que el que a-	 o
o

dopta al cargcter Y:	 o

X . 11, 3, 61

Y . i1, 2, 4, 6)

Parece ldgico ordenar los datos de la me-

jor forma posible en una tabla de doble entrada donde tengan cabida los 3 va-

lores distintos de la variable X (i . 1, 2, 3) y los 4 valores distintos de

variable Y j . 1, 2, 3, 4).

Alls podremos expresar el nömaro de veces que se repite cada par
1

(1,1) , (1,4) , (1,6)

( 3 9 1 ) 9 ( 3 9 6 ) 9 (392)

( E 9 2 ) 9 (696)

Sea la TABLA DE DOBLE ENTRADA:

•••• -....	 y
x \,,

1 2
1
46

1 2 O 1 1-* a

3- - --- 3 - -	 1 0 1 6

r., 0 1 o 3 4

5 2 1 5 4 N . 1 3 . t n1J
i=1 j=1

donde n
22
= 1 es el nömero de veces que aparece repetido el par (x2'y2) y que

llamaremos "frecuencia absoluta" del par (x
2
,y

2
).
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1	 [I
(2 + o + 1 + 1).143 + f + o + 1)-1-(C + 1 +
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Notaremos por f22 la " frecuencia relativa" corresp ondiente al car
QUE viene dada p or la expresidn:

f
	 1
22	 N	 11

siendo N el ndmerc total Je pares observadoc,

OBSERVA LAS PROPIEDADES SIGUIENTES:

• La suma de frecuencias absolutas es igual al número de pares observados:

3	 4

EE . = 13 = N
i=1 j=1

• La suma de las frecuencias relativas es igual a la unidad:

3	 4	 3	 4 n

-E E fi E E ij
N	

1

	

i=1 j=1	 i=1 j=1	
N

3	 4

n.	 =
i=1 j=1

3

E(rli1-"Ii2 +11i3 -1-r-L)=14i=1

1
(n + n + n	 n ) 4.(n	 n + n + n )+(n	 +N	 11	 12	 13	 14	 21	 22	 23	 24	 3+ n1	 3

+ n
2	 33	 34 1

1

N

1
(4 + 5 + 4) . 1

13



EN GENERAL

n = N

j=1

. = 1
1„1

j=1

d_s LA RE3:ISNI-ACIC/N GRÁÇcA1/47
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i=1

Ei.1
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Los valores de la variable X se indican sobre el eje horizontal y los valores

de la variable Y en el eje vertical, obtenidndose, por tanto, el DIAGRAMA DE

DISPERSION:
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n
11

n
12

...	 ...n
1j

n
11 n

x
1

n
21

n
22

•..	 n	 •..
2j

n
21

n
x
2

n
1 1

n
i2

...

•

... n	 •il 1
n
x

n
k 1

n
k2 '

.. n
kj .

.. n
kl

i

n
x

n n •..	 n	 •.. n NY 1 Y
2 Y j Y 1

2

1
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• DISTRIBUCIONES MARGINALES 

En una tabla de doble entrada recogemos la informacidn de zares de resultados

TABLA DE DOBLE ENTRADA

siendo:

— n
x es el número de observaciones realizadas cuando el valor x

i
. Es —

decir:

+ n . +	 + n .i1	 12	 13	 lj	 11

o tambign:

n = n •• = n	 + n	 +•+ n . . +	 + n11	 i2	 ijxi=1 lj

Pues bien, n	 recibe el nombre de "frecuencia marginal del valor xi" •x.1

neselrenerodeobservacionesrealizadascuandoelvalor..Esto
Yi	Yj

es:
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ny:
 n	 n	 r. .	 n

lj	 2j	 ij

o tambign:

n = 	 n	 = n •n
2j 

A- ...	 n. . e ...	 n
y .	 .	 lj	 k j
J 1=

donde n recibe el nombre de "frecuencia caira1 del valcr

Piensa que ahora estamos interesados en responder a dos tipos de preguntas:

— Preguntas que hagan referencia solamente a la variable X y el

recuento de sus frecuencias, sin Que interven gan para nada los

valores de la Y.

— Preguntas que hagan re .ferencia solamente a la variable Y y el

recuento de sus frecuencias, sin que para nada intervengan los

vag.cres de la X-6

Por tanto, se tiene:

a) DISTRISUCION MARGINAL DE X

Llamamos distribucidn marginal de X a la distribucidn en X de todas las ob-

servaciones, Indep endientemente de sus puntuaciones en Y. Viere dada, en la

tabla de doble entrada, por las columnas situadas er los extremos. Es decir:

X = (x	 x	 •
1'	 2' ""xk)

(n , n	 n
x ,
	 , n ) respectivas frecuencias

x
1	

x 2
	 i	 marginales

De una manera formal, la "distribucidn marginal de X" es la siguiente:
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X n
xi

f
x .

X
1

x
2

•
'.

x
i

•
'

x
k

n

x1

n
X
7

.

.

n
x

.

.
•

n

xk

f
x

1

f
X
2

f
X .

 i

f
x
k

= n	 /N
x

1

= n	 /N
x
2

•
.

= n
x 

/N

a.

•
•
•

= n	 /N
x
k

k

E

i= 1

n	 = N
x
i

k

E

i= 1

f=i
x
i

A partir-de las frecuencias absolutas marginales n se obtienen las frecuen-

cias relativas marginales f , de forma que:

x.

f =
x	 N frecuencia relativa marginal del valor x.

1

"Observa las propiedades de las frecuencias marginales":

—

	

n= n	

n2
x 

n
x +
	 n

x +
	 n

x
k

= NX	 X
i=1	 1 	 3

—	 f
x
 = f

x
 + f

x 
+f

x +
	 + f +	 +f =

i=1	 i	 1	 2	
x

3	 xic

(n	 n	
n3+ elee	 n +	 n )	 1

N
N	 x.	 N1	 2	 3

siendo N El número total de observaciones.

1
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9
Con la distribucidn marginal de X tendremos una media x5 una varianza cr ,

una desviaci6n típica er , que llamaremos media, varianza, y desviacidn tfpi-

ca marginales. Vienen dadas por las siguientes expresiones:

x. ' n
i=1 

1	 Xi
x =

N
media marginal de la X

=	

—
(x. — x)

2
 . n

x
i=1 

Ux 	 N
varianza marginal de la X

desviaciCn típica marginal de la X

b) DISTRISUCION MARGINAL DE Y

Llamamos distribucidn marginal de Y a la distribucidn en Y de todas las obser-

vaciones, independientemente de sus puntuaciones en X. Viene dada, en la tabla

de doble entrada, por las filas situadas en los mdrgenes superior e inferior.

Es decir:

Y = (y 1 , y
2	

wegily Y., ee.1 y,)

(n , n ,	 n	 n) respectivas frecuencias
y

1	
y
2	

Y
j 1	 marginales

De un modo formal, la "distribuciCn marginal de Y" es la siguiente:



A partir-de las frecuencias absolutas
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Y n
Y,

J

f
Y,
J

Y
1

Y
2

•
.
.

Y.,
J

.
•

Y1

n
Y

1

n
Y
2

.

.

n
Y.
J

:

n

Y 1

f
Y

1

f
7
2

f
Y,
J

f

Y1

. n	 /N
Y

1

= n	 /N
Y
2

.

.

= n	 /N
Y,
J

•
•
.

= n	 /N
y
1

i

En
j=1	 Y j

=N

1

E
j=1

f	 =1
Y
j

marginales n se obtienen las frecuen-
Y.

cias relativas marginales f , de la siguiente manera:
Y.

frecuencia relativa marginal del valor y.

"Observa las propiedades de las frecuencias marginales:

1

—	 n =n +n +	 + n +	 + n = NY
1 	 y2 	 y

j	 Y
1j=1 Yj

1

▪ f	 f

yl 
=

Ll j

n 	 f = f	 f
Y	 Y	 Y

1	 2	 Yi

1	 N

	

(n	 n	 n	 n) =	 = 1• N	 Y
1	Y2	Y.	 Y

1	N

siendo N el número total de observaciones.
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Con la distribucidn marginal de Y tendremos una media marginal 7, una varian-

za marginal 
2, 

y una desviacidn típica marginal 6, tales cue:
Y	 Y

1

E y • n

-	 J=
Y -	

1

N
media marginal de la Y

1

(J .	 7) 2 . n
2	 j=1	 Yi

6 =
Y	 N

varianza marginal de la Y

\17-+	 es- desviacidn típica marginal de la Y
Y	 Y

• DISTRIBUCIONES CONDICIONADAS 

Sea como referencia la tabla de doble entrada:

Y1	
y
2	

...	 y
j	

...	 y
1

MARGINALES

DE LA X

X 1

x2
•
.
.

x
i

.

.

xk

n
11	

n
12	 '''

n
21	

n
22
	

•."

n
i1	

ni2	 ...

nk1	
n
k2	

...

n 1j

n2j

•
•
.

...	 n11

...	 n21

...	 n i].
x

...	 n
kl

n
x

1

n
x
2

•
.

n
X •

•
'

n

xk

nii

•
.

n
kj

MARGINALES

DE LA Y

n	 n	 •..	 n	 ...	 n
Y

1	 Y2	 Y
j	

Y
1

N

Ahora estamos interesados en dos clases de preguntas:



— Cuando " condicionamos" la variable X y el recuento de sus fre-

ouencias, so l amente a un valor determinado de la Y, sea Y	 y..

— Cuando "condicionamos" la variable Y y el recuento de sus fre-

cuencias, solamente a un valor determinado de la X, sea este —

X = x .

Estos dos tipos de preguntas dan lugar a:

a) DISTRIEUCION CONDICIONADA DE X A y.

Llamamos distribucidn condicionada de X, para Y = y., a la distribucidn en X

de todas, y solas, las observaciones con valores y..

Es decir, estamos condicionando los valores de la variable X al valor 

Yj• •

Nos fijamos en la tabla de doble entrada:

_

•	 •	 •	 y.
J	

•	 •	 •

x
1

x
2

.

x.

.

I<

n
lj

n
2j

.

n
ij

.

n
kj

ny

J

Se tendrd, por tar,

—
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DISTRISUCION CONDICIONADA CE X A y.

X n(X/Y .jY j 7'.)‹/Y =	 yi
J

x
1

x
2

.

.

x
i

•.

xk

n
lj

n 
2j

.

.

•n
ij f

.

n
kj

. =r	 /0
1j	 "j	 y

j

2j 
. n

2j/
n
Y
j

= n	 ./ n
ij	 iJ	 y.

•

f	 = n
kj

/n
kj	 y

i

n
Y
i

1

De una manera formal, queda:

n(X/Y	 y
j
) =

1j
, n

2j
,	 n 	

nkjij

	

f(X/Y = y i ) =	 f
2' 

"6, fij o ew., fkA

siendo las frecuencias relativas condicionadas:

n(x3Y
f(X1Y = y.) =	

1	 j 

Y.

"Observa la propiedad de la frecuencia relativa condicionada":

f(x/y.) = f + f +	 + f +	 + f =

	

1j	 2j 	 kJi=1

n
Y.
J=	 1

	
(n1.

1j
. + n2j. + ... + n. . + •.. + n ) .. 	 . 1

	

n	 1 J	 kj	 n
Y J.	 Y. J
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b) DISTRIBUCION CONDICIONADA DE Y A x 

Andlogamente, ahora estamos condi gionando los valores de a variable Y al va-
lor x

i
.

Nos fijamos en la tacla de doble entrada:

Y
1 Y 9	 ... yi Y 1

x
i

n
i 1

n
i2

... n
i	

...
j

n
xi

se sigue que

DISTRIBUCION CONDICIONADA DE Y A x

Y Y
1

y2
	 ...

-

yj
...

yl

n(Y/X = x )
i

n
il ni2

...
nij

•••
nil

.• n
x
i

f (Y/X . x )i 4'
i1

f
i2

... f
ij

... f
il

.. 1

de esta forma, tendremos:

— frecuencia absoluta condicionada:

n(Y/X = x
i

)	 In	 n	 n ,	 n 1il t i2 , 	ij

— frecuencia relativa condicionada:

f(Y/X = x
i
) = fj1 f

i2, 
.11.ey f

	
e g o, f

es decir:

f(y /X	 x.) =

n ( y ./X =	 )



k	 1

E	 (xi- 0 ) ". ( y i- o) s . n..
ij

M	 ( 0 , 0 ) - 
i=1 j.1

r,s	 N
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"Observa la propiedad de la frecuencia relativa condicionada":

f(Y/x )	 f	 f	 f	 f
i2

j=1

nn	 n
i2	

n
ij	

" 1 =

x
i

n

xi
=1

n
x

e MOMENTOS

Definimos el moMento de drdenes r y s res p ecto al par de parämetros (c,v), de

la forma:

k	 1I( ( s. n..
M	 (c,v) -
r,s	 N

i=1	 j=1

En particular, observa dos casos importantes:

a) Decimos que un "momento es respecto al origen" cuando los parämetros 	 p,

v	 C, entonces:

1

A los momentos resp ecto al origen se les denota por a	 , de forma que:
r,s

• Ys • n ij
i=1 j=1 

=
r,s	 N



a =
00

	

k	 1

E
	i=1	 1j=1 

k	 1

:E: :E: n •1J
i=1	 j=1

N

N
=1
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dando valores a r y s, son de intens posterior los momentos:

• y . • n .
J 2	 E E xi • n • n

1=1	 i=1 	 i=1 j=1 	 1.1 
1	 X i 	 -a =	 =	 _	 = x10	 N	 N	 N

a =
01

a
11 

-

k	 1	 1	 1

E E x0. • Y. n

	

ij	 E ZY • •	 . Y J
. n •

1=1	 i= 1	 1=1 j=1	
Z-7. 

N	 N	 N

1

Z •▪ Y.	 n • •

	

J	 IJ1=1	 j=1

N

k	 1	 k	 12E E Y •• 
0

. 2Z	 xi • n i J=1	 3=1 	 1=1	 j=1 am -
N	 N

>( 	 • n1	 x .
1=1 	 (segundo momento

N	 rescepto de X)

E
1.1

a -
02

2
Y. • n •

J	 iJ

k	 1
2

Y	 •
i=1	 j=1

N

1

7- y2. • n
4-- J	 Y.
J=1	 J  (secundo momento=

N	 respecto de Y)

Recuerda:

• n	 n	 n. •	 n	 =nlj	 2j	 1 3	 kj	 y.



1
E 2

y .

 

• n

j=1	 Yj

a02	 N
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1

Z n j-g--n 1 +n-"*""r1—+-4-ri.-='ni	 i	 i2	 lj	 11	 x.j=1	 1

CONCLUSIONES:

= 1
'300

a = x
10

—
a
01 

= y

a =
11

a =
20

k	 1

EX. . y . . n.
J	 IJj=1	 j=1

N

x
2
 • n

x
i=1

N

b) Decimos que un "momento es res p ecto a la media" cuando los p arémetrcs —
—

c = x, v = y, entonces:

Mr,s ( 717) =

1
— r	 — s
x) • (Y * — Y) • n'

1=1 3=1

N

A los momentos resoecto a la media se les denota por m	 , de forma que:
r,s

k	 1

i=1 j=1 (x. -
	 (Yi — 7)2. nij

r,s	 N

dando valores a r y s, son de interés posterior los momentos:



(Y.	 7)°. n
ij

m =

— 2
x) .

n.

—0
— x) . (y — )

2
. n.

— 1 91 —

k	 1
r

4 =1	 i =1	 1
— 7)	 ( Yi — 7)	 nii

N cdvarianza

—)2
E (xi — x . n
i=1	 7-•

= cs -
N

CONCLUSICNES:

m
11 

= ocvarianza

_
m	 =	

2
 01)	 varianza marginal de X20

m	 e2 
varianza marginal de Y

C2	 Y

e En la präctica, para hallar la cdvarianza m
11 

es bastante mäs —

rdpido, utilizar la expresi6n:

M =a—et	 a
11	 11	 10	 01

esto es

M	 a —x . y
11	 11

Anglogamente, las varianzas marginales de la X e Y tienen un —

calculo ms rgpido:

2	 2
= m20 = a20	 (a10)
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esto es

9
a - (-x)

2

x	 20

y por tanto:

62y = a	 - (a
01

)2

o bien

2	 -2
6 = 02 - (y)
y 
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ACTT=AD — 1: Dada la variable bidiensi gnal (X,Y) r-on la tabla de fre puen-
cias

\)(\\N

1 9 3 4

2 2 1 0 1

3 0 1 3 C

4 0 0 2

Se pide:

2) a lo , a

3) mll

4) f . f
21" 23

ACTIVIDAD — 2: Dada la siguiente tabla:

X 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6

Y 1 3 2 4 2 1 4 4 5 4

Se pide:

1) Medias marginales de la X y la Y

2) Varianzas marginales de la X y la Y

3) Covarianza

ACTIVIDAD — 3: Sabiendo que )7 . 6, 7 = 8,m
l = 13, en la siguiente tabla:l 
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X
	

Y	 X.Y

2

4	 e

10	 80

10	 14	 140

Se pide:

1) Poner los valores que faltan en la tabla.

2) Varianzas marginales de la X y la Y.

AUTECOMPROSACION

ACTIVIDAD — 1:

n	 11 = N
ij

1

2) a lo . x = 290

a
01 

. y = 2
63

a . 8'09
11

3) m 11 = covarianza 0463

n
21 0

4) f
21	 N	 11

)f	
Ii

 
23

 23
N 11

 3



10

ACTIVIDAD — 7:

1)

2) 145
a =	 =145

20	 10

N = 10 observaciones

= 35 media marginal de la X

. 3	 media marginal de la Y

a =
11 

'í 

m
11 

.. a
11
— a

10 • a
cm . 11'6 — (3 .5).(3) . 1'3 covarianza
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2
6 x . a — (a 10 ) 2. 14'5 — (3'5)

2 
= 225 varianza marginal de20

la X.

108
a
02 

=	 = 108
10

,2
10'8 — (3) . 1'8 varianza marginal de la Y.

3)

a02— (a01)2

116

ACTIVIDAD — 3:

1)

N . 4 observaciones

4

Ex—	 i.1_ 2 + a + 8 4- 10 x = 
N =6

4

23 a . 24	 a = 4



28 + b 32	 b = 4

=Y =
N

-.- 2. 4. 10 +

X
	

Y	 X.Y

2	 4	 s

4	 a	 16

a	 10	 so

10	 14	 1 ao

SUMA 24	 32	 244
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de donde

Observa que la covarianza m = 13 es un dato innecesario.
11

—
a
10 

. x . 6

184
a =	 =46
20	 a

,

	

G2 
= a20 — (a )

2

10	
= 46 — (6)

2
 = 10 varianza Taxnina]. de la Xx 

—
a01 = y = 8

328
a =
02	 4

2	 ,	 „6 = a
y	

02 — (a
0

2

1
j = 82 — (8)

2
 = 18 varianza marginal de la Y\ 

í 
m
11 

= a
11 

— e 0 . a	 = 61 — (6).(8) = 13
1 	 01

En efecto, la covarianza m
11
= 13

2 )j

f =82

244
a 11 =	 =61
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ESTADTSTICA CESCPT=TTVA

ACTIVIDADES
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INSPECCICN VETERINARIA

El negocio de Raúl : Chicha estaba en marcha. En un mes habían consecufdc

un buen número de conejos y en coco tiempo estarían dis p uestos cara er-pe-

zar a vender.

Mientras tanto, Raúl se aburría. Su mujer se ocupaba de casi todo y él —

apenas tenía nada aue hacer, así que iba a menudo a l bar del pueblo. Allí

se encontrd un día con Don Justo, el veterinario.

D. JUSTO:

¡Hola, Rail!. ¿Qué haces tð por aouf?.

RAUL:

Ya ve, pasando el rato. Como no tengo trabajo, me aburro de lo lindo.

D. JUSTO:

¡VaYa, hombre!. 'tal vez puedas

echarme una mano y ganar un dine-

rito.

RAUL:

Dígame en qué le podría ayudar.

D. JUSTO:

Es muy sencillo. Han enviado —

una orden del Ministerio por la —

que tenemos que averiguar si nues-

tro ganado está enfermo y para ello tenemos que realizar unas pruebas. Nos

envían un "experto", pero, an así, necesitaremos ayuda.

RAIL:

Si el trabajo no es difícil, por mi parte no hay inconveniente en ayu-

darle.

A los dos días se presentd el experto, Sr. Montes, que diö rápidamente las

oportunas indicaciones a Raúl y a D. Justo.



Sr. Montes
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El trabajo trata de lo siguiente: Ustedes

,....\\

realizarán unas pruebas a unas cuantas reses,

consistentes en medir la cantidad de bacterias

y anticuerpos que poseen en sangre estos ani-

males. Ambas cantidades están relacionadas.

Una cantidad elevada de bacterias indica oue

el animal está enfermo. Si pudiésemos hacer

esta prueba a todos los animales el problema

estaría resuelto, pero el experimento es di-

ficil y caro, por eso sólo se lo haremos a

unas cuantas reses.

RAUL:

Perdón, Sr. Montes ..., no lo entiendo. Si sólo se lo hace a unas cuan-

tas reses, no podrá saber qué pasa con las demás.

SR. MONTES:

Amigo Raúl, ya le he dicho que ambas cantidades están relacionadas.

Realizar la primera prueba es fácil y barato, esta es la oue haremos a to-

das las reses. Conociendo la relación entre ambas podremos preveer aproxi-

madamente qué cantidad de ganado está enfermo en este pueblo.

A la maFiana siguiente nuestros amigos se pusieron a trabajar. La tarea de

Raúl era sencilla, sólo tenia que ayudar a D. Justo a hacer los análisis a

las reses. De la labor técnica se ocuparían después D. Justo y el Sr. Mon-

tes, aunque Raúl intentaría enterarse de algo.

D. JUSTO:

Sr. Montes, ya hemos realizado los análisis a seis reses, tal como us-

ted dijo. Los resultados han sido los siguientes:
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1@ res 404 10 bacterias .•	 13 anticueroos

2@ 040 20	 45400

3@	 11

004	 20 18

4@ " ...	 24 • • .	 23

6,2 	 ii	

25	 408	 30
	

Ii

SR. MONTES:

Sien, ahora comienza mi trabajo. Empezard por ordenar los datos.

RAUL:

¿Ordenarlos?. ¿Cdmo?. ¿De mayor a menor?. No entiendo cdmo va a hacerlo,

pereme tiene usted dos tipos de datos distintos, el número de bacterias y

el de anticuerpos.

SR. MONTES:

Y gMbos correspobden a la misma vaca. Es decir, estudio dos caracterís-

ticas diferentes de un mismo individuo (con perddn). Cada una de ellas re-

cibe el nombre de variable y en este caso, por ser dos, se trata de una

variable bidimensional. Para ordenar los datos, construyo una "tabla de

doble entrada" de la manera siguiente:

ng bacterias

n g anticuerpos
10 16 20

1

24 25 30 TOTAL

13 1 0 3
1

o o o 1

18 - - - - -- -O- -- - -19-- - --(j) 0 0 0 1

20 O 1 O 0 0 0 1

23 O O O 1 0 0 1

30 O O O 0 1 O 1

48 O O 0 0 0 1 1

TOTAL 1 1 1 1 1 1 6
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Esta tabla me indica aue, por ejemplo, he obtenido una vez el resultado 19

anticueroos y 20 bacterias, mientras que no he obtenido nunca 13 anticuerpos

y 25 bacterias. Así mismo, me indica el número de observaciones oue he rea-

lizado.

D. JUSTO:

Muy ocurrente, de un sdlo vistazo po-

demos saber cuales han sido nuestro re-

sultados. Sdlo veo un inconveniente en —

esto, es muy pesado a la hora de escri-

bir el arrastrar continuamente las pala-

bras: número de anticuerpos, numero de

bacterias.

SR. MONTES:

Eso es cierto, para abreviar y reflejar de la forma ms clara posible las
variables que tenemos, necesitamos algo aue recoja la informacidn que dstas

llevan. Por lo tanto, vamos a llamar: X . n g de bacterias, Y . n g de anti —

cuerpos.

RAIL:

¿Y cdmo se las ingenia usted para reflejar los distintos valores que pue-

den tomar estas variables?.

SR. MONTES:

Es sencillo, utilizo subíndices.

RAUL:

¿Sub— qud?.

D. jUSTO:

Subfndices, Raúl. Calla y escucha.

SR. MONTES:

De . estarnanera,lavariablex . indica el número de bacterias y toma los

valores:



x 1 = 1C , x
2
 16 , x3= 20

x . 94'
	 Y

x_. 25	 x = 30 .4	 d 	 5

Ylavariabley . indica el número de anticuerpos, tomando los valores:

y. 13 ,	 y2= 18 , y
3
=	 ,1 

y
4
. 23 , y . 30 , y5= 45 .
5 

Tengo ademds otro mdtodo para representar conjuntamente estos datos. Uti:izo

para ello un sistema cartesiano de ejes:

Y .= n g de anticuerpos

46

DIAGRAMA

DE

DISPERSION

nnn

30

23

20

18

13

10	 16	 20	 24 25	 30
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Los ;untos reflejan los caras de va:ores oue estan relacionados. Se llama

"tiacrama de dispersiln".

C. JUSTO:

Esto esta muy bien, pero lo que no puedo imaginarme es cdmo va a canse-

puir esa famosa relacidn de la que nos hablaba al orincioic.

RAUL:

Yo tampoco.

SR. MONTES:

Vamos a ello. Como podeis observar en la nube de puntos, C sos no estän

alineados. Para oue lo entendais, vamos a dividir nuestro problema en dos

pasos. Supongamos que los puntos estuviesen alineados. Si así fuera, la re-

lacidn entre ambas variables estaria clara.

-DIGO C/LIE SI LOS ?ARES 1Q vAloRE3
ESTAN TolOoS soe,KE LA >1%St1 A REci-Al

LA EcUActoN DE eS1"A	 rE-RIA

Kt.40	 RZLAcioN EN -r-R Los vALo -

RES	 x; E yi

RAuL

PUES CL ARO , LA EcUAcIoN DE UNJA

REC-TA ES be- LA ImeriA y z cx_x+b,
A UN vAL0R. 'DE X LE coe..exv«pon-
b t g* L VAL0R. DE y QUE RESULTA DE
SUSTI .TU IR EN LA ECLIActON. Pon. E.loito
SI scr-0 EN-TemceS ya b . d-NO blZiA
LIS-Tst, Qur L.OS VALORES 'DE o Y b n-

TAKI KE1ACtoN

5R, tioNTES
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RAUL:

Estan ustedes haciéndome un lío. Rectas, ecuaciones, 	 Emzezamos hacien-

do unos andlisis a unas vacas y ahora hablan ce subíndices y rectas. ¿Cónde

esta esa recta?.

SR. MONTES:

Calma, amigo Raúl. No se impaciente. Ya le he dicho cue nuestro problema

tiene dos partes. ¿Estamos de acuerdo en tue si los pares de valores estu-

viesen sobre una recta, habríamos sncontrado la relación?.

RALL:

Si, bueno ... Eso lo entiendo. Pero nuestros ountcs no estdn alineados.

SR. MONTES:

Esa_as la segunda parte. Vamos a intentar encontrar una recta que se acro-

xime a todos estos puntos.

RAUL:

¿Una recta Que se aproxime a seis puntos tue no estdn alineados?.

SR. MONTES:

Se se lo dibujo, quitas lo vea usted mejor.
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A Y = n g de anticuerpos

D. JUSTO:

Pero, si esa recta es nuestra re1aci5n, sta es falsa; ya que según eso

el valor x
3
. 20 le corresponde y

3
= 25, cuando el valor real es 18.
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SR. MONTES:

Claro, ese es el error 3US cometemos. 7ijense que desde el princioi= :ES

he dicho que lo cue intentamos es oreveer el número de animales enfermos.

Preveer y no asegurar, por lo tanto, los resultados no serdn seguros.

RAUL:

Ce acuerdo en eso. Pero ¿ha seguido

usted algún mátodo para trazar esa rec-

ta?. ¿Podría yo trazar ahora otra rec-

ta cualquiera?.

SR. MONTES:

Claro que oodria, pero habría que —

ver cuián de los dos comete más error,

usted con su recta o yo con la mía.

RAUL:
-

Pues vaya follón. Si a cada uno se

nos ocurre hacer una cosa, no acabare-

mos nunca.

SR. MONTES:

Para arreglar esto, existe un mátodo generalizado para calcularla. Además,

la recta obtenida de esta manera resulta ser aquella con la que se comete me-

nor error, es decir, la recta que mas se ajuste a la nube de puntos.

RAUL:

¿Es muy dificil calcularla?.

SR. MONTES:

Como parece que les interesa, se lo explicará. Pero antes pongamos nombres

a todos esos conceptos que estamos manejando. Esa recta que construimos se —

llama "recta de regresión" y el proceso por el que llegamos a ella "regre —

sión", que equivale a predicción, pronóstico o estimación. El mátodo del cue

les hablaba se llama "ajuste por mínimos cuadrados".



1 -45-

Y = n g anticuerpos

d.= y – y i	 1

3030

23 ---	 —

20 — — — — — —

18— —

-e
I
I	 I
II
I

Y.	 Y.1	 1

141	 217	 2J J5

= ne bacterias

	 11›

	

I	 (

	

I	 1	 I

	

I	 I

	

I	 I	 I	 I

	

I	 I	 I

	

I	 I
•

– 20E3 –

C. JUSTO:

Eso suena muy complicado.

SR. MONTES:

Creo que no lo es. Vern, como bien nos indicd antes D. Justo, tenemos un

valor de x al que corresponde un valor real y. y, sin embargo, según la reo–

ta le corresponde otro valor que nosotros asignamos tedricamente por y
*
. de –
1

modo oue y. = a.x A- b.
1
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El error cue cometemos en el ajuste de la recta es:

d . = y . — y 	 positivo

cue corno pueden apreciar en el dibujo recresenta la distancia entre el valor

observado y el valor tedrico.

En otro punto, el error de ajuste de la recta es:

d. = y . — y .	negativo

PAUL:

Cuanto más p equeño sea este nömero mejor será la recta que hayamcs tomado.

D. JUSTO:

Ddjeme adivinar Sr. Montes, si yo consigo que la suma de todas estas dis-

tancias, es decir:

dd
1	 2	 3	 4	 5	 6

sea lo mas pequeña pösible, la recta que me la proporciond será la buena.

SR. MONTES:

Casi D. Justo, casi. Pero fíjese que tenemos puntos que quedan encima de

la recta y otros bajo ella, esto quiere decir que algunos d . son positivos

y otros negativos.

PAUL:

zy eso pud quiere decir?.

SR. MONTES:

Pues que así corremos el peligro de que se anulen los valores positivos

con los negativos y entonces la suma no representa la suma real de las dis-

tancias.

RAIL:

Vaya y ¡cdmo lo arreglamos?.

SR. MONTES:

En vez de utilizar d
i
, utilizamos d

2
, así todos los sumandos son positi—i

vos:
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2	 7	 2	 9	 2	 2
d	 d

1	 2	 3	 4	 5	 6

que podemos escribir utilizando la notacidn de sumatorios:

6

D= E d
i=1

RAUL :

Y ahora ¿qud?.

c..4s1 helOS uEcAbo AL ;4L »ch. REcoRIDA n s Lo czuE RE-
PIZESEArtA%A yr? ev, EL VALCR. TfoR%co QUZ A siGnm-
hot A yi rubiANTG- LA REcTA. YA HEMOS CiCtio quE
LA ;c(JACIóN >E UNA RECTA ES .1.-: o..xtb,PoR LO
"rANTo r a .xi 443 StENbo ek 1 b LOS fu S f-toS
'PARA tobos LOS xi. Em-stNE:

0 , L ( 0...x + b - y;).2"

HACIENbO E-VTA Ex'PRESION LO MENOR POS‘ithi)
rS becirt rli nVil11Wi'Nt>ca_A Oe-I-EwErtoS	 VALORES

LE a- Y \a QUE /Nos noPoRsoi öNAN LA. EczacloN "PE
LARE-c7r4 'pf REGREsioN 1:7f Y 5e%e.2.6 X, ES D ECIR

CON ESA ECUACI ÓN tAbo aN VALOR 1E LA vARIAikr
X:PoDEMOS ?R.E bGcsR L. VA-LOR. De Y. TRAS

EFE'cl144R To'Dos Los cÁ/LcuLoz LA EcuAcioN ES'
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St .oaus'. ?AA
cA",...JLAeLcs,como CADA

•011.ok DE LAS VARIA r3U-S A4-
cc UNA SOLA VE—C, suMARE-

TCOS LzS VA L OR4T CE Xi
Y LO DIVIDIrtoS POR. ELNLIHiRo

TOTAL DE cC5SERVActoki ES

ASÍ CALCJJLAPfOS 74 ANA Lc4A-

hi&-ri -rE PARA 7.

J E, .1E... NO TE PREocLJPES TE im
EXPLicAa	 Peco A Peco. DE f1ote/V-0
-puEpo DECIRTE QuE	 E 9 REPR;--

SENTAM u:).1 vALoRE;

DE LAS vARIAUE-S X t E

RM>ecrvAt-te-NrE . EN —

TIE- NIDES	 LO Que-

czu/EZrtclR

e S-0 7

SR. MONTES:

Eso es. Adends para calcular el resto de los coeficientes

la ecuacidn necesitard realizar una serie de cdlculos que ordenard en una

tabla.

x
i Yix. .	 y•1	 1

x
2
i

2
Y.1

10 13 130 100 169

16 16 266 256 324

20 20 400 400 400

24 23 552 576 529

25 30 750 625 900

30 45 1350 900 2025

SUMA
	

125
	

149	 3470
	

2657 4347

oue aparecen en

Y ahora escuchad, utilizando esta tabla calcularemos sencillamente lo oue

necesitamos:



i=1x=a  .

	

10	 N

E
7 y
i=1

	y = a 
1	 N
=
0 

e-
x

x.
1

2557
6

i=1 
a _
20	 N ii. 47616
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-
y -

6

x.
10 + 16 + 20 + 24 + 25 + 30 

'=2L8.N	 6

	 _ 13 + 18 + 20 + 23 + 30 + 45 
N	 = 2483e

m =a	 a a
11	 11	 10

i=1 	 3470
a .

N 	 e	
= 578'3211 

3.

LLAMADO COVARIANZA
01 a 

11 ,

2083

a ,
10

a
01

MOMENTOS RESPECTO AL ORIGEN

=

2453=

y
1

m
11
= 57533 — 51720 = 61'12

2	 2cr
x
= a

20 
_ a

10 
. 476'16 — 433'85 . 42'27	 (varianza de X)

SR. MONTES:

Así, una vez sustituido lo que acabamos de calcular la ecuacidn de la

recta de regresidn es:

61'12
y — 2463 .	 (x — 2053)

42'27

Ahora ya pueden ustedes empezar a trabajar de nuevo. Realizaren anälisis

al resto de las reses del pueblo, para obtener los valores x, a los Que
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corresocnderän unos valores y segGn nuestra ecuacidn. De p endiendo de estos

valores podremos predecir si el gana= del puePlo esta enfermo y nuestro -

trabajo habrä acabado.

e xts-re UN N u ti ERo ABST-RAcTo

	

Que be -rt e.11 1NA	 L Gfe..AbC)	 AsSu31-Z
E NTR.e. UNA NLItE DE PU NI-0S y LINA
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es -m NU 1-4e12,c3	 IDE- IM pz
PoP, LA G-XZRS)CN

-

ZEc12. E EL NO )1 (-1 2 E PE

CoEPtci hi -rv	 CoRRELAc ION
/ o

ES 1-AL eku

DE roe_ tiA 4 u ü-

	

st	 Y <
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RAUL:

Otra vez esta usted haciandome un lío. Correlacidn inversa, Correlacidn

directa, Incarreladas, ... ¿Puede explicarmelo de otra forma haber si lo en-

tiendo?.

SR. MONTES:

Calma, amigo RaGl. No se impaciente, tratara de explicarme:

"CORRELACION INVERSA": Es cuando a medida aue aumentan los valores de la X,

disminuyen los valores de la Y. Es decir, cuando el coeficiente de correla-

cidn 19 es negativo.
"CORRELACION.DIREOTA": Cuando a medida que aumentan los valores de la X, au-

mentan los valores de la Y. Esto es, cuando el coeficiente de correlacidn

es positivo.

"VARIABLES INCORRELADAS": Cuando las variables X e Y son independientes, es-

to es, cuando no existe ningún tipo de correlacidn. Entonces te = O.

S Bu EhIo	 LO EN TI ENDO . ?ARA

AJLIESTe-oS l'UNTOS
	

GP-Pn rICA SER(A
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SR. %rNTES:

Las grdficas son correctas. Si ooserva usted Raúl:

— Cuando lp 40, se tiene una recta de regresión decreciente.

— Cuando f >0, la recta de regresión es creciente.
— Si y = 0, las dos rectas son perpendiculares.

RAUL:

Sueno, bueno, ..., esto no es muy complicado que digamos ... Entonces,

el coeficiente de correlación 	 de la recta de regresión que habíamos cal-

culado:

61'12
y — 24'83 = 4227 (x — 2083)

'

donde:

— —
la covarianza: m	 . a	 — a	 • a • = a

11 
— x • y . 61121111	 10	 01

la v-arianza de la- X: tj . 4227 , por tanto, dr	 V727777 = E'50

la varianza de la Y:	 a	
2

02 
— (a) 

'y	
es decir:=	

01 

A...2	 4347
U =

Y
— (2483) 2	107'97

(7- .	 107'97 . 1039
Y

Vendrd dado por la expresión:

11	 6112 

' '	 (6 50 ) .,10'39) = 0.90

Esto nos indica que entre las variables X = ng de bacterias e Y = ng de an-

ticuerpos, existe una "correlación directa" con un grado de validez de 090,

6 del 90%. En otras palabras, a medida que aumenta el número de bacterias —

aumenta el nömero de anticuerpos en un 90%.

Raúl quedó muy impresionado con aquello que les habia contado el

Sr. Montes y decidid practicar.
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RAUL:

D. Justo, ¿usted cree Que esto oue hemos hecho con las vacas del pueblo

es aplicable a los conejos?.

D. JUSTO:

Claro, la bacteria QUE estAbamos estudiando tambidn puede atacar a los

conejos. Sdlo habría que realizarles los andlisis a los corresoonbientes a-

nimalitos.

PAUL:

Pues vers ..., yo tengo una granja de conejos y me gustaría saber si es-

tdn enfermos.

Raül y D. Justo realizaron las pruebas obteniendo los siguien-

tes resultados:

(M g BACTERIAS Ng ANTICUERPOS

10 9

15 10

14 15

9 e

¿Podrías ayudar a Raúl a realizar los cdlculos?. Necesita saber

urgentemente si los conejas estdn enfermos, su mujer esta a punto de llevar-

los al mercado.
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RECUERO

• VARIABLE ESTADISTICA BICIMENSICNAL

Se consideraran aquellas situaciones donde se realiza la cbservacidn simul-

tInea de dos caracteres en el individuo, sea:

— peso y altura de una persona

— consumo de tabaco y el c gncer de pulmdn

— actitud para una asignatura y aprovechamiento en la misma

— provincia de origen y carrera estudiada.

Cada uno de estos caracteres en observacidn p uede adooter distintas modali-

dades, así:

carIcter X adopta las modalidades x 1 , x2 , x2 •x
k

carcter Y adopta las modalidades '11 y2,	 •

Los distintos valores de las modalidades que pueden ado p tar es-

tos caracteres forman un conjunto de pares, que representamos —

por (X,Y), y llamaremos "variable estadística bidimensional".

• DIAGRAMA DE DISPERSION 

Dado que estamos estudiando conjuntamente dos caracteres en el individuo, —

la representacidn gräfica de los distintos valores de la variable estadísti-

ca bidimensional (X,Y) se construye del siguiente modo:

En el eje de abscisas se representan los valores de la X.

En el eje de ordenadas se representan los valores de la Y.

De esta forma, obtenemos una nube de puntos que llamaremos "diagrama de dis-

persidn":



Y

X
IPP

DIAGRAMA DE DISPERSION

e DEPENDENCIA ENTRE LAS VARIABLES X E Y

Como estamos observando dos caracteres en cada individuo, se nos presenta el

problema de determinar si existe o no existe dependencia entre ellos. En esta

clase de análisis podemos distinguir dos tipos de dependencia:

— DEPENDENCIA FUNCIONAL: Cuando existe una ecuaci6n matemática —

que relaciona a las variables X e Y, sea:

X . radios

Y = longitudes de circunferencias

observamos:

Y = 21rX

es decir, conociendo el valor de la X, se puede conocer con —

exactitud el valor ce la Y.

— DEPENDENCIA ALEATORIA: Cuando no existe una ecuacidn matemäti-

ca que relacione a las variables X e Y, sea:

X = peso

Y . altura



	 >X

regresidn exponencial

y . k a
bx

regresidn lineal

y = a 4- bx

X 1›

regresidn parabdlica

y = a bx cx
2

Y Y

•
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observa que:

no podemos encontrar ninguna ecuaciin matemätioa que nos

dd la altura exacta Y aue tiene una persona de X kilos

de peso.

En otras palabras, podemos decir que existen variables entre las que no exis-

te ningún tipo de dependencia.

REGRESION

La observacidn de una variable estadística bidimensional (X,Y) lleva consigo

la representacidn de los puntos obtenidos en una nube o diagrama de disoer-

sien.

"Estudiaremos bajo el titulo de "regresidn" los problemas refe-
_

rentes a -la predicoidn o prondstico de los resultados de una de

las dos variables, conocidos los resultados en la otra".

De tal forma, el problema general que se plantea en "regresiön" consiste en

ajustar una funciön de ecuacidn conocida a la nube de puntos con el objetivo

de poder obtener una "prediccidn" aproximada de una de las variables a par-

tir de la otra.

La funcidn que pretendemos obtener ser d aquella cuya ecuacidn se adopte me-

jor a la nube de puntos. Por ejemplo:



X

Y

X
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Así, cuando es una recta, tenemos la regresión lineal; cuando es una pardbo-

la, tenemos la regresión parabólica; cuando es una función ex p onencial, te-

nemos la regresión exponencial, etc.

En este caoftulo, estudiaremos únicamente la regresión lineal, es decir, la

funciCn que preteniemos obtener serd una recta de ecuación y . a + bx.

REGRESION LINEAL

La ecuación de regresión ser d la eouación de la recta y = a + bx que mejor —

se adap te a todos los puntos del diagrama de dispersión, y que nos permitird

pronosticar el valor de una variable en función de la otra con la que estd —

relacionada.

Greficamente;

regresión lineal

Naturalmente que entre todas las rectas que se pueden elegir para ajustarlas

a la nube de puntos hemos de seleccionar la óptima, esto es, la que mejor se

encaje sobre los puntos que tenemos. Esta selección la realizamos por el "n&-

todo de los mínimos cuadrados".
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Ecuacifn de la recta

La ecuacidn de la recta viene dada por la ffrmule:

y = a + bx

donde

b . pendiente de la recta

a = punto donde la recta corta al eje Y, se llama "ordenada en

el origen".

Sea la recta de ecuacidn y = 2 + 3x

En esta ecuacidn los valores de la variable Y dependen de los valores que to-

me la variable X. veamos:

	

pare x = 0	 y = 2 + 3.0 = 2	 y = 2

	

x= 1	 y . 2 + 3.1 = 5	 Y = 5

	

x = 2	 y = 2 + 3.2 . 6	 y = e

Piensa que una recta queda definida por dos puntos, por tanto, representando
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dos puntos cualesauiera en un eje de coordenadas cbt.enemcs la recta de ecua-

ci8n:

Y = 2 + 3x

= 2 + 3x

pendiente = 3

11	2	 3	 456

Observa que cuando dos rectas:

— tienen la misma pendiente son paralelas

— tienen la misma pendiente pero de distinto signo se cortan

— tienen el producto de sus pendientes (— 1) son aercendiculares.



PERPENDICULARESPARALELAS SE MATAN

-

y = 2 — 3x

y = 2 4. 3x

y = 5 -+ 3x

pendiente = 3

y = 2 + 3x

y = 2 — 3x

pendiente . 3

pendiente = — 3

y = 2 + 2x
1

y= 2 — — x
2

pendiente . 2

pendiente = — 1/2

2 , (— 1/2) = — 1

• METODO DE LOS MINIMOS CUADRADOS: REGRESION LINEAL

Ante un problema de regresidn lineal distinguiremos entre:

a) Recta de regresi6n de Y sobre X.

b) Recta de regresi3n de X sobre Y.

En el primer caso obtendremos los valores aproximados de la variable Y conoci-

dos los valores de la variable X. Mientras que, en el segundo caso, obtendre-
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mos los valores aproximados de la variable X conocidos los valores de la va-

riable Y.

Estudiaremos con mds detalle el primer caso y, en el secundo, por un proceso

exactamente igual estableceremos la ecuacidn de la recta de regresidn de X —

sobre Y.

a) RECTA DE REGRESION DE Y SOBRE X

La ecuacidn de la recta es y = a + bx.

El problema que se plantea es intentar ajustar la recta y = a + bx a la nube

de puntos que nos preocupa. Para seleccionar la recta ptina, lo que hemos —

de hacer es estimar los parämetros a y b con los datos observados y emplean-

do el "mätodo de los mininos cuadrados", cuyo contenido explicamos a conti-

nuacidn, llegar a la ecuacidn de la recta de regresidn de Y sobre X.

Para la exoosicidn, nos basaremos en la tabla siguiente:

X x
1

x
2

x
3

•.. x	 ...i x
k

Y
"1

Y, Y
3

4100
Yi	

...
Y3.



Y

Observa que los puntos representados tienden a estar en línea recta. Sin em-

bargo, es imposible encontrar una linea recta que pase por todos los puntos

simultaneamente. La solucidn a este oroblema esta en encontrar una línea rec-

ta que mas se aproxime a estos puntos.
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Podemos considerar en cada par (X,Y) que al valor observacio x , le corresp on-

de un valor observado y. y otro valor teCrico y* cue seria el que le corres-

pondería en la recta.

En otras palabras, el par (x., y )* esta en la recta cuando verifica:1	 i'

y= a 4- bx,
1	 1

La distancia entre estos dos valores, teCrico y observado, la llamaremos —

"error de predicciCn" y se denota por d., siendo:

d
i 
= Y .1( — Y .

Observaqueloserroresci l ,d2 c12 ...,ch...) pueden ser

de signo positivo y negativo y, por tanto, hacer rfnina su suma, esto es:

d dd_	 d	 . mínima
1	 2

Pues bien, el "matado de los mínimos cuadrados", cara la obtenciCn de los —_

parametros a y b, consiste en tomar estas distancias al cuadrado para que —

no se puedan contrarrestar los signas positivos y negativos, y hacer mínima

su suma.

Tenemos, por tanto, que hacer minina la expresiCn:

• =	 c12	 Z (Y1' Yi

esto es

D (a 4. bx. — y.)2

De la ecuaci5n de la recta y . a + bx. Por las propiedades de la derivada —

(para minimizar D) y del sumatorio, nos queda:

—
a . y — b.x

rn 
11

donde:



segundo momento respecto al origena -
20
	

N

y = media te Y =

y n
J	 y 4

=5
N	 01

-
x = media de X .

x.. n

i=1i

N
= a

10

2

x = varianza de X . 
i.1
	 _ a20- (a )

2
N 	 10

m 11 . covarianza = a 11 - a	 •10	 01

k	 1

a	 - 
i=1 j=1 

 (x	 7).(y j- 7). 1.

11	 N

N = nömero de pares de datos o bien el número de puntos del dia-

grama de dispersin.

Como la ecuacidn de la recta era y . a bx, sustituyendo los valores obteni-

dos, se tiene:

Ecuacidn de la recta de regresidn de Y sobre X:

m
-	 11

Y - Y =	 (x - 7()

)<

,	2,
Hay que puntualizar que el cociente (m 11/ 2 ) es la pendiente de la recta de

Y sobre X, y se denota:



pendiente de la recta, pue recibe el nombre deb =
yx

b =0
vx• •
• •	 •

• 	%im

X
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COEFICIENTE DE REGRESION .

Observa que cuando el coeficiente de regresi3n:

> o Recta de regresidn de Y sobre X creciente

lt lt
	

" horizontal

<
	

ti
	

ti	 ti	 lt
	

" decreciente

GrIficamente:

RECTA DE REGRESION DE Y SOBRE X

CRECIENTE
	

HORIZONTAL	 DECRECIENTE

11
coeficiente de regresidn b =

yx	 _ 2
x
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b) RECTA DE REGRESICN DE X SOBRE Y

Recta que nos permite hacer predicciones de la variable X conocidos los valo-

res de la variable Y.

La ecuación de la recta es x = c + dy

Si en lugar de tomar las distancias d
i
 (error de predicción) sobre el eje de —

la Y, y se toman sobre el eje ce la X (horizontales) y utilizamos el método de

los mínimos cuadrados, se tiene:

Y

X

En otras palabras, el par (xe,y.) se encuentra en la recta cuando verifica:

x*= c + dy.

Laclistsrmiaentreelvalorobservadox.yel valor teórico xf se denomina —

"error de predicción", siendo:

d =	 — x•

Por el método de los mínimos cuadrados, hemos de hacer mínima la expresión:
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D =	 d
2
 = 	 ( o 	 dy

i;

por un proceso exactamente igual, se necia a la ecuaci2n de la recta de regre-

sión de X sobre Y:

El cociente ( m
11

/c7
2

)
y es la pendiente de la recta, que se denomina "COEFICIEN-

TE DE REGRESICN" y denotamos por b
xy

b =
	 11

xy

Y

Observa:

b -	

f . 
o	 tt	 II	 II	 I, II	 II	

" horizontalxy

<

CORRELACION LINEAL

La correlación estudia el grado de deoendencia que existe entre dos variables

estadfsticas, intentando cuantificarla mediante el cllculo de los coeficien-

tes de correlación.

Nos limitaremos a estudiar el coeficiente de correlación lineal.

> O Recta de regresi6n de X sobre Y creciente

II	 IIV	 II	 II " decreciente



fig.

X

Y ti.	 Y
fig. A

	  X
correlacidn lineal T

es mds alta
_ correlacidn lineal y

es mds baja

b	 .b	 =
yx	 xy

m	 m	 m
11

'

	11 	 11 
.

2 	 ..2
Grx	 0	

6x • 6y
Y

donde:

— '72 —

e COEFICIENTE CE CORRELACION LINEAL

El coeficiente de correlacidn lineal y es un número abstracto cue determina
el grado de ajuste entre una nube de puntos y una recta de recresidn.

Intuitivamente:

Es decir, en la figura A el grado de ajuste ES mds alto due en la figura S.

El coeficiente de correlacidn lineal Y viene definido por la me-
dia geomdtrica de los coeficientes de regresidn lineal, esto es:

6	 desviacidn típica de la variable X
6	 desviacidn típica de la variable Y
Y

m
11 

. covarianza . a
11 

— a
10 

• a
01

De la expresidn anterior:

ni

11 

- 6 • 6x	 y



YÅ

=

Os.
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se deduce cue:

— 1 e; ,f 	 1

es decir, el coeficiente de correlacidn lineal y se encuentra acotado entre
los valores — 1 y A- 1.

— Un valor de tf, . O indica "ausencia de correlazidn", es decir,

que las dos variables son independientes o "incorreladas". Grdficamente:

YA

• • •
••	 •

•e

••

X

— Un valor de = + 1 lo que nos dice es pue todos los puntos —

de la nube estän situados sobre la recta de regresidn, existiendo, por tanto,

entre las dos variables una "de p endencia funcional". Ad niiärtase que cuando _

y= 1, la recta de recresidn es creciente. Gräficamente:

— Un valor de 19 = — 1 indica que todos los puntos de la nube se

encuentran sobre la recta de regresiön y existe entre las dos variables "de-

pendencia funcional" (recta de regresidn decreciente). Gräficamente:



— Cuando se tiene un valor grnade de 9° (bien sea positivo o neca-
tivo) indica que existe una fuerte dependencia entre las dos variables:

• Si /2	 O, las variables están tanto más "correladas" en cuanto

el coeficiente Le se aproxime más a 1. Existe una "dependencia
aleatoria" entre las dos variables.

YA

411•••

X

En efecto, si	 > O la "correlacion lineal es directa" y se interpreta:

Los valores grandes de la variable X se asocian con los valores grandes

de la variable Y.

Los valores bajos de la variable X se asocian con los valores bajos de

la variable Y.

• Si /2 4;0, las variables están tanto más "correladas" en cuanto

el coeficiente y se aproxime más a — 1. Existe una "dependen-
cia aleatoria" entre las dos variables.



Y	 - < <

•
•

X
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En efecto, si Ipzo la "correlación lineal es inversa" y se interpreta:
Los valores grandes de la variable X se asocian con valores bajos de la

variable Y.

Los valores bajos de la variable X se asocian con valores grandes de la

variable Y.

• INTERPRETACICN DEL COEFICIENTE DE CORRELACION LINEAL 

El coeficiente de correlación lineal y indica únicamente que dos variables
estadísticas (X,Y) varían conjuntamente, y que esta variación conjunta no —

tiene que tener el significado de "casualidad". De tal modo, sabemos que si

1 indica que las dos variables deoenden de la ecuación de una recta

(recta de regresión).

Esto supuesto:

ulud significa que encontrdsemos una correlación f= (D'ES?. —

Siendo las variables estadísticas:

X . capacidad intelectual

Y . dxito escolar

Nos preguntamos:

¿Es una correlación alta, media o baja?.



m
11 

= e . bx
yx

6
x . (5--y

11
b
yx	 e; 2

Esta pregunta no tiene sentido consideraca consideraca absolutamente. No pode-

mos afirmar oue la capacidad intelectual sea la causa del dxito c del fracaso

en el dxito escolar. Es claro cue entran otros factores: dis ponibilidad de

tiempo de estudio, el grado de interds, etc.

Por tanto:

"No existen normas para indicar si un coeficiente de ccrrelaci2n

es alto, medio o bajo. En general, el önico criterio cue podemos

seguir es compararlo con los coeficientes de correlacidn encontra-

dos por estudios andlogos entre las mismas variables y en circuns-

tancias semejantes".

De esta manera:

Si estudios anteriores entre las mismas variables (X,Y) y en cir-

cunstancias semejantes reflejan una ccrrelacidn Y= 0'80. Encon-
trar una correlaci6n	 065 resulta una correlacidn baja, ya —

que 065 <080.

• RELACICN ENTRE LOS COEFICIENTES DE CORRELACION Y REGRESION 

a) Relacidn entre el coeficiente de regresiCn de Y sobre X y el coeficiente —

de correlacidn:

de donde

Igualando se tiene:

6
2 

. b =.	 . 6
x	 yx



m
11
 = 6 .b

=
•1

de donde:

m
11

b =
xy	 ,2

Y

^le

dividiendo por	 en la exoresidn, queda:

	

(S . b	 = y. 6x	 yx	 y

entonces

	

b	 =	 --Y—	 (siendo 6 O, (S .;:e.o)
Yx	 6x	 Y

b) Relacidn entre el coeficiente de regresidn de X sobre Y y el coeficiente

de correlacidn:

6 2 . b =	 S • 6
Y	 xY	 Y

simplificando, queda:

6y . bxy =ß. 6

por tanto:

dr.
b = YD .	 ( siendo 6 > o , dr > o)-	 YxY 	 (5-

Y

Teniendo en cuenta estas dos relaciones que ligan los coeficientes de regre-

sien y el de correlacidn, pasamos a estudiar la correlacidn lineal directa e

inversa.

• CORRELACION LINEAL DIRECTA E INVERSA

A) Relacidn entre b	 y 12:
yx



b	 •	 (siendo 6 > o, e7 > o)
Y	 x

yx	 6x

i) Si b	 o <=4, .> O (puesto que 6 > O, 6 > 0 )yx
Y	 x

En este caso decimos que hay "correlaci6n lineal directa" entre las variables

X e Y. De otra forma, la recta de regresibn de Y sobre X es "creciente".

ii) Si b 40 	  1/4f.<0 (puesto que 6 > o, (sx >o)Y x-	 Y

Y

En este caso decimos que hay "correlación lineal inversa" entre las variables

X e Y. Dicho de otra forma, la recta de regresión de Y sobre 
X es decreciente".

S) Relación entre b	 y %1P:
xy

6;
b = y. - ( siendo er > o , es >xy	 e	 x	 Y	

)
Y

El razonamiento es analogc.
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> O <	  'f>0 (Ya QUE	 > o 5o)xy	 y z

La correlacidn lineal es directa.

La recta de regresidn de X sobre Y es "creciente".

ii) b	 0 'f.	 .> y<0 (ya que 6 ) o,	 > O)xy	 y

La correlacidn lineal es inversa.

La recta de regresidn de X sobre Y es "decreciente".

ACTIVIDAD — 1

El equipo médico de una

determinada clínica a-

firma que a medida que

el nio desarrolla la capacidad intelectual, mayor es el éxito escolar. En

base a los datos obtenidos en una prueba experimental:

Capacidad

intelectual
5 5 7 8 2 3 6 6 9

Exito escolar 6 4 a 9 4 6 5 6 8



rn
11

2
15

x
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1) Raúl tiene 65 de capacidad intelectual, participa en la orue-

ba experimental, ¿cual es el éxito escolar que obtiene?.

2) ¿Es vAlida la afirmacidn del equipo mAdico?

Sean las variables estadísticas:

X = capacidad intelectual

Y = Axito escolar

1) Para poder "predecir" el dxito escolar Y que obtiene Raúl conocidos los —

valores de la capacidad intelectual X es necesario obtener la ecuacidn de la

recta de regresidn de Y sobre X.

La recta de regresidn de Y sobre X es:

y — y =

donde:

—
y = media de la variable Y = a

01
—
x = media de la variable X = a

10

m
11

= covarianza =a—a
11 10

•	 a
01

6
2
= varianza de la X= a

20 — (a10)2

Para ello, formamos la correspondiente tabla de cAlculos:

N = nömero de pares de datos = 9

Observa que tenemos un conjunto de 9 pares de datos de la forma (x.,y . ) que

representa:

"A la capacidad intelectual x. le corresponde un dxito escolar —
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Por tantc, la frecuencia de cada par (x.,y.) es la unidad.1

x.1 Y .1 x..	 y•i	 1 x
2

i
2

Y .1

5 6 30 25 38

5 a 20 25 16

7 S 56 49 64

S 9 72 64 81

2 4 8 4 16

3 E 18 9 36

6 5 30 36 25

6 6 36 36 36

9 8 72 81 64
--

SUMA	 51 56 342 329 374

De esta forma tenernos la informacidn suficiente para hallar:

2a	 ,a	 ,a	 ,a	 ,	 ,	 ,
10- 01 -	20	

a
- 02-	 11 m'	11'	 — x 9	 6y

En efecto:

51
= 5'67N 9

Y.1
56

N 9
= 622

9z
1.1

x = a _
10

9

i=1
y = a

G1 
=

9

E x2
i.1 	 329

a
20 

—
N	 9

. 36'55



374
. 4155

9
a .
02

y — 622 =
4'40 (x — 5'67)
2'73

—

9

E1 1
i=1 a =

11 N	 9

e; 2 . a	 — (a
10

)
2
 = 36'55 — (5'67) 2

 = 4'40x	 20

6x = V 62x = = 2'10

(72 = a	 — (a
01

)
2
 . 4155 — (6'22) 2

 = 286y	 02

Y 
=
	

2'86 = 170

La covarianza m
11 

serA:

m
11	

a
11 

— a
10	

a
01 = 38 — (567).(6'22) = 2'73

de donde:

La recta de regresidn de Y sobre X es:

ni
11

Y — Y =	 (x — 7)
2

Gx

esto es

342
38

o bien
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y - 622 . 062	 - 5-67)

simplificando

y - 6'22 = 062.x - 3'52

-----1

y . 2'70 + 062.x

Por tanto, para la capacidad intelectual de Ral (x . 65), el dxito escolar
cue se puede "predecir" viene dado por la ecuacidn:

y = 2'70 + (0'62).(6'5) . 6'73	 7 (aproximadamente)

2) La validez de la afirmacifn del equipo de médicos se obtiene mediante el

coeficiente de COrrelacidn lfneal 1/41P

m
11

=	 . 6;

bastard sustituir los valores calculados:

m
11 

= covarianza . 2'73

(s
x 

desviacidn típica de la X = 210

6 . desviacidn típica de la Y . 1'70
Y

de donde

(2'1(2:7). 3(1'70) - 076

Observa que - 1 4076 41

Se concluye, la validez de la afirmacidn es de 0'76 en correlacidn directa,



puesto cue tf2 = 076>O. Es decir, a medida que aumenta la capacidad intelec-

tual, aumenta el dxito escolar.

En porcentajes, la validez pedida es de un 76 por 100 en correlacidn directa.

porcentaje =	 . 100 =
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ACTIVIDAD — 1: Estudiar la correlaci6n entre las variables X e Y, a partir de

los siguientes datos:

a) b)

X Y X Y

2 3

4 5 3 2

3 2 4 4

5 1 6 9

6 3 3 3

ACTIVIDAD — 2: Se han tomado datos entre el ndmero de cigarrillos consumidos

diariamente y la mortalidad. Obtenidndose la siguiente tabla:

ng de cigarrillos

X
3 5 6 15 20 40 45

Mortalidad por

1000 habitantes
Y

02 0'3 03 0'5 0'7 14 1'5

Se pide:

1) Ajustar una recta a los datos obtenidus: recta de regresidn de

Y sobre X.

2) Estudiar la correlacidn entre ambas variables.

3) ¿OLA mortalidad se podría predecir para 60 cigarrillos?.

ACTIVIDAD — 3: En un pueblo de Segovia se observó el precio de la resina y la

cantidad de kilos producidos, obtenidndose la siguiente tabla:
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Precio en pesetas

x 20 25 30 22 37 2.8 57, 51

Miles de kilos

Y 100 110 120 140 160 200 225 210

Se pide:

1) La recta de regresidn de Y sobre X.

2) Coeficiente de correlacidn.

ACTIVIDAD — 4: Dada la tabla

X 2 a	 e ," e 9 10

Y 3 S	 5 6 9 10 12

Hallar:

1) Diagrama de dispersidn.

2) Recta de regresidn de Y sobre X.

3) Coeficiente de correlacidn.

4) ¿OLA valor se espera para la variable Y cuando x	 15?.
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AUTOCOMPROSACION

ACTIVIDAD — 1:

a) = — 0'10	 correlacidn inversa

b) Lp .	 0'60	 correlacidn directa

ACTIVIDAD — 2:

1) y = 0'098 003.x recta regresidn

2) = 0'99 correlacidn directa

3) 1'898 por 1000 habitantes

ACTIVIDAD — 3:

1) y = 1856 374.x recta regresiln

2) (f) = 0'99 correlacidn directa

ACTIVIDAD — 4:

2) y = 0'059 4- 1'07.x recta regresidn

3) f) ., 093 correlacidn directa

4) Se puede predecir y = 16'109
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EE-ACIE7-17", :ESCRIPTIVA

ACTIVIDADES
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III

SUCESOS Y PROBABILIDAD

• Fendmenos aleatorios.

dad.o Probabilidad._

• Probabilidad condicionada.

• Independencia.

• Probabilidad total.

• Teorema de Bayes.

a Asignacidn de probabilidades.

• Anälisis combinatorio.





SAwriAGo BLANCAANA

Ana y Santiago son muy amigos y quieren

ser elegidos como autoridad de las fies-

tas.
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"SOMOSIERRA EN FIESTAS"

Todos los veranos en las fiestas del pueblo de Somosierra se elige un "co-

mitd de fiestas" formado por dos jdvenes cue se encargan de gobernar el —

pueblo.

En el verano de 1.986 se presentaron cuatro j6venes para ser elegidos dos

de ellos.

A medida que las fiestas se acercaban se oían los siguientes comentarios:
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t; QUE PRDBABILID>t
TEN DP,EMos bE SER

ELEGI DOS ?

/PER , LO GALC,ULAREMOS

D1BuIANDC LAG PosIBLES

ITuAGIoNES

vr10 SOM05 utiATRC PERSONAS

PVZDE SocE DER



ES	 EVIpENTE.

YA 0,U E PUEDEN 5 ER PAREJAS

MIY,TAS	 FOgNIADAS SOLO

POR DOS cHic oS d 50s c:HICA9

REALMENTE LO QUE HACEMOS

SON TODAS LAS POSIBLES coMBiNACiONEs

61tiE PUEDEN FORMAR. CUATRO PERSONAS

TOMADAS DE DOS EN DOS

1111-11	 YA ENTIENf)0

pOR ESO LA PROFESORA DE MATEt4TiCAS
EXPLICABA	 LO DE LAS	 uCoreIBINACION



MIIKA	 GANTIAC.)

QuE RA PI DO SALE

A P LiCANo LA F6kMULA

(L4) 41.4/ z	 Z	 z	 ( i4	 n.

z 4 . 3-2•4	 z	 FoKmAS
(Z•ii).(Z1)	 DisT!NrAS

TE Lo EXPLIQUE C DNDI g UJ0S	 PORQUE CREI
CON LA Fo-RPIJLA	 No LO VE2145 "I' 11N CLARO .
pE go LO QUE REALMEN-TE Q UE kEMos SABER NO .(m,1

LAs PA RETAS GL O E SE PUEDEN FoRmAR	 SINO LA
PRO BABILIDAD	 DE QUE ESA PAREJA SERM05 NOSOTROS DOS
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-

21 2

EGo GE VE FÁCIL C ON TUS DIBUJO&
Como SON	 SEIS DIsooG y NO :;OTROS DOS

SO/LO ESTAMOS J'UN TOS EN UNo

LA PRO BABILIDAD DE QUE SEAMS Los Dos
LOS ELEGÍ bOs	 SERA' : A

6

Y (AM) SIEMPRE HM, ONIA

FÓRMULA QUE EXPLICA ESTO

N' CASos FAVORA BLES
PRoBASILIDAD

CA5os POSISLES



.1 BA14 1	 (Zi ld	 PRÓ BABILIDAD TAN PEQuEÑA
i co NFIEmOS	 E-N	 LA 5 1.1 tRI"E 1





FENOMENOS ALEATORIOS:

En elmundo real hay fendmenos regidos por leyes determinadas, es decir,

bajo condiciones dadas; el resultado es previsible; a estos fendmenos se les

llama "fendmenos deterministas", piensa comc un ejemplo de ellos en la caída

de un objeto desde una determinada altura.

Tambidn existen otros fendmenos que no siguen unas leyes determinadas. —

Así, en el lanzamiento de una moneda no se puede predecir con certeza si sa-

le cara o cruz.

Un fendmeno o experimento se denomina "aleatorio" cuando puede dar lugar

a varios resultados, sin que sea posible anunciar con certeza cuäl de stos

va a ocurrir.

En muchas ciencias se estudian fendmenos aleatorios: biología, economía,

física, medicina, ingeniería, sociales, política, etc.

Al cescribir un experimento aleatorio, es esencial saber qué aspecto del

resultado nos interesa observar, dicho de otro modo, cuäl es nuestro criterio
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para considerar dos resultados como diferences. Este objeti ,,o se logra median-

te el "ESPACIO MUESTRAL".

ESPACIO VUESTRAL:

Dado un experimento aleatorio, el conjuncc de los posibles resultados dife-

rentes del mismo, recibe el nombre de espacio muestral asociado al experimento

aleatorio.

"Al espacio muestral lo denotaremos por 17-

Así, en el lanzamiento de un dado pueden presentarse seis casos, Que son —

los números 1, 2, 3, 4, 5 6 6.

Se puede tomar, por tanto, como espacio muestral:

fì . U, 2, 3, 4, 5, 61

SUCESO:

Un suceso asociado a un experimento aleatorio corresponde a la cuestidn de

que tema o no tenga resouesta después de realizado el experimento.

Piensa en la pregunta: "¿Es posible que ap arezca un 3 â un. 4 en la tirada

de un dado?".

Esta pregunta tiene resp uesta y es, por tanto, un "suceso".

El subconjunto de IL que responde "sf" a la pregunta es:

A . i3,

De donde:

"Un suceso de un experimento aleatorio es un subconjunto del espacio

muestrel j2".

OPERACIONES CON SUCESOS:

Dados el experimento aleatorio y su espacio muestral asociado di, hemos



definido los sucesos. Vamos a definir ciertas o p eraciones con los sucesos:

• UNION CE SUCESCS: Dados dos sucesos A y 2, de un cierto experimento alea-

torio, se define la "unidn" de A y 2, oue denotamos por A U 2, a otro suceso
Que ocurre siemp re QUE ocurra A o siemore que ocurra S.

AU E : Se verifica cuando se verifica A d E

• INTERSECCICN DE SUCESOS: Dados dos sucesos A y B, de un cierto experimento

aleatorio, se define la "interseccidn" de A y B, que denotamos por An B, a

otro suceso que ocurre siempre que ocurra A y que ocurra S.

A() B: Se verifica cuando se verifica A y 2

	11.	

PARA a L- OCURRA 4L18
eAsrA CON Ctu E

,
ocine.RA Ã o a (.JE

oc uo2 eq 8.

PM	 cujc ocURRA A(,1
Es NicES,45;210 QUE

ocu RRAM LOS 00S •QUe
ocuRRA 4 Y "nihietzN
GuZ ocuRRA ß.
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e SUCESO COMPLEMENTARIO: Dado un suceso A de un experimento aleatorio, se —
—

define el comolementario de A, que representamos por A, a otro suceso cus —

ocurre siempre cus no ocurre A.

Piensa en la pregunta: "Cul serd el suceso complementario en la tirada

de un dado al suceso en aue aparezca un 3 f un 4?".

En el lanzamiento de un dado, el espacio muestrel es:

.	 2, 3, 4, 5, El

El suceso en que aparecen un 3 ó un 4 es:

A . 13, 41

El suceso complementario 7a7 serd aquel suceso en que no aparecen ni —

un 3 ni un 4, es decir:

2, 5,

Piensa: A U 	 1, 2, 3, 4, 5, 6} n

e SUCESO IMPOSIBLE: Es el suceso aus no ocurre nunca, en otras palabras, da-
-

dos el suceso A y su complementario A, junto con la operación de intersección,

se define un suceso que no ocurre nunca.

"Al suceso imposible se le denota por 0".

Piensa en la pregunta: "Cul serd el suceso complementario del suceso im-
posible 0?".

El suceso complementario de 0 serä el suceso que ocurre siempre, por

tanto:

0 = n

• SUCESO CONTENIDO EN OTRO: Dados dos sucesos A y B de un experimento aleato-

rio, se dice que el suceso A esta contenido en el suceso 8 si siempre que --
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ocurra A ocurre 8, se denota por:

A C 8 : Si ocurre A ccurre

Piensa en la pregunta: "¿Es cierto que cual quier sucesc esta contenido en

el espacio muestralja?".

Siempre ocurre : ea Acf?...

En este caso, A estä contenido en B, por tanto:

• SUCESOS INCOMPATIBLES: Dados dos sucesos A y 8 de un experimento aleatorio,

se dice que son dos sucesos incompatibles cuando su interseccidn es el suce-

so imposible 0.

De donde:

A(18.0:Ay 8 son dos sucesos incompatibles

• DIFERENCIA DE SUCESOS: Sean A y E dos sucesos de un experimento aleatorio.

La diferencia de los sucesos A y 6, se denota por A — 8, es el suceso que —

ocurra A y no ocurra B.

A — 6 : ocurra A y no ocurra
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VEAl7o5 -roDO ESTO EN

LA 71.12ADA DE UN DADO

5sE.

ESPActo friLifS7-RAL

11= 11.,2,3, Zo . 5, 6i

A A EL. S L1cESo PAR.:A •zji 2,6?

sa-A p EL SL1cEso bE PLJAITUAG:otti

kl4 Yort o T aiiilL QUE 3 : ß z Ifie-suL7Abo-: 3
\...	

Sea el experimento aleatorio del lanzamiento de un dado.

El espacio muestral: n. = U, 2, 3, 4, 5, 63

Sea A el suceso el resultado es par: A 42 ,	 e}

Sea 8 el resultado es mayor o igual que 3: 8 . i3, 4, 5, 61

"Ambos sucesos tienen respuesta desouds de realizado el experimento".

Veamos:

A UB =i el resultado es par o es _mayor o igual a 33,

A U 8 = [ 2, 3, 4, 5, a)

A ()	 { el resultado es par y es mayor o igual a 3)

A (1 8 = [4, 6}

Piensa que los sucesos A y 8 "no son incompatibles" puesto que la inter-

seccidn no da el suceso imposible 0

—
A = [suceso que ocurre siempre que no ocurre A]

—
A =1 el resultado no es pari

T	 [1, 3, 57
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—
8 = ¡suceso cue ocurre siempre QUE no ocurre B

g = iel resultado no ES mayor o igual a 3)

g = [1, 21

A — 8 = fel resultado es par pero no es mayor o igual a 3}

A — 8 . {2)

DEFINICION CLASICA CE PROBABILIDAD:

La probabilidad p de un suceso o acontecimiento E es igual al número f de

casos favorables (casos en que se verifica E) dividido por el número total n

de casos posibles:

p P = —
n

La probabilidad de no aparición del suceso E viene dada por:
_

n — f n	 f
q . P f no E} = n =---= 1--= 1—P[El

n n	 n

Así, pues, p	 q = 1, en otras palabras:

P E) P { no E) = 1

—
El suceso "no E" se denota por E.

d QUE PROBABILIDA D TEPICfrioS

PARA QUE APAREUA L' hl 3
düh'	 Chi LA 77.RA DA DC
UN DADO?
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En la tirada de un dado pueden presentarse seis Lasos, que scn los números

1, 2, 3, 4, 5 â 6, por tanto, el espacio muestral es:

1, 2, 3, 4, 5, 6

Llamemos E al suceso de oue aparezcan los números 3 6 4 en una sola tirada

te un dado, es decir:

E = 3 6 a}

Puesto que E puede presentarse con dos de estos casos, se tiene:

p P E) = p 3 6 4) =
2	 1
6=3

= 0'333

La probabilidad de no obtener un 3 6 4 (es decir, obtener 1, 2, 5 6 6) es:

2p =PM. P 1, 2, 5, el= ae	 3 = O •EE6

PIENSA

La probabilidad de un suceso es un número comprendido entre O y 1.

Si el suceso es imposible (no puede ocurrir), su probabilidad es O.

Si el suceso es cierto (ocurre siempre), su probabilidad es 1.

En otras palabras:

O	 PiE).

P	 = = 1

P ( 0 )	 =0
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ACTIVIDAD - 1: Un número es seleccionado al azar entre los números 1 al 10.

Sea A el suceso "el número elegido es par". Sea 8 el suceso "el número ele-

gido es primo". Se pide expresar los siguientes sucesos: A n 8, AUS,  n
- -

y A U S.

El espacio muestral Es:

El suceso A =

[1,

2,	 4,

2,

6,

3,

8,

4,	 5,

10i

6,	 7,	 8,	 9,	 10)

,	 de donde,	 1,	 3, 5, 7, 9J

El suceso P =	 1, 2, 3, 5, 7 ,	 de donde, TI = {'4,	 6, 8, 9,	 10}

con lo cual tenemos:

A ii 8 = 21 el único primo y par es el numero (

A l) 8 = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10} son los números pares o primos de 1 a 10.
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- -
A ( 8 = 9) números impares y no primos de 1 a 10

A LI 8 = 11, 3, 4, 5, 6, 7, S, 9, 101 números impares o no orimcs de 1 a 10

PIENSA

( AUS ) = i 	 =

( A (8 ) .1 1, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, l0= ZU

re cuerda:

Primera ley de Morgan: (AUS)S) =
Segunda ley de Morgan: (A ( B) = 7 U «E7

ACTIVIDAD - 2: Un número es seleccionado al azar entre los números 1 al 10.

Sea A el suceso "el número elegido es par". Sea C el suceso "el número ele-

gido es múltiplo- de 3". Se pide expresar los siguientes sucesos: A n C, A - C,
A( o.

El espacio muestral es:

= fi, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 101

El suceso A . 2, 4, 6, 8, 101 , luego, 7. [1, 3, 5, 7, 91

El suceso C	 [3, 6, 9} , entonces, 7 = 11, 2, 4, 5, 7, 8, 1C'i

por tanto tenemos:

Al C = i61 único número par y múltiplo de 3 de 1 a 10

A -C =i 2, 4, e, 101 números pares que no son múltiplos de 3 de 1 a 10

An c =i 2, 4, 8, 10} números pares que no son múltiplos de 3 de 1 a 10

PIENSA

A - C = 2, 4, 8, 11. An E
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ACTIVIDAD — 3: Un número es seleccionado al azar entre los numeres 1 al 7.

Sea A el suceso "el numero elegido es par". Sea S el suceso "el nömero ele-

gido es primo". Ambos sucesos son tales que P(A). 045 y P(B). 0-80.

Se pide:

1) Calcular la probabilidad P(Ar) S).

2) Calcular la probabilidad P A U N).
3) Calcular la probabilidad P(i7 U S).
4) Calcular la probabilidad PÍA. g).

El espacio muestral'es n . [ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

El suceso A = {2, 4, 6} , de donde,	 = [1, 3, 5, 7/

El suceso S = i1, 2, 3, 5, 7} , de donde, N .f 4, Ei
- con lo cual-tenemos:

A V 8 . 11, 2, 3, 4, 5, 6, 7i .

A ()S = 2

Grdficamente:

En la figura observamos que los dos sucesos no son disjuntos (incompatibles),

pues Ail 8 =i 21 .
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entonces

P(A US)= P(A) — P(A n	 + P(B)

1) Como p or hiodtesis P(A). 045 y P(B). 13C, tenemos:

P(AU 6) = p ( 11-). 1

de donde

1 = 045 — P(A (1 e) + 050

siendo

P(A n e )	 0'25

2) A U = 12, 4, El = A

con lo cual

P(A	 g )	 P(A) = 045

3) u 6 =-¡ 1, 2; 3, 5,7} = B

Por otra parte

P(7 uf e)	 P (e) = o'Bo

a)	 7 u .E7 aplicando la segunda ley de Marcan	 (P, fl e) = 1 — (A n e)

de donde

P(T\ U 17)	 P(A (‚ e) = 1 — P(A	 6) = 1 — 0'25 = 0-75

PIENSA

• Sean A y 8 dos sucesos cualesquiera del espacio muestral _n_ entonces

P(A U 5)	 P(A) — P(A n e) + P(S)

dos sucesos A y 6 son incompatibles cuando A 6 =

• Cuando A y 6 son dos sucesos incompatibles, se tiene:

P(AU B ) = P(A) — P(An B ) + P (B)



como por hiodtesis P(A(1 E). P(0). 0

con lo cual

P(A U e)	 P(A) + P(3)

ACTIVIDAD — 4: Sean A, S y C tres SUCESOS incomoatibles, con P(A). 06

P(S). 0'25 , P(C). C10.

Calcular las siguientes probabilidades:

1) P (Än N).

2) p ( 70,n g n E).

3) pCA'n5-(c).

1) Sea el suceso 7i. 	 g , por la primera ley de Morgen:

	(A ti 	. Zil N

como los sucesos A y S son incompatibles:

P(A j e) . P(A) + P(S)

con l o cual

	

PC/7n	 = P(A	 E3) . 1 — P(A	 B)	 1 — [P (A) + P (B)].

. 1 — P(A) — P(B) . 1 — 06 — 025 . 0'15

2) Sea el suceso "In Nil E, considerando Z/1 N como un solo suceso, queda:

(CA. (1 g ) ti	 . aplicando ley de Morgen

= ((A U e) (1 3) . aplicando ley de Morgan

. (A u e u o)

como los sucesos A, 8 y C son incompatibles:
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p(zri n	 p(A u 8 U C) = 1 — P(A U 2 WC) =

= 1 — E(A) + P(B) + P(C)1 = 1 - ( o-eo + 0-25 + ono) =

= 1 - 025 = 0-05

— — —
3) Sea el suceso AnSfiC

e A ), C sucesos incompatibles si A n C= 0, estq quiere d2.7ir que C c. A- .

e ByCsucesos incompatibles si B(1 C= 0, esto quiere decir queCC S- .

de donde

con lo cual, Zngnc.c

se deduce que

rl no )	 p ( c)	 ono

ACTIVIDADES 

ACTIVIDAD — 5: Un nImero es seleccionado al azar entre los números 1 al 7.

Sea A el suceso "el número elegido es par". Sea 2 el suceso "el número e-

legido es primo". Sea C el suceso "el número elegido es möltiplo de 3".

Expresa los siguientes sucesos:

AnC , BnC ,	 c , (A us) ()E

ACTIVIDAD — 6: Sean A, 2 y C tres sucesos incompatibles con P(A). 02, --

P(S)= c .a, p (c). o's.

Calcular las siguientes probabilidades:
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1) iz ( -A' ( J)

2) P(AU)

3) p(7í1 5. n 7)

a) 1. (7 n 5. n c)

5) P(B — A)	 e Nota: 8 — A .13A -A-

enA.0,8c7





RAÚL, voy A
SER PADRE

R A L'JL

FUES, DESPUES
CUATRO NI 'ÑAS

AHORA TIENE QUE

SER NIO

— 971 —

Mateo va a casa de su

amigo Rail para darle

la buena noticia de

que va a volver a ser

padre.

Cristina, la mujer de Rail, pone una cara

extraNa y no parece estar de acuerdo con

lo que acaba de decir su marido.

MATZ0

Después de felicitarle, su amigo

Rail asegura Que, como Mateo ya

ha tenido cuatro niFías, su quin-

to hijo tiene que ser un niFlo.

CRISTINA



nuE. TE soRPREN Des
?
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Mateo ;/ Raúl se sorp renden de la actitud de Cris=ina.

OS PIRE: Si PENSAls QuE	 roRouE Los
OTRO S 1414o5 DE MATEO HAN SIDO NIAA5
E5T6 HA DE SER NiRlo, ESTAIS CAYENDO 	
EN UN ERRoR QuE LE ocuRRE A
MUct-IAS PERSONAS

QUE EL PRoXIMO NIJO DE MATEO VAYA

A SER Ntid o NIÑA No DIPENDE PARA
NAVA, EN ESTE cAso, DEL SEX0 QuE

"rEN 6AN SUS HIJOS ANTERIbRE5

Cristina tiene raz6n. Mateo y Raúl han caldo en la trampa conocida como "la

falacia del jugador". En este caso, el resultado del siguiente acontecimien-

to (sexo del futuro hijo), no depende de los anteriores. La probabilidad de

que Mateo y su mujer tengan otra nia es la misma de que su primer hijo ya

lo fuera.

Supongamos Que Mateo va lanzando una moneda eauilibrada y saca cuatro caras

seguidas. La probabilidad de que en un nuevo lanzamiento salga cara es idén-

tica a la de antes: un cincuenta por ciento. Así mismo ocurre con cada nuevo

embarazo. La probabilidad de tener nio o nia siempre es del 50 % (indepen-

dientemente del sexo de los hijos anteriores).



BUENO EN cLiA l-G uI ER CA5o, NIÑO o NIÑA, LOI,
im Pc4t -rAN TE E5 GUE rir PEDIDo UNAS \/4cA-:

Z. c i ONE5 ADELANTADAS PARA NOVIEM8R E, QUE
z	 rS cuANDO EsPERANoS auz Ne cA NUESTRO

„77
111J0.

YANOS A R EALIZA R UN V A . E EN 8frUcz
A BRASIL DON DE mi H/JJER TI ENE A

SUS PARES, PA RA QUE Call ocAN AL BESE

SI f4AY NIEBLA ) LAS PROBABIDDADES DE Acci-
CeNTE SON ALGÖ MAYOREs, AUNQUE, DES GRA-

C IADANEN'TE, UN ACCIDENTE PUEDE OCURRIR
CON NIE-gLA 0 SW ELLA .

SI, rL BARCO ES UN MEDIO DL 1
I rRANs PORTE U;STANT E sEGLI 	

ES VERDAD, PERL) TAMB I EN DE DEND E. DE L
DIA QuE HAGA: PLIEDE QuE tlAY A N IEBLA

I Y PUEDE our
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A (no accidente)

(accidente)
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N = Niebla

N . No niebla
A = Accidente

. No accidente

YA ENTIENDO Lo QUE CluiEKES DEctZ ; E N uty oi'
CuALQUIEKA PuEDE ocup,K1:

— Que haya niebla ese día : P4
— Que no haya niebla ese día : N

Y AIDET-1A5	 ?UEDE	 SticEDCR

— Que en un da con niebla ocurra un

accidente.

— Que en un día con niebla no ocurra

ningön accidente	 N

— Que en un día sin niebla ocurra un
accidente
	

A T\T

— Que en un día sin niebla no ocurra

ningún accidente

El "Diarama de rbol" cueda:

A (accidente)

A (no accidente)



A CC DEN TES c A5 I- NO Ö CURN
5gAmos oP-ri N)sTAS

Qu g PRoBAtIlLIZAD YENEN0S

PA RA QUE SEA UN DÍA CeN NIEeLA

NO CcLRRIJbÖ	 Acc itE-NTE ?

E$() SE LLA NA P ROBABILIbAb

coNDicioNADA Y	 5E Exi› RE- 5 A

(N/Ä)

TI ENES QUE APLIcAR LA

P dRHULA	 BAYES

p uip; 	 P(N ) . P(IN) 
P(N . P(X/t4)# P(). Fe-P-4
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PIENSA:

número de casos favorables

número de casos posibles
Probabilidad .

Efectivamente, según SAYES: la probabilidad de que nn habiendo acci-

dente sea un dia con niebla, P(N/T) es igual:

— CASOS FAVORABLES: La p robabilidad de que el dia sea con niebla

P(N) por la probabilidad de que siendo el día con niebla no ha-

ya accidente P(7/N).

— CASOS -POSIBLES: Son todos los casos. Es decir, a los casos favo-

rables mencionados, se les suma los restantes, que son: la oro-

babilidad de que el dia sea sin niebla P (\J) por la przbabilidad

— —
de que siendo el dia sin niebla no ocurra accidente P(A/N).

Por tanto:

P(N) . P(Z/N)
P(N/T)

P(N). P(Ä/N) + P07). P(Ä/r7)



DIA SIN NIEBLA A DIA CON NIEBLA (N)

— 970 —

Lo UN. IcAKE	 cori	 un/ EJEMPLO 

Supcned que durante el mes de noviembre del

aiío pasado hubo 12 días con niebla y 18 sin

niebla durante ese trayecto EspaPia—Brasil.

i

0
d

MES	 c'E	 NOVIEMBRE 0
Al_

2
mour.r.m

• AA.41•n 	 //AV

3 0 A g 3 8' 9
4rilm v / 4 irm rn- I r&A wn P

1 0	 ii	 12	 13
ir •fárr

%°
1

02° -15 16
4 A

JimmirAwt
O

rAramom.02.11

'n

Ar lIllr./

1 lq 21 2-1 22 23
AromA,n4•,M ..w.n

29 O 2800
4mAt..A

2.9 0 305
m...4

— La probabi.idad de que un día cualquiera tuviese niebla P(N) es:

P(N)	 12
. 30 . 0°4

— La probabilidad de que un dia del mes no tuviese niebla P( .1) es:

18
PA . 30 = 06
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PIENSA: P(N) + P(N) . 0'4 	 .

Suponed oue los actuarios de la Empresa 10-.rftima tienen p revisto que en el

mes de Noviembre:

• Las probabilidades de accidente en un dia sin niebla P(A/i) son:

P(A/71) = 00001

de donde

Las p robabilidades de que no ocurra un accidente un día sin nie-

bla, son:

= 1 — 00001 = C'9999

• Las probabilidades de accidente cuando el día tiene niebla P(A/N) son:

P(A/N) = 00003

de donde

Las crobabilidades de que no ocurra un accidente un día con nie-

bla, son:

P(Z/N) = 1 — 0'0003 = 0.9997

Si l'ENEMoS Es-rs Atjo uN MES be

NOViEti6RE CON UN T11PO PAREciDo

AL DEL AÑO ?AsAbo	 AoEPTAIloS

LA "PREDtecl 0 1N DE Los AcTUARtoS

pE LA EMPRESA MAKIT I	 . .

zwroNcES ,	 TU «P REauN TA

MATeo LA GONTESTA LA 70kiluLA

DE tedoi es .

1n111.
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Habrds observado tC mismo CUE conocemos timos los datos p ar. p oder =o"—

car la fdrmula de Sayes:

P(N) . p(Z/N)

P(N/Z)

P(N). P(7/N) + p (Z). p(7/7)

(0'4) . ([3'9297)

( 0.4 ) . ( 0.9997 ) + (0.6).(0#9999)

0.39988
= O -3999	 0'40 (aproximadamente)

La probabilidad de que no habiendo accidente el dia sea con niebla os

P(N/A) = 040.

Parece ldgico pensar que, si hace un tiempo muy parecido al del

aFío anterior y no ocurre accidente, se tenga aoroximadamente 'a
misma probabilidad de que un dia cualquiera tuviese niebla Pr,N).

=

039988 059994
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• PROBABILIDAD CONDICIONADA

• INDEPENDENCIA

• BAYES

PROBABILIDAD CONDICIONADA:

Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio, la probabilidad de que

ocurra B, dado que ha ocurrido A, se denota por P(B/A) y se llama "p robabi-
lidad condicionada" de 8 dado oue A se ha presentado.

P(B/A) =
P(A(18)

P(A)

Sea el ejemplo siguiente:

El lanzamiento de un dado tiene un espacio muestral asociado:

. 11,2,3,4,5,6)

siendo

P	 P 23= P [31. P [4. ). P [53 P 111 1
5
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es decir, la probabilidad de que salga cualquier resultado es igualmente Po-

sible, se tiene que p	 , "los resultados son equiprobables".
6

e Sea A el suceso que el resultado sea par:

A = [ resultado par] = 2.49E1

• Sea 8 el suceso que el resultado sea menor que 4:

= [1,2,3)

De donde:

casos favorables	 3	 1
P(A)=

	casos posibles - 6	 2

3
p (s) . 6 .

2

• An 8 =1 el resultado sea par menor que 4)

A n B =1 2i _

P tAn B1 .

• Piensa en la pregunta: "¿Dado que ha salido un número par en el lanzamien-

to de un dado qud probabilidad existe de que sea menor que 4?",

,	 P(An B) 1/6 2 1
P(B/A) -

P(A) -	 1/2	 = 6 3

Observa que en este ejemplo:

1
P(B)

2
P(B/A) = 3

de donde, P(B)	 p (s/A), los sucesos A y B son DEPENDIENTES.

Decimos que el suceso B depende del suceso A cuando se verifica:

P ( B/ A ) 4 p(s)



P(B/A)
P(A)

,	 - P(B)
P A (1 91

CARA - CARA	 CARA - cIZU	 cRU - cARA	 c Ru -cfeu2»

e.T1	 otr 0,5	 13 4:23.o..‘" ro-S

, CC F) , (PC) (FF)
donde 1

C. -

- crue

fn

ANTI A GO ANA
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SUCESCS INDEPENDIENTES:

Dados dos sucesos A y B de un exp erimento aleatorio decimos que son indepen-

dientes si:

P(B/A)	 P(B)

en otras palabras:

de donde

p (A (16)	 P(A). P(s)

Es decir:

Se dice que un suceso 2 es inde p endiente de un suceso A cuando

se verifica:

P(A(1 E) . P(A). P(s)

PIENSA: El experimento aleatorio consiste en que Ana y Santiago lanzan dos

monedas, el espacio muestral es:
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Sea el esoacio muestral:

n= (CC) , (CF) , (FC) , (FF)/

con probabilidades iguales para cada uno de los resultados dEl esoacio muestral:

1P(CC)	 P(CF)	 P(FC)	 P(FF) = 4

Sean los sucesos:

A =

•	 La probabilidad

P (A)

e La probabilidad

P(B)

Entonces:

= Pf

P

(CC),(FC))

del

(CC) ,

del

(FC),(FF)

Y	 8 . {(FC),(FF))

suceso A es:

(FC)1	 P	 (CC)	 + P	 (FCi)

suceso S es:

P {(FC)1 + p [(FF)}

=

=

1

+

1 2

=
14

1

4

2

2

1
4 2

P(A)

P(8) =

1

P(A).	 P(8)= 1 1 1
2

1 2 2 4

2

• El suceso A rl 8 ocurre siempre que ocurra A y ocurra E simultdneamente.

siendo

A = [(CC),(FC)1
	

s	 l(FC),(FFA

se tiene:

A n B = [(FC))

de donde

P(Ans)= P 1 = P(A). P(B)=
1

((PC)} = a 4
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Luego:

Los sucesos A y B son independientes, pues verifican

la expresidn:

(A (1	 F( A)S P(6)

TEOREMA DE BAYES:

Sean A
1
 y A

2
 dos sucesos incompatibles de un espacio muestraln, es decir:

A
1
 () A2= Š2.	 "suceso seguro"

A
1 

(1 A2= 96	 "suceso imposible"

" Estamos interesados en conocer la probabilidad de que ocurrido el suceso

B la- causa que lo hayaproducido sea el suceso A
1

Esto es, queremos calcular:

P(Al/B)

El teorema de Bayes para dos sucesos establece:

P(A 1 ) . P(B/A1)

P(A 1 ). P(B/A 1 ) + P(A2 ). P(B/A2)
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ACTIVIDAD — 1: La tabla de mortalidad muestra el nömero de supervivientes a

varias edades, desde el nacimiento, de un grupo de mil varones de un pueblo

de Segovia.

TABLA DE MORTALIDAD DE FUENTERREBOLLO

Edad Supervivientes

o 1000

10 996

20 920

30 910

40 880

so 7so

60 405

70 eo

80 15

so

100 1
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Se desea saber:

1) La probabilidad de que un reciCn nacido alcance los cincuenta años

de edad.

2) La probabilidad de que una persona de treinta años viva hasta los

sesenta.

3) La probabilidad de que una persona de cincuenta años viva hasta l os

ochenta.

COMPRUEBA

1. P(50 años). 079

2. P(60 años/30 años). 0445

3. P(80 años/60 años). 0'0189

ACTIVIDAD — 2: Un padre ha estimado, por ex p eriencia de años anteriores, que

la probabilidad de cue su hijo falte al Instituto es de 02. Tambidn ha esti-

mado QUE el 30 por 100 de los días aue no asiste son dedicados al de porte y

el 70 por 100 de los días de clase se dedican al deporte.

Se desea saber:

1) Probabilidad de que un dia cue se dedica al deporte no fuera al Ins-

tituto.

2) Probabilidad de que un día nc dedicado al deporte asiste al Instituto.

COMPRUEBA 	

1. P(A/B) .. 0.096

2. P(7/N). 0631

A = suceso falta al Instituto

B . suceso lo dedica al deporte



1	 ,	 .,	 1
P ( 73 ) = 3 g	 P(S/Aj= a

1
1

5
P(A/S).
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ACTIVIDAD — 3: Sean dos sucescs A y 8 tales que:

Se pide encontrar P(A) y P(S).
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=TADISTTIA DESCPITI vA

ACTIVIDADES





Después de ser despedido del Instituto

Cantalejo, Padl estaba muy preocupado;

¡Tenia que encontrar trabajo, y eso en

el pueblo estaba muy dificil!.

— 293

A los pocos días de saber cue su amigo Mateo iba a ser padre se le ocurrid

una graciosa idea que enseguida pronuso a su mujer:

RAUL:

Chica..., he pensado, ... cue como

las condiciones del oueblo son favo-

rables, y puesto que yo no encuentro

traoajo en ningún sitio ... debería

poner mi propio negocio, así que ...

CHICA:

No entiendo nada, qué negocio pue-

des poner, si no sabes hacer nada.

RAUL:

Para criar conejos no hay QUE sa-

ber demasiadas cosas. Eso es lo que

quiero hacer, poner una granja de co-

nejos.



GRANwA RAuL
c4,Nz-mn,
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La mujer de Raúl era muy decidida, —

ademds pensó QUE tenierdc a Raúl en

casa podría controlarlo mejor. Dicho

y hechq , se marchó a comprar conejos.

CHICHA:

El primer conejo macho y la prime-

ra hembra serdn los fundadores de

nuestro negocio, los llamaremos Raba-

nito y Zanahoria.

A los pocos meses el negocio es-

taba en marcha, Rail y Chicha 1::e

nian un montón de conejos.

Al poco tiemco, Rail se entero de

que sus fundadores habían vuelto

a tener crías. Entusiasmado fue —

a contarselo a su mujer.



No Lo SE . T11 QUE ckErs7
dSERAits4 -robos bEL eisHo

SEXO?

Post aLEheNtrE SEAN

2 N4ceoi y 2 riEteRAs

f"to‘" LO QUE 1-i V ISTo

HAStA AHORA i CREO GU

ESO t40 n AVI
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ZANA y RAIIANI TO HA
TEN1Do 4( CRÍA5 cu4rs1-A5

SERÁN riAcHos y cuA/ivrfis
H7-'B/AS?



PARECE ua,3 cuEsTicK)

DE capa o crz 1/4)2

TAN Pt5i 6 LE aS UNA

CUSA CC,s40

-nre
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Sueno, la cuestidn no era muy importante, pero a Raúl le hanía DiCBCO la

curiosidad.

RAUL:

No es tan dificil hacer una pre-

visidn 16crica. Que una cría sea ma-

cho es tan posible como que sea hem-

bra, por lo tanto, la mitad de los

conejos serdn machos y la otra mitad

hembras. Es decir, Zana y Rabanito

han tenido dos conejitos y dos cone-

jitas.

Por lo Que Chicha había observado la

suoosicidn de Raúl no la convencid —

demasiado.

Así Chicha se puso e pensar en las —

posibilidades que habia en cuanto al

sexo de las cuatro crías.

El problema no estaba muy claro, por lo tanto pensd en buscar ayuda. Se fue

a la biblioteca del Instituto y allí buscd un libro nue rabiase de como se

combinaban diferentes elementos. El libro decía:
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ANALISIS COMBINATORIO

Las combinaciones nos resuelven problemas en 1cs oue tenemos cue seleccio-

nar agrupaciones de elementos escogidos de entre un número de ellos, con -

la condicidn de cue dos agrupaciones serän distintas si, y sdlo si, estän

formadas por elementos distintos, en otras palabras, no se tiene en cuenta

el orden de los elementos en la agrupacidn.

Así:

4! C	 = (
4
) -4,0	 O	 O! (4 - O)! 

= 1

recresenta el número de grupos de 4 elementos oue podemos for-

mar en los cue, en nuestro caso, no aoarece ningún macho.

Se llama "número combinatorio 4 sobre C"..

Anälogamente:

4!
C	 = (

4
)	

4	 13	 2 . 	
- 44,1	 1

•	

1! 3!

-	

1 (3 . 2 . 1)

por tanto, son 4 casos en los que hay un solo macho y, en con-

secuencia, tres hembras.

de esta forma:

	

4!	 4 . 3 . 2 . 1 
=C	 = (4 )	 e4,2	 2	 2! 2!	 (2.1) (2.1)	

_

hay 6 casos en los que en un grupo de 4 aparecen 2 machos.

(4	
4!	 4	 3 • 2 . 1 C =	 ) -	 44,3	 3	 3! 1! • (3	 . 1) 1 _

en 4 ocasiones aparecen 3 machos y 1 sola hembra.

Y por último:



a! 4 . 3 . 2 . 1 
C
4,4	 4

= () =	 =	 = 14! 0!	 ( 4.3.2.1).1

en un solo caso, aparecen 4 machos en un grupo de 4.

El número total de posibles combinaciones era:

C	 +0+0+0+0= 1 + 4 4. 6 4. 4 + 1 = 164,0	 4,1	 4,2	 4,3	 4,4

Chica penst5 cue para comprobarlo podía construir todas las combinaciones.

n-1

MACHOS
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Había dos casas en los que las cuatro crías eran del mismo sexo:

TODOS DEL mtsmo SEXO

H pecwo	 HACHO MACHO •	 NAC. '40

Li 14 E N1 PARS

HEM EIRA
	 NEH8AA
	

HEHEIRA	 H4Et-O3RA

Se presentaba el caso de dos machos y dos hembras en un total de 6 casos

de los 16 posibles.



oos r1AcA405	 DCS t-ttmeraG

2 c05	 2. i..n EmP,R15

7CM

MACHO	 hincHo HEM 6Rn	 HEMBRA

2 MACH05 y Z HEMBRA5

2 M Ac Hos y 2 HEmerzp5

HACHO

r

H Pc H C7	 hier162AHEmi3QA

2 MACHOS Y Z HemgRns

HACHO HEmAAA Hamei2r4

MACJ-K)5 y 2 HtmE3 pAs

HEMBRA MACHO HEMBRO MACHO

H

HEMBRA
	 H BRR
	

HACHO 	hincri

mAcHos y 2 H EM BRR S



HEJ-1 eR MAC.FrO MACHO

TRES NIPC-1405 UKA HEMBRA

MACHO MACHO HACHO HEMBRA

3 MAC.H05 Y I HEN8Rn

N fKii0 MACHO

3 eipcj.es y 1 HEMBRA

3 MACHOS y 1 HEMRA

Mik O

KENARR

MAGHOS y 1 HEMBRA

HEMBRA NiAcHo MACH O
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Por último, e veces de las 16 se daba el caso te ser 3 de 	 sexo y 1 del

otro, es decir 3 machos y 1 hembra 6 bien 1 macho y 3 hemtras.

Andlogamente:



HEMBRA Neee.h0

TRES N EMBRAS V IN MACHO

3 HEMBRAS y 1 MACHO

3 HEMBRAS y 1 MACHO

NEA-18f2t3	 HEmeAr4

3 NEMSRAS Y 1 HACHO

HEHARn N FICHO
NEMF3F2A man A

MACHO	 NE Mal/a NEmEIRI3 NerelaRfi

3 HEME:id:U:15 )i 1 HACHO
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Analizando todos los casos resultaban 16.

Chicha pensó que habían estado en lo cierto al pensar cue era muy dificil aue

las cuatro crías tuvieran el mismo sexo. Sin embarco Raúl se había eauivocado

al pensar que lo mäs lógico era que Zana y Rabanito hubiesen tenido 2 coneji-

tos y 2 conejitas. ¡Iría a contärselo räpidamente!.



ES MÁS Fien. QuE

SEAN 3 CR;AS

JtJ So	 c-A;(}
DE 0"Tr

KOLC .MrL

ENCD cmgcmn.
i E A PLicamELO

RAUL:

¡No lo entiendo, Chicha, ex—

I

olí:amelo!.

CHI:CHA:

Es sencillo una vez Que es-

tudias todas las posibilidades,

cue son 16, de las cuales 6 ve-

ces se presenta la forma dos de

un sexo y dos de otro, mientras

que tres de un sexo y uno de o-

tro sexo se da en 6 casos. Si —

COMO TENEMOS DOS CASOS EA2TRE 16 EN LOS QUE LAS
CRIA5	 soN DEL MISMO 5Ex0 , E i_ ÑÛP.IEQc QUE LEA 5ociAmo5 A ESTE CASO ES

1Gn UALMENTE MAY 6 CASOS ENTRE Ae,	 Lzs
QuE HAY 2 DE uni SEXO y Dos DE orRo EL
niumERo ASOclAbo ES

Y AL CASO 3 DE UN SEXO Y 1 DE orno SERA'
POR -rnry-ro
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CHICHA:

Raúl estabas eouivocado. El caso ms verosímil es oue los conejos sean 3
de un sexo y 1 de otro.

todavía esto no te aclara la —

cuestiún, vamos ä intentar coMparar los resultados. La forma de hacerlo es

asociar a cada una de los casos un número y luego comparar estos números —

entre si.



PRO&1811.1 DAD)
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RAUL :

Y ese numero, ¿se llama de alguna forma?.

CHICHA:

SS, me he informado en la biblioteca del Instituto. Se llama "probabi-

lidad".

RAUL:

Luego, ¿puedo decir cue la probabi-

lidad de que Zana y Rabanito tengan —

las cuatro crías del mismo sexo es 	 7

CHICHA:

Eso es, fíjate además cue la proba-

bilidad de que sean 2 machos y 2 hem-

3
bras es	 , mientras que el que sean

S

3 de un sexo y 1 de otro tiene proba-
1	 3	 1bilidad	 Como --- es menor que

2
1	 4

2
,

es más probable aue los
2	 S

conejitos sean 3 de un sexo y 1 de o-

tro.

RAUL:

¿Eso quiere decir que oodemos asegurar que Zana y Rabanito tendrán siem-

pre 3 conejos de un sexo y 1 de otro?.

CHICHA:

No hombre, no. Quiere decir que es más posible el caso "3 y 1" que el

caso "2 y 2", y que el caso "todos del mismo sexo" es el más raro. Pero

puede ocurrir cualquiera de ellos.

RAU_:

Total que no podemos asegurar nada.

CHICHA:

Exactamente. Lo önico seguro es que han nacido 4 conejitos y que estos

van a tener un sexo, además la combinacián de sexos que se dd tiene que



ser necesariamente una de las 16 pue te

cité antes.

CREO QUE CHICHA

E5 mAs usrn

QuEsio
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Al poco tiempo Pal se enterd que otra de sus parejas de cznejcs había te-

nido 5 crías y comenzd a pensar en los diferentes casos que existían. ¿Po-

drías hacer td lo mismo?.
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d coi° cory/E:m.AR

Los	 vluiv."'Ecos?
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-Y .\

'1,4‘ \,/
• t

ANALISIS COMBINAT 10:

Es una herrami :a indispensable en el estudio de los experimentos alea-

torios con espaci luestral asociado

Muchos experim :os aleatorios corresponden a la idea de que los resulta-

dos son EQUIPROSA S, es decir, cada resultado tiene la misma orobabilidad

de ocurrir. "Pien	 en el lanzamiento ce un dado":

Hay seis ca , que pueden presentarse, que son los números 1, 2, 3, 4,

5 (5 6.

Por tanto:

= 1, 2 3, 4, 5, 6 es el espacio muestral.

Podemos sup 2r que estos seis casos son igualmente posibles, en otras

palabras:



p	 P 1) = 1 ,	 , p	 PI 53 = —l-
e

• • •
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P {1 .\ =PiA=P	 = E f4 =P i5) = p

esto es, la probabilidad de cue salga cualcuiera de los seis números i1, 2,

3, 4, 5, e] es:

casos favorables
P =

casos posibles

Imagínate un experimento aleatorio en que los resultados son EQUIPROBABLE5

y en donde el espacio muestral ft esta formado por "n" sucesos, tendríamos:

ft =a 1 ,
a2' a3'	 ar3

1
donde la probabilidad de cada suceso a

i
 es precisamente	 , siendo n el nö—

mero total de sucesos.

Piensa que para representar todos los sucesosla,aaa
1	 2'	 3'	 '

escribimos a donde i puede ser cualquiera de los números 1 2, 3, ••., n;i	 -
de tal forma:

a . a	 cuando	 i	 1
1

cuando	 = 2a
i 

= a2

=a2 	 cuando	 i = 3

a =a 
n	

cuando	 i=n

De donde:

•El símbolo a
i
 denota cualquiera de los n valores	 a l , a2 , a2 ,..., a

n	.
La letra i en a

i
 se llama "subíndice". Anälogamente puede utilizarse como

subíndice cualquiera otra letra distinta de i, como puede ser j, k, m, p,

Para estos experimentos aleatorios es esencial ana-

lizar las probabilidades de los sucesos.

Para facilitar esta tarea es preciso echar mano del

"anälisis combinatorio".
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PRINCIPIO FUNDAMENTAL:

Si un suceso p uede oresentarse con cualouiera de n formas distintas y si

cuando esto ha sucedido otro suceso puede presentarse con cualduiera de m

formas distintas, entonces el número de fcrmas en que ambos sucescs pueden

presentarse en el orden dado es n.m.

Piensa en la pregunta: "¿De cuantas formas pueden ocuparse los cargos ce

concejal y alcalde si hay 4 candidatos para concejal y 2 para alcalde?".

Los dos cargos pueden ocuparse de:

4 • 2 = 8 formas

FACTORIAL DE n:

El factorial de n se escribe por n! y viene definido por:

n! = n(n-1) (n-2) (n-3) ... 4 • 3 • 2 • 1

Piensa:

S! = 5 • 4.3.2 • 1 = 120

3! 3 • 2 • 1 = 6

2! = 2 . 1 = 2

1! = 1 = 1

Piensa ahora: 4! 3! / E! O!

4! . 3! . (4 . 3 • 2 . 1)	 . 2 . 1) = 24 • 6 . 144

6! • O! = (6 . 5 • 4 • 3 • 2 • 1) (0) . 720 • 1 = 720

O! = 1

COMBINACIONES DE m ELEMENTOS TOMADOS DE o EN n:

Una combinacidn de m elementos diferentes tomados de n en n es una "se-

leccidn de n de los m elementos sin atender a la ordenacidn de los mismos".
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El número de combinaciones de m elementos tomados de n en n se representa

,,

	

por C
m,n 

f mor la notaci	 m)6n (
n 

debida al gran matemätico suizo Euler. Sea:

,m,	 m! 
C
m,n

=
n )= n! (m-n)!

Piensa en los ejemplos: C
3,2 

Y C
5,3

3! 	 3!	 3. 2 .	 1	 eC	 = (
3
)_	 3

	

3,2	 2	 2! (3-2)!	 2! 1!	 (2 . 1). 1	 2

5 	 5! 	 5!	 5 • 4 • 3 • 2 . 1	 120C = (1)-	
=	 = 

10

	

5,3	 -	 3! (	 =5-3)!	 - 3! 2!	 (3 . 2 . 1) (2 . 1)	 12 

Piensa en la pregunta: "Cul es el numero de combira piones de las letras

a, b, c tomadas de dos en dos?".

Como a, b, c son tres letras, el número de combinaciones que oueden for-

marse con ellas tomadas de dos en dos vendrd dado por la .7drmula:

3 	 3! 	 3.2. 1 	 6

	

C32= ( 2 )= 2! (3-2)!	 (2 • 1). 1	 2

Estas son:

	

ab
	

so	 bc

Observa cue ab es la misma combinacidn nue ta

ac es la misma combinacidn nue ca

cb es la misma combinacidn que bc

ii ya sabemos que en las combinaciones no cuenta el orden de colocacidn de

los elementos !!

VARIACIONES DE m ELEMENTOS TOMADOS DE n EN n:

Una variacidn de m elementos diferentes tomados de n en n es una "selec-

cidn" de n elementos de entre los m tomados, con la condicidn de que se tie-

ne en cuenta el orden de los elementos.

=3



Se representa por:

V
m,n	

m(m-1) (m-2) ... (m—n-4.1si 

n elementos

Piensa en los ejemplos: V
5,3 

y V
6,2

V
5,3 

= 5 • 4 • 3 = SO

V
6,2 

=
2

Piensa en la pregunta: "¿Cuántos números de dos cifras distintas se q ue-

den formar con los números 1, 2, 3?".

Es el número de selecciones aue se pueden formar tomando dos elementos de

un conjunto de tres elementos. Como el orden de los números da lugar a dis-

tintas cifras, se trata de variaciones de tres elementos tomados de aos en

dos. Sea:

V
3,2 

= 3 • 2 . E números distintos.

Los números son:

12, 13, 23, 21, 31, 32

PERMUTACIONES DE m ELEMENTOS:

Una permutacidn ce m elementos es un caso particular de una variaciCn de

m elementos tomadoS'de m en m.

Se representa por:

P . V	 . m(m-1)(m-2)	 (m—n+1)	 m(m-1)(m-2) ... 1 = m!m	 m,m

P
m
 = ml

Piensa que como una permutacidn es un caso particular se tiene en cuenta el

orden de los elementos.

E . 5
= 30
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• 1 = 5040

Piensa en la pregunta: "¿De cuanta comas pueden sentarse Pedro, Juan y

Ana en una fila?".

Es el número de colocaciones que p ien formarse tomando tres elementos

de un conjunto de tres, pero en las c	 el orden de las colocaciones son —

distintas cuando el orden de las pers as sea distinto. Se traza de permu-

taciones de tres elementos:

P
3
= 3! . 3 • 2 • 1 = 6 formas _stintas

Las formas de colocarse en fila so

Pedro — Juan — Ana
	

Ped — Ana — Juan	 Juan — Ana — Pedro

Juan — Pedro — Ana
	

Ana medro — Juan	 Ana — Juan — Pedro

Veamos un ejemplo:

P = 7! . 7	 •

P
3
. 3! = 3	 •

P0= 13!	 =	 1

6

2

P
7

•	 5

•	 1

Y

•	 4

= E

P
3

• 3	 •
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ASO RA 	 	 DADE5
PARA 70toS

ACTIVIDAD - 1: ¿De cuantas formas puede elegirse un comitd de 5 personas de

entre 10 personas?

Es el número de disposiciones (selecciones) que se pueden formar tomando

5 personas de un conjunto de 10 personas. Como el orden dentro de la disoo-

sicibn es indiferente, resulta que se trata de combinaciones de 10 elemen-

tos tomados de 5 en 5. Sea:

c
10,5

10
-	 ( 5 ) -

10! 10!

=

5!	 (10-5)!

10.9.8.7.6.5!

5!	 5!

10.9.8.7.6
=	 5.4.3.2.1

30240

120
= 252 Formas distintas
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ACTIVIDAD - 2: De un total de 5 chicos y 7 chicas, se forra un comité de 2

chicos y 3 chicas. ¿De cuantas formas puede formarse si p uede oertenecer a

él cualquier chico o chica?

El número de selecciones que se pueden formar es:

- 2 chicos de un total de 5. Como el orden de la seleccidn no cuenta,

resulta aue se trata de combinaciones de 5 chicos tomados de 2 en 2.

De donde:

o	
5 	 5! 	 5!

5,2 = ( 2 ) - 2! (5-2)!	 2! 3!

5.4.3!	 5.4	 5.4
• 2! 3!	 2!	

2.1 = 10 formas

- 3 chicas de un total de 7, donde el orden de la seleccidn no cuenta.

Por tanto:

7 	 7! 	 7!
C7,3 = ( 3 ) - 3! (7)!	 J! 4.

7.6.5.4!	 7.6.5
(3.2.1)! = 3.2.1 . 35 

formas

- El nömero pedido es:

C
5,2 

• C
7,3 

. 10 . 35 . 350 formas diferentes se puede for-

mar un comité de 2 chicos y 3 chicas.

ACTIVIDAD - 3: De un grupo de once personas (6 hombres y 5 mujeres) se quie-

re formar un tribunal de selectividad que conste de 3 hombres y 2 mujeres.

¿De cuantas formas puede formarse el tribunal si dos hombres determinados no

pueden estar en el tribunal?.



Se trata de averiguar el número de selecciones oue pueden hacerse tenen-

do cresente que:

- no cuenta el orden dentro de la seleccifn,

- dos hombres determinados no p ueden estar en el tribunal.

Como el grupo esta formado por 6 hombres y 2 hombres no pueden estar en

el tribunal, se tiene:

3 hombres de un total de 4 que pueden elegirse:

C	 =
4! 	 4! 

(
a

) -	 ,	 =4,3	 3	 3! (4-3)!	 3! 1!

4.3.2.1 

(3.2.1).1 
= 4 formas de elegir

2 mujeres de un total de 5:

C = ( 5 ) -	
5! 	 5! 

5,2	 2	 2! (5-2)! = 2! 3!
= 10 formas de elegir mujeres

El tribunal compuesto de 3 hombres y 2 mujeres puede elegirse:

C43
	

C
5,2 

. 4 . 10 = 40 formas diferentes.

ACTIVIDAD - 4: ¿De cuantas maneras se pueden extraer cuatro cartas de una

baraja espaliola de 40 cartas?.

Es el nömero de disposiciones que se pueden formar tomando cuatro elemen-

tos de un conjunto de cuarenta. Como el orden dentro de la disposicidn es

indiferente, se trata de combinaciones de cuarenta tomadas de 4 en 4, sea:
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40!	 40.29.32.37.2E! 
= (

40
) =C40
	 4	 4! 3E!	 (4.2.2.1) . 36!

40.39.32.37 
- 91390 maneras.

4.3.2.1

ACTIVIDAD - 5: ¿De cuentas maneras pueden ser colocadas en u-a fila 5 bolas

de diferentes colores?.

Es el conjunto de todas las elecciones distintas que se pueden formar to-

mando 5 elementos de entre 5 elementos, con la condicifn de cue se tiene en

cuenta el orden de los elementos.

De donde:

5.4.3.2.1 
V	 =	 = 120 maneras
5,5	 5

Recuerda: P
5
	5! = 5.4.3.2.1 = V
 5,5

Como se trata de elegir 5 bolas entre 5, ss tiene Vs,s . Este caso particu-

lar de variaciones recibe el nombre de permutaciones de 5 elementos.
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"ASIGNAR PROBABILIDADES"

El profesor de Matematicas todos los días tiene que des p lazarse desde =laza

Castilla hasta el CEP LATINA; despuds de probar varios itinerarios, enouen-

tra que dos son los mejores: uno es atravesando Atocha, y el otro es acr

la M-30.

A primeras horas de la mañana, por Atocha, sdlo taroa 25 minutos, per: ouan-

do viaja al mediodía, la duracidn es de 50 minutos. En caso de que decide ir

por la M-30 el trafico es siempre uniforme y la duracidn es de 35 minutos.

¿QUE CAMINO DEBE ELEGIR?

El profesor nue tiene que desplazarse es el "decisor".

Se le presentan dos alternativas o acciones:

A= ir por Atocha.
1

A2= ir por la M-30

ALTERNATIVAS	 RESULTADOS

1

2

83

• Si se decide por la alterna-

tiva A
1
= ir por Atocha, se pre-

sentan dos consecuencias o re-

A
1

A
2

sultados:



8
1 
A

1
 . trafico fluido maiiana (25 minutos)

8
2
/A

1
 . trafico denso mediodía (50 minutos)

A
1
 . ir por Atocha

taz	 vo‘y,Nto.

itsvMc‘40
cive.c14ztpa « 	0.

e \ e e\ e
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e Si decide la alternativa A2= ir por la M-30, la consecuencia que se presenta

es:

A
2
 . ir por la M-30------18

3
/A

2
 = trafico uniforme (25 minutos)

De donde, la valoracidn de las consecuencias es:

3 (8 1 /A 1 ) . 25 minutos

3 (82/A 1 ) . 50 minutos

3 (83/A2 ) . 35 minutos
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Hoy es un día anormal, el

profesor se ha visto obli-

gado a desolazarse al CEP

LATINA a las 11 de la ma-

Fíana.

Si dl suciese cdmo va a

estar el trafico, enton-

ces el ambiente o contex-

to sería de CERTIDUMBRE y

razonaría:

— Si sd que el trafico

es fluido elijo ir por A-

tocha.

— Si sd que el trafico es denso elijo ir por la M-30.

Seguramente, desconoce cdmo se encuentra el trafico, pero detido a la rutina

de todos los días, conoce que el trafico esta fluido con una probabilidad --

relativa p = 0 •80 y que esta denso con una probabilidad 1 — p, es decir, 020.

En este caso, la experiencia que tiene le conduce a poder afirmar que el tra-

fico es fluido en un 80 Yo y es denso en un 20 Yo. El profesor se encuentra en

un ambiente de RIESGO y razona así:

— Si p >

— Si p

Como p = 080>

1

2 
elijo ir por Atocha.

1

2 
elijo ir por la M-30.

voy por Atocha.
1

2

Otro criterio que puede seguir en el ambiente de RIESGO es calcular la espe-

ranza matemätica de las dos alternativas y compararlas para elegir la ptima.

Veamos:



2-
/A 50 minutos

8 /A	 25 minutos
1	 1

P:A
2

35 minutos
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A
1 
= (Tarda 25 minutos con probabilidad p = 0 '80 d bien tarda 5C minutos

con probabilidad 1 — p	 0'20)

La esperanza matemdtica de la alternativa A ES:
1

25p + 50(1 — p). 25 • 08 + 50(1 — 0'80)= 25 • 08 + 50 . 020 =

= 30 minutos

A
2
 . (Tarda 35 minutos con probabilidad 1 "certeza").

La esp eranza matemdtica de la alternativa A
2
 es:

35 • 1 . 35

Realmente, 25p + 50(1 — p) 4. 35, entonces elige ir por Atocha.

Hoy, ademes de ser un día "anormal" es

ir.	 un mal dfa, el profescr de Mazemäticas/,

creía que la experiencia en el viajeci-

elj— to le permitía poder asignar una proba-

bilidad determinada a cada alternativa,

A y A
'
 pero la realidad le ha demos—

1	 2
trado que estaba equivocado. ¡Los via-

jes durante un aFio no ofrecían informa—

cidn suficiente!.

En este caso el profesor no sabe asignar

una probabilidad a la alternativa o accidn A
1
 (ir por Atocha), se mueve en

un ambiente de INCERTIDUMBRE, procede a razonar así:
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— Si las cosas van bien, es ms divertido ir

por la ciudad, luego me quedo con la alternativa

A.
1

— Por otro lado, si las cosas van mal, mejor

voy por la M—GO porque puede ocurrir gua el trd-

fico sea denso y llegaría muy tarde.



--
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