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INTRODUCCION

AUn apesar de estar totalmente admitido que la Matemética es una ac-
tividad mental, seguimos imponiendo, sin caracter cientifico y bagjo la pere-
zosa sospecha de la apatia, ese dogma prescriptivo: «asi se hace», «asi se co-
loca», «asi se resuelve», «asi se calculan,..; protocolo aburrido y penumbra
intelectual de un extrafio secreto, justificado por la orgullosa accién de ter-
minar un programa sin calidad, que, por los resultados obtenidos de las eva-
luaciones externas, ni siquieraimprime cuantificacion académica. Seguimos
vistiendo a la Matemética, desde la ensefianza, con ese falso atavio de ojos
tristes, simbolos mezquinos y largas faldas negras, y en su aprendizaje se la
reconoce, entonces, lejos de esa razonada elegancia discreta que la caracteri-
zay que, quizéas, no sepamos transmitir.

«Uno de los mayores problemas con que se enfrentan las matematicas
es el de explicar a los demés de qué tratan. Los aderezos técnicos de
esta materia, su simbolismo y expresiones formales, su desconcertan-
te terminologia, su aparente deleitarse con célculos larguisimos: todo
ello tiende a ocultar su auténtico caréacter (...) Esta ciencia no trata
de simbolos y célculos. (...) El objetivo de las matematicas son los
conceptos. Se trata sobre todo de ver el modo en que los diferentes
conceptos se relacionan unos con otros. El objetivo de las matemati-
cas es comprender (...) No se trata simplemente de hallar la respues-
ta correcta, sino mas bien en comprender por qué existe una respues-
ta, (...) Pero lo que sobre todo tienen es significado.!

1. ANALISISDE LA SITUACION ACTUAL

A) Las operaciones

Nos podriamos preguntar si actualmente tiene sentido hacer sumas,
restas, multiplicaciones o divisiones, sin comprender lo que se esta haciendo
0 para qué se hace?; pues una cosa es, por giemplo, hacer multiplicacionesyy,

1 STEWART, lan. De aqui al infinito. Las mateméaticas hoy. Critica. Barcelona,
2004, pégs. 13y 14.

2 Whitehead (1965), en un ensayo Mathematics and liberal Education, publicado
por primera vez en 1912, decia que «Las matematicas (se refiere a la ensefianza de
la matemética)... deben ser depuradas de todo elemento que solo pueda justificarse
de cara a estudios posteriores. No puede haber nada mas destructivo para una verda-
dera educacion que €l gastar largas horas en la adquisicion de ideas y métodos que
no llevan a ninguin sitio... La sola idea de aprender tiene un sentido muy extendido
de aburrimiento. Yo lo atribuyo a que a los estudiantes se les ensefian muchas cosas
simplemente en el aire, cosas que no tienen ninguna coherencia con los pensamien-
tos que surgen naturalmente en cualquier persona que viva en este mundo moderno,
independiente de que sea 0 no un intel ectual ».




José Antonio Fernandez Bravo

otra, muy distinta, saber multiplicar. Asi ocurre gue muchos docentes se ex-
presan diciendo: «no lo entiendo, mira que multiplican bien pero les cuesta
mucho ver |os problemas». Con experiencia apoyada en datos cientificos po-
demos decir que si sus alumnaos supieran qué es multiplicar, no tendrian difi-
cultad alguna en identificar situaciones multiplicativas en lavidarea; la di-
ficultad educativa reside, en este caso, en que se confunde saber multiplicar
con hacer multiplicaciones. Y, quizas de estas confusiones se obtenga como
resultado, algo «Didéacticamente equivocado, conceptual mente hipertrofico,
cientificamente inttil e historicamente absurdo», utilizando palabras de Pas-
cal, como las refiere Rey Pastor® en su libro Elementos de Analisis Algebrai-
co. Lo esencial requiere la organizacion de procedimientos abiertos ala opor-
tunidad de adaptar, de renovar, reorganizar, cambiar, seleccionar, de realizar,
de crear®.

B) Pensamiento y matematicas

Dicen que las matemati cas ensefian a pensar. Sin embargo, muchos do-
centes advierten que eso no sucede en la clase de mateméticas; en ella ase-
guran: no se piensa. Esto puede deberse a dos razones fundamentales: una,
gue las mateméticas no ensefien a pensar y hayamos sido victimas de un en-
gafio universal; otra, que en clase de matematicas se haga de todo, menos
Matematicas. Son muchos los profesionales de la educacion los que también
admiten que se pierde mucho tiempo en rellenar gercicios de libros vaci-
os de actividad rentable, con e Unico fin de entregar a los padres carpetas
Ilenas de fichas o cuadernos repletos de nimeros, prueba del trabajo y de la
constanciay del contenido elaborado, pero lejos, muy lejos —como se puede
comprobar— de explicar conocimiento® alguno.

3 REY PASTOR, J. Elementos de Andlisis Algebraico. Biblioteca Matemética. Ma-
drid, 1981, pag. 8.

4 Ensefiar a sumar, restar, multiplicar y dividir, como fin en si mismo, se exigia hace
unos afos en las escuelas porque se necesitaba entonces para abrirse camino en la
vida, -y aproximadamente hasta finales de la primera mitad del siglo pasado—. Esto
no quiere decir que no haya que hacer uso en la escuela actual de esas operaciones,
pues cometeriamos un grave error si hiciéramos una falsa interpretacion de estas
ideas. Lo que seintenta decir es que el uso de las operaciones se haga desde una evi-
dente realidad mateméticay, més que lafinalidad sea el calculo de operaciones,... €
objetivo consista en utilizarlas como medio para desarrollar el pensamiento. Pero
estas expresiones que aqui hemos utilizado: si son féciles de entender, no son féciles
de aceptar.

5 Nos referimos a conocimiento matemético. La eleccién, si cabe, entre proceso y
resultado o la exactitud del nimero frente al rigor del pensamiento. Muchas veces se
mutila el proceso afianzando una forma mas cémoda, segiin el profesor, para res-
ponder alos «contenidos». «Asi pues dime, y sin miedo, qué es o que tu piensas que
es el conocimiento». (Platdn. «Teeto». En Obras completas. Aguilar. Madrid, 1979).
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C) Cdlculoy matematica

Que €l calculo sea el instrumento de la matemética, nadie lo pone en
duda; que la matemética sea en si misma célculo es totalmente discutible. En
modo alguno se esta diciendo que el célculo no sea importante®; mas bien,
que e cdculo es ese utensilio que se elige cuando se sabe qué hacer y qué
conseguir con é. Reconocer una situacion matemética con claridad, enlaque
se necesite llegar a un resultado, y elegir convenientemente el procedimien-
to que me permita llegar a conclusiones ldgicas, pertenece, a mi juicio, a
hacer matemético. Luego, de ser asi, a este hacer mateméatico no le describe
sblo el procedimiento, sino también el reconocimiento, laelecciény €l razo-
namiento. |deas comprendidas, en suma, frente aformas de operar vacias de
actividad rentable.

D) Recuerdos de la ensefianza de |la matematica

Actualmente existe un claro rechazo al aprendizaje de la matemética.
Incluso, son muchos los profesores, sobre todo en Educacion Infantil y Edu-
cacién Primaria, que huyen, de alguna forma, de su ensefianza. Sus recuer-
dos hacia la matemética, como ellos dicen, no son agradables. Yo les pre-
gunto: ¢por qué?, ¢te ha pegado algunavez € nimero siete?, ¢te ha arafiado
alguna vez €l signo menos?, ¢te has hecho dafio al caerte de unaraiz clbica
de ocho metros de atura?,... No, me dicen sonriendo. No, no, no. No es que
tengan un mal recuerdo de la matematica, de lo que realmente tienen un mal
recuerdo es de su ensefianza, de latension que generaba una persona, que con
un carné de profesor ignoraba como actividades prioritarias la duda, la in-
vestigacion, la comprobacion del error, la necesidad de someter a contraste
las ideas, las dternativas que probasen o refutasen, la participacién como
busqueda de conocimiento, la necesidad de inventar una expresion conven-
cional, la conduccion del pensamiento erréneo mediante preguntas que a
modo de retos canalizasen las conclusiones, la utilizacion de giemplosy con-
tragjemplos, la comprension de las ideas generadoras de nuevas relaciones,
el descubrimiento de distintos teoremas, la necesidad de identificarlos y po-
nerles un nombre, la utilizacion de materiales y recursos... Todo esto no se
hace habitualmente, simplemente se cambia, con la dudosa explicacion ante
la sociedad de que no hay tiempo, por comodas acciones que subrayan como
Unico protagonista a profesor de la asignatura; «de esta forma», «de esta

6 Gagné distingue el conocimiento declarativo del procedimental: Conocimiento de-
clarativo seria el conocimiento sobre qué es algo, mientras que e conocimiento pro-
cedimental versa sobre como hacer algo. GAGNE, E. La psicologia cognitiva del
aprendizaje escolar. Aprendizaje-Visor. Madrid, 1991.
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forma se representa..., de esta forma se calcula e limite de..., de esta forma
se expresa €l teorema..., de esta forma...

2. VARIABLESFACILITADORAS DEL APRENDIZAJE

El desarrollo de cuatro capacidades favorece el pensamiento 16gico-
matemati co:

La observacion. Se debe potenciar sin imponer la atencién del nifio a
lo que el adulto quiere que mire. La observacién se canalizara libremente y
respetando la accién del sujeto, mediante juegos cuidadosamente dirigidos a
lapercepcidn de propiedadesy alarelacion entre ellas. Esta capacidad de ob-
servacion se ve aumentada cuando se actlia con gusto y tranquilidad y se ve
disminuida cuando existe tension en €l sujeto que realizala actividad. Segin
Krivenko’, hay que tener presentes tres factores que intervienen de forma di-
recta en el desarrollo de la atencion: el factor tiempo, el factor cantidad y el
factor diversidad.

La imaginacion. Entendida como accion creativa, se potencia con ac-
tividades que permiten una pluralidad de aternativas en la accién del sujeto.
Ayuda al aprendizaje matemético por la variabilidad de situaciones a las que
se transfiere una misma interpretacion.

La intuicién. Las actividades dirigidas a desarrollo de laintuicion no
deben provocar técnicas adivinatorias; €l decir por decir no desarrolla pensa-
miento alguno. La arbitrariedad no forma parte de la actuacion l6gica. El su-
jeto intuye cuando llega a la verdad sin necesidad de razonamiento. Cierto
esto, no significa que se acepte como verdad todo lo que se le ocurraal nifio,
sino conseguir que se le ocurra todo aquello que se acepta como verdad.

El razonamiento l6gico. El razonamiento es la forma del pensamiento
mediante la cual, partiendo de uno o varios juicios verdaderos, denominados
premisas, |legamos a una conclusién conforme a ciertas reglas de inferencia
Para Bertrand Russell® la |6gica y la matemética estén tan ligadas que afir-
ma: «la légica es la juventud de la matemética y la matematica la madurez
delaldgica». Lareferencia a razonamiento |6gico se hace desde la dimen-
sién intelectual que es capaz de generar ideas en la estrategia de actuacion,
ante un determinado desafio. El desarrollo del pensamiento es resultado de la
influencia que gjerce en el sujeto la actividad escolar y familiar.

7 KRIVENKO, M. Psicologia. Planeta. Barcelona, 1990.
8 RUSSELL, B. Introduccion a la filosofia matemética. Paidos. Madrid, 1985, pag.
171
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Con estos cuatro factores hay que relacionar cuatro elementos que,
para Vergnaud®, ayudan en la conceptualizacién matemética:

Relacion material con |os objetos.

 Relacion con los conjuntos de objetos.

» Medicion de los conjuntos en tanto a nimero de elementos.

» Representacion del nimero a través de un nombre con el que se
identifica.

2.1. Concepto frente a simbolo

El pensamiento matemético hay que entenderlo, a menos, desde tres
categorias basicas:

» Capacidad para generar ideas cuya expresion e interpretacion sobre
lo que se concluya sea: verdad para todos o mentira para todos.

« Utilizacion de la representacion o conjunto de representaciones con
las que el lenguaje matemético hace referencia a esas idess.

e Comprender el entorno que nos rodea, con mayor profundidad, me-
diante la aplicacion de los conceptos aprendidos.

Sobre estas indicaciones cabe advertir la importancia del orden en el
gue se han expuesto. Obsérvese que, en muchas ocasiones, se suele confun-
dir laidea matemética con la representacion de esaidea. Se le ofrece a nifio,
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en primer lugar, el simbolo, dibujo, signo o representacién cualquiera sobre
el concepto en cuestion, haciendo que el sujeto intente comprender el signi-
ficado de lo que se ha representado. Estas experiencias son perturbadoras
para el desarrollo del pensamiento 16gico-matemaético. Se ha demostrado su-
ficientemente que el simbolo o el hombre convencional es el punto de llega-
day no el punto de partida, por lo que, en primer lugar, se debe trabajar sobre
la comprensién del concepto, propiedadesy relaciones.

Paralaformacion del conocimiento matematico es necesariala distin-
cion entre la representacion del concepto y la interpretacion de éste a través
de su representacion. Se suele creer que cuantos més simbol os mateméticos
reconozcael nifio mas sabe sobre mateméticas. Esto se algjamucho delarea
lidad porque se suele ensefiar la forma; asi, por gemplo, escuchamos. «El
dos es un patito» 0 «La culebra es una curva» o... Tales expresiones pueden
implicar e reconocimiento de una forma con un nombre, por asociacion
entre distintas experiencias del nifio, pero en ningiin modo contribuye al de-
sarrollo del pensamiento matemético, debido a que miente sobre el conteni-
do intelectual a que se refiere, por gemplo, el concepto dos: nunca designa
a UN «patito». En resumen, lo que favorece la formacion del conocimiento
|6gi co-matemético es la capacidad de interpretacion matematica, y no lacan-
tidad de simbolos que es capaz de recordar por asociacion de formas.

2.2. Desarrollo del pensamiento matematico

LaMatemética es unaactividad mental. El pensamiento matematico se
desarrolla cuando se hace Matemética. Hacer Matemética implica ante todo
establecer relaciones. El rigor va unido a la Matemética desde las primeras
experiencias que €l nifio tiene para conseguir conocimiento. Pero rigor no es
abuso de formalizacién y simbologiasin significado; rigor es, antetodo cla-
ridad mental. El desarrollo del pensamiento no se consigue solo cuando tra-
bajamos actividades de un contenido especifico, sino en e momento en €l
gue una accién o un conjunto de acciones se esfuerzan por conquistar la
construccién de una idea. Formular unas cuantas observaciones indicativas
con € fin de subrayar que €l nifio harealizado actividades para desarrollar el
pensamiento nada dice sobre el verdadero desarrollo, si descuidamos la emo-
cion, la observacion, la intuicion, la creatividad y €l razonamiento de las
demés actuaciones, procesos, estrategias, comportamientos y didlogos. Toda
accion l6gica que opere significativamente en el aprendizaje de la Matema
tica debe, a nuestro juicio, desde la ensefianza:

» Basar la educacion en la experiencia, € descubrimiento y la cons-
truccion de los conceptos, procedimientos y estrategias, més que en
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lainstruccion. Basar la educacion en estrategias de falsacién o con-
tragjemplos, evitando el «bien» 0 «mal» como autoridad que susti-
tuye a la evidencia. Extender y transferir los conocimientos gene-
rando articuladas redes de aplicacion.

 Atender a la manipulacion de materiales con actividades que opti-
micen € entendimiento, que provoquen, desafien, motiven porque
actualizan las necesidades del alumno. Simplicidad, claridad y pre-
cision en e lenguaje utilizado en la presentacion de las actividades
0 enunciacion de los conceptos. Respetar a alumno cuando vive el
acto de pensar. Potenciar laautoestima, la confianza, la seguridad, ...

» Habituar al alumno a explicar; fundamentar mediante argumentos
|6gicos sus conclusiones, evitando eso de «porgue si». Familiarizar-
les con las reglas de lal6gica para permitir el desarrollo y lamejora
del pensamiento. Esta familiarizacion no debe ser penosa 'y ardua
parael aumno, sino todo lo contrario: unaformade jugar acrear re-
laciones, contrastando |as respuestas antes de optar por una de ellas.

Lo que se pretende desde |a ensefianza de |la matemética es poner adis-
posicién del alumno mecanismos validos de autocorreccion, para ello es ne-
cesario canalizar las estrategias didacticas hacia la comprension, accion pri-
mordia para que los alumnos establezcan relaciones desde su realidad men-
tal y laevidencialogica. Estas estrategias didécticas no daran mucho éxito si
no formulan preguntas que provoquen claros desafios a pensamiento, ni fa-
vorecen creativamente la discusion y el didogo dirigido a la investigacion:
«¢QUé pasaria si...?» «Supongamos que...»

M etodologia didactica para la ensefianza d

El desarrollo del pensamiento |6gico-matematico se puede recorrer di-
dacticamente:

16
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Estableciendo relaciones, clasificaciones y mediciones.

Ayudarles en la elaboracién de las nociones espacio-temporales,
forma, nimero, estructuras logicas, cuya adquisicién es indispen-
sable para el desarrollo de la matemaética.

Impulsar a los alumnos a averiguar cosas, a observar, a experi-
mentar, a interpretar hechos, a aplicar sus conocimientos a nuevas
situaciones o problemas

Desarrollar el gusto por una actividad del pensamiento alaqueira
[lamando matemética.

Despertar la curiosidad por comprender un nuevo modo de expre-
sion.

Guiarle en el descubrimiento mediante lainvestigacion que le im-
pulse ala creatividad.

Proporcionarles técnicas y conceptos mateméticos sin desnaturali-
zacion y en su auténtica ortodoxia.

L os procedimientos que se utilicen para la consecucion de |os objeti-
VoS presentados anteriormente seran validos en tanto se apoyen, en un prin-
cipio, lo més posible en la experimentacion, obteniendo como resultado ex-
periencias fructiferas que aseguren la fiabilidad del conocimiento 16gico y
matemético. Con razén escribia Puig Adam®®. «S abstraer es prescindir de
algo, debe existir ese algo del que se pueda prescindir».

10 PUIG ADAM, P. Didactica. Matematica. Euristica. Institucion de Ensefianza La-
boral. Madrid, 1956, pég. 8.
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3. PRINCIPIOSMETODOLOGICOSE INTERVENCION
EDUCATIVA

A) Contenido frente a conocimiento

Que el alumno sea e constructor de sus propios aprendizgjes, se ha
dicho de mil formas diferentes en diferentes reformas educativas. Yo creo en
ello. No por oidas, sino por lo que la experiencia me ha dictado y me dicta
Por lo que no tengo inconveniente en afirmar, desde mi experiencia, que de
otro modo el aprendizagje se vera desnaturalizado, aportando a alumno un
contenido, que no un conocimiento. Yahe dicho en otras ocasiones, que con-
tenido es lo que se ensefiay conocimiento es |o que se aprende.

B) ¢Enunciar - memorizar - comprender?

Otra tesis en la que apoyo mi intervencion como didacta de la mate-
matica es el cambio de: «Enunciar, memorizar, comprender» por «Compren-
der, enunciar, memorizar y aplicar». Me explico: Habituamente se empieza
por e enunciado de los conceptos, las relaciones 0 su representacion con-
vencional, como segundo paso se hace gque se retenga en la memoriayy, fi-
nalmente, se realizan gjercicios para su comprension. Este orden de presen-
tacion de la ensefianza de la matemética nunca me dio buenos resultados.
Cambié, entonces. En primer lugar, elaboré actividades que mediante gjem-
plos y contragiemplos, y sin corregir en modo alguno el pensamiento del
alumno, le ayudasen a generar ideas, a comprender el concepto identificado
siempre desde su propio lenguaje. Posteriormente enunciaba correctamente
el nombre o expresion convencional de aquello que habian comprendido. Por
ultimo trabajaba en su memorizacion. Claro esta que la memoria es impor-
tante. Pero para evitar esfuerzos innecesarios conviene gue memoricen cOmo
se llama aquello que saben qué es.

C) Metalenguagjey lenguaje objeto

Es necesario, por tanto, como primera actividad, partir en todo mo-
mento del vocabulario del alumno™. En la construccion del conocimiento

1 FERNANDEZ BRAVO, J. A. La Numeracion y las cuatro operaciones basicas:
La investigacion y €l descubrimiento a través de la manipulacion. Editorial CCS.
Madrid, 2002; FERNANDEZ BRAVO, J. A. El nimero de dos cifras. Editorial CCS.
Madrid, 2004; FERNANDEZ BRAVO, J. A. Didéctica de la Matemética en Educa-
cion Infantil. Grupo Mayéutica. Madrid, 2006.
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cientifico se hace distincion entre metalengugje y lenguaje objeto. El lengua-
je objeto es el propio de la ciencia en cuestion y el metalenguaje es ese len-
guagje que utiliza para describir los términos pertenecientes al lenguaje obje-
to. Después, muchos términos del lenguaje objeto se pueden ir explicando a
través de otros términos de ese lengugje objeto. Cierto esto, el metalenguaje
del aula parala construccion del conocimiento es el propio del alumno. Pos-
teriormente, identificaremos un término matemético a partir de su lenguaje.
Llegara un momento, dependiendo de la edad, que en el vocabulario del
alumno podamos encontrar ya varios términos del lenguaje objeto que utili-
zala matemética, definiendo, entonces, otros a partir de éstos. En definitiva,
creo gue hablamos demasiado y demasiado mal, cuando lo que hay que in-
tentar es evitar, en lamedida de lo posible, lainformacion verbal, y enunciar
con la precision que caracteriza a la matemética cuando tengamos que ha
cerlo. Si observamos la ambigiiedad de expresion que existe actualmente en
los libros de texto dirigidos principalmente a los escolares de infantil y pri-
maria, nos preguntamos cOmo pueden tener con esos materiales un pensa-
miento [6gico, y S éste no existe cdmo pueden acceder a un pensamiento ma-
tematico. Faltan didactas y, sobran intérpretes de libros de texto.

D) Laensefianza de la matemética

Generalmente se ha aceptado que el aprendizaje de la matematica se
referiaa nimeroy ala cantidad, apoyadas principal mente sus actividades en
el ordeny la seriacion, siendo el contar el trabajo mas preciado para la acti-
vidad matemética. Hoy la naturaleza de la ensefianza de la matemética se
muestra diferente; como expresién, como un nuevo lengugje y un nuevo
modo de pensar con sus aplicaciones préacticas a su entorno circundante, me-
diante la contrastacion de las ideas. Aunque la asociacion matematica y nu-
mero suele ser habitual, se hace necesario indicar que no siempre gque apare-
ce lamatemética se refiere a nimero, del mismo modo que el hecho de uti-
lizar nimeros nada puede decir del hacer matematico, si este hacer no hasido
generado por una accion légica del pensamiento.

Apoyamos la ensefianza de la matematica en lo que el profesor sabe,
cuando deberiamos apoyarla en lo que e alumno desconoce. Damos por
hecho que la simple informacion verbal de una situacién clara para e do-
cente, trasmite ala mente del alumno, con lamisma claridad, 10 que nosotros
sobre ello comprendemos; y eso, mucho se aleja de la auténtica comprension
del concepto por la observacion y experimentacion de diversidad de situa-
ciones en la que éste puede aparecer. Esto supone que muchos escolares re-
conozcan el concepto o la relacion silo cuando se le presenta de la misma
forma como se le ha presentado para su aprendizaje. No puede reconocerlo
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en otras diferentes situaciones, no es funcional su aprendizaje, la aplicacion
del concepto se apoyaen el azar y laadivinaciony es nulalatransferenciade
estos contenidos a otros nuevos para la construccion del conocimiento. Es
necesario que el profesor sustituya la informacién verbal que dirige a sus
alumnos por dudas, retos y desafios mediante acertadas actividades, que cui-
dadosamente preparadas, permitan adquirir o que se esta trabajando con la
solidez que como contenido matematico le caracteriza. Si el profesor dice:
«esto es una recta», también esta diciendo a la légica interpretacion del
alumno que todo 1o que no sea «estox», No se puede reconocer como «recta
(Wittgenstein)*2.

3.1. Existenciay asistencia del pensamiento

La existencia del pensamiento pertenece, todavia hoy, a un proceso
magico. Sin embargo, la asistencia a pensamiento se recoge, por su posibi-
lidad de contrastacion, en un proceso cientifico. La ensefianza debe permitir
gue el sujeto llegue ala adquisicion de los conceptos por sus propios hallaz-
gos. Su terminologia especificay la simbol ogia pertinente deben ser €l punto
de llegada en la construccién del conocimiento, y no el punto de partida.
Enunciar el concepto es posterior ala comprension de éste, porgue creemos,
al igual que Heidegger'®, que «El enunciado es la articulacién de lo que se
ha comprendido».

Esta indicacion, tan reconocida en la teoria como escasa en la précti-
ca, sefialaunos procedimientos alavez que anulaotros. Se espera, que lapre-
gunta reine de modo supremo en la expresion del profesor, pero las pregun-
tas preestablecidas para respuestas preestablecidas no forman parte del de-
sarrollo de la actividad intelectual. Que todo desafio implique una pregunta,
no hace suponer que toda pregunta implique un desafio, porque éste aspiraa
provocar en el sujeto un estado de indagacion cuyo resultado afiada algo alo
que ya sabia. Los retos, los gemplos y contragjemplos son los alimentos de
los que se nutre lainteraccidn profesor-alumno. Se puede partir, entonces, de
las experiencias y conocimientos previos de los que aprenden, que tienen la
oportunidad de jugar con las respuestas antes de escoger una de €llas; accion
gue resuelve con frecuencia, €l grave problema para el aprendizaje que su-
pone la falta de ideas, junto con la privacion de autonomia, perseveranciay
flexibilidad'.

2 WITTGENSTEIN, L. Observaciones sobre los fundamentos de la Matemética.
Alianza Editorial. Madrid, 1987.

3 HEIDEGGER, M. El ser y e tiempo. FCE. México, 1951, pag. 112.

14 STEPHEN, J. y ASHCROFT, J. R. Mathematics for Dyslexics. A teaching Hand-
book. Whurr Publishers. London, 1999.
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3.2. Etapasdel acto didactico

Existen, ami juicio, cuatro etapas'® fundamentales en el acto didacti-
co: Elaboracion, Enunciacion, Concretizaciony Transferencia o Abstraccion.
Este orden de presentacién de las etapas es irreemplazable.

1. Etapade Elaboracion. En esta etapa se debe conseguir laintelec-
tualizacion de lals estrategials, concepto/s, procedimiento/s que hayan sido
propuestos como tema de estudio.

El profesor, respetando el trabajo del alumno y el vocabulario por é
empleado, creara, a partir de las ideas observadas, desafios precisos que sir-
van para canalizarlas dentro de la investigacion que esté realizando en su ca-
mino de busgueda. Tal planteamiento, supone evitar la informacion verbal,
asi como las palabras correctivas: «bien» 0 «mal»; utilizando, en todo mo-
mento, eiemplosy contragjemplos que aporten continuidad alapluralidad de
respuestas que escuchemos. Estas respuestas, ya correctas o incorrectas, se
forman a través de un didlogo entre todos y de un didlogo interior, y deben
ser recogidas, como hipoétesis, desde la motivacidn de comprobarlas por sus
propios medios para establecer conclusiones vélidas. La curiosidad por las
cosas surge por la actualizacién de las necesidades de nuestros alumnos; ne-
cesidades, no solamente fisicas o intelectuales sino también operativas en el
pensamiento para buscar soluciones a las dudas que se reflejan en focos con-
cretos de | as situaciones propuestas.

Esta etapa subraya el carécter cualitativo del aprendizaje. El respeto a
nifio es obligacién permanente para que su originalidad y creatividad tome
formaen las estrategias de construccion del concepto o relacion. Y esen esta
etapa, Mas gue en ninguna otra, donde el profesor pondra a prueba el domi-
nio que tiene sobre el tema. Un domino sin el cual se perdera facilmente.

2. Etapa de Enunciacion. El lenguaje, que desempefia un papel fun-
damental en laformacion del conocimiento 16gico-matematico, se convierte
muchas veces en obstaculo para € aprendizaje. Los nifios no comprenden
nuestro lenguaje. Si partimos de nuestras expresiones les obligaremos a re-
petir sonidos no ligados a su experiencia. Estas expresiones daran lugar a
confusion y se vera aumentada la complejidad para la comprensién de los
conceptosy la adquisicion de otros nuevos. Por esto, llegados al punto en que
€l niflo hacomprendido a partir de la generacion mental de una serie deideas
expresadas libremente con su particular vocabulario, se hace necesario enun-

15 FERNANDEZ BRAVO, J. A. «Las cuatro etapas del acto didéctico». Comunidad
Educativa. ICCE, nim. 228, 1995.
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ciar o simbolizar lo que ha comprendido, respecto a la nomenclatura o sim-
bologia correctas: 1os convencionalismos. Este es el objetivo de esta etapa:
poner nombre o0 enunciar con una correcta nomenclatura'y simbologia. Por
ello, la etapa anterior es de exageradaimportanciay debe tener su particular
evaluacion para no considerar intelectualizado todo lo que en ellase havisto,
sino todo lo que en €lla, ciertamente, se ha intelectualizado.

En esta etapa, se puede orientar a sujeto de esta forma: «Eso que tu
dices... sedice...», «Eso que tu escribes como... se escribe...», «Lo quetud lla
mas... se llama...», «Lo que tu expresas de laforma.. se expresa...», «Lo que
tu indicas con... seindica...» (...)

3. Etapa de Concretizacion. Es la etapa en la que el alumno aplica,
a situaciones conocidas y gjemplos claros ligados a su experiencia, la estra-
tegia, e concepto o la relacion comprendida con su nomenclatura 'y simbo-
logia correctas. Se proponen actividades similares a las realizadas para que
el alumno aplique e conocimiento adquirido, y evaluar en qué medida ha
disminuido el desafio presentado en la situacion propuesta en la etapa de Ela-
boracion.

4. Etapa de Transferencia o Abstraccion. Etapa en la que el nifio
aplica los conocimientos adquiridos a cualquier situacion u objeto indepen-
diente de su experiencia. Es capaz de generaizar la identificacion de una
operacion o concepto y aplicarlo correctamente a una situacion novedosa,
tanto en la adquisicion de nuevos contenidos, como en lainterrelacion con el
mundo que le rodea. En muchas ocasiones, no se puede estudiar después de
la etapa de Concretizacion; se confundiria con ellay su independencia como
etapa no seria significativa. Existen nifios que reproducen, sin dificultad al-
guna, formas de figuras inmediatamente después de haberlas trabgjado, y, sin
embargo, muchos de ellos no reconocen esas formas en |os objetos del en-
torno en el que desenvuelven su actividad cotidiana, unos dias més tarde. Se
puede decir, que estos alumnos no han asimilado larelacion o conjunto dere-
laciones trabajadas con anterioridad sobre el concepto. Si esto ocurre, € pro-
fesor revisara la preparacion de |as etapas anteriores 'y su actuacion en ellas,
desde una investigacion-accion.
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3.3. ldeas sobre metodologia didactica para la ensefianza de la
matematica

1. Dominar la matematica que se esta ensefiando, distinguiendo la
idea, de la notacion de laidea Una cosa es el concepto y otra, muy distinta,
es lasimbologia que se utiliza para representarlo. Asi, por gemplo, €l nime-
ro cero no es esto: «0», eso es |0 que se utiliza para representar la ausencia
de elementos, siemprey cuando asi seinterprete. No faltan libros de texto en
los que, confundiéndose concepto y simbologia, podemos leer que el cero es
una o, que € cero es unarosquilla, que el dos es un patito, o, que €l seis (6)
es «el nimero que No quiso Ser cero».

2. Dominar el arte de preguntar, partiendo siempre del lenguaje del
alumno, como modelo de duda, desafio y camino de comprension para el
aprendizaje, en la adquisicién del concepto que se esté elaborando intelec-
tualmente; conduciendo a alumno mediante gjemplosy contragjemplos que
fomenten la discusion y el didogo, para que sea él, y sin correccion alguna
por nuestra parte, €l que advierta con claridad, por € didlogo interior provo-
cado: el acierto o €l error cometido.

3. Entender que la evidencia, lareaidad, la necesidad y la curiosidad
son |as situaciones necesarias en los procesos de ensefianza-aprendizaje de la
matemética; por 1o que no debemos olvidar que los materiales que utilicemos
pueden, por la metodol ogia empleada, favorecer, o no, esas situaciones. En-
tendiéndose Unicamente por material valido para el aprendizaje de la mate-
maética, aguel que hace uso de éllas.
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4. Utilizar modelos didécticos, fomentando la investigacién y el mé-
todo cientifico que, amodo de recurso, permita el descubrimiento delos con-
ceptos, parafacilitar que el alumno llegue al saber matematico con precision
de resultados y sin equivocacion aguna.

5. Enunciar, representar y simbolizar, como un buen comunicador y
con €l rigor y la precision cientifica que no impliquen ambigiedad alguna
después, y solo después, de que € alumno haya comprendido el concepto o
relacion. Relatar acontecimientos de la Historia de la Matemética que estén
relacionados con el concepto trabajado, siempre que sea posible, y de mane-
rasugerente y atractiva.

6. Presentar al alumno actividades mateméticas de cualquier tipo o
modelo, desde las mas sencillas alas mas complejas, cuando el alumno tenga
suficientes mecanismos de auto-correccion.

7. Fomentar en cual quier etapa educativa, con una correcta adaptacion
la aplicacion, transferencia y abstraccion de los contenidos ensefiados, a
cualquier campo cientifico, natural y social.

8. Apoyar la participacion del dumno, de formanatural y espontanea,
en lablsquedadel conocimiento, y no tan sdloy deformaexclusivaen el an-
tojo de la ensefianza para obtener respuestas a preguntas pre-establecidas.

9. Motivar a aprendizaje de lamatemética hacia el saber, haciael sen-
tir y hacia el querer.

10. Escuchar a alumno, atendiendo a modo cientifico:

a) Que las respuestas que obtenemos no coincidan con las que es-
peramos implica simplemente discrepancia entre la ensefianza
y el aprendizaje, y no significa en modo alguno que €l nifio no
razone.

b) El nifio nunca responde por azar, si no ha sido intimidado.

¢) El nifio nuncaquierefallar o hacerlo mal, s no hasido irritado

d) Ni existe, ni existirA método alguno de ensefianza superior ala
capacidad de aprendizaje de la mente humana.
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INTRODUCCION

Como indica su titulo, en este articulo vamos a hablar de nimeros.
Para ello hemos seleccionado una serie de gemplos, curiosidades, diverti-
mentos, juegos, paradojasy conjeturas numéricos, que esperamos sean dein-
terés a lector.

Debemos hacer antes de empezar, sin embargo, una observacion: los
problemas con ndmeros son a veces bastante sorprendentest. Asi, algunos
tienen apariencia sencillay sus enunciados son perfectamente asequibles, por
lo que pueden ser motivadores parala actividad matemética; aunque no siem-
pre son féciles de resolver, pues en ocasiones encierran cuestiones intrigan-
tesy enigmaticas que han desafiado a muchas generaciones de matemati cos.
Con otros problemas, en cambio, ocurre |o contrario: tienen un enunciado de
aspecto més dificil y, no obstante, no presentan grandes dificultades en su re-
solucioén.

Por tanto, la situacion que se crea en relacion con los problemas nu-
meéricos puede tener algo de paraddjica; o dicho de otro modo: de las activi-
dades con nimeros, no hay que fiarse.

1. “LA MATEMATICA EXPULSADA DE LA ESCUELA”

Comenzaremos comentando el articulo asi denominado?, basado en
unainvestigacion realizada por David Block y Martha Davila. En é se plan-
tean a diferentes personas problemas que se les pueden presentar en su vida
cotidianay que se resuelven con herramientas matematicas. Dos de esas per-
sonas son Margaritay Talia

Margarita es una humilde mujer trabajadora mejicana de 37 afos, ca-
saday con diez hijos, que nunca fue a la escuela, no sabe leer ni escribir, y
solo conoce la representacion de los nimeros del 1 a 10.

A Margarita se le hizo una entrevista en la que, por medio de diversas
preguntas, se le propuso un problema referente a sus frecuentes vigjes en au-
tobus. En esencia, el problemafue el siguiente:

T WEIL, A. Number Theory. An approach through history. Birkhaliser. Basilea,
1983.

2BLOCK, D.y DAVILA, M. “LaMatemética expulsada de |a escuela’. Educacion
Matematica, Vol. 5, N° 3. México, 1993.
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Cada viaje en autobus le cuesta 20 pesos. S hubiera gastado 540
pesos a lo largo de un mes en tales viajes, ¢cuantas veces habria usado el
autobus?

Después de pensarlo, Margarita contestd sonriente: “se subi6 veinti-
siete veces’; respuesta alaque llegé razonando de este modo: “(...) si cobran
veinte pesos, cien pesos tiene cinco veintes, [luego] con cien pesos se sube
cinco veces (...). Entonces, si se sube diez veces, son doscientos, si se sube
quince veces son trescientos, si se sube veinte veces son cuatrocientos pesos
y si se sube veinticinco veces son quinientos pesos y sobran otros dos vein-
tes, [luego en total] son veintisiete veces'.

Son de destacar en su respuesta la claridad en explicar los procedi-
mientos que empled parallegar alos resultados y 1a habilidad en el uso im-
plicito de razonamientos mateméticos utilizados. Concretamente, realizo la
divisién 540:20 mediante:

a) Ladescomposicién del dividendo: 540 = 100 + 100 + 100 + 100 +
100 + 20 + 20.
b) El calculo deladivision 100:20, averiguando cuantas veces «cabe»
el 20 en 100:
100 =20+ 20 + 20 + 20 + 20 (cabe cinco veces)
c) La aplicacion de la propiedad distributiva de la divisién con res-
pecto alaadicién.

Taliaes otrade | as personas entrevistadas. Se trata de una nifiade cuar-
to de Primaria, escolarizada segiin los canones oficiales, a quien se le plan-
ted el siguiente problema: Jugué dos partidas de cartas. En el segundo juego
gané 69 puntos. Junto con lo que gané en el primer juego, tengo en total 83
puntos. ¢Cuantos puntos gané en el primer juego?

Y he aqui larespuesta, en forma de suma, dada por Talia:

2
69
83

154 Respuesta: 154

Evidentemente, Talia no relaciona los datos del problema que apare-
cen en el enunciado de modo adecuado, sino que los usa todos indiscrimina-
damente, incluso los que no sirven para su resolucion; aungue, ciertamente,
sabe readlizar las operaciones que ha aprendido en la escuela. A la vista de
ello, no parece que sea capaz de emplear oportunamente —no lo ha sido a
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menos en este caso— |0s conoci mientos mateméaticos para resolver problemas
surgidos en su vida ordinaria, fuera del centro escolar.

Comparando los dos gjemplos, se evidencia que hay alumnos que no
saben hacer mateméticas, aunque conozcan |os conceptos y algoritmos apren-
didos en € colegio; mientras que existen otras personas que nunca estuvieron
escolarizadas y, en cambio, han desarrollado alo largo de los afios una capaci-
dad pararesolver problemas mateméticos relacionados con su vida diaria.

Aungue acaso, reflexionando como D. Block y M. Dévila, debiéramos pre-
guntarnos: “lo que hace Margarita para resolver problemas, ¢son matematicas?”

La contestacion a esta pregunta dependera, claro esta, de lo que enten-
damos por hacer matematicas. Si la concebimos como el conocimiento de un
determinado lengugje y de ciertos algoritmos candnicos, Margarita induda-
blemente no sabe mateméticas. Aunque, si la interpretamos como una capa
cidad pararesolver problemas matematicos que se presentan en lavida ordi-
naria, la respuesta seria afirmativa (lo que no cabria decir en cambio de al-
gunos de nuestros alumnos).

Segun la segunda de esas acepciones, es necesario sefidar, no obstan-
te, que Margarita aprendié mateméticas a fuerza de enfrentarse a numerosos
problemas a lo largo de su vida y que sus conocimientos matematicos —que
tienen un limite concreto de eficacia— fueron adquiridos tras muchos afios de
experimentacion. La escuela, sin embargo, proporciona instrumentos mate-
maticos potentes que han de permitir resolver una gran variedad de proble-
mas de forma répida; si bien, como ha sido puesto de manifiesto en el caso
de Talia, a veces no logra cumplir satisfactoriamente su funcion que consi-
deramos principal: formar personas competentes para resolver cuestiones
gue se plantean en la vidareal utilizando esos instrumentos.

2. ¢Y QUE HACER ANTE ESTA SITUACION? ALGUNAS
SUGERENCIAS PARA MEJORAR LA EDUCACION
MATEMATICA

La situacion presentada en la seccion anterior y las consideraciones
posteriores llevadas a cabo en relacion con ella, nos conducen a preguntar-
nos® s es correcta la educacion matemética de nuestros alumnos. Méas en
concreto, nos planteamos las siguientes cuestiones.

3 PERALTA, J. “Acerca de una defectuosa educacion matemética’. Tendencias pe-
dagdgicas, n° 6, 2001, pags. 163-173.
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— ¢Es buenala metodol ogia que empleamos en nuestras clases?

— ¢L.os aumnos entienden realmente |o que explicamos?

— ¢Somoas capaces de motivar; es decir, de atraer laatencion de los es-
tudiantes hacia las matematicas?

— ¢No sera que nuestra ensefianza sea acaso desproporcionadamente
academicistay constrefiida en exceso alos programas, temporaliza-
cion, evaluaciones, etc?

Aungue dentro de poco se expondran de una manera mas ordenada al -
gunas ideas y recursos para afrontar esta situacién, se mostraran a continua-
cion tres egemplos previos a modo de introduccion.

2.1. Adivinacion del diay € mes de nacimiento?

Se pide alos aumnos que escriban en un papel el nimero del diaen
que nacieron (el profesor no podra ver lo que los estudiantes van escribien-
do). Luego se dird que multipliquen por 20 ese nUmero; después, que sumen
73 @ resultado anterior; més tarde que multipliquen dicho resultado por 5; y,
para terminar, que sumen a Ultimo nimero obtenido el nimero del mes en
gue nacieron.

Después de hechos esos cél cul os, se deberd comunicar al profesor cuél
es el nimero resultante. Bastara entonces con que el maestro, sin que los
alumnos vean qué operaciones realiza, reste 365 al nimero proporcionado
por el alumno. Tendr4 asi un nimero de tres o cuatro cifras; las dos Ultimas
corresponden a nimero del mes, y la primera o dos primeras, a nimero del
dia. ¢Por qué?

2.2. Laconjetura®3x + 1

Se pide a los alumnos que escriban un nUmero entero positivo cual-
quiera. Si espar, quelo dividan entre 2y, si esimpar, que lo multipliquen por
3y sumen 1. Continuar €l proceso. (Qué se observa?

Partamos por ejemplo del nimero 53. Al redlizar |as operaciones indi-
cadas se obtiene la siguiente serie:

4 PERALTA, J. Principios didacticos e histéricos para la ensefianza de la Matema-
tica. Huergay Fierro. Madrid, 1995.

5 LOBO, J. «Anecdotario. El problema 3x+1». Boletin de la Sociedad Puig Adamde
Profesores de Matematicas, n° 18, 1988, pags. 57-58.
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53, 160, 80, 40, 20, 10, 5, 16, 8,4,2, 1, 4,2, 1, ...
Tomemos otro nimero cualquiera; por ejemplo, 34:
34, 17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8,4, 2,1,4, 2,1, ...

Tras probar con otros nimeros, veran gque antes o después siempre lle-
gan aobtener 1y, por tanto, se obtiene un resultado que puede sorprendernos:
la serie se estabiliza. Surge entonces la pregunta si esto es cierto siempre.

Por supuesto, con alumnos de Primaria o incluso de la ESO, se podria
dar larespuesta por afirmativa, a haberlo comprobado un nimero suficiente
de veces. Sin embargo, no se ha demostrado formalmente alin que esa pro-
piedad sea verdadera, a pesar de haberlo probado con ayuda de ordenadores
para todos |os nimeros hasta varios millones.

La propiedad, que sin duda tiene una apariencia sencilla, encierra sin
embargo interesantes conexiones con cuestiones matemaéticas de alto calado.
De hecho, este problema, Ilamado conjetura 3x+ 1, problema de Collatz, pro-
blema de Kakutani, etc, y considerado como extraordinariamente dificil, fue
planteado hacia 1930 y aln no ha sido resuelto; es més, se han ofrecido pre-
mios econdmicos importantes a quien obtenga la demostracion. Este es un
claro ggemplo de lo que de agin modo se habia anunciado en la Introduc-
cion: un problema de apariencia bastante sencilla, que puede muy bien ser-
virnos para motivar a que los alumnos de Primaria se gjerciten en €l célculo
y gue, en cambio, contiene elementos matematicos muy complejos; hasta el
punto de no haber sido todavia resuelto rigurosamente.

2.3. Laconjetura de los capictas’.

Se pide a los alumnos gue escriban un nimero entero positivo cual-
quiera, luego que inviertan el orden de sus cifras y, finalmente, que sumen
ambos. Deben repetir el proceso si es necesario varias veces hastallegar aun
capicla. Probar luego con otros nimeros. ¢Sera ciero siempre?

Ejemplos:

29 + 92 = 121: capicla

57 + 75 = 132; 132 + 231 = 363: capicla

6789 + 9876 = 16665; 16665 + 56661 = 73326; 73326 + 62337 =
135663; 135663 + 366531 = 502194; 502194 + 491205 =9 93399: ca-
picta.

6 PERALTA, J. 1995, op. cit., pég. 134.
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Como en d caso anterior, |0 observado en estos gemplos y en algunos
més que deberian redizarse, seria suficiente para afirmar en un curso de Pri-
maria que esta propiedad se cumple siempre. Sin embargo, no se puede asegu-
rar tal cosa, ya que, en primer lugar, parece ser que no sucede con e nimero
196: e numero mas pequefio que probablemente lo incumple (se ha probado
con é cientos de miles de veces y nunca se ha abtenido un capicla). En se-
gundo lugar, tampoco se ha demostrado formal mente que la propiedad funcio-
ne con todos |os demés niimeros, salvo & 196 (y sus derivados. 196+691=887,
887+788= 1675, ...). Esta fundada sospecha no es por tanto un teorema mate-
maético, Sino una conjetura, |lamada conjetura de |os capicuas.

2.4. Sugerencias didacticas

Después de mostrados los tres gjemplos anteriores, y ahora ya de una
forma més organizada, indicamos a continuacion algunas sugerencias para
mejorar nuestra ensefianza; concretamente sobre el aprendizaje de |os nime-
rosy delaaritmética. Son las siguientes, y serén analizadas en |os proximos
apartados:

— Lautilizacion de una metodol ogia heuristica.

— La busgueda de aplicaciones didacticas de la historia de las mate-
méticas.

— Lapresentacion de curiosidades numeéricas.

— Larealizacion de juegos numéricos.

3. UTILIZACION DE UNA METODOLOGIA HEURISTICA

Como es sabido, el método heuristico de ensefianza’ consiste en bus-
car situaciones dinamicas motivadoras de la actividad creadora y descubri-
dora de las cuestiones mateméticas por los propios alumnos. Con tal fin el
profesor presenta un problema, una actividad o un conjunto de datos para que
el alumno trabaje con ellos (experimente, busque regularidades, realice con-
jeturas, obtengaconclusiones ...) bajo laguiadel profesor. Setrata, por tanto,
de una metodologia activaen la que el estudiante trabaja de forma creativay
participa en la construccion de las ideas, mientras la labor del profesor se
concreta en despertar el interés (motivar) al plantear esa situacion didactica,
y en orientar (guiar) la actividad de los alumnos.

Mostramos a continuacion tres de esas posibles actividades:

7 PERALTA, J. 1995, op. cit., pags. 45-46.

o
S
c
=
=
()
&
c
]
c
G
e
©
S
S
a
o
)
>
c
D

33



c
=
£
[
o
<
@
c
©
e
©
S
S
o
)
&
>
c
-]

34

Aprender matematicas. Metodologia y modelos europeos
3.1. Tresdivisiones sucesivas®

El profesor pide alos alumnos que escriban en un papel un nimero de
tres cifras, y luego que repitan a continuacion el mismo nimero; de este
modo se tendrd un nimero de seis cifras, cuyas tres primeras estan repetidas.
Después, les dira que dividan ese nimero de seis cifras entre 7, y los alum-
nos veran que la division es exacta. Luego, les pedird que dividan €l cocien-
te obtenido anteriormente entre 11, y asimismo la division tendraresto O; por
ultimo, les propondra que dividan €l Ultimo cociente entre 13. Tras haber ob-
tenido de nuevo una division exacta, los estudiantes observaran que el co-
ciente finalmente logrado coincide con el nimero de tres cifras de partida.

¢Por qué? Se tratard que | os alumnos descubran por si mismos larazon
de este hecho, que esta basado en que 7 x 11 x 13 = 1001.

3.2. Célculo dela suma delos cien primeros nimer os enteros positivos

Se propone € problema sin dar ninguna indicacién sobre su resolu-
cion.

Algunos alumnos tratan de realizar la suma directamente, 1o que cas
nunca conduce al resultado final, bien porgue cometen errores o porque se
cansan y no finalizan el proceso. Tras esperar un tiempo prudencial, se les
van ocurriendo otras ideas’, generalmente consistentes en agrupar los su-
mandos de diferentes formas, tales como las siguientes:

1+11+21+...+91=460; 2+ 12 + 22 +...+ 92 = 470,

de donde se deduce que cada vez hay que sumar 10 ala sumaanterior, 1o que
puede conducirles ala solucion

1+2+..+10=55;11+12+...+ 20 =155,

cada suma excede en 100 a la anterior, lo que también puede llevarles a en-
contrar el resultado.

Por ultimo, es poco frecuente que se razone de este modo (como pare-
ce ser que procedié Gauss a la edad de diez afios):

® ibidem, pag. 129. VIZMANOS, J. R.; ANZOLA, M.; PERALTA, J. y BARGUE-
NO, J. Matematicas 1° ESO (serie Gauss). S. M. Madrid, 2002, pég. 53.
9 PERALTA, J. 1995, op. cit., pag. 48.




Javier Peralta
1+100=2+99=3+98=...=101
como hay 50 parejas, la suma es; 101x50=5050.

Una vez que se ha hecho la suma, como es légico, por procedimientos
aritméticos, cabe pedir alos alumnos que la calculen por métodos geomeétricos.

Ese planteamiento no es, desde luego, ninguna extravagancia; sino que
desde la antigliedad hasta a menos los siglos XV-XVI, buena parte de las
identidades aritméticas y algebraicas se probaban geométricamente. Nétese,
sinir méslgjos, que 72 6 53 tienen connotaciones geométricas. 7 a cuadrado
(cuadrado de lado 7) 6 5 a cubo (cubo de arista 5). Y que, por gjemplo, en
los Elementos de Euclides (siglo |11 a. C.) ya aparece esta“demostracion” de
laidentidad que hoy escribiriamos!® (a + b)2 = a2 + 2ab + b2:

a b
a a ab
b ab b?

Volviendo a problema propuesto, es normal que los alumnos no sepan
por dénde empezar. Se les debe entonces recordar una conocida sugerencia
didéactica para la resolucién de problemas. si no se sabe resolver un proble-
ma, trata de plantearlo en términos mas sencillos.

En este caso concreto calculemos geométricamente', por ejemplo,
1+2+3+4+5+6.

Tratemos de interpretar la suma como un area:

1 es el &reade un cuadrado de lado 1, 2 es el &rea de un rectangulo de
lados 1y 2, 3 es el &ea de un rectangulo de lados 1y 3, etc. Por tanto, la
sumaes €l &readelafigura

10 HOGBEN, L. El universo de los nimeros. Destino. Barcelona, 1966, pag. 16.
1 PERALTA, J. “De los nimeros poligonales a los nimeros de Bernoulli”. Educa-
cion Matemédtica, Vol. 11, N° 2. México, 1999, pags. 103-104.
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)

¢Y aqué esigua esa area? Podemos inscribir la figura en un rectan-
gulo 6x7:

El érea pedida es entonces la mitad del &rea del rectangulo:
6-7
1+2+3+4+5+6 = 5

Generalizando el procedimiento al caso de 100 sumandos, la suma
puede interpretarse como la mitad del &rea de un rectangulo 100 x 101:

100-101
1+2+3+...+100 = > = 50100

3.3. Lacriba de Eratdstenes!?

Digamos de entrada que los nimeros primos juegan un papel funda-
mental en la Aritmética, hasta el punto de que todo nimero entero positivo
queda determinado de forma Unica por su representacion como producto de
potencias de nimeros primos, como afirma el Teorema fundamental de la

12 PERALTA, J. 1995, op. cit., pags. 131-133. PERALTA, J. “Mateméticas para
todos: Apologiainformal”. En Actas de las Jornadas Provinciales (2000: Afio Mun-
dial delas Matematicas). Consgjeria de Educacion delaC.A.M. Madrid, 2001, pag.
56.
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Aritmeética. Podria decirse seguramente que |os nimeros primaos constituyen
el esqueleto de los nimeros en cuanto a su estructura multiplicativa.

Erat6stenes, como es sabido, fue un importante matematico, astrono-
mo y geografo del siglo 111 a. C. Entre otras contribuciones, hay que resaltar
gue present6 al rey Tolomeo de Egipto una tabla de nimeros primos, que rea-
liz6 escribiendo los tres o cuatro mil primeros nimeros naturales sobre una
planchay agujereando los compuestos.

Pediremos entonces a los alumnos que construyan una criba de Era-
téstenes del modo que se muestra a continuacion.

Se escriben en unatabla de sei's columnas unos cuantos términos de la
serie de nimeros naturales, comenzando por €l 2, tal como se indica en la
primera tabla. Se pregunta que observen las columnas y digan donde se en-
cuentran los niUmeros compuestos.

Se deduce entonces que es posible tachar la primera columna (salvo el
2), pues todos los nimeros que la forman son compuestos (multiplos de 2).
También se puede tachar la segunda columna (salvo € 3), pues los nimeros
correspondientes son compuestos (multiplos de 3); la tercera, pues todos los
nimeros que la forman son multiplos de 4; y, por dltimo, la quinta, pues
todos sus nimeros son maltiplos de 6 (ver la segunda tabla).

La cuestion se ha simplificado, pues, considerablemente: aparte del 2
y del 3, todos |os demas primos se encuentran exclusivamente en las colum-
nas cuartay sexta; esto es, el problema se hareducido a su tercera parte.

Se pedira entonces que se sigan buscando nimeros compuestos.

Evidentemente han sido eliminados los mltiplos de 2 y los multiplos
de 3, luego también los multiplos de 4 y de 6. Respecto de los multiplos de
5, puede verse que 5, 10, 15, 20 estan sobre unarecta transversal; 25, 30, 35,
40, 45y 50 estan en otra; y 55, 60, 65 ... en otra; y todas €ellas son paralelas.
El siguiente primo no tachado es €l 7, y todos sus multiplos estan asimismo
en rectas paraelas de una determinada pendiente; e igualmente sucede con
los multiplos de 11, 13, etc. (en realidad, no obstante, una vez suprimidas las
columnas primera, segunda, terceray quinta, y losmultiplosde5y de 7, cas
todos los siguientes compuestos ya estaban tachados; si bien, éste seria €l
procedimiento a seguir si se tratara de una tabla mas larga, o sea, de un con-
junto mayor de nimeros naturales consecutivos). Asi pues, sea cual sea la
longitud de la tabla, todos los maltiplos de un primo cualquiera se eliminan
por rectas transversales de una pendiente caracteristica (ver la terceratabla).

Un viaje por el fascinante mundo d
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2 3 4 5 6 7 2 3 B 51016 7
8 9 10 11 12 13 8 I JO 11 2 13
14 15 16 17 18 19 4 IS5 |6 17 I8 19
20 21 22 23 24 25 0 P1 P2 23 p4 25
26 27 28 29 30 31 6 7 P8 29 B0 31
32 33 34 35 36 37 2 B3 35 p6 37
38 39 40 41 42 43 8 P9 FO 41 B2 43
44 45 46 47 48 49 5 p6 47 B8 49
50 51 52 53 54 55 0 p1 p2 53 55
56 57 58 59 60 61 6 p7 p8 59 pO0 61
62 63 64 65 66 67 2 p3 65 b6 67

El siguiente problema que podriamos plantear, ya no dirigido a estu-
diantes de Primaria, sino a alumnos de Secundaria es: ¢cud es la pendiente
de esas rectas transversal es?

Larespuesta viene dada en las siguientes figuras:

VA N N

Pend=1 pend=-1 pend=2 pend=-2 pend=3

La criba puede presentarse de otra forma més espectacular: si se escri-
ben los nimeros en una hoja de papel, de modo que el 2y el 7 estén casi en
los mérgenes, y se pegan |os bordes del papel de modo que e 8 quede a con-
tinuacion del 7, se formara una superficie cilindrica. En nuestra opinién, es
bueno que los alumnos construyan este cuerpo, en el que la serie de los nU-
meros naturales describe una hélice enrollada a cilindro, y las lineas trans-
versales que se obtienen tachando los multiplos de los sucesivos primos a
partir del 5 seran lineas helicoidales. Asi, el aumno tendra su cilindro de
Eratostenes en su pupitre cuando trabaje con nimeros primos, que puede ser-
virle para familiarizarse con ellos.

Un viaje por el fascinante mundo
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4. APLICACIONESDIDACTICASDE LA HISTORIA DE LAS
MATEMATICAS®

Como es conocido, la epistemologia genética, elaborada por Piaget a
mediados del siglo y fundada en trabgjos relativos a nacimiento y desarrollo
de lainteligencia del nifio, aspira a sefidlar las estructuras comunes a la evo-
lucién psicogenética del nifio y a progreso del conocimiento cientifico alo
largo de la historia. Su hipétesis fundamental establece un paralelismo entre
dos procesos: €l percibido en la organizacién l6gicay raciona del conoci-
miento cientifico y el que tiene lugar en laformacion psicoldgica del nifio.

Ademés de lo anterior, la historia de las mateméticas puede ser cierta-
mente un recurso pedagdgico muy valioso para el profesor, pues permite ex-
traer de ella situaciones didacticas adecuadas para el aprendizaje o descubrir
anécdotas histdricas, curiosidades y modelos que motiven a los alumnos.

Por ambas razones, hace ya muchos afos gque venimos subrayando la
importancia didéctica de la historia de las mateméticas. Veamos algunos
egjemplos.

4.1. Forma de multiplicar delos egipcios**

Los egipcios, 2000 afios antes de nuestra era, no sabian en realidad
multiplicar. Utilizaban para ello un método muy curioso para € que Unica-
mente es necesario saber sumar, saber duplicar (multiplicar por 2) y hallar
mitades (dividir entre 2), y que parece haber sido utilizado hasta hace poco
en algunas regiones de la antigua Unidn Soviética (por supuesto que para
multiplicar por ejemplo 17 por 12 no hace falta saber multiplicar, sino que
basta con sumar 17 doce veces; pero evidentemente no nos referimos a esto).

Para multiplicar, formaban una tabla encabezada por los dos factores:
uno de ellos se va dividiendo sucesivamente entre 2, y en su columna se es-
criben los cocientes enteros correspondientes (se hace pues la divisién sin
tener en cuenta los restos) hastallegar ala unidad; el otro factor se multipli-
ca sucesivamente por 2 tantas veces cuantas divisiones se hayan hecho en la
otra columna, y los resultados se van colocando debajo del nimero en cues-
tién. Por ejemplo, calculemos 53 x 24:

13 BOUVIER, A. et al. Didactique des mathématiques. CEDIC / Nathan. Paris,
1986, pags. 197-206. PERALTA, J. 1995, op. cit., pags. 100-111.

4 PERALTA, J. 1995, op. cit., pags. 127-128. REY, J. y BABINI, J. Historia de la
Matemédtica, Vol. 1. Gedisa. Barcelona, 1986, pags. 31-32.
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53 24
26 48
13 96
6 192
3 384
1 768

Hallemos ahora la suma de |os nimeros de la segunda columna que se
encuentren enfrente de un nimero impar de la primera:

24 + 96 + 384 + 768 = 1272

Se pedira entonces a los alumnos que efectden, como saben, el pro-
ducto de 53 x 24. ;Qué se observa? ¢Por qué?

Larazdn de que ambos resultados coincidan esta en la utilizacion del
sistema binario: 53 en base 2 es 110101; estoes, 1+ 1" 22+ 17 24+ 1" 25
luego

53x24=(1+22+ 2%+ 2°) x 24 =24 + 96 + 384 + 708 = 1272.

4.2. Cuadrados magicos'®

Como es sabido, un cuadrado magico (CM) consiste en una disposi-
cién numérica en forma de matriz cuadrada, de modo que las sumas de los
elementos por filas, por columnasy por diagonales coinciden.

Son numerosos |os mateméti cos que han trabajado con ellos alo largo
de précticamente toda la historia. Parece ser que €l mas antiguo de ellos es el
que se indica a continuacién, que figura en un documento chino® algunos si-
glos antes de nuestra era:

N

»

15 PERALTA, J. 1995, op. cit., pags. 134-136. ROMO, C. «Los eternos cuadrados
magicos». Boletin de la Sociedad Puig Adam de Profesores de Matematicas, N° 43,
1996, pégs. 61-66.

16 HOGBEN, L. El universo de los nimeros. Destino. Barcelona, 1966, péag. 158.
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En este CM de orden 3 (nimero de filas, o de columnas) se comprue-
ba facilmente que esa suma comin es 15. Tiene ademas otras mucha propie-
dades, que se debe procurar deduzcan los alumnos con la guia del profesor.
Algunas de ellas son |as siguientes:

492 + 357 + 816 = 294 + 753 + 618
438 + 951 + 276 = 834 + 159 + 672
4922 + 3572 + 8162 = 2942 + 7532 + 6182
4382 + 9512 + 2762 = 8342 + 1592 + 6722

A pesar de lo dicho anteriormente sobre su origen, los cuadrados mé&
gicos tardaron bastante tiempo en conocerse en Europa. EI matematico bi-
zantino Moschopoulos (siglo X1V) se cree que fue a primero en escribir un
tratado sobre los CM; en cualquier caso, en el Renacimiento ya eran bien co-
nocidos en Occidente. En 1612, Bachet de Méziriac, escribe € primer trata-
do moderno de matematica recreativa en el que, entre otros temas, se ocupa
de la construccion de cuadrados méagicos'’.

Es famoso €l siguiente, que aparece en un grabado de Durero'®

16 |13 |2 |13
5 |10 11 |8
9 |6 |7 |12
4 115141

“Melancolia”, grabado en cobre de Durero

(1514, Lausana: coleccién Zafiropoulus)

Setrata de un CM de orden 4 cuya sumaes 34, y los dos nimeros cen-
trales de la cuarta fila indican el afo en que fue realizado (1514). Como €l

7 ANDRADAS, C. Péngame un kilo de Mateméticas. S.M. Madrid, 2000, pags. 12-
113. REY, J. y BABINI, J. Historia de la Matematica, Vol. 2. Gedisa. Barcelona,
1986, pég. 55.

18 ANDRADAS, C. op. cit., pag. 119.
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anterior tiene también muchas propiedades que con alguna ayuda podrian
descubrir los alumnos (al menos en parte), tales como que lasumade los cua-
drados de los elementos de la primeray de la cuartafilaeslamisma, lasuma
de los cuadrados de los elementos de la segunday latercerafilaeslamisma;
y estas propiedades también se verifican entre sus columnas.

Por otra parte, esfacil comprobar que en todo CM de orden 4, lasuma
de los nimeros situados en las diagonales es igual ala suma de los nimeros
gue no estan en las diagonales; pues bien, en este CM en particular eso su-
cede también con los cuadrados y con |os cubos de dichos nimeros; es decir:

162+ 102+ 72+ 12) + (13 + 112+ 62+ 4) = (P + 22+ 2+ &) +
(9% + 122+ 152 + 149
16+ 103+ 7P+ 1)+ (1F+ 113+ 63+ 4) = (FF+ 28+ 5+ 8) +
(9 + 128 + 153 + 149)

El siguiente CM es debido a Fermat, quien da la regla para la cons-
truccion de cuadrados mégicos que siguen siéndolo después de haberles su-
primido su contorno formado por lasfilasy columnas exteriores. De este tipo
es el siguiente cuadrado magico de orden 9 y suma 369:

11 12 13 77 78 79 81 16
18 27 26 61 62 65 28 |76
59 |30 35 51 53 36 |23 |75
58 |32 |38 45 40 (50 |24 |74
73 |57 |49 |43 41 39 |33 |25 |9
72 |22 |48 |42 37 44 |34 |60 |10
68 |19 |46 47 31 29 52 |63 |14
67 [54 55 56 21 20 17 64 |15
66 71 70 69 5 4 3 1 80

Como €l anterior, son muchos los mateméticos de prestigio que se
han ocupado de los CM, como Pascal, Franklin, Cayley, etc., y muy en es-
pecial Euler. Este Ultimo construyd no exactamente un CM (seguin la defi-
nicién que se ha dado), ya que aunque las sumas de cada filay de cada co-
lumna son iguales (es 260), no coinciden en cambio con la suma de cada
unade las diagonales (la diagonal principal suma 282y la secundaria 210).
Es el siguiente:
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1 |48 |31|50]33|16 |63 |18
305146 |3 |62|19 14|35
47 |2 |49 32115 34|17 |64
52 129 |4 45|20 |61 |36 |13
S |4 |125|5]|9 |40|21 |60
28|53 (8 |41)124 |57 (12|37
43|16 |55 12613910 |59 |22
54 |27 |42 |7 |58 (23|38 |11

No obstante alo dicho en el parrafo precedente, creemos que debe ser
conocido, pues goza de dos propiedades, la segunda de las cuales es particu-
larmente sorprendente:

* Puede descomponerse en cuatro cuadrados (como se indica en lafi-
gura), que no son exactamente magicos, pero en los que sucede,
como en el de partida, que cadasumay cadafilade cadauno deellos
es 130, aunque dicha suma no es coincidente con la suma de cada
diagonal.

» Si consideramos a cuadrado como un tablero de ajedrez con sus 64
casillas, € tablero puede recorrerse a salto de cabalo de ajedrez
desde la casilla ocupada por el nimero 1, alacasilla ocupada por €l
nimero 2, y asi sucesivamente, hasta la casilla ocupada por € nu-
mero 64.

Para finalizar, mostramos un CM de orden 9 que puede descomponer-
se en 9 cuadrados magicos de orden 3 (como seindicaen lafigura). Ademas,
como es fécil comprobar, goza de la curiosa propiedad de que si se calculan
las sumas correspondientes a cada uno de los 9 CM y dichas sumas se dis-
ponen a su vez en forma de cuadrado (que se ha situado a la derecha), se ob-
tiene de nuevo un CM de orden 3 (de suma 369).
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11 |18 |13 74 |81 |76 129 | 36 | 31
16|14 | 124 79 |77 | 7534 |32 | 30
15110 | 17478 |73 |80 33|28 |35
56 |63 |58 38 |45|40)20 | 27 |22 157 igg gg
61 |59 |57 43 |41 |39]|25|23 |21 150 | 15 | 204
60 |55 | 62| 42 |37 |44 24|19 | 26
47 |54 14902 |9 |4 |65 72|67
3
8

52 |50 |48} 7 |5 70 | 68 | 66
51 |46 |53} 6 |1 69 |64 |71

5. CURIOSIDADES NUMERICAS

Hemos seleccionado dos curiosidades que pensamos pueden tener
algun interés didéactico o servir como complemento cientifico de los profeso-
res; aunque desde luego existen muchas otras adecuadas a alumnos de Pri-
maria, como lafamosa anécdota'® entre Hardy y Ramanuijan; las propiedades
del nimero 153, que le hacen ser considerado como un agujero negro?; etc.

5.1. Unarelacién que sorprendi6 a Platén

Platén es conocido fundamentalmente como fil 6sofo, aungque también
fue un amante de las mateméticas (recordemos por ejemplo su conocida pro-
hibicion: “Nadie entre aqui que no sepa geometria’, inscrita a la entrada de
su Academiad). En concreto, le sorprendi6 vivamente la relacion®: 33 + 43 +
53 =63

Estaidentidad podria servir para preguntar alos alumnos: ¢a cubo de
gué nimero esigua la suma del primer miembro de la identidad? O, dicho

19 PERALTA, J. “Anecdotario Matemético”. Catedra Nova, N° 12 (Monogréfico I1:
Afio Mundial de las Matematicas), 2000, pag. 402.

20 SANTALO, L. A. “Mateméticas para profesores’. Epsilon, N° 38, 1997, péags.
202-203.

2L PERELMAN, Y. Algebra recreativa. Mir. Moscu, 1978, pag. 153.
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de otraforma; si tenemos tres cubos de aristas 3 cm, 4 cmy 5 cm, llenos de
agua y los vaciamos en otro cubo que se llena completamente, ¢cudl serala
arista de este nuevo cubo? Veremos entonces como anda su vision espacia y
su intuicién geomeétrica.

5.2. El nimero de la Bestia®

Del estudio que asigna a las letras de una palabra un determinado nu-
mero, se derivala practica poético-religiosa-cabalistica denominada isosefia
por los griegos; gematria, que significa «calculo alfabético”, por los rabinos
y cabalistas judios e hisab aljumal, que significa «calculo de la suma’”, por
los musulmanes.

Lagematriano solo se fundamenta en el valor delos nimerosy delas
letras, sino incluso en su grafia, mezclandose a veces la interpretacion bibli-
ca con la cabalistica. Segun esto, en el versiculo 18, capitulo 13 del Apoca-
lipsis, sedice: “jAqui esta la sabiduria! Que €l inteligente calcule la cifra de
la Bestia, pues esla cifra de un hombre. Su cifra es 666" (Bestia significa el
Anticristo).

La Bestia a veces se identifica con personajes como Nerén (primer
emperador romano que persigui6 alos cristianos), Diocleciano (en cuyo rei-
nado se llevaron a cabo persecuciones contra |os cristianos extremadamente
sangrientas) o incluso con todo el Imperio Romano (que persiguié alas pri-
meras comunidades cristianas). Si sumamos |os val ores numéricos de sus le-
tras, en el caso de Nerdn hay que recurrir a alfabeto hebreo, y si se trata del
Imperio Romano, al alfabeto griego; por ello nos referiremos al emperador
Diocleciano, ya que entonces solo hay que acudir a alfabeto numeral roma-
no (ndmeros romanos).

Diocleciano Augusto se escribe en latin DIOCLES AVGVSTVS.
¢Adivinan qué sucede si se suman los valores de las letras que representan
ndimeros romanos? He agui |a respuesta:

DI OCLES AVGVSTVS
N2\Z Vo NZ2\% N%
500+ 1 + 100+50 + 5 + 5 5

+ = 666

2 JMENEZ, P. Los ntmeros en la Biblia. Discurso inaugural del afio académico
2003-2004. Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicasy Naturales. Madrid, 2003,

pags. 8-9.
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6. JUEGOS NUMERICOS

Existen muchos juegos huméricos —alguno ya fue expuesto en paginas
anteriores— que pueden servir en cierta medida para atraer a los alumnos
hacia las mateméticas. Entre ellos se encuentran |os siguientes:

6.1. Unaforma muy rapida de sumar cinco nimeros de seis cifras

El profesor o profesora dice a los alumnos que le digan un nimero
cualquiera de seis cifras y, a continuacion, que le digan otro; y los va escri-
biendo en la pizarra en columna. Luego, dice el profesor, parece que metoca
escribir uno cualquiera a mi, y asi lo hace (en realidad, escribe el nimero
gue resultade restar de 999999 el primero que le dijeron; resta que hace men-
talmente sin que se note). De nuevo propone que le dicten otro nimero de
seiscifras, y e profesor repite |o mismo que antes, y escribe un nimero cual-
quiera (el que resulte de restar de 999999 el Ultimo que le han dicho). Al
final, el profesor hace la suma répidamente: el resultado es el niUmero que le
dictaron en segundo lugar, precedido de un 2 y habiendo restado 2 ala Ulti-
ma o, eventualmente, las Ultimas cifras.

Lajustificacion es sencilla. Si es N e segundo nimero propuesto, es
facil ver que lasumaes:

2-999999 + N = 2 - (1000000 - 1) + N = 2000000 - 2 + N

6.2. Adivinaciéon del nUmero del DNI, del nUmero de teléfono y de una
casa rural buscada en una guia

Se pide a los aumnos que escriban un nimero cualquiera de tres ci-
fras, A, en quelaprimeray latercera sean distintas; luego que escriban el nu-
mero B que resulta de invertir € orden de sus cifras 'y después que resten el
menor de ellos dos del mayor, con lo que tendran un nimero C de tres cifras
(podria ser de dos, en cuyo caso se colocaria delante un cero para convertir-
lo en uno de tres). A continuacion deben escribir €l nimero D que se obtie-
ne de invertir € orden de las cifras de C y, més tarde, sumar Cy D: sea E
dicho nimero?.

El alumno a quien vamos a descubrir € nimero de su DNI, debe res-
tar E de dicho nimero y decir el resultado a profesor. A quien le adivinare-

2 \VIZMANOS, J.R.; ANZOLA, M.; PERALTA, J. y BARGUENO, J. op. cit., pag. 21.
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mos su teléfono, ha de sumar E a nimero de teléfono y asimismo comuni-
car € resultado a profesor. A quien se tratara de averiguar qué casarural ha
buscado en una guia que previamente se le habra proporcionado, se le dice
gue mire en la pagina formada por las tres primeras cifras de E, la casa que
figuraen el lugar que indicala cuarta cifrade E.

Teniendo en cuenta que E sera siempre 1089 (¢por qué?), extremo que
no conocen los alumnos, € profesor podra “adivinar” facilmente el nimero
del DNI: sumando 1089 a nimero dado por el alumno; € nimero de tel éfo-
no: restando 1089 y; en fin, los datos de |la casa de la guia, que, antes de em-
pezar € juego habra anotado el profesor: la novena de la pagina 108.

Planteado todo en este clima de misterio, es posible que el alumno
trate de descubrir como el profesor ha adivinado esos datos y, con su ayuda,
intente buscar la causa.

7. REFLEXION FINAL

Con independencia -obvio es decirlo- de la trascendencia de los nu-
meros en las mateméticas a lo largo de su historia®*, sobre la que, por gjem-
plo, € filésofo pitagdrico Filolao se manifiesta en estos términos®: “El ni-
mero reside en todo o que es conocido. Sin él es imposible pensar nada, ni
conocer nada”; parece conveniente hacer ahora unareflexion general acerca
de laimportancia de los niUmeros en nuestra vida cotidiana. Por ello se pro-
ponen las dos siguientes consideraciones, en cierta medida contradictorias.

7.1. jOjala no hubiera nimeros!

Se recomiendalalecturade este librito de Esteban Serrano Marugan?.
Se trata de un cuento en el que un nifio, cansado de “hacer cuentas’, un dia
exclama: “jOjala no hubiera nimeros!”. Por €llo, Pitagoras V, € rey del pais
de las matematicas, reacciona enfadado haciendo desaparecer efectivamente
los nimeros.

Se describe entonces el caos que se organiza en lavidade las personas
por este motivo: no se puede leer la hora del reloj, las matriculas de los co-

% BOYER, C. B. Historia de la Matemética. Alianza. Madrid, 1986.

% LE LIONNAIS, F. et al. Las grandes corrientes del pensamiento matematico.
EUDEBA. Buenos Aires, 1976 (32 edicion), pag. 80.

% SERRANO, E. jOjala no hubiera nimeros! Nivola. Madrid, 2002.
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ches estan en blanco, los precios de las tiendas y 0s nimeros de | os portales
han desaparecido, etc. Y todo vuelve ala normalidad cuando el nifio prota-
gonista, que es el Unico gque sigue conociendo la existencia de |os nimeros,
consigue explicar a su profesor de mateméticas qué son y cud es su impor-
tancia. A partir de entonces, todo empieza a volver ala normalidad.

7.2. El Principito

Concluimos €l articulo con los siguientes parrafos del famoso libro de
Antoine de Saint-Exupéry?’, en donde se relativiza de algiin modo la impor-
tancia de los nimeros frente a otros aspectos no cuantificables de laviday
no por ello menos valiosos:

“Las personas grandes aman las cifras. Cuando les habléis de un
nuevo amigo, no 0s interrogan jamas sobre lo esencial. Jamas o0s
dicen: “ ¢Como es el timbre de su voz? ¢Cuéles son losjuegos que pre-
fiere? ¢Colecciona mariposas?”. En cambio os preguntan; “ ¢Qué
edad tiene? ¢Cuantos hermanos tiene? ¢Cuanto pesa? ¢Cuanto gana
su padre?” Solo entonces creen conocerle. S decis a las personas
grandes: “ He visto una hermosa casa de ladrillos rojos, con geranios
en las ventanas y palomas en el techo ..."” , no acertaran a imaginarse
la casa. Es necesario decirles: “ He visto una casa de cien mil fran-
cos.” Entonces exclaman:” jQué hermosa es!” (...)

Son asi. Y no hay que reprocharles. Los nifios deben ser muy indul-
gentes con las personas grandes.

Pero, claro esta, nosotros que comprendemos la vida, nos burlamos de
los nimeros (...)

—Entu tierra—dijo e principito— los hombres cultivan cinco mil rosas
en un mismo jardin... Y no encuentran lo que buscan(...)

-Y sin embargo, lo que buscan podria encontrarse en una sola rosa
(-.)

—Pero los 0jos estén ciegos. Es necesario buscar con el corazon” .
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27 SAINT-EXUPERY, A. de. El Principito. Salamandra. Barcelona, 2001, pags. 19-
20y 81.
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INTRODUCCION

Hoy todas y todos nosotros experimentamos no pocas dificultades en
la ensefianza de las matematicas en nuestras escuelas de infantil y primaria.
Al mismo tiempo, vemos que los resultados obtenidos en estos niveles son
una preparacion insuficiente y poco solida para la secundaria de después.

Las dificultades vienen de muchos campos, que aun siendo en si mis-
mos externos alaescuel a, influyen mucho en su quehacer diario. Quisierain-
tentar dar algunas pistas para salir a paso solo de los fracasos que se refie-
ren directamente a la metodologia de la clase, y que por tanto son responsa-
bilidad directa de los maestros y maestras, y Unicamente en e ambito del
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célculo, dado que la premura del tiempo no nos permite entrar en 1os otros
campos gue configuran e conjunto del aprendizaje de las matematicas en la
escuela.

Ante todo creo gue es importante que seamos suficientemente since-
ros con NOsotros Mismos para reconocer que, por una parte vivimos en un
mundo muy cambiante y normal mente reconocemos la necesidad de entre-
nar a nuestros alumnos para los cambios futuros que tendran que vivir,
pero, por otro lado, estamos muy apegados a nuestras viejas maneras de ac-
tuar y nos cuesta demasiado asumir los cambios necesarios en nuestra prac-
tica docente.

A lavista de esta y otras contradicciones, me propongo compartir las
reflexiones que hemos venido haciendo en diversos grupos de trabgjo, o que
ultimamente he ido concretando yo misma, con el deseo de que puedan ayu-
darnos a replantear y mejorar algunos aspectos de la didactica del célculo,
sobre todo del conocimiento de los nimeros.

1. EL PASO DE INFANTIL A PRIMARIA

Durante el Ultimo curso de infantil y el primero de primaria los nifios
y nifias siguen un proceso muy importante en el aprendizaje de los nimeros,
que culmina en la adquisicion de las nociones de cantidad y de operacion, in-
timamente ligadas entre si. Asi pues, por lo que alos niUmeros y célculo se
refiere, setratade uno de los periodos masimportantes de su escolaridad. Por
esto es necesario que durante el mismo haya una verdadera continuidad en el
aprendizaje numérico.

1.1. Los programas educativos

Los programas educativos en general suelen sefidlar € paso de una
etapa a la otra precisamente en medio de este periodo, cosa que hasta cierto
punto es natural, dado el gran cambio que la persona realiza a esta edad en
los procesos cognitivos en general, y en particular en la maduracion del pen-
samiento 16gico. Pero eso mismo nos obliga a todos a cuidar de modo espe-
cial este periodo, haciendo todo o posible para que, a pasar de la etapa in-
fantil ala de primaria, nuestros nifios y nifias no sufran un cambio de orien-
tacion que suponga un corte o interrupcion en el desarrollo del aprendizaje
matematico. Los educadores debemos trabajar para darles la posibilidad de
continuar el proceso antes citado, iniciado en la etapa infantil y llevarlo a
buen término.
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Precisamente para ayudar en este sentido, reflexionaremos sobre qué
entendemos por conocimiento de los nimeros, y sobre el proceso a seguir
para que los nifios construyan su primera nocion de cantidad, entre cinco y
siete afios aproximadamente. Este proceso podemos fécilmente extrapolarlo
mas adel ante para la construccion de las primeras nociones de nimeros frac-
cionarios y decimales.

2. QUE ESEL CONOCIMIENTO DE LOSNUMEROS

En las primeras edades, el conocimiento de un nlmero no consiste en
el uso correcto de su grafia ni tampoco en el andlisis de las unidades y dece-
nas que contiene. Consiste mas bien en haber Ilegado a una nocion de su can-
tidad de elementos, con pleno significado, la cual esinseparable de la capa
cidad de clasificar y ordenar correctamente grupos de elementos por criterios
de cantidad, del dominio mental de las primeras operaciones, y de larelacion
directa entre las cantidades conocidas y e conocimiento del entorno inme-
diato. Todo esto supone la maduracion de una serie de habilidades matemé-
ticas, que van desde la manipulacién de materiales, pasando por laimagina-
cion de la cantidad, hasta el cdlculo mental.

Més adelante, progresar en €l aprendizaje de los nimeros, y llegar a
conocerlos con cierta profundidad, supone ser capaz de considerarlos desde
diferentes puntos de vista, de reconocerlos en contextos diversos, y de com-
prenderlos como el resultado de combinar de distintas maneras todas | as ope-
raciones numéricas conocidas.

Conocer un nimero estener unavision mental facil de la cantidad que
representa, saber manipularla mentalmente y estar muy familiarizados con
ella. Los nimeros han de llegar a ser nuestros amigos. Este es su conoci-
miento real, significativo y practico que deseamos que los nifios y nifias de
la clase de mateméticas adquieran.

2.1. Condiciones para la adquisicion del conocimiento numérico

Para que este tipo de conocimiento real, significativo y préctico se pro-
duzca, tres condiciones son necesarias;

* que el punto de partida sea siempre €l uso de materiales manipula-
bles, no solamente en la etapainfantil, sino durante toda la primaria,
cada vez que introducimos una relacion o nocién numérica nueva
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* gue la manipulacion no sea un juego facil, sino un conjunto de acti-
vidades encaminadas a actuar sobre los materiales, modificandolos
y provocando con ello relaciones (tantos como, méas que, menos que,
y orden cuantitativo) y operaciones o cambios (afiadir, quitar, ver
cuantos faltan, doblar, repartir...)

* gue de ninglin modo estas actividades se planteen alos alumnos des-
pués del conocimiento y uso sistemético de sus grafias. Primero
debe ser la construccion mental de la nocion del nimero seguida de
su expresion verbal, y sélo después su representacion escrita, que en
la clase no ha de ser sino un simbolo de un contenido previo.

De la forma en que se realicen estas actividades dependera € tipo de
conocimiento que los nifios y nifias tengan de los nlmeros, y éste se desarro-
llara tan intimamente ligado al aprendizaje del calculo que durante toda la
primaria serd ya précticamente inseparable de él.

3. ESQUEMA DEL PROCESO DE APRENDIZAJE DE LOS
NUMEROSY DEL CALCULO

Detallaremos el proceso que siguen los nifios y nifias en la construc-
cion de la nocién de cantidad, teniendo en cuenta que no podemos aplicarlo
estrictamente en el orden en que lo planteamos ya que, como todo proceso
vital, se realiza de forma distinta para cada persona, y por tanto Gnicamente
lo damos a titulo orientativo.

Manipulacion de objetos sueltos.

Contaje de uno en uno, y finalmente de forma inclusiva.

Series numéricas y primeras correspondencias.

Relacién entre dos grupos de objetos, por criterios de mas, menos

oigual.

5. Clasificacién de diversos grupos de objetos o dibujos basandose,
como criterio, en la cantidad de elementos que los forman, mas
alla de las apariencias.

6. Ordenacion de conjuntos de objetos teniendo en cuenta la canti-
dad de sus elementos, més alléa de sus cualidades perceptivas (vo-
lumen u otras).

7. Expresion verbal de las acciones redizadas y de |as relaciones numé-
ricas descubiertas. Primer vocabulario numérico oficia en laclase.

8. Identificacion de la grafia correspondiente a la cantidad de ele-

mentos de un grupo, en el entorno inmediato y luego en activida-

des escolares. Uso correcto de la misma para expresar nimeros

(cantidades) conocidos.
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9. Imaginacién de cantidades (menores que 10) sin necesidad del
material.

10. Reconocimiento practico de cambios de cantidad con ayuda del
material, es decir, primeras operaciones (antes nombradas).

11. Lasmismas operaciones realizadas mental mente con estimacion o
en forma exacta.

12. Interiorizacion del orden correcto en la serie numérica (anterior,
siguiente,...).

13. Resolucién de problemas o juegos sencillos en que intervienen
cantidades.

14. Primeros pasos en el célculo escrito, usando distintas expresiones
(flechas, diagramas, tablas,... y nUmerosy signos). Estos Ultimos
de relaciones (mayor, menor, igual o desigual) y de operaciones.

15. Redlizacién de las operaciones, tanto mentales como escritas, en
formadirectay en formainversa.

16. Organizaciony expresion de cantidades mayores que 10 en labase
de numeracién decimal. Valor de posicion de las cifras. Cambios
de unidades.

17. Précticade todas las operaciones conocidas con niimeros grandes,
primero con material (regletas), y después por escrito, utilizando
los algoritmos o con calculadora, segun previa opcion del equipo
docente.

18. Resolucién de problemas rel acionados con los nimeros, de diver-
sos tipos.

Notas: Los items del 1 a 11 corresponden aproximadamente ainfantil y primero de
primaria. Del 12 en adelante son propios de primaria.

Una vez superados todos estos pasos para con |os primeros nimeros
naturales, es conveniente repetirlos (insistimos, también los que serefieren al
uso de materiales manipulables) a introducir los fraccionarios y decimales.

[lustramos algunas de estas actividades con |la presentacion de los ma-
teriales correspondientes.

4. CRITERIOSMETODOLOGICOSPARA TRABAJAR EN EL
AULA

Teniendo en cuenta el proceso antes descrito, podriamos preparar acti-
vidades, de acuerdo con los criterios siguientes:

 Trabajar con diversostemas: experiencias de lavidacotidiana, cons-
trucciones creativas, juegos l6gicos y numéricos, cuentos 'y proble-
mas de solucion libre, sin utilizar todavialas grafias de los nimeros.
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» Usar una gran variedad de materiales manipulables. bolas, piedras,
dados, dbacos, regletas, calculadora.

» Enfocar las actividades desde diferentes contextos, y no solo en
clase de matematicas.

 Usar distintos lenguajes gréficos para expresar las acciones realiza-
das: dibujos, esquemas, flechas, y simbolos sencillos inventados por
los mismos nifios, antes de introducir la escritura numérica con ci-
frasy signos mateméticos.

» A partir de primaria introducir la calculadora, para mejor conoci-
miento de la base decimal y para fomentar el calculo mental.

» Asegurar la coherenciay continuidad entre el trabajo de infantil y el
de primaria.

5. CONCLUSION

Finalmente, conviene tener en cuenta que sélo podremos redlizar 10
gue acabamos de exponer si sabemos despertar €l interés de nuestros alum-
nos. Si ellos no tienen un interrogante en la mente, esa mente no se pondra
en marcha hacia un camino de busqueday descubrimiento propio. La moti-
vacion es esencia en todo aprendizaje; también en el de las matematicas.

Los nifios no solo pueden, sino que han de ser felices haciendo mate-
méticas. Pero |os nifios no seran felices si nosotros no 1o somos. Nuestras cla
ses son un lugar de encuentro con los nifiosy nifias, humano y vital, en el que
se transmiten conocimientos sobre las materias que deseamos que aprendan,
pero se transmiten pero sobre todo actitudes, sobre estas materias. Si €l o la
maestra no tiene una actitud favorable hacia las mateméticas, muy poco
podra hacer con ellas. Nosotros hemos de ser felices haciendo matematicas.
Es algo esencial.

Tenenos que compartir €l deseo implacable de trabajar para que la en-
seflanza de las mateméticas en la escuela vaya mejorando, aunque sea poco
apoco, pero siempre hacia adelante, y creemos que algun dia, de alguna ma-
nera que no alcanzamos a ver, este suefio sera realidad.
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Este capitulo, los epigrafes 1 y 2, ofrecen una vision de las bases de
partida en los desarrollos de los temas que se citarén. En € 1 se formulan las
bases y las condiciones necesarias para desarrollar plenamente las activida-
des que se propongan. Son el recordatorio de ideas que se supone aceptadas
por todos y que, a modo de axiomas, sirven de puntos de arranque para for-
mular adecuadamente |las propuestas de trabajo escolar para que éste sea, re-
amente, unaactividad matematica. En el 2 se gjemplifican esasideas con ini-
cios de desarrollos de temas particulares. El epigrafe 3 sobre geometria
deberia comenzar por los epigrafes 1. Se pretende mostrar jemplos de trata-
mientos escolares que se gjustan a aquellos epigrafes 1. Por tanto, no puede
ser un recorrido detallado por todos |os cursos de la Educacion Primaria. Aun
asi, el nimero de figuras que se presentan en ella resulta excesivo; € tema

El sentido de la matematica en |

59



by
c
]
@
3]
=
=
=
5]
=
by
)
©
o
S
=
2
W

60

Aprender matematicas. Metodologia y modelos europeos

rio demasiado largo, y los detalles, prolijos. Por ese mativo tenemos que li-
mitarnos a hacer referencia alos titulares, junto con algiin comentario sucin-
to sobre algunos de ellos.

1. PRINCIPIOS QUE SE ACEPTAN COMO BASE
1.1. Sobrela Matematica

1.1.1. LaMatematica no se produce, ni existe, en e mundo sensorial que nos
rodea. Solamente esta en la mente de cada uno

La observacion, la descripcion y e intento de comprensiéon de ese
mundo que nos rodea, es un objetivo esencial de la Educacién. Desde cierto
punto de vista podria aceptarse que no hay otro'.

1.1.2. No existe una Matematica para adultos y otra para nifios.
La Matematica es Unica

La Matemética es Unica, pero su estudio presenta distintos niveles. El
alumno de Primaria puede observar que si divide las sucesivas potencias de
10 por € divisor 7, los restos se repiten periodicamente. Més adelante, cuan-
do alcance otro nivel mental, ese mismo alumno podra entender la con-
gruencia de Fermat sobre la cuestion general. Son dos niveles distintos, pero
el capitulo de la Matemética es el mismo. Y cosa parecida puede decirse en
muchos campos de la Matematica tradicionalmente evitados en Primaria:
Probabilidad, Teoria de Juegos. Teoria de Grafos, Optimizacion, Topologia,
Programacién Lineal, etc.

1.1.3. En cada tema de estudio, la distincion, si se hace, entre Mateméatica
elemental y Matematica superior, es arbitraria, no objetiva

Por regla general, cada uno considera elemental todo |o que dominay
superior lo que le resulta confuso o le es desconocido. Quien todavia no uti-
liza con seguridad la técnica de la division de naturales, toma la «prueba del

1 El Profesor no debe olvidar que por fina e insistente que sea tal observacion, no
obtendra Matematica como se obtiene petréleo de un pozo adecuadamente colocado.
Lo que nos da esa observacion del exterior es motivosy materiales para plantear pre-
guntas sobre su funcionamiento, y las respuestas se obtienen mediante una actividad
mental que es matemética.
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9» como un truco que le han dado, procedente de un conocimiento superior;
pero, cuando comprenda los criterios de divisibilidad, sabra que esa prueba
es falible y descubrirg, por si mismo, en qué casos puede fallar. A partir de
entonces ese conocimiento? pasara a ser elemental.

1.1.4. La Matemédtica tiene un modo peculiar de razonar que la caracteriza

Eso que caracteriza a razonamiento en Matematicas es la demostra-
cion, inaccesible para el alumno de Primaria. Pero éste tiene métodos de ra-
zonamiento propios, no bien explorados ni conocidos todavia, que le permi-
ten redlizar ciertas actividades mentales, imprescindibles en la Ciencia Ex-
perimental y facilmente provocables en el campo matematico: Formular
claramente una situacién, enunciar 1o que se busca, experimentar, observar
los resultados de la experimentacion, sugerir una ley, comprobar si esa con-
jetura que formul6 falla en algun caso, comunicar 1o encontrado,... Mucho
de todo eso es comiin ala Ciencia Experimental y alaMatemética. Por tanto,
laimposibilidad de la demostracion no impide que en la etapa de Primaria se
recorra un largo camino matematico.

1.1.5. En todo capitulo de la Matematica existe, explicita o subyacente,
una idea central: eslaidea de funcién

Puesto que la Matemética se construye, se formulay se comprende, en
términos de funcidn, parece obligado que a las actividades didacticas se les
de esa misma orientacion.

1.2. Sobre el material escolar y la construccion de conceptos

1.2.1. El material se debe utilizar como un punto de partida y un punto de
apoyo pero sin pretender que, en si mismo, pueda contener concepto
matematico alguno

Este apartado esta incluido en el 1.1.1. y admite las mismas observa-
ciones que en aguel se hicieron. Materiales sensoriales, imégenes, simbolos
escritos u orales, son los instrumentos de que nos servimos para expresar
nuestro conocimiento, pero después de adquirido. Se piensa, generalmen-
te, que lamanipulacion previadel material sirve parapresentar |os problemas
einiciar un estudio que es mental, sin presencia del material.

2 Por esa concepcion, relativamente subjetiva, de la elementalidad conceptual, obli-
gar adesarrollar Cuestionarios fijos para cada grupo de edad no es |o més acertado.
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Una vez adquirido el conocimiento, es cuando se puede volver ala
observacion y ver reflejada en el material la matemética construida.

1.2.2. La construccién de un concepto no se hace como abstraccion de las
propiedades del material, sino a partir de la actividad mental que el
alumno realiza con su ayuda

Este apartado es la repeticion de los dos dltimos parrafos explicativos
del punto anterior. Las propiedades del material estan ligadas a su presenta-
cioén fisica (forma, color, constitucién, volumen, etc.), mientras que los con-
ceptos matematicos son mentales

1.2.3. Laconstruccién de un concepto exige la total familiaridad previa con
las partes que lo constituyen

Puede parecer unatrivialidad pero en la practica no se atiende lo sufi-
ciente aello. Por ejemplo, se dan técnicas para operar con fracciones cuando
alin no se hainteriorizado la propia idea de fraccion. De ahi las confusiones
constantes que tienen muchos alumnos entre unas operacionesy otras.

1.2.4. Todo lo que se consigue dominar ha tenido una preparacion remota

Es frecuente que a alumno se le presente ala vez un concepto, € voca
bulario técnico del caso, e simbolismo que se utiliza, la operativay sus aplica
ciones précticas. Es imposible que en la Primaria se asmile todo eso smulté&
neamente. Hay que procurar que lo que se quiera presentar para su aprendizaje
no sea totalmente nuevo, 1o que se puede conseguir si, desde antes, se han ido
haciendo aproximaciones sucesivas. En el epigrafe 2 se vera algin ejemplo.

1.3. Sobre € perfil del profesor®

1.3.1. El profesor conoce, siquiera sucintamente, la evolucion histérica de
los conceptos fundamental es de la Matematica

No sera necesario que estudie ampliamente o que se llama Historiade
las Mateméticas, pero en lo que concierne alos conceptos de Primariasi debe

3 Este epigrafe (1.3.) es una version muy reducida de un trabajo que en su dia se
[levé a cabo por los Profesores Pérez Fernandez, Gimeno Sacristan y e firmante.
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saber que en muchos de ellos emplea los mismos nombres que tuvieron en
Grecia, aunque laidea que expresan hoy es muy distinta de la de entonces.
Aungue ese conocimiento no lo transmite, debe tenerlo, como tantos otros.
Un gjemplo se pone de manifiesto en la palabra «area» o en la «ecuacién».

1.3.2. Domina los contenidos del curriculum y conoce su proyeccion mate-
matica posterior a la Primaria

Para transmitir y ensefiar no basta el conocimiento somero de los con-
ceptos; es imprescindible un grado de dominio grande para mostrar clara-
mente o mas sencillo. En Primaria, en especial, se requiere que el Profesor
conozca las repercusiones posteriores de [o que ensefia. Un g emplo: conoce
el teorema de Pitégoras, pero quiza alguno ignore que su importancia estriba
en que es lajustificacion de que se pueda medir longitudes como |o hacemos
habitualmente. Deberian examinarse los conceptos de Primaria con esa vi-
sion posterior.

1.3.3. Sabe aplicar el proceso caracteristico de investigacion en
Mateméaticas al trabajo escolar diario

Lo que se dijo en 1.1.4. es aplicable agui. Orientaciones de la activi-
dad como las que ali se expresan constituyen, también, una preparacion re-
mota del tipo sefialado en 1.2.4 para que €l alumno alcance un desarrollo
apreciable del sentido critico; distinga lo que es un argumento de lo que es
una demostracién, una opinidn o una conjetura; distinga entre definicién y
convenio; sepa expresar algiin breve comentario sobre un tema de Matemé-
ticas; sepa exponer, coherentemente escrita, la resolucion de un problema;
sepaleer un libro de Matematicas con cuestiones a su alcance, €tc.

1.3.4. En su trabajo didactico sabe utilizar adecuadamente el auxilio de la
Tecnologia

Paraello no hay que olvidar o sefialado en 1.2.1., puesto quelo que la
Tecnologia aporta es instrumentos. Es la palabra «adecuadamente» lo que
pretendemos subrayar en este apartado.

1.3.5. Sabe proponer y desarrollar cuestiones que introducen los problemas
y técnicas actuales

Es una continuacion natural de 1.3.3. Hay multitud de situaciones tra-
tables en Primaria que se presentan en los problemas de optimizacion, en la
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Teoria de Juegos, en la Programacion Lineal, en Topologia, en el clculo de
méximosy de minimos, en la formacion de estructuras algebraicas, en la Te-
oria de Conjuntos. Parece deseable que la Escuela de hoy muestre problemas
y hechos de hoy,

2. SUGERENCIASDE INICIOSDE ALGUNOSTEMAS
2.1. Uso dedistintos sistemas de numeracion
2.1.1. Escritura de los nimeros naturales

El problema de escribir un nimero dado en un sistema de numeracion
dado es un problema de optimizacion. Escolarmente puede plantearse de va
rios modos, como todo. Por gemplo, con una historia oral: «Hubo una vez
un pais en el que el valor de las distintas monedas era el mismo que el delas
distintas potenciasde a(a= 2, 3, 4,.....). Como éstas:

27/ [o][3] 1

La Ley obligaba a hacer los pagos con el menor nimero de monedas
posible. Fabricad monedas como esas (las que vayais necesitando) y vamos
avivir un rato como los comerciantes de entonces.» ¢Como pagar 31? ¢637?
Desde aqui se puede seguir descubriendo las ideas centrales.

O bien: cada alumno tiene ante si cartones, o simples dibujos, en los

gue puede poner fichas.
16] [8] 4] 2] 1

Con cada ficha anota tantos puntos como marque el carton en el quela
sitée. El problema es de optimizacién: emplear el menor nimero de fichas
posible parareunir los puntos prefijados. Se escribira cuantas fichasy en qué
carton hay que poner. Asi, apareceran escrituras como 11010, 10011, etc. Se
ve gque ante cada una caben tres preguntas, que son: ¢como se lee? (uno, uno,
cero, uno, cero, por gemplo); ¢qué significa? (que hay unafichaen 16 , una
ficha en 8, ninguna en 4, unaen 2 y ninguna en 1); /cuantos puntos gana?
(ahoralarespuesta exige operar : 16+8+2).

Desde ese principio se puede seguir cuanto quiera el Profesor, utili-
zando distintos valores paralabase a. En cada caso, un vocabulario como «el
juego del 2», «el juego del 3», etc., resulta muy descriptivo. (¢Qué significa
la escritura 10? ¢En qué juegos se podra hacer la jugada 13027?, etc.).
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2.1.2. Adicién y sustraccion

La razon de operar en distintos sistemas es que se comprende, real-
mente, la técnica que luego se utiliza para sumar o restar nimeros de varias
cifras en el sistema habitual de base diez.

En lafigura se usa base 3. En la parte superior estd marcado con & €l
nimero 1202 y en lainferior esta marcado 221. La suma sera el nimero que
resulte después de optimizar lo que se ve.

& && &&
27 9 3 1
&& && &

Todo consiste en descubrir (cosa que se habra hecho en el punto 2.1.
gue tres fichas en una casilla hacen el mismo efecto que una sola en la po-
tencia siguiente. Por tanto no hay que calcular. Eso es lo que luego se dice
«llevar», pero que en base diez no se puede materializar porque el tercer car-
tén ya necesita cien fichas para completarse y en el gemplo solamente 9. Las
tresfichas del cartdon del 1 se quitan y se pone unaen el 3; asi quedan tres en
el 3, por 1o que se quitan y se pone una en...

El resultado final es

&& &&
27 9 3 1
gue se escribe 2200.

2.2. Introduccién al concepto de fraccion

He aqui un modo de atender a los puntos 1.1.5. y 1.1.4. La escritura
X% serd e nombre de una funcién, un operador, una orden: «jmultiplica
por ay divide por b!». S ay b son primos entre si, acttia sobre los multiplos
de by acada uno le asocia un multiplo de a. De la parte % diremos que es

una fraccion.

7
Al escribir y calcular 15Xg =(15x7):5=21 diremos que la frac-
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. - 7
cién acta sobre el nimero 15 (Nota para € lector: escribir 15Xg =21

-
evoca la representacion funcional f: x y, mientras que escribir - X15=21

evocalaf(x) = y). Después de gjercicios de confirmacion, se realizan los in-
versos: ¢Qué fraccion a 21 le asocia 177 ¢Qué fraccidn deshace (0 anuld) la

a
acciondela b’ En particular, se sefidlan las fraccionesinversas unade otra:

una pasa del original alaimagen y la segunda retrocede de laimagen a ori-
ginal. Si se quiere, eslaidea que permite definir la fraccion cociente de dos.

na
Esinmediato el descubrimiento de que las fracciones delaforma P

(ay b primos entre si, n = 1, 2,3,....) son equivalentes. Todas dan la misma
imagen para el mismo NUMero: < g1z 5 e oo dan 12 como ima-
gen de 18.

También es inmediata la ordenacion. Para ordenar las fracciones
5'6'12'8'2 haremos que actlien sobre un nimero adecuado, por g em-
plo 24. Las imégenes respectivas son 36, 4, 14, 15, 30. La ordenacion de

1 7 5 5 3

. o Lot o2
as:tas;es4<14<15<30<36,yesolualflca&ecrlblr6 12°8°2°73

Para buscar unafraccion que se pueda llamar suma de otras dos puede

3 2
procederse como en el gemplo que sigue. Se busca Z+g . Paraéello se hace

actuar a cada una sobre el mismo nimero. Actuando sobre 20, la primera da
como imagen 15 y la segunda 8. La suma 15+8 es 23. Asi se ha pasado del
original 20 a23. ¢Qué fraccion sirve paraello? (cosaya entrenada). Por tanto

3 2 23
—t—=—
4 5 20
Como primera introduccién no seria necesario seguir, pero si se quie-

re pasar ajustificar el producto de fracciones, puede usarse laideade funcién
compuesta de dos. Lafiguraloilustra
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15 ---- 4/5 - — 12 - 2/3-- > 8

¢Queé fraccion hace pasar directamente de 15 a 8? Por eso puede es-
4 2_8

cribirse g 5 = 15 . Se utiliza un simbolo como # para evitar en este mo-

mento €l X, que tiene un significado anterior. Pero a la operacion # se le
puede llamar «producto de fracciones».

Ladivisiéon puede presentarse como marcha atrasy lafigura que sigue

8 . 2

describe la situacion E g .

a5 X - 23— 8

8/15

Setratade calcular a/b. Se da marcha atras desde 8. ¢Qué fraccion pasa
de8aX?(la3/2). Luego X es 8x3:2 = 12. Lafraccién alb hace pasar de 15

12 8 2 12
al2yportantoes - .Asl, - S =-=

15 15°3 15
Més adelante las fracciones seran nimeros, pero para entonces las
operaciones ya son familiares.

2.3. Primera aproximacion al nUmero entero

Un material de apoyo puede consistir en peguefios cartones, como los
usados en 2.1., unos azules y otros blancos (por gemplo). En cada uno hay
escrito un nimero, no todos distintos. Regla para el juego: los cartones azu-
les hacen ganar tantos puntos (no materializados) como sefiale el nimero es-
crito. Los cartones blancos los hacen perder.

Se trabaja con el material. Se toma, a azar, un conjunto de cartones
para hacer una jugada. ¢Cuéntos puntos hace ganar o perder esa jugada? Se
plantea un problema de optimizacion: buscar otra jugada que produzca el
mismo efecto pero con menos cartones; buscar la jugada con € minimo de
cartones. Entre las observaciones que se hagan estard la necesidad de tener
algun cartdn con cero. ¢Requiere alguno de los dos colores usados?
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Paso a simbolismo: para referirse al nimero en un cartdn azul escri-
biremos en laformaat , y escribiremos b- paralos nimeros en carton blan-
co. Con pocos ensayos y observaciones se podrén escribir razonadamente
iguldadescomo 9*+6 + 2 +4"=5" ;3 +7"+4=0;8+9+5"' =12,
etc. Con un gjercicio suficiente, se distingue entre unareferenciaa cartény
unareferencia al nimero que tiene escrito, asi como el signo + del superin-
dice + El cartén es azul o es blanco; del nimero diremos que es positivo o es
negativo. El 0 no tendra signo y estara en un carton de otro color.

Aparecen observaciones sobre la adicion: si todos los cartones de la
jugada son de un mismo color (todos |os nimeros del mismo signo), e car-
tén Unico resultante es... (el resultado es...).

También se puede iniciar una aproximacion a la sustraccion de ente-
ros. Se toman dos cartones, por gemplo los representados por 9+ y por 5-
(Nota a lector: Vd. distingue cuando hablamos de cartones aunque escriba-
mos nUimeros; no dibujamos cada cartdn en figuras por comaodidad tipogréfi-
ca). Problema: puedes afiadir otro carton (y entonces habratres) o puedes re-
tirar un cartén (y te quedaras con uno); en ambos casos, €l resultado ha de
hacer ganar 9 puntos. Pruebas suficientes hacen llegar ala conclusién de que
restar at+ equivale a sumar a- y restar a equivale a sumar a+. No hay difi-
cultad en escribir cosas como 2* -5t + 3 -7 =2+ 5 + 3 + 7* sin hacer
calculos. En su dia, un alumno que haya pasado por esta aproximacion nunca
dird ni se le ocurrird, 1o de que «se pasa un niumero de un miembro a otro
cambiandol e de signo».

Esta claro que no hemos usado nimeros enteros, pero cuando se lle-
gue a su introduccion formal a alumno no le resultaran desconocidas las si-
tuaciones iniciales (Ver e punto 1.2.4.)

2.4. Unainiciacion al vocabulario dela divisibilidad

En € epigrafe de «Geometria en la Educacion Primaria» se conside-
ran, por si mismas, actividades consistentes en desplazarse por € plano si-
guiendo direcciones dadas. Son muy aprovechables parainiciar o apoyar €l
estudio de muchas cuestiones. Un gjemplo:

Cada alumno tiene una tabla como la de lafigura:

27 54 108 216 432
9 18 36 72 144
3 6 12 24 48
1 2 4 8 16
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Por las filas se avanza un paso hacia la derecha mediante x2; por las
columnas se avanza un paso mediante x3. En realidad, en principio, € alum-
no ha de rellenar latabla, en la que solamente ve el inicio, 1. Se recorren iti-
nerarios partiendo de 1 (siempre hacia delante; no se permite retroceder): 1,
2,6,18,36, 72; 1, 3, 6, 12, 24, 72; etc. Vocabulario: de |os nimeros escritos
se dice que son divisores de 72. Ejercicios adecuados. ¢Cuantos divisores
tiene 12?7 oY 7272, etc. ¢Como lo calculas? Si prolongas la tabla, ¢aparecerén
maés divisores de cada nimero? (el nimero de divisores de un nimero es fi-
nito).

Hacemos caminos partiendo de 12: 12, 24, 72, 144; 12, 36, 108, 216;
etc. Vocabulario: 1os nimeros escritos son multiplos de 72. Escribe més mul-
tiplos de 72. Mdltiplos de 18. De 24, etc. Si latabla se prolonga, ¢apareceran
mas multiplos de cada nimero? (el nimero de maltiplos de un nimero esin-
finito).

Sales de 18 para hacer un camino y alavez sales de 24 para hacer otro
camino. ¢Cual es la casilla méas proxima en que se pueden encontrar? Voca-
bulario: ese nimero, 72, es el minimo comun mdltiplo del par (18; 24).
Ejercicios adecuados de consolidacion.

Hay caminos que van sale de 1 hasta 36 y otros que van de 1 hasta 24.
Busca dos que coincidan €l mayor niUmero de pasos posible. ¢En qué niime-
ro se separan? VVocabulario: ese nimero es el maximo comun divisor del par
(36; 24). Ejercicios de consolidacion. Etc.

Estainiciacién permite mucha més extension y ha sido experimentada
desde hace afios con toda clase de alumnos. Siempre con éxito si no se quie-
re obtener més de lo que da de si, que es mucho.

3. LA GEOMETRIA EN LA EDUCACION PRIMARIA

Es lo que recoge € recuadro. La ordenacion del mismo no supone
ningun condicionamiento cronol gico.

G.1. OBSERVACION Y RECONOCIMIENTO DE FORMAS
G.1.1. Observacion de formas en el exterior
G.1.2. Reconocimiento de formas parciales
G.1.3. Sucesion de formas
G.1.4. Reconocimiento de la misma forma en distintos tama-
fios del objeto
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G.2.

G.4.

G.1.5.

G.1.6.

G.1.7.

Reconocimiento de objetos iguales en distintas posi-
ciones

Reconocimiento de imégenes iguales en distinta posi-
cion

Composicion y descomposicion de formas

POLIGONOS.

G.2.1
G.2.2.
G.23.
G.24.

G.3.1.

G.3.2

Reconocimiento y construccién de poligonos
Clasificacion de los poligonos

Estudio particular de las distintas clases de poligono
Relaciones métricas elementales entre lados y entre an-
gulos

G.3. ALGUNAS CONSTRUCCIONES

Construcciones por plegado

G.3.1.1. Construccion de dos segmentos paralelos

G.3.1.2. Construccion de dos segmentos perpendicul a-
res

G.3.1.3. Delamediatriz de un segmento

G.3.1.4. Delabisectriz de un angulo

G.3.1.5. De un angulo recto

G.3.1.6. De un triangulo rectangulo

G.3.1.7. De un triangulo equilatero

G.3.1.8. De un cuadrado

G.3.1.9. De un pentédgono regular

Construcciones de poliedros regulares por trenzado

G.3.2.1. Modelo para construir un cubo

G.3.2.2. Modelo del tetraedro

G.3.2.3. Modelo del octaedro

G.3.2.4. Modelo del icosaedro

RECORRIDOS DE CAMINOS

G.4.1.
G4.2.
G43.
G.4.4.
G.4.5.
G.4.6.
G.A4T.
G.48.

G4.9.

Recorrido de |aberintos

Recorridos de caminos siguiendo distintas direcciones
Cdéculo del nimero de caminos

Recorridos por cuadriculas

Recorridos por distintos reticulados del plano
Construccion de circuitos

Simbolizacién de |os recorridos

Determinacion de la posicion de un punto por sus co-
ordenadas

Recorridos por las aristas de un cubo
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G.5. TRANSFORMACIONES PLANAS

G.5.1. Transformaciones de igualdad

G.5.1.1. Observacion, construccién e identificacion de
traslaciones

G.5.1.2. Construccion e identificacion de simetrias
G.5.1.3. Composicion de simetrias
G.5.1.4. Reconocimiento de rotaciones
G.5.1.5. Igualdad de figuras planas

G.5.2. Otras transformaciones planas
G.5.2.1. Observaciony construccion de homotecias
G.5.2.2. Iniciacion ala semeanza

G.6. CALCULO DE AREAS DE FIGURAS PLANAS
G.6.1. Utilizacion de materiales sensoriales
G.6.2. Utilizacion de imégenes
G.6.3. Cdculo de areas con ayuda de un reticulado del plano
G.6.3.1. Contar unidades de area
G.6.3.2. Formulade Pick
(G.6.3.3. Cdlculos en reticulados no cuadrados

ALGUNAS PRECISIONES

GENERAL: Este epigrafe esté dirigido a lector, quien, seguramente,
sera un Profesor de Educacion Primaria. Por eso, utilizamos un lenguaje di-
recto y general. Cuando escribimos cosas como «a cada par (X; y) le corres-
ponde el par (ax+b; cy+d)» 0 «ese esquema tiene un circuito hamiltoniano»,
u otras de ese tipo, expresamos una idea en «lenguaje-Profesor», que éste
podré traspasar a sus alumnos con €l habitual en el trabajo escolar.

G.1. Durante la ensefianza de las Mateméticas en la EDUCACION
Primaria, el aprendizaje de los comienzos de |la Geometria tiene gran pareci-
do con €l de las Ciencias de la Naturaleza, porque, durante afios, todo cuan-
to puede llamar la atencién del nifio esta en su exterior: luz, sonido, objetos,
formas, colores, tamafios, fenémenos fisicos, le son de observacion (de im-
posicién) diaria. Cuando llega ala EDUCACION Primaria, todo €llo ya lo
tiene observado, aunque no domine el vocabulario convencional adecuado. Y
si ha pasado por la Educacion Infantil, también se le ha hecho distinguir, or-
denadamente, formas, colores, tamanos,...

Respecto a este epigrafe G 1, lo que hace € alumno en EDUCACION
Primaria es consolidar, clasificar y comprender lo que ya habia visto. El lec-
tor sabe de sobra que una actividad como la que sugiere lafigura 1 es un pri-
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mer contacto con laidea de clasificacion (clasificar, hacer clases). Se entien-
de que los triangul os son firmas fisicas (de madera, plastico, papel, etc.). Se
toma uno de ellos y se va colocando sobre cada uno de los demas, haciendo
un montén con los iguales. Se recomienza con otra, y se sigue hasta haber
hecho los montones (clases) a que haya lugar. Lo mismo cabe decir parala
clasificacion segun cualquier otro atributo y sobre la ordenacion (por tama-
fios, por nimero de vértices,...).

G.2. Se hadicho, quiza exagerando un poco, que, «kEn Mateméticas, |0
que no es funcién es vocabulario». En la EDUCACION Primaria mucho de
lo que concierne a contacto con poligonos es vocabulario y hay queirlo pre-
sentando paulatinamente. El Profesor ya sabe recorrer, alo largo de los cur-
sos escolares, la secuencia verbal desde «con puntas», «con cuatro puntas»,
«de cuatro vértices «, «cuadrilatero», las posteriores clasificaciones y las li-
neas notables en cada uno*.

G.3. Las construcciones que se citan en los subepigrafes de G 3.1. no
se trabajardn consecutivamente, sino durante la observacion y € estudio de
los elementos citados para ser construidos. Si se habla, como iniciacion, de
angulo recto, entonces se dira como se construye por plegado un gjemplar y
o mismo para los demas.

Otra cosa es € trenzado para construir algunos poliedros regulares.
Esa comoda técnica no suele citarse con frecuencia y por eso damos como
egjemplo en lafigura 2 e model o, a pequefia escala, para construir €l cubo. La
linea de puntos significa que la tira 1 con cuatro cuadrados y la tira 2 con
cinco, estan separadas. Se comienza colocando la cara E (encima) sobrelaD
(debajo) y luego se sigue el trenzado: 3 sobre 1; 2 sobre 3; 1 sobre 2; 3 sobre
1; 2 sobre 3; cierre (bgjo E).

G 4. Uno de los descubrimientos que se consiguen con actividades de
este epigrafe es € de coordenadas de un punto, fundamental, como se sabe,
en la Matemética y perfectamente utilizable en la EDUCACION Primaria
También se consigue familiaridad con muchos esquemas que, en estudios
posteriores, se le mostraran de nuevo para introducirle en conceptos como
probabilidad, espacio vectorial, concepto de distancia, estudio de grafos, y
otros muchos. Muchos de estas actividades estan pensadas siguiendo la
orientacion dadaen 1 2.4.

4 Serden € estudio de las simetrias axiales y en lamanipul acién de rotaciones donde
cuadrado, tridngulo equilatero, rectangulo, etc., seran observados como invariantes
en algunas de esas transformaciones.
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|.- Se pueden hacerse propuestas como la de la figura 3, en la que se
trata de recorrer caminos desde lasalida, S, y siguiendo las direcciones de las
flechas; cada movimiento llevara desde un nudo hasta otro inmediato. Se
comprueba gque cada paseo desde S hasta M tendra cinco pasos. Se comien-
za por dibujar caminos y luego contarlos ¢Cuantos paseos para ir desde S
hasta cada uno de los puntos de la cuadricula? ¢Cuantos que comiencen por
un paso en ladireccion --- — ?

¢Cuantos que no atraviesen la bisectriz del rectangulo total ? ¢Cuantos
gue ni siquiera latoquen? Luego hay que decir las cosas por escrito (simbo-
lismo). Si D (derecha) y A (adelante), significan cada una un paso en una u
otra direccion, apareceran escrituras como DDIDI, que luego hay que inter-
pretar. En cada punto se destacaralaescrituradel camino con menos cambios
de direccion (el mas comodo). Para M es el DDDII que se sintetiza en (3D;
21) y, puesto que siempre empezamos por la derecha, basta poner (3; 2). Co-
locando la salida en puntos adecuados, |0os caminos tendran pasos hacialade-
recha, izquierda, adelante, atrés. Después de que se haya trabgjado € tema
del epigrafe 2.3., se puede llegar alas escrituras del tipo (a+ ; b+) , (at+; b-)
, (& ;bt), (a;b).

Il. Los esquemas dicotdbmicos y conmutativos son intercambiables,
pero segun el problema a resolver, hay unos més intuitivos que otros. Muy
util es el de lafigura 4. Se recorren caminos siguiendo las flechas y en casa
casilla se escribe el nimero de ellos que la tienen como meta. Asi se ha con-
seguido construir €l tridngulo de Tartagliay el Profesor veracuéles de los nu-
merosos problemas que | o tienen como base puede plantear en su aula., ahora
0 més tarde. Puede insistir: escribamos en cada fila, ala derecha, la sumade
los nimeros de la casillade cadanivel (y seobtiene 2, 22, 23, 24,). Se puede
identificar cada flecha con «cara» o «cruz» de una moneda y hacer recorri-
dos al azar. De ahi a poder resolver problemas de probabilidad en una distri-
bucién bindmica hay un paso. En todo caso, es una gran preparacion para es-
tudios posteriores (ref. 1. 2.3.).

[1l. También se puede ir adquiriendo familiaridad de uso con grafosy
circuitos . La figura 5 repite e conocido juego de Hamilton: Saliendo del
punto sefidlado , ¢hay un camino para pasar por todos los puntos (casas) una
solavezy volver a desalida? Y enlafigura6, se pide estudiar si existe algiin
camino que saliendo de un punto (pueblo) permita recorrer todas las carrete-
ras una sola vez. Sobra dar ningn vocabulario, porque solamente buscamos
gue €l alumno entienda cuéles son los problemas que se plantean en los re-
corridos por grafos. Cuando tenga que tratar con «circuitos» , «ciclos» , «ca-
denas eulerianas» , etc. No partird de la nada.
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Una actividad bien acogido es laexpresadaen lafigura 7. Hay quein-
tentar dibujar cadafigurasin levantar €l [4piz (no es sino otro planteamiento
de lo mismo). ¢Con cudles se puede hacer? No se buscan las condiciones
para ello, sino solamente un primer contacto con estas situaciones.

G.5. Laideafundamental atransmitir es que cada transformacion geo-
meétrica queda definida por una operacién aritmética sobre los pares de nu-
meros gue identifican alos puntos de lafigurainicial. Sumar (restar), multi-
plicar (dividir), cambiar de signo, elevar a cuadrado, cualquier combinacién
de esasy otras operaciones, define una transformaci6n geomeétrica. Por tanto,
hay infinitas transformaciones geométricas’.

G.5.1. Enlafigura 8 el alumno observa |los esquemas. Escribe las co-
ordenadas de los vértices de cada figura. Cuestion: ¢Coémo se pasa de las co-
ordenadas de cada punto de la primerafigura (lamas proximaal origen) alas
de los puntos correspondientes de la segunda? Se encuentra la respuesta: En
lugar de (x; y) se escribe (x+8; y+3). Se da un vocabulario: La operacion que
[leva de un par de nimeros a otro es una suma; €l paso del primer dibujo a
segundo es unatraslacion. En el gjemplo, «traslacién de vector 8 ; 3* )».

Lamismafigura8 sirve paradescubrir latraslacion inversade ladada
¢Como se pasa de la segunda figura ala primera? Y con presentaciones del
mismo tipo, que el lector conoce, se toma contacto con la composicion de
traslaciones.

Se subrayara la relacion entre traslacion (transformacion geométrica)
y suma de enteros (operacién numérica); para cada entero (traslacion), exis-
te un entero opuesto (traslacion inversa); la suma de dos enteros (composi-
cion de dostraslaciones) es un entero (unatraslacion), etc. (El lector sabe que
el conjunto de las traslaciones del plano es un grupo conmutativo).

G.5.1.2. En esta primera aproximacion hemos de reducirnos a utilizar
ejes de simetria particulares, que ocasionan expresiones analiticas sencillas.
Son: un gje coordenado como de simetria, paralelo a uno coordenado, y las
bisectrices de uno u otro cuadrante. Para empezar, figura 9, se pide doblar
la hoja por la recta para calcar la nueva posicion del dibujo (por gemplo,
pinchando en los vértices de modo que queden las iméagenes sefialadas). Ob-
tenida laimagen, se escriben las tablas de coordenadas de |os puntos (origi-
nales, imagenes). Se comparan y se llega a descubrir la correspondencia

5> Resulta obvio que este punto de vista recuerda lo dicho en el epigrafe 1.1.5. En
consecuencia, para cada transformacion no se dgjara de subrayar la transformacion
inversay la compuesta de dos.
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(X, y) —------- — (y; X). Inmediatamente se pide la expresion del paso inver-
so. Esta transformacion es su propiainversa.

El siguiente gjercicio serd de consolidacion : el alumno hace un dibu-
jo formado por segmentos con vértices en puntos de la cuadriculay se le or-
dena hacer la transformacion. En esa misma figura se inicia el vocabulario:
«simetria de ge e» , «gje de simetria», «punto simétrico de otro». Se com-
probaran algunas propiedades de la simetria axial: el gje es la mediatriz de
los segmentos que cada punto forma con su simétrico ; estos segmentos son
paraelos entre si. Propiedades que le serviran para decir algunas veces que
lo que tiene delante no es una simetria.

Del mismo modo se estudiaran las simetrias de gje el de abscisas, 0 €
de ordenadas, 0 una recta paralela a uno u otro de ellos. Se termina con un
trabajo como €l delafigura 10. (Como hallar lafigurasimétrica, si el gje no
es ninguno de los estudiados? Se observa la solucion antes de obtenerla di-
bujada: poniendo un espejo adecuadamente; después se aplican las propieda
des estudiadas anteriormente

G.5.1.3. Sobre una hoja cuadriculada se presentan dos gjes, paralelos
auno de los coordenados; el alumno hace un dibujo, a partir del cual llegaa
descubrir que la compuesta de esas dos simetrias esunatrasacion y afijar el
vector de ésta . Después, se presenta la hoja cuadriculada de la figura 11
donde solamente apareceran €l origen y el dibujo (1°). Hay que halar € di-
bujo simétrico del (1°) respecto del ge Y; para empezar, escribiendo tablade
coordenadas, y después haciendo el dibujo. Asi aparecera (2°). Luego se
busca el simétrico de (2°) respecto alabisectriz del primer cuadrante (3°) Se
ve que € paso directo de (1°) a(3°) es (x; y) ----- — (Y; X). No es una sime-
tria, porque carece de las propiedades estudiadas en G 5.1.2. Tampoco es una
traslacion.

G.5.1.4. Escontinuacion inmediata del anterior. El alumno ha experi-
mentado con rotaciones, aunque sin utilizar su nombre. Ahora conocera su
origen como compuesta de dos simetrias de gjes con punto comin , y tam-
bién el vocabulario usual.

G.5.1.5. Un ¢gercicio sobreigualdad de figuras que encierra otras con-
sideraciones, es el siguiente: Se dan cuatro puntos gue correspondan a los
vértices de un triangulo equilétero y su centro. Se pide dibujar tres segmen-
tos, con extremos en los puntos, de modo que ningln punto quede aislado.

El sentido de la matematica en la ed
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En lafigura 12 hay tres soluciones; son tres formas, pero dos de esas figuras
son geométricamente iguales. El problemaes: ¢cuéntas formas se pueden di-
bujar? ¢Cuantos modelos distintos?

El mismo problema es interesante con cuatro puntos, vértices de un
cuadrado y € trazado de tres segmentos, asi como con cinco puntos (vértices
de un cuadrado y el centro) para dibujar cuatro segmentos. Nétese que si se
da una hoja ya completada con todos |os dibujos posibles, se podria emplear
en los comienzos para el epigrafe G.1.6.

Y paralabusgueday reconocimiento de transformaciones de igualdad
(isometrias) es enriquecedor €l gercicio de buscar las isometrias que trans-
forman un tridngulo equilétero en si mismo, o un cuadrado, o un rectangulo,
o un poligono regular distinto de los dos citados

G 5.2. Con laidea de que toda transformacion se define con una ope-
racion numérica, es elemental ensayar la (X; y) ---- — (ax; y) 0 su analoga

(X; y) -=------ — (x; by). Inmediatamente surge el ensayo de su compuesta
(x; y) -------- — (ax; by). En particular, nos detendremos en la homotecia
(X;y) - — (kx; ky). Podemos hacer observar sus propiedadesy final-

mente estudiar las compuestas de homotecias como esa con transformacio-
nes de igualdad. En la figura 13 se presenta la correspondiente a la com-
puesta de la homotecia (centro en el origen) de razén 3 con la traslacion de
vector (8; -2). Se sobreentiende que, en principio, se muestra solamente el
poligono origen para que sea el alumno quien realice las figuras correspon-
dientesy las observaciones adecuadas. Se finalizara haciendo un resumen de
las propiedades de la semejanza'y dando el vocabulario pertinente.

G.6. La ordenacién del trabgjo puede ser la sugerida por los subepi-
grafes destacados en G.6 pero, fiel a 1 1.5., e lector entiende que la palabra
«area» expresa una correspondencia desde €l conjunto de las figuras planas
(En EDUCACION Primaria) hacia los nimeros reales positivos (racionales
en EDUCACION Primaria). Entre ellas, que la eleccion de lafiguraalaque
corresponde 1 es arbitraria . Por tanto, €l &rea de cada figura depende de la
unidad elegida. Para resaltar esa idea parece conveniente presentar trabajos
en distintos reticulados del plano y no sdlo en cuadriculas, como seve en las
figura 14 y figura 15. En todo caso, € alumno comienza por contar las uni-
dades de area encerradas por el borde de cada poligono y trabgjard apartir de
ahi. En la hoja cuadriculada observard o comprobara las formulas usuales
para los poligonos convexos que aparecen en ella. Con todos los de la hoja
Se propone unainvestigacion: se forma una tabla escribiendo para cada poli-
gono tres datos: 1°) €l area, obtenida contando unidades de area, (S); 2°) €
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nimero de nudos de la cuadricula que tiene el borde del poligono, (B); 3°) €
nimero de nudos que aparecen en €l interior del poligono, (I). Confecciona-
dalatabla, setrata de encontrar unarelacion entre |os tres nimeros que sirva
para todos |los ejemplos (formula de Pick®).

El mismo estudio, hecho en la hoja triangulada, hace ver enseguida
gue las formulas obtenidas anteriormente no sirven ahora. En esta se-
gunda hoja, €l érea del tridngulo equilétero se expresa por €l cuadrado de la
longitud de su lado (la unidad de longitud es el lado del tridngulo elemental).

1
Laférmula de Pick?, hallada en la primera hoja como S = 5 B+I1-1, apa
rece en lasegundacomo S=B + 2| —2. No es necesario ir mas ala, ni apren-
derse ningunaférmula. Las que se usan en la préactica son las que conocemos,
pero laensefianza esté para saber cdmo son las cosas. Lo que aplicamos, casi
siempre son casos particulares de algo que pocas veces se muestra al alum-
no.

Con actividades analogas se estudiara la posible composicion y des-
composicion de figuras (propiedad aditivadel érea), las formulas de célculo,
aproximacién para contornos curvos, etc.

6 George Alexander Pick fué un matemético austriaco nacido en Viena (1859) que
murié en un campo de concentracion nazi durante lall GuerraMundial (se cree que
en 1943). Estableci6 larelacion que existe entre los nudos de unamallay el areade
un poligono dibujado sobre ella. Cada punto de interseccién de una recta horizontal
y unavertical se denomina nudo.

7 DE TEMPLE: «Piks formula: A retrospective». Mathematics Notes WSU Vol 32
N.° 3-4, Nov. 1989. FUNCHENBUSCH. «From Euler’s formula to Pick’s formula
using an edge theorem» Americall Math. Monthly, 81, June-July, 1974 p. 647-648.
POLIS. «Pick's theorem extended and generalized» Mathematics tea- chef. May.
1991, p. 339-401.
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RESOLUCION DE PROBLEMAS MATEMATICOS
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3. DESDE LOSANOS OCHENTA

BIBLIOGRAFIA

INTRODUCCION

Las emociones que nos presentan los alumnos cuando intentan resol-
ver problemas matematicos no son, generalmente, muy positivas. Empeza-
mos, entonces, por un ligero desasosiego generado por el término «proble-
ma» y un exagerado rechazo al adjetivo «matematico». De las muchisimas
causas que producen este efecto de repulsa, una de ellas es la falta de prota-
gonismo del alumno en el problema en si. Una de las actividades que més
éxito ha demostrado en la intervencion educativa para hacer participes alos
alumnos, por su accidn metacognitiva, es la invencion-recosntruccion de si-
tuaciones problematicas. Son ellos, y no nosotros, quienes se deben «apuntar
el tanto» del problema matemético, tanto en su formulacion como en su re-
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solucion. Sin embargo, resolver un problema implica demostrar su solucién
0 ausencia de éstay no podriamos prescindir del razonamiento con la expli-
cacion, la verificacion o la comprabacion, por ello es necesario «tantear €l
punto» del «tanto que se han apuntado».

L os resultados de una investigacion?® realizada en Didactica de laMa-
tematica sobre invencion-reconstruccion de situaciones probleméticas, sefia-
lan un incremento significativo en los alumnos de |os grupos experimentales,
en la exposicion de técnicas y destrezas, que sobresalen por el énfasis creati-
vo con el gque se desenvuelven para la construccién y resolucion de los pro-
blemas mateméticos propuestos. Se Ileg6 alas siguientes conclusiones:

» Cuanto mas incompleta se presente una situacion problemética,
capaz de ser reconstruida por €l alumno, mayor eslaposibilidad que
tiene de ser consciente de las relaciones que intervienen en su reso-
lucidn. Las situaciones que se presentan de forma completay termi-
nada debilitan el aprendizaje, al ignorarse la dinamica de relaciones
intelectuales que han intervenido en el proceso de su construccion.

» Lainvencion de situaciones probleméticas permite a alumno des-
cubrir el error y reconocerlo para evitarlo en la construccién de nue-
VOS conocimientos. La concienciacion del error es, para el alumno,
reflexion, y parael profesor, disminucion de laignorancia que posee
sobre [o que sus alumnos desconocen. Tal conocimiento adquiere un
significado que da utilidad a medio en €l que se desenvuelven las
relaciones de ensefianza-aprendizaje. El diagnostico, la deteccion,
correccion y superacion de los errores, como parte legitima de los
procesos de mejora en € rendimiento de la resolucion de problemas
matematicos, ha surgido en un marco conceptual consistente, basa-
do en la aplicacion de metamodelos y model0s?.

1. LA INVENCION, COMO PROPUESTA DE METODO

La Metodologia didactica para € aprendizaje de la matemética consi-
dera a «la construccion» y «el descubrimiento» valores formativos.

«El simple hecho de que al resultado de un trabajo original en el
campo de la investigacion matematica se le llame tanto creacion o in-

1 FERNANDEZ BRAVO, J. A. Efectos de la invencion-reconstruccion de situacio-
nes probleméaticas, en e rendimiento de los alumnos de segundo ciclo de Educacion
Primaria para la resolucién de problemas matematicos. Tesis Doctoral. UNED. Fa-
cultad de Educacion. Departamento de Didéctica. Publicado en CD, 1999.

2 Ver gpartado 3, Metamodelos y modelos de situaciones probleméticas.
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vencion como construccion o descubrimiento, revela toda la multifor-
midad de la experiencia matemética.» (Piaget y Beth)3

Albert Einstein afirmaba que plantear un problema es casi siempre
maés decisivo, cientificamente, que resolverlo. Hay que saber muy bien dénde
esta la dificultad, cual es la deficiencia que intentamos superar o |os obsté
culos que frenan larealizacion de un objetivo nuevo.

Vigostky* a relatar experiencias escolares en la Union Soviética re-
flejalo positivo que es para los nifios inventar situaciones a partir de los di-
bujos de diversos objetos en una hoja de papel. Muestra la pluralidad de al-
ternativas que presenta un solo dibujo ante un conjunto de sujetos, y la ri-
gueza de la variedad de situaciones que se obtienen. Del mismo modo
expone como apartir de una situacion y dejando libertad paralaexpresion de
preguntas, 1os alumnos son més conscientes de las relaciones del problemay
son capaces de analizar sus propios errores.

Aizpulin® juega, desde el principio de variabilidad, con situaciones ca-
paces de algjar €l estereotipo y larutina de la clase de mateméticas en lare-
solucion de problemas. EI alumno inventa y construye, generando ideas
consciente de las relaciones implicitas en la situacion. La comprension de
estas relaciones se da de forma tan natural y profunda que permite la exten-
sién a nuevas situaciones de mayor dificultad. El hecho de que estas ideas se
deban, segiin Aizpun, a Kerschensteiner® y la escasa aplicacion de ellasen la
clase de mateméticas, demuestra que €l reconocimiento de la teoria no im-
plica el asentamiento en la préctica’.

3 PIAGET, Jy BETH, E.W. Relaciones entre la | 6gica formal y el pensamiento real.
Ciencia Nueva. Madrid, 1968, pag. 128.

4 VIGOSTKI, L. S. Aprendizaje y desarrollo intelectual en la edad escolar. Ed.
LEONTIEV y LURIA. Mosct, 1956. Trad. Cast., E. BENITEZ, Psicologia y peda-
gogia. Akal. Madrid, 1973.

5AIZPUN, A. Teoriay Didéctica de la matemética actual . Volumen 2. Vicens Vives.
Barcelona, 1972.

6 Georg K erschensteiner, nacié y murié en Munich (1854 — 1932). Pedagogo alemén
que fijé una estrecharelacion entre lateoriay la préactica educativas. Sus trabajos tu-
vieron mucha resonancia en la primeramitad del siglo XX. KERSCHENSTEINER,
G. Esencia y valor de la ensefianza cientifico-natural. Barcelona, 1930; La educa-
cion civica. Barcelona 1934; Charakterbegrilt und Charaktererziehung. Leipzig,
1919; Autoritdt und Freiheit als Bildungsprinzipien. Leipzig, 1924.

7 «Y laexperiencia dice que estos mismos enunciados (los derivados de lainterpre-
tacion infantil a partir de expresiones matemédticas) son muchas veces punto de
arranque de otras cuestiones importantes, como deben ser auténticamente los verda-
deros. [...] En una segunda etapa, yadirigida, no partiremos de igualdad alguna, sino
gue pediremos enunciados tales que pararesponder ala pregunta planteada hayan de
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Del mismo modo que la encuesta de «L’ Enseignement M athématique»
sobre el método de trabajo de |os matematicos [Publicada por H. Fehr con la
colaboracion de T. Flournoy y E. Claparéde (Paris y Ginebra, 1908)], esti-
mulé y provocé la conferencia de Poincaré en 1909 sobre «lnvencion mate-
mética»® y los trabajos posteriores de Hadamard®, pretendemos que se en-
tienda la invencion de situaciones problemédticas, como método capaz de
desarrollar la actividad mental en la resolucion de problemas, garantizando
la autonomia de las sucesivas construcciones.

2. METAMODELOSY MODELOSDE SITUACIONES
PROBLEMATICAS

Fernandez Bravol©, encuentra seis clases de metamodelos!, y cuaren-
tay nueve modelos:

realizarse operaciones fijadas; por gjemplo, pediremos enunciados que exijan una
adicion y una multiplicacion; que exijan dos adiciones; una sustraccion y una multi-
plicacion, etc. Esta actividad permite profundizar en muchas direcciones en el estu-
dio de las propiedades de las operaciones, porque a no precisar € orden en que se
exigen un alumno puede dar como esguema de su enunciado (a x b + c), otro dar
como esquema del suyo a. (b + ¢), etc., y los modos como hay que aterar un enun-
ciado para pasar a otro motivan observaciones de |os alumnos ricas en consecuen-
cias. Este modo de proceder hace que los nifios comprendan en profundidad 1o que
es un problema, porque los han planteado antes de tener que resolver otros que le
proporciona el Maestro y asi nunca son trampas engorrosas que se le presentan.
[...]Después de la etapa que se ha descrito, resulta muy conveniente que |os nifios su-
perpongan un problema a otro u otros varios para redactar finalmente un enunciado
total. De esta manera nos encontramos con que los problemas que plantean y resuel-
ven los nifios acaban pronto por ser mucho més «dificiles» que los que suelen apa-
recer en las colecciones de problemas escolares. [...] Tradicionalmente, es sblo el
Maestro quien plantea los problemas, y se le suele aconsegjar que |o haga utilizando
estrictamente los datos precisos. El adulto que estudia Mateméti cas sabe que asi apa-
recen también los que se le ofrecen a él y este convenio tiene como base més lo que
suele llamarse elegancia de planteo que otra cosa. Pero ni en el mundo de lainvesti-
gacion ni en el de las aplicaciones, ni aun siquiera en el de las relaciones humanas,
surgen los problemas con tal limpieza conceptual de enunciado, sino que es el pro-
pio investigador quien ha de seleccionar |os datos prescindiendo de |os superfluos o
eliminando los contradictorios.» (AIZPUN, A. Teoria y Didactica de la matemética
actual. Volumen 2. Vicens Vives. Barcelona, 1972, pags. 127-129)

8 POINCARE, H. El valor de la ciencia. Espasa-Calpe. Buenos Aires, 1946

9 HADAMARD, J. Psicologia de la invencion en el campo matematico. Espasa
Calpe. Buenos Aires, 1947

10 FERNANDEZ BRAVO, J. A. Técnicas creativas para la resolucion de problemas
matematicos. Ciss/Praxis Barcelona, 2000

1 Entendemos por «Metamodel os» cada una de las distintas clases de «modelos de
situaciones probleméticas», presentadas a la actividad del alumno, capaces de gene-
rar ideas validas para lainvencién, reconstruccién, formulacion, planteamiento y re-
solucion de problemas mateméticos.
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GENERATIVOS. Deben ser las primeras situaciones a las que se en-
frente el alumno, aunque no tienen que ocupar Unicamente esos pri-
meros lugares. Desarrollan la confianzay seguridad de los alumnos en
si mismos. Ayudan agenerar ideasy a utilizar el razonamiento 106gico.
La operacién queda subordinada a pensamiento, del que se desprende
divergenciay flexibilidad. Ayudan a percibir |a estrategia como viade
soluciény abuscar, a posteriori, la operacion valida para dar cuerpo a
proceso de resolucién. El nimero es algo secundario. Permiten retener
el desafio central a partir del cual se reflexiona. Se percibe la impor-
tancia de la ausencia de arbitrariedad en los problemas. Se desarrolla
laatencidn, la actitud critica, 1a capacidad de tolerancia, colaboracion
y solidaridad respecto alas ideas de los demas.

De ESTRUCTURACION. Ayudan a estructurar mentalmente las par-
tes que componen el problema: enunciado, pregunta, resolucién, solu-
cion. Se percibe laimportancia de cada una, larelacion quetieneny la
no-arbitrariedad entre ellas. Al implicar a alumno en la construccion
del problema interpreta mentalmente la situacion problemética, utili-
zando las operaciones mateméticas como instrumentos para la resol u-
cion de las estrategias elegidas; distingue la solucion del problema de
laresolucién de éste y es capaz de estimar con razonamiento l6gico la
validez del resultado debido a que ha utilizado la reversibilidad de los
procesos operativos como técnica de verificacion. Se es consciente de
que un mismo resultado se puede corresponder con diferentes situa-
ciones planteadas; donde un alumno suma, otro resta. Del mismo
modo se es consciente de que una misma operacion o conjunto de ope-
raciones da lugar a la creacion de una amplia diversidad de situacio-
nes. Se observan interesantes razones para respetar las ideas de los
demas.

ENLACES. Ayudan a encontrar la concordancia | 6gica entre enuncia-
do-pregunta-solucion; se trabaja con variables de relacion entre estas
partes: variables sintacticas, |6gicas, mateméticas, creencias sociales,
experiencias propias. Desarrollan la atencion y la prudencia en el tra-
bajo. Evitan ladependencia de la asociacién de formas lingisticas con
la aplicacion de operaciones. No interviene el azar en la utilizacion de
los datos; se percibe € significado de éstos dentro de la situacion pro-
blematica. Se comprende que no todos |os problemas presentan datos
numéricos y que no todos los datos de un problema son numéricos.

De TRANSFORMACION. Utilizacion de una diversidad de enfoques
y pluraidad de alternativas. Hay un dinamismo de relaciones menta-
les que implican el desarrollo de un pensamiento matematico. Se con-
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solidan conceptos. Se provoca la atencion a los elementos con que se
representan las magnitudes que intervienen en las situaciones. Utiliza-
cion de método de andlisis y método de sintesis. Ayudan a la autoco-
rreccion y a establecer relaciones de semejanza y diferencia entre las
estrategias de resolucion de situaciones probleméticas.

De COMPOSICION. Ayudan a ver € problema como un todo. Emi-
sion de juicios a partir de relaciones multiples. Desarrollan la memo-
rig, la observacion y la capacidad de demostracion; ir hacia atras y
pensamiento reversible. Permiten la autocorreccion. Conscienciade la
necesidad de lectura tantas veces como sea necesaria. Utilizacion de
método de Andlisis, de sintesis y de andlisis-sintesis.

De INTERCONEXION. Extensién de las ideas. Aperturamental en la
aplicacion de los conceptos y operaciones. Desarrollo de la originali-
dad, imaginacion y creatividad. Aportan componentes de interdiscipli-
nariedad y transversalidad. Ayudan areflexionar sobre laldgicaque ha
operado en el razonamiento del proceso de resolucién de un problema
y adistinguir entre lo necesario y lo suficiente.

2.1. Modelos Gener ativos

1. Situaciones sin nimero. Se presenta un problema en cuyo enuncia-
do y pregunta no aparecen datos numéricos. Para llegar a la solucién no se
necesita operacion alguna. ** Se dejan caer, una pelota que esta encima de
un armario y una pelota que esté4 encima de una silla. ¢Qué pelota llegara
antes al suel0? ¢Se han dejado caer las dos pelotas ala vez? ¢Donde has su-
puesto que estuviera la silla? ¢Es el armario mas alto que la silla? ¢Podria
estar la silla en una posicién mas alta que el armario?

2. Informaciones de las que se puede deducir algo. Se presentan in-
formaciones, sin pregunta alguna: Puede ser una frase, una portada de un
libro, un cartel publicitario, una lista de precios,... Larealizacion de la acti-
vidad consiste en deducir ideas y clasificarlas en: 16gicas —aquellas que son
verdad o mentira paratodos-y ho ldgicas; asi como, posibles—muy posibles,
poco posibles— eimposibles. ** Roberto tiene monedas de 5 céntimos de euro
y Sonia monedas de 1 céntimo de euro. ¢Quién de los dos se puede comprar
mas cosas?

3. Situaciones cualitativas. Se presenta un enunciado y una pregunta
con sentido |6gico pero de formaincompleta para llegar ala solucién. Se va
completando todo o que se necesite en la medida en que e alumno lo vaya
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pidiendo.**El lunes lei las 30 primeras paginas de un libro que empecé. El
martes o acabé. ¢Qué dia lei mas paginas de ese libro?

4. Enunciados abiertos. Se le da a alumno una informacion: A partir
de una frase, de una foto, de un dibujo, de un esquema, de un titular de un
periédico, un prospecto, una programacion de television... Su labor consiste
en inventar una situacion problematica en la que utilice esaidea. **Inventa
un problema y resuélvelo a partir de lo que te sugiera una de estas frases:
«Muchos de los accidentes son por culpa del alcohol» « Una buena alimen-
tacion ayuda a no coger mucho peso».

5. Problemas deldgica No interviene el agoritmo. Utilizacion del ra-
zonamiento por deduccion, induccion y analogia. ** Ayer fue Viernes. -Dije
ayer. ¢Qué dia sera mafiana?

2.2. Modelos de Estructuracion

6. Inventar y resolver un problema a partir de una solucion dada. El
alumno creard € enunciado, la preguntay el proceso que se pueda corres-
ponder con la solucién de partida. ** Inventa un problema cuya solucién sea
16 paginas.

7. Inventar y resolver un problema a partir de una expresion matemati-
ca. Creacion de un enunciado y pregunta que se corresponda con el contenido
derelacion aplicativade la expresion de partida. ** Inventa un problema que se
resuelva mediante la siguiente expresion matematica: (16 + 7 - 4) x 5.

8. Inventar y resolver un problema cumpliendo dos condiciones. Llegar
alasolucion daday aplicar lals operacion/es indicadal/s. ** Inventa y resuelve
un problema. Operaciones (+ y -) Solucién: 796 Un dato numérico del enun-
ciado no se debe utilizar en laresolucién del problema (Dato no significativo).

9. Inventar y resolver un problema cumpliendo dos condiciones. Lle-
gar alasolucion que se nos haindicado y utilizar (todos/no todos) |os datos
numericos que se nos han dado. **Elige entre estos datos: « 315, 201, 192,
798, 405 «, para inventar un problema cuya solucion sea 597 sellos.

2.3. Modelos de Enlaces

10. Expresar preguntas y responderlas a partir de un enunciado dado.
Lalabor del alumno consiste en crear preguntas que se puedan contestar te-
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niendo en cuenta, Unicamente, el enunciado de partida. ** Escribe preguntas
gue se puedan responder a partir del siguiente enunciado: «Sonia ha estado
viendo la television 137 minutos. Ramén ha estado viendo la television 29
minutos menos que Soniax.

11. Expresar las preguntas que se corresponden con el enunciado y la
operacion. Se tiene un enunciado y preguntas en blanco. Cada una de esas
preguntas lleva indicada la operacion que se tiene que utilizar para obtener
sus respuestas. ** Escribe preguntas a partir del siguiente enunciado, fijan-
dote en la operacion que tienes que utilizar para responderlas. «Joaquin
tiene dos cuadernos de Plastica. El cuaderno nimero 1 es para pintar y le
ha costado 147 céntimos de euro. El nimero 2 es para recortar y le ha cos-
tado 394 céntimos de euro.» ? Operacién: Sumar; ? Opera-
cion: Multiplicacion; ? Operacion; Restar.

12. Expresar las preguntas que se corresponden con €l enunciado y la
expresién matemética. Se tiene un enunciado y preguntas en blanco. Cada una
de esas preguntas sefialala expresidn mateméti ca que se debe utilizar en € pro-
ceso de resolucion. **Un sefior A gana en cuatro meses 536.000 céntimos de
euro. Un sefior B gana en un afio 1.176.000 céntimos de euro. Un sefior C gana
en 24 meses 4.800.000 céntimos de euro. Sabiendo que las mensualidades de
cada uno son siempre iguales, escribid la pregunta, segiin corresponda:

? (536.000: 4); ? (1.176.000: 12) x 5
? (536.000x 3) ; 2 (4.800.000 :2)

2 (1.176.000 : 4) ; 2 (4.800.000 : 24) x 12
2 (536.000 :4) + 536.000 ; 2 (11.760 : 365)

13. Expresar las preguntas que se corresponden con el enunciado y la
solucion. Se presenta un enunciado con preguntas en blanco. Cada pregunta
tiene una solucion dada. **Escribe la pregunta, segiin corresponda: La ca-
tedral de Sevilla se comenzo a construir en el afio 1402 y se terminG en €l
afo 1519. Su planta es rectangular. La catedral de Santiago de Compostela,
en Galicia, se construy6 del afio 1075 al afio 1128.

? Sol.: 274 afos ; ? Sol.: 4.692 meses
?Sol.: No; ? Sol.: La catedral de Santiago
? Sol.: No se puede saber con los datos que se tienen

14. Inventar un enunciado que se pueda corresponder con una pre-
gunta dada, y resolver €l problema. utilizando todos |os datos del enunciado
/ sin utilizar todos los datos del enunciado. ** Inventa un enunciado y resuel-
ve el problema: ¢Cuantos libros tengo que meter en cada caja sabiendo que
en cada caja hay un libro mas que en la anterior?
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15. Inventar un enunciado que se corresponda con: una pregunta dada
y una solucién dada, y resolver € problema. utilizando todos los datos del
enunciado / sin utilizar todos los datos del enunciado. ** ¢ Cuéntas paginasle
guedan a Susana por leer? Sal.: 32

16. Inventar un enunciado gque se corresponda con: una pregunta dada
y la operacion/es a seguir en el proceso de resolucion, y resolver el proble-
ma. ** [nventa un enunciado para cada una de las siguientes preguntas. Re-
suelve los problemas con la operacién que se indica en cada caso:

¢Cuantas gallinas hay dentro del corral? Operacion: Sumar

¢Cuantas gallinas hay dentro del corral? Operacion: Restar

17. Inventar un enunciado que se corresponda con una pregunta dada
y €l proceso de resolucion dado. ** Se te presentala preguntay el proceso de
resolucién de un problema. Escribe un enunciado que se corresponda utili-
zando tres datos numéricos, y solo tres. ¢, Cuanto cost6 cada regal 0?

570 - 80= 490 ; 570 + 490= 1.060 ;

1060 - 300= 760

Solucion: euro; euro; euro

18. Inventar un enunciado que se corresponda con: una pregunta dada,
la solucion del problema daday los datos numéricos dados que deben apare-
cer en e enunciado. Resolver e problema: utilizando todos los datos del
enunciado / sin utilizar todos |os datos del enunciado. ** Selecciona los datos
numeéricos que se indican para construir el enunciado de los tres problemas
siguientes. DATOS 9, 12, 6, 4, 8, 10, 7

¢Cuantas estrellitas se hicieron para adornar la clase?

Se hicieron 48 estrellitas para adornar la clase

¢Cuantos dibujos pusieron en la pared del pasillo, entre las tres cla-

ses? Pusieron 25 dibujos

¢Cuéantas excursiones hicieron los nifios de tercero mas que |os nifios

de segundo? Hicieron 3 excursiones mas.

19. Inventar un enunciado que se corresponda con varias preguntas
dadas. Se presentan varias preguntas. La labor del alumno consiste en crear
un enunciado, y sélo uno, capaz de dar respuesta a todas y cada una de las
preguntas presentadas.** Inventa un enunciado, y solo uno, que te permita
responder a estas dos preguntas: ¢ Cuantos minutos esperd Luis mas que Ar-
turo? ¢Cuantos minutos esperd Arturo menos que Sara?

20. Inventar un enunciado, y solo uno, con el que se pueda responder,
y mediante las operaciones indicadas, a todas y cada una de las preguntas
dadas. Se presentan varias preguntas acompafiadas de la indicacion de ope-
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racion/es gque se tienen que aplicar para llegar a su respuesta. ** Inventa un
sblo enunciado para que puedas resolver las dos preguntas siguientes, aten-
diendo a las condiciones que se indican: ¢, Cuantos pastel es habia en las siete
bandejas? Operacion: X; ¢Cuantos pasteles quedaron? Operacion: +

21. Inventar un enunciado, y s6lo uno, que se corresponda con: varias
preguntas dadas y |as soluciones que acompaiian a todas y cada una de ellas.
Comprobar el problema. **Inventa un sélo enunciado que se corresponda
con las preguntas y sus soluciones: ¢Cuantos litros de vino hay en los tres
barriles? 290 litros; ¢Cuantos litros de vino hay en el barril A mas que en €l
barril C? 10 litros; ¢Cuantos litros de vino hay en dos de esos barriles? 200
litros

22. Inventar un enunciado, y sélo uno, en € que aparezcan |os datos
numéricos dados: utilizando todos en el proceso/sin utilizar todos en € pro-
ceso, que se corresponda con: varias preguntas dadas y las soluciones que
acompafian a todas y cada una de €ellas. **Elige entre los siguientes datos
para construir un solo enunciado que se corresponda con las preguntasy so-
luciones dadas: 1.050, 3, 9, 12, 150.

¢Cuanto dinero ha puesto cada amigo? 350 céntimos de euro; ¢Cuan-
tas tortillas se han comprado? 3.

2.4. Modelos de Transformacion

23. Cambiar los datos necesarios del problema, que ya ha sido resuel-
to, para obtener una solucion dada y distinta a la que ya se obtuvo anterior-
mente. ** Sara sale de su casa con 2.000 céntimos de euro. Gasta 600 cénti-
mos de euro en el cine 'y 580 céntimos de euro en un taxi para volver a casa.
Antes de coger €l taxi entré en unas tiendas. Volvié a casa con 240 céntimos
de euro. ¢Compré algo en aquellas tiendas? ¢Qué cambiarias del enuncia-
do para que la respuesta a la pregunta anterior fuese: NO?

24. Cambiar los datos del problema, que ya ha sido resuelto, para ob-
tener la misma solucion que se obtuvo anteriormente. Se parte de un proble-
ma facil y posible de realizar por todos los alumnos. Se van cambiando los
datos por otros mas complejos, pero equivalentes, para que no hagan variar
la solucién del problema. **Maria tiene 1500 céntimos de euro. Su papa le
da 380 céntimos de euro. Ahora Maria tiene mucho dinero y decide gastar-
se 590 céntimos de euro en pegatinas. ¢Cuantos céntimos de euro le quedan
a Maria después de gastar se ese dinero en pegatinas? Cambia dos datos nu-
méricos del enunciado sin que varie la solucion del problema. Cambia todos
los datos numéricos del enunciado sin que varie la solucion del problema.
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¢Padrias cambiar un sélo dato del enunciado sin que varie la solucion del
problema?

25. Afiadir o eliminar informacién de un problema, que yahasido re-
suelto, parague la solucion no varie. ** Resuel ve € siguiente problemay, una
vez resuelto, redactal o dejando la minima informacién que te permita llegar
a la solucion del problema sin que ésta varie: «Un sefior, que es duefio de
una tienda, tiene, actualmente, 57 afios y es padre de tres hijos de edades
consecutivas. La suma de las edades de sus hijos es 78 afios. El primero de
ellos nacié cuando este sefior tenia 20 afos, el segundo cuando tenia 21 afios
y € tercero cuando tenia 22 afios. ¢Qué edad tienen, actualmente, los hijos
de este sefior ?»

26. Cambiar los tiempos verbales en los que se expresa un problema,
gue ya ha sido resuelto. Resolver €l nuevo problema. Observar y comparar
las soluciones de ambos.

27. Cambiar lo que sea necesario, y s0lo s es necesario, de un pro-
blema, para que el proceso de su resolucion, que se presenta, sea correcto.
**E| cubo rosa pesa 8 Kg, el cubo azul pesa 12 Kg y € cubo verde pesa 15
Kg ¢Cuantos Kg pesan todos los cubos? 8 litros + 12 litros + 15 litros = 35
litros caben en los tres cubos llenos.

28. Averiguar el dato falso de un problema, dandoles la solucién co-
rrecta. Existe un dato, y solo uno, que no nos permite llegar ala solucién ex-
presada. ** Averigua el dato falso del enunciado, sabiendo que hay uno, y
solo uno, y que la solucion del problema es la correcta. «En una hucha hay
el mismo nimero de monedas de cada clase. Hay doce monedas de 20 cén-
timos de euro, doce monedas de 1 céntimos de euro y doce de 10 céntimos de
euro» ¢Cuanto dinero hay en esa hucha? Sol.: 480 céntimos de euro.

29. Cambiar lapreguntade un problema, que ya hasido resuelto, para
gue lanueva solucion seala misma que la que se obtuvo anteriormente. **Un
nifio tiene en su hucha tres monedas de 20 céntimos de euro, diez monedas
de 5 céntimos de euro y tres monedas de 100 céntimos de euro. ¢Cuéntas cla-
ses distintas de monedas tiene en su hucha?

30. Cambiar €l orden en el que aparecen las proposiciones del enun-
ciado de un problema, que ya ha sido resuelto. Resolver el nuevo problema.
Observar y comparar ambas soluciones.

31. Cambiar la expresion afirmativa/negativa de | as proposiciones de
un enunciado. Se resuelve un problema en cuyo enunciado intervienen dosy

Apuntate un tanto y tantea el punto. Resolucion

95



c
O
‘©
S
o
o
=
c
=
o
©
8
o
c
@©
&
>
o
=
c
©
&
c
=
b
©
&
c
S
.
<

96

Aprender matematicas. Metodologia y modelos europeos

solo dos proposiciones. Una vez resuelto, se niega la primera proposicion, y
s6lo esa. Se crea un nuevo problema que se resuelve. A continuacién, se
niega la segunda proposicion, y solo esa. Se crea un nuevo problema que se
resuelve. El Ultimo paso consiste en negar |as dos proposiciones, se resuelve
el problema resultante. Se observan las dificultades de precisar la solucion,
se comparan las cuatro soluciones. **Juan se gastd mas dinero que Luis.
Luis se gasté mas dinero que Javier. ¢Quién de los tres se gastd mas dinero?

32. Cambiar la conjuncion por disyuncion, y viceversa. Resolver los
problemas. Observar y comparar las soluciones. ** Compraré un kilo de len-
tejas de 560 céntimos de euro/kilo y compraré dos kilos de judias pintas de
870 céntimos de euro/kilo o tres kilos de judias blancas de 720 céntimos de
euro/kilo. ¢Cuanto dinero pagaré por esa compra?

33. Negar las proposiciones del enunciado de un problemay cambiar
la pregunta para que la solucion no varie. Los pasos son los mismos que se
han seguido en € modelo 31, ladiferencia consiste en que el alumno, unavez
realizadas las negaciones, cree una pregunta para todos y cada uno de los
nuevos problemas, tal que su solucidn sea la misma.

34. Buscar la correspondencia enunciado-pregunta-solucion. Se dan
varios enunciados, varias preguntas y varias soluciones u operaciones, des-
ordenadas pero que se corresponden entre si. El trabajo del alumno consiste
en buscar la correspondencia enunciado-pregunta-solucion.

35. Mezclar las preguntas de dos problemas. Se presentan dos enun-
ciados de dos problemas distintos. Las preguntas que se corresponden con
cada uno de estos enunciados se han mezclado generando un sin sentido de
palabras. La realizacion de la actividad consiste en resolver los dos proble-
mas. ** Se han mezclado las preguntas de | os dos problemas siguientes. Des-
cifralas y resuelve los problemas.» Para ir de excursién, 115 nifios contra-
tan dos autobuses. En uno de esos autobuses viajan 57 nifios» «En la biblio-
teca hay 369 libros de cuentos y 235 libros de poesia» ¢Cuantos en la
biblioteca viajan hay ¢, en los otros cuentos? nifios Cuantos libros de auto-
bus y de poesia?

36. Cambiar los datos de un problema, o problemas, dentro del
mismo, o entre ellos. Se advierte al alumno gque todos o algunos de los datos
gue aparecen se han cambiado y no ocupan el lugar que les corresponde. Su
labor consiste en dar respuesta a la pregunta del problema o problemas.
**Ningun dato numérico del siguiente problema esta donde le corresponde.
Resuelve el problema. «Tengo 120 céntimos de euro. Una bolsa de gusanitos
cuesta 80 céntimos de euro. Una bolsa de patatas cuesta 200 céntimos de
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euro. Una bolsa de pipas cuesta 75 céntimos de euro. Me he comprado la
bolsa de pipas, aunque era lo mas caro, y otra cosa. Me ha sobrado dinero.
¢Qué me he comprado?»

37. Mezclar el/los enunciado/s de un/os problemals. Se presenta un
problema cuyo enunciado es un sin sentido porque se ha desordenado, o se
presentan dos enunciados mezclados. Se da al alumno 1o necesario para que
pueda ordenarlos sin ambigiiedad alguna y resolver el/los problemals. ** Se
han mezclado dos enunciados. Sabiendo que los dos problemas tienen la
misma solucion, escribid los enunciados para que se correspondan con sus
respectivas preguntas.» Ayer de lectura 682 céntimos de euro mas que Julio.
Cada 87 céntimos de euro Javier tiene 32. Pagué boligrafo con cuatro libros.
Julio un libro y compré. 6 me costd cada billete de 25 céntimos de euro mo-
nedas de 5000 monedas de 5 céntimos de euro y 30 boligrafos tiene céntimos
de euro» ¢Cuanto dinero me devolvieron?¢Cuantas céntimos de euro tienen
entre los dos?

38. Mezcla de los procesos de resolucion de dos problemas. Se pre-
sentan dos problemas distintos. Se mezclan los procesos de resolucién. La
labor del alumno consiste en identificar cada proceso con e problema co-
rrespondiente.

39. Cambiar las preguntas de un problema por una, y solo una. Se pre-
senta un problema con varias preguntas. La labor del alumno consiste en
buscar una sola en cuyo proceso de resolucion se contesten las demés.

3.5. Modelos de composicién

40. Componer €el/los enunciado/s de un/os problemals a partir de
todos/algunos de los datos que se ofrecen, y resolver la situacion problemé&
tica. Se presentan enunciados tal que desde esa forma de presentacion se en-
cuentran incompletos para dar respuesta a su pregunta. Se presentan fuera del
problema una serie de datos. Larealizacion de la actividad consiste en elegir
€l lugar necesario de los datos para resolver el problema. ** Necesitamos un
detective numérico. A los dos problemas siguientes se les han borrado los
datos. Se sabe cuales son, pero no dénde estaban. Juega a ser detective co-
locando los datos segln corresponda. DATOS 3/21/18/6/8/ 108/ 48

A) En...... muebles, exactamente iguales, hay un total de.....estanteri-
as. ¢Cuantas estanterias hay en.... de esos muebles? Sol.: Un dato del pro-
blema B

B) Un panadero forma dos filas de cestas de pan. Poniendo en |a pri-
mera fila menos cestas que en la segunda. En la primera fila pone... cestas
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con.... barras de pan en cada una de ellas y en la segunda fila pone... cestas
con... barras de pan en cada una de €llas. ¢Cuantas filas de pan hay en la
primera fila de cestas mas que en la segunda? Sol.: Un dato del problema A

41. Completar los datos del enunciado de un problema a partir del
proceso de resolucién. Se presenta un problema resuelto, de cuyo enunciado
se han borrado los datos y se ha dejado el espacio correspondiente para que
el alumno lo complete segln corresponda. ** Escribe los datos que faltan en
el enunciado para que el problema esté bien resuelto: «Sofia se compra... so-
bres de cromos. En cada sobre tienen que venir.... cromos, pero por un error
de fabrica a Sofia le han dado... sobres vacios. ¢Cuantos cromos tiene
Sofia?» 17 - 3= 14 ; 14 x 7 = 98 Sofia tiene 98 cromos

42. Completar los datos del enunciado de un problema a partir de la
solucion de éste. Se presenta un problema indicando su solucion. De su
enunciado se han borrado los datos y se han dejado 1os espacios en blanco.
El alumno completara el enunciado segiin corresponda. ** Completa lo que
falte en el enunciado, seglin corresponda, para que |las respuestas sean co-
rrectas: « A una panaderia llevan 87 barras de pan sin sal y........ barras de
pan con sal. La panaderia vende 182 barras de pan con sal y vende........ ba-
rras de pan sin sal.» ¢Cuantas barras ha vendido en total la panaderia? 251
barras, ¢Cuantas barras |llevaron a la panaderia? 282 barras

3.6. Modelos de | nterconexion

43. Inventar un problema con un vocabulario especifico dado, y re-
solverlo. Seledaa alumno el vocabulario que debe utilizar en lainvencion.
**|nventa un problema en el que incluyas el siguiente vocabulario, y resuél-
velo. Enunciado: «doble», «radiador», «abril» Pregunta: «mes», «dia»,
«agua»

44. Inventar un problema con: un vocabulario especifico y la opera-
cién/es que debe utilizarse para su resolucion. **Inventa un problema en el
gue incluyas el siguiente vocabulario, y resuélvelo mediante una multiplica-
cion y una suma. Enunciado: «doble», «radiador», «abril» Pregunta: «mes»,
«dia», «agua»

45. Inventar un problema con: un vocabulario especifico y la solucion
dada. ** Inventa y resuelve un problema que cumpla las siguientes condicio-
nes. Enunciado: «tecnologia», «manufacturados», «bienestar» Pregunta:
«obreros», «exportacion» Sol.: 1.500 Euros
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46. Resolver problemas que se presentan de forma completa, cuyare-
solucion favorezcea la aplicacién de los conceptos, operaciones 'y relaciones
|6gicas alas necesidades habitual es de desarrollo personal, convivenciay re-
lacion con el entorno: con solucién Unica, sin solucién definida, con varias
soluciones. **Un matrimonio va al mercado. Este matrimonio tiene cuatro
hijos y comen, ahora doce kilos de naranjas por semana, ni mas, ni menos,
solo doce. Hay una oferta de naranjas de la clase A: Una caja de 40 kilos
3840 céntimos de euro. Les parece una oferta interesante cuando comparan
el precio de las naranjas de la clase B: Una bolsa de 8 kilos 1280 céntimos
de euro. Se sabe que las naranjas de la clase B son mejores que las naran-
jasdela clase A. Se sabe que las naranjas de cualquier clase duran exacta-
mente dos semanas. Este matrimonio esta indeciso, quiere tardar el mayor
tiempo posible en volver a comprar naranjasy ahorrar €l mayor dinero po-
sible en la compra gque hagan de naranjas. Podrias aconsegjarles. naranjas
dela clase A o naranjas de la clase B?

47. Seleccionar lainformacion necesaria mediante la consulta de docu-
mentacion. Se presenta una pregunta que, para su contestacion, se requiere la
consulta de diccionarios, textos, enciclopedias,... 0, sSmplemente, salir al patio,
husmear en los listados de alumnos del colegio,... pararecoger lainformacién
necesaria. Como nuestros aumnos pertenecen a segundo ciclo de la Educa
cion Primaria, esimprescindible facilitar el éxito de lablsqueda, en la que mu-
chos de ellos perderian €l tiempo sin rentabilizar € esfuerzo. Paraello, se pone
adisposicion del dumno una serie de fichas elaboradas por €l profesor —adap-
tadas, en nimero y contenido, alaedad del alumno—, entrelas que se pueda se-
leccionar y extraer |os datos necesarios pararesolver el problema.

48. Resolver un problema que se presenta de forma distinta a la habi-
tual. Una poesia, un caligrama, lenguaje grafico: tablas, diagramas; un cuento
breve,... ** ¢ En qué nlmero esta pensando el poeta? Mi cabeza estd pensando,
/ bajo €l sol y con sombrero, / un nimero curioso. ¢Quién lo adivina € prime-
ro? / 9 lo divido por dos, / € resultado es par / y también menor que diez./
Juega conmigo a pensar, / que al dividirlo por tres/ dos menos me quedaran.

49. Relacion entre l6gicay matematica. **jQué raras son estas ca-
[les! En una calle y solo en una todos los nimeros son numeros pares. En la
calle A: no todos los nimeros son pares; B: algunos nimeros son pares; C:
ningln nimero es par; D: son pares todos |os que son pares; E: dos nime-
ros suman 57; F: si sumo los nimeros de esta calle dos a dos siempre me da
un nimero par; G: no hay ninguno que haya en la calle C; H: todos los nu-
meros se pueden dividir exactamente por dos y también todos se pueden di-
vidir exactamente por tres. ;Qué letra representa a la calle en la que todos
los nimeros son pares?

Apuntate un tanto y tantea el punto. Resolucion d
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3. DESDE LOSANOS OCHENTA

Desde los afios ochenta (Hosford, Lesh, Landau, Hamilton y Shoen-
feld, entre otros)12, |a resolucion de problemas constituye una importante re-
flexion como tarea escolar. Podriamos sefialar sus comienzos significativos
en los congresos internacionales de educacion matematica, particularmente
en Adelaida (ICME-4, 1984) y Budapest (ICME-5, 1988), donde se convir-
tié en una corriente esencial para poner en préactica tratamientos didacticos
enfocados a procesos especificos de resolucion. En esta década fue objetivo
principal de la ensefianza de la matemética, seguin la recomendacion del do-
cumento An agenda for action publicado por la Asociacion Nacional de Pro-
fesores de Mateméticas de |os Estados Unidos (National Council of Teachers
of Mathematics). Desde entonces, ha generado unainquietud de intensa buls-
gueda didéactica para evitar las numerosas dificultades que presentan nuestros
alunnos en laresolucién de problemas mateméticos.

Todo planteamiento préctico, reconocido por laensefianza en el apren-
dizaje de la matemética, apoya, al menos sus procesos, en firmes argumentos
gue se pueden inferir facilmente de probadas teorias; dilatados esfuerzos y
anos de investigacion que giran en torno a un objetivo central: mejorar €l
rendimiento de los alumnos en la resolucion de problemas mateméticos!3.

«Nada hay mas importante que ver los caminos de la inventiva, que
son, en mi opinidn, Mas importantes que las invenciones mismas»
(Leibniz)1#

12 HOSFORD, PL. What we know about teaching. Association for Supervision and
Curriculum Development. Alexandria, 1984; LESH, R; LANDAU, M. y HAMIL-
TON, E. Acquisition of Mathematics Concepts and Proceses. Academic Press. New
York, 1983; SHOENFELD, A. Ideasy tendencias en laresolucion de problemas. En
La Enseflanza de la matematica a debate. MEC. Madrid, 1985.

13 SANCHEZ HUETE, J. C. y FERNANDEZ BRAVO, J. A. La Ensefianza de la
matematica. Bases psicopedagdgicas y fundamentos tedricos en la construccion del
conocimiento matematico y la resolucion de problemas. Editorial CCS. Madrid,
2003.

14 LEIBNIZ, G. W. De I’ horizon de la doctrine humaine y La restitution universe-
[le. Edicion de Michel Fichant. Paris, 1991, pég 27.
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Partiendo de la asuncién de competencia o alfabetizacion matematica
como las capacidades de los estudiantes para analizar, razonar y comunicar
eficazmente cuando afrontan problemas mateméticos en una variedad de
contextos y situaciones, analizamos en este capitul o cudles podemos comen-
zar adesarrollar en los nifios de la etapa infantil y qué tipo de actividades y
metodologia seran los apropiados para conseguirlo. Nuestro objetivo sera
que los nifios comprendan y utilicen las matemaéticas a su nivel y desde sus
capacidades intelectuales.

INTRODUCCION

Losnifiosy adultosdel siglo XXI del Primer Mundo vivimos en un en-
torno social caracterizado por € desarrollo y uso de la tecnologia, funda-
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mentalmente las Tecnologias de la Informacion y Comunicacion basadas en
las matematicas. De hecho, las mateméticas, al igua que €l viento que se
cuela por cualquier rendija, estan presentesy se utilizan en todos los &mbitos
de la sociedad. Sin embargo, esta presencia es cada vez mas dificil de perci-
bir por €l ciudadano de a pie debido, por una parte, ala propia dificultad in-
trinseca de las aplicaciones matematicas y, por otra, alafalta de preparacion
matemética adecuada de |os ciudadanos.

Podemos ilustrar el parrafo anterior con una situacion real en la que
simplemente nuestros conocimientos escolares matematicos nos facilitan su
Optima solucién. Supongamos que vivimos en Ciudad Real y queremos visi-
tar en Madrid laexposicion «V1DA de los NUM3ROS»! con motivo del In-
ternational Congress of Mathematicians? que se celebra en Madrid a finales
del mes de agosto. Lo primero estrasladarnos a Madrid, paralo cual, sin du-
darlo, utilizamos € tren de Alta Velocidad; 50 minutos de comodo viaje ver-
sus 120 minutos minimos de viagje en coche, jla tecnologia es asi!

Unavez que tenemos €l billete en nuestras manos observamos que esta
plagado de nimeros y letras, dispuestos la mayoria dentro de una gran rec-
tangulo central en e que ademés aparece una tabla con los datos fundamen-
tales del vigie en tren.
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Este billete impreso gracias a la tecnologia es un canto de alabanza a
|as mateméticas; observemos:

— Desde @ punto de vista geométrico, lo primero que nos llama la aten-
cién son las medidas rectangulares de este papel impreso; éstas son
14,8cm por 8,3cm que al dividirlas nos dan un valor de 1,783, proxi-
mo a 1,618 delarazon aurea. Por tanto, € billete tiene unas medidas
armoniosas que hacen que su tamafo sea agradable ala vista.

— Lalocalizacion de mi asiento en el tren viene expresada por las co-
ordenadas: «coche» y «plaza». Es curioso observar € nimero de
coche de cuatro cifras de las cuaes tres son ceros alaizquierda, ex-
presién que col egialmente hablando no aceptariamos, ya que les pe-
dimos a los aumnos que quiten los ceros a la izquierda «por no
tener valor».

— Desde e punto de vista aritmético observamos la profusion de nu-
meros naturales y decimales, algunos de los primeros acompafia-
dos de letras formando un cédigo alfanumérico como el que indica
el nimero de tren 0 €l nimero de asiento. Los decimales'y su repre-
sentacion en € billete nos obligan areflexionar: ¢se han decantado
por el «punto» o la «coma» decimal? La clave estaen el precio, en
el que se empleala coma.

— iY qué decir de los grandes nimeras! Creo gque en la escuela ningln
maestro se atreveria a escribir en la pizarra nimeros naturales de
tantas cifras como €l que aparece para identificar el billete de ida:
47232195257201110; que sin embargo nos proporciona un buen
caso para nombrar ese nUmero correctamente como cuarentay siete
mil doscientos treintay dos billones ciento noventay cinco mil dos-
cientos cincuenta y siete millones doscientos un mil ciento diez.

— Respecto larepresentacion, se utilizan cédigos empleados en el co-
legio con otro significado, como en € caso de la fecha: 09/08 ¢son
nueve octavos? No. Significa dia nueve de agosto. En esta repre-
sentacion € codigo «/» no significa division, sino mera separacion
de cantidades. Igualmente Ilama la atencién la falta de uniformidad
en larepresentacion de la hora: tan pronto se emplea un «.» para se-
parar las horas de los minutos caso de la hora de salida y llegada,
como se emplean los «:», caso de la hora de compra del billete.

— Respecto a precio, podemos emplear algun tiempo del vigje en ave-
riguar el precio neto del billete conociendo €l total y el valor del IVA
del 7%, o simplemente restando mental mente los datos que nos pro-
porcional el billete.
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Para leer e interpretar este billete nuestros conocimientos de matema-
ticas escolares han sido suficientes.




e
=
(3]
o
e

c

@

o
(%]
[4]
(&)

%
=
=
©
£
(%]
4]

‘©
c
[)
@
o
S
o
@)

106

Aprender matematicas. Metodologia y modelos europeos

Una vez llegados a Madrid Puerta de Atocha debemos trasladarnos a
laBiblioteca Nacional sede de la exposicion. ¢Como hacerlo? Preguntando a
varias personas en la estacion hemos llegado ala conclusién de que tenemos
cuatro posibles caminos:

a) Metro3: linea 1, sentido Pza. de Castilla, estacion Bilbao, donde ha-
remos trasbordo alalinea 4, sentido Parque de Sta. Maria, estacion
de Colon.

b) Autobls* linea 27, parada Pza. de Col6n.

) Cercanias®: cualquiera de las lineas que va hacia Chamartin y pa-
rada en Recoletos.

d) A pie por los paseos de «El Prado» y «Recoletos».

Para tomar una decision por uno de estos cuatro medios de locomo-
cioén, instintivamente buscamos la solucién optima en funcion de las cir-
cunstancias del momento. Asi, si tenemos premura por llegar, la méas répida
eslaopcion deir en Cercanias. Si no nos agobia el tiempo y deseamos dis-
frutar de la zona noble de Madrid, ir a pie es la opcion adecuada. Por Gltimo,
las més econdmicas dentro de los medios de transporte son las opciones
Metro y Autobus, con la ventgja ésta Ultima de ir por la superficie recrean-
donos en los edificios que bordean los paseos de «El Prado» y «Recol etos».

M atemati camente hablando se nos ha presentado un problema abierto,
hemos buscado |os datos iniciales, conjeturado unas vias de solucién y ele-
gido una en funcién de unas variables personales que son nuestras circuns-
tancias. Nuestra competencia en resolucion de problemas nos ha llevado a
buscar todos |os datos y vias de solucion posibles. En caso contrario, nos ha
briamos conformado con la primera opcién que nos hubiesen dado a pre-
guntar: Por favor, ¢como puedo llegar desde aqui a la Biblioteca Nacional ?

Hemos resuelto esta situacion real, nada complicada, con nuestra for-
macion matematica escolar que nos ha dotado de recursos para razonar, re-
solver problemas, comunicarnos, interpretar codigos y representaciones, en
cualquier contexto. Por €llo, cuanto mejor seala competencia matemética al-
canzada a lo largo de nuestra escolarizacion, mejor preparados estaremos
para tomar decisiones y comprender la sociedad tecnificada en la que nos
movemos.

3 Plano disponible on-line: http://www.ortegaygasset.edu/Biblioteca/metro.htm

4 Informacién sobre las lineas de autobuses de Madrid disponible on-line: http: /
www.emtmadrid.es/

5> Informacion sobre Cercanias de Madrid disponible on-line: http: // www.renfe.es /
cercanias/ madrid/
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Pero, ¢qué significa competencia matematica en las edades de tres a
seisafos? El quéy e como conseguirlo a estas edades tempranas son |os ob-
jetivos de este capitulo y el contenido de los epigrafes siguientes.

1. CRECIMIENTO INTELECTUAL DE NINO Y LA NINA

El nifio, la nifia, Ilegan ala escuela con 3 afios, 0 a punto de cumplir-
los, con un bagaje formativo heterogéneo proporcionado por su entorno fa-
miliar. En la escuelainfantil pasarén sus préximos tres afios recibiendo pro-
puestas, estimulos y oportunidades que marcaran su evolucién. Profesionales
delaeducacion y psicélogos del aprendizaje coinciden a afirmar que en nin-
guna otra etapa escolar es tan notable €l crecimiento cognitivo como en ésta.
Es nuestra responsabilidad como formadores en esta etapa conseguir sembrar
en estos nifios la simiente de una humanizacion lo més rica posible, y nos-
otros vamos a ayudarle alograrlo.

De acuerdo con Selmi y Turrini (Selmi, L.; Turrini, A., 1997) € mode-
lo de desarrollo-aprendizaje of recido por la escuela a estas edades debe asumir
tanto el desarrollo del nifio como un hecho natural desde una vision psicol 6gi-
ca a considerarlo «como un proceso que interacttia de forma compleja con la
transmision y elaboracién del conocimiento, mediatizado por el ambiente so-
ciocultural y lasinstituciones educativas». (Selmi, Turrini, 1997: 12)6. En este
desarrollo del infante es fundamental |a calidad de la intervencion educativa
que debe proporcionar y facilitar la adquisicion estable de habilidades y com-
petencias que ayudan a la organizacién e instrumentacion cognitiva. Por todo
ello observamos la necesidad de una gran riqueza y calidad en la primera es-
colaridad. Las tareas propuestas seran pensadas con intencionalidad, no se de-
jarén al azar ni tendran como misién «entretener» alos nifios.

En el aspecto matemético estas ideas nos inducen a reflexionar sobre
gué contenidos debemos trabgjar en estas aulas para potenciar su red mate-
maéticainicial, y cudles serian |as tareas mas adecuadas para su consecucion,
es decir, preparar su afabetizacion matemética.

2. COMPETENCIA O ALFABETIZACION MATEMATICA

Desde hace unos afos y debido fundamentalmente a la influencia de
informes internacionales como TIMSS y PISA, basados los tests de éste Ul-

6 SELMI, L.; TURRINI, A. La escuela infantil a los cinco afios. MEC-Ediciones
Morata S.L. Madrid, 1997.
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timo en «definiciones de competencia matematica», las palabras competen-
ciay/o afabetizacién matemética estan de moda, pero ¢cudl es su significa-
do?, ¢de qué estamos hablando?, teniendo en cuenta que segln autores como
Keitel (Keitel, 2004)’ son numerosas las concepciones contradictorias de
competencia matemaética.

Seguin Abrantes (Abrantes, 2001)8 en un principio la palabra alfabeti-
zacion estaba identificada con la escolarizacién, para posteriormente asimi-
larse alaadquisicion de conocimientos dentro o fuerade la escuelay, por Ul-
timo, la capacidad de poner en practica dichos conocimientos en situaciones
concretas pasd aser el niicleo de laalfabetizacion. Por lo que, en palabras del
propio Abrantes «la alfabetizacién (matematica) puede interpretarse como
la competencia (matematica) que todos |os alumnos'y alumnas deberian des-
arrollar en la escuela.» (Abrantes, op. cit.: 125).

Continda diciendo este autor que actualmente bajo el concepto com-
petencia se acentlia la integracion de conocimientos, habilidades y actitudes
gue se convierte en e concepto impulsor del plan de estudios.

Por su parte la OCDE, en su Informe Pisa 2003, especificala compe-
tencia o alfabetizacion matemaética como «las capacidades de los estu-
diantes para analizar, razonar y comunicar eficazmente cuando enuncian,
formulan y resuelven problemas matematicos en una variedad de dominiosy
situaciones.» (OCDE, 2005: 14)°. La consecucion de esta competencia cen-
tra la educacién en el estudiante, en su aprendizaje y en e significado fun-
cional de dicho proceso. Las competencias seleccionadas en €l estudio PISA
son:

1. Pensar y razonar.

2. Argumentar.

3. Comunicar.

4. Modélar.

5. Plantear y resolver problemas.

6. Representar.

7. Utilizar €l lenguaje simbdlico, formal y técnico de las operaciones.

7 KEITEL, C. «¢Para qué necesitan nuestros estudiantes las mateméticas? En Gi-
ménez, J.; Santos, L., Da Ponte, J.P. (Coords.). La actividad matematica en el aula.
Homenaje a Paulo Abrantes. Grad. Barcelona, 2004.

8 ABRANTES, P. «Revision delos objetivos y lanaturaleza de |as mateméticas para
todos en €l contexto de un plan de estudios naciona. En Gimeénez, J. (coord.). Ma-
temdticas en Europa: diversas perspectivas. Grad. Barcelona, 2001.

9 OCDE. Pisa 2003. Pruebas de Mateméticasy de solucién de problemas. MEC-IN-
ECSE-SUMA. Madrid, 2005.
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Y su desarrollo tiene como objetivo fundamental comprender y utili-
zar las matematicas.

L 6gicamente estas competencias son €l objetivo final a conseguir por
los estudiantes de 15 afios al terminar su escolarizacién obligatoria. Pero,
¢cudles de ellas podemos comenzar atrabajar en la escuela infantil?

Si buceamos en los Principios y Estandares para la Educacion mate-
matica del National Council of Teachers of Mathematics norteamericano,
N.C.T.M. en adelante (N.C.T.M., 2004), ademés de averiguar €l significado
de competencia para esta representativa asociacion, conoceremos laformade
hacer para su consecucion en las aulas desde infantil hasta terminar la edu-
cacion secundaria.

Segun esta asociacion la competencia matemética esta ligada al enten-
dimiento y uso de las mateméticas en lavida diariay en €l trabajo; sefialan-
do ademés que la presencia de esta competencia abre puertas a un provenir
productivo, mientras que su ausencia las mantiene cerradas.

2.1. Competencias basicas a desarrollar

Como deciamos en el epigrafe anterior, la red conceptual inicia en
mateméticas se establece en estos primeros afios. El nifio es curioso por na
turaleza, se interroga, nos cuestiona y se entusiasma facilmente; el aprendi-
zaje matemético debemos construirlo a partir de su curiosidad y su entusias-
mo mediante tareas que conecten con su mundo y les ayuden a explorar, in-
vestigar, comunicar.

Sobre todo, a preparar estas tareas huyamos de dos topicos extendi-
dos: a) los estamos «preparando» para la escuela Primaria'y b) la compren-
sion matemética es un «don», 0 se tiene 0 no se tiene.

El nifio aprende explorando su mundo, o interpreta desde sus conoci-
mientos y en funcion de la evolucién de los mismos. Sus abuelos, padres y
familiares se sienten orgullosos de que diga su edad, verbal y representativa-
mente con sus deditos, desde su primer afio; |e ensefian canciones populares
en las que tienen que seguir y coordinar instrucciones y movimientos o apa-
rece el conteo. El propio nifio empieza a explorar el espacio en su gateo ein-
tenta orientarse hacia delante, hacia detrés, hacia un lado en sus primeros
pasos. Seguin va creciendo comienza a clasificar y ordenar sus juguetes, ara-
zonar a comparar y construir con bloques, ensaya su visualizacion espacial
al resolver un puzzle, es capaz de reconocer la estructura repetitiva de un
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cuento o una cancién. Es decir, el nifio en sus juegos utiliza aspectos mate-
méticos de forma continua y es responsabilidad de todas |as personas que le
cuidan tener conocimientos de las muchas formas en que puede aprender ma-
tematicas.

Lacomprension'y utilizacion de las matematicas asu nivel conllevala
puesta en préctica de unos procesos, segin laN.C.T.M. (N.C.T.M., op. cit.),
0 competencias, segun laO.C.D.E. (O.C.D.E., op. cit.) queiniciamos en este
nivel como son:

— Pensar y razonar.

— Comunicar.

— Representar.

— Plantear y resolver problemas.

— Ultilizar € lenguaje simbdlico, formal y técnico de las operaciones.

Comentemos cada una de €ellas.

Por pensar y razonar se entiende la capacidad de explicar [o que uno
piensa, dando razones. Es una destreza importante para el razonamiento for-
mal que comienza en esta etapa.

El razonamiento 16gico, entendido como sinénimo de sentido comun,
empieza antes de |la etapa escolar y va evolucionando en funcién de las ex-
periencias vivenciales hasta ser entendido como el razonamiento |6gico ma-
temético, en €l estadio de las operaciones concretas segun la psicologia evo-
lutiva de Jean Piaget.

Los nifios de estas edades utilizan una combinacion de métodos para
justificar sus respuestas como son:

— Lapercepcion.
— Las pruebas empiricas.
— Las cadenas cortas de razonamiento deductivo.

La capacidad de razonar de los nifios a estas edades, que a veces ex-
plotamos escasamente en la escuela, queda maravillosamente reflejada en el
siguiente chistel® del genial Frato:

10 Disponible on-line: http: // jaio-la-espia.blogalia.com / documentos / Ojosdenin-
hio / tonucci08.html
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¥RATO
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SUPERSONICO... FORMA DE DELTA /

c g)¥
el N b
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QUE VOLVER A ENHEBRAR.
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Respecto ala competencia comunicar debemos tener en cuentaque la
comunicacion matemética comienza muy pronto. Esta comunicacion depen-
de de su madurez, de como se modela el lengugje y de las experiencias y
oportunidades de expresién que tenga el nifio. Por ello, debemos animarle a
expresar verbalmente la actividad realizada, con sus propias palabras, orien-
téndole con carifio y ayudandole a organizar y esclarecer sus ideas si fuera
necesario, para que logre comunicarse mateméticamente.

La competencia representar esta intimamente ligada a la de comuni-
car. Representamos las ideas en una gran variedad de codigos para comuni-
carnos con |os otros.

Como hien dice laN.C.T.M. (N.C.T.M., op. cit.) la capacidad de re-
presentar ideas unida a la de conectar estas representaciones a las matemati-
cas forman € nucleo de la comprension matemética. Estas representaciones
hacen las ideas mateméticas méas concretas y accesibles a lareflexion.

Debemos ayudar alos nifios en larepresentacion de las ideas matema-
ticas y su comprension mediante una multiplicidad de codigos como son: €l

Competencias matematicas del nifi
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lengugje oral y escrito en el que se estén iniciando, los gestos, los dibujos y
diagramas, asi como |os simbolos inventados por |os propios nifios o los con-
vencionales, sin olvidar el soporte tecnol égico.

Ademés €l reconocimiento de las semejanzas en las formas de repre-
sentar situaciones diferentes ayuda a conseguir la abstraccion.

L os docentes de esta etapa debemos crear un ambiente de aprendizaje
gue estimule a los nifios a usar diversas representaciones.

En cuanto alaresolucion de problemas, en estos primeros afios todos
hemos observado como los nifios resuelven los pequefios problemas que se
les presentan con inteligencia, curiosidad y flexibilidad, aunque algunas
veces sus soluciones no sean del agrado de los adultos, como utilizar unacaja
de cartén para cruzar un rio o sujetar € cuello de unatortuga con una pinza
para asi poder observar tranquilamente y en profundidad la cabeza del ani-
mal. Sin embargo, los docentes deberiamos construir sobre estas inclinacio-
nesinnatas y animar alos nifios a usar las mateméticas que estan aprendien-
do para desarrollar estrategias de resolucién de problemas.

Igualmente es fundamental proponer problemas referidos a una varie-
dad de contextos, desde las rutinas diarias a | as situaciones que surgen en los
cuentos, asi como generar nuevas preguntas en un contexto de problemas
para cultivar y desarrollar una disposicién matematica basada en €l razona-
miento. Claro gjemplo de esta situacion es e didlogo mantenido entre Ri-
chard Feynman nifio y su padre en uno de sus paseos por € parque: «Me
decia, «Por gemplo, fijate: € pajaro esta constantemente picando entre sus
plumas. ¢Ves cémo lo hace, ves que va caminando y al mismo tiempo pican-
dose el plumaje?» «S.» Y entonces me preguntaba, «¢Por qué piensas que
los péjaros se picotean entre las plumas?»» (Feynman, 1990: 18)12 Para con-
tinuar diciendo unos parrafos més adelante: «Estoy siempre buscando, como
un nifio; buscando las maravillas que sé que he de encontrar- no siempre,
quizas, pero si de vez en cuando.» (Feynman, op. cit.: 21) y agradecer asu
padre laformacion inicial que le dio y le permitié convertirse en un cientifi-
co apasionado, renombrado y laureado.

Por ultimo la capacidad de comprender y utilizar e lenguaje smbdlico,
formal y técnico de las operaciones se va areducir a estas edades tempranas
al aprendizaje funciona de los simbolos «+» y «-» dentro y fuera de la escuela.

1 Consultar el capitulo de titulo «El valor del cuento en la construccion de concep-
tos mateméticos» de la misma autora en este libro.

12 Feynman, R. ¢Qué te importa lo que piensen los demas? Alianza Editorial. Ma-
drid, 1990.
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Cualquier nifio de 4 6 5 afios sabe manegjar con bastante soltura el
mando de latelevision. Si observamos detenidamente este mando, veremos
que latecla «cambio de volumen, universalmente representada por un tridn-
gulo rectangulo escaleno, lleva grabados los simbolos «+» y «-»; y el nifio
sabe, porque su exploraciony experiencia selo han confirmado, que «+» au-
menta el volumen y «-» lo disminuye. Luego en la escuela construiremos a
partir de este conocimiento informal paraaunar, en esta primeratomade con-
tacto con estos simbol os, que «+» representa la suma, indicando un aumento
delacantidad y «-» laresta con una disminucion de la cantidad.

Igualmente, aprovecharemos en el aula todos los usos sociales de
ambos simbol os, sobre todo su empleo en publicidad, con el objetivo de que
nunca los aspectos técnico y formal de las operaciones sean impuestos sin
comprension, consiguiendo el hundimiento del nifio por lesion de autocon-
fianza que ya sabia sobre su significado. Esta situacion queda causticamente
reflgjada en el siguiente chiste de Frato!3:
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[1974) Lasuma

13 Disponible on-line: http://jaio-la-espia.blogalia.com / documentos / Ojosdenin-
hio/tonucci29.html
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3. DE LA TEORIA A LA PRACTICA

Una vez expuestas las competencias que podemos comenzar a desa-
rrollar en estas edades tempranas, continuamos con laforma de hacerlo en €l
aula.

Nuestro punto de partida para cualquier intervencion es la compren-
sion como fundamento del aprendizaje; de esta manera conseguiremos que
nuestros alumnos realicen aprendizajes funcionales que les permitiran utili-
Zar sus incipientes conoci mientos mateméti cos para explicar su entornoy re-
alizar nuevos aprendizajes.

Los adultos, en general, y docentes, en particular, que estamos con los
nifios de esta edades debemos fomentar su desarrollo matematico proporcio-
nandoles ambientes ricos en lenguaje, que inciten a pensar y comunicar sus
razonamientos, a explorar y explicar estas exploraciones. Asi mismo, debe-
mos prestar atencidn a las mateméticas de sus juegos y construir su conoci-
miento a partir de estos juegos. Igualmente les animaremos a resolver pro-
blemasy a ser persistentes buscando sus soluciones. Para fomentar esta per-
sistencia tenemos un gran aliado en la tecnologia; mi experiencia de aula es
gue un nifio que se atasca resolviendo un puzzle de cartdn o madera 'y lo
abandona sin mayor interés, no se levantara de su silla delante del ordenador
hasta que el programa le felicite por haberlo resuelto.

Igual que expresabamos en el epigrafe anterior, debemos conseguir
gue los nifios aprendan a confiar en sus propias capacidades para dar sentido
a las matemédticas. Esto implica respetar y valorar la singularidad, ya que
cada nifio se expresara de una manera, buscardy representara sus soluciones
en funcion de su nivel de comprensién y maduracion. Para conseguir esta au-
toestimay confianza en su incipiente quehacer matemético debemos elogiar
las ideas y razonamiento de cada nifio.

Utilizaremos una evaluacion formativa para planificar una ensefianza
gue conecte los nuevos aprendizajes con los ya adquiridos.

Debemos proporcionar materiales que permitan aprender contando,
construyendo, midiendo, jugando, haciendo puzzles, escuchando historias.
Siempre dando a cada nifio su tiempo de reflexion y asimilacion para com-
prender |os aspectos mateméti cos trabajados.

Y por Ultimo es necesario un docente bien preparado, entusiasta, con
grandes conocimientos sobre las muchas formas en que estos alumnos infan-
tiles aprenden mateméticas, a la vez que es consciente de la especia impor-
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tancia que tiene el desarrollo de una solida base matematica en estos prime-
ros afnos.

3.1. Un g emplo concreto

Para conseguir el desarrollo de estas competencias descritas en € ter-
cer epigrafe debemos proponer en clase unas tareas cuya actividad provoque
en los aprendices el razonamiento, la comunicacion, la representacion, lare-
solucion de problemas y € empleo, si es posible, de las operaciones.

La propia dinamica diaria de aula nos proporcionara més de una inte-
resante tarea con la que trabajar estas competencias. Un giemplo deello eslo
ocurrido en un aula de cinco afios en el mes de mayo del afio en curso; un dia
[leg6 una de las nifias de la clase con la gran novedad: se le habia caido su
primer dientey El ratoncito Pérez le habiadejado un billetede 5 debajo de
la @mohada a cambio del mismo. La mafiana de ese dia se empled en hablar
de las caidas de dientes, |as correspondientes visitas del Raton Pérez, buscar
posibles explicaciones de por qué no habia visitado a dos mellados y a sem-
brar la pregunta ¢a cuantos nifios y nifias de la clase se les ha caido algun
diente? Esta situacion fue el detonante de la siguiente tarea:

Sefio, jse me ha caido un diente!

Con los nifios ya suficientemente motivados diseflamos esta tarea con
los siguientes contenidos, actividad del alumno, materiales empleados, pro-
cesos de aprendizaje desencadenados y las condiciones organizativas. Co-
menzamos con €l relato del desarrollo de la actividad.

Sefio, jse me ha caido
un diente!

(A quién mas de la clase se
le ha caido algtin diente?
LA cuantos en total?
(Cuantos dientes se han
caido?

Competencias matematicas del nifio en la
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La busqueda de respuesta a estas dos preguntas del docente exige alos
nifios resolver un problema, paralo cual tienen que completar el siguiente
proceso: reconocer que existe un problema, identificar metas: ¢cuantos?,
planificar una estrategia, y observar s la estrategia funciona.

La respuesta a ¢cuantos nifios? la encontraron rapidamente: propusie-
ron formar dos filas, una con los nifios que NO habian perdido dientesy otra
con los nifios que Si habian perdido algun diente. A continuacion, contaron
los nifios de esta Ultima fila para decir cuantos nifios eran en total. EI simple
hecho de comparar las longitudes de las dos filas condujo a exclamaciones
como «j Sefio, somos mas |os que no se nos ha caido un diente!», que no res-
ponde ala pregunta del problema, pero si informa alos nifios sobre la moda
de la clase: «esta de moda no perder dientes», que ellos comprobaron en la
préctica.

Para buscar la respuesta a la siguiente pregunta la maestra utilizé un
material manipulable hecho por ella imprimiendo y recortando el siguiente
clip-art:

Pidi6 a cada uno de los mellados que cogiese tantos
dientes como los que habia perdido, y, a continuacion, con €l
grupo sentado en la afombra y una gran caja de cartén en
medio se fueron levantando uno a uno diciendo «A mi se me
han caido... dientes», los ensefiaba a la asamblea y los depo-
sitaba en la cgja. Algunos los echaban juntos y otros, presu-
miendo, uno a uno, contando, seguin los dejaban caer. Al final

contaron el total de dientes en la caja tantos nifios como quisieron, diciendo
«en nuestra clase se han caido en total... dientes».

Hasta ahora, con la actividad desarrollada | os nifios han razonado, co-
municado, planificado y resuelto el problema con el material manipulable.
Podemos elevar €l nivel de abstraccidn orientandoles para representar € pro-
ceso seguido y utilizar la operacion sumapara expresar €l total de dientes ca
idos.

La maestra, para esta representacion, habia dibujado una tabla en una
cartulina poniendo la foto y nombre de cada nifio en la primera columna
segln el orden de lista:
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Carmen

Javier
Patricia
Antonio

Jose
Carolina

Abigail

Julio

Pedro
Tomis [P
Cristina
Carmen M.
Laura
Pedro R.

A continuacién, se les explico que, por orden de lista, iban a salir los
nifios y nifias que habian perdido dientes a colorear de negro tantas casillas
como dientes se le habian caido. Con esta tabla estamos recogiendo y repre-
sentando la informacién. Para interpretar esta tabla la maestra hizo las si-
guientes preguntas:

— ¢Cuantos nifios y nifias han perdido dientes? ¢Coincide vuestra res-
puesta con la dada anteriormente?

— ¢Cuéantos no han perdido dientes? ¢Coincide vuestra respuesta con
la dada anteriormente?

— ¢Quién ha perdido més dientes en la clase?

— ¢Cuéntos han perdido 1 diente?

— ¢Cuantos han perdido 2 dientes?

— ¢Cuantos han perdido 3 dientes?

— ¢Cuantos han perdido 4 dientes?

Y ¢Cuantos han perdido O dientes? ¢No o sabiamos ya?

— Vamos a sumar €l nimero de dientes caidos:;

2+1+4+2+1+1+3+1=15

expresion escrita por 10s nifios en su cuaderno y posteriormente por la
maestra en la pizarra para comprobacion de todos.
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A partir de estos datos hacemos la representacion en forma de picto-
grama de los dientes caidos. Es decir, mateméticamente hablando, vamos a
considerar lavariable estadistica «nimero de dientes caidos» y representar su
frecuencia.

Comenzamos representando |a tabla anterior de forma abreviada:

0 1 2 3 4

Dientes
caidos

Nifios y |4, 4 2 1 1
ninas

Cuyo diagrama es €l siguiente (en clase se representd a cada nifio por
su foto):

Niflos
que han
perdido
dientes

NUmero de dientos caidos

Lo que nos llevaria a escribir:

N° total dedientescaidos: 0x 12+ 1x4+2x2+3x1+4x1+5x
0=15

Expresion que no utilizamos en nuestra aula, conformandonos solo
con los diagramas y la suma expresada superiormente.

Esta espontanea tarea surgida de un hecho real en el mes de mayo nos
Sirvi6 para repasar € nimero cardinal, la cantidad y las actividades de con-
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teo, introducir una pequena estadistica en el aula utilizando distintas repre-
sentaciones y aplicar la nocién de la operacién suma ya explicada.

Los materiales empleados fueron los descritos en el desarrollo de la
actividad, sencillos de elaborar y asequibles a cualquier presupuesto escolar.

Lo verdaderamente interesante de esta tarea son |0s procesos de apren-
dizaje que desarrolla, es decir, las competencias que fomenta:

— Plantear y resolver problemas. puesto que hemos partido de una si-
tuacién del contexto vivencial en la que queremos averiguar un re-
sultado a partir de unos datos iniciales.

— Pensar y razonar: para poder encontrar ese resultado, analizando |o
gue conocemos.

— Comunicar: alo largo de toda la actividad la comunicacién mate-
matica entre los nifios de la clase y 10s nifios con la maestra ha sido
fundamental en la busgueda de la solucion.

— Representar: con laayuda de lamaestray a partir de lacomprension
de la situacion resuelta con el material manipulable, los nifios y
nifas han representado | as sucesivas etapas de la resolucién del pro-
blema.

— Utilizar e lenguaje simbdlico de las operaciones. del conteo inicial
de los dientes caidos hemos pasado a expresarlo simbdlicamente
mediante |a operacion suma.

Tareas como la descrita surgida de las experiencias de los nifios apa-
recen de forma continua en las aulas de Infantil. Es labor del docente bien
formado y preparado saberlas aprovechar para fomentar la afabetizacion
matemética de sus aprendices.

4. A MODO DE CONCLUSION

Los nifios de tres a seis afos |legan ala escuela con diversos grados de
ilusién y desarrollo integral. Es labor de los docentes acompafiarles 'y guiar-
les, juntamente con sus padres 'y familiares, en el desarrollo de su conducta
en los tres planos: social, emocional e intelectual. Y es precisamente en este
ultimo plano, €l intelectual, en el que debido a nuestra solida formacion pro-
fesional podemos ayudar a nuestros aprendices a ser competentes, especial-
mente en |os aspectos matematicos, sentando las bases de un buen razona-
miento, una correcta comunicacién apoyada en un lenguaje preciso y correc-
to, y fomentando su nivel de abstraccién con la representacion de ideas.
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Para lograrlo, utilicemos las propias situaciones que nos brindan los
Nnifios en susjuegos, sus incipientes lecturas, sus experiencias familiares, etc.,
pues como decia el novelistafrancés Tristan Bernard «Un nifio que hace una
pregunta representa la voz de todo un mundo que quiere mejorar.».
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LA INSUMISION DEL ALGORITMO
EN EL AULA DE EDUCACION PRIMARIA
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1. LAS CUATRO REGLAS SEGUN LO TRANSMITIDO POR
MOHAMMED IBN MUSA (AL-KHWARIZMI1) Y LEONARDO
DE PISA (FIBONACCI)

1.1. Abacos o algoritmos. Una lucha histérica

2. NUMERATOR. UN JUEGO PARA APRENDER LA NUMERA-
CION Y LAS CUATRO OPERACIONES MATEMATICAS
2.1. Reglasdel juego
2.2. Algunos gjemplos de trabajo con el algoritmo de la adicién
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En diciembre de 2005 se publica el articulo titulado: «Avataresy este-
reotipos sobre la ensefianza de |os algoritmos en matematicas», en € nime-
ro cuatro de la Revista Iberoamericana de Educacion Matematica, paginas
31-46. Lalectura de este articulo suscitdé en su momento mi interésy algu-
nas reflexiones personales que ahora expongo en este trabajo: «La insumi-
sién del algoritmo en el aula de educacién primaria». Un algoritmo, nosdice
el Dr. Fernandez Bravo a comienzo de su estudio «se identifica en e con-
junto de una secuencia de pasos operativos para la realizacién de una tarea

1 FERNANDEZ BRAVO, J. A. Avatares y estereotipos sobre la ensefianza de los al-
goritmos en matematicas. En linea: <http://www.fisem.org / descargas/ 4 / Union_
004_006.pdf> Consulta mayo 2006. Publicado 2005.
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o la resolucion de un problemax?. Este, aparentemente sencillo gjercicio re-
sulta, en muchas ocasiones, el primer recuerdo de frustracion que tenemos de
nuestros incipientes pasos en este arte del pensar que es la matematica. ¢Por
gué ocurre esto? Por otro lado tenemos las palabras e ideas del tristemente
desaparecido Don Miguel de Guzméans, para intentarnos orientar sobre posi-
bles remedios para combatir este mal: «El juego y la belleza estéan en € ori-
gen de una gran parte de las matematicas. S 1os matematicos de todos los
tiempos se lo han pasado tan bien jugando y contemplando su juego y su
ciencia, ¢por qué no tratar de aprenderla y comunicarla a través del juego
y de la belleza?»%.

La finalidad de esta reflexion que ahora iniciamos es doble. Por un
lado intentar responder a la pregunta: ¢son insumisos los alumnos, los algo-
ritmos que presentamos a los alumnos o ambas cosas alavez? Y en segun-
do lugar, €l de presentar aguna técnica manipulativay modelo constructi-
vista que desde el Centro de Ensefianza Superior en Humanidadesy Ciencias
de la Educacion Don Bosco de Madrid se nos proponen para contribuir ala
solucion de este problema. Ademés es una de las metodologias utilizadas
paralaformacion de maestros en este Centro Universitario.

1. LAS CUATRO REGLAS SEGUN LO TRANSMITIDO POR
MOHAMMED IBN MUSA (AL-KHWARIZMI5) Y LEONARDO
DE PISA (FIBONACCI®)

Solemos atribuir a estos dos persongjes, con los que no nos podemos
detener mucho tiempo, el haber introducido en Occidente € sistema de nu-
meracion posicional decimal de tradiciéon hindd y, en consecuencia, sus al-

2 FERNANDEZ BRAVO. Op. Cit. p. 32.

3 Miguel de Guzman Ozamiz naci6 en 1936 en Cartagena. Fue catedrético de Ané
lisis de la Universidad Complutense de Madrid, miembro numerario de la Real Aca-
demia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales desde 1982, miembro correspon-
diente de la Academia Nacional de Ciencias de la Republica Argentina desde 1985.
Desde el 91 al 98, presidente de la|.C.M.I., Comisién Internacional de Instruccion
Matemaética. Fallecié alos 68 afios un matematico universal, «el dltimo de los pita-
goricos».

4 PEREZ SANZ, A. GUZMAN, In memoria. En linea: <http://platea.pntic.mec.es /
~aperez4 | miguel / Miguel%20de%20Guzm%E1n.htm> Consulta mayo 2006.

5 Al-Khwarizmi (780, 850). Su nombre sugiere que era originario de Khwarizmi, en
Asia central. Al parecer, paso casi toda su vida en Bagdad y fue jefe de biblioteca-
rios en la Casa de la sabiduria. El padre de los algoritmos tal y como hoy los cono-
cemos es, por lo tanto, Mohammed Ibn Musa Al-Khwarizmi. De una de sus obras,
Hisab al-jabr w’ al-mugabala, surgieron nuestras palabras a gebra, guarismo y algo-
ritmo. Al-Khwarizmi en su tratado de dgebra, pretende ensefiar un sistema aplicado
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goritmos. Aparte del hecho de que sus vidas son referencias cronol égicas re-
lativamente recientes, llama la atencion que en nuestro siglo XXI parezca
gue este sistema est4 preinstalado en la mente del nifio 0 que se aprenda
como la lectura o la escritura: siguiendo pautas nemotécnicas.

También resulta constatable que los nifios para jugar a escondite uti-
lizan la enumeracion de los digitos, quizas por tradicién cultural, mucho
antes de saber leer. Pero esta cantinela la podrian sustituir y ciertamente se
divertirian més si cantasen una cancion infantil o recitasen los nombres de
sus héroes favoritos. Los dos casos son repeticion de reglas nemotécnicas or-
denadas seguin algun criterio més o menos 1 6gico.

Esta tonadilla numérica, sin haber Ilegado todavia a agoritmo, no
presenta una enumeracion razonada seguin criterio alguno, ni tampoco es un
proceso razonado de calculo. Setrata del enunciado ordenado de una cadena
gue los adultos denominamos l6gica y expresamos analiticamente con n+1.

Por |o tanto, en un lado podemas poner [o que los alumnos hacen 'y por
otro, muchas veces muy alejado, o que los adultos creemos y queremos de-
ducir de su comportamiento.

Lo mismo nos ocurre con la representacion de las cantidades de ele-
mentos gue configuran un conjunto dado. Llegamos a diez, a nifio se le aca
ban los dedos de sus manosy se le presenta un problema de representacion que
podemos y debemos plantearnos como profesores para acompaiiar alos nifios
en su proceso de descubrimiento y construccién. ¢Qué criterios seguiremos
pararepresentar € resto de los nimeros? ¢Por qué ese criterioy no otro? El sis-
tema de numeracion, que curiosamente denominamos nuestro, 1o presentamos
como ago cerrado, hecho, impuesto por sociedades cientificas o grandes ge-
nios desconocidos. Esto, ademéas de ser falso, es para el aumno la primerade
una serie de imposiciones con las que la palabra matematica va identificando-
se. Una asociacion que emparejala matematica con una serie inacabable de re-
glasy procedimientos preestablecidos que han de ser dominados.

alaresolucion de problemas de la vida cotidiana. Traducido al latin por Gerardo de
Cremona, se utilizé en las universidades europeas como libro de texto hasta el siglo
XVI. De su aritmética, Hisab al-jabr w'al-mugabala, sdlo conservamos la version
latina, Algoritmi de numero Indorum, del siglo XI1I. En esta obra describe con deta-
Ile el sistema hindl de numeracién posicional en base diez y métodos para hacer cal-
culoscon 4.

6 | eonardo de Pisao Leonardo Pisano o Leonardo Bigollo (c. 1170 - 1250), también
llamado Fibonacci naci6 en Italia pero fue educado en el norte Africay conocio las
ventagjas del sistema matemético de numeracion usado por los arabes. Su tratado
Liber abaci, fue publicado en el 1202 después de volver a ltaliay esta basado en re-
siimenes de aritmética'y algebra que Fibonacci habia acumulado durante su vida.
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Si bien es cierto que € final del camino puede contener algunos de
estos preceptos, No es menos cierto que no debemos de olvidarnos, en esta
misma senda, de secuencias intimas de descubrimiento personal que hagan
sentir al alumno como constructor de su propio conocimiento y, sobre todo,
gue constituyan hitos exitosos de su aventura creativa personal.

Imagen 1. La «Perla Filosofica», de Gregor Reisch (1.503). Grabado en madera.

Hasta bien entrado el siglo XVI7 e sistema de numeracion decimal
hindd-arabe no se acab6 de imponer en Europa. Este hecho no perjudico la
ensefianza de las matematicas, quiza si a su desarrollo cientifico por parte de
Occidente, pero en laintroduccion de esta ciencia en las primeras etapas de
la educacion no tiene trascendencia apreciable. Podiamos retroceder en el
tiempo y llegar a tratado de los Elementos de Euclides para apreciar como
el sistema de numeracién, en si mismo, no influye en el desarrollo de la do-
cencia de esta disciplina. Este grabado, también conocido como «Margarita
Philosophica», nos muestra una alegoria hecha en 1.503 sobre la aritmética

7 Gerberto de Aurillac (940-1003). EI monje Gerberto seria en 999 Obispo de Roma
con el nombre de Silvestre I1. Supuestamente llegd ala Marca Hispéanicaen € siglo
X, entre 967 y 970, parainstruirse en | os saberes matematicos arabes. Boyer nosdice
gue estudio aritméticay geometria, «siguiendo probablemente en la linea de la tra-
dicion que partia de Boecio, jque habia dominado en la ensefianza de las escuelas
eclesiasticas de Occidente durante quinientos afios sin experimentar ninguna mejo-
ral» (BOYER, 1999: 323.) Gerberto conocio los numerales hindU-arébigos y posi-
blemente o hizo por conocer ya los textos de Al-Khwarizmi. Este hecho constata
gue laintroduccion del sistema hindd-arabe esta presente en occidente mucho antes
que lo describiera Fibonacci aunque tardara muchos siglos en consolidarse.
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arbitrando larivalidad entre un partidario de las cifras y un adepto a calcu-
lo mediante fichas. A uno y otro personaje estan asociados por oposicién los
nombres de Boecio® (muerto hacia el 525 y referencia obligada en e Me-
dioevo Occidental) y Pitégoras (asociado a una representacion geométrica de
los nimeros). El airetriunfal del primero, el aspecto confuso del segundo, asi
como la ropa llena de cifras de un &rbitro imparcia que es la Aritmética,
ponen de manifiesto que al comenzar el Renacimiento acababa de producir-
se unavictoria parcial del primer bando.

Digo parcial pues € agoritmo que se intenta representar en este gra-
bado, ni siquiera corresponde a uno real. Obsérvese que la secuencia que re-
produce Gregor Reisch no tiene coherenciay tan solo eslarepresentacion or-
denada de simbol os numéricos.

1.1. Abacos® o Algoritmos. Una lucha histérica

En este momento de la exposicion nos adentramos en el uso pedago-
gico de una herramienta de calculo como es el abaco chino. Tan solo preten-
demos acercarnos a una manera de expresar cantidadesy de efectuar las cua-
tro operaciones clasicas con celeridad y exactitud.

Es una demostracion de una de las realidades histéricas que permitio
la representacion numéricay € ecucion de algoritmos sin necesidad de lare-
presentacién hindU-ardbica. Del mismo modo constata la evidencia de poner
en teladejuicio e tiempo dedicado a adiestrar a nuestros alumnos en proce-
dimientos concretos sin mostrarles otras opciones del razonamiento humano.

Por poner un gemplo que afecta tan s6lo a una parte del continente
americano, Struik© cita una investigacion de la Universidad de Stanford

8 Se desconoce la razon por la que el autor eligié a Boecio como representante del
algoritmo actual. Anicio Manlio Severino Boecio (480-524) fue magister officiorum,
el ato cargo del decadente imperio romano encargado de la supervision de todos los
funcionarios del estado. Aln con estos quehaceres tuvo tiempo para ser instruido
como un neopitagdrico convencido y en su tratado de aritmética sigue puntual men-
te las ensefianzas de su maestro Amonio que a su vez lo fue de Proclo, continuador
de la obra cientifica de Platdn. Institutio Musical y la Arithmetica, siguen €l modelo
del tratado del pitagérico Nicomaco de Gerasa.

9 Lailustracion de la «Perla Filosoficax», de Gregor Reisch representa una tabla que
hoy conocemos como abaco antiguo y que, en laedad media, fueron conocidos como
tableros de contar M s informacion en <http://www.ee.ryerson.ca/~€elf/abacus/espa
nol/history.html> En linea. Consulta octubre de 2006.

10 Dirk J. Struik, «Stone Age mathematics», Scientific American, 179, diciembre de
1948, p.46-47.
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sobre 307 sistemas de numeracion que se encuentran en las tribus indigenas
americanas, con 146 en agrupamientos de diez, 106 en agrupamientos de
cincoy diez, 81 son binarios, 35 son de base veintey de base cinco y veinte,
15 corresponden a agrupamientos de cuatro, 3 de tres y uno solo de base
ocho. George Ifrah, en su Historia Universal de las Cifras, nos describe méas
de 3.000 sistemas de numeracion distintos utilizados en nuestro planeta.

Y por ultimo, todo esto nos sitlia finalmente ante una clara evidencia.
Si aquello que exponemos en € aulay que reflexionamos con nuestros alum-
Nos no se apoya en un apartado 16gico producto de su construccion personal,
corremos €l riesgo de imponer doctrinas en vez de suscitar razonamientos,
preguntas y/o dudas.

Lareflexién que nos ocupa se hace por tanto inabordable. Parece como
si todo lo que hasta ahora eran certezas en la docencia de las mateméticas se
conviertan en dudas y que unas pocas reflexiones hagan temblar los cimien-
tos del aparente sdlido edificio curricular en el que estamos viviendo cémo-
damente.

No persigo ni mucho menos este fin, pero si nos situamos en este de-
bate, quizas concedamos algo de sentido investigador a nuestro trabajo v, fi-
nalmente, veamos alguna via de atender a las necesidades de nuestro alum-
nado.

De este modo y para intentar llegar a alguna conclusion, después de
mucho debatir y reflexionar, podriamos citar un decdlogo de normas para
orientar a docente del siglo XXI en su labor didactica en €l area de mate-
maéticas.

1. No adoptar una didactica rigida, sino amoldarla constante-
mente al alumno, observandole constantemente
Lapreparacion de una sesion de trabajo en el aulanos deberia hacer
reflexionar sobre una Unica pregunta que queramos proponer a
nuestro alumnado. La primera. Luego serala propiainteraccién del
aulalaque nos conduzca por unos caminos u otrosy, finalmente nos
permita aventurar alguna respuesta a la duda planteada.

2. Noolvidar €l origen concreto dela matematica ni los procesos
historicos de su evolucion
La génesis historica se revela como un elemento que no podemos
olvidar en el aula. No se trata de utilizarla como recurso para
hacer méas amenas nuestras explicaciones 'y asombrar a un publi-
co determinado. Se trata de hacer ver a discente que las matemé&
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ticas son cultura, estén presentes en nuestra historiay en e lega
do que hemos recibido de los que nos precedieron.

. Presentar la matematica como una unidad en relacién con la
vida natural y social

Hemos visto en numerosas ocasiones la necesidad de relacionar
nuestra ciencia con los problemas de la denominada «vida coti-
diana».

. Graduar cuidadosamente los planos de abstraccion

Punto fundamental en el que ya me he detenido anteriormente. Se
trata de reflexionar sobre la conveniencia de presentar contenidos
antes 0 después de otros. Lo que hoy en dia denominamos se-
cuenciacion de contenidos mateméti cos.

Es importante observar que la mente humana presenta numerosas
ventanas abiertas al conocimiento. Muchas de ellas pueden abrir-
sey cerrarse con el paso del tiempo. Pero algunas de ellas, unavez
cerradas no se vuelven a abrir nunca. Por ello es fundamental ac-
tivar estas inteligencias multiples desde la mas tierna infancia y
atender su evolucion temporal.

. Ensefiar guiando la actividad creadora y descubridora del
alumno

Constructivismo. No por el hecho de hablar de él y afirmar mi ad-
hesi6n a esta metodol ogia logro estar dentro de esta forma de tra-
bajar. Es una actitud que nos obliga a permanecer en constante vi-
giliainnovando y testando las pautas que creemos pueden atender
mejor |os procesos de ensefianza aprendizaje de nuestro alumna-
do.

. Estimular dicha actividad despertando interés directo y fun-
cional hacia el objeto del conocimiento

Claro, pues €l objeto del conocimiento no son los nimeros, ni las
formas, ni las asociaciones l0gicas o la estadistica. El objetivo de
nuestra cienciaes el de contribuir a desarrollo personal en el am-
bito del razonamiento |égico.

. Promover en todo lo posible la auto-correccion

Lamejor virtud para el aprendizaje esla duda. Descubrir que nos
hemos equivocado puede ser tan enriquecedor o mas que el ob-
servar la solucion del problema.
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8. Conseguir cierta maestria en las soluciones antes de automa-
tizarlas
Lo cual resultaldgico pues el destino final de nuestra docencia es
los alumnos lleguen a automatizar determinados procesos, |os al-
goritmos entre ellos. Pero no se nos debe olvidar que, en e cami-
no, deben conocer las razones intimas de esos procesos.

9. Cuidar que la expresion del alumno sea traduccion fiel de su
pensamiento
Evidencia que en ocasiones olvidamos, pues permitimos gue las
expresiones de los alumnos no refieran con exactitud su pensa-
miento. Debemos desterrar esa frase cotidiana que reza: «Bueno,
pero me explico». Si la exposicion no es correcta, su pensamiento
contendra errores.

10. Procurar en todo momento que € alumno obtenga éxitos que
eviten su desaliento
Y en ultimo lugar no olvidarnos de lo importante que es € re-
fuerzo positivo y el éxito personal.

Este decalogo ni es mio ni reciente en el tiempo. Es actua y una guia
efectiva que debemos tener presente para aventurarnos en este saber que de-
nominamos mateméaticas. Su autor ademas es espafiol, cuestion que en oca-
siones creemos imposible. Pues bien, también tenemos maestros nacidos en
esta peninsula ibérica que nos pueden hacer reflexiones tan fecundas. Su
nombre es Don Pedro Puig Adam (1900-1960), fue uno de los pioneros en
didéactica de las matematicas y redact6 este decalogo en 1955.

Sirva este trabajo de admiracion por todos los que nos precedieron en
este precioso arte de ayudar aotros a descubrir loslimites de su propiamente.

2. NUMERATOR. UN JUEGO PARA APRENDER LA
NUMERACIONY LAS CUATRO OPERACIONES
MATEMATICAS

Numerator es un material manipulativol con el que podemos ayudar
al alumno a descubrir los conceptos mateméticos. Estamos acostumbrados y

1 Inventado por e profesor José Antonio Fernandez Bravo, tras una rigurosa in-
vestigacion longitudinal en el aula de més de diez afios de duracion. Permite lainter-
accion para descubrir y comprender: |as operaciones basicas, tanto el nuestro Siste-
ma de Numeracion Decimal como en otros sistemas de numeracién posicionales,
relaciones y propiedades fundamentales; el niUmero decimal y sus operaciones; ope-
raciones con polinomios, entre otros temasy conceptos.
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conocemos comunmente otra gran variedad de materiales y este, quizas por
su reciente incorporacion al mercado, sea algo desconocido. Por este motivo
quiero presentarlo en este volumen.

Numerator es un juego dirigido al alumno. Por esto estaen lalineaque
apuntaba Miguel de Guzman al comienzo de este articulo. ES una propuesta
metodol 6gica que presenta nuestros insumisos algoritmos como o que real-
mente son. Parte de un juego 6gico creado por la mente humana para des-
arrollar sistemas que mejoren la resoluciéon de los problemas cotidianos.
Pero, siendo un juego, no invita aladispersiéon. Es un juego matemético que
como todos ellos, en caso de no ser utilizado con intencion educativa, pierde
todos los mimbres constructivistas con los que |o estamos adornando.

El material, por si mismo, como cualquier material del mercado no es
ni bueno ni malo. Estara en la labor reflexivay en € estudio previo del do-
cente, la guia para que su trabajo sea exitoso.

Este Ultimo paso es quizas el que se echa mas en falta en nuestra so-
ciedad. Los docentes son maestros y también deberian de ser investigadores.
Tema complejo dado €l gran volumen de trabajo que tenemos y el escaso
tiempo para realizarlo. Quizas la especializacion de profesionales en estos
temas cientificos permitiria abordar esta problematica pero es un temaque se
escapa de los limites de este articulo.

Numerator es un juego creativo que, S se utiliza con intencién peda-
gdbgica, puede ayudar a nifio en sus procesos de:

» Comprension del significado decimal y «posicional» de nuestro sis-
tema de numeracion.

 Lecturay escritura de cualquier nimero.

» Comprension del significado de dichas expresiones orales o escritas.

» Descubrimiento de las propiedadesy relaciones de los algoritmos de
las cuatro operaciones bésicas.

e Estudio de otros sistemas, tanto en una base determinada como in-
determinada.

» Trabajo con polinomios, cambios de unidades, etc.

Consta de 16 cartones cuadrados. Cuatro de color naranjay otros tan-
tos verdes, amarillosy rojos. Los colores no son meramente decorativos. Re-
presentan el mismo criterio de color que las regletas Cuisenaire.

Laregletarojarepresentael doble delo que represente laregleta blan-
ca. Asi, si lablanca representa €l 1 laroja representard € nimero 2, por lo
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gue los cartones rojos los utilizaremos para la base dos. De este modo lare-
gletaverde representaal nimero 3y los cartones de este color labase tres, la
regletaamarillaal nimero 5y los cartones de este color labase cinco y lana
ranja a nimero 10, representando |os cartones con este color la base diez.

blanca

d H Base 3
(verde) ﬂ -

(naranja) H Base 10
O

(roj 0) . I Base 2
O

(amarillo) H s
il :

Imagen 2. Los 16 cartones del material Numerator

2.1. Reglasdéd juego

En un primer momento deberemos establecer un criterio de ordenacién
para los cartones naranjas, que por corresponder a la base 10, serén los que
utilizaremos. Los cartones suelen ser bautizados por los nifios con nombres
como dado, torre, pared o jaula.

La insumisién del algoritm

Imagen 3

132
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Luego llegarael momento de sugerir un orden, de proponer unasituacion
espacia concretay de, finalmente, consensuar un ordenamiento que nos permi-
taatodos jugar con la misma ubicacién de los cartones sobre nuestra mesa.

No es un proceso definido por unaregla dada, no es unaimposicion pues
la Unica regla del juego naranja, base decimal, rezara que diez fichas de una
carta equivalen a una ficha de la carta que esté inmediatamente a su izquierda.

Es por este motivo que la situacion de los cartones es previay debe re-
solverse en el aula con tiempo suficiente.

Imagen 4

Luego llegara el momento de situar las fichas sobre los cartones con
oOrdenes sencillas.

— Trestorresy dos paredes y una jaula, es una de las expresiones que
los nifios oirén debiendo colocar tantas fichas como les decimos en
su lugar correspondiente. R4pido observan que con esas sei's fichas
del gemplo, se pueden generar multiples combinaciones diferentes
y que, utilizando todas el mismo ndmero de fichas, representan con-
juntos bien distintos.

— Representa trece dados con el menor numero de fichas posibles,

— Representa trece dados con €l mayor nimero de fichas posibles dira
€l profesor.

Este tipo de preguntas motivaran que los alumnos deban inventar un cri-
terio de cambio. Este, sugerido o no por €l profesor, se transformara finalmen-
te en d criterio general de nuestro sistema de numeracion posicional decimal.

Imagen 5
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Y todo esto sin hablar todavia de unidades, decenas, centenas o unida-
des de millar. Este proceso |legara ahoray nos servira para ponernos en con-
tacto con € resto del mundo en el que vivimos pues al dado lo llaman uni-
dad, alatorre decena, ala pared centenay alajaula unidad de millar.

2.2. Algunos ejemplos de trabajo con el algoritmo?? de la adicién

Seguimos atendiendo nuestro juego y en lamente despiertade los alum-
nos aparecen de forma natural |as operaciones. La adicion no es més que la so-
lucién a preguntas concretas donde e cdlculo del nimero de elementos resul-
tante de la agrupacion de dos 0 més conjuntos sea €l problema propuesto.

No aparecen las adiciones sin llevadasy con llevadas. No hay dos ope-
raciones distintas sino una Unica que es la adicién. Y sobre todo, no aparece
el algoritmo como exposicion de una metodol ogia concreta que ha de ser asi-
milada por |os nifios ya que sus adultos asi la usan. No es parte de un tema-
rio en el que en unas péginas determinadas de un libro dado, se expone un
proceso que deban cumplir argjatabla. Laadicion es algo natural presente en
los problemas que la vida cotidiana nos propone y por ello el descubrimien-
to de metodologias que aceleren el proceso de calculo debe ser presentado
como un reto méas que una imposicion predeterminada. Seran |os nifios 10s
gue deberan investigar formasy maneras, los que deberan proponer métodos,
los que tienen que unificar criteriosy llegar a acuerdos que les permitan co-
municar sus pensamientos sin error. Luego, si han sabido resolver este pro-
blema entre los 30 alumnos de una clase, podran intentar ponerse de acuerdo
con €l resto del mundo.

LA ADICION
CALCULAR 345 + 1203

6?| 0900 0099
1L ;ﬂoo

Imagen 6

12 pPor |a brevedad del articulo tan sdlo expondré algunas actividades sobre la adi-
cion. Recomiendo lalectura del libro del Dr. Fernandez Bravo: La numeraciony las
cuatro operaciones matematicas, para encontrar respuesta al resto de algoritmos y
completar el de lareferida adicion. En este tratado de 120 paginas se nos presentan
técnicas y recursos para que los alumnos sean protagonistas activos en la construc-
cion del conocimiento matemético.
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Cuando en uno de los cartones de nuestro juego no aparecen represen-
tadas més de nueve fichas, el resultado de |a operacion es sencillo de expre-
sar. Unaunidad de millar y cinco centenasy cuatro decenas'y ocho unidades.
Pero si se da el caso contrario y en un cartén aparecen mas de nueve fichas,
podemos expresar €l resultado de varias formas, todas correctas, pero debe-
remos unificarlas para exponer una respuesta comin que nos permita enten-
dernos en € futuro.

CALCULAR 345+76

O?o o
292,/ $38

Imagen 7

El resultado de esta adicion se puede expresar de forma correcta como
tres centenas once decenas y once unidades. Y otro nifio podria decir, con la
misma correccion que el anterior, que el resultado es de tres centenas y doce
decenas y una unidad.

CALCULAR 345+76

Imagen 8

Y un tercero asegurar que el resultado es de cuatro centenas 'y dos dece-
nasy una unidad. Todos tienen razén, todos dicen la misma verdad y tan solo se
distinguen en € nimero de fichas que utiliza cada uno para dar su respuesta.

CALCULAR 345+76
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Si el primero necesité veinticinco fichas, €l segundo tan solo dieciséis
y a tercero le bastaron siete para expresar €l resultado de la operacion.

Luego cuatro veces cien y dos veces diez y una unidad se verbalizara
universal y cominmente como cuatrocientos veinte y uno.

La construccién de estos procesos seguira con lasustraccion y con ella
apareceran nuevas posibilidades que hardn que nuestro proceso adquiera
mayor celeridad. Por gemplo, s setenta 'y seis es cien menos veinticuatro,
(76=100-24) podremos resolver la adicion de 345+76 como 345+100-24, o
que resulta una operacion mucho més rapida de resolver manipulando obje-
tos, 345+100 es 445 y menos 24 nos resultara cuatrocientos veinte y uno. De
este modo, no necesitamos manipular tantas fichas. Nos bastard con tener
desde el comienzo de la operacion trece fichas en vez de las veinticinco que
antes precisdbamos.

Aprender jugando, creando, reinventando el universo abstracto que
antes otros disfrutaron. Aprender conociendo, debatiendo y participando de
una experiencia colectiva. Aprender consensuando resultados, analizando las
ventgjas e inconvenientes de una u otra solucion. Y finalmente, asimilar de
forma razonada, | os extrafios a goritmos que resuel ven nuestros mayores con
tanta naturalidad.

De este modo los algoritmos, les puedo asegurar, N0 son iNSUMISOS Y,
estos procesos constructivistas, a buen seguro contribuiran a que los nifios
guizés tampoco vean las mateméticas como una imposicion irraciona. En
este mismo sentido, ya nos advertia Platon!3 en su Republica, exponiendo
sus ensefianzas en uno de sus maravillosos didogos entre el maestro Socra-
tesy un discipulo llamado Glaucén.

«SOCRATES Pues en verdad que la aritmética y la ciencia del calculo tie-
nen por objeto los nimeros.

GLAUCON: Es muy seguro.

SOCRATES De consiguiente la una y la otra conducen al conocimiento de
la verdad.

GLAUCON: Pero de un modo admirable.

SOCRATES: Esta pues seria una de aquellas ciencias que nosotros busca-
mos. Porque ella es necesaria al guerrero para disponer bien un gjército; al
filésofo para salir de la existencia de las cosas y pasar hasta su esencia, sin
lo cual jamas llegara a discurrir bien...

Lainsumision del algoritmo en el aula d

13 PLATON. La Republica de Platon o Coloquios sobre la justicia. Tomo | 0 «a» y
tomo |1 o «bx». Circulo del Biblidfilo. Collado J. Prélogo de Don Josef Collado. Ma-
drid, 1805.
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SOCRATES Conveniente pues seria, amigo Glaucon, establecer por ley y
persuadir, que los que son destinados entre nosotros para ocupar 1os prime-
ros empleos, se apliquen a la ciencia del calculo, y que la estudien no super-
ficialmente, sino hasta tanto que por la mas pura luz del espiritu hayan Ile-
gado a conocer la naturaleza y las propiedades de |os nimeros. no para que
les sirva como a los mercaderes y buhoneros en las ventas y compras; sino
parafacilitar al alma el transito dela generacion a la verdad y ala esencia.»

PLATON, 1805h: 139
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Innegablemente la narracién de un cuento provocala atencion de nifios
y mayores. Su atraccion radica por una parte en su propia estructura y por
otra en que enlaza directamente con los sentimientos del oyente. Bajo estas
premisas, ¢por qué no utilizar 1os cuentos como herramienta didéctica en las
aulas de Infantil para ensefiar 1os conceptos mateméticos y asi facilitar alos
nifios la comprension y asimilacion de los mismos? A |o largo de este capi-
tulo expondremos qué cuentos podemos utilizar, sugeriremos su metodol ogia
de aulay presentaremos algunos ejempl os concretos, resaltando |os conteni-
dos que se pueden trabajar a partir del cuento y como contribuye éste a desa-
rrollo de competencias matematicas.
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INTRODUCCION

L as mégicas palabras «Erase una vez...» atraen poderosamente nues-
traatencion y nostiene pendientes del narrador hasta escuchar «...colorin co-
lorado este cuento se ha acabado», que marca €l final y la resolucién del
conflicto planteado al principio. Por el camino nuestra imaginacion nos ha
permitido disfrazarnos de uno de los persongjes y vivir con él, sentir como
él, sufrir sus peripecias y gozar sus triunfos. Hemaos aprendido nuevas cosas
y conocemos su valor y utilidad independientemente de la edad que tenga-
mos, pero no cabe duda de que es de los tres alos ocho afios el periodo en el
que la atraccion por los cuentos es maxima.

Contamos cuentos a los nifios para que suefien despiertos con mundos
diferentes, para entretenerlos, parair a acostarse, para que aprendan un valor,
unamoraleja; pero si 1os cuentos gjercen esta atraccion sobre ellos, ¢por qué
no emplearlos en nuestras aulas paramotivar y provocar el aprendizaje delos
conceptos mateméticos que deben mangjar a estas edades? ¢Coémo podria-
mos utilizar un cuento como herramienta didéactica de aprendizaje matemati-
co? ¢Nos serviria cualquier cuento?

Intentaremos contestar a estas preguntas a lo largo de este capitulo, a
partir de nuestra propia experiencia en las aulas de Infantil y la colaboracién
de alumnos y aumnas en préacticas de la Escuela de Magisterio de Ciudad
Real.

1. NINOS, APRENDIZAJE Y MATEMATICAS

El nifio de la etapainfantil esta totalmente facultado para aprender; de
hecho, segiin el National Council of Teachers of Mathematics, N.C.T.M. a
partir de ahora, «en ninguna etapa escolar estan notable el crecimiento cog-
nitivo»! (N.C.T.M., 2004: 79). Bajo nuestro punto de vistay hablando meta-
foricamente, este nifio aprende por ésmosis, imitando y haciendo todo aque-
[lo que observa en los adultos, sobre todo de los adultos en los que confiay
admira.

En este aprendizaje es fundamental su dominio paulatino del lenguaje,
gue le capacita para comunicarse, relacionarse, comprender, explicar. En esta
comunicacion no sélo empleael lenguaje, también utiliza dibujosy otros me-
dios simbdlicos.

1 N.C.T.M. Principios y Estandares para la Educacion Matemética. SA.E.M. THA-
LES. Sevilla, 2004.
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En laescuela, paralelo a este perfeccionamiento del lenguaje, comien-
za €l nifio a aprender a escribir y leer; es decir, a simbolizar mediante cédi-
gos universales esas palabras que ya sabe pronunciar y cuyo significado, la
idea que vehiculan, conoce; sin olvidar que esta comprension de laidea sub-
yacente esta mediatizada por € pensamiento concreto de los nifios de esta
etapay que tan bien describen los psicélogos.

El nifio comienza a tener contacto con sus primeros libros, general-
mente dbumnes ilustrados, llenos de vivas y sugerentes imagenes de color;
libros instrumental es, en su mayoria dedicados alos nimeros cardinales de 1
a 10; y cuentos, muchos cuentos. Cuentos en pictogramas, cuentos graficos
gue puede leer é solo, cuentos con abundantes ilustraciones que le permiten
recrear la historia después de leida la primera vez por un adulto mediador, y
cuentos en formato equivocado para su edad, fruto de algun precipitado re-
galo de pariente 0 amigo.

Este nifio, que comienza aexplorar el mundo del libro, todavia no sabe
gue tiene ante si un universo infinito de posibilidades de aprendizaje, pues
como bien dice la cita de Josep M2 Espinéas «El libro es un alimento que no
tiene fecha de caducidad». El libro se convierte en un instrumento de apren-
dizaje y los adultos que rodeamos a los nifios debemos asumir |os diferentes
objetivos de la lectura?, a saber:

CRECER INFORMARSE

\ LEER /
T

PARA

DISFRUTAR OPINAR

A estas tempranas edades el nifio comienza a leer para «crecer», es
decir, para adquirir conocimientos que le permitan desarrollarse a nivel so-
cial, emociona e intelectual; y para «disfrutar» con lalectura de cuentos en
formato apropiado para ellosy contenidos adecuados a su nivel de compren-
sion. Esta situacion de «sofiar despierto» y «aprender sin darte cuenta» con
las lecturas la refleja perfectamente Roald Dahl en Matilda3: «Los libros la
transportaban a nuevos mundos y le mostraban personajes extraordinarios
gue vivian unas vidas excitantes. Navegd en tiempos pasados con Joseph

2 11 Jornadas sobre Bibliotecas escolares. En Educacion y Biblioteca. Madrid, 1996,
n.° 68, Pags. 14-16.
3 DAHL, R. Matilda. Alfaguara. Madrid, 2005.
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Conrad. Fue a Africa con Ernest Hemingway y a la India con Rudyard Ki-
pling. Viajo por todo e mundo, sin moverse de su pequefia habitacion en
aquel pueblecito inglés.» (Dahl, 2005:22)

Pero, innegablemente, la lectura, la narracién oral més adecuada para
estas edades son los cuentos. Un cuento es una unidad narrativa con un
principio y final concreto y claro. En su comienzo nos sitlia las coordenadas
espacio-temporales de forma general, «Erase una vez, hace mucho tiempo en
un lgjano lugar...», para plantear un conflicto o problema de algun tipo que
sevaaresolver alo largo del relato. Todo lo que sucede en € cuento giraen
torno a este cometido principal; se evitan los detalles innecesarios que des-
vian el interés de este cometido; tienen un ritmo sencillo, fécil de recordar,
marcado por la secuencia lineal de planteamiento, nudo y desenlace que
constrifie y cautivala atencién del pequefio.

Estas propiedades del cuento llevan a proponer al profesor australiano
Kieran Egan «Un modelo de ensefianza que se funde en la fuerza de la na-
rracién asegurarda el planteamiento de un conflicto o un sentido de tensién
dramatica al principio de nuestras clases o unidades. De este modo, creamos
una expectativa que se satisfara al final. El ritmo de expectativas y satisfac-
ciones nos proporcionard la clave para seleccionar con precision los conte-
nidos»* (Egan, 1994: 40-41). De esta manera, segin Egan (Egan, op.cCit.)
evitaremos el aprendizaje de contenidos inertes, sin significado.

Por tanto, en las aulas de Infantil e cuento seria un elemento AGLU-
TINADOR de contenidos de diversas areas 'y en concreto, respecto alos as-
pectos matematicos que debemos trabajar, lautilizacién del cuento tiene unas
claras ventagjas:

— Presentan |os aspectos mateméticos en CONTEXTO
— Nos permiten hacer las CONEXIONES matematicas
— Ayudan a desarrollar las COMPETENCIAS basicas

— Provocan una alta MOTIVACION en los aprendices

Ventgjas que facilitan la comprension de los aspectos matematicos
propios de su edad y por tanto favorecen su aprendizaje, yaque APRENDER
mateméticas a un escolar de 3 a 6 afios supone:

— El comienzo de su red matemética intelectual
— El gusto y una actitud positiva hacia la materia

4 EGAN, K. Fantasia e imaginacion: su poder en la ensefianza. MEC — Morata.
Madrid, 1994.




Margarita V. E. Marin Rodriguez

— Lautilizacion de procedimientos basicos: clasificar, ordenar, orga-
nizar, interpretar
— La génesis de conceptos primarios a partir de la manipulacion, re-
flexion y abstraccion
— El desarrollo de las competencias bésicas:
* Pensar y razonar
» Comunicar
 Plantear y resolver problemas
* Representar
 Utilizar el lengugje formal y técnico de las operaciones.

Objetivos que el cuento utilizado como «herramienta de aprendizaje»
nos permite alcanzar.

2. CONTEMOSLASMATEMATICAS

En el proceso de ensefianza aprendizaje que se redliza en las aulas €
hecho comunicativo es fundamental. Esta comunicacion se basa en un inter-
cambio de informacion, que puede llegar a nosotros de formaoral o de forma
escrita, en un contexto concreto y arropada por un texto. De hecho, segin
Gofii (Gofii, 2004) la complejidad de un aprendizaje es funcion de las si-
guientes variables:

— La Operacién mental (competencia) a poner en juego (Op)
— El contenido o tema (T)

— El contexto de aprendizaje ()

— El tipo de texto que soporta la informacién (tt)

Que podemos simbolizar con la siguiente expresién matematica de una
funcion:

A=F (Op, T, c, tt)

El aprendizaje es siempre una combinacion de estas cuatro variables y
las cuatro se encuentran presentes en toda situacidn de ensefianza-aprendizaje.

Ejemplifiquemos esta idea con un relato concreto. El topo que queria
saber quién se habia hecho aquello en su cabeza® es un magnifico cuento
ilustrado que divierte y fascinaalos nifios por latemética de su historia. Esta

5 HOLZWARTH, W.; ERLBRUCH, W. El topo que queria saber quién se habia
hecho aquello en su cabeza. Alfaguara Infantil. Madrid, 2005.
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historia esta narrada en un lenguaje preciso y claro, con una escritura grande
en la parte superior de la paginay corta extension: de tres a cuatro lineas; €l
resto del espacio lo ocupa la ilustracién, 1o que facilita la comprension del
nifio. La secuencia narrativa es constante: pagina par pregunta del protago-
nistaaun animal, casi siempre utilizando las mismas pal abras; pagina impar
este animal |e responde gque no, porque é 1o hace asi, y laexplicacion estaen
lailustracién. En este contexto de aprendizaje, con este texto sencilloy ala
vez sugerente, el entablar un didlogo con los nifios después de la lectura con-
juntadel cuento sobre el orden cronoldgico de la aparicion de los personajes,
antes/después, primero/ultimo, € planteamiento del problema que le surge a
topo un dia a salir de su madrigueray como lo resuelve, es inherente a la
propia situacién y con este dialogo ayudamos a |os nifios a razonar y comu-
nicarse empleando términos precisos de su incipiente lenguaje matemético
asi como a representar la accion.

Por tanto, de acuerdo con Egan (op. cit.), calificamos el cuento como
«herramienta de aprendizaje» y como tal las razones para introducirlo en
nuestras aulas de Educacion Infantil, con el objetivo de facilitar al ensefian-
zay € aprendizgje de los conceptos mateméticos, serian las ya escritas por
la autora en la Revista Numeros de la Sociedad Canaria de Profesors de Ma-
teméticas (Marin,1999):

I. El cuento es un medio comunicativo que facilita la comunica-
cion entre docente —narrador y discente— oyente.

I1. Nos permite utilizar la fantasia de los nifios, su creatividad e
imaginacion, alavez que las potencia.

Il. Fecilita la unién del significado cognitivo con el afectivo, tan
importante a estas edades y tan olvidado en una educacion 16gi-
cay racional, sobre todo en Mateméticas.

IV. Nos permite redlizar una educacién transversal, uniendo las
«frias mateméticas» con los valores difundidos a través del
cuento.

V. Despierta sentimientos de simpatia en €l nifio que comienza a
construir su estructura | 6gi ca-matematica con gusto y entusias-
mo.

VI. Al utilizar un elemento usual en el entorno ludico del nifio, éste
disfrutard aprendiendo matematicas.

Dadas estas razones, pasemos a analizar €l tipo de cuentos a emplear.
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3. BUSCAMOSLOS CUENTOS

En nuestras aulas podemos utilizar con buen aprovechamiento mate-
matico tanto cuentos clésicos conacidos por |os nifios como inventados por
los docentes para explicar un concepto concreto. En este Ultimo caso, a la
hora de escribir el cuento siempre tendremos en cuentalos principios basicos
de su estructura, como una unidad narrativa con un principio y un fin. Con la
frase usual de comienzo Erase una vez... se crea una expectativay se plantea
un conflicto que se iraresolviendo alo largo del relato. A partir de este mo-
mento, todo gira en torno a su resolucion, eliminado lo superfluo, 1o innece-
sario en €l relato del mismo, hasta su final con algunade las frases de cierre,
como la usud... colorin colorado, este cuento se ha acabado. Asi mismo,
cualquier cuento bien elaborado tiene que suscitar nuestras respuestas afecti-
vas. Los valores que aparecen en la narracion inciden directamente en los
sentimientos de las personas, motivandonos a escuchar o leer y a «vivir» las
peripecias del o 1os personajes, por 1o que el cuento perdura largamente en la
memoriay por ende los aprendizajes realizados con o a partir de su lectura.

Un gemplo de cuento escrito ex profeso para facilitar €l aprendizaje
matemético es el tierno y dulce relato Sinnumerolandia® escrito por Ana lsa-
bel Huertos Villareal e ilustrado por Yolanda Lazaro Manzano en e curso
1998-1999, cuando eran alumnas de la Escuela de Magisterio de Ciudad
Real. Su objetivo al escribirlo era compartir con el nifio el valor y laimpor-
tancia del concepto «nimero» y por qué deben aprender a contar.

Lo realmente importante a utilizar un cuento es saber leerlo con
«0jos matematicos», buscando las conexiones matematicas del mismo, las
ideas soportadas por € contexto de la narracion, los conceptos explicitos e
implicitos presentes en el mismo. Ejemplos de cuentos que se pueden explo-
tar mateméticamente en € aula encontramos en €l libro de la profesora Saa
Rojo (Saa Rojo, 2002), quien ademés los clasifica por su tratamiento |6gico,
numeérico y geométrico de los contenidos matematicos. |gualmente las pro-
fesoras Schiller y Peterson (Schiller, P; Peterson L., 1999), en su libro de ac-
tividades para la ensefianza de |as mateméticas en la Etapa Infantil, comien-
zan cada capitulo con un cuento, ya que con € cuento se motiva, se contex-
tualizay sirve de puente hacia otros conceptos matematicos.

6 Disponible on-line: http://www.uclm.es/profesorado/mvmarin/sinnumero/sinnu-
mero.html
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4. LOSCONTAMOSEN CLASE

En cuanto a las estrategias concretas a utilizar debemos recordar que
nuestra intencion es fomentar un proceso activo de aprendizaje, basado en
la comprension, en € gque se conduce a parvulo a «descubrir» los conceptos
disciplinares soportados por € cuento para su mejor asimilacion y estructura
cion mental. Por ello, nuestra metodologia de trabaj o esta fundamentada en:

— El aprendizaje en contexto, puesto que los contenidos matemati-
Cos aparecen en la propia narracion con unarazon de ser, por lo que
presentamos a aprendiz una vision amplia e integrada de las mate-
maticas, facilitando que éste perciba la vitalidad, riquezay utilidad
de las mismas.

— El dialogo interactivo entre e narrador y los oyentes, 1o que per-
mite el andlisis de los conceptos matematicos emergentes en el
cuento y € razonamiento y comunicacion matematicos.

— Larealizacion de las actividades en pequefio y gran grupo, lo
gue posibilita un aprendizaje cooperativo y colaborativo.

Asi mismo, recordemos que en las aulas de Infantil la ensefianza debe
ser globalizada por lo que de la narracion de un cuento nos servird para tra-
bajar conjuntamente con otras areas, asi como |la psicomotricidad.

A lo largo de este proceso de ensefianza-aprendizaje a partir del cuen-
to estaremos estimulando en €l nifio la observacion, laintuicion, laimagina-
ciony el razonamiento que favorecen el desarrollo de su pensamiento [6gico
mateméti co.

5. ALGUNOSEJEMPLOS

El nifio comienza a utilizar los niUmeros para contar y para ordenar en
su propio entorno familiar. Respecto alos ordinales, frases como «somos los
ultimos de la cola», «hallegado el primero», «es la segunda medalla conse-
guida», etc., pululan tempranamente en el entorno del nifio y le son familia-
res. Podemos dotarles de su significado matemético en la escuela mediante
la utilizacion de cuentos en los que aparecen los nimeros ordinales; con este
recurso literario comprenderan su significado y utilizacion correcta en un
contexto concreto. Ejemplos para ello son los relatos El reino de Comilonia’
de Rodari, Diez patitos de gomade Carle, 0 Ser quinto® de Jandl y Junge.

7 RODARI, G. Cuentos por teléfono. Editorial Juventud. Barcelona, 2002, pp. 39.
8 CARLE, E. Diez patitos de goma. Kokinos. Madrid, 2006.
9 JANDL, E.; JUNGE, N. Ser quinto. Loguez. Santa Marta de Tormes, 2005.
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En Diez patitos de goma se cuentan y ordenan de 1 a 10 las aves. Me-
diante el orden, el autor nos cuentalo que le ocurrié al 1°, 29, etc., hastalle-
gar a 10° de unaforma breve, claray precisa, utilizando €l lenguaje geo-
meétrico para situar espacialmente al patito en cuestion. Al igual que muchos
libros para estas edades las ilustraciones juegan un papel relevante en la his-
toria.

Ser quinto es un delicioso relato cuyo objetivo es desmitificar la visi-
taa médico y erradicar el miedo intrinseco que conlleva. Sus protagonistas
s0oN cinco juguetes. pingino, pato, 0so de peluche, ranay un pinocho de ma-
dera, que esperan en la consulta de un médico para ser reparados. El dltimo,
el pinocho, va observando cémo, seguin sus compafieros entran en la consul -
ta, pasa de ser quinto, a cuarto, a tercero, etc., hasta llegar su turno de con-
sulta. En lenguaje coloquial podemos decir que tanto su simplificado texto a
lo minimo necesario, como sus magnificas ilustraciones «no tienen desperdi-
cio matematico». Ademas del orden descendente que se establece, las nocio-
nes topol 6gicas de dentro/fuera estan presentes en texto e ilustracion; igual-
mente & concepto de sustraccién, pues el nifio observa la perfecta corres-
pondenciabiyectivainicial paciente/sillay como segln entran en consulta se
van guedando vacias unaa unalas sillas.

Por ultimo e cuento de Rodari (op. cit.) nos permite ordenar hasta
nueve y emplear nuevos simbolos paraindicar esta ordenacion como son los
nimeros romanos. El texto del relato es el siguiente:

En € Igano y antiguo pais de Comilonia, al este del ducado de Bebebién,
reind en primer lugar Comilon el Digeridor, asi [lamado porque después de
haberse comido los fideos roia también el platoy lo digeria como si tal cosa.
Le sucedi6 en €l trono Comilén |1, llamado Tres Cucharas, porque comia €l
caldo del potaje utilizando a la vez tres cucharas de plata: dos |as sostenia él
con sus manosy la tercera se la aguantaba la reina, y pobre de ella si no es-
taba llena.

Después de €, en este orden, subieron al trono de Comilonia, que estaba co-
locado en € extremo de una mesa servida noche y dia:

Comilén 111, llamado Entremeses;

Comilén 1V, llamado Chuleta a la Parmesana;

Comilon V, e Famélico;

Comilén VI, el Desgarrapavos;

Comilén VI, llamado ¢Queda Mas Todavia?, que devor 6 incluso su corona,
a pesar de que era de hierro;

Comilén VI, llamado Corteza de Queso, que no encontré ya nada que
comer en lamesay se trag6 € mantel;

Comilén 1X, llamado Quijada de Acero, que se comid el trono con todos los
cojines.

Asi termind la dinastia.
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Y nuestra propuesta de trabajo en las aulas de cinco afos a partir de la
narracion del mismo es la siguiente:

Comenzamos entresacando | as palabras con significado o relacion ma-
temético que aparecen en €l texto y las clasificamos por los contenidos ma-
teméticos alos gque estén ligadas; éstas son:

* Nocionesde precllculo:  — Aspecto cardinal del ndmero: «Tres» cu-
charas, «dos», «una» mesa.

— Aspecto ordinal del numero:»primer»
lugar, «segundo», «terceraltercero», «cuar-
to», «quinto», «sexto», «séptimo», «octa-
VO», «NOVENo».

— Cuantificadores: nada/todo, «en este
ordeny.

* Nociones de medida: — Respecto la magnitud volumen-capacidad:
«lleno - vacio» (... sl no estaballena.).
— Respecto la magnitud tiempo: nochey dia.
* Nociones geométricas: — Aspectos topol 6gicos. «legos-cerca» (En €l
lgjano).

— Situacion espacial: este (a este del ducado

de), extremo (colocado en el extremo).
e Temporalizacion de sucesos

Esta clasificacion nos indica que el cuento es adecuado fundamental -
mente para trabajar los ordinales en un contexto y con una razén de ser:
enumerar cronoldgicamente a los sucesivos y glotones reyes de Comilonia.
Por 1o que, a nuestro entender, o utilizariamos para introducirlos en el aula
de cuatro afos para profundizar en los ordinales en € aula de cinco afios,
siempre teniendo en cuenta las unidades didéacticas correspondientes de la
programacion de aula. Igualmente nos permite introducir o repasar los cuan-
tificadores numéricos por sus valores opuestos. todo-nada; |as relaciones de
orden: quién fue el primero, quién fue el Ultimo, quién sigue al tercero, cuar-
to, etc.; la medida cualitativa de la magnitud volumen: lleno- vacio; las no-
ciones topoldgicas lgjos-cercay las relativas a la orientacion y situacion es-
pacia. Asi mismo, mediante el coloquio dirigido analizamos la temporaliza-
cién de sucesos: ¢qué se comieron antes el mantel o e trono?, etc.
Finalizariamos con la utilizacion del cuento en Primariaparaintroducir lanu-
meracion romanay su manejo en la numeracion de eventos concretos, como
en este caso los reyes de la dinastia.

En cuanto a los valores del cuento podemos utilizarlos para €l tema
transversal de «Educacion para la salud» y las consecuencias de la glotone-
ria que por su exceso consigue consumir y eliminar €l reino.
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6. PARA CONCLUIR

A lo largo de este capitulo he querido exponer y explicar que la utili-
zacion del cuento como herramienta didactica de aprendizaje es un acierto en
la ensefianza de las mateméticas, con nifios y nifias de 3 a 6 afios.

La aportacion experiencial de mi alumnado de la Escuela de Magiste-
rio de Ciudad Real ha sido un buen apoyo para fundamentar mis ideas, pro-
puestas y conclusiones, ya que, en su periodo de préacticas, ha comprobado
personalmente el interésy el ambiente mégico despertado por lanarracion de
un cuento entre los nifios y nifias de las aulas de Infantil. Estos primeramen-
te disfrutan y se dejan llevar por € placer del relato sumergiéndose en €l
mismo; posteriormente, apartir de esta narracion, trabajan comprenden'y asi-
milan los contenidos netamente mateméticos. Mi alumnado y yo hemos com-
probado cdmo los parvul os «vivens su proceso de aprendizaje como un juego
méas y asumen perfectamente su papel activo en el mismo. Los aprendizajes
tienen una razén de ser y los nifios colaboran con el docente en su consecu-
cion.

Por tanto, un consgjo jjcontemos las mateméticas!! y las aprendere-
MOS con gusto e interés.
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INTRODUCCION

Emociones y Educacion Matemética parecen espacios que no se co-
nectan, cuyo punto de contacto es casi invisible o imperceptible.

Vivimos en una sociedad en la que nos ensefiaron a vivir como s las
C0Sas que Nos ocurren No pasaran por nuestro cuerpo, como s fueran dos
entes totalmente separados:. emocién y cuerpo, intentando vivir desde la
razon y tratando de explicar nuestras conductas desde ahi.

Hoy vemos sin embargo que, como antesala de la razon, existen un
amplio mundo de sensaciones, emaociones, sentimientos que terminan jugan-
do un papel definitivo en la construccion de nuestro pensamiento, a la hora
de tomar decisiones, de elegir sobre nosotros, sobre nuestro futuro y sobre
todo alahorade construir, desde €l acto mas simple hasta nuestro propio sen-
tido de humanidad?.

1 ANTUNES, Celso. A construcao do Afeito. Augustus. San Pablo, 2001.
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Vivimos en un mundo que se ha vuelto complejo, donde un solo esti-
mulo produce un sinnimero de respuestas, donde pasamos de lalinealidad a
unared compleja de interacciones. Hoy la vida es accién, pero no una accién
dicotémica, divididay sin sentido, la vida es accion global. Cémo pensamos
la Escuela 'y su tarea educativa, en este mundo que se ha vuelto complgo,
cOmo vivimos sin perder nuestra la caracteristica fundamental de seres hu-
manos, es un desafio que como educadores nos planteamaos en torno a con-
texto actual?.

1. LASEMOCIONES, PILARES DEL PENSAMIENTO

Autores como Stanley Greenspan, Antonio Damasio® y otros, han es-
tudiado los origenes comunes de las capacidades mentales més elevadas: la
inteligencia, €l sentido de la moralidad y del si mismo, considerando las
emociones como |os cimientos de la arquitectura mental.

Las preguntas planteadas son: ¢desempefian las emociones un papel
especifico, decisivo, en € desarrollo de las inteligencias? ¢Se requiere expe-
riencia emocional para adquirir las habilidades cognitivas clasicas?

La experiencia de estos autores sefiala que el papel mas decisivo delas
emociones consiste en crear, organizar y coordinar muchas de las méas im-
portantes funciones cerebrales, las emociones son artifices de una amplia
gama de operaciones cognitivas alo largo de todo €l ciclo vital, posibilitan-
do todo tipo de pensamiento creativo.

Antonio Damasio (1999), neurdlogo, en sus estudios ha demostrado
gue las areas responsables de la regulacion, interaccion y secuenciacién emo-
cional (el cortex prefrontal) muestran un incremento de actividad metabdlica
durante la segunda mitad del primer afio de vida. Se ha descubierto que las
neuronas se activan por medio de la experiencia, estas pueden producir cam-
bios hormonales, asi por gemplo las caricias parecen liberar hormonas de
crecimiento, €l stress emociona se asocia ademés con alteraciones de la fi-
siologia cerebral. A lo largo de este proceso todas las experiencias no tienen
el mismo valor, los nifios parecen requerir cierto tipo de interacciones emo-
cionales en funcion de las necesidades especificas de su momento evolutivo.

2 |as personas existen més alla de la presencia.

3 DAMASIO, Antonio. El error de Descartes. Critica. Barcelona, 1999.
GREENSPAN, Stanley. El crecimiento de la Mente. Paidés. Barcelona, 1997.
GREENSPAN, Stanley. Fios emocionalmente saudaveis. Campus Rio do Janeiro,
2000.
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Desde el punto de vista de lainteligencia, todos somos igualmente in-
teligentesy las diferencias se deben aalteraciones del crecimiento normal del
sistema nervioso por aspectos genéticos nutricionales o traumaticos, la inte-
ligencia es una condicion basica; son las distintas y particulares experiencias
emocionales las que tienen consecuencias diversas en e vivir inteligente.
Asi, la envidia, el miedo, la ambicion, la competitividad restringen la con-
ductainteligente porgque estrechan la miraday la atencion.

A partir de estos estudios ha surgido una nueva manera de entender e
desarrollo mental en las primeras etapas de lavida, caracterizada por integrar
la experiencia del nifio procedente de las interacciones emocionales con el
desarrollo de las capacidades intelectuales y de hecho con el sentido de si
mismo®.

2. LA CONSTRUCCION EMOCIONAL DE LA MENTE

¢Cud serd el motivo por e que los seres humanos dependemos de los
padres durante tanto tiempo en comparacion con €l resto de animales? La
razén bésica estriba en nuestro cerebro, cuya maduracion requiere mucho
maés tiempo que el de lamayoria de las especies. Un bebé, sin embargo, tarda
algo més de un afio en empezar a caminar, por |o que su supervivencia de-
pende en extremo de la proteccion de la madre. Un recién nacido solo mues-
tra un limitadisimo conjunto de capacidades si |as comparamos con las que
ira adquiriendo con el transcurso de los afios. La mayoria de habilidades que
posee estén relacionadas con su supervivencia: succionar para poder alimen-
tarse, llorar para atraer la atencién de su madre, o cerrar las manos para in-
tentar aferrarse a aquello que las toca.

Esta total indefension es consecuencia de un cerebro adin por formar.
Pero esta caracteristica, que puede parecer en principio negativa conlleva, en
realidad, una enorme ventgja: el bebé serd capaz de adaptarse mucho mejor
a entorno y alas circunstancias cambiantes que cualquier otro animal cuyo
cerebro ya esté programado en el momento de nacer. Disponer de un cerebro
moldeable es o que ha permitido ala especie humana progresar y sobrevivir
incluso ante las condiciones naturales mas adversas.

Para que €l bebé recién nacido, desbordado por una marea incontrola-
ble de estimulos sensoriales rudimentarios, pueda convertirse en un nifio

4 En la Educacién, debemos insistir en generar |os espacios para que este proceso
profundamente humano se dé. De otra forma no tendremos posibilidad de educar
Humanamente.
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capaz de transformar sus sentimientos v sus experiencias en deseos y pensa-
mientos, sea de forma consciente o inconsciente, evidentemente requiere un
aprendizaje intenso en las primeras etapas de su vida. Este proceso consiste
en sais etapas especificas, descritas por Stanley Greenspan (1997) que, en su
conjunto, preparan a bebé para traducir lainformacién no elaborada de sus
sentidos y de sus sentimientos internos en imagenes que representan aambos
ante é y ante los demas. El dominio de las materias de aprendizaje de cada
una de estas etapas forma la estructura mental v constituye, finalmente, la
base para el pensamiento simbdlico consciente e inconsciente.

Los diferentes niveles mentales podrian considerarse como los com-
ponentes estructurales mas profundos de la mente, la arquitectura mental
sobre la que recae todo €l desarrollo posterior, requieren tanto de la naturale-
za como de la educacién para poderse desarrollar correctamente.

Estos niveles son etapas no cerradas 0 acabadas sino caminos, proce-
s0s que deben realizar los nifios y las nifias y muchas veces los adultos, para
llegar a manejar sus procesos de relacion consigo mismo y con |os otros. El
no llegar a desarrollar estos estadios puede si entorpecer el escenario emo-
cional, lavision de si mismo y su relacion con los otros°.

Incluso aquellas capacidades consideradas propias de la natural eza hu-
mana, innatas o hioldgicas (como € lenguaje) deben estar ancladas en estos
niveles més profundos para adquirir una funcién®. Sin esta estructura, la
mente no puede funcionar de forma coherente sino, exclusivamente, de modo
fragmentario y confuso. Con estos niveles evolutivos firmemente anclados
en su sitio, la mente puede, entonces, operar con intencionalidad y de acuer-
do con unos propdsitos en busca de soluciones creativas para los problemas,
asimilando las interacciones complejas de forma intuitivay empaticay per-
mitiendo que surjala acogedora intimidad que hace que la vida relacional y
familiar sea no sblo posible, sino también placentera.

5 MARINA, J. A., LOPEZ PENAS, Marisa. Diccionario de los Sentimientos. Ana-
grama. Barcelona, 2001.

MARINA, José Antonio. El laberinto sentimental. Anagrama. Barcelona, 1996.

6 MATURANA, Humberto. Formacion y Capacitacion Humana. Dolmen. Santiago
de Chile, 1997.

MATURANA, Humberto. Emociones y Lenguaje en Educacion y Palitica. Dolmen.
Santiago de Chile, 1997.
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Sensacion-Emocién Imaginacién

Representaciéon Mental
Concepto

Juicio

Razonamiento = Ideas

M
CONOCIMIENTO

¢Cuando acaba este proceso?

El sistema nervioso central continda creciendo hasta los cuarenta y
cinco o cincuenta afios, asi por gemplo las vias nerviosas relacionadas con
la capacidad de juicio y reflexién contintian absorbiendo mielina, por lo que
el proceso se sigue enriqueciendo y fortaleciendo a través de los afios, sien-
do los primeros afios de vida los més importantes en el desarrollo de la ar-
quitectura emocional’.

3. EMOCIONESY MATEMATICAS

Existen diferencias en la manera que los individuos experimentamos y
procesamos la informacion sensorial®. A medida que el nifio va creciendo y
explorando, cada vez mas, el mundo que le rodea, las emociones les ayudan
a comprender incluso lo que parecen relaciones fisicas y matematicas.

Percepciones algo mas complgas como grande o pequefio, més o
menos, agqui o al4, cercao lejos, mucho o poco, tienen un origen en larelacion
del nifio con e mundo. «Mucho» son las golosinas que quiere comer, «poco»
es menos de lo esperado, «més» constituye otra dosis de placer o a veces de
malestar, «lgjos» Siente a su mamé cuando esta se ausenta por un tiempo.

Los conceptos abstractos y aparentemente independientes, incluso
aquellos que constituyen la base de | as hipétesis cientificas mas tedricas tam-

7 Lo humano se constituye en el entrelazamiento de lo emocional con lo racional.
Lo racional se constituye por un sistema argumentativo para defender o justificar
nuestras acciones. Corrientemente vivimos nuestros argumentos racionales sin hacer
referencia a la emocién que lo funda.

8 MORIN, Edgar. Introduccion al Pensamiento Complejo. Gedisa. Barcelona, 2001.
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bién reflejan en el fondo las vivencias que experimentan un nifio y una nifia.
Los mateméticos y fisicos manejan complicados simbolos para representar el
espacio, €l tiempo y la cantidad, pero antes tuvieron que comprender €l sen-
tido de estés entidades. cuando de pequefios, gateaban hacia la esguina
opuesta de la sala en busca de un juguete, 0 esperaban a su madre para que
le llenara el vaso de jugo, 0 se imaginaban cuantas galletas podrian comer
hasta que les doliera € estdmago.

Lasideas que los nifios van elaborando a partir de las exploraciones | U-
dicas, de laimaginacion, laintuicion, la observacion, posteriormente se tra-
ducirén en € riguroso pensamiento matematico®.

Pero no conviene olvidar que:

 Ladicotomia entre las emocionesy €l intelecto, es la base de nues-
tro sistema educativo, socava su efectividad. La separacion entre
desarrollo emocional eintelectual ignoralos niveles evolutivosy las
diferencias individuales, dificultando asi que el potencial de muchos
nifios se exprese en su plenitud.

* Son las imperfecciones del sistema educativo, y no las deficiencias
delosnifios, las que explican lagran mayoria de los fracasos. No po-
demos consentir que nuestra educacion descanse en unas Nociones
del desarrollo humano que han resultado ser contraproducentes.

9 Cémo pensamos la Escuela y su tarea educativa, en un mundo que se ha vuelto
complegjo, donde un estimulo produce un sinnimero de respuestas, donde dejamos
atrés lalinealidad del tiempo anterior; hoy la vida es accion, pero no una accion di-
cotémica, dividida, sin sentido, es una accién global tanto para hablar del ser huma-
no en particular como para hablar del planeta. Como vivir sin perder nuestra carac-
teristica fundamental: Lo humano.
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 El auténtico abecé del rendimiento escolar se basa en la atenciéon, en
una sblida capacidad para establecer relaciones (una de las acciones
fundamentales de la educacion matemética es desarrollar la capaci-
dad para establecer relaciones) y en nuestracomunicacion, 1o que los
nifios deben aprender a traves interacciones que establecen con los
adultos.

Laformacion en las primeras etapas debe seguir unos principios evo-
lutivos para una ensefianza eficaz y efectiva de la matemética:

* Una ensefianza eficaz de la matemética debe estar en consonancia
con la etapa evolutiva del propio nifio.

* Laensefanza efectiva de la matematica no ofrece a los nifios infor-
macion para que la asimilen sin mas, sino problemas que deben re-
solver por suiniciativay participacion activa. Debido a origen emo-
ciona del aprendizaje, que capacita a nifio para asimilar y originar
ideas, una buena ensefianza debe abarcar los sentimientos de un
nifio, alimentar su curiosidad y canalizar su energia.

» Laensefianza efectivaindica lasindicaciones y perspectivas natura-
les del nifio y las utiliza como un medio para ampliar sus conoci-
mientos 'y su experiencia.

* Un profesor debe ofrecer |las actividades de manera escalonada 'y a
una velocidad gjustada a las habilidades cognitivas y a estilo del
aprendizaje del nifio.

Cuando dos mas dos dan cinco: Un abor
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1 Al ser laHistoria de las Mateméticas un érea de conocimiento tan amplia, he con-
textualizado este trabajo en torno alas culturas que, segiin mi criterio, en mayor me-
dida han contribuido a configurar la actual Europa. Por ese motivo y por la brevedad
del articulo no hago referencia a culturas que tienen una trascendencia fundamental
en el estudio de esta disciplina.
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INTRODUCCION

«La historia de un arte o de una ciencia es una introduccion inheren-
te a su estudio, ya que proporciona una Optica clara y concisa de la manera
en que han tenido lugar lasinnovaciones, constituye una garantia contra los
errores futuros gracias al testimonio de los errores de |os grandes sabios del
pasado, y rinde un homenaje de estima y reconocimiento a los que hicieron
a la humanidad beneficiaria de sus descubrimientos»2. Conocer la historia
de las mateméticas y usarla como hilo conductor de nuestra docencia es el
modo que proponemos para acercar a los alumnos a nuestra &rea de conoci-
miento. Los avances histéricos se fundamentan a apoyarse en los descubri-
mientos que hicieron los que nos precedieron.

Yaen @ siglo XI1, Juan de Salisbury® (1115-1180) nos indicaba en su
Metalogicus. «Bernardo de Chartres solia compararnos con enanos encara-
mados sobre hombros de gigantes. Sefialaba que vemos masy mas lejos que
nuestros predecesores, No porgue tengamos la vista mas aguda 0 seamos mas
altos, sino porgue nos levanta y nos mantiene en alto su gigantesca estatu-
ra». Estaidea que tanto se ha repetido en la historia®* ha sido usada por nom-
bres tan ilustres como el de Newton y es la esencia de este articulo. Conocer
la historia para poder valorar los avances de los que nos precedieron y, de
este modo, poder acercarnos a los problemas que con tanta sabiduria consi-
guieron desentrafiar.

Por este motivo, conocer la historia de la ciencia que pretendemos
transmitir es esencia para comprender los enormes esfuerzos que la huma
nidad ha hecho para alcanzar €l estado actual de las cosas.

No trato en este trabajo de acercar la historia al aula como recurso pe-
dagdgico para hacer més amenas nuestras sesiones de trabgjo ni para des-
lumbrar con elocuentes hechos historicos nuestro discurso pedagdgico. Mas
bien pretendo hablar de cultura, de larelevancia de conocer € pasado que ha
hecho posible nuestro presente. Tan solo pretendo reivindicar nuestra érea de
conocimiento como «asignatura de letras», cultural y no tan solo técnica.

2 COOPER, T. En Collete, J. P. Historia de las Mateméticas. Siglo XX de Espafia
Editores S.A. (2 vol.). México, 1985, introduccion.

3 Juan de Salisbury, Metal ogicus. Obispo de Chartres, pertenece ala escuela de San
Victor. Discipulo de Abelardo en Paris y Chartres, entre sus obras destacan Poly-
craticus, la obra, escrita en 1.159 y dirigida a gobernantes en gercicio, aento las
ideas que marcaran sobremanera su literatura politica posterior, Metalogicus y En-
theticus, critica de los falsos fildsofos, Historia pontificalis y sendas biografias de
San Anselmo y Tomas Beckett.

4 William R. Cook y Ronald B. Herzman prologan su obra La visién medieval del
mundo, tomando la cita de Juan de Salisbury.
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1. REFLEXIONESINICIALES. LA CUNA DE LASMATEMATICAS

¢Quién inventd las mateméticas? ¢Quién los nimeros? ¢Cuando,
donde?, etc. Estas y muchas otras inocentes preguntas se deberian escuchar
comunmente en nuestras aulas, y si los alumnos no las formulan deberia ser
para sus educadores un motivo mas de reflexion y estudio. Es una variable
que confirmael hecho de laasimilacion social de las matematicas como parte
de una serie de procesos preestablecidos que debemos dominar, situandolas
muy |ejos de concepciones culturales o histéricas relevantes para nuestra so-
ciedad europea actual .

Puede que estas preguntas no tengan contestacion o que no lasepamos,
pero deberian trabajarse, a menos, durante la formacion universitaria de los
maestros.

Si las anteriores preguntas son complejas y consideradas alejadas del
fin dltimo de nuestra materia, habria otras que no lo son tanto. ¢Por qué uti-
lizamos la base diez y no otra? ¢Existen sistemas de numeracion en otras
bases? ¢Existen otros sistemas de numeracion ademés del posiciona? La au-
senciade respuestas es habitual. Se sueleindicar que lamismase daraen cur-
sos superiores 0 en la Universidad y quizés estas contestaciones sean mejo-
res que otras que den a entender al alumno que tenemos que usar esta base,
«jporgue si!, jporque es la nuestra!, jporque no hay otra!» O, aln peor,
«jporgue no tengo tiempo que perder en este momento o curso!»

«Parece que las tribus mas primitivas utilizaron primero e agrupa-
miento de dos en dos, después de cuatro en cuatro y de seis en seis. Ocasio-
nalmente, las variantes corresponden a agrupamientos de tres en tres (tribus
americanas). Un sistema muy natural y en boga corresponde a los dedos de
la mano y puede asi implicar agrupamientos de cinco en cinco (dedos), de
diez en diez (dedos) y de veinte en veinte (dedos de los pies y de las manos).
En un principio, este sistema presenta la ventaja, no solamente de preferir
agrupamientos naturales y facilmente accesibles, sino también de favorecer,
por la disposicion de los dedos, una distincion entre nimero cardinal y nd-
mero ordinal»®. Si estos antepasados nuestros asi |0 hicieron, puede que re-
flexionar sobre las razones que les llevaron atomar estas determinaciones no
sea tan estéril como en un principio pudiera parecer.

5 COLLETTE, J. P Historia de las mateméticas. Siglo X X| de Espafia Editores S.A.
Madrid, 1985, p. 9.

Historias de la historia. ¢Tan sélo un recurso para la

167



©
S
©
o
2
=)
(8]
(]
S
=
=)
=
=
8
)
<
=
(@]
iz
=
<
[}
©
%]
&
S
3
T

168

Aprender matematicas. Metodologia y modelos europeos

2. MESOPOTAMIAS. LA CIVILIZACION BABILONICA

El conacimiento actual de las matematicas babil énicas procede de las
excavaciones arqueol 6gicas emprendidas a partir de mediados del siglo XIX.
Desde entonces se han recogido casi medio millén de tablillas de arcilla, de
las cuales més de trescientas conciernen esencialmente a dmbito matemati-
co. «Las dimensiones de estas tablillas varian generalmente entre 12 cn? y
450 cP. Cada tablilla de arcilla, después de haber sido impresa con un es-
tilete, tenia que ser cocida para que endureciese. Esto explica la abundancia
de documentos babil6nicos conservados, mientras que la naturaleza de
otros, como el papiro egipcio o el bambu chino, los hace facilmente perece-
deros»’.

Su contribucion a nuestra historia es notable pues la base sexagesimal
fue la que utilizaron en su sistema de numeracién posicional. Esta base, co-
nocida y aplicada a la astronomia, la heredaron los griegos y nosotros de
ellos, Ilegando a nuestros dias con usos concretos como la divisién de lacir-
cunferencia en 360 partes, el minuto en 60 segundos, etc.

2.1. Sistema babilénico de numeracion

El sistema babil6nico de numeracion es bastante diferente del egipcio
gue luego expondré. El primero es en base sesenta, como ya he dicho, mien-
tras que el segundo es en base diez. El primero posicional y el segundo adi-
tivo.

Y aunque nos parezca extrafio podemos encontrar ventajas de la base
sesenta sobre la base decimal que hiciesen mas sencillo e célculo a estos
pueblos mesopotamicos.

«El nimero 60 es divisible por 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30 y 60, mien-
tras que nuestro sistema de numeracion decimal sdlo es divisible por 1, 2, 5
y 10. Esto motiva que los problemas de aritmética resueltos por €l sistema se-

6 L os primeros en utilizar la denominacion de Mesopotamia a los pueblos (sume-
rios, acadios, caldeos, asirios, babilonios y otros) que habitaron en los valles de los
rios Tigris y EUfrates, fueron los griegos. Mesopotamia no es por tanto un pueblo,
sino la suma de varios. Los sumerios fueron los primeros. Sus ciudades de ladrillo
gobernadas por un rey sacerdote datan de 5.000 a.C. Babilonia, fue fundada por los
amonitas y hacia 1.800 a.C., un rey de esta ciudad, Hammurabi, consigue dominar
toda Mesopotamia creando €l gran imperio de Babilonia.

7 COLLETTE, J. P Historia de las mateméticas. Siglo XX | de Espafia Editores SA.
Madrid, 1985, p. 20.
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xagesimal dieran resultados exactos con mas frecuencia que el sistema de
base diez»®.

De estamismaforma, el sistema en base doce también aventgjaa de-
cima y, hemos de tener en cuenta que la ausencia de potentes instrumentos
de calculo hacian muy valiosas |os resultados exactos.

Las civilizaciones babil6nicas utilizaban tablillas con muescas o0 mar-
cas en forma de cufia (cuneiforme); una cufia sencillavertical representaba a
uno y una marca de igual forma pero horizontal representaba al diez.

Los nimeros menores que 59 estaban formados por adicion de estos
simbolos pero a llegar a nimero sesenta, comenzaba un sistema segin €l
cua el valor de un simbolo venia dado por su posicién dentro de la expresion
del nimero completo. Por ejemplo, un nimero compuesto por el simbolo del
2, seguido por €l del 27 y terminado con el del 10, representaba:

(2 x 602 + (27 x 601) + (10 x 60°) = 8.770

>V
VvV >v¥¥ >

\Y%

llustracion 1.
Expresion en sistema cuneiforme del nimero 8770.

«A pesar del gran nimero de documentos escritos obtenidos en las excava-
ciones que comenzaron en €l siglo pasado, habra que esperar las contribu-
ciones esenciales del francés Thureau-Danginy del aleman Otto Neugebauer,
hacia mediados del siglo XX, para apreciar verdaderamente los conocimien-
tos matemdticos de los habitantes del Creciente Fértil. Esta larga espera se
debio a las dificultades encontradas para descifrar estos textos de escritura
cuneiforme. Gracias a |os esfuerzos de Grotefend y Rawlinson, se pudo ana-
lizar estos textos y descubrir una parte de los conocimientos de los pueblos
de Mesopotamia»®.

8 ARGUELLES, J. Historia de la matemética. Ediciones Akal, S.A. Madrid, 1989,
p. 17.

9 COLLETTE, J. P. Historia de las mateméticas. Siglo XX| de Espafia Editores SA.
Madrid, 1985, p.20.
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Conocian las ternas pitagoricasl®. Secuencias de tres nimeros que
cumplen el teorema de Pitagoras, es decir que generan triangul os rectangu-
los que pueden tener aplicacion para el replanteo de terrenos y/o consecucion
de éngulos rectos!t. Podian calcular las éreas de triangulos y trapecios, vol -
menes de prismas rectos y cilindros, e incluso, como afirma Collette, cono-
cian el teorema de Tales mil afios antes que el de Mileto lo [legase aenunciar
asi como sus axiomas.

«Mucho es o que se ha hecho por averiguar la influencia gjercida sobre los
griegos por las técnicas y la ciencia escrita de Egipto y de Mesopotamia.
Ambas eran importantes, pero la influencia de la Ultima fue probablemente
mayor. Ello sucede en parte porque €l registro de sus realizaciones cientificas
€s mas notable»12,

3. EGIPTO

Del legado egipcio hemos conservado varios papiros, Berlin, Moscl y
sobre todo € de Rhind o Ahmes que nos permiten hacernos una idea de los
grandes desarrollos mateméticos de los que fueron autores. Su sistema de nu-
meracion no era posicional sexagesimal sino aditivo y decimal, es decir quelas
potencias de diez (uno=10°, diez=10", cien=102, mil=103, etc.) poseian simbo-
los propiosy de la adicion de estos simbol os aparece la cantidad buscada. Este
sistema de numeracion es semejante a usado por |os romanos que describimos
en las aulas alos alumnos del tercer ciclo de educacion primaria.

Para sumar nimeros, se sumaban por separado las unidades, las dece-
nas, las centenas, etc. de cada nimero. La multiplicacion estaba basada en
duplicaciones sucesivas y la division era el proceso inverso. Por gemplo,
para multiplicar 25 x 13 procedian del modo siguiente:

25 X (2+2+2+2+2+2+1)=50+50+50+50+50+50+25=325.

10 «Unatablilla originaria de Susa, datada entre e 1900y el 1650 a.C., utiliza el te-
orema de Pitagoras para encontrar €l circunradio de un triangulo cuyos lados miden
50, 50y 60.» (WELLS, 2000: 246).

11 «La reconstruccion del método de su eleccion conduce, aparentemente, a las for-
mulas: x= p2 -2, y = 2pg; z= p? + g2, conocidas en la teoria de |os ndmeros como
diofanticas.» (RIBNIKOV, 1987: 30).

12 NEUGEBAUER, O. Las ciencias exactas en la antigiiedad. Pricenton. Londres,
1951, p. 86.
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Respecto de |a geometria, repiten la blsqueda del angulo recto3 y la
utilizacion de las ternas pitagoricas como aplicacion practica de unos conte-
nidos mateméticos tedricos. Tres, cuatro y cinco constituian la distribucién
de las doce partes de la cuerda del agrimensor que permitia a los tensadores
de cuerda de Herodoto (484-426 a.C.) determinar con exactitud los angulos
rectos en el replanteo de un terreno.

Estos dos sistemas de numeracion que hemos descrito, no sdlo son €l le-
gado cultura de civilizaciones y pueblos que contribuyeron a construir la so-
ciedad que actualmente disfrutamos. También son € reflgjo de los dos tipos de
sistemas que mostramos en la ecuacion primaria: € hindd-arabe y € romano.
Lo que hoy mostramos en nuestras aulas no es mas que reflgo de la actividad
intelectual de estas civilizaciones. Herencia de pueblos y personas que imagi-
naron soluciones pararesolver e problema de la representacién de cantidades.

4. GRECIA

De Grecia tenemos tanto y tan variado que es dificil hacer una breve
resefia gque no olvide alguno de sus importantes avances. Quizéas los Elemen-
tos de Euclides relina la mayoria de estos conocimientos, no solo en aritmé-
tica sino en geometria, misica y astronomia. El cuadrivium!4 pitagorico ya
estaba consolidado y desarrollado en tiempos de Euclides y desde esta época
(300 a.C.) hasta €l siglo XVI, estas cuatro artes constituiran el fundamento
de los estudios mateméticos.

En las civilizaciones anteriores no se aprecia, quizas por laausenciade
material bibliogréfico, este sentimiento que denominaron los griegos paideia

7 7220 2

(0&68a1%4). Un deseo de transmitir alas generaciones venideras |o esencia de
SuU pensamiento, su culturay su ser griego.

«Asi pues, los atenienses nacidos en la primera década del siglo V (Pericles,
Sofocles, Fidias, etc) elevaron la cultura clasica a alto grado de madurez en

13 «Panfilo escribe que habiendo aprendido de los egipcios la Geometria, inventd
el tridngulo rectangulo en un semicirculo y que sacrificé un buey por el hallazgo.»
(LAERCIO, 2004: 11) En linea:<http://www.cervantesvirtual.com/servlet/SirveO-
bras/12140528718935940987213/index.htm> Consulta: abril 2006.

14 «Arquitas parece haber prestado también una atencion considerable al papel de
la matemdtica en la educacion, y a él se le ha atribuido la clasificacion de las cua-
tro ramas del quadrivium matematico: la aritmética, que estudia los nimeros en re-
poso; la geometria, que estudia las magnitudes en reposo; la masica, que estudia los
ndmeros en movimiento, y la astronomia, que estudia las magnitudes en movimien-
to.» (BOYER, 1999: 104).

Historias de la historia. ¢Tan sélo un recurso para la
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todos los campos -en la politica, en las letras, en las artes-, habiendo recibi-
do todavia una educacion muy elemental cuyo nivel, desde el punto de vista
de la instruccién, no sobrepasaba préacticamente el de nuestra actual ense-
fianza primaria»1®.

Tras tantos avances parece que los romanos olvidaron |os tratados an-
tiguos'y, despreocupandose por la ciencia matemética, dejaron aparentemen-
te como herencia ala Edad Media una apatia cas total por esta parte del co-
nocimiento humano. Parece que no aportaron nada, incluso parece que su ex-
clusion de la historia en lo referente a las mateméticas puede hacerse sin
perderse nada realmente significativo. Ciertamente, en € ambito de los avan-
ces matematicos, esa apreciacion puede ser correcta. Pero desde el punto de
vista pedagdgico, las obras de Boecio 0 San Isidoro constituiran un referen-
te claro de los modos de secuenciar €l conocimiento, legarlo a nuestros here-
deros y ser esenciales para entender la transmision de la herencia cultural

griega.

5. EDAD MEDIA

SPECVLI MAIORIS

VINCENTII PRAESVLIS
BELVACENSIS,

Tomus Secundus.

LIBER DECIMVSSEXTVS.

[lustracion 2.
Speculum maius, de Vicente de Beauvais.

Si las épocas anteriores nos presentan grandes dudas, la edad media es
una parte de la historia de las mateméticas que parece no existir. (Qué pasd
desde la destruccion de la Biblioteca de Algjandria hasta la aparicién de la
denominada ciencia moderna de Bacon6? ¢No hubo mateméticas? Y dando

15 MARROU, H. |. Historia de la Educacién en la Antigiiedad. Editorial Fondo de
Cultura Econdmica. Madrid, 1998, p.80.

16 (1561-1626), su trabajo filosofico se ocupa de la reforma de la metodol ogia cien-
tifica vigente en su época. En 1620 publicé Novum organum.
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por hecho que las aportaciones de la matematica medieval en occidente fue-
sen limitadas, ¢gqué contenidos mateméticos utilizaban en educacion? Solo
desde el conocimiento de los hechos de la historia de la cienciay la pedago-
gia que preceden a los grandes avances de los siglos XV y XVI, podremos
comprender una secuencia | 6gica de acontecimientos y encontrar las aporta-
ciones que esta época hizo ala Historia de la Educacion.

Es un hecho constatable, que son muchos los documentos que conser-
vamos la edad mediay quizas falte un concienzudo estudio de su traduccion
y de lainterpretacion de sus contenidos pedagdgicos.

«La historia se hace con textos!’». Esta afirmacion nos debe conducir
ala necesidad de la lectura de fuentes primarias y no sélo al estudio de las
opiniones por otros vertidas. La Aritmética de Boecio o |os Elementos de Eu-
clides, deben ser entre otros, referentes en nuestra labor docente.

Hugo de San Victor, en laintroduccién de su Didascalicon de Sudio
Legendi, nos muestra gue |o importante para un maestro es saber quéy para
gué vas a transmitir unos contenidos u otros. Pero no se queda en esta evi-
dencia sino que nos indica el camino para conseguir el conocimiento, scien-
tia, que eslectio y meditatio. Y pararealizar lalectura nos revelatres reglas:
la primera saber leer, la segunda en qué orden leer y en tercer lugar el modo
en que se debe leer. Laescuela de San Victor nosintroduce en el aspecto que
quiero trabajar en esta historia de la educacion medieval, la secuencia de los
contenidos y las razones para presentarla de un modo u otro.

Una cosason los conocimientos!® y otrael modo y orden en quelos mis-
mMos son seleccionados para que pasen a engrosar € «curriculo» elemental de
este area de conocimiento en cualquier época. Por un lado se desarrollala his-
toria de los logros cientificos y paraelamente se desarrolla la historia de los
contenidos que son utilizados para ayudar al joven en su desarrollo intelectual.
Los contenidos se seleccionan para configurar €l conjunto de realidades que
permitan formar al joven principe, a futuro monje, a aprendiz de unalogia o
aun estudiante del siglo XXI rodeado de Nuevas Tecnologias.

17 «La historia se hace con textos: de golpe parecia desvanecerse la penetrante ob-
servacion de los parajes, la aguda comprension de las relaciones geograficas proé-
ximasy lgjanas, el examen de las huellas dejadas sobre la tierra humanizada por €l
encarnizado trabajo de las generaciones desde |os tiempos en los que el hombre del
neolitico, realizaba la separacion de lo que seria €l bosgque o se convertiria en tie-
rra de labor, establecian para tiempos futuros los primeros tipos histéricos conoci-
dos de las instituciones primordiales de la humanidad.» (FEBVRE, 1970: 17).

18 «El aprendizaje de muchas cosas no ensefia a comprender, de lo contrario hu-
biera adoctrinado a Hesiodo y Pitagoras, y luego también a Jendfanes y Hecateo.»
(HERACLITO, fragmento 40).
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En €l siglo XII1 €l fraile Vicente de Beauvais (h. 1190-1264) escribir&:
el Soeculum maius. «La obra que suponia todo un intento por ordenar y re-
coger todo € saber conocido hasta entonces, proyectaba un fuerte sentido
gnéstico-pedagogico al cifrar en e conocimiento €l iter o via capital de ac-
ceso a la sabiduria»1®. Dentro de su edicidn trifaria, el libro decimosexto del
Soeculum doctrinale aborda el estudio de lamateméticay lametafisicaen 75
capitulos, de los que los 55 primeros se ocuparan de nuestro area. Este texto,
su traduccion y andlisis fue el motivo de mi tesis doctoral y hasta esa fecha
no habia sido estudiado.

El libro decimosexto del Speculum doctrinale forma parte de una de
las primeras Enciclopedias® de la Historia y, en el mismo, se recopila €
saber matemético que nuestro fraile dominico creia necesario para alcanzar
lailuminacion. Saber necesario para que, como buen escol éstico, através de
su secuenciada lectura y reflexion, [leguemos a contemplar a Dios reflejan-
donos en su realizacion terrenal.

Aungue a veces se dice que Aristoteles es el padre de la enciclopedia,
la primera obra digna de este nombre parece haber sido escrita por €l fil6so-
fo griego Espeusipo, discipulo de Platdn, en € siglo IV a.C., aunque no se
conserva ningun fragmento de la misma.

Son en estas obras bajo-medievales en |as que descubrimos toda la po-
tencia del legado cultural grecorromano. Las matematicas se explican desde
el cuadrivium. A la aritmética se le concede la categoria de Primera de las
cuatro artes mayores. Sin su estudio y comprension no se pueden entender,

19 VERGARA, J. El Speculum doctrinale de Vicente de Beauvais: un ideal prehu-
manista en la escoléstica medieval. UNED. Madrid, 1999, p. 79.

20 En la literatura romana, la primera obra de carécter enciclopédico fue escrita en
el siglo | a.C. por Marco Terencio Varron con €l titulo Rerum Humanarum et Divi-
narum Antiquitates (Antigliedades de | as cosas humanas y divinas). Tampoco se con-
serva, pero se sabe que trataba de gramatica, dialéctica, retorica, geometria, aritmé-
tica, astrologia, musica, medicina y arquitectura, y se conocen algunos fragmentos
citados por los primeros tratadistas cristianos y, sobre todo, por San Agustin en La
ciudad de Dios.

La enciclopedia més antigua que se conserva completa es la Historia Natural de Pli-
nio el Vigjo, cuyos primeros libros aparecieron el afio 77 d.C. Consta de 37 librosy
2.493 capitulos, en los que se incluyen descripciones fisicas y matematicas del uni-
verso, nociones de antropologia y anatomia humana, de botanica, agriculturay hor-
ticultura, de zoologia, de mineralogiay del uso de los metales y las piedras precio-
sas en las diversas artes. Esta obra, muy original en su tiempo por lainclusién de un
indice temético y por una recopilacién de las fuentes utilizadas similar en concepto
alas bibliografias actuales, se mantuvo como obra de referencia para | os estudiosos
hasta la primera mitad del siglo XVI.
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segln la pedagogia bajomedieval, el resto de disciplinas. Los nimeros en re-
poso seran clasificados y las descripciones de los algoritmos se presentaran
ante nosotros haciendo hincapié, ademas de en las cuatro operaciones bési-
cas, en dos algoritmos esenciales, la duplicacion y ladivision por dos.

La segunda de las disciplinas, es la que trabajara con los nimeros en
movimiento. Los nimeros que utilizando como medio € aire, son percibidos
por nuestro sentido del oido. Se trata de la musica, la disciplina que presen-
ta las relaciones armonicas, los compases musicales, |a percepcion de unos
sonidos que nuestra mente entiende como bellos por la participacién en ellos
de relaciones matematicas, de quebrados.

[lustracion 3.
Interpretacion del descubrimiento de los acordes musicales por parte de
Pitégoras en la obra de Boecio.

A esta disciplina, parte de las mateméticas, Vicente de Beauvais le
dara categoria de excelente y asi, en el capitulo XXI de su libro decimosex-
to del Speculum doctrinale nos aportara la explicacion de las proporciones
musicalesy su relacion con lo expuesto en capitul os precedentes de su obra.

Historias de la historia. ¢Tan s6lo un recurso para la docenci
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6 8§ 9 12

Diatessaron

Diapentei}iapente

Ilustracion 4.
Armonias musicales

Son ensefianzas tomadas de Boecio que nos hacen reflexionar sobre la
sencillez de apreciar |os sonidos mas que de explicar los quebrados. De enten-
der las proporciones como relaciones entre cuerdas, pesos de martillos, tama-
fios de flautas o tensiones de cuerdas que producen armonia cuando se mantie-
nen unas relaciones numeéricas constantes: «La octava (diapason), que corres-
ponde a la razon doble (dupla), 12/6, esta representada por € gran arco
superior que va de Xl a VI. En la octava hay dos intervalos de quinta (dia-
pente), en la razon sesquidltera (vezy media), 12/8 y 9/6, representados en los
dos arcos siguientes. Hay también dos interval os de cuarta (diatessaron) en la
razon sesquitercia (vez y un tercio), 12/9 y 8/6, representados por dos arcos
menores. A las dos cuartas les falta para la octava (y a las dos quintas les
sobra) un tono (tonus) de razon sesquioctava (vez y un octavo), 9/8»%L,

Luego vendrala geometria, las formas en reposo, € estudio de lostra-
bajos de Euclides y finalmente las formas en movimiento, la astronomia. Un
trabajo enciclopédico escrito para el rey de Francia, Luis IX?2, que constitu-
ye unade las joyas de la cultura europea.

21 SOLIS, C.y SELLES, M. Historia de la Ciencia. Espasa Calpe. Madrid, 2005, p.
167.

22 Para San Luis, rey francés de la séptima cruzada, Vicente de Beauvais escribe esta
enciclopedia medieval en la que la obligada referencia a autores musulmanes o judi-
0s es constante. Merece especia atencion en el ambito matemético eferencia a la
obrade AL-FARABI, Catalogo de las ciencias, a que Vicente de Beauvais acudira
constantemente. Aparecen también, entre otros. Al-Kindi a Ibn Khald(n, Ibn Stna
(Avicena), Ibn Rushd (Averroes), Al-Ghazzali, (Algazel), Alchidius (Al Kindi), Ar-
chitas tarentinus, Aristoteles, Avicenna, Azo, Beda venerabilis, Bernardus clareva-
llensis, Boethius, Cassiodorus, Demosthenes, Epicurus, Euclides, Galenus, Hali (Ali
ibn Abbas a Magusi), Hildebertus cenomanensis, Hippocrates, Hugo de Sancto Vic-
tore, lohannicius (Hunain ibn Ishaq), Isaac Isradli, Isidorus hispalensis, Macrobius,
Michael Scotus, Palladius, Plato, Rhazes (ar Razi), Richardus de Sancto Victore,
Sextus pythagoricus, Socrates (philosophus), Tullius (Cicero), Vaerius Maximus,
Varro o Vegetius Renatus.
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6. LA HISTORIA DE LASMATEMATICASEN LASAULAS

Por eso en este momento en el que Europa se plantea modelos parala
ensefianza de esta ciencia que llamamos mateméticas, deberiamos recordar
todo este legado cultural que nos han entregado. Reivindicar las referencias
culturales de esta area de conocimiento y ofrecerla a nuestros alumnos como
la herencia que nos ha permitido contemplar la Europa que ahora disfruta-
mos.

Son muchos |os material es que podemos usar en el aula para contribuir
aentender la historia de nuestra ciencia. Libros como «El sefior del cero» de
M?lsabel Molina, premio CCEI de 1997, la antologia de Alfredo Radl Pala-
cios de «Cuentecitos & decires de matematicos, de poetas o de fil6sofos» o
«El tio Petrosy la conjetura de Goldbach», son titulos que pueden hacer dis-
frutar a jovenes y adultos. Describiré con un poco mas de detenimiento dos
materiales, que a modo de ejemplo, puedan ayudar a profesor a acercar a
alumno su historiay su cultura:

6.1. Lahistoria delas matematicas desde lared

El proyecto Cifras del Ministerio de Educacion es un gjemplo de las
posibilidades pedagdgicas de la historia. Como |os otros trabajos que descri-
bo en este articulo, sus autores no pretenden mostrar a profesor cuentos o
historietas que amenicen sus clases. Entienden la historia como recurso me-
todolégico, pedagdgico y didéactico, que permitira a alumno entender una
conexion entre hechos histéricos, problemas planteados y soluciones pro-
puestas, que han acompariado a ser humano alo largo de su evolucion.

Lo podemos encontrar en lared en la direccion:
<http://ares.cnice.mec.es/matemati casep/:>

Bienvenido al area de

PROYECTO Matematicas

de Educacion Primaria

(
A
—
~d Los actividades de este recurso estan
\ esitructuradas  por ciclos y blogues de
contenido  (numeracién,  operaciones,

medida, geometria y representacion de la
informacion).

[lustracién 5.
http://ares.cnice.mec.es/matematicasep/
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Son muchas las actividades propuestas y 10s recursos que se nos ofre-
cen en esta Web. Pero puedo destacar el referido alahistoria de nuestra cien-
cia que podemos encontrar en: <http://ares.cnice.mec.es/matematicasep/co-
legio/historia.html>

E %w REER.. jmummiun Internet en el aula

Inicio » Re: os del Colegio » Hi ria de las mateméticas.

La historia de las!
matematicas

Ilustracion 6.
Animacion Flash en formato comic de |a historia de las mateméticas

Por sus ilustraciones y lo conciso de sus textos, esta aplicacion se
puede utilizar desde el primer ciclo de educacion primaria. La variedad de
contenidos y de experiencias didécticas hacen que €l material pueda conti-
nuar usandose a lo largo de toda la educacion primariay secundaria.

6.2. Beremiz Samir, €l hombre que calculaba

Malba Tahan, autor de ElI hombre que calculaba, es e seudénimo con
gue el Profesor Julio César de Mello e Souza (1895-1974) firmo sus trabajos
pedagdgicos. Cred personajes ficticios que le permitiesen exponer problemas
mateméticos alos alumnos dentro de contextos historicos. En el momento en
gue concibi6 esta propuesta pedagdgica, «en esa época, en que las activida-
des |Udicas eran casi una herejia», como recuerdan sus alumnos, el carismé&
tico profesor |0s acercaba ala cienciacon sus historias, sus gerciciosy suin-
formal manera de ensefiar Matematica.

El trabajo nos presenta breves capitul os que son, cada uno de ellos, €
enunciado y laresolucién de un problema matematico clésico. Su utilizacion
puede recomendarse desde €l tercer ciclo de educacion primariay su lectura
puede agradar por igual a pequefiosy a mayores.
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EDICIONES DEL INSTITUTO SUPERIOR DE
FORMACION DEL PROFESORADO

Subdireccion General delnformacion y Publicaciones
del Ministerio de Educacion y Ciencia

El Instituto Superior de Formacién del Profesorado tiene como objeti-
vo impulsar, incentivar, financiar, apoyar y promover acciones formativas
realizadas por las instituciones, Universidades y entidades sin animo de lu-
cro, de interés para los docentes de todo el Estado Espafiol que gjercen sus
funciones en las distintas Comunidades y Ciudades Autonomas. Pero, tan
importante como ello, es difundir, extender y dar a conocer, en el mayor nu-
mero de foros posible, y a mayor nimero de profesores, € desarrollo de
estas acciones. Para cumplir este objetivo, €l 1.S.F.P. pondra a disposicion del
profesorado espariol, con destino alas bibliotecas de Centros y Departamen-
tos, dos colecciones, divididas cada una en cuatro series.

Con estas colecciones, como acabamos de sefiaar, se pretende difun-
dir los contenidos de l0s cursos, congresos, investigacionesy actividades que
seimpulsan desde el Instituto Superior de Formacion del Profesorado, con
fin de que su penetracion difusora en el mundo educativo llegue a méaximo
posible, estableciéndose asi una fructifera intercomunicacion dentro de todo
el territorio del Estado.

La primera de nuestras colecciones se denomina Aulas de Verano, y
pretende que todo el profesorado pueda acceder a conocimiento de las po-
nencias que se desarrollan durante los veranos en la Universidad Internacio-
nal Menéndez Pelayo de Santander, en los cursos de la Universidad Com-
plutense en El Escorial, en los de la Universidad Nacional de Educacion a
Distancia en Avila y en los de la Fundacion Universidad de Verano de Cas-
tilla'y Ledn en Segovia. En general, esta coleccién pretende dar a conocer
todas aguellas actividades que desarrollamos durante el periodo estival.

Se divide en cuatro series, dedicadas las tres primeras a la Educacién
Secundaria (laterceraa F.P), y la cuarta a Infantil y Primaria.
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Coleccion Aulas de Verano, que se identifica con el
color “bermellon Salamanca”

» Serie “Ciencias’ Color verde

 Serie “Humanidades’ Color azul
 Serie “Técnicas’ Color naranja
 Serie “Principios’ Color amarillo

La segunda coleccion se denomina Conocimiento Educativo. Con ella
pretendemos difundir las investigaciones realizadas por € profesorado o gru-
pos de profesores, € contenido de aquellos cursos de verano de carécter més
general, y dar a conocer aquellas acciones educativas que desarrolla €l Institu-
to Superior de Formacion del Profesorado durante del afio académico.

La primera serie esté dedicada fundamental mente a investigacion di-
dacticay, en particular, alas didécticas especificas de cada disciplina; la se-
gunda serie se dirige a andlisis de la situacion educativa y estudios genera-
les, siendo esta serie el lugar donde se daran a conocer nuestros Congresos
EN_CLAVE DE CALID@D; la tercera serie, “Aula Permanente”, da a co-
nocer |os distintos cursos que realizamos durante el periodo docentey €l con-
tenido de los cursos de verano de carécter general y la cuarta serie, como su
nombre indica, se dedica a estudios, siempre desde la perspectiva de la edu-
cacion, sobre nuestro Patrimonio.

Coleccion Conocimiento Educativo, que se identifica con el
color “amarillo oficia”

» Serie “Didéctica’ Color azul

» Serie “Situacion” Color verde
 Serie “Aula Permanente” Color rojo

e Serie “Patrimonio” Color violeta

Estas colecciones, como hemos sefialado, tienen un caracter de difu-
sién y extension educativa, que prestara un servicio ala intercomunicacion,
como hemos dicho también, entre los docentes que desarrollan sus tareas en
las distintas Comunidades y Ciudades Auténomas de nuestro Estado. Pero,
también, se pretende con €llas establecer un vehiculo del maximo rigor cien-
tifico y académico en el que encuentren su lugar el trabajo, €l estudio, lare-
flexion y la investigacion de todo el profesorado espafiol, de todos los ni-
veles, sobre |la problematica educativa.

Esta segunda funcién es singularmente importante, porque incentiva
en los docentes el imprescindible objetivo investigador sobre la propia fun-
cién, lo que constituye la tnica via cientifica y, por tanto, con garantias de
eficacia, parael mas positivo desarrollo de laformacién personal y los apren-
dizajes de calidad en los nifios y los jOvenes espafioles.




indicesde calidad delas publicaciones

Los programas de publicaciéon son aprobados por una comi-
sion compuestapor el Director del I nstituto Superior de Formacién del
Profesorado, |a Directora de Programas y |a Directora de Publicacio-
nesdel Instituto Superior de Formacién del Profesorado y los Directo-
res (o persona en quien deleguen) del Servicio de Publicaciones del
Ministerio de Educaciony Cienciay del INCE.
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NORMAS DE EDICION
DEL INSTITUTO SUPERIOR DE FORMACION
DEL PROFESORADO:

* Los articulos han de ser inéditos.

» Se entregaran en papel y se afiadira una copia en disquete o CD con for-
mato Word

 Los autores deben dar |os datos personales siguientes: referencia profesio-
nal, direccion y teléfono personal y del trabajo y correo electronico.

» Hay que huir de textos corridos y utilizar con la frecuencia adecuada, epi-
grafes y subepigrafes.

 Debe haber, a principio de cada articulo, un recuadro con un indice de los
temas que trata el mismo, y que debe coincidir con los epigrafesy subepi-
grafes del apartado anterior.

 Cuando se reproduzcan textos de autores, se entrecomillarén y se pondran
en cursiva

« Al citar un libro, siempre debe aparecer la pagina de la que se tomalacita,
excepto si se trata de un comentario general.

 Se deben adjuntar fotografias, esquemas, trabagjos de alumnos,... que ilus-
tren o expliquen e contenido del texto.

Al final de cada articulo, se adjuntaré lalista de la bibliografia utilizada.

 Labibliografiadebe ser citada de la siguiente manera: apellidos/s (con ma-
yUsculas), coma; nombre segiin aparezca en €l libro (en letra corriente),
punto; titulo del libro en cursiva, punto; editorial, punto; ciudad de edicion,
comay fecha de publicacion, punto.

CENTRAL DE EDICIONESDEL INSTITUTO SUPERIOR
DE FORMACION DEL PROFESORADO

Ediciones del Instituto Superior de Fo

e Direccion y coordinacion (1.S.F.P.):
Paseo del Prado 28, 6.2 planta. 28014. Madrid. Teléfono: 91.506.57.17.

e Suscripcionesy distribucion:
Instituto de Técnicas Educativas. C/ Alapardo g/n.
28806. Alcalé de Henares.
Teléfono: 91.889.18.54.

e Puntos de venta:
— Ministerio de Educacion y Ciencia. C/ Alcaa, 36. Madrid.
— Subdireccion General de Informacion y Publicaciones del Ministerio de
Educacién y Ciencia. C/ Juan del Rosal, §/n. Madrid.
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TITULOSEDITADOSPOREL INSTITUTO
SUPERIOR DE FORMACION DEL PROFESORADO

COLECCION: AULASDE VERANO
SERIE: Humanidades

Laiconografia en la enseflanza de la Historia del Arte

La dimensién artistica y social de la ciudad

La lengua, vehiculo cultural multidisciplinar

El entorno de Segovia en la historia de |a dinastia de Borbon

Aprendizaje de las lenguas extranjeras en el marco europeo

El impacto social de la cultura cientifica y técnica

Lenguas extranjeras. hacia un nuevo marco de referencia en su aprendizaje
Habilidades comunicativas en las lenguas extranjeras

Didéctica de la Filosofia

Nuevas formas de aprendizaje en las lenguas extranjeras

Filosofia y economia de nuestro tiempo: orden econémico y cambio social
Las artes plasticas como fundamento de la educacién artistica

La ficcion novelesca en los siglos de oro y |a literatura espafiola

La empresay el espiritu emprendedor de |os jovenes

La dimensién humanistica de la misica: reflexiones y modelos didacticos
La ensefianza de las lenguas extranjeras desde una perspectiva europea
Valores del deporte en la educacion (afio europeo de la educacion a través del deporte)

SERIE: Ciencias

La ensefianza de las matemdticas a debate: referentes europeos

El lenguaje de las mateméticas en sus aplicaciones

Globalizacion, crisis ambiental y educacion

LaFisicay la Quimica: del descubrimiento a la intervencion

El nimero, agente integrador del conocimiento

Dela aritmética al anélisis: historia y desarrollo recientes en matematicas
Los sistemas terrestres y sus implicaciones medioambientales

Metodologia y aplicaciones de las mateméticas en la ESO

Ultimas investigaciones en Biologia: células madres y células embrionarias
Ramon y Cajal y la ciencia espafiola

Usos matematicos de internet

Quimica y sociedad, un binomio positivo

La empresay €l espiritu emprendedor de los jévenes

Nuevos enfoques para la ensefianza de la Fisica
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SERIE: Técnicas

Grandes avances de la ciencia y la tecnologia
Nuevas profesiones para €l servicio a la sociedad




Servicios socioculturales: la cultura del ocio

La transformacion industrial en la produccion agropecuaria

La formacion profesional como via para el autoempleo: promocion del espiritu em-
prendedor

SERIE: Principios

La Educacion Artistica, clave para el desarrollo de la creatividad

La experimentacion en la ensefianza de las ciencias

Metodologia en la ensefianza del Inglés

Destrezas comunicativas en la Lengua Espafiola

Dificultades en €l aprendizaje de las Matematicas

La Geografia y la Historia, elementos del medio

La seduccion de la lectura en edades tempranas

Aplicaciones de las nuevas tecnologias en el aprendizaje de la Lengua Castellana
Lenguas para abrir camino

Los lenguajes de la expresion

La comunicacion literaria en las primeras edades

Los lenguajes de las ciencias

Perspectivas para las ciencias en la Educacion Primaria

Leer y escribir desde la Educacion Infantil y Primaria

Nimeros, formas y volimenes en el entorno del nifio

El lenguaje de las artes plésticas: sensibilidad, creatividad y cultura

Andersen, Ala de Cisne: actualizacion de un mito (1805 — 2005)

Aplicaciones educativas de las Tecnologias de la Informacién y la Comunicacion

COLECCION: CONOCIMIENTO EDUCATIVO
SERIE: Situacién
EN CLAVE DE CALID@D: La Direccion Escolar
Investigaciones sobre €l inicio de la lectoescritura en edades tempranas

EN CLAVE DE CALID@D: Hacia €l éxito escolar

SERIE: Didéctica
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Didactica de la poesia en la Educacion Secundaria

Los fundamentos tedrico-didacticos de la Educacion Fisica

La estadistica y la probabilidad en €l Bachillerato

La estadistica y la probabilidad en la Educacion Secundaria Obligatoria
Orientaciones para €l desarrollo del curriculo integrado hispano-britanico en Edu-
cacion Infantil

Orientaciones para el desarrollo del curriculo integrado hispano-britanico en Edu-
cacion Primaria




SERIE: Aula Permanente

Contextos educativos y accion tutorial

Imagen y personalizacion de los centros educativos

Nuevos nucleos dinamizadores en los centros de Educacion Secundaria: los Depar-
tamentos Didacticos

Diagnostico y educacion de los alumnos con necesidades educativas especificas:
alumnos intel ectual mente superdotados

Gestion de calidad en la organizacion y direccion de centros escolares

La orientacion escolar en los centros educativos

El profesorado y los retos del sistema educativo actual

El tratamiento de la diversidad en los centros escolares

TITULOS EN COEDICION

Internet en el aula: Abecedario para la Educacion Primaria
Educacion Intercultural en el aula de Ciencias Sociales

Prensa y educacion: acciones para la desaparicion de un gueto
Diagndstico y educacion de los mas capaces

Coleccion Los Reales Stios:
Palacio Real de Aranjuez
Palacio Real de Madrid
Real Monasterio de La Encarnacién
Real Monasterio de Santa Clara de Tordesillas
Palacio Real de La Granja de San Ildefonso
Monasterio de San Lorenzo de El Escorial

Ediciones del Instituto Supe
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TITULOSEN EL ANO

COLECCION SERIE
— Dél punto a los espacios
multidimensionales ............ AULAS DE VERANO Ciencias
— El pensamiento cientifico en la
sociedad actual . .............. AULAS DE VERANO Humanidades
— Hacia € aulaintercultural.
Experienciasy referentes ... .... AULAS DE VERANO Humanidades
— Participacion de las familiasen la CONOCIMIENTO Aula
vida escolar: accionesy estrategias EDUCATIVO Permanente
— Juego y deporte en el ambito escolar:
aspectos curriculares y actuaciones
practicas.................... AULAS DE VERANO Principios
— La convivencia en las aulas: CONOCIMIENTO
problemasy soluciones ......... EDUCATIVO Situacion
— Actualizacion de las competencias 5
profesionales: Sanidad y Formacion =
Profesional .................. AULAS DE VERANO Técnicas “51
A
— Labiblioteca: un mundo de o
recursosparaelaula .......... AULAS DE VERANO Humanidades 3
o 7
— Ladisrupcion en las aulas: CONOCIMIENTO =
problemasy soluciones ......... EDUCATIVO Situacion o
o
— El portfolio europeo de las lenguas 8
y sus aplicacionesene aula . . . .. AULAS DE VERANO Humanidades 5
(&)
— Bases para un debate en Educacion CONOCIMIENTO b
Artigtica ... EDUCATIVO Didéctica
— Descubrir, investigar, experimentar:
iniciacion alasciencias ........ AULAS DE VERANO Principios
— Laslenguas espafiolas. un enfoque
filoldgico ................... AULAS DE VERANO Humanidades
— El espacio geografico espafiol
ysudiversidad ............... AULAS DE VERANO Humanidades
— Enfoques actuales en la didactica
de las matematicas ............ AULAS DE VERANO Ciencias
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— El cuento como instrumento para
el desarrollo de la creatividad artistica

— Personajesy teméticas en la
literaturajuvenil ..............

— Lamotivacion de la lectura a través
delaliteraturainfantil .........

— Laaccion tutorial: su concepciény
supractica ...

— Las matematicas y sus aplicaciones
en e mundo social y econémico . .

AULASDE VERANO
AULAS DE VERANO
AULAS DE VERANO
CONOCIMIENTO
EDUCATIVO

AULAS DE VERANO

Principios
Humanidades
Principios
Aula

Permanente

Ciencias




Este volumen tiene su origen en el CURSO DE FORMACION DEL PROFE-

SORADO DE EDUCACION PRIMARIA: “Aprender mateméticas. M etodo-

logia y modelos europeos’, que se celebré en la Universidad Internacio-
nal Menéndez Pelayo de Santander, en €l verano de 2006.




1.8.B.N.: 978-84-369-4427-3

7884361944273

La primera de nuestras colecciones se denomina Aulas de
Verano, y pretende que todo el profesorado pueda acceder al
conocimiento de las conferencias que se desarrollan durante los
veranos en la Universidad Internacional Menéndez Pelayo de
Santander, en los cursos de la Universidad Complutense en El
Escorial, en los de la Universidad Nacional de Educacion a Distancia
en Avilay en los de la Fundacién Universidad de Verano de Castillay
Ledn en Segovia.

Coleccién Aulas de Verano, que se identifica con el
color «bermellén Salamanca».

e Serie «Ciencias» Color verde

e Serie «<Humanidades» Color azul

* Serie «Técnicas» Color naranja
e Serie «Principios» Color amarillo

La segunda coleccién se denomina Conocimiento Educativo.
Con ella pretendemos tanto difundir investigaciones realizadas por
el profesorado o grupos de profesores, el contenido de aquellos
cursos de verano de caracter mas general y dar a conocer las
acciones educativas que desarrolla el Instituto Superior de Forma-
cion del Profesorado durante el afilo académico.

Coleccion Conocimiento Educativo, que se identifica con el
color «amarillo oficial»

e Serie «Didactica» Color azul
e Serie «Situacion» Color verde
e Serie «Aula Permanente» Color rojo

L ]

Serie «Patrimonio» Color violeta

Estas colecciones tienen un caracter de difusion y extension
educativa, al servicio de la intercomunicacion entre los docentes
que desarrollan sus tareas en las distintas Comunidades y Ciudades
Auténomas de nuestro Estado.




	00.pdf
	01.pdf
	02.pdf
	03.pdf
	04.pdf
	05.pdf
	06.pdf
	07.pdf
	08.pdf
	09.pdf
	10.pdf
	11.pdf
	12.pdf


<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 300
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /ESP <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [600 600]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 300
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /ESP <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [600 600]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 300
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /ESP <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [600 600]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 300
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /ESP <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [600 600]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 300
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /ESP <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [600 600]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 300
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /ESP <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [600 600]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 300
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /ESP <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [600 600]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 300
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /ESP <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [600 600]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 300
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /ESP <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [600 600]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 300
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /ESP <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [600 600]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 300
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /ESP <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [600 600]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 300
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /ESP <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [600 600]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 300
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /ESP <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [600 600]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice




