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INTRODUCCION

Roberto Rodriguez del Rio
Departamento de Matematica Aplicada
Universidad Complutense de Madrid

Enrique Zuazua Iriondo
Departamento de Matematicas
Universidad Auténoma de Madrid

El objetivo del volumen es el de proporcionar a los Profesores de Mate-
maticas de Ensefianza Secundaria la posibilidad de actualizar sus cono-
cimientos cientificos a través del contacto con algunas cuestiones relacio-
nadas con los grandes bloques tematicos de los nuevos curricula de Mate-
maticas en la Ensefianza Secundaria. En consecuencia, los temas elegi-
dos giran en torno al Algebra, el Analisis, la Estadistica y la Probabilidad
y también sobre el papel que las Matematicas han desempenado, desde
un punto de vista histérico, en el desarrollo de las Ciencias, la Ingenieria
y la Tecnologia.

Los articulos estan realizados por cientificos del mas alto nivel que se
caracterizan por su gran capacidad de comunicacion, asi como por su com-
promiso con la ensenianza de las Matematicas.

Es para nosotros una gran satisfaccion ver que el esfuerzo que los pro-
fesores realizaron preparando las notas serd de utilidad para otros
muchos profesionales de las Matematicas, educadores, cientificos y cual-
quiera que quiera conocer algunas de las tendencias actuales en Mate-
maticas, asi como la influencia de éstas en el desarrollo histérico de la
Ciencia.

Cuando lo disefiamos, lo hicimos con la idea de que fuese un libro fun-
damentalmente de Matematicas, cuyos destinatarios fuesen quienes las
ensenan. Al hacerlo, éramos conscientes de que la apuesta era arriesga-
da. En efecto, en muchas ocasiones, estos textos escapan de los conteni-
dos rigurosos y se dedican mas a cuestiones de tipo metodolégicas o peda-
gogicas. Nada tenemos en contra de ello pero creimos que nuestra condi-
cion de matematicos profesionales nos obligaba a poner a las Matemati-
cas en el centro de gravedad. Este hecho no es ajeno a nuestra vision del




10

De la Aritmética al Analisis: Historia y desarrollos recientes en Matematicas

complejo mundo de las Matematicas v de su ensefianza. Hay quienes
creen que los estudiantes no aprenden Matematicas y que éstas no les
gustan porque los profesores saben demasiadas y profundizan en exceso.
Nosotros somos de la opinién contraria. Creemos que la mejor receta para
garantizar una buena ensenanza de esta materia es que el profesor sepa
muchas matematicas, conociendo también el contexto historico y las moti-
vaciones que influyeron en su creacion y desarrollo. Sélo de este modo el
profesor puede ser capaz de transmitir con claridad lo esencial de cada
concepto, en el momento adecuado, sin excesos técnicos ni lagunas insal-
vables para el alumno. Los Profesores de Ensefianza Secundaria que han
tenido acceso a este material previamente, con su interés y entusiasmo
nos confirmaron que hay margen sobrado para que este tipo de apuestas
sean bien acogidas.

Sabiamos de la dificultad de escribir de Matematicas de alto nivel y
actualidad ante un publico variado y, frecuentemente, a veces a su pesar,
acostumbrado ya al universo de las Matematicas de la Ensenanza Secun-
daria y del Bachillerato. Por ello solicitamos su participacion a una exce-
lente plantilla de matematicos. Todos contribuyeron con un grado de ilu-
sién, entrega y acierto que supero nuestras expectativas. A ellos también
nuestro mas sincero agradecimiento.

Como complemento a estos materiales remitimos a los lectores al
Boletin de SEMA (Sociedad Espanola de Matematica Aplicada) (nim. 24,
2003), la Gaceta de la RSME (Real Sociedad espanola de Matematicas)
(vol. 6, numero 2, 2003) y la revista Catedra Nova (nimero 17, 2003)
donde se aborda la problematica de la ensenanza de las Matematicas en
la ESO y Bachillerato. Asimismo, el lector interesado puede consultar el
articulo «Ensenar y aprender Matematicas» publicado en la Revista de
Educacion del MEC (n.* 329, 2002, paginas 239-256).

Por ultimo, queremos expresar nuestro mas sincero agradecimiento al
Instituto Superior de Formacién del Profesorado del Ministerio de Edu-
cacién, Cultura y Deportes, por la edicién definitiva de este libro.



EL CALCULO Y LA MODELIZACION MATEMATICA

José M. Arrieta
Departamento de Matemdtica Aplicada
Universidad Complutense de Madrid

INTRODUCCION

1. Notas sobre los origenes del Calculo.
2. Mecanica.

2.1. El péndulo.

2.2. El péndulo linealizado.

2.3. Construccién de relojes.

2.4. Movimiento planetario.

3. Dinamica de Poblaciones.
3.1. Crecimiento exponencial.
3.2. Migraciones.
3.3. Tasas de crecimiento y de migracién variables.
3.4. Recursos limitados.
3.5. Modelo depredador-presa.

4, Sistemas dinamicos.

REFERENCIAS

INTRODUCCION

Al oir el nombre de Céleculo (Caleulo Diferencial, Cédlculo Integral)
s nos viene a la mente inmediatamente conceptos como derivada, inte-
gral, funcion continua, tangentes, areas, limites, sucesiones, series, coor-
denadas polares, dreas en coordenadas polares, longitudes de arco, drea
superficial, asi como innumerables resultados relacionados con estos con-
ceptos: entre dos ceros de una funcién existe un cero de la derivada, los
maximos y minimos de una funcién se obtienen con los ceros de la deri-
vada, la derivacién y la integracion son procesos inversos: ete,. Tipicos

11
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problemas de Célculo estudiados en las aulas de la Ensenanza Secunda-
ria y universitaria incluyen el analisis del dominio, asintotas verticales,
horizontales y oblicuas, mdximos, minimos y puntos de inflexién de una

funcién como f(z) = —%_—14 o si se quiere un poco mds de emocidn, se
x —_—

propone la funcién f(z) = ;T: gzzc :12, De esta forma, se presenta el

Céleulo como un conjunto de definiciones, reglas y operaciones a realizar
sobre algo que denominamos funciones, entes estos de los que la tinica
visidn que tenemos es el timido grdfico que dibujamos sobre un papel.
Para los estudiantes, significa una materia que necesariamente tienen
que superar para seguir sus estudios y para nosotros es, jqué remedio!,
una materia que hay que ensenar.

Por otra parte, dentro del curriculum universitario y para la mayoria
de los estudios de ciencias e ingenieria se incluye un curso de ecuacio-
nes diferenciales. La emocién ahora esta en resolver ecuaciones del tipo
y' = 2y(1—y), o bien y"+3sen(y) = cos(7z), es decir, hallar una funcién
y(x) que verifique la ecuacién propuesta. Para desempenar tal tarea se
requiere, indudablemente, haber adquiride destreza con las herramien-
tas del célculo, pues la cantidad de veces que se integra, se deriva, se
cambia de variable, se aplica la regla de la cadena es innumerable. Estas
ecuaciones se clasifican en ordinarias o en derivadas parciales, lineales
o no, de primer orden, segundo orden, etcétera y se proponen métodos
efectivos para su resolucién.

Visto de esta forma, da la impresién que en un momento dado de la
historia, los padres fundadores del Cdlculo dibujaron sobre sus respec-
tivas pizarras una funcién y se preguntaron qué es lo que podian hacer
con ella. Como respuesta a su propia pregunta, la derivaron, integraron,
caleularon sus maximos, minimos, su drea, etc,. Y después de descansar,
se preguntaron si servia para algo. Y se dieron cuenta de que todo valia
para resolver ecuaciones en donde ademés de la funcién, aparecia la de-
rivada de la funcion y se dedicaron a resolver ecnaciones diferenciales y
a convencer a otros de resolver mds ecuaciones diferenciales.

Es evidente que la estructura curricular de las distintas asignaturas
en el nivel de Bachillerato y Universidad es una tarea bastante dificil
y elaborada. Pero, al mismo tiempo, es responsabilidad nuestra, de los
docentes, el tener una perspectiva clara y acertada sobre las distintas
materias que se estdn impartiendo, tanto en relacidn a los contenidos
como de fidelidad con el desarrollo histérico que han seguido. En este
sentido, considerar el Cidlculo como una entelequia abstracta que tan
solo trata de estudiar funciones sin saber de donde vienen es faltar a la



fidelidad histérica y al objetivo del Calculo. De forma similar, desligar
las Ecuaciones Diferenciales. tanto de los problemas del mundo real,
como situar el origen de éstas alejado del mismo origen del Célculo, no
responde a la realidad histérica, ni a la evolucién del presente.

En este articulo pretendemos presentar una visién mads unificadora
del Céleulo, las Ecuaciones Diferenciales y la Modelizacién Matemaética,
entendida esta tltima como la obtencién de modelos matematicos de
problemas del mundo real.

En la siguiente seccién, esbozamos unas notas sobre los origenes del
Célculo poniendo especial énfasis en los problemas reales que se esta-
ban abordando en los siglos XVI-XVII. Posteriormente, en la seccion 2,
desarrollamos algunos modelos de la Mecdnica que se encuentran inti-
mamente relacionados con la aparicién del Célculo. Estudiaremos las
vibraciones de un péndulo y su relacion con la construccién de relojes de
precision. También analizaremos en detalle el movimiento planetario. En
la seccion 3, estudiamos coémo el Cdleulo se puede aplicar al estudio de
la Biologia Matemadtica, en particular, a los problemas sobre dindmica
de poblaciones. Obviamente, estas dos ramas de la ciencia (Mecdnica y
Biologia) no constituyen las tinicas en donde se pueden aplicar las herra-
mientas del Cilculo y las Ecuaciones Diferenciales, pero constituyen dos
buenos ejemplos que ilustran el procedimiento, las técnicas y el desarro-
llo moderno que se estd viendo en el area de la Matematica Aplicada.
Parte de este desarrollo moderno, cuyo nacimiento se puede atribuir a
Henri Poincaré, se analiza en la ultima seccion,

1. NOTAS SOBRE LOS ORIGENES DEL CALCULO

La construccién de lo que hoy entendemos por Célculo por parte
de Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Leibniz (1646-1716), asi como
por los numerosos predecesores en esta tarea, Arquimedes (285-212 ac),
Galileo Galilei (1564-1642) Bonaventura Cavalieri (1598-1647), Johan-
nes Kepler (1571-1630), Pierre Fermat (1601-1665), Isaac Barrow (1630-
1677), eteétera; y el posterior desarrollo que ha seguido por cientificos
de la talla de Jacob Bernoulli (1654-1705), Johann Bernoulli, Guillau-
me de L'Hopital (1661-1704) (1667-1748), Leonhard Euler (1707-1783),
Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), Pierre-Simon Laplace (1749-1827),
Augustin Cauchy (1789-1857) y Henri Poincaré (1854-1912) entre mu-
chos otros, estd intimamente ligado y viene motivado por los numerosos
problemas del mundo real que estos cientificos estaban abordando.

Hay un aspecto importante a la hora de mirar retrospectivamente a la

13
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actividad cientifica de los siglos XVI-XVII. La mayoria de los cientificos
de la época se sitlian entre dos épocas de la historia que se caracterizan
por su distinta vision del mundo y en particular de la astronomia. La
mayoria de ellos nacieron y fueron educados desde la vision Aristotélica,
en donde la teoria geocéntrica era la imperante y los planetas se movian
en Orbitas circulares. Si se argumentaba que las érbitas eran circulares,
no era por motivos cientificos sino por razones filoséfico-estéticas: el
circulo es la curva perfecta y los astros son perfectos, por tanto, su
orbita no puede ser otra més que la circunferencia. Nicolds Copérnico
(1473-1543) defendid la teoria heliocéntrica en su obra De Revolutionibus
Orbium Coelestium, 1543, pero seguia manteniendo que las érbitas de los
planetas eran circulares. Posteriormente, Kepler, estudiando las érbitas
planetarias en base a los datos experimentales de la 6rbita de Marte
del astrénomo Tycho Brahe (1546-1601), intenté ajustar estos datos a
un circulo. Después de innumerables célculos pesados e infructuosos,
llegdé a dar el paso de plantearse la posibilidad de que la érbitas no
fueran circulos. Este paso es extremadamente importante: dar valor a
los datos experimentales, a la naturaleza, y de ahi obtener las ecuaciones
v postulados matemdticos. Quien realmente llegé a dar este salto de
gigante y fundar asi lo que hoy entendemos por ciencia moderna es
Galileo. EI descubrimiento de los cuatro satélites de Jiipiter fue un golpe
duro a la teorfa geocéntrica que afirmaba que todo, absolutamente todo,
giraba alrededor de la Tierra. La observacién por primera vez de las
manchas solares significé que los astros no eran perfectos y las fases de
Venus eran inexplicables por medio de la teoria geocéntrica. Los datos
experimentales y la observacién echaron por tierra esta teoria geocéntrica
del universo. A partir de Galileo, la ciencia se desliga de preconceptos
acientfficos (incluso anticientificos) y se une de la mano de la experiencia
y la observacién. El mundo empieza a ser observado y estudiado de forma
sistemadtica y cientifica.

La cantidad de problemas cientificos que emerge en esta época es
impresionante. Segiin Morris Kline!, durante los siglos XVI -XVII habia
cuatro tipos principales de problemas:

'KLINE, M. El Pensamiento Matemdtico de la Antigiiedad a nuestros dias. I, 11 y
IT1. Alianza Universidad. Madrid, 1994.
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I) Conocida la distancia que recorre un cuerpo en funcién del tiempo,
calcular su velocidad y aceleracién y viceversa, conocida la acelera-
cion de un cuerpo, calcular su velocidad y la distancia recorrida. Este
es el problema del movimiento de cuerpos donde las velocidades y
aceleraciones varian de instante en instante.

II) Obtener la tangente a una curva dada en un punto de ella. Ademis
de las motivaciones meramente geométricas de este problema era
importante resolverlo por la cantidad de aplicaciones cientificas que
tenia. La aplicacién de las leyes de la 6ptica para el disefio de lentes y
construccién de telescopios pasaba forzosamente por el calculo de la
recta normal a una curva, que es la recta perpendicular a la tangente
a la curva. Por otra parte, en el estudio del movimiento surgia tam-
bién el problema de las tangentes, pues la direccion del movimiento
de un cuerpo mavil lo hace en la direccién de la recta tangente.

III) Calcular el valor mdximo v/o minimo de una funcién. Este pro-
blema surgia en balistica al calcular el dngulo de disparo de un canén
que alcanzaria la médxima distancia posible. También aparecia este
problema en el estudio del movimiento de los planetas, al querer
caleular Ia distancia mdxima y minima de los planetas al sol.

IV) Hallar la longitud de arco de una curva dada. De nuevo en los
problemas del movimiento planctario se necesitaba calcular la dis-
tancia recorrida por un planeta en un periodo de tiempo. También
se incluye en este apartado el cdlculo de dreas encerrados por curvas,
el de voliimenes limitados por superficies, el del cdlculo de la fuerza
de la gravedad que ejerce un cuerpo no puntual sobre una masa.

Estos problemas se convierten en el germen motor del desarrollo de
los conceptos que hoy entendemos por derivada, integral v limite, que
constituyen el cuerpo de lo que hoy denominamos Calculo.

La mayoria de estos problemas tienen un cardcter dindmico. En ellos
se pretende analizar el comportamiento de una cantidad que estd en mo-
vimiento y que obedece alguna ley de la ciencia (un cuerpo bajo la accién
de una fuerza, la densidad de una sustancia quimica en reaccion, la tra-
yectoria de un rayo de luz al atravesar una lente, etc.). Es precisamente
esta dimension de cambio de instante a instante en las magnitudes en
cuestion lo que conduce a que ya desde tiempos anteriores a Newton y
Leibniz se hiciera patente la necesidad de tratar estas magnitudes en lo
“infinitamente pequeno”.

15
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Yz Galileo, en su obra Consideraciones y demostraciones matemdti-
cas sobre dos nuevas ciencias, 1638, analiza, entre otras cosas, el mo-
vimiento de un cuerpo uniformemente acelerado y utiliza argumentos
de tipo geométrico que se pueden considerar auténticos precursores del
Caleulo. Galileo utilizé el concepto de “indivisibles”, que fue posterior-
mente desarrollado por su discipulo Cavalieri, para probar que el espacio
recorrido por un cuerpo que partiendo del reposo, se desplaza con un mo-
vimiento uniformemente acelerado coincide con el espacio recorrido por
otro cuerpo si el movimiento fuera con velocidad constante e igual a la
mitad de la velocidad final del primer cuerpo.

Si representamos el tiempo por el segmento AB entonces la velocidad
en un tiempo C viene dada por la magnitud CE, ver Figura 1. El 4rea
del tridngulo ABD estd formada por la agregacién de “indivisibles”,
dados estos por todas las lineas paralelas a CE que unen AB con AD.
Por otra parte, a todo indivisible CE le corresponde un indivisible del
espacio recorrido que es de la misma magnitud y, por tanto, el drea del
triangulo ABD se corresponde con el espacio recorrido. Pero si trazamos
el rectdngulo ABFG y utilizando de nuevo los indivisibles, éste tendra el
mismo drea que el del triangulo ABD, puesto que a todo indivisible de
la forma JK le corresponde otro igual y de la misma magnitud LM, lo
que prueba que el tridngulo AGI tiene el mismo area que DFI. Pero
el drea del rectangulo representa el espacio recorrido por un mévil con
velocidad HI, que es la que se alcanza a tiempo medio.

G A
K ]
I H
| E / C
L ‘M
D F B

Figura 1. Demostracién de Galileo.

Los indivisibles se presentan, por tanto, como precursores de los in-

16
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crementos infinitesimales y se aplican directamente para analizar pro-
blemas dinamicos.

También Kepler utiliza el concepto de indivisibles y lo aplica al calcu-
lo del drea de una elipse, No olvidemos que sus tres leyes sobre ¢l movi-
miento planetario hacen constante referencia a esta conica. Kepler calcu-
laba el drea de la elipse de la siguiente forma. Era entonces bien conocido
que la elipse de semiejes a, b se obtiene contrayendo un circulo de radio
a en la direccién vertical por un factor b/a.

Figura 2. Céilculo del drea de la elipse por Kepler.

Si consideramos que el drea del circulo (y el de la elipse) esta for-
mado por la agregacion de todos los indivisibles verticales y estos son
contraidos por un factor b/a, entonces, el drea debe ser contraido de nue-
vo por ¢l mismo factor. Asi, el drea de la clipse debe ser ma? - % = mab.

No obstante, el concepto de “indivisibles” y de “agregacién infinita”
de indivisibles para el cédlculo de dreas no era del todo satisfactorio: se
puede construir ficilmente dos figuras A y B con los mismos indivisibles
(es decir, que a todo indivisible de A le corresponde uno y sélo un in-
divisible de 3, ¥ viceversa) pero que el drea es obviamente distinto, ver
figura 3.

El esfuerzo por encontrar un método general para el cilculo de areas
y la necesidad de trabajar con magnitudes que varian de instante a
instante, culminé con la ereacidon del Caleulo por parte de Newton y
Leibniz. Pero no nos olvidemos de que en la base de esta creacion estd la
necesidad de resolver problemas importantes de la época, problemas
en su mayoria de cardcter dindmico que involucraban a cantidades que

17
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Figura 3. Dos figuras con los mismos indivisibles y distinto drea.

variaban de instante en instante.

El mismo concepto que tenia Newton de curva (o funcién) es un con-
cepto dindmico. Para éste, una curva no es maés que el lugar que ocupa
un objeto que se mueve, que fluye. Si en nuestra terminologia actual,
una curva viene dada por la ecuacién F(z,y) = 0, para Newton, ésta
representaba una relacion entre dos fluentes, x e y, que son dos cantida-
des que fluyen en el tiempo (en nuestra terminologia, escribiriamos z(t),
y(t)). Sus variaciones con respecto al tiempo son las fluxiones, @, 3.

Ya en su obra El método de fluziones y series infinitas, 1671, Newton
plantea los dos problemas principales del Cédleulo:

1. Dada la relacion entre las cantidades fluentes, determinar la rela-
cion de las fluxiones.

2. Dada una ecuacion para las fluxiones, determinar la relacién entre
las cantidades fluentes.

El primer problema consiste en calcular la derivada de una funcién
dada. El segundo problema consiste en resolver ecuaciones diferenciales.
Vemos, por tanto, que el arranque de lo que hoy entendemos por Ecua-
ciones Diferenciales es simultdneo al del Célculo. Ademas, el desarrollo
posterior de ambos ha ido de forma paralela y siempre guiado por el
deseo de entender, cada vez mds, los fenémenos importantes del mundo
real, ya sean fisicos, biolégicos, econémicos o de otra indole. El aplicar
las herramientas del Céleulo a estos problemas reales y obtener un con-
junto de ecuaciones que rigen el proceso en cuestién, que en la mayoria
de los casos, son ecuaciones diferenciales, es lo que entendemos por Mo-
delizacion Matematica. Una vez deducidas las ecuaciones, es tarea del
matematico obtener informacién, ya sea cuantitativa o cualitativa, so-
bre el comportamiento de sus soluciones. La validez o no del modelo
disenado se decidira contrastando los datos experimentales del proceso
con los obtenidos por la ecuacién en cuestion.
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2. MECANICA

En la monumental obra, Principios Matematicos de la Filosofia Na-
tural, 1687, Isaac Newton establecié, entre otras muchas leyes y princi-
pios, las que rigen el movimiento de los cuerpos bajo la accién de unas
fuerzas. Estas tres leves dicen:

1. Todo cuerpo sobre el que no actiia ninguna fuerza se mueve con
velocidad constante.

2. Si sobre un cuerpo de masa m actia una fuerza F, entonces, el
cuerpo experimenta una aceleracion a siguiendo la ley F' = ma.

3. Ley de accidn y reaccion: a toda fuerza (aceidn) se le opone otra
fuerza de la misma magnitud y de sentido contrario (reaccion).

Estas tres leyes, junto con la ley de la gravitacion universal, que
establece que la fuerza ejercida por un cuerpo de masa M sobre otro
de masa m es directamente proporcional al producto de ambas masas e
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia, constituyen las
bases de la mecdnica y a partir de ellas se puede establecer de forma
clara el comportamiento dinamico de los cuerpos bajo la accidn de la
fuerza de la gravedad.

Para la aplicacién de estas leyes a problemas concretos se hacen in-
dispensables los conceptos y herramientas del Céleulo, desarrollados por
Newton y Leibniz. Este desarrollo paralelo del Cdleulo, la Mecdnica y,
por ende, las Ecuaciones Diferenciales no es accidental. En base a la apli-
cacién del Céleulo a problemas de la Mecdnica se obtienen Ecuaciones
Diferenciales como modelos que rigen el comportamiento dindmico del
problema en cuestion.

2.1. El péndulo

Veamos un e¢jemplo importante que ha constituido, a través de los
siglos una fuente inagotable de problemas, ideas y técnicas.

El interés por el péndulo fue y aiin sigue siendo inmenso. Por un lado,
y como veremos mas abajo, el periodo de un péndulo no es propiamente
independiente de la amplitud inicial de la oscilacién. Esto quiere decir
que un péndulo no podria ser utilizado para la construccion de relojes
de precision. Este hecho motivé el problema de encontrar una curva
sobre la cual las oscilaciones debidas a la accién de la gravedad fueran
independientes de la posicién inicial. Christiann Huygens (1629-1695)
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llegé a demostrar, con argumentos geométricos, que esta curva era una
cicloide.

Por otra parte, el estudio del péndulo estaba ligado a dos problemas
fundamentales de la época: la forma de la Tierra y la verificacién de
la ley del cuadrado de los inversos de la atraccién gravitatoria. Aunque
el periodo de oscilacién de un péndulo depende de la amplitud de osci-
lacién, con una buena aproximacién y para oscilaciones pequenas, éste
viene dado por T' = 27./l/g, donde [ es la longitud del péndulo y g es
la aceleracién de la gravedad. De esta forma, si se calculan los distintos
valores de ¢ a lo largo de un meridiano de la Tierra y se sabe la relacién
entre g y la distancia al centro de gravedad, se puede obtener la forma
de la Tierra.

También, conocida la forma de la Tierra, se podria utilizar esta
formula para verificar la ley de la gravitacién universal combinando el
hecho de que la Tierra gira y, por tanto, todo cuerpo sobre la superficie
experimenta dos fuerzas, una fuerza centripeta por la rotacién que es
conocida si se sabe la forma de la Tierra y la fuerza de la gravedad. El
valor experimental de g obtenido es una combinacién de las dos fuerzas.

Vamos a analizar ahora en detalle la ecuacién del péndulo. Supon-
gamos que la masa del péndulo es m y la longitud de la varilla que lo
sostiene [, ver figura 4. Vamos a expresar la posicién del péndulo en cada
instante ¢ por la funcién #(t) que expresa el desplazamiento angular de
la masa con respecto a su posicién de equilibrio, f = 0.

mgsen(0)

F=mg
Figura 4. El péndulo.

Al moverse el péndulo, la masa describe arcos de circunferencia de
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radio | y al trasladarse del dngulo #; hasta #2, la masa ha recorrido la
longitud I(#2 — #,). Por tanto, el espacio recorrido por la masa entre el
tiempo t; y el tiempo t3 es [(0(ty) —(t1)). La velocidad y la aceleracién
instantinea serdn respectivamente, 10'(t), 18"(t).

longitud: 1(6(t5)—6(t,))
Figura 5. Longitud recorrida por el péndulo.

La fuerza de la gravedad que actiia sobre la masa cuando estd en la
posicién # viene dada por el vector F = (0, —mg). Descomponiendo este
vector en su componente normal vy tangencial al movimiento, podemos
ver que la fuerza responsable del movimiento es —mgsen(#), ver Figura
6. La componente normal se anula por la ley de accién y reaccién. Su-
poniendo la situacién ideal en donde no hay rozamiento de ningin tipo
v de acuerdo al balance de fuerzas dado por la segunda ley de Newton,
tendremos que mif”(t) = —mgsen(f(t)) o lo que es equivalente,

8" (t) + '%sen(ﬂ(t)) -0
Analicemos el comportamiento del péndulo cuando la masa se suelta

desde el reposo a un cierto dngulo 6y € (0,7), es decir, prefijamos las
condiciones iniciales del movimiento por #(0) = g, 6'(0) = 0.

Multiplicando la ecuacién por 6'(f) obtenemos por una parte, el
término

" ! o 1 d F
g ()6’ (t) = 53{9'(:))2
Vv por otra parte
%—scn(ﬂ(t})ﬁ’(t) = —%% cos(0(t)),
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N

:‘__-2‘\\ mgcos(ﬂ)

8N
mgsen(f) '| &

|

'

F=mg

Figura 6. Fuerzas que actian sobre el péndulo.

de donde deducimos que

L GO0 -2 cos(o(t) =0.

Por tanto, la cantidad (6/(t))? — 4 cos(6(t)) se conserva a lo largo
del movimiento. Esto no es mas que la ley de conservacién de la energia,
pues la energia total, energia cinética mas potencial, viene dada por

E= %(ta’)"’ — glcos(f).

En particular, tenemos que dada la posicién inicial del péndulo 8
v asumiendo que la masa se deja caer del reposo, tendremos que para
todo tiempo t,

%(9’&))2 - %cm(ﬁ‘(t)) = —% cos(fo)

o lo que es equivalente
S0)? = L(eos(6(1)) ~ cos(fo) (21)

En particular, puesto que %(9’(t))2 > 0, tendremos que
cos(0(t)) = cos(fp), lo que implica que siempre tendremos que (1) €
l_gﬂr gﬂ_l'

Una de las caracteristicas importantes del péndulo es el periodo de
oscilacion T'(6), es decir, el tiempo que tarda en ir desde 6y hasta —6, v



Josa M. Amela

Figura 7. Recorrido del péndulo,

volver de nuevo a 6. Obviamente, por simetria, este tiempo es ¢l doble
que el que toma en ir desde 6y hasta —f,. Mientras el péndulo va desde
0y hasta —0, tendremos que 8(¢) < 0. Despejando de lailtima ecuacién
obtenemos que

- J%g(cos(ﬂ) — cos(fp))

Separando las variables e integrando, obtenemos que si 7 es el tiempo
que tarda en ir desde y hasta —#), entonces

df )
= dt = .

=y
_/0 V% (cos(0) — cos(o) 70

Por tanto, el periodo viene dado por

i df
' i 6‘; =2 -
(6o) = 27 / % /% (cos(0 —w‘»(ﬁ‘u))

fin
2&4 \/cos(f}) — cos(fg)

Tras un cambio de variable, el valor de T'(fy) se puede expresar por
la integral

| v 2 d
’1‘(0”) - 4\/_/ ¢'
g0 /1 — k%sin?(¢)
donde &k = sin(fy/2). La integral de la \iltima expresién se conoce como

integral eliptica de primera especie.

Se sabe que T'(6p) realmente depende de #y. De hecho, la gréifica
de T(fy) es como la de la figura 8. Observese que para oscilaciones
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