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INTRODUCCION

Roberto Rodriguez del Rio
Departamento de Matematica Aplicada
Universidad Complutense de Madrid

Enrique Zuazua Iriondo
Departamento de Matematicas
Universidad Auténoma de Madrid

El objetivo del volumen es el de proporcionar a los Profesores de Mate-
maticas de Ensefianza Secundaria la posibilidad de actualizar sus cono-
cimientos cientificos a través del contacto con algunas cuestiones relacio-
nadas con los grandes bloques tematicos de los nuevos curricula de Mate-
maticas en la Ensefianza Secundaria. En consecuencia, los temas elegi-
dos giran en torno al Algebra, el Analisis, la Estadistica y la Probabilidad
y también sobre el papel que las Matematicas han desempenado, desde
un punto de vista histérico, en el desarrollo de las Ciencias, la Ingenieria
y la Tecnologia.

Los articulos estan realizados por cientificos del mas alto nivel que se
caracterizan por su gran capacidad de comunicacion, asi como por su com-
promiso con la ensenianza de las Matematicas.

Es para nosotros una gran satisfaccion ver que el esfuerzo que los pro-
fesores realizaron preparando las notas serd de utilidad para otros
muchos profesionales de las Matematicas, educadores, cientificos y cual-
quiera que quiera conocer algunas de las tendencias actuales en Mate-
maticas, asi como la influencia de éstas en el desarrollo histérico de la
Ciencia.

Cuando lo disefiamos, lo hicimos con la idea de que fuese un libro fun-
damentalmente de Matematicas, cuyos destinatarios fuesen quienes las
ensenan. Al hacerlo, éramos conscientes de que la apuesta era arriesga-
da. En efecto, en muchas ocasiones, estos textos escapan de los conteni-
dos rigurosos y se dedican mas a cuestiones de tipo metodolégicas o peda-
gogicas. Nada tenemos en contra de ello pero creimos que nuestra condi-
cion de matematicos profesionales nos obligaba a poner a las Matemati-
cas en el centro de gravedad. Este hecho no es ajeno a nuestra vision del
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complejo mundo de las Matematicas v de su ensefianza. Hay quienes
creen que los estudiantes no aprenden Matematicas y que éstas no les
gustan porque los profesores saben demasiadas y profundizan en exceso.
Nosotros somos de la opinién contraria. Creemos que la mejor receta para
garantizar una buena ensenanza de esta materia es que el profesor sepa
muchas matematicas, conociendo también el contexto historico y las moti-
vaciones que influyeron en su creacion y desarrollo. Sélo de este modo el
profesor puede ser capaz de transmitir con claridad lo esencial de cada
concepto, en el momento adecuado, sin excesos técnicos ni lagunas insal-
vables para el alumno. Los Profesores de Ensefianza Secundaria que han
tenido acceso a este material previamente, con su interés y entusiasmo
nos confirmaron que hay margen sobrado para que este tipo de apuestas
sean bien acogidas.

Sabiamos de la dificultad de escribir de Matematicas de alto nivel y
actualidad ante un publico variado y, frecuentemente, a veces a su pesar,
acostumbrado ya al universo de las Matematicas de la Ensenanza Secun-
daria y del Bachillerato. Por ello solicitamos su participacion a una exce-
lente plantilla de matematicos. Todos contribuyeron con un grado de ilu-
sién, entrega y acierto que supero nuestras expectativas. A ellos también
nuestro mas sincero agradecimiento.

Como complemento a estos materiales remitimos a los lectores al
Boletin de SEMA (Sociedad Espanola de Matematica Aplicada) (nim. 24,
2003), la Gaceta de la RSME (Real Sociedad espanola de Matematicas)
(vol. 6, numero 2, 2003) y la revista Catedra Nova (nimero 17, 2003)
donde se aborda la problematica de la ensenanza de las Matematicas en
la ESO y Bachillerato. Asimismo, el lector interesado puede consultar el
articulo «Ensenar y aprender Matematicas» publicado en la Revista de
Educacion del MEC (n.* 329, 2002, paginas 239-256).

Por ultimo, queremos expresar nuestro mas sincero agradecimiento al
Instituto Superior de Formacién del Profesorado del Ministerio de Edu-
cacién, Cultura y Deportes, por la edicién definitiva de este libro.



EL CALCULO Y LA MODELIZACION MATEMATICA

José M. Arrieta
Departamento de Matemdtica Aplicada
Universidad Complutense de Madrid

INTRODUCCION

1. Notas sobre los origenes del Calculo.
2. Mecanica.

2.1. El péndulo.

2.2. El péndulo linealizado.

2.3. Construccién de relojes.

2.4. Movimiento planetario.

3. Dinamica de Poblaciones.
3.1. Crecimiento exponencial.
3.2. Migraciones.
3.3. Tasas de crecimiento y de migracién variables.
3.4. Recursos limitados.
3.5. Modelo depredador-presa.

4, Sistemas dinamicos.

REFERENCIAS

INTRODUCCION

Al oir el nombre de Céleculo (Caleulo Diferencial, Cédlculo Integral)
s nos viene a la mente inmediatamente conceptos como derivada, inte-
gral, funcion continua, tangentes, areas, limites, sucesiones, series, coor-
denadas polares, dreas en coordenadas polares, longitudes de arco, drea
superficial, asi como innumerables resultados relacionados con estos con-
ceptos: entre dos ceros de una funcién existe un cero de la derivada, los
maximos y minimos de una funcién se obtienen con los ceros de la deri-
vada, la derivacién y la integracion son procesos inversos: ete,. Tipicos
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problemas de Célculo estudiados en las aulas de la Ensenanza Secunda-
ria y universitaria incluyen el analisis del dominio, asintotas verticales,
horizontales y oblicuas, mdximos, minimos y puntos de inflexién de una

funcién como f(z) = —%_—14 o si se quiere un poco mds de emocidn, se
x —_—

propone la funcién f(z) = ;T: gzzc :12, De esta forma, se presenta el

Céleulo como un conjunto de definiciones, reglas y operaciones a realizar
sobre algo que denominamos funciones, entes estos de los que la tinica
visidn que tenemos es el timido grdfico que dibujamos sobre un papel.
Para los estudiantes, significa una materia que necesariamente tienen
que superar para seguir sus estudios y para nosotros es, jqué remedio!,
una materia que hay que ensenar.

Por otra parte, dentro del curriculum universitario y para la mayoria
de los estudios de ciencias e ingenieria se incluye un curso de ecuacio-
nes diferenciales. La emocién ahora esta en resolver ecuaciones del tipo
y' = 2y(1—y), o bien y"+3sen(y) = cos(7z), es decir, hallar una funcién
y(x) que verifique la ecuacién propuesta. Para desempenar tal tarea se
requiere, indudablemente, haber adquiride destreza con las herramien-
tas del célculo, pues la cantidad de veces que se integra, se deriva, se
cambia de variable, se aplica la regla de la cadena es innumerable. Estas
ecuaciones se clasifican en ordinarias o en derivadas parciales, lineales
o no, de primer orden, segundo orden, etcétera y se proponen métodos
efectivos para su resolucién.

Visto de esta forma, da la impresién que en un momento dado de la
historia, los padres fundadores del Cdlculo dibujaron sobre sus respec-
tivas pizarras una funcién y se preguntaron qué es lo que podian hacer
con ella. Como respuesta a su propia pregunta, la derivaron, integraron,
caleularon sus maximos, minimos, su drea, etc,. Y después de descansar,
se preguntaron si servia para algo. Y se dieron cuenta de que todo valia
para resolver ecuaciones en donde ademés de la funcién, aparecia la de-
rivada de la funcion y se dedicaron a resolver ecnaciones diferenciales y
a convencer a otros de resolver mds ecuaciones diferenciales.

Es evidente que la estructura curricular de las distintas asignaturas
en el nivel de Bachillerato y Universidad es una tarea bastante dificil
y elaborada. Pero, al mismo tiempo, es responsabilidad nuestra, de los
docentes, el tener una perspectiva clara y acertada sobre las distintas
materias que se estdn impartiendo, tanto en relacidn a los contenidos
como de fidelidad con el desarrollo histérico que han seguido. En este
sentido, considerar el Cidlculo como una entelequia abstracta que tan
solo trata de estudiar funciones sin saber de donde vienen es faltar a la



fidelidad histérica y al objetivo del Calculo. De forma similar, desligar
las Ecuaciones Diferenciales. tanto de los problemas del mundo real,
como situar el origen de éstas alejado del mismo origen del Célculo, no
responde a la realidad histérica, ni a la evolucién del presente.

En este articulo pretendemos presentar una visién mads unificadora
del Céleulo, las Ecuaciones Diferenciales y la Modelizacién Matemaética,
entendida esta tltima como la obtencién de modelos matematicos de
problemas del mundo real.

En la siguiente seccién, esbozamos unas notas sobre los origenes del
Célculo poniendo especial énfasis en los problemas reales que se esta-
ban abordando en los siglos XVI-XVII. Posteriormente, en la seccion 2,
desarrollamos algunos modelos de la Mecdnica que se encuentran inti-
mamente relacionados con la aparicién del Célculo. Estudiaremos las
vibraciones de un péndulo y su relacion con la construccién de relojes de
precision. También analizaremos en detalle el movimiento planetario. En
la seccion 3, estudiamos coémo el Cdleulo se puede aplicar al estudio de
la Biologia Matemadtica, en particular, a los problemas sobre dindmica
de poblaciones. Obviamente, estas dos ramas de la ciencia (Mecdnica y
Biologia) no constituyen las tinicas en donde se pueden aplicar las herra-
mientas del Cilculo y las Ecuaciones Diferenciales, pero constituyen dos
buenos ejemplos que ilustran el procedimiento, las técnicas y el desarro-
llo moderno que se estd viendo en el area de la Matematica Aplicada.
Parte de este desarrollo moderno, cuyo nacimiento se puede atribuir a
Henri Poincaré, se analiza en la ultima seccion,

1. NOTAS SOBRE LOS ORIGENES DEL CALCULO

La construccién de lo que hoy entendemos por Célculo por parte
de Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Leibniz (1646-1716), asi como
por los numerosos predecesores en esta tarea, Arquimedes (285-212 ac),
Galileo Galilei (1564-1642) Bonaventura Cavalieri (1598-1647), Johan-
nes Kepler (1571-1630), Pierre Fermat (1601-1665), Isaac Barrow (1630-
1677), eteétera; y el posterior desarrollo que ha seguido por cientificos
de la talla de Jacob Bernoulli (1654-1705), Johann Bernoulli, Guillau-
me de L'Hopital (1661-1704) (1667-1748), Leonhard Euler (1707-1783),
Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), Pierre-Simon Laplace (1749-1827),
Augustin Cauchy (1789-1857) y Henri Poincaré (1854-1912) entre mu-
chos otros, estd intimamente ligado y viene motivado por los numerosos
problemas del mundo real que estos cientificos estaban abordando.

Hay un aspecto importante a la hora de mirar retrospectivamente a la

13
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actividad cientifica de los siglos XVI-XVII. La mayoria de los cientificos
de la época se sitlian entre dos épocas de la historia que se caracterizan
por su distinta vision del mundo y en particular de la astronomia. La
mayoria de ellos nacieron y fueron educados desde la vision Aristotélica,
en donde la teoria geocéntrica era la imperante y los planetas se movian
en Orbitas circulares. Si se argumentaba que las érbitas eran circulares,
no era por motivos cientificos sino por razones filoséfico-estéticas: el
circulo es la curva perfecta y los astros son perfectos, por tanto, su
orbita no puede ser otra més que la circunferencia. Nicolds Copérnico
(1473-1543) defendid la teoria heliocéntrica en su obra De Revolutionibus
Orbium Coelestium, 1543, pero seguia manteniendo que las érbitas de los
planetas eran circulares. Posteriormente, Kepler, estudiando las érbitas
planetarias en base a los datos experimentales de la 6rbita de Marte
del astrénomo Tycho Brahe (1546-1601), intenté ajustar estos datos a
un circulo. Después de innumerables célculos pesados e infructuosos,
llegdé a dar el paso de plantearse la posibilidad de que la érbitas no
fueran circulos. Este paso es extremadamente importante: dar valor a
los datos experimentales, a la naturaleza, y de ahi obtener las ecuaciones
v postulados matemdticos. Quien realmente llegé a dar este salto de
gigante y fundar asi lo que hoy entendemos por ciencia moderna es
Galileo. EI descubrimiento de los cuatro satélites de Jiipiter fue un golpe
duro a la teorfa geocéntrica que afirmaba que todo, absolutamente todo,
giraba alrededor de la Tierra. La observacién por primera vez de las
manchas solares significé que los astros no eran perfectos y las fases de
Venus eran inexplicables por medio de la teoria geocéntrica. Los datos
experimentales y la observacién echaron por tierra esta teoria geocéntrica
del universo. A partir de Galileo, la ciencia se desliga de preconceptos
acientfficos (incluso anticientificos) y se une de la mano de la experiencia
y la observacién. El mundo empieza a ser observado y estudiado de forma
sistemadtica y cientifica.

La cantidad de problemas cientificos que emerge en esta época es
impresionante. Segiin Morris Kline!, durante los siglos XVI -XVII habia
cuatro tipos principales de problemas:

'KLINE, M. El Pensamiento Matemdtico de la Antigiiedad a nuestros dias. I, 11 y
IT1. Alianza Universidad. Madrid, 1994.
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I) Conocida la distancia que recorre un cuerpo en funcién del tiempo,
calcular su velocidad y aceleracién y viceversa, conocida la acelera-
cion de un cuerpo, calcular su velocidad y la distancia recorrida. Este
es el problema del movimiento de cuerpos donde las velocidades y
aceleraciones varian de instante en instante.

II) Obtener la tangente a una curva dada en un punto de ella. Ademis
de las motivaciones meramente geométricas de este problema era
importante resolverlo por la cantidad de aplicaciones cientificas que
tenia. La aplicacién de las leyes de la 6ptica para el disefio de lentes y
construccién de telescopios pasaba forzosamente por el calculo de la
recta normal a una curva, que es la recta perpendicular a la tangente
a la curva. Por otra parte, en el estudio del movimiento surgia tam-
bién el problema de las tangentes, pues la direccion del movimiento
de un cuerpo mavil lo hace en la direccién de la recta tangente.

III) Calcular el valor mdximo v/o minimo de una funcién. Este pro-
blema surgia en balistica al calcular el dngulo de disparo de un canén
que alcanzaria la médxima distancia posible. También aparecia este
problema en el estudio del movimiento de los planetas, al querer
caleular Ia distancia mdxima y minima de los planetas al sol.

IV) Hallar la longitud de arco de una curva dada. De nuevo en los
problemas del movimiento planctario se necesitaba calcular la dis-
tancia recorrida por un planeta en un periodo de tiempo. También
se incluye en este apartado el cdlculo de dreas encerrados por curvas,
el de voliimenes limitados por superficies, el del cdlculo de la fuerza
de la gravedad que ejerce un cuerpo no puntual sobre una masa.

Estos problemas se convierten en el germen motor del desarrollo de
los conceptos que hoy entendemos por derivada, integral v limite, que
constituyen el cuerpo de lo que hoy denominamos Calculo.

La mayoria de estos problemas tienen un cardcter dindmico. En ellos
se pretende analizar el comportamiento de una cantidad que estd en mo-
vimiento y que obedece alguna ley de la ciencia (un cuerpo bajo la accién
de una fuerza, la densidad de una sustancia quimica en reaccion, la tra-
yectoria de un rayo de luz al atravesar una lente, etc.). Es precisamente
esta dimension de cambio de instante a instante en las magnitudes en
cuestion lo que conduce a que ya desde tiempos anteriores a Newton y
Leibniz se hiciera patente la necesidad de tratar estas magnitudes en lo
“infinitamente pequeno”.

15
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Yz Galileo, en su obra Consideraciones y demostraciones matemdti-
cas sobre dos nuevas ciencias, 1638, analiza, entre otras cosas, el mo-
vimiento de un cuerpo uniformemente acelerado y utiliza argumentos
de tipo geométrico que se pueden considerar auténticos precursores del
Caleulo. Galileo utilizé el concepto de “indivisibles”, que fue posterior-
mente desarrollado por su discipulo Cavalieri, para probar que el espacio
recorrido por un cuerpo que partiendo del reposo, se desplaza con un mo-
vimiento uniformemente acelerado coincide con el espacio recorrido por
otro cuerpo si el movimiento fuera con velocidad constante e igual a la
mitad de la velocidad final del primer cuerpo.

Si representamos el tiempo por el segmento AB entonces la velocidad
en un tiempo C viene dada por la magnitud CE, ver Figura 1. El 4rea
del tridngulo ABD estd formada por la agregacién de “indivisibles”,
dados estos por todas las lineas paralelas a CE que unen AB con AD.
Por otra parte, a todo indivisible CE le corresponde un indivisible del
espacio recorrido que es de la misma magnitud y, por tanto, el drea del
triangulo ABD se corresponde con el espacio recorrido. Pero si trazamos
el rectdngulo ABFG y utilizando de nuevo los indivisibles, éste tendra el
mismo drea que el del triangulo ABD, puesto que a todo indivisible de
la forma JK le corresponde otro igual y de la misma magnitud LM, lo
que prueba que el tridngulo AGI tiene el mismo area que DFI. Pero
el drea del rectangulo representa el espacio recorrido por un mévil con
velocidad HI, que es la que se alcanza a tiempo medio.

G A
K ]
I H
| E / C
L ‘M
D F B

Figura 1. Demostracién de Galileo.

Los indivisibles se presentan, por tanto, como precursores de los in-

16
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crementos infinitesimales y se aplican directamente para analizar pro-
blemas dinamicos.

También Kepler utiliza el concepto de indivisibles y lo aplica al calcu-
lo del drea de una elipse, No olvidemos que sus tres leyes sobre ¢l movi-
miento planetario hacen constante referencia a esta conica. Kepler calcu-
laba el drea de la elipse de la siguiente forma. Era entonces bien conocido
que la elipse de semiejes a, b se obtiene contrayendo un circulo de radio
a en la direccién vertical por un factor b/a.

Figura 2. Céilculo del drea de la elipse por Kepler.

Si consideramos que el drea del circulo (y el de la elipse) esta for-
mado por la agregacion de todos los indivisibles verticales y estos son
contraidos por un factor b/a, entonces, el drea debe ser contraido de nue-
vo por ¢l mismo factor. Asi, el drea de la clipse debe ser ma? - % = mab.

No obstante, el concepto de “indivisibles” y de “agregacién infinita”
de indivisibles para el cédlculo de dreas no era del todo satisfactorio: se
puede construir ficilmente dos figuras A y B con los mismos indivisibles
(es decir, que a todo indivisible de A le corresponde uno y sélo un in-
divisible de 3, ¥ viceversa) pero que el drea es obviamente distinto, ver
figura 3.

El esfuerzo por encontrar un método general para el cilculo de areas
y la necesidad de trabajar con magnitudes que varian de instante a
instante, culminé con la ereacidon del Caleulo por parte de Newton y
Leibniz. Pero no nos olvidemos de que en la base de esta creacion estd la
necesidad de resolver problemas importantes de la época, problemas
en su mayoria de cardcter dindmico que involucraban a cantidades que

17



18

De |a Aritmetica al Andlisis; Historia y gesarrolios recientes an Malemalicas

Figura 3. Dos figuras con los mismos indivisibles y distinto drea.

variaban de instante en instante.

El mismo concepto que tenia Newton de curva (o funcién) es un con-
cepto dindmico. Para éste, una curva no es maés que el lugar que ocupa
un objeto que se mueve, que fluye. Si en nuestra terminologia actual,
una curva viene dada por la ecuacién F(z,y) = 0, para Newton, ésta
representaba una relacion entre dos fluentes, x e y, que son dos cantida-
des que fluyen en el tiempo (en nuestra terminologia, escribiriamos z(t),
y(t)). Sus variaciones con respecto al tiempo son las fluxiones, @, 3.

Ya en su obra El método de fluziones y series infinitas, 1671, Newton
plantea los dos problemas principales del Cédleulo:

1. Dada la relacion entre las cantidades fluentes, determinar la rela-
cion de las fluxiones.

2. Dada una ecuacion para las fluxiones, determinar la relacién entre
las cantidades fluentes.

El primer problema consiste en calcular la derivada de una funcién
dada. El segundo problema consiste en resolver ecuaciones diferenciales.
Vemos, por tanto, que el arranque de lo que hoy entendemos por Ecua-
ciones Diferenciales es simultdneo al del Célculo. Ademas, el desarrollo
posterior de ambos ha ido de forma paralela y siempre guiado por el
deseo de entender, cada vez mds, los fenémenos importantes del mundo
real, ya sean fisicos, biolégicos, econémicos o de otra indole. El aplicar
las herramientas del Céleulo a estos problemas reales y obtener un con-
junto de ecuaciones que rigen el proceso en cuestién, que en la mayoria
de los casos, son ecuaciones diferenciales, es lo que entendemos por Mo-
delizacion Matematica. Una vez deducidas las ecuaciones, es tarea del
matematico obtener informacién, ya sea cuantitativa o cualitativa, so-
bre el comportamiento de sus soluciones. La validez o no del modelo
disenado se decidira contrastando los datos experimentales del proceso
con los obtenidos por la ecuacién en cuestion.
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2. MECANICA

En la monumental obra, Principios Matematicos de la Filosofia Na-
tural, 1687, Isaac Newton establecié, entre otras muchas leyes y princi-
pios, las que rigen el movimiento de los cuerpos bajo la accién de unas
fuerzas. Estas tres leves dicen:

1. Todo cuerpo sobre el que no actiia ninguna fuerza se mueve con
velocidad constante.

2. Si sobre un cuerpo de masa m actia una fuerza F, entonces, el
cuerpo experimenta una aceleracion a siguiendo la ley F' = ma.

3. Ley de accidn y reaccion: a toda fuerza (aceidn) se le opone otra
fuerza de la misma magnitud y de sentido contrario (reaccion).

Estas tres leyes, junto con la ley de la gravitacion universal, que
establece que la fuerza ejercida por un cuerpo de masa M sobre otro
de masa m es directamente proporcional al producto de ambas masas e
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia, constituyen las
bases de la mecdnica y a partir de ellas se puede establecer de forma
clara el comportamiento dinamico de los cuerpos bajo la accidn de la
fuerza de la gravedad.

Para la aplicacién de estas leyes a problemas concretos se hacen in-
dispensables los conceptos y herramientas del Céleulo, desarrollados por
Newton y Leibniz. Este desarrollo paralelo del Cdleulo, la Mecdnica y,
por ende, las Ecuaciones Diferenciales no es accidental. En base a la apli-
cacién del Céleulo a problemas de la Mecdnica se obtienen Ecuaciones
Diferenciales como modelos que rigen el comportamiento dindmico del
problema en cuestion.

2.1. El péndulo

Veamos un e¢jemplo importante que ha constituido, a través de los
siglos una fuente inagotable de problemas, ideas y técnicas.

El interés por el péndulo fue y aiin sigue siendo inmenso. Por un lado,
y como veremos mas abajo, el periodo de un péndulo no es propiamente
independiente de la amplitud inicial de la oscilacién. Esto quiere decir
que un péndulo no podria ser utilizado para la construccion de relojes
de precision. Este hecho motivé el problema de encontrar una curva
sobre la cual las oscilaciones debidas a la accién de la gravedad fueran
independientes de la posicién inicial. Christiann Huygens (1629-1695)
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llegé a demostrar, con argumentos geométricos, que esta curva era una
cicloide.

Por otra parte, el estudio del péndulo estaba ligado a dos problemas
fundamentales de la época: la forma de la Tierra y la verificacién de
la ley del cuadrado de los inversos de la atraccién gravitatoria. Aunque
el periodo de oscilacién de un péndulo depende de la amplitud de osci-
lacién, con una buena aproximacién y para oscilaciones pequenas, éste
viene dado por T' = 27./l/g, donde [ es la longitud del péndulo y g es
la aceleracién de la gravedad. De esta forma, si se calculan los distintos
valores de ¢ a lo largo de un meridiano de la Tierra y se sabe la relacién
entre g y la distancia al centro de gravedad, se puede obtener la forma
de la Tierra.

También, conocida la forma de la Tierra, se podria utilizar esta
formula para verificar la ley de la gravitacién universal combinando el
hecho de que la Tierra gira y, por tanto, todo cuerpo sobre la superficie
experimenta dos fuerzas, una fuerza centripeta por la rotacién que es
conocida si se sabe la forma de la Tierra y la fuerza de la gravedad. El
valor experimental de g obtenido es una combinacién de las dos fuerzas.

Vamos a analizar ahora en detalle la ecuacién del péndulo. Supon-
gamos que la masa del péndulo es m y la longitud de la varilla que lo
sostiene [, ver figura 4. Vamos a expresar la posicién del péndulo en cada
instante ¢ por la funcién #(t) que expresa el desplazamiento angular de
la masa con respecto a su posicién de equilibrio, f = 0.

mgsen(0)

F=mg
Figura 4. El péndulo.

Al moverse el péndulo, la masa describe arcos de circunferencia de
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radio | y al trasladarse del dngulo #; hasta #2, la masa ha recorrido la
longitud I(#2 — #,). Por tanto, el espacio recorrido por la masa entre el
tiempo t; y el tiempo t3 es [(0(ty) —(t1)). La velocidad y la aceleracién
instantinea serdn respectivamente, 10'(t), 18"(t).

longitud: 1(6(t5)—6(t,))
Figura 5. Longitud recorrida por el péndulo.

La fuerza de la gravedad que actiia sobre la masa cuando estd en la
posicién # viene dada por el vector F = (0, —mg). Descomponiendo este
vector en su componente normal vy tangencial al movimiento, podemos
ver que la fuerza responsable del movimiento es —mgsen(#), ver Figura
6. La componente normal se anula por la ley de accién y reaccién. Su-
poniendo la situacién ideal en donde no hay rozamiento de ningin tipo
v de acuerdo al balance de fuerzas dado por la segunda ley de Newton,
tendremos que mif”(t) = —mgsen(f(t)) o lo que es equivalente,

8" (t) + '%sen(ﬂ(t)) -0
Analicemos el comportamiento del péndulo cuando la masa se suelta

desde el reposo a un cierto dngulo 6y € (0,7), es decir, prefijamos las
condiciones iniciales del movimiento por #(0) = g, 6'(0) = 0.

Multiplicando la ecuacién por 6'(f) obtenemos por una parte, el
término

" ! o 1 d F
g ()6’ (t) = 53{9'(:))2
Vv por otra parte
%—scn(ﬂ(t})ﬁ’(t) = —%% cos(0(t)),
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N

:‘__-2‘\\ mgcos(ﬂ)

8N
mgsen(f) '| &

|

'

F=mg

Figura 6. Fuerzas que actian sobre el péndulo.

de donde deducimos que

L GO0 -2 cos(o(t) =0.

Por tanto, la cantidad (6/(t))? — 4 cos(6(t)) se conserva a lo largo
del movimiento. Esto no es mas que la ley de conservacién de la energia,
pues la energia total, energia cinética mas potencial, viene dada por

E= %(ta’)"’ — glcos(f).

En particular, tenemos que dada la posicién inicial del péndulo 8
v asumiendo que la masa se deja caer del reposo, tendremos que para
todo tiempo t,

%(9’&))2 - %cm(ﬁ‘(t)) = —% cos(fo)

o lo que es equivalente
S0)? = L(eos(6(1)) ~ cos(fo) (21)

En particular, puesto que %(9’(t))2 > 0, tendremos que
cos(0(t)) = cos(fp), lo que implica que siempre tendremos que (1) €
l_gﬂr gﬂ_l'

Una de las caracteristicas importantes del péndulo es el periodo de
oscilacion T'(6), es decir, el tiempo que tarda en ir desde 6y hasta —6, v
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Figura 7. Recorrido del péndulo,

volver de nuevo a 6. Obviamente, por simetria, este tiempo es ¢l doble
que el que toma en ir desde 6y hasta —f,. Mientras el péndulo va desde
0y hasta —0, tendremos que 8(¢) < 0. Despejando de lailtima ecuacién
obtenemos que

- J%g(cos(ﬂ) — cos(fp))

Separando las variables e integrando, obtenemos que si 7 es el tiempo
que tarda en ir desde y hasta —#), entonces

df )
= dt = .

=y
_/0 V% (cos(0) — cos(o) 70

Por tanto, el periodo viene dado por

i df
' i 6‘; =2 -
(6o) = 27 / % /% (cos(0 —w‘»(ﬁ‘u))

fin
2&4 \/cos(f}) — cos(fg)

Tras un cambio de variable, el valor de T'(fy) se puede expresar por
la integral

| v 2 d
’1‘(0”) - 4\/_/ ¢'
g0 /1 — k%sin?(¢)
donde &k = sin(fy/2). La integral de la \iltima expresién se conoce como

integral eliptica de primera especie.

Se sabe que T'(6p) realmente depende de #y. De hecho, la gréifica
de T(fy) es como la de la figura 8. Observese que para oscilaciones
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pequenas, es decir, para f#y préximo a 0, el periodo de oscilacién es

aproximadamente 27 é.

T(a,)

2\ =

Figura 8. Periodo del péndulo en funcién del dngulo inicial.

2.2. El péndulo linealizado

A diferencia de las oscilaciones de la ecuacién del péndulo estudiada,
las del péndulo linealizado si que tienen un periodo constante. Si asu-
mimos que la amplitud de la oscilacién es pequena, es decir, fy es muy
cercano a cero y, por tanto, #(t) estara también cercano a cero, podemos
aproximar sen(f) por @ y la ecuacién se transforma en

0'(t) + %a(a) -0 (2.2)
que es la ecuacién del péndulo linealizada.
Con un analisis similar al hecho para el péndulo (multiplicando la

ecuacién por & y expresando 6”6’ = 1((6')%) y 66’ = 3(6?)'), obtenemos
que la cantidad

V=@ + S0y

se conserva y, por tanto,
1 2, 9 2 _ 9,

El periodo en este caso se expresa como

; - £ fo di B E 1 dr - /_ f
r(90)_4‘/;f0 _—'_*53_92_4\/9/0 g _4vg§_2n
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que es obviamente independiente del dngulo inicial. Este resultado estd di-
ciendo que en una primera aproximacion y para desplazamientos angu-
lares pequenos, el periodo de las oscilaciones del péndulo se pueden con-
siderar independientes del desplazamiento original y sélo depende de la
longitud del péndulo.

| J '
i 1 P

- 2 it | —

N E

Figura 8. Solucidn del péndulo linealizado.

De hecho las soluciones de (2.2) se pueden obtener directamente y
vienen dadas por

o(t)=A sen(\/gt) + B cos( \/%t)‘

Las constantes A y B vienen determinadas por las condiciones ini-
ciales. Por ejemplo, si el péndulo parte del reposo (6'(0) = 0) y desde un
angulo #(0) = ), la solucién viene dada por

6(t) = bp cos( ﬂt).

2.3. Construcciéon de relojes

Los resultados de las secciones anteriores no son suficientes para el di-
seno de un mecanismo que tenga oscilaciones independientes del despla-
zamiento angular original, base en la que se asienta la construccién de
los relojes de péndulo. Por tanto, cabe preguntarse, y asf se lo pregunto
Huygens en el siglo XVII, qué perfil deberfa tener una curva y = f{z)
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para que las oscilaciones producidas por un objeto al deslizarse a lo largo
de ella no dependiesen de la posicién inicial del objeto.

Ya que el movimiento de una masa acoplada a un péndulo es equiva-
lente al movimiento de una masa que se desliza a lo largo de una curva
circular, es evidente que la funcién que se estd buscando y = f(z) no es
circular.

Resulta esperable que la funcién y = f(z) tenga un perfil como el
de la figura 10. En particular, debe ser simétrica con respecto del eje
vertical, convexa, y asumiremos que es tal que f(0) =0y f(z) > 0 para
T #0.

Figura 10. Perfil de la funcién f(z).

Para el movimiento de un objeto deslizdndose a lo largo de esta curva
también se tiene un principio de conservacion de la energia, que viene
dado como es usunal por la suma de la energia cinética %mvz y la energia
potencial mgh, donde v es la velocidad de la masa y h la altura a la
que se encuentra. Si el objeto se mueve de acuerdo a la curva (z(t), y(t))
donde obviamente y(t) = f(z(t)), tenemos que la velocidad v verifica

v(t)? = (2'(1)* + (¥ (1) = (L + f'((2))*) (2 (t))?

y obviamente
mgh = mgf(z(t)).

Por tanto, tenemos que si originalmente el objeto se deja deslizar del
reposo desde la posicién (zg, f(2g)), tendremos, en virtud de la ley de
la conservacion de la energia, que

S+ £/ @O 1) +maf((t) = mgf(zo).

Por un analisis similar al realizado anteriormente tendremos que
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f(zo) ~ f(z(t))
1+ f'(z(t))?

-’f-‘n)
\/_,f
(—!‘(t))2
¥ qcparando variables e integrando, r:l tiempo 7 que tarda en ir desde
(z0, f(xo)) hasta (—xg, f(—x¢)) viene dado por

(2'(t)* =29

que implica

df

B 1+f’[.r

R
2g —-rn\/-m_— \/Ti‘a—f

Por tanto, el periodo, es decir el tiempo que tarda en ir desde
(zo. f(x0)) hasta (—xg, f(—=x0)) y volver a (zg, f(zo) viene dado por

(oo _gﬂ\[f LT o

Se trata, por tanto, de obtener una funcién f tal que la integral
no dependa de xg. Observamos primero que el término /1 + f/(z)? es
familiar y estd relacionado con la longitud de arco. Por tanto, hagamos
el siguiente cambio de variable:

- /: \/1 + f'(2)2%dz (2.3)

Este cambio tiene un sentido geométrico claro: estamos reparametrizan-
do la funcién y el problema en términos de la longitud de arco de la curva
(x, f(x)), medida desde x = 0, con el convenio que para z positivos, la
longitud de arco es positiva y para x negativos, fa longitud de arco es
negativa. Denotemos por z(s) la funcién inversa de s(x). Derivando la
expresion (2.3) con respecto de z, obtenemos que ds = /1 + f/(z)%dx.

Cambiando la variable en la integral obtenemos que

2 s(xa) (58
T{xg) = 24/ -
(a) \[L V@) — @)

En vista de lo establecido para el péndulo linealizado si la funcién
f(z(s)) = as® tendremos que

_ v [8 pel=a) ds B
O = T
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y es independiente de la posicién inicial zg.

Por tanto, se estd buscando una funcién f tal que, en funcién de su
longitud de arco, es una paribola, ver figura 11.

by

Figura 11. Longitud de arco de f.

Este problema fue resuelto utilizando las herramientas del Célculo
por Jacques Bernoulli en 1690. La demostraciéon se basa en reescribir
la ecuacién f(z) = as? como una ecuacién diferencial. La ecuacién es
equivalente a \/f(z) = \/as. Derivando con respecto de z obtenemos

S = a1+ (@)

Elevando al cuadrado y agrupando términos se llega a

daf(z)
1-4daf(z)

df | daf(z)
dr | 1-4daf(z)

que es una ecuacién de variables separables y, por tanto,

1—4daf .
/V dof L

Sustituyendo 4af = sen?(z), 2adf = sen(z) cos(z)dz, obtenemos

(f'(=))* =

que implica

j cos*(z)dz = 2ax

1 1
37 + 1 sen(2z) + C = 2azx
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Por tanto, la solucién viene dada en coordenadas paramétricas por
= 2{;(%2 + %sen(?z)) +C
= f‘;scn2(z) = 3% % - %ms(?z))
Como f(0) = 0 tendremos que C = 0.
Haciendo el cambio de variable 2z = #, obtenemos

T = 5’;(9 +sen(d))

[ = (1~ cos(0))

que es la ecnaciéon paramétrica de una cicloide invertida, ver figura 12.

Figura 12. Cicloide invertida.

El nombre cicloide fue dado por Galileo a esta curva. Para obtener
una cicloide, fijamos un punto P de una circunferencia de radio r y
seguimos la trayectoria de este punto cuando la circunferencia rueda a
lo largo de una linea recta.

Esta curva fue muy estudiada por Galileo, que intenté calcular el
drea debajo de la curva y la longitud de un arco de cicloide. Esta cur-
va tiene propiedades geométricas y fisicas interesantes. Ya hemos visto
que las oscilaciones de una masa que se desliza sobre ella tienen el mis-
mo periodo, independientemente del punto inicial desde donde parte la
oseilacion, hecho que fue probado por Huygens. Esta es la propiedad
isocrona.

También se probé que esta curva tiene la propiedad braquistécrona:
si tenemos dos puntos a distinta altura y nos preguntamos, cudl es la
curva que une esos dos puntos con la propiedad que un objeto que se
desliza sobre la curva, toma el menor tiempo posible en ir desde ¢l punto
mds alto al mds bajo con tan solo la accién de la gravedad, esta curva es
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Figura 13. La cicloide.

una cicloide también. Esto lo probaron Newton, Leibniz, Jacob Bernoulli
y I'Hopital.

A partir de la propiedad iséerona de la cicloide, Huygens propuso la
construccion de relojes de acuerdo al disefio de la Figura 14.

Figura 14. Reloj de péndulo de Huygens.

2.4. Movimiento Planetario

El campo de investigacion mas activo durante los siglos XVI-XVIII
es, sin lugar a duda, el de la astronomia. A partir del establecimiento
por Copérnico de la teoria heliocéntrica y con la posterior defensa de
esta teoria por parte de Galileo, posicién que le valié no pocos proble-
mas con la Iglesia, los cientificos se centraron en estudiar y deducir las
6rbitas planetarias. En base a los innumerables datos experimentales del
astronomo Tycho Brahe, principalmente sobre la érbita de Marte, Ke-
pler en sus trabajos Astronemia Nueva (1609) y La Armonia del Mundo
(1619) llegd a enunciar sus tres leyes fundamentales sobre el movimiento
de los planetas:

L. Los planetas se mueven en Grbitas elipticas acupando el Sol uno
de los focos de la elipse.

2. El drea barrida por el radio vector de un planeta en tiempos iguales
es igual.

3. El cuadrado del periodo de revolucién es proporcional al cubo de
los semiejes mayores de la elipse.
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Estas tres leyes son totalmente empiricas. Newton en su obra Princi-
pios Matemadticos de la Filosofia Natural, dedujo estas tres leyes a partir
de las Leyes de la Mecénica y de la ley de Gravitacién Universal que él
mismo habia enunciado. Fue un primer logro de la Mecéinica.

El interés por el estudio del movimiento planetario, en especial por
el de la Luna, viene motivado entre otros aspectos por la navegacion. El
método usual para determinar la posicién de un barco en el mar dependia
de un conocimiento exacto (con un error de menos de 15" de arco) de la
posicion de la Luna en cada instante en relaciéon a un meridiano dado,
que en aquella época se fijo en el meridiano de Greenwich. En aquella
época, la precision era mucho peor. Esto provocé el interés por estudiar
de forma exacta la 6rbita de la Luna.

Newton, en sus Principia, resolvié ya el movimiento de dos cuerpos,
es decir, el movimiento de un planeta alrededor del Sol sin considerar las
perturbaciones que otros planetas puedan ejercer sobre el movimiento de
éste. De esta forma, considerd el movimiento bajo la accién gravitatoria
del Sol de una masa puntual, es decir, despreciando la accidn que el
planeta pueda ejercer sobre el Sol debido a que su masa es muy pequena
en comparacion con la del Sol. También Newton abordé el problema
fundamental de los tres cuerpos, es decir el del sistema Sol-Tierra-Luna.
Este es el comienzo de un itinerario cientifico que llega incluso a nuestros
dias: el problema general de tres cuerpos es aiin en nuestros dias un
problema que desafia las mentes mas lieidas,

Paradéjicamente, a pesar de ser Newton e] padre de la Mecanica
y uno de los creadores del Cidlculo, la mayoria de las demostraciones
realizadas en sus obras son de indole geométrica. No obstante, en el siglo
XVIII y en base a esfuerzos considerables de matematicos de la talla de
Euler, Lagrange, Laplace, etc., se instauré la Mecédnica Analitica que
utiliza las herramientas del cilculo para el andlisis de los problemas de
Mecanica.

Veamos una demostracion sencilla del movimiento planetario. Con-
sideremos que el Sol ocupa el origen de coordenadas y que tenemos
una masa m que se mueve bajo la accién gravitatoria de éste. De-
notamos por 7(1) el vector posicion del planeta a tiempo t, es decir,
F(t) = (z(t), y(t), z(t)). Por las leyes de la mecdnica, la fuerza que actiia
sobre la masa m es responsable de la aceleracién del cuerpo, que viene
dada por ‘;—:-f . Es decir,

2 =
fﬂﬂ = F-.

di?
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Pero la fuerza que actiia sobre la masa es tan solo la accién gravitatoria
del Sol, que es proporcional al producto de las masas, inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia y va dirigida hacia el Sol, es
decir,

F__Gﬁ_f_n_l

=14

donde r = |f] = v/z? + y? + 22, que representa la distancia de la masa

al Sol. Obsérvese también que * representa un vector unitario en la
direccién de 7.

Por tanto, la ecuacién que rige el comportamiento de m viene dada
por

md2F B Mm 7
di? e r

que, simplificando, se reduce a
d*v M

e (2.4)

Esta ecuacién consta en realidad de tres ecuaciones,

d®

22 =—GM -~

dg? (.‘152 = y2 = 22)3/2
dy _ y

'a;{f =M (22 + y? + 22)3/2
d°z z

di? —h (22 +y2 + 22)%/2

Multiplicando vectorialmente la ecuacién (2.4) por 7, es decir,
dg-o
a—ﬁ' xF:—G%Fx =0 (2.5)
y observando que dd—:-f ¥ ¥ == %(5% X ), se tiene que %? x T debe ser
constante a lo largo de la trayectoria.

Esto se traduce en que la 6rbita del planeta estd siempre en un mismo
plano, que podemos suponer que es el plano (z, y). Por tanto, reducimos
el mimero de ecuaciones a dos o, similarmente, podemos considerar que

7(t) = (z(t),y(t)). Es necesario también especificar las condiciones ini-
ciales del planeta. Supongamos, por tanto, que el planeta inicialmente
estd en la posicién 7(0) = (a,0) y su velocidad inicial viene dada por
#(0) = (0,v), ver Figura 15.
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'

Figura 15. Movimiento Planetario.

Pasando a coordenadas polares, de forma que r = rcos(0), y =
rsen(#) v escribiendo las ecuaciones en estas dos coordenadas, es decir,
describiendo el movimiento del planeta como (r(t),0(f)), tenemos que
& = rcos(0) — rsen(8)d, § = #sen(d) + rcos(d)d. Derivando de nuevo
estas expresiones, obtenemos

& = (¥ — #6°) cos(0) — (276 + 70) sen(h),
ij = (i — 76%) sen(8) + (216 + 76) cos(8).

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones, se obtiene,

(¥ — 762) cos(0) — (276 + 70) sen(6) = —GM ""fgm
(7 — 76%) sen(0) + (276 + #0) cos(8) = ~GM sm:go)

Multiplicando la primera ecuacién por cos(f), la segunda ecuacion por
sen(f) y sumando ambas, obtenemos

Ferf®? = —— (2.6)

Multiplicando ahora la primera ecuacién por sen(f), la segunda ecuacion
por cos(f#) y restando ambas obtenemos

270 + 16 =0 (2.7)
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Las dos ecuaciones (2.6) y (2.7) son equivalentes a las originales y descri-
ben todo el movimiento planetario. Obsérvese, ademds, que las condicio-
nes iniciales se pueden escribir como (r(0), 8(0)) = (a,0) y (r(0),#(0)) =
(0,v/a).

240) = 0, lo que

La segunda ecuacién se puede expresar como 5 d (p
equivale a

6 =C, (2.8)

donde C es una constante independiente de t, que se puede calcular a
partir de las condiciones iniciales. De hecho, C = ¥ = av. Es decir, a
lo largo de la trayectoria del planeta, la cantidad r(t)z‘wtt se mantiene
constante. En particular, para dos instantes de tiempo ¢; < t3, tenemos
que

f’ (t)zdﬂ( )dt = av(ty —t;)

Pero la cantidad ffl’ r(t)ﬁﬂldt tiene un significado claro y es el drea
barrida por el radio vector del planeta desde el tiempo #; hasta el tiempo
ta2. Se obtiene, por tanto, la ley de las dreas de Kepler: el drea barrida
por el radio vector de un planeta en tiempos iguales es igual.

A modo de anéedota, Kepler utilizé la siguiente férmula para el drea
barrida por un planeta:

Figura 16. Area barrida.
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Esta férmula es incorrecta pues se puede ver que si x = r(8) cos(f),
y = r(#)sen(#), entonces

||I d.l' dy d?‘
Is = | (—=)2 + (== )23d8 = [ (==)? + r2d0.
ds V(dﬁ) +(da) (9) + 1r2df
De forma que la férmula de Kepler es
1 [ | dr
—L sl R
A 3 Jo, r¢(d6) + r2df

que no coincide con la férmula del drea en coordenadas polares:

1 o

A== ?‘zdlg.
2 Ja,

Afortunadamente, Kepler cometid otro error que se autocanceld con
el primero y asi llegé a la formulacién correcta de la ley de las dreas.
Supuso que la velocidad de un planeta en un instante dado era inver-
samente proporcional a la distancia al Sol, enando, de hecho (y asi se
puede ver a través de las ecuaciones del movimiento planetario). es in-
versamente proporcional a la distancia del Sol a la recta tangente de la
drbita del planeta, ver Figura 17,

v=k/d (Comecto)

Figura 17. Velocidad del planeta.

Volviendo a nuestras ecuaciones v despejando 6 de (2.8) y sustitu-
vendo en (2.6), obtenemos
GM a*v?

s 2,
T+ 3 3 0 (2.9)
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que es una ecuacion de segundo orden en r. La variable 6 se ha eliminado.

La presencia de términos de la forma 1/r en la ecuacién sugiere el
cambio de variable, z = 1/r. Se tiene,

dr d 1 1dz 1 dzdf 1ldzav _ dz
& @D T T EE T Rda . Rdr . “d
en donde hemos utilizado la ecuacién (2.8). Similarmente se puede ob-
tener
d*r d dz dz? df
a2~ ata ~ "alat
v sustituyendo en (2.9), obtenemos que
d?z _ GM
a2 "= (au?

) dz?

= 2
= —(av)°z 07

(2.10)

Si ahora denotamos por w =z — %'f! tenemos que

d*w
F'f'tb‘—ﬂ

que es la ecuacién del péndulo linealizado (ver Seccién 2.2) y cuya solu-
cién general viene dada por
w(@) = Asen(f) + B cos(f)

donde A y B se obtienen a partir de las condiciones iniciales. Puesto

que w = % - (%‘;'jf-,, deshaciendo el cambio de variable y utilizando las
condiciones iniciales, podemos obtener que
b e GM
r(0) = S/CM
1+ ecos(f)

donde e = |av?/GM — 1.

Pero es conocido que esta es la ecuacion de una cénica con excentri-
cidad e. De forma que

i) si e = 0 es un circulo

ii) si 0 < e < 1 es una elipse

iii) si e = 1 es una paribola

iv) si € > 1 es una hipérbola.

De esta forma se prueba que las érbitas de los planetas son elipses.
Ademas, del analisis matematico hecho, se desprende la posibilidad de
la existencia de otros cuerpos sujetos a la accién gravitatoria del Sol
signiendo drbitas que describen pardbolas o hipérbolas. Este hecho ha
sido posteriormente corroborado por la observacién.
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Figura 18. Elipsc.

3. DINAMICA DE POBLACIONES

La ecologia cuantitativa se preocupa por entender los mecanismos de
interaccién de las especies entre ellas mismas y con el medio ambiente.
El objeto de estudio principal de esta rama es la evolucién de las po-
blaciones. Por ejemplo, dos especies una depredadora y otra presa en el
mismo habitat v aislados del resto de poblaciones tiene una dindamica y
¢sta se puede expresar en términos de ecuaciones diferenciales.

Histéricamente, la modelizacidon de los problemas ecoldgicos se ini-
ci6 mucho mis tarde que la de los problemas fisicos. Si bien ya Leonhard
Euler (1707-1783) se ocupé de aspectos demograficos de la poblacién hu-
mana y conocia el modelo de crecimiento exponencial y, posteriormente,
Thomas Malthus (1766-1834) se preocupa de entender cémo las limi-
taciones del medio impiden el crecimiento sin limite de la poblacion,
llegando a modelos de crecimiento logisticos, se puede situar el desarro-
llo de esta rama en los trabajos pioneros de Vito Volterra (1860-1940)
y Alfred Lotka (1880-1949) sobre modelos depredador-presa. Practica-
mente, el primer libro de ecologia matematica data de 1925, Elements
of Physical Biology vy estd escrito por A. Lotka. No obstante, ésta es, ac-
tualmente, una de las ramas de mayor desarrollo dentro de lo que es la
modelizacion matematica y ecuaciones diferenciales y se estd convirtien-
do en toda una fuente de problemas nuevos y distintos con una dindmica
y fenomenologia particular,

En esta seccidn vamos a analizar algunos de los modelos poblacio-
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nales mas sencillos y veremos como el Caélculo nos conduce de forma
natural a las ecuaciones que gobiernan este tipo de procesos.

3.1. Crecimiento exponencial

Consideremos primero un caso sencillo en donde una poblacién esta en
un medio natural con suficientes recursos es decir “comida ilimitada pa-
ra todos”. Podemos pensar en una poblacién de bacterias en un cultivo.
Vamos a denotar por z(f) el mimero de habitantes de esta especie y
queremos saber cudl es esta funcién. Estrictamente hablando, esta fun-
cidén no puede ser una funcién continua, pues el mimero de individuos
es siempre un numero natural y en principio no se puede hablar de una
poblacién de 10,52 individuos. No obstante, si la poblacién es grande
y tomamos como unidad de poblacién a 10% o 10° habitantes, entonces
tiene sentido hablar de unidades de poblacién con tres o seis cifras deci-
males y, por extensién, podemos suponer que la funcién x toma valores
en los mimeros reales. Es mds, es esperable que la funcién = sea conti-
nua, en el sentido de que el numero de habitantes de una poblacién no
presenta saltos bruscos en el tiempo (estamos eliminando la posibilidad
de catdstrofes naturales inmediatas, etc.).

Si consideramos ahora un instante de tiempo dado f y un tiempo muy
pequeno At, vamos a estudiar cémo varia la poblacion en el intervalo
de tiempo que va desde £ hasta t + At. El sentido cormin nos dice que
la cantidad de habitantes de la poblacién en el tiempo t 4 At coincide
con la cantidad de habitantes en el tiempo ¢ mds los nuevos habitantes
creados en el intervalo de tiempo (¢, t+ At) menos los habitantes muertos
en el intervalo (f,t + At). Es decir,

habi : i bi g
2(t + At) = z(¢) + { itantes na.cldos} { habitantes muertos} (3.1)

en (t,t + At) en (t,t + At)

Las leyes de la ecologia nos dicen ahora que la cantidad de habitantes
nacidos en un intervalo de tiempo pequefio At es proporcional al numero
de habitantes presentes en ese instante de tiempo en la poblacién, z(t),
por el intervalo de tiempo transcurrido, Atf. Esto esta diciendo que si en
una poblacién de 10000 habitantes se dan tres nacimientos de media en
una hora, entonces, en dos horas habra seis nacimientos y si la poblacién
es de 30000 habitantes, habrd nueve nacimientos de media en una hora.
La constante de proporcionalidad, que llamaremos o, mide la cantidad
de individuos nacidos por unidad de tiempo y por unidad de habitantes
y nos referiremos a ella como la tasa de natalidad. Por tanto, podemos
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expresar
{ habitantes nacidos

en (t,t + At) } = ax(t)At (3.2)

De forma similar, podemos argumentar con el niimero de habitantes
muertos en el intervalo de tiempo (¢,t + At). En este caso la constante
de proporcionalidad, que llamaremos /3, mide la cantidad de individuos
muertos por unidad de tiempo vy por unidad de habitantes y nos referi-
remos a ella como la tasa de mortalidad.

habitantes muertos
{onteran ) =sabar 33)

De aqui obtenemos nuestra ecuacién
z(t + At) = z(t) + ax(t)At — Bz(t)At
de forma que agrupando términos, obtenemos

2t + At) — 2(t) = (@ — B)a(t)At

En el lenguaje del Calculo infinitesimal, z(t + At) — z(t) es el in-
cremento infinitesimal de la poblacién z, que representaremos por Az,

obteniendo
Az = (a - 8)zAt (3.4)

Vemos cémo de forma natural, el estudio de la evolucién de una
pablacidn siguiendo las leyes de la ecologia nos lleva a una relacién entre
los “incrementos infinitesimales™ de la poblacién y del tiempo.

En el lenguaje moderno de la matematica lo escribiriamos z'(t) =
(a—73)z(t), que es el ejemplo mas sencillo de lo que hoy llamamos Ecua-
cién Diferencial Ordinaria. La diferencia a — 3 es la tasa de crecimiento
de la poblacién que llamaremos a y puede ser tanto positiva como negati-
va dependiendo del balance entre la tasa de natalidad y la de mortalidad.
La soluecidn es clara v viene dada por la funcién exponencial, de forma
que z(t) = z(0)e*. Si a > 0, la poblacién crecera a un ritmo exponencial
y si a < 0, la poblacién se extinguird exponencialmente rapido.

Obviamente, el modelo que hemos desarrollado es bastante sencillo
y resulta natural considerar otros aspectos importantes que se dan en la
dindmica de una poblacién, como por ejemplo la posibilidad de que haya
fenémenos migratorios (tanto de emigracién como de inmigracién), que
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Figura 19. Crecimiento y decaimiento exponencial.

la tasa de crecimiento no sea constante y que pueda depender del tiempo
o incluso de la poblacién, que coexistan varias especies en régimen de
competencia,

Vamos a ver cémo obtendriamos las ecuaciones considerando algunos
de estos nuevos fenémenos.

3.2. Migraciones

Consideremos que nuestra poblacién estd bajo un fenémeno migra-
torio de forma que hay un flujo de individuos que llegan a la poblacién
del exterior a un ritmo de b individuos por unidad de tiempo y este flu-
jo migratorio puede ser positivo (inmigracién) o negativo (emigracién).
Asumiremos, ademads, que en el momento en que individuos llegan desde
fuera, éstos se incorporan a la poblacién que hemos denominado por z
y siguen las mismas leyes de crecimiento que x, es decir, no tenemos dos
especies diferenciadas (la local y la inmigrada) obedeciendo distintas le-
yes de evolucién. Para incluir este fenémeno en el modelo matemético
anterior, volvemos al balance dado por (3.1) o a su equivalente (3.4) y
observamos que en el incremento de poblacién en el intervalo (t,t + At)
hay que incluir el debido al flujo dado por la migracién:

K = (o —Bliehd 4 { habitantes inmig‘rados}

en (t, + At) (3.5)

Obviamente, el nimero de habitantes inmigrados en el intervalo
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(t, t + At) es bAt. Obtenemos, por tanto, que
Az = (a — B)zAtL + bAt (3.6)
que de nuevo se escribe en lenguaje moderno como
2'(t) = azx(t) + b

v es lo que se denomina una ecuacién diferencial ordinaria lineal y de
coeficientes constantes.

3.3. Tasas de crecimiento y de migracién variables

La hipdtesis que hemos formulado sobre las tasas de crecimiento y
de migracion es que son constantes en el tiempo. Obviamente, la situa-
cién real dista bastante de esta hipétesis y resulta mds natural asumir
que la tasa de crecimiento depende del tiempo (por ejemplo, la tasa de
crecimiento en Espafia ha decrecido considerablemente en los 1ltimos
25 anos, llegando a estar ahora en torno al erecimiento cero, es decir,
a = () y, por tanto, considerar a como una funcién del tiempo a = a(t).
De forma similar, la tasa de inmigracién puede ser variable (no es dificil
imaginar una inmigracion estacional en virtud de la oferta de trabajo)
y considerar b = b(t). Repitiendo el argumento elaborado anteriormente
y ya que éste se ha hecho en términos de “incrementos infinitesimales”
podemos concluir que si la tasa de crecimiento de la poblacién a tiempo
t viene dado por la cantidad a(t), el incremento poblacional en el in-
tervalo de tiempo (t,t + At) con At muy pequefio es de a(t)z(t)At. De
forma similar se argumentaria para el sumando debido a la inmigracién.
Obtenemos, por tanto, la ecuacién

2'(t) = a(t)z(t) + b(t)

que es la expresion general de una ecuacién diferencial ordinaria lineal
(con coeficientes no necesariamente constantes). Ya en 1694, Leibniz
sabia como resolver esta ecuacién reduciéndola a una integral mediante
un cambio de variable. Si multiplicamos la ecuacién por el factor inte-

grante eJ 4% tendremos que

d fa

,— [a(t)dt) _ — [ alt)dt
= (I(f)f ) b(t)e
y mediante integracion se obtiene

z(t) = el alt)dt (C’ + / b(t)e™ -r““)dtdt)

donde C es una constante arbitraria que se fija con las condiciones ini-
ciales.

a1
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3.4, Recursos limitados

Los modelos de crecimiento exponencial z'(t) = axz(t) son, en general,
validos para intervalos de tiempo pequenos. Por ejemplo, la tasa de
crecimiento anual de la poblacién humana en la década 1960-1970 se
estimé en un 2 %. También en 1965 se estimé la poblacién del planeta
en 3340 millones de habitantes. De forma que, midiendo el tiempo en
arios, tendremos que

2(£) = 8,34 x 10%0:02(¢~1965)

Esta ley significa que x(1970) = 3,69 x 109, z(1975) = 4,08 x 107,
x(1980) = 4,51 x 10° y z(1985) = 4,98 x 10%, mientras que los da-
tos oficiales arrojan unas cifras de 3,70 x 109, 4,09 x 107, 4,45 x 10°
v 4,85 x 109 respectivamente. Como se puede observar, la prediccién
dada por una ley exponencial es bastante ajustada a la realidad para
el lapso de tiempo 1970-1985. No obstante, esta misma ley predice que
z(2100) = 50 x 10%, lo que quiere decir que aproximadamente cada ser
humano tendria un metro cuadrado de tierra firme para vivir.

Obviamente, no se puede esperar que el crecimiento de la poblacion
mundial se mantenga al mismo ritmo y siga la ley exponencial descrita.
El planeta tiene recursos limitados y esto impone restricciones en las
tasas de crecimiento.

Todo esto hace pensar que la magnitud de la tasa de crecimiento de
una poblacién tiene que ver con la capacidad o posibilidad de que un
individuo nacido pueda subsistir en el medio en el que esta desarrollando-
se. Si las condiciones del medio (comida, sanidad, etc.) son propicias es
de esperar que la poblacién aumente y si son adversas cabe prever que
no crezca tanto o que incluso el tamarnio poblacional disminuya. En este
sentido, la relacién entre el tamaifio poblacional y los recursos del me-
dio en donde vive la poblacién influye de forma notoria en la tasa de
crecimiento, es decir, en la tendencia a crecer o decrecer de la pobla-
cion. En el caso en que los recursos del medio son limitados se espera un
comportamiento como sigue: si el numero de habitantes es “pequeno”
habrd suficientes recursos para todos y la tasa de crecimiento serd po-
sitiva y la poblacién tendera a aumentar. A medida que la poblacién
aumenta habra menos recursos para todos y es esperable que la tasa de
crecimiento sea menor, llegando al punto en que si la poblacién pasa un
cierto valor (la capacidad del medio), entonces, la tasa de crecimiento se
convertird en negativa. Si especificamos por M el nimero de habitantes
que puede soportar el medio; podemos modelar la tasa de crecimiento
de la poblacién (que dependerd en este caso de la cantidad de poblacién



x) por una funcién que para valores pequenos de z, es muy cercana a
ag > 0, para valores de x entre 0 y M, es positiva y que para z > M,
es negativa. Tomando la funcién a(z) mas sencilla que verifica estas
condiciones, la funcién lineal, obtenemos que

T

alx) =a0- (1~ 37)

a

0 \‘
T alx) =2 (1-M)

| \

M X

Figura 20. Tasa de crecimiento con recursos limitados.

Si no consideramos ningin fenémeno migratorio en la poblacion,
obtenemos la ecuacién

dx

— =ag(l —z/M)z

= = ao(1 —az/M)

que es conocida como la ecuacion logistica, que rige el comportamiento
de una poblacién bajo el modelo logistico.

Es el primer ejemplo v quizds el mas importante de ecuaciones de
variables separables. También Leibniz descubrié la técnica para su re-
solucion, hecho que comunicé a Huygens en una carta en 1691. Las
variables se separan

dx
(1 =z/M)z

y se integra ambos miembros de la ecuacion

]F%W :/andi

Después de unos caleulos sencillos se obtiene que si 2y > 0 es la poblacion
inicial,

= agdl

o f‘ —
z(t) (M — zp)e ™ 4z
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Se observa que todas las soluciones tienden a M para tiempos gran-
des. Si inicialmente zp < M, la poblacién tendera de forma creciente a la
asintota z = M y si zp > M, la poblacién decrecerd hacia M. Vemos de
esta forma cémo una capacidad limitada del medio curva las soluciones,
que ya no crecen de forma exponencial,

I L L : I
o 5 10 15 20 F-] t 30

Figura 21. Soluciones de la ecuacién logistica.

Utilizando el modelo logistico y con datos de los censos de 1790,
1850 y 1910, Pearl y Reed llegaron a la siguiente ley de crecimiento
poblacional para Estados Unidos:

197273000
z(t) = 1 + ¢—0,03134(t—1913,25)

La fiabilidad de este modelo se puede deducir de la siguiente tabla:

afio  Real Predicha
1790 3929 3929
1800 5308 5336
1810 7240 7228
1820 9638 9757
1830 12866 13109
1840 17069 17506

1930 122775 123124
1940 131669 136653
1950 150697 149053
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Obviamente se observa un buen ajuste entre los valores reales y los
predichos en un lapso de tiempo que va desde 1790 hasta 1950.

3.5. Modelo depredador-presa

Consideramos ahora un habitat en donde coexisten dos especies que
interaccionan entre ellas. Por una parte, tenemos la especie P (la presa:
conejos) y que en ausencia de depredadores, es capaz de crecer de forma
ilimitada a una tasa de crecimiento a > 0 (los conejos se alimentan
de hierba y en un ambiente sin depredadores y con recursos ilimitados,
crecera). Por otra parte, tenemos la otra especie D (depredador: zorros)
que en ausencia de presa y, por tanto, de comida, decrece con una tasa
negativa —b. Es decir,

P'(t)=aP(t), siD=0

D'(t)=—bD(t), siP=0

Pero, obviamente, los zorros se comen a los conejos y, por tanto, la
poblacién de conejos se verd mermada en presencia de zorros y viceversa,
la poblacién de zorros se vera aumentada en presencia de conejos. Esta
ley explica la interaccidn existente entre ambas especies y nos da pistas
para encontrar los términos adecuados que modelicen esta situacion.
En términos de las tasas de crecimientos y mortalidad parece natural
asumir que la tasa de mortalidad de la presa P debe ser proporcional al
niimero de depredadores presentes, es decir, —cD, de forma que la tasa
de crecimiento de P serd a—eD. De forma similar, la tasa de nacimientos
del depredador D serd proporcional al niimero de presas, eP, de forma
que la tasa de crecimiento de éste es de la forma —b+eP. Las ecuaciones
quedan, por tanto,

9F = (a—cD(t) P(t)

37
dD _ (_p 1 op(t))D(t) o

con a, b, ¢, e constantes positivas v caracteristicas de las especies en cues-
tion.

Estas son las ecuaciones de Lotka-Volterra, que fueron propuestas
por Volterra en el ano 1926 para explicar las oscilaciones encontradas
en el volumen de pesca de ciertas especies de peces en el mar adriati-
co. También Lotka habia estudiado estas ecuaciones para explicar las
oscilaciones observadas en cierta reaccion quimica.
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Buscamos, por tanto, funciones (P(t), D(t)) que sean solucién del sis-
tema de ecuaciones (3.7). Obviamente, esta solucién dependera de la can-
tidad inicial presente de depredadores y presa, es decir, de (P(0), D(0)).
No obstante, estudiando la ecuacién, podemos obtener ya algunas solu-
ciones particulares de ésta. Por ejemplo, las funciones constantes

P(t) = g D(t) =2

(o]

son sohiciones de la ecunacién. Si  las  condiciones iniciales

(P(0), D(0)) = (b/e,a/c), entonces, el niimero de presas y de depreda-
dores permanecerd constante. A estas soluciones se les denomina esta-
cionarias o puntos de equilibrio. En ellas se da un balance tal que la
tasa de crecimiento de ambas especies es cero y, por tanto, el niimero de
habitantes de depredadores y presas permanece constante.

Para obtener la solucién general, dividimos la primera ecuacién por
la segunda y obtenemos una ecuacién en términos de las variables Py

D.
dP _a—cD P

apD D —b+eP
que es de variables separables. Separando las variables, obtenemos
eD

—b4+-eP a—
iz dP = D dD

e integrando
~blog P+eP =alogD — cD + K

donde K es una constante arbitraria, Por tanto,

eP +¢D — log(P*D%) = K (3.8)

Obviamente, la constante K depende de las condiciones iniciales y
debe ser K = eP(0) + ¢D(0) — log(P(0)?D(0)%). Por tanto, dado unos
valores iniciales (P(0), D(0)) se calcula la constante K y la solucién
estd sobre la curva dada por la ecuacién (3.8).

Un analisis detallado de las curvas dadas por la ecuacion (3.8) en
el plano (P, D) revela que todas ellas son curvas cerradas alrededor del
punto de equilibrio (b/e, a/c), ver Figura 22.

Las funciones P(t) y D(t) son periédicas, con el mismo periodo pero
con distinta fase, ver Figura 23.
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Figura 22. Trayectorias del sistema de Lotka-Volterra.

Esto es lo que intentaba explicar V. Volterra con su maodelo aplicado
a dos especies de peces distintas, una depredadora y la otra presa. Se
observaba que el volumen de recogida de peces de ambas especies en el
mar Adridtico era periédico aunque la fase era distinta.

28

Figura 23. Grifica de las soluciones del sistema de Lotka-Volterra.
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4. SISTEMAS DINAMICOS

A finales del siglo XIX ya era bastante evidente para los cientificos
de la época que el mimero de Ecuaciones Diferenciales para las que se
puede encontrar explicitamente sus soluciones era bastante reducido. Al
mismo tiempo, el dmbito de aplicacién de las ecuaciones diferenciales
crecia con rapidez y, por tanto, el niimero de ecuaciones obtenidas para
modelizar fendmenos interesantes del mundo real iba en aumento. Eran
necesarias técnicas y herramientas nuevas que permitieran analizar estas
ecuaciones. Se empezaron a desarrollar a finales del siglo XIX, principal-
mente por Henri Poincaré (1854-1912), otros métodos que consistian en
buscar informacién “cualitativa” de las soluciones o de algunas de ellas
sin necesidad de resolver la ecuacion.

Si denotamos por r = (z,y) (o r = (z,y, 2)), entonces, la ecuacién

diferencial
d

a = f(r) (4.1)

se interpreta como un sistema dindmico: las soluciones r(¢) describen la
evolucién de un punto en el plano (o en el espacio, respectivamente).
Por ejemplo, la ecuacién del péndulo tratada en la seccién 2, se puede
reescribir mediante las variables z = 6, y = 6’ (z representa el des-
plazamiento angular de la masa del péndulo e y la velocidad angular)
como

=y
{ v =~ sen(a) B

Nos preguntamos qué tipo de comportamiento interesante cabe es-
perar de las soluciones de la ecuacién (4.1). He aqui una pequena lista:

¢ Soluciones estacionarias. Como su propio nombre indica, una solu-
cién estacionaria (también llamada punto de equilibrio) serd una solucién
que no evoluciona con el tiempo, es decir, que permanece constante a
lo largo del tiempo. Obviamente, se debe verificar que r'(t) = 0 y, por
tanto, las soluciones de la ecuacién f(r) = 0 nos dardn el conjunto de
soluciones estacionarias. Para el ejemplo de la ecuacién (4.2) tendremos
quey =0, = km con k = 0,%1, £2, etcétera son los puntos estaciona-
rios del sistema. Obsérvese que ya que z es el desplazamiento angular e y
la velocidad angular, tenemos que los puntos estacionarios corresponden
a las configuraciones del péndulo con la masa en el punto mas bajo (0,0)
y mads alto (7, 0).

¢ Orbitas periédicas. Una érbita periédica, de periodo T > 0, es una
solucién r(t) que verifica que r(t + 7) = r(t) para todo t. Fisicamente
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esto quiere decir que la evolucién de un estado vuelve al mismo estado
inicial después de un tiempo 7. Para la ecuacién del péndulo ya hemos
visto que, debido a la conservacion de la energia, si el péndulo parte de
una posicién 8y € (—m. 7) y con velocidad cero (es decir (z,y) = (6p.0)),
después de un tiempo dado por (ver Seccién 2.1)

1 rm/2 do
T(60) = 4/~
(6o) ‘[g _/0 V1 — (sin(80/2))?sin*(¢)

el péndulo vuelve a su posicién inicial. Esto pone de manifiesto que todas
estas soluciones son periédicas. De hecho, no es dificil obtener las curvas
(z(t),y(t)) que corresponden a estas soluciones periédicas. De la ley de
conservacion de la energia dada por la ecuacién (2.1) obtenemos que

%yg = %(cos(:c) — cos(fl))

de forma que

Y= :t\/—zlg (cos(x) — cos(fp))

cuyas graficas son las de la Figura 24, donde hemos indicado las flechas
para saber en la direccién que va la solucién a medida que avanza el
tiempo.

fo

1

Figura 24. Grifica de las curvas (z(t),y(t)) para 6y =1y 0y = 0,5.
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e Orbitas que “salen” de un punto de equilibrio y “llegan” al mis-
mo punto de equilibrio (homoclinicas) o a otro punto de equilibrio
(heteroclinicas). Ponemos entre comillas las palabras “salen” y “lle-
gan” pues el significado es el siguiente: una solucidn r(t) sale de un punto
de equilibrio p si limy—_o7(t) = p y llega a un punto de equilibrio ¢
si limlg—oo 7(t) = g. Para la ecuacién del péndulo se puede probar que
existen dos drbitas heteroclinicas: una que sale de (7, 0) y llega a (—7,0)
y otra que sale de (—,0) y llega a (7, 0). Estas dos 6rbitas vienen dadas

por la ecuacion
y= :t\/%g-(cos(:z) +-1)

Figura 25. Plano de fases.

En la Figura 25, los tres puntos representan las soluciones estaciona-
rias (puntos de equilibrio) y las curvas a trazos las érbitas heteroclinicas.
También hemos incluido las flechas indicadoras de la direccién en que
se mueve la curva a medida que avanza el tiempo. Un diagrama como
el de la figura 25 se denomina un plano o retrato de fases y da una idea
cualitativa del comportamiento de las soluciones.

Ya que se analiza el problema desde una perspectiva cualitativa, re-
sulta natural preguntarse cuestiones sobre el comportamiento cualitativo
del sistema. Por ejemplo:

¢ Estabilidad de las soluciones. Esta es una de las preguntas funda-
mentales a hacerse, especialmente para aquellos sistemas que tienen un
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significado fisico. El concepto de estabilidad es bdsicamente el siguien-
te: si tengo una solucion para una condicién inicial dada y parto ahora
de una condicién inicial cercana a la primera, ;permaneceré cerca de la
primera solucién para todo tiempo positivo? Como ejemplo fundamen-
tal citaremos el estudio de la estabilidad de los estados estacionarios.
Si tenemos un punto de equilibrio p, las soluciones que parten de pun-
tos cercanos a p jpermanecerin cerca de p para todo tiempo positivo?
Podemos ver en el ejemplo del péndulo que el punto (0,0) es estable,
pues toda solucién que parte cerca de (0,0) es una soluciéon periddica
que no se aleja mucho de (0,0). Por otra parte, podemos ver que el pun-
to de equilibrio (7,0) no es estable (se dird que es inestable) pues hay
puntos muy cercanos de (7, 0), por ejemplo, (7 — <,0), tal que la drbita
empezando en (m — £,0) es una drbita periddica y hay un momento en
que la solucién esta en el “extremo opuesto” de las z, es decir, llega a
(—m+42,0), que estd bastante lejos de (7,0). De forma andloga se puede
concluir que el punto (—m,0) es inestable. Obviamente, los puntos fisi-
camente visibles son los estables, pues pequenas variaciones (errores) en
los datos iniciales no arroja grandes diferencias en la evolucion de las
soluciones, Por otra parte, los puntos de equilibrio inestables son mucho
mas dificiles de ver fisicamente. pues pequenas variaciones en los datos
iniciales producen resultados muy dispares a largo tiempo. Por ejemplo,
todo el mundo ha visto un péndulo donde la masa estd en su posicién
mas baja y no se mueve (punto de equilibrio (0,0)), mientras que es
bastante dificil (jpor no decir imposible!) observar un péndulo en la po-
sicion (7, 0), es decir, en su posicién mds alta y sin moverse. Cualquier
pequena variacién de este estado tendrd como produeto que el péndulo
empiece a oscilar, alejindose del estado de equilibrio (inestable) (=, 0).

eComportamiento Asintético de las soluciones. Con esto queremos
estudiar el comportamiento de las soluciones para tiempos muy gran-
des. Dicho de otra forma, estamos interesados en saber si existe el
limg , .o r(t) ¥ cudl es este limite. Para el ejemplo del péndulo, toda
condicién inicial que se sitiie en las orbitas heteroclinicas tendrd por
limite el punto de equilibrio (7,0) o (—,0). Mientras que para todo da-
to inicial que no esté sobre las 6rbitas heteroclinicas ni sea un punto de
equilibrio, la solucién se comportara de forma periédica y no existird el
limite en cuestion.

e Comportamiento dindmico bajo perturbaciones. Notese que en el
ejemplo que estamos desarrollando aparecen pardametros en la ecuacion
(la constante de gravedad g y la longitud de la varilla del péndulo 1), que
se pueden calcular de una forma bastante exacta pero siempre aproxima-
da, Por tanto, resulta natural preguntarse jedmo varia el comportamien-
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to de las soluciones del sistema si perturbamos ligeramente la ecuacion,
por ejemplo, variando los parametros g y 17. ;Puede llegar a haber un
cambio dréstico en el comportamiento de las soluciones por ligeras va-
riaciones de la ecuacion? ;Pueden llegar a desaparecer o crearse nuevos
puntos de equilibrio, érbitas periédicas, heteroclinicas u homoclinicas
por pequenas perturbaciones?. Para el caso de perturbaciones en g y !
se puede ver que el diagrama de fases de la figura 25 permanece précti-
camente inalterado. No obstante, puede haber otras perturbaciones (que
ademas son fisicamente razonables) que producen cambios dristicos en
el retrato de fases del sistema. Obsérvese que durante todo el andlisis,
hemos asumido que no existia friccién alguna actuando sobre la masa.
Obviamente, esta situacion es ideal y resulta mas razonable pensar que
por la presencia de rozamientos (con el aire, con la sujeccién de la va-
rilla, etc.) se dé una cierta friccién que se traduce en una disipacién de
energia. Un pequeino término de rozamiento entra como una fuerza que
actia en contra del movimiento y es proporcional a la velocidad de la
masa. Sin mucho esfuerzo, se puede ver que la ecuacién del péndulo con
rozamiento toma la forma

0" + et + §sen(a) =0 (4.3)

donde £ > 0 es un pardmetro pequeno que mide la fuerza del rozamiento.
Traduciendo de nuevo la ecuacién a las variables (z,y),conz =8,y = @',
obtenemos:

o=y
{ y = —gy— %sen(z) (44)

Obviamente, si € = 0 (no hay rozamiento), volvemos a la ecuacion ante-
rior (4.2). Para £ > 0 y pequerio, podemos considerar la ecuacion (4.4)
como una pequefia perturbacién de la ecuacién (4.2). jCémo cambia
la dindmica de la ecuacién (4.4) en relacién a la de la ecuacién (4.2)7.
Claramente, los puntos de equilibrio de ambos sistemas son los mismos.
Primeramente veamos que intuitivamente, las oscilaciones de un péndu-
lo real (es decir, con alguna friccién aunque sea pequefia) terminan por
decaer o amortiguarse: la amplitud de las oscilaciones va disminuyendo
poco a poco y si esperamos mucho tiempo, veremos que las oscilaciones
han desaparecido practicamente. Esto es claro, si la masa del péndulo
parte del punto (8p,0) y, por tanto, tiene energia potencial mg cos(fp).
a medida que empieza la oscilacion y va avanzando hasta el otro extre-
mo, se va perdiendo energia, de forma que cuando se dispone a volver y
a intentar alcanzar el mismo punto (6g,0), no tiene tanta energia para
llegar a €l y se tendrd que parar antes, para volver a oscilar de nuevo y
seguir perdiendo energia. Poco a poco ird perdiendo toda su energia y al
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final acabard en el punto de minima energia que es el punto de equilibrio
(0,0). Por tanto. todas las érbitas periédicas anteriores dejan de existir y
todas las soluciones que empiezan en la posicién (0g,0) con by € (—m, 7)
van a converger asintéticamente al punto de equilibrio (0,0). También
las drbitas heteroclinicas que unian los puntos (—m,0) y (7,0) desapa-
recen, Sin embargo, aparecen dos nuevas orbitas que conectan (—m,0)
con (0,0) y (7, 0) con (0,0), que aparecen en negrita en la Figura 26. De
hecho, el retrato de fases de este nuevo sistema es como el de la Figura
26. Como se puede apreciar, el retrato de fases, globalmente ha sufrido
cambios drasticos por una pequena perturbacién.

Figura 26. Retrato de fases del péndulo con rozamiento.

El estudio del comportamiento de las soluciones de ecuaciones di-
ferenciales es hoy en dia uno de los campos mas activos dentro de la
Matemaética Aplicada, El mimero de aplicaciones de esta rama es innu-
merable y cubre practicamente todas las areas del conocimiento cientifi-
co, desde la biologia, la medicina, la economia, hasta las mds tradicio-
nales como son la fisica y astronomia. Conceptos como caos, atractores
extranos, dimensién fractal de atractores, érbitas que llenan el espacio,
ete., son ampliamente estudiadas v profundizadas. Estos conceptos a
su vez son utilizados para estudiar procesos que vienen gobernados no
por ccuaciones diferenciales ordinarias sino por ecuaciones en derivadas
parciales.

La complejidad que pueden llegar a tener estos sistemas es muy gran-
de y la cantidad de herramientas que se emplean para su anélisis es cada
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vez mayor. Como ejemplo de esta complejidad veamos la ecuacién

' = =10z + 10y
Y =28z —y+ a2
Z=8/3z+ay

que fue propuesta en el afio 1963 por E. Lorenz para modelizar de una
forma sencilla algunos procesos de dindmica de fluidos que aparecen en
fendmenos de la atmésfera. Dada una condicién inicial en el espacio, las
tres componentes de la solucién x(t), y(t), z(t) vienen representadas por
las graficas de la Figura 27.

X (1)
20 T T T L) T L T T T

0 10 20 30 40 53 60 70 80 90 100
%)

0 10 20 30 40 58 60 70 BO 90 100
x,(1)

1 A i 1 1 1 1 1

.
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 27. Componentes de una solucion del sistema de Lorenz.

La d6rbita de esta solucién en el espacio, es decir, la curva
(z(t),y(t), z(t)), viene dada por la grafica de la Figura 28.

Una de las caracteristicas de este sistema es que independiente de
la condicién inicial, después de un cierto tiempo, todas las soluciones
dibujan préacticamente el mismo cuadro, el de la Figura 28, que tiene
forma de alas de mariposa. Dindmicamente la drbita se desenrolla del



Figura 28. El atractor de Lorenz.

centro del ala hacia los extremos y en un momento salta al otro ala, se
sigue desenrrollando y vuelve a saltar al otro ala y asi constantemente.
Los saltos de un ala al otro parecen totalmente aleatorios y no siguen un
patrén controlable. Aunque esta ecuacion es el ejemplo importante de
caos y atractor extrano, no es hasta el ano 2002 que Tucker ha conseguido
probar que realmente el atractor de Lorenz es un atractor extrano y que
la dindmica de la ecuacion de Lorenz es una dinamica cadtica.
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3. Estadistica con datos funcionales.
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3.2. Otras tendencias en el andlisis de datos
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REFERENCIAS

INTRODUCCION

1. Algunos comentarios sobre el significado de la Estadistica y
su relacién con otras ciencias

La Estadistica es la ciencia de los datos, entendiendo como “datos”
un conjunto de observaciones generalmente (pero no necesariamente)
numéricas, obtenidas mediante la observacién reiterada de un experi-
mento de interés.

La metodologia de trabajo habitual en las ciencias experimentales in-
cluye la elaboracién de modelos para explicar un determinado fenémeno
y la verificacién posterior de estos modelos a partir de la observacion
experimental que suele conducir a la obtencién de datos., Asi pues, en
cierto sentido, la Estadistica es una “ciencia transversal” a las demds,
que ayuda a interpretar los datos empiricos obtenidos en cualquier cam-

po.

La Estadistica es también una “ciencia de servicio” en el sentido de
que los temas de investigacién que llevan al desarrollo de nuevas técnicas
deben estar directamente motivados por las demandas de los usnarios
(bidlogos, ingenieros, fisicos, economistas,...) més que por las necesidades
de coherencia formal o desarrollo interno de la teoria.

El desarrollo matematico de la Estadistica ha sido mds reciente que el
de otras ciencias matematicas. Si aceptamos como un indicio de la madu-
rez y consolidacion de una ciencia la presencia de programas académicos
establecidos, con un cuerpo comiin que se considera bésico en las univer-
sidades de todo el mundo, podemos advertir algunas diferencias objetivas
entre la Estadistica y, por ejemplo, el Andlisis Matematico. Asi, puede
senalarse que mientras la estructura de los cursos académicos avanzados
de Anadlisis, con un planteamiento y notacién similares a las que hoy
conocemos (incluyendo un estudio riguroso de la teoria de funciones,
limites, diferenciabilidad, continuidad, series,...), estaba ya mas o menos



establecida hacia 1880 (a partir de las lecciones de Weierstrass en la Uni-
versidad de Berlin), los primeros libros de texto “modernos” y generales
de Estadistica Matemdtica no llegaron hasta mucho mas tarde. Asi, la
obra clasica de Harald Cramer Mathematical Methods of Statistics, que
sirvié de modelo para tantos otros textos posteriores, se publicé en 1945.

Por lo demas, la ciencia estadistica se encuentra actualmente en un
buen momento. La teoria central se ha desarrollado y enriquecido de tal
manera que los cursos cldsicos de los afios 60 y 70 del siglo XX pueden
considerarse hoy como superados en gran medida. Incluso observando
el progreso de la investigacién con la perspectiva mas cercana de los
iltimos 10 anos se puede apreciar un progreso evidente y consolidado.
Tomando de nuevo el mundo académico como indicador: la comparacién
de la obra de Hastie, Tibshirani y Friedman The Elements of Statistical
Learning' (que estd probablemente llamada a convertirse en un cldsico
de los principios del siglo XXI) con el texto de Cramer citado antes, deja
poco lugar a dudas sobre el cambio de panorama que se ha producido.

Conviene advertir aqui que la palabra Estadistica tiene, al menos,
dos sentidos, claramente distintos aunque muy relacionados:

= Estadistica descriptiva (llamada modernamente Analisis de
datos): conjunto de técnicas orientadas a extraer informacién de
un gran conjunto de datos, mediante medidas (media, mediana,
moda, varianza) que resumen sus principales rasgos, y mediante
herramientas graficas. Este aspecto descriptivo representa guiza la
imagen mas comiin de la Estadistica para el piiblico no especiali-
zado, va que constituye el aspecto mas destacado de la presencia
de esta ciencia en los medios de informacién, a través de las es-
tadisticas oficiales, la divulgacién cientifica, los datos econémicos,
la publicidad, etc.

» Inferencia Estadistica: Su objeto es obtener informacién sobre
el modelo probabilistico que subyace en un determinado ezperimen-
lo aleatorio consistente en la egbservacion de una cierta cantidad
(o “variable”) aleatoria. Un ejemplo tipico de problema de inferen-
cia, que comentaremos mis ampliamente en la Seccion 1 de estas
notas, seria estimar la media de una variable aleatoria de interés
(por ejemplo, la media de la variable X= “consumo mensual de
electricidad en los domicilios particulares”).

HASTIE, T., TIBSHIRANI, R y FRIEDMAN, J. The Elements of Statistical
Learning. Springer. New York, 2001.
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Como veremos a continuacion, todos los métodos estadisticos requie-
ren experimentacion, es decir, obtencién de muestras (se llama “mues-
tra” al conjunto de datos resultante de la observacién reiterada de una
variable aleatoria).

2. El planteamiento general de este articulo

La Estadistica cldsica estd en buena parte dominada por la teoria de
la inferencia basada en “muestras pequenas”, es decir, para situaciones
en las que se dispone de pocos datos (tipicamente, menos de 30). Por
ejemplo, toda la teoria de los tests de hipétesis basados en la t de Student
puede situarse dentro de esta metodologia para muestras pequenas. Ac-
tualmente, estos métodos siguen siendo muy importantes y utilizados,
pero han surgido nuevos problemas relacionados con la sobreabundancia
de datos, mds que con su carestia. La creciente facilidad para almacenar
y procesar informacién por medio de potentes ordenadores, unida a la
capacidad de evaluar con precisién en “tiempo continuo” gran cantidad
de procesos (temperaturas, cotizaciones bursitiles, audiencias de televi-
si6n,...) han conducido a la existencia de enormes masas de datos que
plantean problemas, tedricos y practicos, para su manejo 1til.

La frase “We are drowning in information and starving for knowled-
ge” citada por Hastie, Tibshirani y Friedman?® resulta particularmente
acertada y describe muy expresivamente una situacién que es cada vez
mas frecuente.

En este articulo se abordardan sélo, parcialmente, dos de las meto-
dologias que contribuyen a evitar que nos sintamos “ahogados en los
datos”: la estimacién no paramétrica de funciones (en concreto de la
densidad y la regresién) y la metodologia estadistica para datos funcio-
nales.

La palabra “recientes” que aparece en el titulo debe entenderse en
un sentido amplio. En realidad, la estimacion funcional no paramétrica
dista mucho de ser una novedad, ya que su origen se remonta a mediados
de los afios 50. Sin embargo, el gran progreso que se ha experimentado en
los 1iltimos diez o quince afios, unido a la relativa popularizacién recien-
te de estas técnicas (que ahora son realmente accesibles a los usuarios
gracias a los modernos ordenadores) permiten considerar a los métodos
no paramétricos como incorporaciones recientes al micleo de los méto-
dos estadisticos que no sélo importan a los investigadores sino también

*HASTIE, T., TIBSHIRANI, R y FRIEDMAN, J. The Elements of Statistical
Learning. Springer. New York, 2001.
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a los usuarios. Por otra parte, las tendencias actuales tienden a acentuar
la importancia de estos métodos como instrumentos auxiliares de otras
técnicas (clasificacion, andlisis de conglomerados,...) que estdn tipica-
mente asociadas al manejo de grandes masas de datos.

La estadistica con datos funcionales si puede considerarse, sin ma-
yores reservas, como una teoria “reciente”. El primer manual general
sobre este tema se debe a Ramsay y Silverman y ha sido publicado en
1997%. Como siempre, pueden detectarse aqui y alld (desde, al menos, ¢l
principio de los afios 80), articulos de investigacién que abordaban estas
ideas, pero atin hoy no hay una teoria sistematica.

La exposicion estd organizada de la siguiente forma:

En la Seccién 1 se presenta un breve resumen del “ambiente gene-
ral” de la Estadistica clasica con objeto de recordar algunos conceptos
importantes y de poder apreciar mejor las diferencias con los otros dos
planteamientos que se discuten a continuacién.

En la Seccién 2 se presentan las ideas bésicas de la estimacion no pa-
ramétrica de funciones (en particular, de la funcién de densidad y la fun-
cion de regresién) motivdandolas con algunos ejemplos reales y mostrando
sus posibilidades para proporcionar orientaciones 1itiles en el manejo de
grandes cantidades de datos. Los libros de Silverman® o Simonoff® son
referencias generales de nivel bastante accesible. Otros referencias inte-
resantes (de orientacién quizd mas téenica y menos “divulgativa”) son
Scott® v Wand v Jones”.

En la Seceién 3 se motiva el interés practico de la metodologia es-
tadistica con datos funcionales y se esboza el planteamiento matematico
de algunas de sus téenicas bdsicas, en particular las relacionadas con la
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De la Aritmética al Analisis. Historia y desarrollos reclentes en Matematicas

1.UN VISTAZO GENERAL A LA ESTADISTICA
PARAMETRICA CLASICA
La discusién de este apartado se centrard en la Inferencia Estadistica
(que forma el micleo fundamental de la Estadistica Matematica clasica),
aunque la Estadistica Descriptiva o Anélisis de Datos, aparecera también
de modo muy destacado en los apartados siguientes.

1.1. Relacién de la Inferencia Estadistica con la Teoria de la
Probabilidad: la densidad normal y otros modelos
paramétricos

Generalmente, la estadistica inferencial se aplica al estudio de una
cierta magnitud aleatoria o “variable aleatoria” (v.a.). En muchos casos,
esta variable corresponde a la observacién de una cierta caracteristica
en los individuos de una gran poblacién y por eso se emplean a veces
las palabras poblacién y “poblacional” para referirnos a X y a sus ca-
racteristicas. La teoria de la probabilidad proporciona las herramientas
para identificar y definir las caracteristicas de esa variable que interesa
estudiar (distribucidn, media, varianza,...) y proporciona algunos mode-
los tipicos que aparecen con frecuencia en las aplicaciones.

Si X es la variable aleatoria bajo estudio, se define su funcién de
distribucién en un punto zj como la probabilidad de que X tome un
valor menor o igual que zg, es decir,

F(xq) = P(X < x0)

Por tanto, P(a < X < b) = F(b)—F(a) (aqui, P denota “probabilidad”).

Se dice que la distribucién de X es “(absolutamente) continua” cuan-
do la probabilidad P(a < X < b) puede calcularse como la integral de
una cierta funcién f, llamada funcion de densidad:

Pla< X <b) = fbf(:r:)da:

En este caso (que serd el que mas nos interese aqui) se tiene, por las
propiedades de la integral, F’'(z) = f(z) y la “distribucién” de X vie-
ne caracterizada indistintamente por f o por F, en el sentido de que
cualquiera de las dos funciones permite calcular la probabilidad de que
la cantidad aleatoria X tome valores en cualquier intervalo prefijado.
Generalmente, la funcién de densidad es mds expresiva y manejable.

La media (que proporciona una medida de tendencia central) y la
varianza de X (que proporciona una medida de dispersién) se definen



respectivamente, para este caso continuo, por

u= [ stz o /_Z(I—ﬂ)?f(x)dx-

La densidad normal (cuya gréfica tiene una tipica forma de campana)
es un ejemplo importante de funcién de densidad que se emplea muchas
veces para caracterizar la distribucién de una v.a. Esta distribucién es
casi omnipresente en las aplicaciones de la Probabilidad y la Estadistica
a la ciencias experimentales porque, segin establece el Teorema Cen-
tral del Limite, (enunciado en términos informales) la distribucion de
cualquier variable que pueda expresarse como suma de muchas otras va-
riables independientes, cada una de las cuales tiene un efecto pequeno
sobre la variable total, sigue aprorimadamente una distribucién normal.
Esta es la razon de la importancia fundamental de la distribucion nor-
mal en Fisica (Teorfa de Errores, Mecdnica Estadistica,...), en Genética
(estudio de la distribucién de los caracteres cuantitativos), ete.

La densidad normal tiene la forma

- (_ (I—p)")
G_m Py 20_2 3

donde y es la media y o2 es la varianza. Esta distribucion se denota bre-
vemente por N(u, o). Segin esto, la distribucion normal queda total-
mente especificada cuando se dan los valores de estos parame-
tros. Se trata de un ejemplo caracteristico de modelo paramétrico.
La distribucién N(0, 1) se denomina normal estdndar.

f(z) =

A continuacion se presentan brevemente algunos ejemplos concretos
que corresponden a situaciones reales en las que interesa estudiar una va-
riable aleatoria cuya distribucién puede elegirse dentro de algiin modelo
paramétrico conocido.

= Distribucion de la renta

En este caso, la variable de interés seria X' = “renta familiar anual”.
Si f es [a densidad correspondiente a esta variable se tiene que

P(a<X§b)=/bf(J:)dr

lo cual significa que la proporcién de familias cuya renta estd com-
prendida entre a y b viene dada por la integral anterior. Un modelo
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Figura 1. Funcién de densidad de la distribucién N(3,1).

que se utiliza a veces para la densidad de X es
4 (log z —~ p)?
@)= = exp ( 253 , para x > 0.

Esta densidad define la llamada distribucion logaritmico nor-
mal.

» Tiempos de funcionamiento
X= “tiempo hasta la primera averia en un sistema”.

Un posible modelo: f(z) = fe~%, z > 0 (distribucién expo-
nencial).

= Niimero de averias de un sistema en un tiempo prefijado

Este es un ejemplo de variable discreta cuya distribucién viene
caracterizada por una funcién de probabilidad p(k) = P(X = k)
que proporciona directamente probabilidades en lugar de densida-
des de probabilidad. Un modelo usual es:

k=0,1,... (distribucién de Poisson).
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= Error cometido al medir una magnitud

El modelo clasico para la distribuecién de la variable X que mide
el error cometido, es la distribucién normal estdndar

1 .2
f(z) = U—%Cxp (—%)

Estos ejemplos muestran que la teoria de probabilidades proporcio-
na una amplia “caja de herramientas” para elegir y manejar modelos
que gean adecuados a diferentes situaciones pero, en general, no permi-
te determinar completamente la distribucién mas adecuada para cada
caso. Por ejemplo, en los enfoques paramétricos, estos modelos estdn
determinados salvo uno o varios pardmetros que no son conocidos.
Aqui entra en juego la Estadistica,

1.2. Los tres problemas clasicos en Estadistica Paramétrica

El punto de partida indispensable para cualquiera de los procedi-
mientos estadisticos que se emumeran a continuacién es la extraceién de
una muestra de la variable aleatoria X de interés, entendiendo como
muestra un conjunto de n observaciones independientes Xy, ..., X, de
dicha variable.

Estimacién puntual
El planteamiento general es ¢l siguiente:

= Se tiene una v.a. de interés X.

= Se supone que la densidad de X pertenece a una familia
paramétrica conocida, (normal, lognormal. Pareto,
gamma,...), fy, aunque se desconoce el valor del pardametro 6.

= Se desea estimar # a partir de una muestra, X;,..., X, de X.

= Para ello se definen estimadores, que son funciones
s 0 (1 €TINS X,.) de la muestra adecuadas para “aproximar” o “es-
timar” el valor desconocido del pardmetro.

Por ejemplo, si se supone que el peso X de los individuos de cierta
poblacién animal sigue una distribucién N (g, o), una muestra consis-
tird simplemente en un conjunto de n observaciones (n se denomina
tamano muestral) correspondientes a los pesos de otros tantos indivi-
duos elegidos al azar en dicha poblacién.
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En este caso, los estimadores naturales de los pardmetros p (la media
de X) y 0? (la varianza de X) son sus andlogos muestrales:

s g DemXi 2 Dia(Xi—X)?
pi=X= = y 6= - e

que se denominan media y varianza muestral, respectivamente.

La Estadistica Paramétrica cldsica proporciona procedimientos gene-
rales para construir y analizar estimadores adecuados para algiin pardme-
tro de interés del cual depende la distribucién de la variable estudiada.
Naturalmente, esto incluye otras situaciones en las que el “estimador
adecnado” no aparece de una manera tan directa y natural como en el
ejemplo anterior.

Estimacion por intervalos de confianza

Se trata de dar un intervalo de valores que cubre, con alta probabi-
lidad, el valor desconocido del parametro.

Quiza el ejemplo mas popular (aunque en modo alguno el mas im-
portante) de estimacién por intervalos de confianza es la obtencién de
las llamadas “horquillas de prediccién” en las encuestas electorales.

Otro ejemplo més relevante surge en la metodologia de control es-
tadistico de calidad, donde los cldsicos control charts de Sewhart apare-
cen muy relacionados con ideas de intervalos de confianza.

También en otros muchos campos, como la investigacién de mer-
cados, resultan iitiles los intervalos de confianza. Como ejemplo de apli-
cacién en este 1iltimo dmbito, consideremos el siguiente estudio de mer-
cado:

La compania Apple Computer lanzé en 1998 el nuevo modelo iMac.
La demanda inicial fue excelente. Sin embargo, la compania estaba
interesada en conocer si iMac estaba atrayendo de manera signifi-
cativa “nuevos compradores” (es decir, personas que adquirian por
primera vez en su vida un ordenador). Se realizé un estudio sobre
500 compradores resultando que 83 de ellos eran nuevos compradores.
La proporciéon estimada de nuevos compradores entire los usnarios de
iMac fue, por tanto, 83/500 = 0.167. El intervalo de confianza al 95 %
(obtenido con técnicas elementales de inferencia paramétrica) va de
0.13 a 0.20. Esto proporciona una informacién mas completa que la
simple estimacién puntual.



Contraste de hipétesis

Esta técnica, no siempre bien comprendida ni bien utilizada, ayuda a
optar entre dos posibles alternativas respecto al valor de un pardmetro.
En general, un contraste de hipdtesis es un procedimiento que permite
responder racionalmente (y siempre con una cierta probabilidad, con-
trolada, de error) a preguntas del tipo:

s ;Hay suficiente evidencia estadistica p  poder afirmar que un
determinado farmaco baja, en promedio, la presién arterial de los
pacientes una hora después de haberlo ingerido?

» ;Hay suficiente evidencia estadistica para poder afirmar que la
cantidad media de detergente contenida en los paquetes de una
determinada marca es inferior al valor nominal (1 Kg.) indicado
en la etiqueta?

» ;Es superior la “dieta mediterrdanea” a una dieta “baja en grasas”
recomendada por la American Heart Association?

En todos los casos, la idea bdsica es obtener una muestra y decidirnos
por la hipétesis que se cuestiona cuando los datos muestrales resultarian
muy improbables en el caso de que esta hipétesis no fuera cierta. Por
ejemplo, en el vdltimo de los casos citados, se realizé wn estudio sobre
605 supervivientes de un ataque cardiaco. De ellos, 303 recibieron dieta
mediterranea y 302 la dieta AHA. Los resultados (publicados en 1998)
fueron muy significativos a favor de la primera en vista del porcentaje de
personas en ambos grupos que sufrieron enfermedades durante un cierto
periodo de tiempo.

2. LA ESTIMACION FUNCIONAL NO PARAMETRICA:
UNA ALTERNATIVA A LOS MODELOS CLASICOS
Como hemos visto en el apartado anterior, la estadistica cl. sica de-
pende fuertemente de suposiciones “paramétricas” (llamadas frecuente-
mente “modelos paramétricos™) sobre la distribucién de la variable que
genera los datos. La palabra “paramétrica” alude aqui al hecho de que

estos modelos fijan completamente la distribucion excepto por el valor

de uno o varios pardmetros reales que deben ser estimados. El ejemplo
mas tipico, y ¢l modelo paramétrico més utilizado es, con diferencia, cl
modelo normal. Sin embargo, hay muchas situaciones précticas en que
un sencillo andlisis exploratorio de los datos muestra claramente que
la suposicion de normalidad es inadecuada. Lo mismo ocurre con otros
modelos paramétricos usuales.
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2.1. Del humilde histograma y sus virtudes

Consideremos el siguiente ejemplo cldsico, correspondiente a la ob-
servacion a lo largo de los dias 1 a 8 de agosto de 1978, de 107 valores
correspondientes a tiempos (medidos en minutos) entre erupciones con-
secutivas de un geyser, llamado “Old Faithful”, en el parque norteameri-
cano de Yellowstone y también a [a duracién de las erupciones de dicho
geyser durante el periodo indicado. La simple representacién de estos
dos conjuntos de datos, mediante dos clasicos histogramas (ver Figuras
2 y 3) resulta muy significativa.

Desy. 1p = 1257
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Figura 2. Tiempos entre erupciones consecutivas del geyser Old Faithful.

A la vista de estas figuras nadie podria decir razonablemente que la
distribucién de ninguna de estas variables esnormal (lacurva normal “mas
cercana” a los datos aparece sobrepuesta). Estas gréficas sugieren mas
bien que, en ambos casos, la poblacién observada estd dividida en dos
“subpoblaciones” correspondientes a las dos “modas” que se observan en
el grifico, Como curiosidad, puede decirse que los resultados obtenidos
a partir de un conjunto semejante de datos obtenido un afio después (en
agosto de 1979) fueron casi idénticos. Parece que el “Old Faithful” tiene
costumbres regulares...

A la pregunta: “si la variable observada no tiene distribucién nor-
mal, entonces jcual es su distribucién?”; puede responderse simplemen-
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Figura 3. Duracion de las erupciones del geyser Old Foithful.

te: “olvidemos las distribuciones paramétricas preestablecidas. Utilice-
mos el propio histograma como si fuese (aproximadamente) la funcién
de densidad de la variable”. Para entender por qué esta interpretacién
es razonable, conviene explicitar la definicién formal de histograma:

Fijada una sucesién ... < a{n) < a&_':_}, < sapColl Ry = aE:Jl -
a.:") y dada la muestra Xy, ..., X, se define (siendo #C el cardinal del

conjunto C')

(“J ™
Falt; Xnye .oy Xn) = fult) = #{Xi € ( 3+1]} )

ﬂ,hn

para t € (a, (m) {“)]J—Oil D

v J 111
Aquf, X1,..., , X son los datos observados, ... < a; n) < af_?_]l <
vy h, = '15'1)1 = E." denotan respectivamente, los extremos de los

intervalos considerados para obtener el histograma y la amplitud de
estos intervalos.

La expresion (1) aclara la relacion entre histograma y densidad: si

te (a (") "1 Ful®) rcpresmta la “densidad de poblacién™ de los datos

J+l
que “viven” en el intervalo (a ,a}'ﬂi] Si la longitud hy, de este intervalo
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tiende a cero cuando el nimero de datos tiende a infinito, cabe esperar
que f,(t) tienda hacia la “densidad instanténea” en el punto ¢ que es
precisamente la funcién de densidad. Hay que anadir solamente que hy,
no debe tender a cero demasiado deprisa, para evitar quedarnos sin datos
en muchos intervalos. De hecho, la condicién que se requiere para que se
produzea la convergencia, cuando n — oc de f,(t) hacia la “verdadera”
funcién de densidad f(t) es nh, — o0, ademas de h, — 0.

Obsérvese que la amplitud h, de los intervalos es elegida por el usua-
rio y, en cierto modo, es arbitraria (aunque hay algunos criterios razo-
nables para elegirla). El aspecto del histograma podria cambiar consi-
derablemente si este valor se cambia.

Recapitulando, el histograma tiene dos aspectos, complementarios e
igualmente importantes:

(a) La vertiente mas conocida del histograma es su utilidad como
herramienta de andlisis y visualizacion de datos. Este aspecto re-
sulta especialmente valioso cuando el nimero de datos es enorme
(actualmente es muy habitual manejar bases con decenas de miles
de datos) y se desea tener una primera idea répida y “visualizable”
acerca de su estructura.

(b) El segundo aspecto, menos popular quizd, estd relacionado con
la inferencia: el histograma es, en realidad, un estimador no pa-
rameétrico de la funcion de densidad que puede utilizarse para
reemplazar a los modelos paramétricos usuales (y, en particular,
al omnipresente modelo normal) cuando hay razones para dudar
de ellos.

El histograma es “no paramétrico” en el sentido de que su uso no
requiere ninguna suposicion del tipo de que la distribucion de la variable
bajo estudio esté confinada en ninguna familia paramétrica de distribu-
ciones (como la normal, la logaritmico normal, la gamma, etc.).

La discusion anterior pone de relieve algunos rasgos caracteristicos
de la estimacién no paramétrica:

= Los estimadores no paramétricos dependen de un parametro (lla~
mado pardmetro de suavizado) cuya eleccion es, hasta cierto punto,
arbitraria. La eleccién adecuada de este pardmetro (la anchura de
los intervalos, en el caso de los histogramas) es uno de los pro-
blemas més delicados de la estadistica no paramétrica y ha sido
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objeto de una investigacién intensiva a lo largo de los anos 80 y
90. El problema es muy controvertido y no tiene atin una solu-
cién uniformemente aceptada por la comunidad estadistica. Sin
embargo, se ha producido un enorme progreso en esta direccion
que facilitara la incorporacién (no realizada ain plenamente) de
estas téenicas a los paguetes comerciales de soffware.

= Los estimadores no paramétricos requieren muestras “grandes” (de
al menos 100 datos, tipicamente). Hay dos razones para esto: pri-
mero, los métodos de estimacién no paramétricos son “locales”:
para estimar la densidad de probabilidad f(¢p) en un punto ty se
utilizan principalmente los puntos muestrales cercanos a t;. Si la
muestra es demasiado pequena, puede ocurrir que apenas se ten-
gan datos en las proximidades de t;. La segunda razén es que, en
su inmensa mayoria, las motivaciones tedéricas actualmente dispo-
nibles para los métodos no paramétricos son de cardcter asintotico,
es decir, se basan en propiedades relativas al comportamiento de
los estimadores cuando el tamano muestral n tiende a infinito.

= Desde un punto de vista matemditico-formal, puede considerarse
que la Estadistica no paramétrica es una extension de la Estadisti-
ca cldsica (paramétrica) en la que el “pardmetro de interés” es una
funcién, es decir, un elemento de un espacio de dimensién infinita,
en un lugar de un nimero real o un vector de nimeros reales.

2.2. Los estimadores kernel: una version sofisticada de los
histogramas
Los histogramas, del tipo de los que se muestran en las Figuras 2 y
3, pueden resultar 1itiles e ilustrativos para muchos propésitos pero son
decididamente inadecuados bajo otros puntos de vista. En conereto:

= Los histogramas son siempre, por naturaleza, funciones disconti-
nuas; sin embargo, en muchos casos es razonable suponer que la
funcion de densidad de la variable que se estd estimando es con-
tinua. En este sentido, los histogramas son estimadores insatisfac-
torios.

» Como los histogramas son funciones constantes a trozos, su pri-
mera derivada es cero en casi todo punto. Esto los hace comple-
tamente inadecuados para estimar la derivada de la funcién de
densidad.

= Parcialmente relacionado con el punto anterior estd el hecho de
que los histogramas no son tampoco adecuados para estimar las
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modas (si se define moda como un maximo relativo de la funcién
de densidad). A lo sumo, pueden proporcionar “intervalos moda-
les”, pero esto puede resultar demasiado burdo en casos en que se
requiere mayor precision,

Los estimadores de tipo niicleo (o kernel) fueron disenados para
superar estas dificultades. La idea original es bastante antigua y se re-
monta a los trabajos de Rosenblatt y Parzen en los anos 50 y primeros
60. Los estimadores kernel son, sin duda, los mds utilizados y mejor
estudiados en la teoria no paramétrica. Se definen mediante la expresion

lt) = = z; K (52, 2)

donde h,, es una sucesién de pardmetros de suavizado, llamados ven-
tanas o amplitudes de banda (windows, bandwidths) que deben ten-
der a cero “lentamente” (h, — 0, nh,, — co) para poder asegurar que f,
tiende a la verdadera densidad f de las variables X; y K es una densidad
prefijada llamada nicleo (kernel),

Es curioso destacar que muchas de las propiedades més importantes
de estos estimadores no se ven afectadas por la funcién nicleo que se
elija. Es muy frecuente tomar K como la funcién de densidad de la
distribucién normal estandar, es decir, K(z) = (1/v2r)exp(—z?/2).
Por supuesto, cuando el micleo es “suave” (derivable), el correspondiente
estimador también lo es y su derivada puede utilizarse para estimar la
de la verdadera densidad f.

Obsérvese que si se elige un micleo constante, del tipo K(z) =1 si
z € (0,1) y K(z) = 0 en el resto, se obtiene de nuevo un estimador de
tipo histograma (aunque con intervalos “méviles”).

La eleccidon correcta del pardmetro de suavizado h = h,, es, sin duda,
el problema maés dificil de cuantos se plantean en la estimacion no pa-
ramétrica. En la actualidad existen varios procedimientos que permiten
asignar h de manera “6ptima” segiin ciertos criterios de optimalidad que
no se discutirdn aqui. Si el pardmetro de suavizado se elige demasiado
pequeno, el estimador aparece “infrasuavizado”, e incorpora demasiado
“ruido”, reflejado en la presencia de muchas modas (méaximos relativos)
“espurias” que, de hecho no aparecen en la densidad que se quiere esti-
mar. Por el contrario, si h se elige demasiado grande, se da el fenémeno
contrario, de “sobresuavizacién” y el estimador es casi insensible a los
datos.



En la Figura 4 se muestra el efecto de la infrasuavizacién. El es-
timador que aparece alli en trazo continuo corresponde a la densidad
estimada, a partir de 500 datos, de la variable X = “edad de un pacien-
te que se somete a determinada prueba clinica”, eligiendo el parametro h
con un criterio de optimalidad que ha proporcionado el valor h = 2,4624,
La apariencia del estimador sugiere la presencia de tres modas, corres-
pondientes a otros tantos grupos de edad en que suelen requerirse més
probablemente estas pruebas. La eurva con trazo discontinuo correspon-
de a un estimador infrasuavizado con h = 0,8. Se observa que este 1iltimo
presenta un gran mimero de oscilaciones que corresponden a falsas mo-
das. El niimero de estas falsas modas aumentaria drasticamente si, para
la misma mmestra fija, h disminuyese aiin mds.
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Figura 4. Estimadores de la densidad “6ptimo” (con h = 2.4624) e
“infrasuavizado” (con h = (,8).

Una de las principales aplicaciones practicas de los estimadores niicleo
es su utilidad para estimar las modas y el nimero de modas. Es curioso
notar a este respecto que, en los primeras aproximaciones elementales
a la Estadistica, se suele hablar de media, mediana y moda como
medidas de tendencia central, pero posteriormente, en los cursos uni-
versitarios de Estadistica y Probabilidad, la moda desaparece casi de
escena. La razén de esto tiene que ver gquiza con el hecho de que en los
modelos paramétricos usuales, el nimero de modas aparece fijado de an-
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temano desde el momento en que se elige el modelo (asi, la distribucién
normal es siempre unimodal) y, en muchos casos, la moda coincide ne-
cesariamente con la media (de nuevo, la normal proporciona un ejemplo
de esta situacién). Por otra parte, la definicién formal de moda de una
variable aleatoria (y sobre todo su cdlculo) resulta mds “escurridiza”
que la de la media. Si se define, como parece natural, la m~-~ como un
maximo loral de la densidad, no resulta muy claro, si uno .0 dispone de
estimadores de la densidad, como puede estimarse una moda a partir de
una muestra. La utilizacién de estimadores de tipo micleo proporciona
una forma muy natural de estimar este pardmetro: se define una moda
muestral como un méximo local de un estimador nicleo f, de la den-
sidad poblacional f. En definitiva, los estimadores no paramétricos de
la densidad proporcionan un marco natural para “rehabilitar” la nocién
de moda que resulta tan intuitiva y 1itil en un andlisis estadistico. Los
estimadores de la densidad no fijan de antemano el nimero de modas,
como ocurre con los modelos paramétricos. Como ya se ha indicado an-
tes, los enfoques no paramétricos tienen la ventaja de que “dejan hablar
a los datos” y no prejuzgan de antemano algunas caracteristicas im-
portantes de los mismos, como ocurre frecuentemente con los modelos
paramétricos.

Un ejemplo, va clédsico, de la importancia practica de estas ideas ha
surgido al estudiar una variable de gran interés en Teoria Econémica: los
ingresos familiares. En este caso, por tanto, la variable bajo estudio serfa
formalmente X = “ingresos de una familia elegida al azar en la poblacién
bajo estudio”. Estamos interesados en determinar la distribucién de X
que viene dada por su funcién de densidad f. Recordemos que

b
Pla<X <b)= / f(z)dz

representa la proporcion de familias cuya renta estd comprendida entre
ayb.

El problema de determinar f para distintos paises ha sido extensiva-
mente estudiado. En Gran Bretana se realizé un estudio particularmente
detallado, en el que se estimd la densidad f, utilizando estimadores no
paramétricos y modelos paramétricos para cada ano del periodo com-
prendido entre 1968 y 1981. En la Figura 5 se muestran las densidades
estimadas por métodos no paramétricos (trazo continuo) y paramétri-
cos (utilizando un modelo lognormal; trazo discontinuo) basados en una
muestra de 6711 datos (reescalados dividiendo por la media) correspon-
dientes al ano 1975.
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Figura 5. Estimaciones de la funcion de densidad de los ingresos fami-
liares en Gran Bretana (datos del ano 1975).

La diferencia entre ambos estimadores es muy llamativa: en el esti-
mador no paramétrico aparecen muy claramente dos modas que
de ninguna manera pueden aparecer en el modelo paramétrico
lognormal que, por definicién, tiene sélo una moda. Este mismo hecho se
observa, de manera sistemadtica, a lo largo de todo el periodo observado e
incluso, hacia el final del periodo se acentiia la moda de la izquierda (que
corresponderia a la clase econémicamente mas débil). No cabe duda de
que en en este problema, la existencia de una moda o de dos no es un he-
cho irrelevante ya que la presencia de dos modas sugiere claramente una
cierta estructura de clases sociales que esta necesariamente oculta en el
modelo lognormal que, ademads, sobreestima el peso relativo de la clase
alta. En definitiva, este ejemplo muestra que la mayor flexibilidad
de los estimadores no paramétricos les permite en ocasiones
describir la realidad de manera mads objetiva y precisa.

2.3. Aplicaciones de los estimadores no paramétricos de la
densidad al analisis de conglomerados (clustering)

Una de las ideas mas naturales, y iitiles, para enfrentarse a una gran
masa de datos (digamos, por ejemplo, datos multivariantes en el espacio
R¥) es dividirlos en conglomerados (clusters) de acuerdo con algiin
criterio de afinidad que parezca razonable. El mero hecho de “agrupar
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los datos en conglomerados” ayuda a clarificar su estructura e incluso
sugiere hipotesis razonables sobre la naturaleza del fenémeno que se
estd observando.

Los estimadores no paramétricos de la densidad (en su versién multi-
variante) son una herramienta auxiliar muy 1util en la tarea de agrupar los
datos en conglomerados. Ademis, a diferencia de otros procedimientos
de andlisis de conglomerados (clustering), los que estdn basados en esti-
madores de la densidad se inspiran en algo mds que una simple heuristica
de agrupacién de datos por proximidad, en el sentido de que proponen
un objetivo “poblacional” (es decir, que depende intrinsecamente de la
distribucién de la variable observada), orientado por ideas geométricas
y probabilisticas.

Si X es una variable aleatoria con valores en R¥ que se distribuye
segiin una funcién de densidad f y ¢ > 0 es un mimero prefijado, se pue-
den definir los conglomerados de nivel ¢ en la poblacién representada
por X como las componentes conexas del conjunto {x : f(x) > ¢}.

Bajo este enfoque (que no es el tinico posible), el objetivo del analisis
de conglomerados seria clasificar los datos Xy,..., X, de una muestra
de X segiin el conglomerado al que pertenecen.

Como f es, en general, desconocida, estos conglomerados no son
tampoco exactamente conocidos, pero es claro que puede obtenerse una
informacién muy 1itil sobre ellos a partir de un estimador no paramétrico
fy de f. El valor ¢ es arbitrario e indica, en cierto modo, el “nivel de
resolucién” elegido para el problema.

Hay varios algoritmos disponibles para clasificar los datos X,..., X,
utilizando un estimador no paramétrico de la densidad siguiendo las
ideas que se han eshozado aqui.

Es claro que el concepto de conglomerado definido en términos de la
funcién de densidad estd muy estrechamente relacionado con la nocion
de moda y con la estructura del conjunto de “curvas de nivel” {x :
fn(x) = ¢} que se obtienen para diferentes valores de c.

Consideremos como ejemplo (ver Silverman (1986)) una muestra de
320 observaciones bhidimensionales (X}, Y;), 7 = 1,..., 320 correspondien-
tes a los niveles de colesterol (valores X;) y triglicéridos (Y;) en pacientes
masculinos con enfermedades circulatorias.
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Figura 6. Curvas de nivel correspondientes a la densidad de la variable
(X,Y) donde X = nivel de colesterol, Y = nivel de triglicéridos.

En la Figura 6 se muestra la estructura de las curvas de nivel ob-
tenidas a partir de un estimador de la densidad de tipo micleo. Estas
curvas de nivel son sumamente informativas pues sugieren claramente la
existencia de dos modas que serfan los “centros” de dos conglomerados
correspondientes a sendos “grupos de riesgo” (con un riesgo mds alto
para los pacientes del grupo correspondiente a la moda superior).

2.4. La opcién no paramétrica en los problemas de regresion

Hemos visto en los apartados anteriores como una idea sencilla y bien
conocida, como es la nocidn de histograma, lleva a los estimadores niicleo
que, a su vez, permiten analizar de manera muy natural el concepto de
moda, una idea de claro contenido intuitivo que, sin embargo, permanece
casi olvidada en la Estadistica paramétrica.

En este apartado seguiremos un modo de exposicion andlogo, partien-
do de una idea elemental (el ajuste de una curva por minimos cuadrados
a una nube de puntos) para llegar a los estimadores no paramétricos de
la regresion y mostrar algunas de sus ventajas.

En Estadistica, la expresién regresién simple alude en general al estu-
dio de la relacion entre dos variables, de las cuales una (Y') es la respuesta
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v la otra (x) es una variable auziliar, regresora o “input”, tipicamente
mas facil de observar que la variable respuesta. En términos generales,
el objetivo de los métodos de regresion es obtener una expresién aproxi-
mada de la relacién entre Y y z con el propésito de predecir la evolucién
de aquélla a partir de la observacién de ésta.

Es importante notar que los métodos de regresién forman parte (muy
relevante) de la teoria estadistica porque, en general, se aplican a pro-
blemas en los que no es razonable suponer una dependencia fun-
cional estricta entre Y y z. Por ejemplo, entre el peso y la estatura
de las personas hay una cierta dependencia pero también hay factores
aleatorios que impiden considerar el peso como una funcién estricta de
la estatura. Algo similar ocurre con los ingresos totales y los gastos en
alimentacién, o en ocio.

Asi, en particular, el clasico modelo de regresién lineal simple
supone que la relacién entre r e Y es del tipo

Y=0+bBzr+e

donde 3y y ) son constantes desconocidas (que deben estimarse a partir
de la observacién de una muestra (z1,Y1),..., (zn, Yn) de pares de datos)
y e es una variable aleatoria de error, de la que se supone que tiene media
0.

Dada la muestra (z1,Y1),...,(zn, Yn), los coeficientes By y B se
estiman por el método de minimos cuadrados: los respectivos esti-
madores fig y 3y resultan ser los valores de fo y £1 que minimizan la
suma de errores cuadraticos

n
Y (¥ — fo— rzi)?.
=1
La solucién a este sencillo problema de minimizacién es

s _ Lim(@-2)(Yi-¥) 7

61 e ~ T (m-—.i)2 ) Bﬂzy_glii
f=1\"12
dondc}_’zziﬁyf= nﬁ".

Como es sabido, la recta de ecuacién y = Bo + 313: es la recta de
ajuste por minimos cuadrados a la “nube de puntos”
(xltyl)! sy (xru Yn)
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Una vez que se ha realizado la estimacion de los coeficientes, se pue-
de predecir la respuesta que se obtendria para un nuevo input g, no
incluido en la muestra, mediante Y = Gy + G1zyg.

Naturalmente, el anterior enfoque se puede generalizar para conside-
rar modelos mas complicados como, por ejemplo, el modelo de regre-
sién cuadratica

Y = o+ bz + Bex® + €

En cualquiera de estas situaciones, el problema de regresién se reduce a
estimar una funcién cuya forma estd totalmente fijada excepto por unos
cuantos parametros desconocidos. Se trata, por tanto, de un enfoque
paramétrico.

La alternativa no paramétrica tiene un punto de partida ligeramente
distinto. Se supone que
Y =m(z) +e

donde m es una funciéon que no se supone “confinada” dentro de una
familia paramétrica. Se trata, como antes, de estimar m a partir de una
muestra (21, Y1), ..., (zn, Ya)-

Una amplia clase de estimadores (muy utilizados) de m son los de
tipo micleo, que tienen la forma

Tt () = Zn: Whi(z)Y;,
i=1

donde W;(x) es, para cada i, una funcién de ponderacion que da “mayor
importancia” a los valores z; de la variable anxiliar que estdn cercanos
a x. Una asignacién tipica seria

K (559)
fn(x)

donde K (t) es una funcion de densidad simétrica (por ejemplo, la normal
estandar) que tiene su maximo en 0 y tal que limy—.+0 K(t) =0y fa(z)
es un estimador kernel de la densidad como el definido en (2).

;Vm(r') -

Nuevamente aqui aparece la idea de que los métodos no paramétricos
son “locales”: la estimacion my,(z) depende principalmente de aquellos
pares de observaciones muestrales (z;, Y;) para las que z; estd cerca de z.
También aqui se tiene que, bajo condiciones muy generales sobre m y K,
se verifica que la funcién i, tiende, cuando n — oo, hacia m siempre que
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hn — 0 y nhy, — co. Asimismo, bajo condiciones de diferenciabilidad y
algunas suposiciones adicionales sobre el parametro h,, mi, tiende hacia

m'.

A modo de ejemplo, consideremos la siguiente curva (Figura 7) de
regresién entre la edad (z) y la estatura (Y) en nifios y adolescentes.
A simple vista, la curva refleja algunos rasgos previsibles, como la ma-
yor rapidez de crecimiento en el primer ano de vida, el “estirén” de
la adolescencia y la tendencia hacia la estabilizacién al comienzo de la
edad adulta. Estos rasgos naturales, que aparecen espontaneamente en
un modelo no paramétrico, podrian haber quedado ocultos por una elec-
cién errdonea de un modelo paramétrico.

Edad en afios
‘u L i ' A ' ' A i
0 2 4 6 B 10 12 14 16 18

Figura 7. Curva de crecimiento estimada (por métodos no paramétricos)
para ninos y adolescentes.

Por otra parte, como se ha indicado antes, la metodologia no pa-
ramétrica permite estimar de modo natural la velocidad de crecimiento
(medida por la derivada m’). En este caso, la derivada de m es quizd mas
interesante que la propia funcién m. La estimacién no paramétrica de m’
aparece representada en la Figura 8: es interesante notar que esta curva
muestra claramente un pequeno estirén (menos fuerte que el de la ado-
lescencia), alrededor de los 9 afios, que es conocido empiricamente pero
que no aparece reflejado en los modelos paramétricos usuales. De nuevo,
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como en el ejemplo de los datos britdnicos de renta, se pone de mani-
fiesto como la metodologia no paramétrica permite poner de relieve
rasgos cualitativos que los modelos paramétricos ocultan.

o : ; i N N i "
o 2 4 & 8 10 12 14 16 18

Figura 8. Estimacién no paramétrica de la derivada de la curva de cre-
cimiento.

2.5. Ventajas e inconvenientes de los métodos no paramétricos

La exposicién anterior va, en gran parte, orientada a motivar el in-
terés de los métodos no paramétricos frente a las alternativas mds clasi-
cas que involucran modelos paramétricos.

Nuestro objetivo ha sido mostrar que los modelos no paramétricos:

= Son mas fexibles y “dejan hablar a los datos" permitiendo en
ocasiones revelar rasgos importantes de la variable bajo estudio que
permanecen necesariamente ocultos por un modelo paramétrico.

= Dependen en mucha menor medida que los paramétricos de supo-
siciones dificiles de verificar y, en muchos casos, de dudosa validez
practica.

= Proporcionan herramientas auxiliares muy valiosas para el analisis
de datos y otras téenicas estadisticas (andlisis de conglomerados,
remuestreo, reconocimiento de formas,...) en las que los modelos
paramétricos resultan frecuentemente demasiado rigidos.
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Sin embargo, es justo también mencionar algunos inconvenientes
importantes de estos procedimientos:

» Requieren, en general, tamafnos muestrales mas grandes. Este rasgo
se hace particularmente agudo cuando los métodos no paramétri-
cos se utilizan en “altas dimensiones” (en la préctica, para datos
numéricos formados for vectores de dimensién superior a 4). En
estas situaciones se requieren tamanos muestrales desmesurada-
mente grandes para obtener inferencias fiables. Este fenémeno se
denomina the curse of dimensionality (“la maldicién de la dimen-
sionalidad™).

» Todos ellos dependen fuertemente de la eleccién de un “pardmetro
de suavizado™ que introduce un considerable grado de arbitrarie-
dad en la estimacién. En los iiltimos afios se ha avanzado mucho
en la obtencién de procedimientos para la asignacién “objetiva”
de estos smoothing parameters, pero, en general, el problema aiin
no estda resuelto de una forma que pueda considerarse como uni-
versalmente aceptada.

= Su motivacion tedrica es, casi siempre, asintética. Esto significa que
los resultados matemadticos que avalan estos procedimientos estin
generalmente relacionados con su comportamiento cuando n — oo,
Por contraste, en la Estadfstica cldsica hay algunos resultados im-
portantes de optimalidad vélidos para un tamano muestral fijo.

= Relacionado con el punto anterior esta el hecho de que la Estadisti-
ca no paramétrica presenta muchas mas dificultades para construir
intervalos de confianza o realizar contrastes de hipdtesis, si bien las
llamadas técnicas de remuestreo (bootstrap) son muy ttiles para
desarrollar este tipo de inferencias, actuando en combinacién con
los métodos no paramétricos.

2.6. Sobre la popularidad de la estadistica no paramétrica:
programas informiticos disponibles

La estimacién no paramétrica de funciones se hara realmente popular
solamente cuando consiga ser de “dominio piiblico” entre los usuarios
de la Estadistica. Esto estd empezando a ocurrir en los iiltimos anos
pero, para convertirse en una tendencia consolidada, es necesario que
la estimacién no paramétrica de la densidad y de la regresién (y sus
métodos asociados) se incorporen plenamente al software estadistico co-
mercial. En la actualidad, esta condicién no se enmple plenamente para



Amonio Cuevas

los programas estadisticos mas populares, pero ya hay accesibles diferen-
tes “paquetes de software” (algunos, incluso, de distribucién gratuita)
que permiten usar de manera cémoda y sencilla los principales métodos
1o paramétricos.

Sin ninguna pretension de exhaustividad, se podrian citar los siguien-
tes:

1. Coleccién de programas en Matlab, preparados por Steve Marron
(de la Universidad de North Carolina en Chapel Hill, USA). Se
pueden descargar (gratuitamente) en

http://www.stat.unc.edu/faculty/marron/marron_software.html

2. Coleccion de programas elaborados por Theo Gasser (de la Uni-
versidad de Zurich) v su equipo. Pueden conseguirse en

http://www.unizh.ch/biostat/Software/

3. Programa S-Plus: es probablemente el software comercial mas di-
fundido entre los gue incluyen una presencia significativa de la
estadistica no paramétrica. Es un software “abierto” que ofrece la
posibilidad de incorporar facilmente nuevas subrutinas redactadas
en el lenguaje de programacion S.

3. ESTADISTICA CON DATOS FUNCIONALES

Del mismo modo que en la seccién anterior nos hemos ocupado de
los problemas estadisticos en los que el “pardmetro” a estimar eés una
funcion, en esta seccién comentaremos brevemente las situaciones en que
los propios datos disponibles son funciones.

El seguimiento de procesos tecnoldgicos o industriales, el control de
las condiciones atmos{éricas, la observacion del “mercado continuo™ en la
Bolsa, etcétera, proporcionan observaciones aleatorias que pueden con-
siderarse como funciones.

Naturalmente este punto de vista “funcional” requiere un cierto pro-
ceso de abstraccién y de modelizacion porque, en realidad, las observa-
ciones se obtienen casi siempre en versién “discretizada”. Sin embargo,
este es un caso en el que claramente, un pequefio nivel de sofisticacién
matemdtica conduce a un enfoque mucho mis sencillo y mds natural,
Por ejemplo, si se observa la evolucién de la temperatura de veinte sis-
temas analogos v para cada uno de ellos se dispone de 1440 mediciones
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de temperatura tomadas a intervalos de un minuto, resulta mucho mas
natural “interpolar” las 1440 mediciones obtenidas en cada sistema para
definir con ellas una funcién continua, y considerar asi que disponemos
de una muestra de 20 funciones, que manejar nuestra informacién mues-
tral como un conjunto de 20 vectores de dimensién 1440. Esta situacién
no es tan rara en Matematicas, donde con frecuencia “lo continuo” es
mas sencillo de manejar que “lo discreto”. Ademds, hay razones técnicas
que surgen muy claramente, por ejemplo, en la teorfa de la regresién, que
desaconsejan el uso de vectores de dimensién muy alta con componentes
altamente correlacionadas,

Naturalmente, cuando las funciones entran en juego, también surge
de inmediato la necesidad de utilizar algunas herramientas de Analisis
Matemético (por ejemplo, la teorfa de operadores).

En el resto de esta seccion ofreceremos una breve panordmica parcial
de las aplicaciones y ¢l ambiente matemadtico en el que se desenvuelve
este nuevo campo de la Estadistica. El libro de Ramsay y Silverman®
proporciona una interesante perspectiva de este tema, con una orienta~
cién mas aplicada que tedrica.

3.1. Regresion con datos funcionales

El modelo basico es, por el analogia con el modelo tradicional de
regresion lineal simple,

Y=Tz+e¢,

donde Y es la respuesta, y z es la variable regresora que, en este caso,
es una funcién r : [a,b] — R, e es el error aleatorio y T" es un operador
lineal que actiia sobre el “input” z.

La respuesta Y puede ser escalar o funcional y el “input” z puede
ser fijado de antemano por el experimentador (modelo de diseno fijo) o
corresponder a una observacién aleatoria (modelo de diseno aleatorio).

Si nos situamos en el caso mas general en el que Y = Y (t) es también
una funcién, podemos suponer (bajo condiciones bastante generales) que
el T tiene la forma tipica de una transformacién lineal entre espacios de
funciones, es decir, que viene definido por una expresién del tipo

b
(Tx)(t)=/ x(5)8(s, t)ds, (3)

SRAMSAY, J. O. y SILVERMAN, B. W. Functional Data Analysis. Springer. New
York, 1997.
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donde 3(s,t) es una “funcién micleo” que, en cierto modo, hace aqui el
mismo papel que el coeficiente de regresién J; en el cldsico modelo de
regresion lineal simple.

El estudio de operadores de la forma (3) es un problema matematico
de gran tradicién y enorme importancia, tanto teérica como aplicada.
Por ejemplo, en transmisién de senales, la funcién Y (¢) podria ser la
“senal de salida” obtenida como respuesta a la “sefial de entrada” z(t)
en un sisterma de comunicaciones que distorsiona o codifica la entrada
segiin un operador T (conocido) y un ruido aleatorio (y desconocido)
e(t). El problema (llamado signal recovery) seria entonces recuperar la
senal original.

Sin embargo, el planteamiento del problema bajo el punto de vista
estadistico de la regresion funcional es claramente distinto; aqui el ob-
jetivo seria estimar el operador T (lo que equivale a estimar el nicleo
(s, 1)) a partir de la observacién de una muestra que vendra dada por
n pares de observaciones “input-output” (z;, ¥:),i=1,...,n.

Una vez que se haya obtenido un estimador 7', puede utilizarse pa-
ra dar una prediccion Y = Txq de la respuesta correspondiente a un
“input” xy no incluido en la muestra.

A continuacidn se presentan unos cuantas sitnaciones pricticas en
las que podia resultar 1til un modelo de este tipo.

(a) Ramsay y Silverman? estudian con cierto detalle la aplicabilidad
de los modelos de regresion funcional en un problema de meteoro-
logia en el que Y (1) es el logaritmo de la precipitacion registrada
y x(t) es la temperatura.

(b) Los modelos lineales funcionales podrian usarse también para ana-
lizar la relacién entre los indices de mercado continuo en
dos mercados bursatiles que operan simultidneamente.

(¢) En Neurologia hay al menos dos téenicas, llamadas veltage clamp
y evoked response que involucran experimentos con una estructura
adecuada para el uso de la regresién funcional. Asi, en la técnica
de ewvoked response interesa estudiar la relacién entre las ondas
cerebrales que se miden como respuesta a un estimulo sensorial
(por ejemplo, un sonido variable).

"RAMSAY, J. 0. y SILVERMAN, B. W. Functional Data Analysis. Springer. New
York, 1997,
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(d) En Farmacologia, la funcién z(t) puede reflejar la dosis de un
firmaco que se estd administrando continuamente e Y (t), la res-
puesta observada en el receptor. En particular, las técnicas de re-
gresion funcional se estdn revelando ttiles en algunos problemas
de este tipo en el campo de la cardiologia experimental.

3.2. Otras tendencias en el andlisis de datos funcionales

La utilizacién de datos funcionales sugiere algunos problemas intere-
santes, de planteamiento muy sencillo y natural, que constituyen lineas
de investigacién actuales aiin no completamente cerradas.

= “Ordenacién” de los datos: dada una muestra de funciones ob-
tenidas por la observacién de un cierto fenémeno en tiempo con-
tinuo, jqué eriterios razonables pueden usarse para decidir cudles
son las “observaciones extremas” (outliers) que estdn més lejanas
del “micleo central” de los datos? ;Cudl es la [uncién “mas inte-
rior” de la muestra?.

« Comparacién de medias en diferentes poblaciones (“anili-
sis de la varianza funcional”): Supongamos, por ejemplo, que se
miden “on line” (en tiempo continuo) los consumos eléctricos en n
domicilios particulares elegidos al azar. Supongamos que este ex-
perimento se repite de manera independiente en 4 barrios de una
gran ciudad. Se obtienen, por tanto, 4 muestras de n funciones
cada una de ellas. Puede preguntarse: jHay suficiente evidencia
estadistica para afirmar que las “funciones medias de consumo”
son diferentes en los 4 barrios?.

En el contexto de datos numéricos este es el clasico problema de
andlisis de la varianza unifactorial. Su extension al caso funcional
es un problema interesante aunque presenta dificultades teéricas y
practicas.

» Métodos numeéricos para el tratamiento de datos funcio-
nales: el tratamiento computacional efectivo de funciones requiere
generalmente algiin proceso de aproximacién numérica que involu-
cra un cierto grado de discretizacion. En este sentido, puede decirse
que el cileulo numérico es un auxiliar indispensable para las técni-
cas estadisticas con datos funcionales. En particular, las técnicas
de ondiculas, las aproximaciones de Fourier y la solucién numérica
de ecuaciones desempenan un importante papel aqui.
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(Esta usted contento con lo que la Web se ha convertido?

“Es una pregunta importante. Estoy satisfecho con la riqueza increible
del material en la Web y con la variedad de formas en las que estd
siendo usada. Hay algunas partes del suerio original que no se han
realizado. Por ejemplo, muy poca gente tiene herramientas sencillas e
intuitivas para poner lo que piensan en forma de hipertexto. Y muchos
de las motivos y significado de los enlaces en la web se pierden. Sin
embargo, esto puede cambiar y creo que lo hard”. (Tim Berners-Lee
(1998) inventor de la web y Premio Principe de Asturias de Investi-
gacion Cientifico Técnica de 2001).

! http/fwww . w3.org/People/Berners-Lee/FAQ. html#browser Contiene la entrevista

completa. El texto original reza:

“Are you happy with what the World Wide Web has turned out so far? That
is a big question. [ am very happy at the incredible richness of material on the Web, and
in the diversity of ways in which it is being used. There are many parts of the original
dream which are not yet implemented. For example, very few people have and easy,
intuitive tool for putting their thoughts into hypertext. And many of the reasons for, and
meanting of, links on the web is lost. But these can and I think will change."
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De la Aritmética af Analisis; Historia y desarrolios recientes en Matematicas

Este articulo tiene dos objetivos: mostrar algunas de las posibilidades
de los applets para ensefiar matematicas y construir un applet gue, aun-
que sencillo, nos anime a profundizar en este tema.

. POSIBILIDADES DE LOS APPLETS

Empezaremos con un breve recorrido por dos sitios web, de los
muchos que se pueden encontrar dedicados a los applets de matematicas,
para ver qué son, qué es posible hacer con ellos y plantearnos, al mismo
tiempo, algunas preguntas: ;la incorporacién de estos applets a un docu-
mento electrénico supone alguna ventaja?;nos ayudaria a explicar mejor
algiin concepto? jpodria motivar a los alumnos? jse podria conseguir lo
mismo con lapiz y papel?

A estas preguntas se le dedican cada mes, decenas de articulos en
revistas de investigacién pedagdgica y didactica. Nosostros nos confor-
maremos con adquirir una idea del valor potencial que tienen los applets
para el profesor de matematicas.

Como poco, los applets nos permiten crear apuntes y libros donde los
graficos son dindmicos e interactivos, es decir, cambian de forma en res-
puesta a acciones del alumno. Por ejemplo, cuando las dimensiones y
forma de un tridangulo cambian al arrastrar un vértice con el ratén, o
cuando cambiando un pardmetro en una funcién observamos el efecto en
su grafica. Esto es radicalmente distinto al texto convencional donde los
graficos son estdticos, como ocurre en la versién en papel de este docu-
mento que estds leyendo.

Analicemos estas propiedades en dos ejemplos concretos que las ilus-
tran:

* ;Cuanto valc la suma de los tingulos extenores de un poligono?

MIAA', oS ] % % 5S4 nLm EBtESIﬁDmEJ'I-
tlene una coleccndn muy mteresante de appiet,s con preguntas y acti-
vidades muy sugerentes para cada uno de ellos. En el applet al que
enlazamos, y del que se pueden ver dos instantdneas en la figura que
incluimos, la interaccién es muy sencilla: el alumno cambia la escala
haciéndola cada vez mas pequefia; ademas inicialmente se puede
dibujar un poligono u otro. Podemos identificar las dos caracteristicas
que hemos enunciado: dinamismo e interactividad. Después de jugar
con este applet es muy dificil que se nos olvide este sencillo teorema
de geometria elemental:




Agustin Munioz Nunez

‘los dngulos exteriores de un poligono suman 360”

Desde nuestra experiencia de interactuar con este pequefio programa
podemas preéguntarnos si padriamos construir una demostracion con lapiz
y papel, en ese caso jestariamos aprendiendo lo mismo con una demos-
traciéon y con la otra?

Figura 1

Pasemos al segundo ejemplo:

¢ Una funcion es convexa si la funcion cada vez crece mas deprisa o
decrece mas despacio,
WL .cnice.mecd.es/3 eso/In retacio a ncio-

nes no lineales.htm Este sitio web en espanol contiene aproximada-
mente un 65 % del curriculum de la ESO y el bachillerato. En la figu-
ra se muestra el applet que consta de una botella cuya forma se puede
cambiar arrastrando el punto P. Al ‘abrir el grifo’ comienza a llenar-
se y obtenemos la gréfica de la altura de la botella en funcion del tiem-
po. La botella cada vez se llena mas despacio porque hay mas que lle-
nar. Esta descripcion ‘coloquial’ de Ia convexidad (que se usa con fre-
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cuencia en la economia y las ciencias sociales) adquiere un significa-
do intuitivo bastante claro porque asociamos el concepto matematico
de convexidad con un proceso fisico. Es facil que cuando se trabaje con
funciones que describan otros fenémenos como, por ejemplo, el creci-
miento de la poblacién, el alumno pueda hacer razonamientos pareci-
dos.

En los dos ejemplos que acabamos de analizar gracias a la tecnologia
se estan ampliando las posibilidades materiales del lapiz v el papel. Es
decir, podemos crear actividades que no podiamos disefar antes. Que
permiten experimentar con facilidad porque se pueden cambiar las con-
diciones iniciales y se facilita la repeticién en distintas situaciones. Tam-
bién son motivadoras porque asocian conceptos matematicos a fenémenos
fisicos y porque relacionan simultdneamente representaciones graficas y.
algebraicas de un mismo concepto matemdtico (como la grafica y la ecua-
cion de la funcion).

Una ‘evidencia’ de que los applets proporcionan un entorno rico para la
experimentacion es que los profesores que desarrollan materiales, con frecuen-
cia, suelen comentar resultados que han aprendido o redescubierto gracias a la
oportunidad de experimentar que les proporciona este tipo de software?.

i ) art] ml En este enlace
corresrpond.tenbe a un articulo de la retha electromca JOMA se describe una expe-
riencia de un experto profesor que descubre propiedades para él nuevas de las para-
bolas gracias a la construceion de un applet para sus alumnos.




2. CONSTRUIR UN APPLET

Después de ver qué se puede hacer con un applet conviene pregun-
tarse si es posible en un tiempo razonable crear un applet que ilustre la
idea que queremos explicar. Vamos a ver que si.

Los programas que acabamos de ver estan escritos en Java, pero jpor
qué Java si ya existe software que puede hacer lo que hemos visto? El
motivo es sencillo y nos devuelve al titulo y propésito de este articulo: por-
que los programas en Java se pueden ‘ver’ por la web. En 1994 apa-
recié Java fruto de cuatro anos de ensayos en la compania Sun Micros-
ystems. Era un nuevo lenguaje que permitia construir pequefos progra-
mas, applets, que se podian transmitir por Internet y ejecutar (una vez
recibidos). Aunque se pueden crear programas en Java que corran sin
estar insertados en pdginas web, esta capacidad de generar applets ha
sido su contribucion mas novedosa, En 1995, Sun creé su navegador Hot-
Java y permitié que también Netscape soportara Java, esto supuso en el
mundo de la informatica una pequena revolucién y una sorpresa al ver las
posibilidades que se abrian en la creacion de materiales para Internet.

Los applets fueron inicialmente concebidos como pequefios programas
para insertar en paginas web. Los usos que se le pueden dar son muy
diversos, desde animar un texto a desplegar un gréfico de bolsa. A nos-
otros nos interesan los applets con contenido matematico y Java gracias
a ser un lenguaje orientado a objetos se presta muy bien a esta tarea.

Sin embargo, la mayor dificultad que se presenta cuando queremos
construir un applet es que hay que saber programar en Java. Java es un
lenguaje de programacion que requiere un esfuerzo de aprendizaje impor-
tante. La situacién ideal seria que el profesor pudiera traducir las ideas
matematicas (que conoce mejor que nadie), mediante una herramienta en
applets sin descender al nivel de la programacion del cédigo (algo en lo
que no es un experto)’. Esto ya es posible, pues la mayorfa del software
matematico: Maple (Maplets), Cabri-Geometry (CabriJava)!, The Geome-
ter's Sketchpad (JavaSketchpad), etcétera, proporcionan herramientas
para que aquello que hemos realizado con el programa se pueda guardar
en un formato Java, y, por lo tanto, se pueda publicar en la web. Asi, pues,
nos situaremos como profesores-desarrolladores de contenidos en esta
posicion intermedia gracias al programa Descartes ¥y podremos crear
applets de gran complejidad sin tener que saber Java.

SOFTWARE MATEMATICO

(Descartes, Cabri, etc.)=> VA

DESARROLLADOR->

9 http//www.ies.cojp/math/javalesson/menu.html En este enlace las personas con
conocimientos de programacion pueden acceder a un curso para hacer applets de
matematicas en Java, se parte desde cero.

* http//www cabri.net/~kuntz/INET98/index-fhtml En este articulo se explican
los motivos que llevaron a hacer la versién Java de Cabn y las dificultades que encon-
traron.
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Para situar a Descartes en un contexto adecuado, analicemos dos pro-
gramas populares en la ensenanza secundaria que permiten hacer cosas
parecidas: Cabri-Geometry y The Geometer’s Sketchpad. Ambos son muy
similares, el primero de origen francés y el segundo creado en Estados Uni-
dos. Constan de un entorno gréfico que pretende reproducir mediante clics
de ratén, cualquier construccién que seamos capaces de hacer con regla y
compas. Una vez creada una configuracion geométrica, aquellos elementos
que durante su construccién asi se eligiera, pueden desplazarse o animarse
de acuerdo con las restricciones elegidas, por ejemplo, podemos restringir el
movimiento de un punto alrededor de una circunferencia, Mientras en estos
programas la construccién de objetos es gréfica, por ejemplo, un segmento lo
conseguimos con dos clics de ratén que definen sus extremos, en Descartes,
necesitamos un par de coordenadas por cada punto, que introducimos por
teclado. Esto es asi porque los objetos se manejan (desde la perspectiva del
profesor-desarrollador) mediante su representacién cartesiana. Mientras
Cabri es un programa excelente para la geometria sintética, Descartes lo es
para la geometria analitica y el tratamiento de funciones.

Coloquémonos en la posicién de profesores que queremos incorporar una
ilustracion dinamica e interactiva en nuestra pagina web (que construimos
con un editor de paginas web como Composer o FrontPage). Para conse-
guirlo, usaremos Descartes. Aparte del manejo del propio programa que es
muy intuitivo necesitamos unos conocimientos minimos de HTML (el len-
guaje de publicacion en la web), veamos cudles a partir de un ejemplo.

El siguiente documento es un archivo HTML muy sencillo, se llama
ejemplol.htm, lo vemos abierto con un editor de texto y con un navegador.

chead)(titledejemplol ¢/titler/head)
<body?
<by(Font size=+21El punto(/Fontd¢/b>
<br><font size=+Z>Un punto P queda determinado por sus coordenadas (1dx(/1>
o <1dy</1) . ¢/Font)
<eenter)
<pr<spplet code:z"Descartes class”
codebase:" /"
archives "Descartes. jar™
Width=580 height:=358>
{paras name:"Usrsidn” value:"2.20"
(paran name:"Idioma” ualue:"espaficl”>
{paras nase:="Botones” value:“criditos=no config=si inicio=si limpiar=si™>
(parasm name:"Espacio” value:"fondo:ffdcaf red=no redi@=no ejes=gris
textozgrisObscuro™
<param name:"C_80" ualue:"id:escala tipo:numérico ualor:'25’
decimales: "Yx{escalac10)’ incr='S" min:"10’ max:'1000000" nombre:zoom
regiénznorte™>
{param nase:="G_08" value:"tipozpunto expresién='(2.1)" coler:rojo
texto:"(2,1)" tasafio:6 fuente: ‘Helvetica BOLD.16'™»
</applet)
(/center)
< /body>
i< /htal>

|
Figura 3. Ejemplo 1.htm abierto con un editor de texto,
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Figura 4. Ejemplol.htm abierto con un navegador.

En la primera de estas dos figuras, tenemos acceso al cédigo fuente,
en el que reconocemos el elemento caracteristico del lenguaje HTML, las
etiquetas; de ahi el nombre de ‘lenguaje de etiquetado’ (Hyper Text Mark
up Language). Es decir, los efectos deseados: negrita, cursiva, tamano de
letra, etcétera, se consiguen, en general®, colocando una etiqueta que abre
y otra que cierra, por ejemplo, en nuestro archivo las etiquetas <b>EL
punto</b> consiguen que el texto entre medias se muestre en negrita.

En general, cuando usamos un editor HTML como Composer o Front-
Page, todo esto nos pasa inadvertido, pues escribimos como si de un pro-
cesador de textos se tratara v el programa crea internamente el cédigo
HTML con las etiquetas correspondientes. En nuestro trabajo con Des-
cartes, s6lo tendremos que entrar en este codigo HTML para localizar las
etiquetas <applet>.....</applet>, pues es donde va el applet que creamos.
Como veremos mas adelante, no necesitamos escribir todo este cédigo del
applet de apariencia intimidante, sino que se generara solo. Sin embargo,
conocer estas etiquetas <applet>... </applet> nos permitira encontrar
rapidamente dentro del codigo HTML donde se encuentra nuestro applet.

5 <br> es una excepcion, su misién es provocar un salte de linea.
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Examinemos con mas detalle el cédigo:
ETIQUETA DE APERTURA:

<applet code=“Descartes.class”
codebase="./"
archive=*Descartes.jar”
width=480 height=360>

La encontraremos siempre que introduzcamos un applet en una pégi-
na web, sea Descartes o no. Contiene informacién sobre el nombre del
applet (descartes.jar), la ruta de acceso, en este caso relativa (./ indica que
descartes. jar estd en la misma carpeta), el archivo con la clase principal
del applet (descartes.class), y las dimensiones (ancho por alto expresada
en pixeles) de la ventana del applet que pueden ser cambiadas a volun-
tad. En principio, esto permanecera siempre igual salvo que queramos
modificar la ruta de acceso o las dimensiones. Ahora trabajaremos sélo
con dos archivos con la siguiente estructura:

C:\minicurso\descartes.jar (el applet propiamente dicho)
C:\minicurso\ejemplol.htm (el archivo desde donde llamamos al
applet)

ETIQUETA CIERRE:
</applet>

Nos advierte de que el cédigo correspondiente al applet acaba preci-
samente ahi.

DENTRO DE LAS ETIQUETAS:

Todo el cédigo que aparece dentro de las etiquetas tiene la misma
estructura, fijfémonos en una linea concreta:

<param name=“G_00" value=“tipo=punto expresién='(2,1)’
color=rojo texto='(2,1)’ tamano=6
fuente="Helvetica,BOLD,16™>

Los <param ...> son la forma que el profesor-desarrollador tiene de
comunicarse con un applet y son los que hacen que el applet que vemos
desde el navegador cambie de apariencia. No es dificil intuir que el <param
...> de la linea de cédigo anterior sirve para definir el punto P del applet.

Muchos applets permiten cambiar algo su apariencia mediante este
mecanismo, por ejemplo, los applets que crean banners o letreros permi-



ten cambiar el texto desplegado mediante un <param...> con el que intro-
ducimos el texto que queremos que aparezca al visualizarlo con el nave-
gador. Los applets muy configurables permiten muchos <param ...>, este
es el caso de Descartes, y aunque las ventanas de applet que generamos
parezcan applets distintos, estrictamente hablando, se trata del mismo
applet, descartes.jar, pero con parametros de partida distintos. Algunos
applets generados con Descartes contienen cientos de parametros, pera
conviene mencionar que el cédigo se genera internamente mediante una
ventana de desarrollo o de interfaz. En este interfaz es donde nosotros,
mediante menus desplegables, creamos los objetos matematicos que esta-
ran presentes en el applet.

3. EL CICLO DE DESARROLLO

La mejor forma de entender esto es completando un ciclo completo de
desarrollo con Descartes. Para ello, tomemos como archivo de partida
ejemplolhtm y afadamos un ‘control’ griafico. Aunque describimos mas
adelante en detalle todos los elementos, baste decir que un control grafi-
co es un punto que el usuario puede mover con el ratén.

1. Abrimos el archivo ejemplol.htm con el navegador.

2. Con un clic en el boton config se abre la ventana de desarrollo del
applet.

3. Seleccionamos Contreles>+(boton)>grafico>... y le damos nombre,
color, coordenadas, etc., rellenando los campos que aparecen,
pudiendo dejar algunos en blanco.

4. Hacemos clic en el botén aceptar. El resultado tiene que ser visible
ya en el navegador,

NOTA: Estas modificaciones no son definitivas, pues el applet no estd autorizado
a escribir en el disco duro v si actualizamos la pagina, veremos que los cambios se
pierden (y las horas de trabajo dedicadas). Los siguientes pasos estin destinados
a hacer permanentes los cambios que hayamos introducido mediante la ventana
de desarrollo.

5. Si volvemos a config y seleccionamos cédigo nos aparece una ven-
tana jcon todo el codigo nuevo! Podemos ver un nuevo <param ...>
el correspondiente al control grafico anadido, que no estaba en el
archivo inicial ejemplol.htm.

6. Con Control+c copiamos el texto que aparece en esta ventana ya
seleccionado.

7. Abrimos el archivo ejemplo1.htm con un editor de texto, (desde iex-
porer lo podemos hacer en Ver>Cddigo Fuente) localizamos el eodi-
go del applet por las etiquetas <applet>...</applet> lo selecciona-
mos y con Control+v lo sustituimos por el nuevo.

8. Volvemos a cargar en el navegador el archivo ejemplol.bhtm y los
cambios ya son permanentes.
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Figura 5

Conviene indicar que la ventana de desarrollo o de interfaz que se abre
haciendo clic en config o bien doble clic en cualquier punto interior del
applet es lo que hace de Descartes una herramienta muy 1itil, sin ella,
manejar todas las posibilidades de parametros y atributos asociados a cada
uno seria muy complicado (y asi ocurria en la primera versién del applet).
Mediante ella, tenemos acceso a cualquier elemento ya presente en el
applet para su eliminacion o modificacion y la posibilidad de introducir
cualguier otro elemento que deseemos. La mision de este interfaz es gene-
rar el codigo de los <param ...> de forma intuitiva sin tener que recordar
identificadores o sintaxis. Ocurre algo similar que con la carta de un res-
taurante, se convierte un interfaz entre nosotros y la cocina, podriamos ir
a la cocina, hablar con el cocinero explicarle lo que queremos, seleccionar
los ingredientes y tener control completo sobre la elaboracion, pero en ese
caso, quizas, no tendria demasiado interés acudir a un restaurante.

HOMBRE - INTERFAZ> MAQUINA
Profesor=> Ventana de interfaz de Descartes—> Java
Desarrollador=> | Interfaz de programas de aplicacion | Codigo fuente
(APD) =2
Creador de paginas Editor HTML-> Lenguaje
web 2 HTML
Cliente -2 Carta> Cocina

Aunque existe un manual de referencia on-line®, vamos a hacer un
recorrido rapido por los distintos objetos en forma de ejercicio o tutorial.
Iremos incorporando elementos a un nuevo archivo ejemplo2.htm que
obtendremos a partir del ejemplo1.htm. Los objetos” aparecen agrupados
por afinidad en categorias:

& http:/descartes.cnice.mecd.es/Formacion.htm
7 En realidad, deberiamos de hablar de pardmetros (<param=... >), pues cada obje-
to tiene asociado uno.



Espacio: es un unico objeto cuyas propiedades determinan la apa-
riencia del applet: fondo, red, ejes, etc. Una buena eleccion de colores
ayuda mucho a la buena visibilidad en pantalla ademas de hacerlo mas
motivador.

* Ejercicio: Anadir unos ejes y una red a nuestro applet en archivo
ejemplol.htm,

Controles: son objetos que permiten la interaccion del estudiante,
pues generan en la pantalla puntos que se pueden arrastrar con el raton
(controles graficos) o ‘spinners’ (controles numeéricos) donde introducir
valores por teclado. Son un elemento clave en el disefio: si en un applet
no colocamos ninguno, puede que tengamos en él graficos dinamicos que
se muevan mediante una animacién pero no porque el alumno interactie
con el applet.

* Ejercicio: Anadir el control grafico Q en vuestro archivo ejem-
plo2.htm como hemos hecho el ciclo de ejecucion.

* Ejercicio: Al anadir el control grafico Q observa que se han anadi-
do dos controles numéricos automaticamente Q.x y Q.y. Para Q.y
en el ment regidn selecciona sur y observa el resultado en el applet.

Auxiliares: son objetos que ayudan a relacionar los elementos geo-
métricos del applet, no tienen representacion geométrica, Son muy impor-
tantes para el profesor-desarrollador pues permiten manejar elementos
de gran complejidad en el applet. Por ejemplo, variable, constante, vector
{array), funcion y algoritmo.

* Ejercicio: Construir una variable m que almacene el valor de la
pendiente del segmento PQ.

Graficos: se visualizan en la ventana que el applet despliega en el
navegador, son de naturaleza geométrica (punto, segmento, etc.) o textos.
Cuando se producen solapamientos de objetos en la ventana, conviene recor-
dar que los objetos se van pintando en el orden en el que aparecen definidos.

* Ejercicio: Sustituir las coordenadas (2,1) por la letra P en el punto
del applet.

* Ejercicio: Crear un segmento de extremos los puntos P y Q. Para
ello sera necesario escribir de nuevo sus coordenadas: (2,1)(Q.x,Q.y)

* Ejercicio: Colocar un texto en la parte superior izquierda de la ven-
tana del applet que diga: la pendiente vale [m]

(NOTA: la posicién del texto se expresa en pixeles siendo (0,0) el extremo superior
izquierdo y (480,360) para el inferior derecho)

* Ejercicio: Crear un poligono (tridngulo en este caso) introduciendo
(2,1)(W.x,W.y)(2,W.¥)(2,1) y rellenarlo de color.
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Animacion: Es un objeto en si misma y se compone de un cédigo
junto con unas propiedades de ejecucidn. Fue incorporado en la dltima
version del applet. Aunque permite obtener resultados espectaculares,
conviene no convertirla en un sustituto de la interaccién del alumno.

En todas las categorias aparecen las posibilidades siguientes:

* + (permite agregar un objeto de los que aparecen en la lista des-
plegable)

* ¥ (agrega otro objeto como el gue tenemos resaltado, normalmente
con la intencion de modificar alguna de sus propiedades)

* — (elimina el objeto)

En el recorrido anterior, partimos de un archivo existente que modi-
ficamos; esta prictica de reciclaje es muy frecuente y no es raro que en
vez de crear un applet desde cero, tomemos uno ya hecho y modifiquemos
algiin elemento que sirva mejor para nuestro propdsito ahorrandonos asi
mucho trabajo. Esto, dado el gran nimero de applets disponibles en el
proyecto, le da un valor anadido a Descartes muy grande, tanto porque
podemos ver y aprender como otros han hecho su applet como porque
podemos usarlo,

Finalmente, acabamos con otra propuesta algo mas exigente:

* En la siguiente figura se muestra la generacion de la pardbola
mediante una familia de rectas envolventes (cada punto de la para-
bola resultante es tangente a una de las rectas). EI punto P se des-
plaza sobre la recta, por M (punto medio) pasa la recta perpendicu-
lar a PQ. Se trata de construir este applet. Conviene sélo indicar
que la recta perpendicular va dejando un rastro de si misma (el ras-
tro es una propiedad de cualquier objeto geométrico).

Figura 6. Generacién de la pardbola mediante una familia de rectas envolventes
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En este recorrido por el programa Descartes, hemos intentado mos-
trar que si hay algo realmente imprescindible para hacer applets con Des-
cartes, son conccimientos de geometria de coordenadas (analitica) en el
plano, por algo se le llama Descartes. Si a lo anterior anadimos unos cono-
cimientos muy elementales de creacién de paginas web y gusto por las
matematicas, creo que podemos empezar a adentrarnos en un nuevo
medio, el de los contenidos electrénicos, que pueden ayudar a nuestros
alumnos a aprender matematicas de un modo diferente.
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http://descartes.cnice.mecd.es/ Es la web del proyecto Descartes del

MECD. Aqui se encuentran el applet, materiales desarrollados, tuto-
riales, ayudas y documentacion técnica. Todo se puede descargar. Su
visita es obligada.

http://www.cabrinet/ Es la pagina del proyecto Cabri. Muy completa y
también con informacién de interés sobre la publicacién de contenidos.

http://www.keypress.com/sketchpad/ En esta pagina hay multitud de

material relacionado con el programa The Geometer's Sketchpad. Se
pueden encontrar muchas ideas para desarrollar, con este u otro soft-
ware.

Las notas a pie de pagina proporcionan muchos links comentados
donde se encuentra informacion 1til para la produccion de contenidos
matematicos para la web.
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1. Un proyecto de investigacion en la industria del
automévil,

‘ 2. Una notas sobre los origenes del Algebra Computacio-
nal.

\ 3. Un problema de Algebra Computacional.
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| 4. Algunas dificultades.
‘ 5. Algunas precisiones sobre la eliminacion.
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De ia Aritmaélica al Analisis: Histona y desarrolios recientes en Matemalicas

RESUMEN

El desarrollo de los ordenadores ha propiciado, en los tltimos cua-
renta anos, el estudio de determinados problemas matematicos ligados al
caleulo (exacto) con cantidades masivas de objetos geométricos (puntos,
rectas, triangulos, etc.) o algebraicos (matrices, polinomios, etc.) relati-
vamente simples. Muchos de estos problemas han sido objeto de atencién
matemdtica desde hace siglos. La nueva forma de abordar los mismos
estd determinada por tres condiciones: el planteamiento constructivo (al-
goritmico) de las soluciones; el desarrollo de implementaciones; el andlisis
de su eficiencia. A su vez, el desarrollo de técnicas especificas para este
calculo algebraico y geométrico (que podemos llamar, unificando ambos
aspectos, Calculo Simbélico) ha dado lugar a la formulacion de proble-
mas matemdticos nuevos e interesantes. Las aplicaciones tecnolégicas
son multiples.

En este articulo presentaremos, fundamentalmente, una visién de
algunos aspectos histdricos, de ciertos logros y problemas pendientes
en Cdlculo Simbdlico, siguiendo como hilo conductor un proyecto de
investigacion en la industria del automdévil.

Y. en segundo lugar, puesto que muchos de los objetos matematicos
con los que trabaja el f&lgebra y la Geometria Computacional son ele-
mentales y surgen de manera natural en el Ambito de las matemdticas
de la Ensenianza Secundaria y del Bachillerato (manipulacién de radi-
cales y niimeros algebraicos, simplificacién de expresiones algebraicas y
trigonométricas, propiedades de figuras simples en geometria analitica
y sintética, movimiento de mecanismos en el plano o el espacio, etc.),
presentaremos algunos desarrollos del Caleulo Simbolico especialmente
relacionados con las matematicas escolares, extrayendo, ademas, varias
implicaciones para el curriculum de Secundaria y Bachillerato.

1. UN PROYECTO DE INVESTIGACION EN LA

INDUSTRIA DEL AUTOMOVIL

En los 1iltimoes afios, un grupo, dirigido por el profesor L. Gonzilez
Vega en la Universidad de Cantabria, ha desarrollado un proyecto de
“Integracion de nuevas téenicas algebro-numéricas en Disenio Geométri-
co Asistido por Ordenador: Desarrollo de entornos de resolucién de pro-
blemas e implementacién en un marco industrial de CAD/CAM”?, en
relacion directa con la empresa de matriceria CANDEMAT.S.A., ubica-
da en la vecindad de Santander.

'Financiado a través de fondos de desarrollo regional de la Unién Europea, FEDER
1FD1997-0409.




Jrevemente. dicha empresa recibe de diversos fabricantes de automadvi
les (v de la industria aeronautica, en menor medida) unos ficheros de
datos que corresponden a los perfiles de distintas partes de una pieza
de la carroceria de un automavil o del fuselaje de un avion. Su tarea es

construir un » sera luego utilizado para estampar miltiples

COPLAS de t;

Figura 1. Construccion de nn troquel para la industria del antomovil

miles de trozos de superficies paramétricas® (creadas por los disenadores

[ |u]|.'-1'||i|[ru a|r' |||~ J|'1'I lll TS u!:- il.‘llu:- para « .'||E:'. pieZa, sol =':.|'I|lt|- 0
de la compania de antomoviles a través de sus propios programas de
:H--l'llu .'!‘-\]‘-]Erttl |1:||' Ilfl[r‘!':a'tl]f._ll |, ]J]t--i'llt.‘ullh a traves .11- 111 |'ul!“:slu (-
pecifico (habitualmente VDA: Verband der Automobilindustrie. que re-

presenta S riicies con paratnetrizacion 18] linomial. « xnresada on hase

monomial: o IGES; Initial Graphics Exchange Specification. que admit

superficies mas generales, en base B-spline. ). En la Figura 2 aparece un

mplo de formato VDA

En CANDEMAT, la construccion de los troqueles a través del me-

canizado con maquinas de control numérico conlleva | i

€Va ld resolucion e

diversos problemas de manipulacion de esos ficheros de datos:

“Véase la seccidn “Un problema para mis detalles
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Figura 2. Ejemplo de fichero VDA con informacién geométrica.

e conversion de formatos (desde los ficheros de datos iniciales. hasta
los utilizados en el software de control del mecanizado),

e interseccién (seccionado) de superficies (para analizar, por ejem-
plo, la suavidad de la transicién entre distintos parches de super-
ficies),

e trazado de curvas sobre una superficie (para determinar, por ejem-
Plo, las trayectorias de mecanizado),

e generacion de offsets (es decir, superficies “paralelas” a una dada,
pero a cierta distancia fija de la misma, para tener en cuenta la
distancia entre el punto de control y el punto de aplicacién de las
herramientas de mecanizado),

e control de errores (para el control de calidad)?....

Para resolver tales problemas, contar con un software propio y, por
tanto, gratuito (o incluso como fuente de ingresos a través de su co-
mercializacion entre otras empresas del sector), pero, sobre todo, mas
répido y més adaptado (que los programas comerciales existentes) a las
necesidades de la empresa, es vital en un sector tan competitivo.

En estos momentos, tras varios afios de colaboracién con el grupo del
profesor Gonzalez Vega, CADEMAT cuenta ya con un programa pro-
pio (denominado CSIS, una de cuyas pantallas aparece en la Figura 3),
cuya actualizacion ante las nuevas demandas de caracter geométrico e in-
formético es objeto de un nuevo provecto titulado “Desarrollo de nuevas

*Véase, para més detalles, GONZALEZ VEGA, L., RECIO, T. “Industrial appli-
catwons of computer algebra: elimbing up a mountain, going doun a hill”. Proceedings
374 ECM, vol. 2. Progress in Mathematics. Birkhduser. Basel, 2001.



prestaciones para CSIS, un entorno CAD/CAM/CAE industrial para
matriceria” v gue ha sido recientemente financiado por SODERCAN
(Sociedad para el Desarrollo Regional de Cantabria) sociedad depen-
diente de la Consejeria de Industria, Trabajo v Desarrollo Tecnologico
del Gobierno de Cantabria.

Figura 3. Entorno C'SIS para CAD/CAM/CAE.

La resolucion de los complejos problemas que aborda CSIS requiere
la concurrencia de una multiplicidad de recursos matemadticos. En las
seeciones siguientes trataremos de poner de manifiesto la modesta con-
tribucion, en este contexto, de unas disciplinas relativamente jovenes,
llamadas Algebra v Geometria Computacional, describiendo, con este
pretexto. algunos aspectos hasicos de las mismas,

2. UNAS NOTAS SOBRE LOS ORIGENES DEL ALGEBRA
COMPUTACIONAL
El Algebra Computacional, segin una definicidn aue ha hecho for-
tuna, debida a R. Loos!, trata del desarrollo, andlisis, implementacién y
aplicacion de algoritmos algebraicos. Es una definicion un tanto eircular.
porque no esta claro qué se ha de entender por “algoritmos algebrai-

Suplementumn 4. Springer. Viena, 1982,

Una introduccién al dlgebra com
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cos”, salvo por la via expeditiva de considerar, digamos, el algoritmo
de Euclides, relativo al cdlculo del maximo comiin divisor de polino-
mios, como paradigma. Es decir, se puede considerar que un programa
que admita como entrada un par de polinomios univariados con coefi-
cientes numéricos y que arroje, como salida, el maximo comin divisor
de ambos, y lo haga de manera precisa y eficiente, es un ejemplo pro-
totipico de .filgebra Computacional, En otro orden de cosas, también se
puede describir esta disciplina senalando que programas tan conocidos
como Maple, Mathematica, Derive, Reduce, Magma, Axiom, eteétera,
son, substancialmente, programas de Algebra Computacional.

El A!gebra Computacional trata, en definitiva, de la manipulacion
automdtica y exacta con simbolos, como las potencias de z que aparecen
en la descripcién de un pelinomio, aunque también aparecen muchas ve-
ces otros simbolos que no tienen nada de algebraicos, como el simbolo
integral [ o diferencial 4. Por ejemplo, los dos trabajos que se consi-
deran las primeras contribuciones modernas al Algebra Computacional
se refieren a la diferenciacion antomatica: son las tesis de H. G. Kah-
rimanian®: “Analytical difeerentiation by a digital computer” y de J.F.
Nolan®: “Analytical diferentiation on a digital computer”, ambas pre-
sentadas en 1953. Por eso parece mds adecuado hablar, antes que de
Algebra Computacional, de Caleulo Simbélico en general, por contrapo-
sicién a la manipulacién (aproximada) con mimeros, propia del Célculo
Numérico (aunque en la préctica industrial tal contraposicién, tedrica,
desaparece, para dar lugar a una fructifera concurrencia y colaboracion
de métodos numéricos y algebraicos)”.

Por otra parte es dificil encontrar una referencia completa a los pre-
cursores del f\lgebra Computacional, aunque estos precursores plantean
ya -en nuestra opinién- algunos problemas de interés general y enunciado
elemental, que pudieran ser de interés para los profesores de Secundaria.

SKAHRIMANIAN, H. G. “Analytical differentiation by a digital computer”. M.
A. Thesis. Temple University. Philadelphia, presentada en 1953.

SNOLA, 1. F. “Analytical differentiation on a digital computer”. M. Se. Thesis.
MIT. Cambridge, Mass, presentada en 1953.

"El lector interesado en los detalles relativos a la evolucién de estos programas y
algoritmos en el (iltimo medio siglo es remitido a la resefia histérica del Algebra Com-
putacional que aparece en GEDDES, K., CZAPOR, S. R., LABHAN, G. Algorithms
for computer algebra. Kluwer Academic Publishers. Boston, 1992, o al reciente volu-
men GRABMEIER, J., KALTOFEN, E., WEISPFENNING, V. Computer Algebru
Huandbook: Foundations, Applications, Systems. Springer-Verlag. Berlin, 2003., donde
aparece un capitulo dedicado a la historia de esta joven disciplina. También resul-
tan interesantes ~y vigentes en muchos sentidos- los aspectos histéricos y descriptivos
mencionados en un viejo articulo en castellano de PAVELLE, R., ROTHSTEIN, M.,
FITCH, J. “Algebra por ordenador”. Scientific American. Diciembre de 1981.



La historia del Célculo Simbélico puede remontarse hasta Leibnitz, pero
resulta particularmente interesante la propuesta de Larcombe® que se
refiere a la estrecha relacién conceptual entre los origenes de los ordena-
dores en el trabajo de Charles Babbage (a mediados del siglo XIX) y el
Algebra Computacional. Aunque este no es lugar para detallar esta inte-
resante conexion, no podemos resistirnoes a copiar un trozo de la traduc-
cion de Ada Augusta Byron, Condesa de Lovelace e hija del poeta inglés
Lord Byron, del articulo original de Luigi Menabrea, que versa sobre
las conferencias pronunciadas en Turin (1840) por C. Babbage, relativas
a su trabajo en torno a la construccién de una “maquina analitica” o
“analytical engine” de cardcter algebraico (la negrita es nuestra):

“The engine can arrange and combine its numerical quan-
tities exactly as if they were letters or any other general
symbols; and in fact it might bring out its results in
algebraical notation, were provisions made accordingly. It
might develop three sets of results simultaneously, viz. symbo-
lic results ... numerical results (its chief and primary object)
and algebraical results in literal notation™

Como es ficil de imaginar, en la época a la que hacemos referencia las
“méaquinas” eran poco mas que una coleccién de ruedas dentadas y me-
canismos de barras, pero el objetivo final seguia siendo, como hoy ocurre
en Algebra Computacional, el que, en el supuesto de que todo se com-
portase de modo teéricamente preciso, el resultado fuese “exactamente”
el determinado por la geometria de la mdquina (también hoy confiamos
en que el procesador de nuestro ordenador funcione como esperamos).
Nuestro compatriota Leonardo Torres Quevedo. que retoma una parte
de los trabajos de Babbage, explica de modo elemental (en su discurso
de ingreso en la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales,
en 1901) que

“Una mdquina algebraica es un aparato que impone entre
los valores simultaneos de diferentes elementos las relaciones
expresadas matemdticamente en una férmula analitica.

...en el movimiento oscilatorio del péndulo simple existe cier-
ta dependencia entre el tiempo que dura una oscilacion y la
longitud del péndulo: el tiempo es proporcional a la raiz cua-
dradae del la longitud,

...pues inversamente, un péndulo dispuesto de modo que pue-
da modificarse su longitud serviria para obtener, sin cdlculo

*LARCOMBE. P. J. On Lovelace, Babbage and the Origins of Computer Algebra.
En Computer Algebra Systems. Ed. M. Wester, J. Wiley. Chichester, 1999.
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ningune, la raiz de un niimero cualguiera, bastaria darle la
longitud expresada por este numero y medir cuanto dura una
oscilacion.”

A pesar de la simplicidad de la explicacion, la construccion (tedrica
o practica) de mecanismos que permitiesen la formulacion “exacta” y
automatica de expresiones algebraicas es un asunto que ocupa (y
apasiona) a numerosos matematicos en el siglo XIX: en la Figura 4 se
ha recogido un ejemplo famoso, el denominado inversor de Paullicer
(1864), que permite la conversion del movimiento rectilineo en circu-
lar, permitiendo, de este modo, aplicar la fuerza de las maquinas de
vapor sobre las ruedas, por ejemplo, de una locomotora. El artilugio
esta fijado por los puntos Oy C al plano, de modo que, cuando el punto
R recorre la recta s, el punto Precorre un trozo de la circunferencia y.

Figura 4. Inversor de Peaullicier.

La discusion por la primacia de su descubrimiento (considerado crucial
en su época) entre el geometra francés Peaullicier y Lipkin, un alumno
del general (y matematico) ruso Chebyshev, estuvo a punto de provocar
un conflicto diplomatico. En fin, para no entrar en mas detalles sobre
esta prehistoria del Algebra Computacional que alguien deberia
escribir en un futuro, baste sefialar que los trabajos de L. Torres-
Quevedo sobre las maquinas algebraicas fueron acogidos favorable-
mente por los cientificos de la época, como muestra el informe emitido,
para la Academie des Sciencies, por Deprez, Poincaré y Appell, a
proposito del articulo “Sur les machines a calculer”™

" Insistimos en que la dificultad estriba en el caracter exacto de tal conversion, puesto
que el paralelogramo de Watt, muy anterior, consigue, aproximadamente, lo mismo,... v
¢s mucho mas simple, por lo que -tras el descubrimiento de los lubricantes a finales del
siglo XIX. ha predominado frente al de Peaullicier, en las aplicaciones industriales,
véase WELLS, D, SHARP, J. The Penguin Dictionary of Curious and Interesting
Creometry. Penguin. Londres, 1991

" DEPREZ, POINCARE y APPELL. Informe emitido para la Academie des Scien-



“En resume, M. Torres a donne une solution theorique ge-
nerale et complete du probleme de la construction des rela-
tions algebriques et trascendentes par des machines, il a, de
plus, construit effectivernent des machines d’un manniere-
ment commode .... La Commission demande a l'Academie
d’ordonner U'insertion du Memoire de M. Torres au Recueil
des Savants etrangers”.

El tema de las miquinas algebraicas (y sus derivaciones) estd lejos
de considerarse agotado en la actualidad?. Una excelente “mostra” de
mecanismos., con demostraciones, ejemplos dindmicos, notas histéricas,
etc. aparece en Theatrum Machinorum?!2.

3. UN PROBLEMA DE ALGEBRA COMPUTACIONAL

Ya hemos senalado en una seccién anterior que la manipulacién, en
el contexto industrial, de superficies paramétricas (es decir, de la forma
r = z(u,v),y = ylu,v),z = z(u,v), donde las expresiones r(u,v),
y(u.v), z{u.v) son funciones racionales —cocientes de dos polinomios
con coeficientes racionales— de wu, v) conlleva, con frecuencia, el cileulo
de la interseccién de dos tales superficies. Supongamos gque ambas vienen
dadas por las ecuaciones paramétricas

Ty = Il(u‘u)! Yi ZyS(u!u)!z! =Zi(u!v)! i= 1!2

Naturalmente, los puntos de la interseccién verifican el sistema de tres
ecnaciones racionales con dos incégnitas

z1(u,v) = xa(u,v), y1(u,v) = ya(u, v), 21 (u,v) = za(u, v)

que hay que resolver para hallar los valores de los pardmetros que corres-
ponden con los puntos de la interseccion,

Una forma a veces mas comoda de realizar este cdleulo consiste en

ces a propasito del articulo “Sur les machines a caleuler”, finalmente publicado en
las Comptes Rendues de [ Academie des Sciences, CXXX, Pdgs. 1-3. Febrero de 1900.

HPor ejemplo, podemos citar la fundamentacion rigurosa y la mejora de los trabajos
-del siglo XIX- de Kempe, sobre la construccidn de mecanismos que dibujen cualquier
tipo de enrva algebraica, realizada por Kapovich y Millson hacia 1998, que concluyen
con la demostracién de un teorema enunciado por W. Thurston: St M es una variedad
lisa compacta, entonces, eriste un mecanismo de barras L tal que M es difeomorfa
a una union de componentes del espacio moduli M(L). Se trata, en definitiva, de un
teorema de universalidad: los mecanismos de barras pueden dar lugar a geometrias
tan complicadas como uno pueda imaginar.

HTheatrum Machinorum: http://museo.unimo.it/theatrum/macchine /guida.hitm.
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a) hallar la ecuacién implicita de una de ellas, digamos f(z,y,2) =0,
donde f(z,y, z) es un polinomio tal que f(z;(u,v),y (u,v), 21 (u,v))
es idénticamente cero.

b) sustituir las variables de f(z,y, z) por za(u,v), yo(u, v), 22(u, v)

¢) hallar valores (u,v) que verifiquen la ecuacién implicita de la cur-
va resultante g(u,v) = f(z2(u,v), y2(u,v),22(u,v)) = 0. Susti-
tuir tales valores en cualquiera de las ecuaciones paramétricas
zi = zi(u,v), % = vi(u,v), 2 = zi(u,v), para obtener puntos en
la interseccién de las dos superficies.

Evitando de este modo la resolucién de un complicado sistema de ecua-
ciones, al reducirlo a la biisqueda de puntos en una curva,

En nuestro contexto ocurre, ademas, que muchas de las superficies
paramétricas tienen unas ecuaciones similares (es decir, implicando a los
mismos monomios en u, v y que sélo se diferencian en los valores numeéri-
cos (no nulos) de sus coeficientes). Por poner un ejemiplo concreto ligado
a los problemas que aborda CANDEMAT, una familia de superficies vie-
ne dada por las siguientes expresiones (donde py, p2, ps juegan el papel
de r, y, z, mientras que s, £, son aqui los parametros y las xy;, iy, Zij, si, li,
eteétera, son coeficientes numéricos).

m = (oo fo+x10f1 +220 fa+x30f3) g0+ (01 fot+x11f1+x9) fot+xa1 f3)on
+(zozfo+zi2fi+xs2fatxs2f3)ga+(zosfo+Trafi+zaafo+z3zfa)gs

P2 = (Yoo fo+y10f1 +y20 f2+ys0 f3) 90+ (yo1 fo+y fr+ya1 fa+ysi fa)
+(woz fo+wz fr+ye fatyse f3) g2+ (yos fo+ iz fi+yes fo+uaa fa) gz

p3 = (200 fo+2z10f1+220 f2+230 f3) 90+ (201 fo+211 i +221 fa+ 231 f3) 91
+(z02fo+z12f1+ 202 fa+ 232 f3) 92+ (z0a fo+ 213 f1 + 223 fo+ 233 f3) 93

[h = &= [fo = 00

e — s—sg = A

= ;1 3‘2)—61: if 5p < s < 89; ? P ifsn<s<ss

. . 2 = W D - —

.. -f3 = O,U =f3 p— D|U

= "fo = 00 g = I?Et% 3
fi = 00 e caoe |B = =4 P
Po=350 77 T e = 00 J B
L fs = =% lgs = 00

E [90 = p,_: [0 = 00 )

= = el = 00 _

S = _ e ifta<t<ty |9 _ -t p iftz<t<iy
g2 = ta—taz \- g2 = lt,l:ttg
_93 B (],0 93 — E‘T-(:;— j
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con valores numéricos del tipo

ryg = —402,396210422345
Tp = —261,17588628063
rgq = —119,951398608196
139 = 21,2789144514636
x5 = —402,301520929449
ry1y = —261,108042469145
ra; = —119,914564008841
gy = 21,2789144514635
Ty = —402,274168598392
I = —261,089807581774
Tz = —119,905446565155
raz = 21,2789144514634
Tpg = —402,179479105497
Tz = —261,021963770289
ray = — 1198686119658
T3z = 21.2789144514633

yoo = 125,604939074148
1o = 120,007923434398
Yoo = 114,410862351266
ya0 = 108,813733891507
yor = H7,6808233810474
11 = 53,9585848013379
y21 = 50,2273462216285
Yy = 46,196107641919
Yoz = 38,0716305763488
112 = 36,206011286494
Y22 = 34.3403919966393
Yaz = 32, 4747727067845
Yoz = —29 8434851167516
13 = —29,8433273465661
ey = —20,8431241320084
Wz = —29,8428535428032

Laureano Gonzalez-Vega

2pp = T6,0994513388919
z10 = 80,2658802206019
zan = 84,4324639780064
z3p = 88,5992634123272
zg; = 57,9054501358602
21y = 62,570735352082

2y = 67,2360205683038
z3r = 71,9013057845257
202 = 52,6498686670318
z12 = 57,8146792486379
223 = 62,979489830244

z3z = 68,1443004118501
z03 = 34,4558674640001
z13 = 40,119534380118

zg3 = 45,7830464205415
233 51.,4—163-12?8‘“}436

o

sp=0.0 57 = 0,333333333333333
53 = 0,666666666666666 s, = 1,0

to = —1,14816198642716  t» = 0.333333333333333
{3 = 0,666666666666666 t; = 2,14816198642715

A la vista de estos ejemplos, seria, pues, especialmente conveniente poder

a) bien resolver genéricamente (y por tanto, mediante un precdlculo
offline) un sistema del tipo

o1(Au,v) = o(p, w,v), y1 (Au, v) = yalp, u, v), 20 (Ayu, v) = 2a(p,u,v)

donde A, 0 representan unos valores genéricos de los coeficientes
no nulos de ambas ecuaciones paramétricas

b) bien implicitar genéricamente una superficie paramétrica del tipo

r=x(Auw,v),y =y (Au,v), z = z1(A, u,v)

de modo que luego sélo tuvieramos que especializar los valores de los
parametros A para cada superficie concreta y asi obtener la interseccién
de dos superficies mediante la sustitueidn de las ecuaciones paramétricas
de una de ellas en la ecuacién implicita de la otra.
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4. ALGUNAS DIFICULTADES

Para darnos una idea de las dificultades de este planteamiento, consi-
deremos un ejemplo muy sencillo, con superficies del tipo x = au+bv,y =
cu+dv, z = ewu+ fu, donde a,b, ¢, d, e, f son valores genéricos que serian
sustituidos por mimeros # 0 en cada superfice particular. Es evidente
que la ecuacion implicita de la misma viene dada por la expresion:

(de — cf)z + (af — be)y + (be — ad)z = 0 (1)

puesto que se trata del plano generado por los vectores (a,c,e), (b, d, f)
y es “natural” asumir que ambos son no proporcionales, para que deter-
minen realmente una superficie. En otro caso, es decir, si los dos vectores
fuesen proporcionales, el resultado no seria correcto, ya que tendriamos
que obtener las ecuaciones de una recta, pero sélo obtendriamos la iden-
tidad 0 = 0 si sustituimos valores de (a,c,e), (b, d, f) (verificando la
condicién de proporcionalidad) en la ecuacién (1).

Otro ejemplo, un poco mas complejo, puede ser el siguiente. Consi-
deremos las ecuaciones paramétricas:

f = v=u
g = a*v®—2vu+ u?
h = —av—u

donde a representa un valor arbitrario, pero constante. Implicitar genéri-
camente consiste en eliminar u, v del sistema

{z—f=0,y—g=0,z—h=0}.

La realizacién computacional de esta eliminacién (por medio de di-
versas técnicas que se comentaran brevemente en las secciones siguientes)
con el programa Maple puede hacerse calculando un sistema de ecuacio-
nes equivalente, pero en el que aparezcan “separadas™ las variables z, y, z
de las variables u, v, lo que arroja el siguiente resultado:

[~ay-2azz—y+2 zz+2ar’4ez?2—2% = 0, z4av—z+v = 0, ua+utaz+z = 0]
por lo que la implicitacién genérica es, precisamente
2 2 2.
—ay—2azx—y+2z2xr+2ax" +az*—2" =0,

dado que es el iinico elemento de esa base triangular con las variables
T 2
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Ahora supongamos que deseamos especializar para el valor a = —1.
Nos encontramos con las ecuaciones paramétricas

T = v—u
y = v¥=2vu+u®
z = v—u

que, observamos, no corresponden con ninguna superfice, sino con la
curva
L |
{y—2"=0,20—z=0}.
Sin embargo, vemos que la especializacion de este valor a = —1 en la
implicitacién genérica

—ay —2azr —y+2zr+2ar’+az® -2 =0

conduce a la superficie (2o — 22)% = (L.
E, incluso, si se especializa todo el sistema triangular

[—ay—2aze—y+2 zz4+2art+az?—22 = 0, z+av—r+v = 0, vatu+ar+z = 0},

s6lo se obtiene el sistema equivalente z — z = 0, que no es la ecuacion
implicita de ninguna curva!

Dejando a un lado el valor admonitorio de estos ejemplos, una ob-
jecién que podria ponerse a contraejemplos de este tipo es el hecho de
que, sin duda, no va a ocurrir nunca en el mareco de un problema “real”
el que, para un valor concreto de a en ¢l rango dado por los disenado-
res, la familia de superficies se convierta en una curva. Sin embargo, el
signiente cjemplo muestra que es posible enconfrar casos en los que la
especializacion de la implicitacién genérica no es la ecuacién implicita
de la superficie especializada.

Consideremos las ecuaciones

f = v+au
9 = (v—wv+u)
h = —av—u

Su implicitacion nos da la familia de cuddricas a®y +2? —y—22 =0 (en
la Figura 5 se representa la correspondiente a a = 2), pero paraa = -1,
la superficie paramétrica se convierte en el plano x — 2z = 0, mientras
que la especializacion de la ecuacién implicita da un producto de planos

‘)

2% —z% =0, uno de los cuales no corresponde a la superficie considerada.

Resumiendo, observamos que nuestro planteamiento en la seccién
anterior da lugar a dos problemas bien diferenciados:
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Figura 5. La cuddrica 3y + = — 2 = 0.

a) cémo implicitar una superfice paramétrica concreta

b) c¢émo averigunar, si implicitamos una superficie con coeficientes in-
determinados. para qué valores de los mismos es correcta la solu-
cion obtenida sustituyendo tales valores en el resultado general,

Ademas, parece evidente, a la vista del tamafo de las formulas invo-
lucradas en los ejemplos que surgen en la industria, que es necesario
resolver ambos problemas con ayuda de un ordenador.

Tareas de este tipo son, precisamente, las caracteristicos de esa ma-
teria llamada Calculo Simbélico o Algebra Computacional.

5. ALGUNAS PRECISIONES SOBRE LA ELIMINACION

Como hemos senalado arriba, si consideramos las ecuaciones pa-
ramétricas:

= U—1U

2

g = & —2vu+u?

h = —av—u

donde a representa un valor arbitrario, pero constante, para implici-
tar es preciso eliminar u.v del sistema (en las variables x.y. z, u, v),
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{z—f=0,y—g=0,z—h=0}. Pero, jqué es eliminar? Para contestar
a esta pregunta es conveniente situarse en dos puntos de vista proximos,
pero diferentes: el algebraico y el geométrico.

Desde el punto de vista algebraico, dados unos polinomios en
klzy.....xy. t] (donde k es un cuerpo de coeficientes, tal como los mimeros
racionales, o los reales, o los complejos), digamos,

Pl(-"le -"91‘!!!!)' ‘--:Ps(xl' g gy f)

para eliminar t se trata de hallar otros polinomios en k[zy, ..., z,], diga-
mos,
1 (Il: In): voed kT worns L)

de modo que r(ry,..,r,) es una combinacién de los polinomios
pi(1. ooy 2p, t) con coeficientes k[zy, ..., £, 1] siy solamente sir(xy, ..., &n)
es una combinacion en k[ry, ..., z,] de los polinomios g;i(x1, ..., 7).

Es decir, se trata de hallar una base en k[z1, ..., 2] (es decir, con una
variable menos) de los polinomios de ese mismo anillo que son combina-
cién, con coeficientes en k[zy, ..., x,,t], de los polinomios dados.

Por ejemplo, si consideramos {p; = =+ t.p» = 7 — L} en Qo t] y
deseamos eliminar la variable £, observamos que un polinomio r(z) en
la séla variable #, si es combinacion de {p;,pz}, digamos

r(z) = a(z, t)(z +t) + b(a, £)(x — 1),
v hacemos y = 0, obtenemos
r(z) = alr,0)z + b(z,0)z = m(x)z,

para cierto polinomio m(z) = a(x,0) + b(x,0). Es decir, r(z) tiene que
ser. necesariamente, un miiltiplo de z. Ademads, reciprocamente, vemos
que
1 |
1= E(J‘ + 1) + E(.r — 1),

vy, por tanto, cualquier miltiplo de = va a ser combinacidon de {p1,p2}.
Por tanto. ¢l resultado de eliminar la variable t en {z +t,z — t} es
simplemente {x}.

Siguiendo con los ejemplos sencillos, si ahora deseamos eliminar ¢ en
el conjunto de polinomios formado por un 1tnico polinomio
{x+1} en Q[x, t], razonando como antes, vemos que si r(x) es de la forma
r(z) = a(z,t)(x + t) entonces, necesariamente, r(r) = 0, puesto que en
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otro caso r(x) tendria grado positivo en la variable t. Reciprocamente,
0 = 0(x + t), luego el resultado de eliminar la variable ¢ en {z + t} es

{0}.

Otro caso que es ficil de resolver manualmente es la eliminacion de
t en {zt — 1,t}. Ahora no resulta sencillo cir ninguna caracteristica
especial de r(z), si escribimos

r(z) = a(z,t)(xt — 1) + bz, t)t,

pero si observamos que 1 = —1(xt— 1) +zt, podemos concluir que, como
cualquier polinomio es miiltiplo de 1, el resultado de eliminar la variable
ten {at —1,t} es {1}.

Desde el punto de vista geométrico, eliminar se traduce (grosso modo,
pero los matices diferenciales son importantes) del modo signiente: dados
unos polinemios en k[z, ..., s, t], digamos,

P1 (Il,...,In,ﬂ), "'JPS(Ih -"vIn)t)

se trata de hallar otros polinomios en k[zy, ..., z;|, digamos,

qilZy s Ty mereen s (T4 oeny Tn)

de modo que existe b € k, tal que (ay, ..., an, b) es una solucién en k™!
de
{pI(Il, zuvy Lirs t) =1, ---,Ps(-'rla ey Ty t) = 0}!

si y solamente si (ay, ..., a,) es una solucién en k™ de

Qi (Byyvils) =0, <o Gl By iy ) = 0i

Es decir, eliminar geométricamente es la operacién que trata de ha-
llar unas ecunaciones de la proyeccioén (sobre el espacio afin con una coor-
denada menos, la iltima en este caso), del conjunto de soluciones del
sistema {py(zy,...,2n,t) = 0,...,ps(21,..., Tn,t) = 0}. Asi, en los ejem-
plos anteriores, vemos que:

e el sistema {z +t = 0,z —t = 0} tiene como tinica solucién en
Q? el punto (0,0) y, por tanto, su proyeccién sobre la primera
coordenada (suponiendo que Q2 es el plano (z,t)) es el punto (0, 0),
que corresponde con la solucidn de la ecuacién = = 0, donde z es,
precisamente, el resultado de eliminar algebraicamente la variable
ten {x+t,x—t},
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e analogamente, al proyectar la recta x + ¢t = 0 obtenemos todo el
cje Q, que tiene como ecuacién, precisamente, (0= 0,

e por iltimo, al provectar la (inexistente) solucién del sistema
{zt =1 = 0,1 = 0} en Q% obtenemos el conjunto vacio v, por
tanto, su ecuacion sera 1 = 0.

Ahora bien, es facil observar que no siempre ocurre como en estos tres
ejemplos: compdrese la eliminaciéon algebraica y la geométrica en los
siguientes casos:

1. {wt—-1}. Laeliminacién algebraica es 0, pero la eliminacion geométri-
ca no es toda una recta afin, sino la recta menos el origen.

2. {#*—xz}. La eliminacién algebraica es 0, pero la eliminacidn geotnétri-
ca (sobre los reales) no es toda una recta alin, sino una semirrecta.

Sin entrar en otros detalles. podemos senalar que la identificacion de la
eliminacién algebraica con la geométrica sélo se da en el caso de incluir

a) todas las soluciones complejas del sistema; v

b) todas las soluciones en el infinito, es decir, en el caso algebraica-
meunte cerrado v proyectivo.

En el caso afin complejo, la proyeccién es algo menor que la dada
por el sistema obtenido por la eliminacién algebraica: el teorema de
Chevalley precisa estos extremos'®. Y en el caso afin real, la proyeccion
puede ser considerablemente menor: el teorema de Tarski-Seidenberg se
encarga de caracterizar la proyeccion. De ambos teoremas hay versiones
algoritmicas (implementadas en programas de Cidleulo Simbélico), pero
1o son triviales de describir'?,

Ahora bien, para la implicitacion. “afortunadamente”. sélo es necesa-
rio realizar la eliminacion algebraica®. Pero, salvo en algunos casos muy
sencillos, esta eliminacién es un poco complicada de realizar manualmen-
te. Por ejemplo, tratemos de eliminar ¢ en el conjunto {x—t* y—t* x4+y}.
Siguiendo la pauta de ejemplos anteriores, escribiriamos

r(z,y) = alz,y, t)(x —t*) + b,y t)(y — t3) +e(x, y, t)(x +y)

UMUMFORD, D. “Algebraie Geometry I: Complex Projective Varieties”. Grund-
lehren der math. Wiis; 221, Springer. Berlin, 1976,

MJACOBSON, N. Basic Algebra [. W, H. Freeman and Co. San Francisco, 1974.

SEl lector interesado puede consultar un libro de texto elemental, que enfatiza los
aspectos algoritmicos y muy fdcil de leer, como COX, D., LITTLE, )., O'SHEA, D.
[deals, varieties and algorithms. Springer. New York, 1902,
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e intentarfamos obtener conclusiones sobre r(z,y). Para ello tal vez po-
driamos hacer t = y/z, sustituir en la expresién anterior y quitar deno-
minadores, obteniendo

N v, ¥ R
T(I,y) jat a(xl Y, E)(I g) +b(3:,y,y/:r)(y ;:'3') +c(m,y,y/z)(z+y)
y, por tanto
2Pr(x,y) = o1 (2® — *) + ea(ya® — y°) + ey(z + y) (2)

para cierto exponente p y ciertos polinomios que, sin concretar, podemos
representar genéricamente como e;. A continuacién se puede observar
que el segundo miembro de la igualdad (2) es una combinacién de {z° —
y*, z+y} y que las combinaciones de {z3 — 32, = +y} pueden sustituirse
por combinaciones de {z* —z? z +y}. Pero es dificil precisar mis sobre
la forma de r(z,y).

En estos casos (y en otros mucho mds complejos) es conveniente usar
un programa de ordenador de Algebra Computacional, como CeCoA, en
el que eliminar t se realiza directamente usando la instruccién “Elim":

o sl —1 \ S
s / = X F - ) i ) -
S \ [N S (. | a
eED SRS gy gy BB | A s
- Version : 4.0 ne
- Online Help : type Man(); B
- Web site : http://cocoa.dima.unige.it =

——— —— _— -

-- The current ring is R ::= Q[x,y,z];

Use R::=Q[t,y,x]

Elim(t, Ideal(x-t"2,y-t"3,x+y))
Ideal(y + x, -x"2 + x)

obteniendo como resultado la familia de las combinaciones de los poli-
nomios {y + z, —2% + z}.



Una forma de explicar, de manera relativamente sencilla, el procedi-
miento que sigue CoCoA y otros programas de Algebra Computacional
para eliminar, es relacionarlo con otra operacion, mucho mas conocida,
como la triangulacién'® de un sistema de ecuaciones lineales.

Consideremos, por ejemplo, el sistema {z+y—-1=0,z2+y—-2=0}
y representemos la correspondiente matriz del sistema

r+y—1 1 1 -1
r+y—2 \1 1 —2)°
Mediante operaciones elementales, restando la segunda fila a la primera,

obtenemos otro sistema equivalente (cada polinomio del nuevo sistema
es combinacién de los polinomios del sistema dado):

ao+y—1 1 1 =1
1 0 0 1

Este sistema equivalente, {x +y —1 = 0,1 = 0} es “triangular” (en un
sentido amplio) y, evidentemente, la eliminacion de la variable » conduce
a un polinomio 1 = 0 que nos indica que el sistema es incompatible.
Andlogamente, tomemos el sistema {zr +y—1=0,2z+3y-2=0} ¥
representemos la correspondiente matriz del sistema

o4y—1 1 1 -1
2r +3y —2 2 3 =2
Mediante operaciones clementales, restando la segunda fila del deble

de la primera, obtenemos otro sistema equivalente (cada polinomio del
nuevo sistema es combinacion de los polinomios del sistema dado):

r+y-—1 1 1 -1

0—y+0 0 -1 0
llegando al sistema {z +y— 1= 0, —y = 0}, que es triangular y que nos
indica que y es el resultado de eliminar x en el sistema dado.

Pues bien, de modo similar, en ¢l ¢aso no lineal podriamos proceder
también asi. Por ejemplo, dado el sistema {z?+y* -4 = 0,zy—1 = 0},
considerarfamos un orden (lexicografico, con x > y) en los monomios,
tal como 22 > zy > y? > 1 y construirfamos una matriz asociada como
sigue:

2?4+ Ocy + y* — 4 101 -4
0z% + zy +0y> = 1 010 0

¥V éase WANG, D. Elimination Methods. Texts and Monographs in Symbolic Com-
putation, Springer. Viena, 2001, para un estudio detallado de esta operacion en el
caso no lineal, desde una perspectiva computacional.

o
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en la que observamos que el escalon no entre la primera y la segunda
fila no es suficiente para que la segunda fila represente sélo a monomios
en la letra y. Por tanto, multiplicamos por y la primera fila y por z
la segunda y modificamos, ademds, las columnas correspondientes a los
monomios (ordenados como antes de modo lexicografico, de forma que
z?y > z > y* > ) obteniendo

2%y +° -4y 1 0 1 -4
?y-zx 1 -1 0 0 )

De nuevo es preciso restar a la primera fila la segunda, lo que nos pro-
porciona el polinomio z +y* —4y... Usando este polinomio, multiplicado
por y y la ecuacién zy — 1, llegamos a un polinomio sélo en y que es
combinacién de los polinomios del sistema inicial: y* — 4y + 1, resul-
tado de la eliminacién de la z en el sistema dado, el cual, ademads, es
equivalente al sistema triangular {z + »* — 4y, y* — 492 + 1}.

Este mecanismo de “eliminacién gaussiana generalizada” que hemos
descrito (groseramente) es la base del algoritmo de triangulacién en el
caso no lineal, conocido con el nombre de Bases de Grobner (fijado un
cierto orden, como el puramente lexicografico, en el que, por ejemplo,
Ty < w3 < ... < 2y < t ). Con este método, dado un conjunto P de
polinomios, encontramos un conjunto @ equivalente (en el sentido de
que los polinomios de P son combinacién de los de Q y rec{procamente),
pero tal que consiste en:

» un bloque con sélo polinomios en x; (si existen tales polinomios
entre las combinaciones de polinomios de P),

* un bloque con sélo polinomios en z; y 23 (si existe),

etcétera, ...,

* un bloque con sélo polinomios en 1, ..., x, (si existe),

un bloque con sélo polinomios en zy, ..., z,, t.

La coleccién de todos los bloques excepto el iltimo produce la elimina-
cion de ¢ Asi, usando el programa CoCoA para la familia
{22 492 — 4,2y - 1}, para eliminar z, se obtiene el resultado sin mas
que utilizar el comando GBasis (en el supuesto de haber tomado z > y:

- Current ring is R = Q[t,x,y,z]

—_—

Use R::=Q[x,y],Lex;
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I:=Ideal(x"2+y~2-4,xy-1);

GBasis(I); [-x - y™3 + 4y, -y™4 + 4y"2 - 1]

Anilogamente, con el programa Maple, la implicitacién genérica de
la familia de superficies

= V-1
g = av?® — 2uu + u?

h = —av-—u
se obtiene como sigue:

> fi=v-uig:i=a”2%v " 2-2%y*utu~2:h:=-a*v-u:
> with(Groebner) :
> NN:=gbasis([x-f,y-g,z-h],plex(u,v,x,y,z));

2 2 2
S>NN:;=[-ay—-2azx=-y+2zx+2ax +a2 -2,

z£ayvy - +yv;uatndaxz]

donde NN presenta un sistema triangular de tres polinomios, pero sélo
con el primer polinomio

—ay — 2azx — y + 222 + 20x® + a2’ - 2*

sin las variables u, v, que son las que tenemos que eliminar para impli-
citar (y que hemos considerado, al eseribir plez(u, v, z,y, 2), ordenadas
de modoqueu>v>z>y>z).

Una vez resuelto el problema de implicitar genéricamente, nos queda
averiguar, si implicitamos una superficie con coeficientes indetermina-
dos (como los que incluyen valores de a en el ejemplo anterior), para
qué valores de los mismos es correcta la solucién obtenida sustituyendo
tales valores en ¢l resultado general. Desgraciadamente no es verdad, en
general, que la especializacion de una base de Grobner siga siendo una
tal base, con esas propiedades que facilitan la implicitacién. El problema
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es complejo v actual y su detalle no tiene cabida en estas notas elemen-
tales. Un articulo reciente sobre el tema es el de nuestro compatriota A.
Montes'".

6. GEOMETRIA ALGORITMICA: UN PROBLEMA
SENCILLO

Ademas de caleular con mimeros y con simbolos algebraicos, el pro-
yecto de cooperacién con CANDEMAT precisa, muchas veces, operar
con datos de naturaleza geométrica. Por ejemplo, para el control de ca-
lidad del troquel construido es 1til desarrollar un modelo geométrico del
mismo con miltiples facetas, del que querriamos obtener las sombras y
reflejos que arroja al ser iluminado por un foco, para descubrir las posi-
bles rugosidades o imperfecciones (véanse los ejemplos que aparecen en
las Figuras 7 v 6 donde la iluminacion de la pieza escogida requiere de
una triangulacion especialmente regular como la que se muestra en la
Figura 6).

Figura 6. Triangulacién de una aleta para un automovil.

En este y otros supuestos similares partimos de una multiplicidad
de datos geométricos que requieren, por su volumen, un tratamiento
automdtico, capaz de ser implementado en un ordenador. Desde hace

i
;
g
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Figura 7. [luminacion y sombreado para la deteccion de irregularidades.
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uno de los problemas bésicos de la Geometria Algoritmica. En particu-
lar, dada una nube de puntos, de las miltiples triangulaciones posibles,
la triangulacién que maximiza el minimo dngulo de los tridngulos que
la componen es la denominada triangulacién de Delaunay. Esta trian-
gulacidn resulta ser dual de un diagrama (conocido como diagrama de
Voronoi) que se obtiene hallando, para una nube de puntos dados en
el plano, las regiones del plano que contienen los puntos mas préximos
a cada uno de los puntos de la nube que a los restantes puntos de la
misma nube. Sin entrar en detalles, en este contexto, es 1itil resolver el
siguiente sencillo problema;

P: Dadas unas rectas y un punto (que no incide en ninguna

de ellas). construir el poligono determinado por los semipla-
nos que contienen al punto dado,

N W

Figura 8. Configuracién de rectas y punto en el Problema P.

Este es un problema importante en muchas aplicaciones précticas,
desde la Ingenieria de Montes a la Meteorologia. Ademas, es un problema
visualmente trivial. Podemos determinar ficilmente “a ojo” la regién R
acotada por un pequeno mimero de rectas, digamos, por cuatro rectas.
A partir de ésta, para encontrar la regién acotada por cinco rectas,
tendriamos, simplemente, que coger una nueva recta (en negrita en la
Figura 9) y encontrar los dos puntos {q,r} de interseccién de la misma
con R (la regién sombreada en la Figura 9). Finalmente, decidiremos
cudl de las dos subregiones de R contiene al punto dado y concluiremos,
en consecuencia, determinando la nueva region.

El problema real surge cuando se considera -como sucede en las
aplicaciones- que tenemos 30, 100, 10.000, ... rectas. Por ejemplo, po-
demos estar en un contexto en el que manipulamos una gran coleccién
de datos provenientes de estaciones meteorologicas y en el que quere-
mos extrapolar los datos de cada estacién a la regién de su drea de
influencia. Pero, jqué debemos considerar como su area de influencia?



Figura 9. Solueion visual al Problema P.

El meteordlogo Thiessen, hace 100 anos'?, considerd que una respuesta
adecuada. bajo ciertas hipdtesis, podria implicar la region determinada
por los bisectores de cada estacion con respecto a las restantes.

Por ejemplo, si partimos de tres lugares (esto es, de tres sitios donde
se recogen datos meteorolégicos) representacdos por puntos en la Figura
10 (izquierda), podriamos considerar como region de influencia alrededor
del lugar S el interior del poligono obtenido intersecando los semiplanos
(conteniendo S) determinados por las rectas bisectoras 1, 2 v 3 (un
bisector es la recta de puntos equidistantes a dos lugares). La region
resultante para cada uno de los tres lugares aparece en la Figura 10
(derecha). La region de S esta limitada por parte de las rectas 2 v 3.

Figura 10. Bisectores v regiones de influencia.

Esta construceion, sencilla para tres lugares, puede dar pie a una
estructura muy compleja, como se aprecia en la Figura 11, para una
coleceion de 100 puntos dados al azar,

My éase el libro de QOKABE, AL, BOOTS, B., SUGIHARA, K. Spatial Tessellations.
Coneepts and Applications of Voronot Diagrams, J. Wiley, Chicliester, 1992, para
aplicaciones de este tipo de construcciones geométricas.

"E.
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Figura 11. Diagrama de Voronoi para una nube de 100 puntos.

Vemos asi que nuestro problema P (que plantea, después de todo, una
forma de calcular una de tales regiones) aparece conectado con algunas
construcciones geométricas con aplicaciones practicas, como la particion
de Voronoi (o de Thiessen) del plano. Si tratamos con una gran cantidad
de rectas, una forma ingenua de pensar sobre el problema P concluiria
que se trata “sélo” de usar masivamente el ordenador para que se haga
cargo de los muchos cdlculos que exigiria el repetir el procedimiento
“interseccién de recta y poligono” que hemos esbozado arriba.

Pero los ordenadores no ven,... de la manera que vemos los huma-
nos. Por ello, para desarrollar con el ordenador este método visualmente
evidente, deberfamos pensar en esta otra forma: imaginemos que fe-
nemos un poligono dado por una secuencia (ordenada) de vértices y
que consideramos una recta (dada, digamos, por dos puntos). ;Cémo
encontrariamos qué lados del poligono intersecan a la recta y dénde?
;Cuantas operaciones elementales aritméticas (por ejemplo, con ente-
108) tendriamos que realizar si asumimos que los vértices, puntos, ete.,
tienen coordenadas racionales? Parece evidente que esta aproximacion
ingenua al problema acabarfa conduciendo a un mimero de operaciones
proporcional al niimero de lados del poligono. Por tanto, al proceder
por induccién desde la region determinada por cuatro rectas a la regén
determinada por cinco, seis, etc., ... acabaremos con un niimero de ope-
raciones proporcional al cuadrado del niimero de rectas dadas. Esto no
es trivial para un ordenador modesto a partir, por ejemplo, de treinta
rectas. El cdlculo de la particién de Thiessen que aparece arriba requi-
ri6 varios segundos en un ordenador portatil.



Pero es posible un andlisis més fino. Volvamos al problema P v pro-
cedamos esta vez. no anadiendo una recta tras otra, sino dividiendo el
nimero de rectas N en dos mitades (aproximadas). imaginando que po-
demos resolver el problema P para cada uno de los dos conjuntos de
rectas formados por la mitad de dichas rectas. y que obtenemos dos re-
giones Ry v Ry. En este caso, jcomo podriamos obtener la solucién de P
combinando R; v Ry? Este problema también puede formularse de esta
otra manera: dados dos poligonos convexos, cada uno con aproximada-
mente m (m = N/2) lados, ;coomo calcular eficientemente y eficazmente
su interseccion?

Un anilisis puramente geométrico muestra que esta interseccion pue-
de ser realizada cortando N-veces dos poligonos, cada uno de los cuales
tiene a lo mas cnatro lados. En efecto, los dos poligonos dados pueden
partirse por rectas verticales a través de los vértices -en total por N
rectas verticales- y. por tanto. la interseccion global se obtiene pegando
las intersecciones de cada estrato vertical. Pero en cada barra vertical
los poligonos son o bien vacios. o un triangulo o un cuadrildtero, y asi la
interseccion local se puede obtener con una complejidad independiente
del nimero N de vértices. Véanse los dibujos en la Figura 12 para una
explicacidn grafica somera.

\

[
—

EE—
\ ' Ll P

Figura 12. Visualizacion del algoritmo de interseccion de poligonos con-
VEXOS.

En conclusion. el precio extra que debemos pagar por dividir este
problema (de hallar la solucién a P para N rectas) en dos partes es
esencialmente proporcional al niimero N, esto es, si T(N) es el nime-
ro de operaciones para el caso N del problema, hemos hallado que
T(N)=2T(N/2)+CN. donde C veces N incluye el niimero de opera-
ciones necesarias para intersecar las dos subregiones Ry v Ry. Asi, cada
subproblema puede resolverse. del mismo modo, dividiéndolos en dos
subproblemas de tamano similar. ete.,... Finalmente nos encontramos
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con un mimero de operaciones T(N) proporcional a Nlog(N), que es
mucho mejor que N2 (incluso para N = 30).

7. ALGUNAS CONSECUENCIAS PARA LA ENSENANZA
SECUNDARIA

Los sistemas de ensefianza son, tal vez por concepto, esencialmente
conservadores: se ensefia para trasmitir a los jovenes lo que ya saben
sus mayores. Por ello es frecuente asumir en los mismos que los avances
tecnologicos son, o podrian llegar a ser, mecanismos de ayuda para la
cnsenanza de los contenidos tradicionales. Esto es, para mejorar la “for-
ma” de ensefiar o de aprender, pero no para cuestionar el “fondo”. Asi,
en el mejor de los casos, el ordenador podria ser usado en la clase de
geometria para “simular” la regla y el compés, para trazar mediante una
instruccion, la recta que pasa por dos puntos dados en la pantalla, o un
cireulo de centro y radio dados. Por continuar con ejemplos en este con-
texto, dirfamos que la calculadora se emplearia, sobre todo, para dibujar
graficas de funciones elementales, para extraer rafces o para invertir ma-
trices, etc., esto es, para emular, simplificando, las tareas habituales en
los curriculos tradicionales.

Naturalmente, el uso de las herramientas tecnoldgicas para la en-
senanza de las matemadticas es posible que haya conllevado un cambio
en el énfasis o en la importancia de algunos temas, o que haya permitido
poner el acento en actividades de descubrimiento y de autoexploracién
que resultarfan prdcticamente irrealizables sin tales herramientas. Pero
la introduceion de los recursos téenicos no ha producido, en general, una
modificacion esencial de lo que hay que descubrir o explorar,

La tesis fundamental de esta pequena seccion, tesis que ya fue ex-
puesta oralmente en el curso de formacién de profesores que origina estas
notas, es que la situacién descrita en los parrafos precedentes no
es correcta y que debe hacerse un esfuerzo especial por cap-
tar la especial incidencia del ordenador en la ensenanza de las
matemidticas.

En primer lugar, creemos que la disponibilidad de herramientas técni-
cas concretas (para medir, para dibujar, para calcular) ha afectado, a lo
largo de la historia, al contenido de las matemaéticas que se hacen y que
se trasmiten. Por poner un ejemplo, el papel del Andlisis Numérico en
los planes de estudio de los matemdticos es hoy cualitativamente distinto
del que era hace cincuenta afios. Pero mencionamos también el caso de
las herramientas euclideas, cuya accesibilidad durante siglos ha creado
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toda una escuela de problemas de geometria dependiente de la potencia
y de las limitaciones de las mismas. jDebemos seguir con esta tradicion
cuando nuestro paradigma de herramienta geométrica es hoy bien dis-
tinto vy requiere otra forma de acercarse matematicamente a la realidad
de los objetos geométricos (como hemos intentado poner de manifiesto
en la dltima seccién de estas notas)?0?

Continuando con los ejemplos de indole geométrica, el énfasis en el
estudio elemental de las propiedades de una figura concreta (tridngulos,
circulos) ha sido, hasta ahora, motivado por su versatilidad como cam-
po de entrenamiento para el razonamiento deductivo. La existencia de
demostradores antomaticos de teoremas de geometria elemental®!, ;jno
deberia conducir a elegir otro “benchmark” mas adecuado? Y, por se-
guir con los mecanismos de tratamiento de datos, no seria adecnado, a
la vista de ejemplos como los expuestos en la seccién precedente, intro-
ducir otros paradigmas distintos a la induccién (como el de “divide y
vencerds” que se ha empleado alli) para la resolucion de problemas?

Los cjemplos podrian multiplicarse. ;Por qué acentnar, en la en-
senanza elemental, el papel de la aproximacién -lo que era razonable en
la época de desarrollo de caleuladoras que operaban con redondeo- cuan-
do los programas de calculo simbélico -que manipulan mimeros reales al-
gebraicos (y, por tanto, mimeros racionales, por ejemplo) con exactitud-
estdn disponibles en las calculadoras de bolsillo??? ; Por qué insistir en
el cardcter semdntico de las operaciones algebraicas (es decir, dotan-
do de sentido a los simbolos para “facilitar” su manipulacién) cuando
la potencia del dlgebra en el contexto tecnolégico actual es su cardcter
gramatical y sintdctico®?

Estas y otras preguntas similares no tienen una respuesta fécil, ni
una implicacién inmmediata en el mundo escolar. Pero creemos que cur-
sos como el que originan estas notas ayudan a avanzar en la direccion
adecuada.

201 lector es referido a RECIO, T. Cileulo Simbilico y Geomélrico. Editorial
Sintesis. Madrid, 1998,

*Ver RECIO, T. “La mecdnica de la demostracidn y la demostracidn mecdnica”.
Actas Jornadas de Enserianza y Aprendizaje de las Matemdticas (JAEM). Zuragoza,
2001. En prensa.

RyVer GONZALEZ LOPEZ, M. 1., RECIO MUNIZ, Tomads, J. “Does Computer
Algebra help at all learning about real numbers?”. Mathematics and Computer in
Simulation (N-H, Elsevier), vol. 45. 1998, Pigs., 185-195.

#Ver RECIO, T. “Didactical relevance of meaningless mathematics”. International
Journal of Computer Algebra in Mathematics Education, vol. 5, n® 1. 1998, Pags. 15-
20

Una introduccion al dlgebra co
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INTRODUCCION

El nombre MatLab es una abreviatura de las palabras MATrix LA-
Boratory. MatLab es un sistema interactivo para cédlculos cientificos y de
ingenieria basado en las matrices. Con él se pueden resolver complejos
problemas numéricos sin necesidad de escribir un programa especifico
para ello, aunque también es posible programar. Ademds, el programa
MATLAB dispone, dependiendo de la versién, de diferentes médulos
(Toolbores) que permiten resolver problemas especificos.

Nosotros nos vamos a centrar en la capacidad de MatLab para gene-
rar graficos, aunque, antes de llegar hasta este punto, haremos un rapido
resumen de los comandos bdsicos del programa.

Debido a que MatLab es un programa de Célculo Numérico, la for-
ma de producir grificos es completamente distinta de la de programas
de Célculo Simbdlico como Derive, Mathematica o Maple. En MatLab,
nosotros tenemos que calcular mediante comandos adecuados los puntos
que después se representarin en la grafica.

1. MANEJO ELEMENTAL DE MATLAB

Supongamos que hemos sido capaces de abrir el programa. En Ma-
tlab, las érdenes se introducen escribiéndolas una a una a continuacién
del prompt (>>) que aparece en la ventana del usuario. Veamos en primer
lugar, algunas de las operaciones matematicas més elementales.

Para sumar dos niimeros:
»>2+2
ans =

4

Después de escribir cada comando hay que pulsar para que
lo ejecute. Si después de esta agotadora primera sesién con MatLab
queremos salir del programa, se puede hacer de dos formas, escribiendo
exit a continuacién del prompt, o bien con File Exit MATLAB.

El valor que queremos calcular también se puede asignar a una va-
riable. Por ejemplo:
x=3"2
x=
9
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Hay que tener en cuenta que MatLab distingue entre mayisculas y
mimisculas, por lo tanto, se distingue entre la variable X y la variable x.

La notacion para las operaciones matematicas elementales es la ha-
bitual en todos los programas de Calculo Simbélico:

suma +
resta =
divisién /
exponenciacion
multiplicacién =

También estdn definidas algunas de las funciones mas comunes utili-
zadas en Matematicas. Su sintaxis coincide también con la que se utiliza
en la mayoria de los programas de Matemdticas, como, por ejemplo, el
programa DERIVE, aunque hay algunas diferencias. Algunas de estas
funciones son:

sin Seno0
sinh seno hiperbdlico
asin arcoseno
cos coseno
cosh | coseno hiperbdlico
acos arcocoseno
tan tangente
atan arcotangente
exp exponencial
log | logaritmo neperiano
logl0 | logaritmo decimal
sqrt raiz cuadrada
abs valor absoluto

Para obtener listas completas de todas las funciones que puede utili-
zar Matlab, asi como para saber el uso de cada una de ellas o de cualquier
comando, siempre se puede acudir al help. Esto se puede hacer de varias
formas, poniendo >>helpwin, siendo el propio programa quien nos ofrece
la ayuda (como en cualquier otro programa), o poniendo >>helpdesk,
con lo que nos ofrece ayuda interactiva, conectandose a Internet si este
recurso estd disponible en nuestro ordenador.

Si conocemos el nombre del comando, pero queremos saber para
qué sirve, se puede poner:
>>help comando

141
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Y nos ofrecera ayuda sobre el comando en cuestidn, si éste existe.
Por ejemplo,

>>help rotate3d

ROTATE3D Interactively rotate the view of a 3-D plot.
ROTATE3D ON turns on mouse-based 3-D rotation.
ROTATE3D OFF turns if off.

ROTATE3D by itself toggles the state.

See also Z0OOM.

Nos ofrece informacién sobre el comando rotate3d, comando que
sirve para rotar figuras tridimensionales utilizando el ratén.

Otra forma de buscar ayuda es utilizar el comando lookfor, por
ejemplo, poniendo >>lookfor cos, nos aparecerd una lista con todos
los comandos que tienen que ver con la funcién coseno.

1.1. Interfaz de usuario. Variables

Con las flechas del cursor: [T |y se pueden recuperar las 6rdenes
anteriores, sin tener que volver a teclearlas. Esto resulta 1til en el caso
de una equivocacién o cuando se quiere repetir un comando con alguna
pequena modificacion.

A veces, puede resultar necesario, hasta imprescindible, que el resul-
tado de un cdlculo no aparezca en pantalla. Por ejemplo, si generamos
una matriz de orden muy alto con el objeto de hacer después una grifica.
El hecho de que aparezca la matriz en pantalla puede resultar un poco
engorroso. Para conseguir esto se pone un punto y coma al final de la
instruccion.

Por ejemplo,
x=sin(3) ;!

No aparece ningiin resultado, pero ha realizado el cdlculo, porque si
escribimos el valor de x, aparecera el valor 0.1411.

'El argumento de las funciones trigonométricas siempre se mide en radianes.
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Los comandos se pueden ir escribiendo vy ejecutando uno a uno,
decir, renglén a renglén, y también se pueden escribir uno a continuacién
de otro en una misma linea, en cuyo caso deben ir separados por comas.
Si el comando o la cantidad de comandos es demasiado larga para que
aparezca en un unico renglén, se puede romper la cadena y seguir en el
siguiente renglén, eseribiendo tres puntos suspensivos. Por ejemplo,

>>x=sin(10) ,y=cos(10),...
z=tan(10)

-0.5440

-0.8391

0.6484

Los resultados nmméricos que ofrece MatLab se pueden visnalizar en
diferentes formatos. Por defecto, si un resultado es un niimero entero, lo
ofrecerd como tal. Si no lo es, lo hara con 4 cifras decimales (redondean-
do a la cuarta cifra). Si el resultado es un nimero grande, lo expresari en
notacion cientifica. Este formato que usa por defecto se puede modifi-
car en el meni File Preferences Numeric Format, aunque también
se puede hacer directamente escribiendo las érdenes a continuacion de
>>:

Si escribimos:
>>x=34/8449;

y vamos cambiando el formato como se indica en la siguiente tabla,
volviendo a escribir >>x, cada vez se obtiene el mismo resultado en las
distintas formas numeéricas.
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Formato | Variable x Caracteristicas
format long 0.00402414486922 16 digitos
format short e | 4.0241e-003 5 digitos mads exponente
format long e | 4.024144869215292e-003 | 16 digitos mds exponente
| format hex 3£707b9£29b8eae2 sistema hexadecimal
format bank 0.00 2 decimales
format + + signo +, - 6 0
format rat 2/497 aproximacién racional
format short 0.0040 formato por defecto

No obstante, independientemente del formato que se esté utilizando,
la representacién interna del mimero siempre es la misma, lo tinico que
cambia es la forma en que lo vemos en la pantalla.

En Matlab, lo normal es ir asignando valores escalares o matriciales a
variables, si en un momento determinado queremos saber con qué varia-
bles estamos trabajando, se puede escribir >>who, que nos indica qué va-
riables estdn en uso; el comando >>whos, nos indica lo mismo, pero
ademds nos informa del tamano y del tipo de variable. O bien, en el
item File con Show Workspace, que produce el mismo resultado que
>>whos. Para borrar una variable, se puede utilizar el comando >>clear
variable, y borrard la variable que se indique, si se pone s6lo >>clear,
se borrardn todas las variables que se estén utilizando actualmente.

Las variables pueden contener hasta 19 caracteres, los caracteres mas
alla del 19 se ignoran. Las variables deben comenzar con una letra, se-
guida por letras, digitos o guiones de subrayado.

Ademas hay algunas variables especiales que se utilizan por defecto:

= ans: Es la variable que se utiliza en los resultados. En la operacion
siguiente se puede recuperar este resultado volviendo a escribir
ans, Esta variable se modificardan en cuanto haya un nuevo resul-
tado.

» pi: El nimero 7. (No hay una variable para el nimero e, pero se
podria definir >>e=exp(1)).

= eps: Es el niimero mas pequeno que utiliza el ordenador tal que,
cuando se le suma 1, crea un nimero en coma flotante mayor que
1.

» Inf: Infinito, aparece si hacemos I /(.

» NaN: Mensaje de error (Not a Number), por ejemplo, 0/0.
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= realmin, realmax: Son, respectivamente, el menor y el mayor de
los mimeros reales utilizables.

Poniendo el simbolo% se consigue que no se ejecute lo que venga
a continuacién, en el mismo renglén, sino que se interprete como un
comentario, se suele utilizar para escribir comentarios aclaratorios en
lineas de comandos de manera que no afecten a su ejecucién. Por ejemplo,
si ponemos,

>>sqrt(2) % Rafz cuadrada de 2
calculard la raiz de 2 v se saltard ¢] comentario.

Una buena forma de acabar la lectura de esta primera introduccién
seria la de echar un vistazo a la demo que viene incorporada con el pro-
grama. Para activarla basta con teclear >>demo. aparecerd una ventana
en la que se pueden ir viendo algunas de las capacidades del programa.

1.2. Vectores y matrices

Los vectores y las matrices son los elementos basicos con los que
trabaja Matlab, Veamos cémo se introducen y cémo se pueden hacer
algunas de las operaciones elementales con ellos.

VECTORES. Un vector se puede definir introduciendo sus coor-
denadas, separadas por espacios o por comas, entre corchetes:

» x=[1 2 3]

Si queremos definir un vector columna, se separan las filas por puntos
¥ comas, o bien se calcula el transpuesto de un vector fila con >>x?,
Otra forma de crear vectores es la siguiente:

>> x=1:0.5:3

1.0000 1.5000 2.0000 2.5000 3.0000

que genera un vector que va desde 1 hasta 10 con un paso de 0.5 unidades.

Exactamente el mismo resultado lo conseguiriamos con el comando
linspace
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>>x=linspace(1,3,5)

que produce 5 nimeros igualmente espaciados entre 1 y 3.

PRODUCTO ESCALAR. Consideremos los dos vectores siguien-
tes:

>»a=[1 2 3];b=[2 -3 5];
Si los multiplicamos de la forma

c=a.*b
C =
2 -6 16

obtenemos el producto de los elementos del primero y del segundo vector
elemento a elemento. Para obtener el valor del producto escalar

>>sum(c)
ans =
11

El producto de dos vectores o dos matrices elemento a elemento
sera muy importante cuando queramos representar graficas de funciones.

MATRICES. Para introducir una matriz, se separa cada fila con
un punto y coma

A=[321; 654; 987]

A =

o o, W
oo v N
N b e

Ejercicio 1.1. Después de definida la matriz, probar los siguientes co-
mandos e intentar descubrir para qué sirven:

a) >>A(2,3) o por ejemplo >>A(1,2)

b) A(:,1) y también A(2,:)

c) A”2 y A."2. ;En qué se diferencian estos dos comandos?

Veamos algunas operaciones elementales con matrices. Definimos dos
matrices 3 x 3

>>A=[112; 346; 210];B=[-120; 200; -2 3 4];
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Para sumarlas

>>C=A+B

C =
0 3 2
5 4 6
0 4 4

Para multiplicarlas

>>D=A*B
D=
-3 8 8
-7 24 24
0 4 0

Para elevar una matriz a una potencia

>>A"3

ans =
45 e 58
162 157 204
43 39 46

Para caleular su determinante
>>det (A)

ans =
4

Para caleular su inversa. si existe

>>inv(A)
ans =
1.5000 -0.5000 0.5000
-3.0000 1.0000 0

1.2500 -0.2500 -0,2500

MATRICES PREDEFINIDAS. En MatLab hay varios coman-
dos que sirven para definir con gran facilidad matrices de tipos particu-
lares. Algunas de estas funciones son las siguientes:

» eye(n), matriz unidad de tamafio (n x n)
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» zeros(m,n), matriz de ceros de tamano (m x n)
= zeros(n), lo mismo, pero de orden (n x n)

= ones(n), matriz de unos (n x n)

» ones(m,n), lo mismo, pero de orden (m x n)

» linspace(x1,x2,n), genera un vector con n valores ignalmente
espaciados entre x1 y x2

» logspace(dl,d2,n), genera un vector con n valores espaciados
logaritmicamente entre 104! y 1042

s rand(n), matriz de mimeros aleatorios entre 0 y 1, distribuidos
uniformemente (n x n)

» rand(m,n), lo mismo, de tamano m x n

» randn(n), matriz de nimeros aleatorios (n x n), distribuidos segiin
la normal estandar, N(0,1)

= magic(n), crea una matriz en forma de cuadrado médgico de ta-
mano n X n

2. GRAFICAS 2D

2.1. Funciones de la forma y = f(xz)

Para hacer gréficas de funciones de una variable con MatLab, pri-
mero tenemos que erear una tabla de valores de la variable para después
dibujar la funcién. Por ejemplo, queremos dibujar la grifica de la funcién
y =sen(z):

Primero creamos una tabla de valores para x
>>x=0:pi/100:2*pi;

Con este comando hemos formado una tabla (el vector x) con 200
valores entre 0 y 2+ 7. Otra forma de conseguir el mismo resultado seria
utilizar el comando

>>x=linspace(0,2%pi,200);

Ahora calculamos los valores de y
> y = sin(x);
y por iltimo la dibujamos (ver figura 1)
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L] 1 z 3 4 3 0 1

Figura 1. Gréfica de y = sen(z).

>>plot(x,y)

Realmente lo que hemos hecho es dibujar 200 puntos de la funcién en
el intervalo [0, 2], y posteriormente el programa los ha unido mediante
segmentos. Si el nimero de puntos es lo suficientemente grande, como
en este caso, no se aprecian los vértices.

Veamos un cjemplo algo mas complicado. Queremos dibujar ahora
la grifica de la funcién y = ze *".

Definimos los valores para los que queremos hacer la gréfica

>>x=-3:.01:3;

Es decir, que vamos a dibujar la grafica en el intervalo [—3, 3] con un
paso de longitud 0.01.

Definimos la funcién

>>y=x.*exp(-x."2);

(;Por qué hay que poner los puntos antes de las operaciones?)

Y por iiltimo, se escribe el comando para que ejecute el dibujo (fi-
gura 2.)

>>plot(x,y)

El aspecto de la grafica se puede modificar utilizando algunos co-
mandos:
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x " " "
2 -1 (] J H 3

Figura 2. Grifica de y = ze~ .

& i 4 L A,
55

L
-7 -1 L 1 ¥ a

Figura 3. Grafica de y = ze* con cuadricula.

- Cuadricula. Si queremos que aparezca una cuadricula sobre el di-
bujo, utilizaremos el comando >>grid on. El aspecto del dibujo seria
ahora como el de la figura 3. Para desactivar la cuadricula habrd que
escribir >>grid off.

- Color y trazo. El comando plot ofrece miiltiples posibilidades de co-
lor v forma de trazo de la griafica. Por ejemplo, el comando
>>plot(x,y, 'r*’), nos dibujaria la gréafica en color rojo y con aste-
riscos. PPara consultar todas las posibilidades, hacer >>help plot.

- Ejes. Los ejes que aparecen por defecto en una grifica también se
pueden modificar. Con el comando >>axis([-2 2 -1 1]), conseguire-
mos que la grafica aparezea en la region ~2 < r < 2, -1 < 2z < L.
Con >>axis square, conseguiremos que la figura aparezca en un cua-
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drado. sin cambiar el rango de los ejes. Con el comando >>axis equal,
conseguiremos que los rangos de los ejes sean iguales.

- Zoom. Utilizando el comando >>zoom on. Se puede agrandar la
figura o alguna zona seleccionada de la figura. Hay que abrir la figura
v utilizar los botones izquierdo y derecho del ratén. Para desactivarlo,
habré que escribir >>zoom off,

- Varias grificas en la misma figura. Se pueden dibujar tantas grafi-
cas como se quieran en una misma figura. Si ya tenemos dibujada una,
y generamos una nueva grafica, en principio la figura anterior es susti-
tuida por la nueva. Sin embargo, utilizando el comando >>hold en, se
mantendrd la anterior, con todas sus propiedades, y se podra dibujar
encima una nueva. Para desactivar el comando anterior: >>hold off.
Otra forma de hacerlo es dibujar desde el principio dos grificas juntas,
por ejemplo, vamos a dibujar las gréficas de las funciones y = sen(z) e

: m i -
y = sen(x + 3} en la misma figura (4):
Generamos las tablas,
>>x=linspace(0,2%pi,300);
>>y=sin(x);

>>z=sin(x+pi/3);

Y ahora las dibujamos

o T,
Figura 4. Graficas de y = sen(z) y de y = sen(z + E}'

>>plot(x,y, 'r-",x,2z,’g--"),grid on
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(La primera en color rojo, con trazo continuo, y la segunda en verde,
con trazo discontinuo).

- Etiquetado de grdficas. Existen diversas posibilidades para el eti-
quetado de las gréaficas. Vedmoslo con un ejemplo (ver figura 5):

>>x=1linspace(-3,3,500) ;y=exp(-x."2) ;z=2%exp(-x.72);
>>plot(x,y,’-’,x,z,’--?) % dibujamos dos funciones
>>title(’Campanas de Gauss’)

>>xlabel(’Eje de Abscisas’) ) Etiqueta el eje horizontal
>>ylabel(’Eje de Ordenadas’) % Etiqueta el eje vertical
>>legend(’exp(-x~2)’, ’2%exp(-x~2)’) 7% Pone una leyenda
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Figura 5. Etiquetado de gréficas.

Ademas de los comandos descritos antes para etiquetar graficas, exis-
te la posibilidad de poner un texto en algiin otro lugar de la figura. Con
el comando >>gtext(’texto’), se abrird la figura y podremos indicar
con el ratén el lugar donde ha de ir el texto, que seleccionaremos con un
clic.

- Obtencién de puntos desde el grifico. Una vez que se ha realiza-
do una grafica, podemos necesitar conocer las coordenadas de algunos
puntos de la misma. Por ejemplo, el lugar aproximado en el que estin
los maximos vy minimos, o si queremos afadir alguna recta o una poligo-
nal al dibujo. Para conseguir esto, se puede utilizar ¢l comando ginput.
Escribiendo

>>[x,yl=ginput (N)
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Donde N es el mimero de puntos cuyas coordenadas queremos ob-
tener. Después de ejecutado el comando habrd que pulsar con el botdn
izquierdo del ratén sobre el dibujo tantas veces como puntos hayamos
especificado. Las coordenadas de esos puntos quedaran almacenadas en
las variables [x, y].

Para dibujar grificas de funciones definidas a trozos, necesitamos
utilizar lo que vamos a denominar indices o variables légicas. Veamos
un ejemplo. Creamos un vector con los muneros del 1 al 7

>>x=1:7
X =
1 2 3 4 5 6 i

Y ahora escribimos

>>x>4
ans =
0 0 0 0 1 1 1

Observamos que donde no se cumple la condicién, aparece 0 y donde
se cumple, aparece 1. Para crear estas variables l6gicas se pueden utilizar
los siguientes operadores relacionales:

< menor que—]
> mayor que
<= | menor o iguaT
>= | mayor o igual
== igual '
~= distinto

Estos operadores se pueden combinar utilizando los operadores l6gi-
oSt

L& | ¥
| o
~ | no

Asi, por ejemplo, sobre el mismo x de antes, si eseribimos
>>(2<x) & (x<=6)

ans =
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obtenemos unos en los valores que verifican 2 < o < 6.
Ahora supongamos que queremos representar la funcién

xr? siz <0
fl@)==%1 si sl
—x+2 sil<z

Generamos una tabla de valores en el dominio en el que queramos
dibujar la funcién

>>x=linspace(-2,3,3000);

Y ahora definimos la funcién, multiplicando cada trozo por el indice
légico que describa el lugar en el que queremos dibujarlo,

>>y=(%."2) . % (x<0)+1.* ((0<=x) & (x<1) ) +(~-x+2) . % (1<=x) ;

Y ahora la dibujamos. Resulta conveniente hacerlo con puntos, aste-
riscos o cruces porque, de otra forma, no aparecerdn las discontinuidades

>>plot(x,y,’.’),grid on,title(’Funcién definida a trozos’)

Y obtenemos la grafica de la figura 6.

ot et 8

Figura 6. Una funcién definida a trozos.

Ejercicio 2.1. Dibujar las grdficas de las siguientes funciones eligien-
do, en cada caso, una tabla de valores adecuada para que aparezcan los
aspectos mds representativos de la funcidn:
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a) f(z) = z(z? + 4)?

b) fla) =2 — vz
¢) fi )_10g1
d) 8y =22

(z+1)(x-2)

1
e) f(z) = sen (E)

)@= 5
2 sizr<0
g)ftr)z{-l siz>0

- sixr< -1
h) f(e) =41 st = xg=2
—1? iz >?2
l—2 siz<-—1
i)f(:u)=-1—z:? M-l<a<id

ve—1 six>1

2.2. Curvas en paramétricas

Veamos ahora cémo se pueden representar curvas en el plano dadas
en forma paramétrica, es decir, de la forma

it) = (2(t), y(t))  teab]

Empecemos con un ejemplo: queremos dibujar la gréfica de la curva

F(t) = (a(r;2_1)'2(1,2~1)): —5<t<5

t2+1 " 241

En primer lugar generamos los valores de t en el intervalo indicado,
>>t=linspace(-5,5,1000);
Y ahora lo podemos dibujar de dos formas distintas:

>>plot ((t.*(t."2-1))./(t."2+1), (2*(t."2-1)) ./ (t."2+1))

155



156

Je la Amtmeahca al Analksis: Histaria v desarrollos recipntes en Matematicas

Figura 7. Curva en paramétricas.

obtendremos la gréfica de la figura 7.

Y otra forma de hacerlo es utilizar el comando
>>comet ((t.*(t.72-1))./(t."2+1), (2%(t."2-1))./(t."2+1))

Los dos comandos producen el mismo resultado, sin embargo, la for-
ma de ejecucién es diferente, la segunda es mds divertida, aparece un
circulito (el cometa) que va dibujando la curva. La velocidad de ejecucién
depende del niimero de puntos que hayamos generado con el comando
linspace.

Dibujada una curva en paramétricas existe la posibilidad de dibujar
sobre la misma los vectores velocidad, utilizando el comando quiver.

Por ejemplo, para dibujar los vectores velocidad sobre la curva

7(t) = (cos(t),sen(t)), ¢ € [0,2n]

>>t=linspace(0,2%pi,20);
>>quiver(cos(t),sin(t),-sin(t),cos(t)),axis square

Produce la grifica de la figura 8.

La sintaxis del comando es >>quiver(r(t),r’(t)). El niimero de
vectores que aparecen en este caso es 20. Si el mimero de puntos que se
indica con el comando linspace es demasiado grande, puede que no se
aprecie con claridad la grdfica, ya que éste serd el mimero de vectores
que se dibujen.
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o5

e L1d

Figura 8. Vectores velocidad sobre una circunferencia.

Ejercicio 2.2. Dibujar las curvas en paramétricas siguientes; en los
apartados a) y b), dibujar ademds los vectores velocidad, utilizando el

comando quiver:
a)i(t) = (2cos3t,2sen’t); —w<t<mw

b)i(t) = (3sent, 2sen(2t)); —nr<t<w
oJF(H) = G (12(%)2 — 9) , (((%)? " 1)16(;‘;)24 2)) L 3<t<3
d)r(t) = (g- cost(cost + 1),255:11(2!‘.)) ;. —w<t<w

e)r(t) = (sen(2t) + sent, —cos(2t) — cost); —-nw<t<mw

fIF(t) = (ei scn(2t),e§ c05(2t)) ;i —w<t<Tw

2 7t, 2 7
g)t) = (:—3-1! Ct'JS(E),‘:;fSl‘-}H(}'J) ;i <t

11 22
h)i(t) = (t - ﬁscn(ilt),-m cos(St)) ; —dn <t<3r

2.3. Curvas en polares
Una curva en coordenadas polares es la imagen de la funcién

T = h(ﬂ), e [91,92]
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Un punto de la curva en polares (7o, fp) tiene distancia al origen rg y
el angulo que forma el vector de posicion del punto con el eje horizontal,
medido en sentido positivo, es fy.

Por lo tanto, la relacién entre las coordenadas polares y las coorde-
nadas paramétricas es

x = rcos(f)
y = rsen(8)

Para dibujar una curva en polares con MatLab se utiliza el comando
polar. Por ejemplo, para dibujar la gréfica de

r=2—4cos(f), —-rT<f#<m

Generamos los valores del angulo tetha
>>tetha=linspace(-pi,pi,100);
Calculamos los valores de r

>>r=2-4%cos(tetha) ;

Figura 9. Curva en polares.

Y dibujamos la grafica
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>>polar(tetha,r)

Ejercicio 2.3. Dibujar las grdficas de las siguientes funciones, dadas
en coordenadas polares:

a) r =T Tsen(f); —wm<f#<T
b)r=3—6sen(d); —-r<f<n
¢) r = sen(66); ~r<0<
d) r = cos(88); ~-r<0<L

e) r = \/Sceos(260): —r<f<7w

2.4. Cambios de coordenadas polares-cartesianas

Hay dos comandos que permiten hacer cambios de coordenadas. Si
queremos cambiar de coordenadas polares a coordenadas cartesianas hay
que utilizar el comando

>>[x,yl=pol2cart(theta,r);

Esto es, suponiendo que los puntos en coordenadas polares estén
previamente almacenados en las variables theta y r. Los puntos ahora
obtenidos se podrian dibujar utilizando el comando plot.

Para hacer el cambio de coordenadas cartesianas a coordenadas po-
lares, habria que utilizar

>>[theta,r]=cart2pol(x,y);

Ejercicio 2.4. En los ejemplos del ¢jercicio anterior, utilizar el coman-
do pol2cart para cambiar las coordenadas polares obtenidas a coordena-
das cartesianas. Usar después el comando plot para obtener las grificas
en las nuevas coordenadas.

3. GRAFICAS 3D

En esta seccion vamos a ver como se pueden dibujar con MatLab
grificos de curvas en el espacio en forma paramétrica, grificas de fun-
ciones de dos variables z = f(x,y), y algunos ejemplos de superficies
parametrizadas.
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3.1. Curvas en el espacio

Se generan de una manera similar a las curvas en el plano, con la
diferencia de que aqui se utilizan los comandos plot3 o comet3, también

existe un comando quiver3 para dibujar vectores velocidad sobre las
curvas.

Por ejemplo, queremos dibujar la hélice

7(t) = (sen(t),cos(t),t) 0<t<8«
y sobre ella los vectores velocidad.
Generamos los valores de t:
>>t=linspace (0,8*pi,2000) ;

Y ahora podemos utilizar dos comandos:
plot3 lo que nos da el dibujo completo

>>plot3(sin(t),cos(t),t),grid on

con lo que obtendremos la grifica de la figura 10.

0 T g

Figura 10. Grifica de una hélice,

O también comet3, que funciona de manera andloga a como lo hacia
el comando comet en las curvas en el plano.

>>comet3(sin(t),cos(t),t)

Para dibujar algunos vectores velocidad sobre la curva hay que uti-
lizar el comando quiver3(vector posicién,vector velocidad). Al
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igual que con el comando quiver, también conviene volver a generar
los valores de t de manera que no sean demasiados para que se pueda
apreciar mejor la grifica. Por ejemplo,

>>t=linspace(0,8%pi,30);
>>quiver3(sin(t) ,cos(t),t,cos(t),-sin(t),1)

Ejercicio 3.1. Representar las curvas siguientes y representar en grdfi-
ca aparte algunos vectores velocidad de la curva en los intervalos indi-
cados:

a)i(t) = (2cos®(t), 2sen®(t),t) ~4<t<3.

b)r(t) = (cos(t),2c052(t),%sen t) —-r<t< T
i
c)i(t) = cosf ﬁsent .';6) -12<t<19.
d)f(t) = e-t sen(2t), ed cos(2t), ;) -10<t<48.
e)i(t) = (sen(2t) + sen(t), — cos(2t) — cos(t), —é) -9 <t<10.
F)F(t) = (cos(3t), 2cos®(t), sen(2t)) Tt

3.2. Funciones de la forma z = f(r,y)

Para dibujar gréificos de funciones de dos variables z = f(z,y), al
igual que para funciones de una variable, en primer lugar hay que generar
tablas de valores para las variables z e y, en realidad, ahora lo que
tenemos que hacer es generar un mallado sobre un rectdngulo del plano
XY, Para eso se utiliza el comando meshgrid.

Por ejemplo, si queremos dibujar la gréfica de la funcién

7= e—{zl'l-!a‘a]
en la regién del plano D = {(r,y)/-2 <z <2, =2 < y < 2}, habrd que
efectuar los pasos siguienfes:

Generamos ¢l mallado
>>[x,y)=meshgrid(-2:.5:2);
Sustituimos en la funcién para calcular los valores de 2

>>z=exp(-x."2-y."2);
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Y ahora podemos dibujar el grifico con alguno de los siguientes co-
mandos que producen los dibujos mostrados en la figura 11:

>>plot3(x,y,z)
>>mesh(x,y,z)
>>surf(x,y,z)

>>surf(x,y,z) ,shading flat %efecto de sombreado distinto

Figura 11. Grificas 3D.

3.3. Manipulacién de grificos 3D

MALLADO. El comando meshgrid se puede utilizar también para
generar mallados de regiones rectangulares. Por ejemplo, si queremos
hacer un mallado para la regién [0, 1] x [0, 3], tendremos que escribir

>>[x,yl=meshgrid(0:.1:1,0:.1:3);

La secuencia 0:.1:1 describe la variacién de la variable z, y 0:.1:3
la de la variable y. Si sélo se utiliza un intervalo, éste se aplica a las dos
variables, También se puede utilizar dentro de meshgrid el comando
linspace.

SOMBRAS Y COLORES. Para conseguir efectos de sombreados
y colores diferentes se pueden consultar todas las posibilidades de los



comandos colormap y shading. Algo que resulta también interesante,
es anadir una escala de colores al dibujo que nos permite conocer las
alturas (coordenada 2) de los diferentes puntos de la grifica, esto se
consigue con el comando colorbar (después de dibujada la grafica).

Para generar la grifica de la figura 12 ha sido utilizada la siguiente
secuencia de comandos:

>>[x,y]l=meshgrid (linspace(-1,1,50));

>>z=cos((x.*y)./(x."2+y."241));
>>surf (x,y,z),colorbar

]

Figura 12. Grifica 3D con escala de colores.

Como se puede observar, los puntos mas altos corresponden a los
colores mds calientes y los puntos més bajos de la gréfica estdn coloreados
con colores frios.

EJES. Las longitudes de los ejes coordenados también se pueden
modificar con el comando

>>axes([xmin xmax ymin ymax zmin zmax])

Los comandos grid on y axis square también funcionan en este
tipo de graficos.

ROTACION DE GRAFICAS. Otro comando interesante en las
graficas 3D es rotate3d, que nos permite, utilizando el ratén sobre la
figura, rotarla de manera interactiva en tres dimensiones.
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CURVAS DE NIVEL. Dada una funcién z = f(z,y), las curvas
sobre el plano XY determinadas por f(z,y) = k, donde k es una cons-
tante se llaman curvas de nivel. Hay varias formas de obtenerlas usando
MatLab.

Vamos a representar la grafica de la funcién
2=z 49,
dibujando algunas curvas de nivel.

Creamos el mallado,
>>[x,yl=meshgrid(-2:.1:2);

Sustituimos en la funcién, para calcular los valores de z,
>>z=x."2+y."2;

Ahora, podemos dibujar la grafica utilizando alguno de los comandos
descritos anteriormente.

Las curvas de nivel se pueden hacer utilizando alguno de los coman-
dos signientes (ver figuras 13, 14 y 15):

>>contour(x,y,z,10) % dibuja 10 curvas de nivel
>>contour3(x,y,z,10) % lo mismo, pero en el espacio
>>pcolor(x,y,z),colorbar

Esta iiltima orden dibuja un mapa de colores por niveles, la orden
colorbar hace aparecer una escala de valores segiin el color, es decir,
nos indica el valor de la variable z, como se describié antes.

Si se usa el comando contour, después se pueden etiquetar las curvas
con los valores correspondientes de la z. Para hacer esto:
Primero dibujamos las curvas de nivel con

>>contour(x,y,z,10)
Después guardamos la informacién en una variable, por ejemplo,
>>cs=contour(x,y,z,30);

A continuacién, tenemos dos opciones:
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Figura 13. Curvas de nivel sobre el plano XY
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Figura 14. Curvas de nivel en el espacio.

>>clabel(cs) % etiqueta algunas aleatoriamente

O bien

>>clabel(cs, 'manual’) % nos permite elegirlas con el raténm

Por otra parte, el comando >>meshc(x,y,2), dibuja la grifica, y por
debajo, las curvas de nivel (algunas veces sera necesario modificar los
ejes para que la grafica de la funcién no tape a las curvas de nivel).

Ejercicio 3.2. Representar las grificas de las siguientes funciones de
2 variables, utilizando alquno de los comandos descritos anteriormente.
Dibujar también algunas curvas de nivel:

Q= a5
) 9+ 22 + 2
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Figura 15. Grafica 3D con escala de colores.

b)z = —/|zy|
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3.4. Algunas superficies en el espacio

Hay varios comandos en MatLab que permiten generar las graficas
de superficies en R? (superficies que no son funciones.) Estos comandos
son funciones que ya vienen programadas.

ESFERA. Se genera utilizando el comando >>sphere(n), donde n
es el mimero de puntos en los que queda dividido el ecuador de la esfera.
Cuanto mayor sea n, mayor serd la aproximacién a la curvatura real de
la esfera (de radio 1, centrada en el origen.) Poniendo sélo >>sphere, el
valor que tomara n sera 20, por defecto

>>sphere,axis square,title(’ESFERA’)
Obtenemos la grafica de la figura 16.
Ejercicio 3.3. Utilizando el comando sphere, dibujar varias esferas

con diferentes valores de n. Probar, en particular, los valores 2, 3, 4,
etc.
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Figura 16. Esfera de radio 1 centrada en el origen,

Ejercicio 3.4. Vectores Normales a una superficie

Dibujar los vectores normales a la superficie de una esfera siguiendo
los siquientes pasos:

Dibujar una esfera utilizando lo descrito anteriormente, pero quar-
dando la informacion en tres variables

>>[x,y,z]=sphere(n);
Utilizar el comando >>surfnorm(x,y,z)

Este comando también se puede utilizar para dibujar los vectores nor-
males en superficies de funciones de la forma z = f(x,y). Para dibujar

las normales en el sentido opuesto habrad que poner surfnorm(x’,y’,z").

CILINDRO. El comando >>cylinder(R,n) genera automitica-
mente un cilindro de revolucién de radio R, donde n es el niimero de
puntos de la circunferencia de la base del cilindro. Como en el caso de la
esfera, si usamos sélo >>cylinder(R), el niimero n es, por defecto, 20.

Lo realmente interesante de este comando es que también admite
radios variables R(t), con t € [a,b]. De esta forma, puede ser utilizado
para obtener las gréficas de diferentes tipos de superficies de revolucion,
donde la generatriz es una funcién definida por R(t). Por ejemplo, si
queremos dibujar un paraboloide de revolucién, podemos utilizar como
generatriz la funcién r(t) = V1, con t € [0,2]
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>>t=linspace(0,2,20) ;r=sqrt(t);cylinder(r)

Y obtendremos la grafica de la figura 17. (No conviene poner dema-
siados puntos en linspace para que se pueda apreciar bien el dibujo.)

Figura 17. Paraboloide de revolucién generado con cylinder.

Ejercicio 3.5. Dibujar las superficies generadas por >>cylinder (R(t),30),
en cada uno de los siguientes casos:

a) Rt)=t, te[-1,1]

b) R(t) =t%, te[-1,1]

c) R(t) = 2+ sen(t), te€ [—2x,2n]

d) R(t)=¢", te[-3,3]

MAS SUPERFICIES DE REVOLUCION. El comando
>>makevase hace aparecer una ventana interactiva que permite dibu-
jar grificas de superficies de revolucién en las que la generatriz es una
poligonal cuyos vértices se senialan con el ratén sobre el propio dibujo.

3.5. Graficos de funciones complejas

El comando cplxmap permite representar graficas de funciones com-
plejas de variable compleja en el siguiente sentido:
Sea la funcién compleja de variable compleja

f: T — C
z — w=f(z)

El comando >>cplxmap(z,f(z)) dibuja una grifica tridimensional
en la que el eje X es la parte real de la variable, es decir, Real(z); el eje
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Y es la parte imaginaria de la variable, es decir, Im(z) v el eje Z es la
parte real de la imagen de la funcidn, es decir, Re(f(z)).

La variable =z va a pertenecer siempre al dominio constituido por
el disco unidad centrado en el origen y las coordenadas de los puntos
deben estar en forma polar. Esto se consigue utilizando previamente el
comando >>cplxgrid(n). donde n es el niimero entero positivo.

Por ejemplo. con los comandos

>>z=cplxgrid(12);
>>cplxmap(z,z.~2)

obtenemos la grifica de la funcién f(z) = 22 (figura 18)

Obsérvese que para cada valor de z, su imagen f(z), es tinica. Es-
to no es asi para cualquier funcién compleja. Por ejemplo. la funcion
f(z) = 22 es una funcién bivaluada, la funcién g(z) = 23 es una fun-
cion trivaluada, eada 2 puede producir tres valores distintos para g(z), ¥
asi sucesivamente. Para obtener las graficas de estas funciones especia-
les, que se denominan Superficies de Riemann, MatLab dispone de un
comando que las dibuja automaticamente. es el comando cplxroot(n).
donde n es el indice de la raiz.

El comando >>cplxroot(2) generaria la superficie de la figura 19.
Para obtener mds informacién, se pueden ejecutar los comandos

cplxdemo v grafcplx. que contienen sendas demostraciones de grafi-
cas de funciones complejas.
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Figura 19. Grifica de f(z) = z1/2,

4. GRAFICOS ESTADISTICOS

A pesar de que no se puede decir que MatLab sea el programa ideal
para hacer cdlculos relacionados con la Estadistica®, dispone de algunos
comandos que nos permiten calcular algunos de los pardmetros estadisti-
cos basicos, asi como comandos para generar bastantes graficos.

Dependiendo del tipo de datos estadisticos de los que dispongamos,
resulta conveniente utilizar uno u otro tipo de gréifico. Vamos a ir viendo
los que se pueden hacer con MatLab. que son: diagramas de Sectores,
diagramas de Pareto, diagramas de barras e histogramas.

4.1. Diagramas de sectores

Resultan titiles para representar datos de tipo cualitativo, en los que
tenemos varias opciones. el diagrama de sectores permite compararlas
en un circulo con sectores cuyo dngulo es directamente proporcional al
porcentaje de cada opcion.

Ejemplo 4.1 Los resultados de las elecciones generales del 12 de marzo
de 2000 al Congreso de los Diputados fueron los siguientes:

“No al menos como programas especializados en cdleulos estadisticos, como

puede ser el programa STATGRAPHICS.



' Fo rmamon Politica Nimero de Escanos |

Pﬂrhr!u Pupufru ] 153 B
| Partido Socialista ('Hmr ro r-pr:m=! 124

| Convergéncia i Unio 15 '
Iz r;rmnfu Unida 8
| Partido Nacionalista Vasco ' 7
" Otros 12

Lot = — ) . CE J
Total 250 '

Para dibujar un diagrama de sectores de los resultados de las elec-
ciones, procedemos como sigue. ntroducimos los datos en an vector

>>x=[183 125 15 8 7 12]
X =
183 1256 15 8 7 12

Y ahora, dibujamos el diagrama. Se puede poner una levenda que nos
indique qué sector corresponde a cada partido politico. Como se puede
observar en el grafico (figura 20), MatLab calcula automaticamente los
porcentajes correspondientes v los pone junto a su sector

>>pie(x),legend(’PP’, ’PSOE’,’CilU’,’IU’,’PNV’,’0Otros’)

(Nota: si la levenda no sale en el lugar deseado, se puede mover utili-
zando el hotdn izquierdo del raton y colocandola en el lugar adecua-
do.)

ii 3!‘

Figura 20. Diagrama de sectores,

Con el comando pie3 se obtiene también un diagrama de sectores,
pero en version tridimensional (ver figura 21).
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Tanto para el comando pie, como para el comando pie3 existe la
posibilidad de separar uno o més sectores para destacarlos con respecto
de los demds. Por ejemplo, si queremos separar los sectores correspon-
dientes a los dos primeros datos

>>pied(x,[1 1 0 0 0 0])

El vector que se pone a continuacion de x debe tener la misma lon-
gitud que el x, los unos y los ceros indican, respectivamente, los sectores
que queremos separar y los que no.

L )

|
L

Figura 21. Diagrama de sectores 3D.

4.2. Diagramas de Pareto

Vamos a utilizar el ejemplo 4.1, pero ligeramente modificado:

I Formacién Politica | Niimero de Escarios |
| Partido Popular | 183
| Partido Socialista Obrero Espariol 124
| Otros 42 .
| Total ! 350 '|

El diagrama de Pareto que produce MatLab constard de barras cuyas
alturas son el nimero de escanos, ordenadas en forma decreciente y sobre
las barras. un poligono con las frecuencias acumuladas de los escarios.
Ademas, en el eje vertical derecho aparece una escala de porcentajes.

Para generarlo, escribimos

>>x=[183 125 42]
X =
183 125 42
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>>pareto(x),ylabel(’'Nimero de Escafios’)
Y obtenemos el grifico de la figura 22.

b — toen

w08 7 Ll
/

e g 4n%

Yarars va acaton

Figura 22. Diagrama de Pareto.

Este comando tiene un pequerio problema y es que si la frecuencia
de uno de los datos es pequeia en comparacién con las otras, puede no
aparecer en el dibujo. Por ejemplo, si hubiésemos utilizado los datos tal y
como aparecian en el ejemplo 4.1, algunas de las barras correspondientes
a los partidos politicos que habian obtenido un nimero bajo de escafios
no habrian aparecido.

4.3. Diagramas de barras

Existen varias posibilidades para representar diagramas de barras.
Supongamos que queremos representar los siguientes datos en un dia-
grama de barras:

Introducimos los datos en un vector
>>x=[10 2 3 5 18 20 15 ];

Y ahora usamos los comandos bar, barh, bar3 y bar3h para gene-
rar los graficos. (Usando el comando subplot podemos conseguir que
aparezcan todos en la misma figura.)

>>subplot(2,2,1) ,bar(x),title(’Barras Verticales’)
>>subplot(2,2,2) ,barh(x),title(’Barras Horizontales’)
>>subplot(2,2,3) ,bar3(x),title(’Barras Verticales 3D’)
>>subplot(2,2,4) ,bar3h(x),title(’Barras Horizontales 3D’)
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i N ]

-] - M s

0

Figura 23. Diagramas de barras.

Obtenemos los graficos de la figura 23.

Hay que observar que las graficas 3D se pueden modificar utilizando
el comando rotate3d descrito en las secciones anteriores.

Los datos pueden estar agrupados, en este caso, las 6rdenes anteriores
los dibujan también agrupados de manera que resulte facil compararlos.
Veamos el siguiente ejemplo:

>>x=[1 2 3;4 3 6; 10 98; 4 2 7;12 10 7];

Ahora, utilizando los mismos comandos que antes, obtenemos los
grificos de la figura 24.

Y por 1iltimo, también se pueden agrupar en 3D, de forma diferen-
te a la anterior, con la orden bar3(x,’group’) y se puede hacer que
aparezcan las barras apiladas con bar3(x, *stack’) (ver figura 25).

4.4. Histogramas

Para generar histogramas se utiliza el comando hist. Por ejemplo,
generamos 1000 nimeros aleatorios siguiendo la normal A'(0,1)

>>x=randn(1000,1);

Con la orden hist(x), obtenemos (figura 26) un histograma en el
que los datos aparecen agrupados en 10 intervalos. Si queremos que
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15

Figura 24. Diagramas de barras con datos agrupados.

aparezcan mas o menos intervalos, habra que indicarlo con >>hist (x,N),
donde N es el mimero de intervalos.

5. GRAFICAS EN MOVIMIENTO: “MOVIES”

Entre las miltiples posibilidades del programa MatLab estd la de
producir grificas en movimiento. Se trata de pequenos programas, lla-
mados “movies”, que elaboran una “pelicula”fotograma a fotograma.
Estos fotogramas, una vez visualizados, producen la sensacion de movi-
miento.

Veamos un ejemplo: queremos dibujar la grifica de la curva y =
Asin(z) para varios valores de A contenidos en el intervalo [—1,1].
Veamos en primer lugar el programa:

En primer lugar, abrimos el editor de programas de MatLab, con
File New M-File. Se abre un editor en el que escribiremos lo siguiente,

Ejemplo 1
function cuerda
% movie cuerda

x=linspace(0,2%pi,1000); n=50;
% n numero de fotogramas
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Figura 25. Datos agrupados en 3D y barras apiladas.

for j = 1:n
t=(2%pi/49)*(j-1);
y=sin(t)*sin(x);
plot(x,y,’*') ,axis([0 2%pi -1.2 1.2])
F(j) = getframe;
end
movie(F,2) % veces que queremos ver la peli

A continuacién lo guardamos (en el directorio que aparece por de-
fecto, Work) con el nombre cuerda. Si se pone otro nombre, habri que
cambiar la primera linea del programa. Para ejecutarlo, basta con escri-
bir el nombre del programa, cuerda, en la linea de comandos.

El niicleo del programa lo constituyen el conjunto de comandos:

for j = 1::m
t=(2%pi/49)*(j-1);
y=sin(t)*sin(x);
plot(x,y,’*’),axis([0 2%pi -1.2 1.2])
F(j) = getframe;

end

Es lo que en programacién se denomina un bucle, esto es, un con-
junto de instrucciones, en este caso, comandos grificos que se ejecutan
varias veces, dependiendo del valor de j. A medida que j varia de 1 a
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Figura 26. Histograma.

50, t varia, de 0 a 27 y, por tanto, A = sin(t) varia entre -1 y 1. Para
cada valor de j se realiza un grafico/fotograma que se almacena con
la instruccion F(j) = getframe;. Por ltimo, el comando movie(F,2)
permite visualizar la pelicula el nmimero de veces que se le indique.

A continuacién se incluyen algunos ejemplos mas de “movies”:
Ejemplo 2
function elipse

% movie
n=30; x=linspace(0,2#*pi,200);

for j = 1l:n
t=(pi/29)*(j-1);
plot(cos(x),sin(t)*sin(x),’rs’),
axis([-1 1 -1 1]);
F(j)=getframe;
end
movie(F,5)

Ejemplo 3
function colores

%, movie
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n=30;

for j = 1:n
x=rand (10) ;
imagesc(x)
F(j) = getframe;
end
movie(F,5)

Ejemplo 4
function membrana

% movie membrana
[x,y)=meshgrid(-1:.1:1); n=20;

for j = 1:n
t=(2%pi/19)*(j-1);
z=2*sin(t)*exp(-x."2-y."2);
surf(x,y,z),axis([-1 1 -1 1 -2 2])
F(j) = getframe;

end

movie(F,6)

Ejemplo 5
function picos
% movie

[x,y,z]=peaks; n=20;

for j = 1:n
t=(2%pi/19)*(j-1);
zl=sin(t)*z;
surf (x,y,z1) ,axis([-3 3 -3 3 -5 5])
F(j) = getframe;
end
movie(F,3)

Ejemplo 6
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function reloj
% movie reloj
n=100;

for j = 1lin;

t=linspace(0,2*pi,1000);
plot(cos(t),sin(t)),axis square hold on horas=0:12;
plot(.9%cos(horas*2*pi/12),... .9*sin(horas#2#%pi/12),'kx*")
hor=pi/2-(j-1)#*2*pi/(n~1); %horaria
plot ([0 .5%cos(hor)], [0 .5*sin(hor)]),
min=pi/2-(j-1)*12*2*pi/(n-1); % minutera
plot([0 .8%cos(min)], [0 .8%*sin(min)]) hold off

F(j) = getframe;
end
movie(F)
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MATEMATICAS, CIENCIA Y TECNOLOGIA:
UNA RELACION PROFUNDA Y DURADERA

Juan Luis Vazquez
Departamento de Matematicas
Universidad Auténoma de Madrid

No te preocupes demasiado por lo que son las Matemdticas
antes de probar tu suerte. Ya lo irds viendo.

RESUMEN

1. Introduccién. Esencia y papel de las Matematicas.
- Un arte puro.
- Otra visién, otro papel.
- Repercusion de la Matematica.

2."Hereéderos de Galileo y Newton.
- Los dos pilares.

3. El siglo de la Razén y de las Luces.
4. El siglo XIX, el gran siglo de la ciencia.

- La Evolucién Interna.
- El contexto social.

5. Un cambio de siglo revuelto.

6. El siglo XX, un siglo de maravillas,
- Nuevas matematicas que nos llegaron de la Fisica.
- Las matematicas que vinieron de la ingenieria.
- Grandes novedades que vinieron de las matemaiticas.
- Las matemiiticas y la vida social. La teoria de juegos.
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7. Ingenieria y matematicas en la tltima revolucién del
siglo. Los ordenadores y la matematica computacional.
- El mundo computacional, un nuevo mundo para las
matematicas.
- Un nuevo paradigma de la ciencia.

8. Los retos y tendencias del siglo XXI. Matemadticas en
las ciencias, la industria, las finanzas y la administracién.

9. De los 23 problemas de Hilbert en 1990 a los problemas
de Clay en 2000.

10. Ejemplos de nuevos cursos.
11. Hechos y opiniones.
- Hacer y ensenar matematicas hoy.
- La modelizacién.
- Promesas y plazos.
- Puntos para un debate.
12. Breve apunte sobre las Matematicas en Espana.

Conclusion.

REFERENCIAS

RESUMEN

Los matematicos suelen decir que la esencia de las Matematicas re-
side en la belleza de los nimeros, figuras y relaciones, y hay una gran
verdad en ello. Pero la fuerza motriz de la innovacién matemética en los
siglos pasados ha sido el deseo de entender como funciona la Naturaleza.
Este aspecto fundamental es pocas veces mencionado.

La Matematica forma junto con el método experimental el esquema
conceptual en que estd basada la Ciencia moderna y en el que se apoya
la Tecnologia, existiendo estrechas interacciones entre ellas. Sobre estas
bases nacié la Sociedad Industrial hace varios siglos, y la nueva Socie-

dad de la Informacién se construye en el presente siguiendo las mismas
pautas.
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En el articulo damos un esbozo de esta relacién con la ciencia y la
tecnologia, de como se puso en marcha y de los héroes que la han hecho
realidad, seguido de una ojeada al futuro, en que Ja relacién se extiende
practicamente a toda la sociedad. Se anade un corto comentario sobre
la Matemaitica en Espana.

1. INTRODUCCION. ESENCIA Y PAPEL DE LAS
MATEMATICAS

La Matemadtica es una disciplina intelectual auténoma, uno de los
exponentes mas claros del poder creativo de la mente humana. Por otra
parte, juega un papel fundamental en la Ciencia moderna, tiene una
marcada influencia sobre ella y a su vez se ve influenciada por la ciencia
de una manera esencial. Estas son, brevemente presentadas, las dos con-
cepeiones que simbolizan las maneras diferentes de ver el gran edificio
que es la Matemitica actual. Estas opciones se reflejan en las populares
denominaciones de Matemadtica Pura y Aplicada. Pero entonces, jes que
existen dos matematicas diferentes? y, si esto es verdad, jpueden coexis-
tir pacificamente ¢ interactuar reciprocamente, o es que viven de hecho
separadas e incluso hostiles una a la otra? En el presente articulo intenta-
remos mostrar que, hoy como ayver, ambas visiones de la matematica son
las caras de una misma moneda, que nos parecen a veces tan diferentes,
a veces tan semejantes.

Un arte puro

Una primera dimensién de las matematicas es en efecto el aspecto
puro, la matemdtica como un arte por derecho propio, un juego que
se juega en nuestras mentes. La Matemitica es un arte que expresa la
belleza en forma de axiomas, teoremas y relaciones logicas o numéricas
v atrae al investigador precisamente por su perfeceién logica, siendo uno
de los ejemplos mas claros y convincentes de la capacidad humana para
¢l razonamiento y el andlisis. Ella impone orden y armonia donde sélo
velamos desorden y caos.

Esta es la dimensién mds préxima al investigador v, como toda forma
pura de arte, tiene una fascinacién que explica por qué los profesionales
consagramos una parte enorme y bastante exclusiva de nuestras vidas
a ella. Resulta natural que los matematicos profesionales tiendan a ver
su ciencia desde este punto de vista del arte en si mismo, con sus con-
ceptos, conjeturas, resultados y métodos de prueba, con sus dreas vene-
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rables: la aritmética, el dlgebra, la geometria y el andlisis, y los nuevos
retonos: la estadistica, el cdlculo de probabilidades, la légica mateméati-
ca, la computacion,... Y estimen sobre todo sus perfectas deducciones
l6gicas. Grandes sabios han profundizado en esta direccién: PITAGORAS
ve en los niimeros la clave de la realidad y PLATON ve en el mundo
de las ideas un mundo de orden mds perfecto que el mundo fisico coti-
diano. De hecho, pocos matemadticos profesionales han sido totalmente
ajenos al sentimiento de que la verdadera Matematica habita mds all4,
en un mundo ideal, esperando a ser descubierta por el artista. En sus
fabulosos 13 libros de Los Elementos, EuCLIDES de Alejandria (325-265
a.C.) establecié a la vez la teoria y las reglas de un juego que sigue sus
pautas hoy como hace 22 siglos. Pocos artistas a lo largo de la Historia
podrén decir lo mismo sobre la repercusién y perennidad de su obra: las
demostraciones de Euclides son aiin hoy dia “las demostraciones” en los
temas por él tratados. Tal es su influencia intelectual que en el siglo XX,
los matematicos asociados bajo el nombre de guerra de Nicolds BOUR-
BAKI osaron repetir la histdrica gesta con unos actuales Elements de
Mathématique'. La matemdtica es pues un arte auténomo que halla la
verdad dentro de si misma. Recordemos a Carl G. J. JACOBI que sostuvo
que la matemadtica sélo existe “para honor del espiritu humano”, Claro
que de ahi también se deriva una cierta concepcién popular, con su halo
romantico pero hoy dia un tanto descaminada, que ve al matemdtico
como un sabio irremediablemente distraido, con poca o ninguna mente
practica.

Otra visién, otro papel

.Refleja lo anterior el cuadro completo de la Matematica? En abso-
luto, la Matemadtica es eso y mucho mas, hay un modo totalmente dis-
tinto de verla y de hacerla que queremos presentar. Junto con el método
experimental, las matemdticas son la base sobre la que se asienta la
Ciencia moderna y, como consecuencia, en ellas se apoya el desarrollo
tecnolégico de nuestras sociedades. Penetra hoy todos los aspectos de la
sociedad contempordnea desde la ingenieria a la informacién, el mundo
de la empresa, la salud, la administracion y las finanzas, sin olvidar el
movimiento de las disciplinas sociales hacia el estatus de ciencias, que
significa en otros términos y con los matices apropiados, el uso combi-
nado en estas disciplinas de los métodos matemdticos y experimentales.
La importancia prdctica de las matemdticas en las ciencias es indiscu-
tible, y no estd de hecho en discusién pues la mayorfa aplastante de
los cientificos es bien consciente del valor instrumental de unas buenas
dosis de matematicas en la ciencia. Asi, una parte cuantitativamente im-

'Con un éxito innegable a pesar de una cierta divisién de piiblico y critica.
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portante de las matemadticas que son ensenadas en las universidades de
todo el mundo se consagra a la educacién de ingenieros, fisicos, quimi-
cos, bidlogos, informdticos, economistas y profesionales de otras varias
diseiplinas,

Sin embargo, creemos que tal aprecio no hace justicia al papel que
las matematicas juegan en la sociedad. Sostenemos que el papel de la
Matematica que es aplicada en diversos contextos sociales va mads alld de
esta descripcion, es més esencial. De hecho:

(I) las matematicas han jugado un papel fundamental en la for-
mulacién de la ciencia moderna desde sus comienzos; una teoria
cientifica es una teoria que dispone de un modelo matematico ade-
enado;

(IT) las matemdticas que se pueden aplicar hoy dia abarcan todos
los campos de la ciencia matemadtica y no sélo ciertos temas espe-
ciales; se trata de matemadticas de todos los niveles de dificultad y
no solo de resultados y argumentos sencillos;

(I1I) las ciencias exigen hoy como ayer nuevos resultados de la
investigacion y plantean nuevas direcciones de estudio a los inves-
tigadores. Pero ¢l ritmo de Ia sociedad contemporanea hace los
plazos sustancialmente mas cortos y la exigencia mas urgente;

(IV) las capacidades del cdlculo cientifico han hecho de la simula-
cion numérica una herramienta indispensable en la comprensién,
diseno y control de los procesos industriales.

(V) cuando se habla de la utilidad de las matemadticas para las
ciencias se incluye implicitamente en este nombre la técnica y la
ingenieria. Pero hoy dia los contornos son mucho mas amplios y
difusos; éste es un aspecto de gran importancia en el presente y el
futuro de las matematicas.

En este articulo trataremos de este aspecto en que la Matem:tica es
el idioma en que estén escritas las paginas de la ciencia; gracias a ella ha
habido un desarrollo del combinado ciencia-tecnologia que ha cambiado
la vida del cindadano de las sociedades tecnolégicamente avanzadas en
los 1iltimos cuatro siglos de una manera mas radical que la Revolucion
Neolitica habia hecho en los noventa siglos precedentes, y el cambio ha
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sido méds dramdtico en las 1ltimas décadas que en siglos enteros anterio-
res.

Es un hecho bien conocido por los expertos que la prdctica diaria
de las ciencias fisicas y la ingenieria utiliza cantidades enormes de ma-
tematica del mas alto nivel. Es mds, los mismos conceptos con que se
formulan sus teorias son esencialmente los conceptos matemdticos. En las
tiltimas décadas hemos presenciado cémo la tendencia hacia la matema-
tizacién alcanza a otras disciplinas, como la Economia, particularmente
el mercado financiero, ramas de la Quimica, la Biologfa y la Medicina,
e incluso las ciencias sociales.

Es un hecho comprobado que la maquinaria matematica, sea impo-
nente o no lo sea, se oculta muy a menudo cuidadosamente al piiblico
en los manuales o en los escritos de divulgacién, como si no existiese,
pues se supone que no serd bien vista por el lector (o que éste no la com-
prenderd). Pero los nuevos tiempos traen cambios saludables: gracias a
la simpatia del piblico por las proezas del cdlculo y la informatica, las
matematicas subyacentes van saliendo a la luz.

Repercusion de la Matematica

En manos del cientifico, la Matemdtica debe permitir asimilar los da-
tos y entender los fenémenos. En manos del ingeniero, es la herramienta
que hace posible construir un modelo numérico o cualitativo cuyo andli-
sis permitird tomar decisiones, disenar artefactos y controlar procesos
de manera eficaz y fiable. Esta actividad es lo que, a falta de un nombre
mejor, llamamos Matematica aplicada. Cubre las dreas cldsicas co-
mo la Fisica Matematica y los Métodos Matematicos para la Ingenieria,
pero tiene hoy dia contornos méds amplios con el advenimiento del cdleu-
lo cientifico y la simulacién numérica. La modelizacién, la simulacién
computacional y el andlisis de datos son herramientas esenciales en la
ciencia y la industria modernas. La Matematica aplicada es simplemente
la Matematica de la realidad, es decir, del mundo real, sea lo gue
sea lo que esta frase significa para cada lector individual.

Senialemos que hay atn otras visiones complementarias de las ma-
tematicas: su aspecto cultural, su importancia en la ensefianza como
vehiculo del pensamiento racional, su importancia para comprender el
mundo diario (las “mateméticas para el hombre de la calle”), su aspecto
de juego intelectnal (el reto de resolver un problema). La Matemética
es al mismo tiempo la ciencia de lo exacto y el cdlculo de lo probable.
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Es la ciencia del razonamiento abstracto y simbélico. Es, también, hoy
dfa, sinénimo de virtuosismo computacional, de capacidad y efectividad
de procesar informacién, tan importante para el mundo que se gesta. Es
el mundo del cientifico que trabaja con un trozo de papel y hoy, tam-
bién, el mundo de la modelizacién, el cdlculo y el control de procesos
industriales. Todo ello forma también parte del miltiple legado de las
matemédticas?,

A continuacién dirigimos nuestra atencién hacia el pasado y presente
de la Matematica Aplicada. El lector puede encontrar conveniente saltar
en una primera lectura la informacién contenida en las notas a pie de
pagina. Ademas, varias férmulas famosas y ecuaciones importantes apa-
recerdn aqui y alld en las paginas. {El propésito no es en absoluto que
sean estudiadas como parte del texto! Es, mds bien, recordar al lector
iniciado su belleza y relevancia, y al mismo tiempo, dejar claro que no
existe ningin camino real (es decir, regio) de acceso a la Matemdtica:
la divulgacion tiene sus limites y una comprensién real de los temas
aqui perfilados implica un estudio serio. En el capitulo final volveremos
a tratar de las opiniones que se debaten y los hechos que sustentan tales
opiniones,

2. HEREDEROS DE GALILEO Y NEWTON

Dos grandes figuras histéricas fijaron el futuro papel estelar de las
matemdticas en los momentos en que nacia la Ciencia moderna. GA-
LILEO lo formulé, NEWTON lo demostrd. No les faltaron precursores.
Habria que recordar que en la Historia Antigua, PITAGORAS de Samos
(569a.C.-475a.C.) sostuvo que todo es niimero y encontrd la maravillo-
sa conexion entre la Misica y la Aritmética, mientras ARQUIMEDES de
Siracusa unié Geometria y Mecdnica en el siglo III a.C. (m. 212 a.C.).
Y un siglo antes de Galileo, el genio universal de LEONARDO DA VINCI
intuy6 el papel central de la Matemadtica en la Ciencia. Una pléyade de
grandes matematicos, los héroes de nuestro relato, los siguieron®. Se pue-

25obre estos asuntos ver VAZQUEZ, J. L. “Las Matemdticas y los objeli-
vos del aro 2000. Un llamamiento a los matemdticos espanoles”. Gaceta de
la Real Soc. Matemdtica Espaniola, vol. 3, 1. 2000. Pégs. 9-22. Ver, también,
http:/ /dulcinea. ucdm.es/ceamm.

YEn el recorrido histérico que sigue, los nombres de Galileo y Newton irin acom-
paiiados de otros matematicos ilustres, a algunos de los cuales adjudicaremos un papel
relevante, Tal seleccién, que nos ayudara a fijar los hitos principales y a conocer a
los héroes de nuestra particular aventura, es sin duda injusta con otros personajes
de la talla de Fermat, Leibniz o Gauss, de lo cual queremos dejar constancia y sélo
la brevedad (el estrecho margen del que hablaba Fermat) y lo concreto de nuestro
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de decir con Newton que los matemadticos que se ocupan de la aplicacién
de su arte otean el futuro desde los hombros de gigantes®,

Procedamos por partes: es verdad que desde la mds remota an-
tigiiedad, las matematicas han estado relacionadas, incluso motivadas,
por problemas précticos. La Aritmética se origina con las actividades
de contar y sumar, la Geometria proviene de medir lineas, superficies
y cuerpos. Pero también es verdad que la Matemadtica, como ciencia
légico-deductiva, tal como fue elaborada y nos fue legada por los griegos,
de Pitdagoras a Euclides, tuvo una base netamente intelectual, digamos
ideal, que siempre ha conservado desde entonces y que es parte funda-
mental de la matematica pura, es decir, de las mateméticas en si mismas.
Este proceso intelectual vive en su propio mundo y no debe nada de su
mérito o belleza a la posible utilidad o aplicacién practica, no mas que
un poema, una sinfonia o un cuadro. Un silogismo fécil y demasiado
frecuente nos llevaria de aqui a concluir que la auténtica matematica
vive esencialmente ajena a la aventura de la ciencia y la tecnologia. Este
silogismo es falso por mucho que haya sido sostenido por no pocos ma-
tematicos, y nos proponemos demostrarlo usando la obra y las opiniones
de las grandes figuras. Pues la historia nos muestra que la simbiosis con
la ciencia y la tecnologia ha sido fundamental y fructifera y que las ma-
tematicas deben mucho de su ser actual y de sus temas estrella a sus
companeras de aventura. Y viceversa.

Los dos pilares

Como es bien sabido, la Ciencia moderna surgié en Europa al final
del periodo del Renacimiento. No se basa sélo en las matemadticas. El
pilar fundamental del edificio en germen fue formulado por el filésofo
y politico inglés Francis BACON hacia 1620 y consiste en el método
experimental’. El objeto preferente de la filosofia se orienta hacia la
Naturaleza, que debemos leer y comprender, y eventualmente controlar;
la observacién es el medio para la comprensién y el experimento es el
test de nuestras predicciones. Las ciencias se formaron alrededor de este
método, primero la fisica, luego las demds: biologia, geologia y quimica.

objetivo nos sirve de excusa, pues el proposito que tenemos en mente no es la historia
de la ciencia.

“Tomado de una frase de Newton sobre sus predecesores en carta a R. Hooke, 1675:
“If I have seen farther than others, it is by standing on the shoulders of giants”. He
tratado de incluir en el texto y notas algunas de las frases mas famosas de matemadticos
v cientificos sobre la Matematica y su aplicacién.

®El método inductivo se presenta en su trabajo Novum Organum o Nuevo Instru-
mento, 1620.



Las matematicas son desde el princi-
pio el otro pilar de las ciencias. Fue
Galileo GALILEL (1564-1642) guien mas
claramente senald a prineipios del siglo
XVII ese rumbo para las nacientes cien-
cias. Suya es la famosa cita tomada de su
carta "Il saggqiatore™® que reproducimos
aqui en detalle: “La filosofia estd escrita
en ese gran libro que constantemente esta
abierto ante nuestros u_ju_ﬁ. el Universo,

pero no puede entenderse a menos que se
GALILEO GALILEI aprenda primero a comprender el idioma

en que esta escrito. a entender sus ca-

racteres. Esta escrito en el lenguaje matematico. v sus caracteres son

triangulos, circulos v otras figuras geométricas,..’

Galileo era un claro defensor del método experimental. al que contri-
buyé con sus famosas observaciones astronémicas y mecdnicas®. Como
hemos dicho. la actitud de Galileo tenia precedentes, siendo los més no-
tables los de Pitdgoras v Arquimedes” en la Antigiiedad v el de Leonardo

“ef. Opere, V1. Pag. 232; “El Ensayador”. 1623,
‘Las famosas palabras no suelen imprimirse en su italiano (toscano) original: “La

filpsofia & seritta in questo grandissimo libro che continuamente ¢t sta aperto mnanz
aglt occhi (10 dico Unniverse), ma non si puo intendere se prima non s'unpara a
mtender lo lingua, € conoscer @ caratter: ne’ qualt € seritto. Egh é seritto i lingua
matematica, e o caratteri son triangol,, cerchi, ed altre figure geometriche, senza 1
.'fl'“u:h Mmeszi ¢ ,Impu_-.-.',lﬁ_:.lf- a mtendere umanamente parola, senza questa £ un aggirars:
vanamente per un oscuro labivinto™

"Dejé escritas sus ideas sobre la fisica, las matemiticas v la ingenieria en el li-
bro Discursos y pruebas matemiticas acerca de las dos nuevas ciencias, escrito en
Florencia antes de 1633, pero solo publicado en el extranjero en 1638 después de los
problemas con la lglesia. Las dos nuevas ciencias son la mecanica y la ciencia del
movimiento, En 1995 la sonda espacial Galileo alcanzé Jipiter y con él los 4 planetas
descubiertos por ¢l sabio en 1610.

"Arquimedes es uno de los “grandes” de la Matematica Pura v Aplicada. Uni-
versalmente conocido por sus contribuciones a la Mecinica, que se puede decir que
fundé como ciencia tedrica, y a la Hidrostatica (principio de Arquimedes), fue también
un genial matematico que aplicd su intuicion mecanica a la Geometria e inventé el
*método de exhaustion” para el cilculo de dreas v voliimenes limitados por figuras
curvas: este método i!lii!]:.i':'l ::1\|uxim.‘u'i--11v.\- SUCESIVRE ¥ €5 Precursor del coneeplo de
limite que tardarda 19 siglos en salir a la luz. Su cdleulo del mimero « fue un récord
durante muchos siglos. También invento una notacion para los niimeros muy grandes
La matemdtica griega tuvo una brillante rama aplicada a la Astronomia con Aristarco
de Samos y Eratdstenes de Cirene.
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da Vinci (1452-1519) un siglo antes, pero la formulacién de Galileo fue
decidida y su propuesta fue puesta en prictica, pues sucedio en el contex-
to histérico adecuado; corroyo las bases del aristotelismo y la escoldstica
dominantes hasta entonces en ¢l mundo intelectual. Dio fruto en breve
tiempo y los cientificos nos vemos reflejados en él.

De hecho, las filosofias son poca cosa si se quedan en palabras y
polémicas, si no son llevadas a término. La gloria del siglo XVII reside
en una serie de grandes filésofos-cientificos (llamados en aquel entonces
fildsofos naturales), quienes, sin olvidarse de la metafisica, se lanzaron
decididamente en pos del conocimiento de la Naturaleza y de la inven-
cion matemdtica: René DESCARTES estudid los principios del arte de
razonar, asi como la mecdnica y el universo; ligéd la geametria al dlgebra
y escribié El Discurso del Método''; Blaise PASCAL escribié sus filoséfi-
cas Pensées pero también investigd los principios de los fluidos (como la
presién), la geometria, el cdleulo y las probabilidades'?. Y andlogamente
hicieron Pierre de FERMAT, Edmond HALLEY, Christiaan HUYGENS y
Gottfried W. LEIBNIZ, un matemadtico, 16gico y filésofo del mayor re-
nombre.

Estamos ya listos para conocer a uno de los caracteres y de los mo-
mentos mas cruciales en la historia de la ciencia. En efecto, el siglo al-
canza su culminacién con la figura de Isaac NEWTON (1642-1727), quien
demuestra el éxito indiscutible de la propuesta de Galileo aplicada a la
mecanica. Ataca los problemas bésicos debatidos durante el siglo y

(i) concluye que el movimiento de cuerpos sélidos sigue una ley ma-
tematica simple que relaciona la segunda derivada del espacio (respecto
al tiempo) con una entidad invisible pero real, la fuerza. En términos
matemiticos, F = ma;

(ii) al aplicar esta teoria a los cuerpos celestes, concluye que se mue-

""Los intereses de Leonardo, un genio verdaderamente universal, abarcan la pintura
y la escultura, la ingenierfa y la arquitectura, la fisica y las matemdticas. Cientifico
y visionario, dibujé los planos de un ohjeto volante (el precursor del helicéptera) y
acund el término turbulencia en los fluidos. He aqui una cita pertinente de Leonardo:
“Ninguna certeza existe donde no es posible aplicar la matemdtica o en lo que no
puede relacionarse con la matemdtica”. Por si quedaba duda de la opinién del gran
hombre.

" Le Discours de la Méthode. Leiden. 1637, un trabajo importante en la historia
de la ciencia. Su trabajo Les Météores es considerado el primer esfuerzo por poner el
estudio del tiempo atmosférico sobre una base cientifica. Su mds famoso dicho es sin
duda el “cogito ergo sum”, “pienso luego existo”.

7Y se ocupé de construir una maquina de calcular de la que volveremos a hablar,



ven en sus Grbitas de acuerdo con la ley de atraccion universal. En

- " v .
formulas, F = Gmm'/r>.

Para estudiar matemadaticamente los
movimientos resultantes de estas leyves. des-
ciitbre lo que nosotros llamamos Cileulo In-
finitesimal v resuelve las ecuaciones dife-
renciales. Es mas, la formulacion misma de
sus leves no es posible sin los nuevos con-
ceptos tomados del Caleulo Diferencial e
Integral. que lleva los nombres de Newton
v Leibniz. v que fue inventado combinan-

do las intuiciones de la mecanica v de la

aeometria ¥d .

[SAAC NEWTON

En 1687. en que se publica su trabajo
monnmental. los Principia'. la mecdnica queda sélidamente fundamen-
tada sobre las mismas bases que tiene hoy dia. La matematica no es sélo
una herramienta indispensable, en realidad es el idioma en que se con-
cibe y expresa la (Nencia, ésta es la razon del titulo del libro. Desde ese
momento. la descripeién de la dindmica v la evolucion de los sistemas
mecinicos es una parte esencial de las matemsticas. Sigue un periodo de
enorme desarrollo. durante el cual, la matemdtica intenta cumplir este
mievo papel fundamental.

Newton es considerado generalmente el eientifico mas influyvente en la
historia de la humanidad'®. Permitasenos aportar algunos datos adicio-
nales para entender bien la grandeza de su legado. Podemos anotar a su
crédito los fundamentos de la mecanica y la astronomia. del caleulo dife-
rencial e integral v las ecuaciones diferenciales; pero también estudio la
naturaleza de la lnz. puso los fundamentos a la éptica v contribuyd con
notables adelantos téenicos como el telescopio de refraccion. Ademas de
todo esto, estudid los Huidos que se llaman hoy dia newtonianos, ex-
plico v ecalenld el funcionamiento de mareas por medio de la atraccion

lunar. computo la velocidad del sonido ( v también se interesé por la teo-

Para situar a Newton en la perspectiva .\;:Tlr[ai.‘i-‘i;l hemos de combinar su for-
macion matematica con ¢l conocimiento astrondmico que heredo de Tyelio Brahe,
Johannes Kepler v Galileo.

”."hf{muph:m Nuaturalis Prinewia Mathematica, es decir, “los Principios Ma-
temdticos de la Ciencia™.

SIMMONS. J. The scientific 100, Citadel Press, Kensington Publ. Corp. Nueva
York, 1996.
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logia, la alquimia y la astrologia, rasgo bastante comiin de esos tiempos
que no debe extrafiarnos en un gran cientifico)'®, Su prestigio entre sus
contemporaneos era enorme y los filésofos més brillantes del siglo XVIII
(Hume, KANT, VOLTAIRE!") estudiaron su trabajo y creyeron posible
extender su fabuloso éxito a todos los campos de la filosofia, tarea que
ha resultado ser de una dificultad extrema. De hecho, todavia estamos
ocupados en ella.

La inmensidad de la tarea de entender la Naturaleza no escapé a
una persona tan penetrante como Newton, con todo su éxito. Una de
sus opiniones més famosas dice como sigue: “T do not know what I will
look like to others; to myself, I seem to have been only like a boy playing
on the seashore, and diverting myself in now and then finding a smoother
pebble or a prettier shell than ordinary, whilst the great ocean of truth
lay all undiscovered before me”.

3. EL SIGLO DE LA RAZON Y DE LAS LUCES

Durante los tres siglos siguientes, una parte de ese océano se ha visto
colmado de verdad, ciencia y matemdticas. La ciencia y la tecnologia,
bases de la Revolucién Industrial, han progresado con las teorias, razo-
namientos y experimentos. Como consecuencia, la sociedad del siglo XX
ha cambiado més radicalmente con respecto al siglo XVII que todo lo
que habia pasado en varios miles de anos antes, desde el inicio de las
grandes civilizaciones agricolas. El confort de la casa, el transporte, y
las comunicaciones, la salud del ciudadano actual, descansan sobre bases
técnicas completamente desconocidas para las personas del Siglo XVIL

Quienes prefieran contemplar el panorama de las matematicas ac-
tuales, al final del largo camino, son invitados a saltar las proximas 3
secciones y proceder con las matematicas del siglo XX. Mas atn, quie-
nes quieran sélo asomarse al futuro harian bien en avanzar hasta la
seccion 7. Para quienes se interesan por qué pasé entre tanto, el relato
contintia en el comienzo del sigla XVIII. Empezando con el ya citado
Leibniz, gran filésofo y rival de Newton en la famosa y un poco triste

6 «from the same principles, | now demonstrate the frame of the System af the
World".

"Merece la pena recordar que los Principia fueron traducides al francés por la
amiga del 1ltimo, la Marquesa de Chatelet, con su colaboracién, en 1756. Mujer muy
notable, la Enciclopedia Britdnica la describe como “Gabrielle- Emilie Le Tonnelier du
Bretewil, Marquise du Ch., French mathematician and physicist who was the misiress
of Voltaire™. S6lo en el texto del articulo se entera uno de sus muchos logros.



“disputa del cilculo™, una serie de brillantes mateméticos (diriamos me-
Jor fisico-matematicos), como la familia Bernoulli, Euler, D’ Alembert,...
aprovecharon el potencial del nuevo cdleulo v formularon matematica-
mente todo tipo de problemas mecanicos: problemas de disparo. proble-
mas sobre la caida de los cuerpos. sobre el movimiento de los fluidos, de
vibraciones mecanicas, de minimizacion....

Los métodos infinitesimales son igualmente poderosos en su apli-
cacidén a la geometria, una disciplina que vive en simbiosis intima con
la mecinica. Los sabios estudian ¢l Célenlo de Variaciones, un nombre
para el cileulo de valores minimos de los llamados “funcionales™ que
florecera en el siglo XX como un capitulo fundamental del Analisis Fun-
cional, por entonces ni siquiera previsto. Jean Le Rond D'ALEMBERT'®
estudio la vibracién de las euerdas y eseribié la ecuacion de ondas
que lo llevé a descomponer una funcién en suma de ondas elementa-
les, tarea también emprendida por Leonhard EULER (1707-1783), quien
realizé la descomposicion en suma posi-
blemente infinita de funciones sinusoida-
les. Euler es quizdas el matematico mas
prolifico de la historia, hizo contribu-
ciones fundamentales a la Geometria, el
Andlisis v la Teoria de Nimeros, pero
también a diferentes ramas de la Mecani-
ca. la Elasticidad, la Hidrodinamica. la
Acistica, y hasta la Misica. Su latin no
es dificil v sus libros de texto pueden leer-
se hoy con provecho y placer (jpreferente-
mente traducidos!). Vivié una gran parte de su vida en San Petersburgo.
por lo que se le atribuye la fundacion de la matematica rusa, junto con
Daniel Bernoulli. El problema de las sumas infinitas preocupara a los
matematicos en el futuro préximo pero no en estos momentos de des-
cubrimiento y euforia, v menos aiin a L. Euler cuya intuicién parece no
tener limites.

LEONHARD EULER

Algunas de las glorias v penas de la matematica como idioma de
la mecdnica pueden observarse en el estudio de los fluidos. Una teoria
sistematica escapo incluso al genio de Newton. De hecho, el aspecto mas
dificil de esta teoria consiste precisamente en encontrar las hipotesis
matematicas justas que permitan construir un modelo matematico, es

"*Representante muy conocido de la Hustracidn francesa, quien combiné una bri-
llante carrera matemdtica con la publicacidu de la famosa Enciclopédie, juntamente
con D. Diderot. (No todos los matematicos viven en una nube!
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decir, matematizarla tal como realmente es'?. Hacia el afio 1738, Johann
y Daniel BERNOULLI establecen la ciencia teérica de la Hidrodindmica
sobre la base idealizada de los llamados fluidos perfectos. El estudio fue
continuado por Euler que escribe las famosas ecuaciones (1755)

p((f—u+u-Vll}—i—Vp=(L V-u=0,
ot

(en la notacién actual) cuya resoluciéon analitica general ha resistida
al paso del tiempo®. Es mas, D' Alembert puso en evidencia las limi-
taciones de la idealizacién implicita en el concepto de fluido perfecto
mostrando que un obstéculo sélido sometido a un “viento” perfecto no

sufrirfa ningiin arrastre neto y ninguna sustentacion neta.

Esta dificultad nos devuelve al pro-
blema filoséfico original. el papel de las
matematicas. De hecho, la dificultad se
origina porque la mecanica tedrica no
trata de la Naturaleza, que escapa en
SUl mas pura esencia a nuestra curiosi-
dad, sino que trata mas bien del mode-
lo matemadtico que nosotros nos po-
demos formar de ella. La concordan-
cia experimental nos permite confirmar
que una teoria es buena como modelo
del mundo fisico, pero nunca que es un
modelo perfecto®!. La modelizacién ma-
temadtica es un aspecto fundamental de

PIERRE S. LAPLACE

la matematica actual y clave de su posible utilidad.

A pesar del fracaso relativo con los fluidos, cuando termina el Siglo de
las Luces una sensacion de optimismo invade las mentes de los mejores
matemdticos - mecdnicos, como son Joseph Louis LAGRANGE, autor de
la Mécanique analytique®?, y Pierre Simon LAPLACE. El tiltimo publica
su monumental libro Mécanique céleste (1788). Es también autor de la
Théorie Analytigue des Probabilités (1812), una de las mas importantes
referencias en el desarrollo de la teoria de las probabilidades. La ecuacién

"Recordemos aquf el dicho de Newton sobre su mecinica: Hypotheses non fingo,
vo no me invento las hipotesis o axiomas.

*Guardan su misterio atin hoy dia: la existencia de soluciones cldsicas dados datos
iniciales regulares en 3 dimensiones espaciales es todavia un problema abierto.

“"Volveremos a este asunto al hablar de Einstein.

2"Que describe las ecuaciones generales del movimiento, llamadas ecuaciones de
Lagrange.



de Laplace, Au = (), es una de las mas famosas de la Fisica®®. Basando-
se en sus estudios mecdnicos pensé que el universo funciona como un
reloj (determinismo) y declard que los problemas matemaiticos mas im-
portantes estaban ya propuestos v resueltos, o a punto de ser resueltos
en un corto tiempo. Afortunadamente, la Historia demostraria que el
gran hombre erraba en este tema. ;No recuerda ésto algunos recientes v

acalorados debates sobre el fin de la Fisica o de la Historia?

4. EL SIGLO XIX, EL GRAN SIGLO DE LA CIENCIA

La contribucidn del siglo XTX a la Matematica, tanto pura como apli-
cada, es sorprendente por su novedad, por lo inesperado de su evolucion
v por su riqueza v amplitud de temas, Empecemos por las matematicas
que vinieron de la fisica.

e La electricidad y el magnetismo: De Michael FARADAY a J.C.
Maxwell, experimentos v leves parciales cubren un camino que cuen-
ta con los nombres de Gauss. Ampere. Qersted, Biot, Savart. Lenz....
hasta llegar al (impresionante) sistema de eenaciones diferenciales en
derivadas parciales que relaciona
los campos eléctricos v magnéticos
(1863). obra cumbre de James Clerk
MAXWELL?Y, Las ecuaciones de Max-
well (que no detallaremos en este mo-
mento por su complejidad. aunque sin
duda merecen lugar de honor en es-
te texto) son uno de los logros mayo-
res de la Matemitica en el siglo XIX.
Gracias a James Maxwell. una nue-
va rama de la ciencia, cuya existen-

cia era insospechada un siglo antes, al-

canzo ¢l nivel de perfeccion matemiti-
JAMES C. MAXWELI ca (que Newton habia otorgado a la
mecinica. La teoria electromagnética
tendra profundas repercusiones no solo sobre las ecuaciones diferencia-
les v el andlisis funcional, sino ademéds sobre la naciente topologia (a
través de conceptos como la homologia)?". Elaborando las ecuaciones
“'Los ingenieros v cientificos aplicados usan la transformada de Laplace.
“‘Publicacion en forma final como Treatise on Electricity and Magnetism, 1873,
“Maxwell es considerado el fisico tedrico inds importante del siglo XIX; Einstein
opinaba que ¢l trabajo de Maxwell representd la revolucion mas significativa en el

estudio de la fisica desde Newton. La teoria de propagacion de ondas es hoy dia

=l
=
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de Maxwell se llega a la ecuacién de ondas, que es la herramienta que
nos permite describir la propagacién de los fenémenos electromagnéti-
cos en forma de ondas, caracterizadas por tres parametros: primero, la
amplitud A; segundo, la velocidad, ¢, que depende del medio (y es por
consiguiente constante en el vacio); tercero, la frecuencia de oscilacién,
w, que es una cantidad que varia con €l tipo de onda. En breve, y para
una dimensién espacial, la ecuacién y su solucién se escriben

U = Cuzz = u= Acos(kz —wt+ ),

donde u es la intensidad de la oscilacién, k = w/e¢ se llama mimero de
onda y ¢ es una constante, la fase, de la que no debemos preocuparnos
por ahora, y los subindices indican derivadas parciales. Pero veamos, jes
tan necesaria esta formula para proceder? La respuesta es que si, pues
poco después, y como reflejo de la generalidad del pardmetro w en el
modelo matematico, Heinrich R. HERTZ predice y descubre las ondas
electromagnéticas fuera del rango visible (las ondas de radio, 1888), y
Guglielmo MARCONI descubre la telegrafia sin hilos, es decir, la radio
(1895), introduciéndonos asi al mundo de las comunicaciones que son el
alma del siglo XX. Y otra gran sorpresa: aparece una incompatibilidad
con la mecdnica de Newton sobre la que hablaremos en un momento.
Quede dicho esto sobre las consecuencias de la formulacién matemaética
en la evolucién de la ciencia.

e Los fluidos reales, de Claude Louis NAVIER a George Gabriel Sto-
KES, 1821 a 1856 y después. Las ecuaciones de Navier-Stokes describen
los fluidos reales y gobiernan el comportamiento de los fenémenos at-
mosféricos (el clima, la Meteorologia, la Hidrologia, la futura Aeronduti-
ca). La formulacién correcta de las ecuaciones que describen el movi-
miento de los fluidos reales tardé por consiguiente unos 180 afios tras
los esfuerzos de Newton, las matematicas profundas no se hacen en dos
dias. Una serie de brillantes matemadticos figuran entre los modelizado-
res, como S. POISSON y J. C. SAINT VENANT, asi como el médico J.
L. M. POISEUILLE, que investigé el flujo sanguineo. Lord KELVIN y H.
HELMHOLTZ ponen las bases para el estudio matemadtico de la vorticidad
y los torbellinos. La comprensién matemadtica de los fluidos turbulentos,
ya mencionados por Leonardo, es todavia un problema abierto.

una de las ramas clasicas de la matemidtica aplicada, en sus miiltiples variantes.
Matematico excelente, Maxwell era defensor del método probabilistico en la Ciencia,
que ¢l aplicd al estudio de gases (distribucién de Maxwell) y se le atribuye la frase:
“Ya verdadera légica del mundo es el Cdleulo de Probahlidades”.



Para no alargar excesivamente nuestro texto mencionaremos sélo dos
teorias fisicas mds de gran importancia y repercusién matematica:

e La Termodindmica, que estudia los intercambios de calor, adquiere
una fundamentacion matemadtica sélida con James JOULE, Saadi CAR-
NOT, J. R. MAYER.... Tiene una profunda repercusién sobre el cilculo en
derivadas parciales y el concepto de diferencial exacta. Esta teoria inclu-
ye la famosa Segunda Ley de la Termodindmica (la ley del crecimiento
de la entropia en el Universo), una ley fundamental en la ciencia. Mien-
tras que su declaracion matematica es simple, su interpretacién practica
tiene implicaciones profundas que ocupan a generacion tras generacién
de estudiosos®.

e Por iltimo, mencionemos la Mecdnica Estadistica, asociada a los
nombres de Maxwell, L. BoLTzmMANN v W, J. GIBBS, que tallaron toda
una rama de la Fisica Matemaitica basada en el Cilcule de Probabi-
lidades, rama de las matemdticas que habia permanecido un tanfo al
margen de esta aventura cientifica?”. Esta idealizacién matemética del
azar habia sido elaborada en el fabuloso siglo XVII (ca. 1650) por B.
Pascal, P. Fermat y C. Huygens para comprender los juegos de azar, y
avanzada luego por BUuFroN, BERNOULLI, DE MOIVRE y Laplace entre
otros. De repente, el coneepto de probabilidad cobra vida para la ciencia
fisica a la hora de modelar el comportamiento de cantidades enormes de
particulas®®, Veamos por qué: las particulas estdn sujetas evidentemente
a las leyes de la mecinica de Newton. Pero, dado que hoy se sabe que
¢l niimero de moléculas de un gas por litro aleanza la fantdstica cifra de
2.69 x 10?2 en condiciones normales (0° C de temperatura y 1 atm. de
presion)?, es del todo imposible seguir sus trayectorias individuales. La
mecinica estadistica propone un comportamiento medio con efectividad

*Con consecuencias insospechadas: la entropia es hoy dia un concepto central en
la Teoria de Informacién tras el trabajo de C. Shannon, “The mathematical theory of
communication”, Bell Syst, Techn. Journal 27, 1948, Pags. 379-423, 623-658.

*"La tumba de Boltzmann en el cementerio central de Viena tiene como ornato
su famosa férmula de la entropia en mecdnica estadistica, § = klog W, que puede
considerarse una gesta del espiritu puro en la biisqueda de la comprensién de los
secretos de la Naturaleza. El Jibro de Gibbs, Elementary Principles in Statistical
Mechames, publicado al final de su vida en 1902, jugd para la fisica estadistica un
papel similar al de Maxwell para el eleetromagnetismo.

**Este no era un paso trivial. Boltzmann conté para ello con su creencia en la
existencia de los dtomos, que encontrd fuerte resistencia en el momento por parte
de cientificos famosos como E. Mach. jY estamos a finales del siglo X1X! La agria
controversia afecté seriamente a la salud de Boltzmann.

*En los libros de quimica suele mencionarse la cantidad de atomos por cada mol
= 22,4 | de gas, el llamado mimero de Avogadro, 6,022 x 10*,
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sorprendente: de ella es inmediato predecir la relacién de la tempera-
tura con la energia v la presién para un gas perfecto, jy la prediccion
ideal resulta ajustada a los datos experimentales! La distribucién de
Maxwell-Boltzmann, n = Ae E/KT | es un objeto matemédtico que tiene
en mecanica estadistica un papel tan importante como la distribucién
gaussiana en la ciencia estadistica usual.

Cambiemos de escena para retratar
a otro de nuestros héroes, una “vida
ejemplar”. Bernhard RIEMANN (1826-
1866) es una de esas figuras sorpren-
dentes enya obra contiene lo mejor
de la matematica pura y aplicada. El
gran matematico aleman, muerto joven.
es bien conocido como un gigante de
la matemédtica mas pura. Nos lego la
hipétesis sobre los ceros de la “funcién
zeta” (Hipétesis de Riemann) cuya de-
BERNHARD RIEMANN mostracion es quiza el problema abierto
de las matemdticas mas famoso al en-
trar el siglo XXI, tras la reciente resolucién de la conjetura de Fermat.
La hipétesis de Riemann afirma que las soluciones (o ceros) interesantes
de la ecuacion ((s) =0, estdn situadas sobre una misma linea recta en
el plano complejo, precisamente la de ecuacién Re(s) = 1/2. Esto se ha
verificado para las primeras 1.500.000.000 soluciones™. Una prueba de
que el aserto es verdad para toda solucién aclararia muchos misterios,
desde la distribucién de nimeros primos a cuestiones de fisica tedrica.
Riemann fue un investigador de mente geométrica que ligé la suerte del
andlisis complejo a las transformaciones conformes y pensé en los espa-
cios generales de varias dimensiones definidos a partir de su geometria
local®'. Hoy dfa. llamamos a esas geomnetrias riermannianas y son la base
a partir de la cual se construye la fisica tedrica.

Pues bien. el mismo Riemann estudio la propagacion de gases com-
presibles v llegé a la conclusién de que el modelo matematico®, enten-
dido en el sentido de las soluciones clasicas. era contradictorio (porque

Wpara los curiosos de las formulas, ((s) =14+ 1/2° +1/3" +---,

M8 famoso articulo “On the hypotheses which lie at the foundations of Geometry”,
1854, En alemin “Ueber die Hypothesen, welche der Geomelrie zu Grunde liegen”,
1854, publicado en 1368.

*n sistema de ecuaciones en derivadas parciales no lineal de tipo hiperbdlico,
para quien desee el detalle.



preveia lineas caracteristicas que se cortan, y sobre las cuales, las varia-
bles fisicas - densidad, presién y velocidad - tomarian valores distintos
simultineamente). Sin embargo, aventuré que la teoria era correcta si se
cambiaba radicalmente el punto de vista y se admitian como soluciones
de una ecuacion diferencial funciones que no sean derivables, ni siquiera
continuas. Ante tal atrevimiento, tan tipico de las mejores matematicas
de los siglos XIX v XX, recordamos de nuevo a Newton: Riemann no se
inventaba esa teoria. La teoria de las ondas de choque es hoy dia un tema
fundamental de la dindmica de gases y de su aplicacion a la aerondutica,
y es por ello una de las dreas mas activas de investigacién matemadtica
en ecuaciones en derivadas parciales, ... y de la ingenieria.

La Evolucion Interna

Pero, incluso tras el elogio de Riemann, esta vision seria totalmente
injusta si no tuviera en cuenta la evolucion interna de las matematicas,
que habian llegado a un alto nivel de madurez tras 300 anos de intenso
desarrollo. Solo comentaremos aqui muy brevemente este importante
capitulo, pues es mas conocido por el piblico matematico, Varios son
los temas estrella, tan inesperados como cargados de futuro; geometrias
no euclideas de J. C. F. GAuss®, Janos Boryar y N. I. LOBACHEVSKI,
fundamentacion del edlculo infinitesimal de Augustin L. de CAuchy,
la teoria de funciones de Karl WEIERSTRASS, la l6gica matemiitica de
George BOOLE, la teoria de conjuntos de Georg CANTOR, por citar sélo

un nombre al lado de cada gran capitulo®.

Existen campos de investigacion en que las matematicas toman cla-
ramente el relevo a la fisica en la tarea de extraer el jugo de un concepto.
Esto sucede con el problema de representacion de una funcién como una
smma de funciones simples, resuelto por Brook TAYLOR y Colin McLAU-
RIN para las sumas de potencias y planteado por Daniel Bernoulli (1753)
y Leonardo Euler para las sumas trigonométricas que aparecen en las
ecuaciones de ondas y el calor. Es gracias a la insistencia de Joseph

o

FOURIER (1822)% que los matemdticos se adentran en la aventura de

Rl “Principe de los Matemiticos”, quizéd el matemitico mdis sobresaliente y co-
nocido de la historia. Hizo contribuciones fundamentales a la teoria de mimeros, al
dlgebra, a la geometria diferencial, a la geometria no euclidea; la distribucién mis
popular de probabilidad lleva su nombre, asi como uno de los teoremas de integracion
mis famosos de la fisica matemadtica.

*Queremos dejar constancia expresa de la incomodidad que nos causa pasar tan de
prisa por temas tan importantes de la Matematica, sin los que muchas de las pdginas
que seguiran no tendrian sentido.

*Escrito de 1807, memoria presentada a la Academia de Ciencias de Parfs y pu-
blicada en 1822,
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dar un sentido riguroso a las sumas infinitas de funciones trigonométricas
generales

e
a ;
f(z) = % - Z{u,, cos(wz) + by, sin(wx)}.
2 =

=

CarL F. Gauss JosepH FOURIER

Este es el origen de un darea mayor de la teoria de funciones, conoci-
da como Andlisis de Fourier. La tarea estaba cargada de grandes difi-
cultades y tuvo grandes éxitos. Asi. cuando Paul pu Bois RAYMOND
construy6 (1873) una funcién real continua y periédica cuya serie de
Fourier no converge puntualmente, parecia que algo iba realmente mal
en el andlisis matematico de los fenémenos oscilatorios. Tras cuidadoso
examen, tres opciones se planteaban al investigador:

(1) modificar la nocion de funeién,

(ii) modificar la definicién de convergencia,

(iii) reemplazar la base de senos y cosenos por candidatos mejores.

s mérito notable de la comunidad matemadtica que los tres caminos
hayan sido explorados con éxito asombroso®®. El teorema fundamental
de sumacién de series de Fourier se debe a L. CARLESON, 196677, y
necesita itiles como la convergencia en casi todo punto, los espacios L2
v la maquinaria del andlisis del siglo XX.

He aqui dos citas de Fourier para animar el debate sobre Matemdtica Pura contra
Aplicada: La primera es “Las ecuaciones del diferencial de la propagacion de calor
expresan los condiciones mids generales, y reducen las prequnitas de la fisica a proble-
mus de andlisis puro, y éste es el objeto apropiado de la teoria”. Ahora la segunda:
“El estudio profundo de la naturaleza es la fuente mds fecunda de descubrimientos
matemdticos”™

¥ %On convergence and growth of partial sums of Fourier series™. Acta Math, 116,
1966. Pigs. 135-157



El Contexto Social

Es interesante decir dos palabras sobre la evolucion social de la cien-
cia en el siglo XIX. Este es el siglo en que las revoluciones industrial, bur-
guesa y democritica se asientan en Europa trayendo consigo la extension
de los estudios cientificos e industriales tanto en universidades como en
otros centros especializados™®, con lo que aumenta exponencialmente el
cuerpo de profesores investigadores. Los avances son tan impresionantes
que el final de siglo vuelve a encontrar a los matematicos en franco op-
timismo, si uno se fia de la historia escrita por el gedbmetra aleman Felix
KLEIN*, Otra caracteristica de este periodo es la profunda separacién
que s¢ manifiesta entre matematicos, fisicos e ingenieros, consecuencia
del enorme crecimiento de sus campos de estudio. Tal separacidn, a ve-
ces divorcio, tendria consecuencias profundas sobre la evolucién de las
matemdticas en el siglo XX, e incluso sobre el mismo concepto de ma-
tematica.

5. UN CAMBIO DE SIGLO REVUELTO

En todo caso, el cambio de siglo es espectacular tanto en fisica como
en matematicas. En éstas aparecen en el firmamento figuras extraordina-
rias como Henri POINCARE (1854-1912) y David HILBERT (1862-1943),
que marcaran profundamente las matematicas del siglo XX. Pero una
gran parte del brillo en retrospectiva se debe a que el cambio de siglo
fue una época de crisis, pues las evidencias de fenémenos fuera del gran
esquema se acumulaban.

e El experimento de Michelson-Morley (1887) prueba que la veloci-
dad de la luz es efectivamente constante (independientemente del siste-
ma de referencia inercial), como predecia la teoria ondulatoria basada en
las ecuaciones de Maxwell, El modelo mecdnico del mundo de Euclides-
Newton tiene por primera vez una gran grieta.

e La observacion de las particulas suspendidas en los gases revela
un movimiento altamente irregular, el movimiento browniano (Robert
Brown, 1827). Este es un golpe para la geometria de Euclides basada

W Muchas de las Escuelas de Ingenicros se fundan en Espafia en”esa época, como
las de Montes y Caminos en 1834,

W Lectures on the development of mathematics in the 19th century. He agui una
cita de Klein: “los grandes matemdticos como Arquimedes, Newton o Gauss siempre
unieron teorfa y aplicaciones en igual medida”,
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en puntos, rectas y curvas regilares (al menos regulares a trozos).
o -]

HENRI POINCARE Davip HiLBERT

e Las sorpresas de la teoria de funciones llevan a la teorfa de con-
juntos (Georg Cantor), que junto con la légica (George Boole, Gottlob
FriEcE, Giuseppe PEANG) son la base de un intento de fundamentar
las matematicas rigurosamente de una vez por todas. Las matematicas
proponen a la ciencia los conceptos de teoria coherente® y completa.
Surgen las escuelas v las disputas: logicismo (Alfred N. WHITEHEAD
y Bertrand RusseLn?!), intuicionismo (Luitzen BROUWER) y formalis-
mo (David Hilbert). Las paradojas (de Russell, de BURALI-FORTI, de
RICHARD) siembran un caos notable en los espiritus menos fuertes.

e No existen titiles analiticos ni computacionales para abordar las
complejidades de las ecuaciones de los medios continuos, como los fui-
dos. En consecuencia, las matemadticas practicas de la ingenieria se su-
men en una serie de aproximaciones v recetas que las divorcian de la
teoria.

e Pero, incluso, el tema clasico de la integracion general de las ecua-
ciones del movimiento para tres o mas cuerpos celestes se muestra im-
posible®?. A grandes males, grandes remedios: H. Poincaré propone los
métodos cualitatives y abre las puertas a la geometria algebraica y la
topologia (llamada entonces Analysis Situs, 1895). Pero al tiempo, des-
cubre con sus métodos tedricos una tremenda complejidad escondida en
el modelo matematico (que son los sistemas dindmicos). Uno de estos

W consistent en inglés.

Ysu famoso libro Principia Mathematica data de 1910.

Heomo expone H. Poincaré en su libro Méthodes nouvelles de la mécanique véleste,
Paris, 1899,
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monstruos son las orbitas homoclinicas que sembrardn de caos la mecdni-
ca celeste cuando Poincaré sea bien comprendido (lo que llevé bastantes
décadas). Para mejor medir la estatura de nuestro héroe valga la siguien-
te cita: “en sus cursos en la Facultad de Ciencias de Paris desde 1881, y
de la Sorbona desde 1886 Poincaré cambiaba de tema cada atio, tocando
la dptica, la electricidad, la astronomia, el equilibrio de los fluidos, la
termodindmica, la luz y la probabilidad™.

e Agreguemos algunas notas mds optimistas. Asi, la teoria de la in-
tegracién de funciones se ve coronada por los trabajos de E. BOREL y
H. LEBESGUE*. En adelante el calculo posee un concepto de integral
(la integral de Lebesgue) donde el proceso de tomar limite es natural, el
analisis funcional puede crecer (espacios de Hilbert) y el famoso proble-
ma de DIRICHLET* tiene solucién (en un sentido atin visto como raro).
El precio a pagar es la construccién de una teoria matemadtica sofisticada
que los estudiantes de ciencias e ingenieria deben estudiar y absorber, o
al menos han de aprender a convivir con ella®d.

e Descubrimientos importantes de naturaleza matemditica ocurren
en otras ciencias y dardn fruto en el préximo siglo. El Cientifico ru-
50 Dmitri MENDELEYEV encontré el orden en el caos de los elementos
quimicos y propuso la Tabla Periédica en 1869, que es hoy dia la base del
tratamiento fisico-matemadtico de la Quimica. Por otro lado, el monje,
botdnico y experimentador de las plantas austriaco, Gregor J. MENDEL
formulo las leyes racionales de la herencia, poniendo asi los fundamentos
matemdticos de la ciencia de la Genética*®,

6. EL SIGLO XX, UN SIGLO DE MARAVILLAS

A estas alturas, esperamos haber comunicado al lector la impresién
de la profunda simbiosis de la Matematica con la Fisica, de sus sorpren-
dentes y en muchos casos inesperadas interacciones. La historia de tal
simbiosis incluye ya aplicaciones teenologicas avanzadas, preludio de lo
que sera el nuevo siglo. La explosion de la Matemitica y la Ciencia en el
siglo XX hace aconsejable reducir nuestro texto a algunos de los temas

La important{sima contribucién a la teorfa de la integracidn figura en su tesis
doctoral, Intégrale, longueur, awre. Universidad de Nancy, 1902,

*Nombrado en honor a P. L. Dirichlet, el primero que probé que la serie de Fourier
converge bajo ciertas condiciones

45 parafraseando a J. von Neumann. “Ad astra per aspera”, dice el adagio latino.

46 Versuche iiber Pflanzenhybriden, ( “Experimentos con hibridos de plantas™), pu-
blicado en 1886.
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mdés importantes. Un rasgo sobresaliente es la matematizacién progresi-
va de las demds ciencias, que aparecen ya como nuevos horizontes para
la Matematica Aplicada.

Nuevas matematicas que nos llegaron de la Fisica

El comienzo del siglo XX es testigo de dos grandes revoluciones en la
manera de concebir el mundo fisico, que cambiaron de forma radical el
“universo newtoniano”. Comprobado el hecho de que la luz no se com-
porta como era esperado, la teoria que lo explica trae consigo consecuen-
cias dramaticas sobre nuestro concepto de espacio-tiempo, que afectan
en la préictica a la Astronomia y al comportamiento de las particulas
que se mueven deprisa. Por otra parte, en el extremo de lo muy pe-
queiio, se observé que los dtomos, moléculas y particulas subatémicas
tampoco obedecen a las leyes de comportamiento tan cuidadosamente
observadas por los entes macroscépicos, aunque por otras razones. Son
dos grandes revoluciones cuya mds intima esencia se expresa en formulas
matemadticas. Examinemos con algiin detalle el surgir de ambas teorias.

e La Teoria de la Relatividad. Albert EINSTEIN, el Hombre del Si-
glo segiin la revista Time (ano 2000), propuso las dos versiones de la
relatividad: en 19057 (la relatividad especial) y en 1916 (la relatividad
general). Esperamos no sorprender al lector al afirmar que en ambos ca-
sos se trata de una profunda reflexién sobre las matematicas que sirven
de base a la Fisica.

La relatividad especial tiene como precursores a LORENTZ, Poin-
caré y MINKOWSKI, que estudiaron el grupo de invariancia que corres-
ponde a la nueva geometria del espacio-tiempo, La relatividad general
usa los conceptos geométricos que Riemann elabord més de un siglo an-
tes como un puro Gedankenerperiment, es decir, experimento mental,
sobre las “hipdtesis que subyacen a los fundamentos de la geometria”, y
que fue desarrollado por la escuela de geometria diferencial italiana de
Riccl, LEVI-CiviTA y BIANCHL La relatividad serd un gran campo de
juego de la geometria diferencial en el siglo XX. De las ecuaciones de
Einstein se llegard al Big Bang y a los agujeros negros ( OPPENHEIMER y
SNYDER, 1939; PENROSE y HAWKING). Todo un ejercicio de matemética
pura como modelo de una rama de la fisica.

471905 fue el annus mirabilis para Einstein. En tres articulos separados explic el
efecto fotoeléctrico, el movimiento browniano y la teoria de la relatividad. Es impro-
bable que tal hecho vuelva a repetirse.



Conviene, sin embargo, no olvidar
la otra cara de la Relatividad: desde la
primera confirmacion experimental de
Lord A. EnDpINGTON en 1919, incesan-
tes experimentos han servido para con-
firmar (mejor dirfamos. con la modestia
de Einstein. no refutar) la teoria de la
Relatividad. Pues en la ciencia real no
se inventan las hipotesis*™.

Hagamos una pausa para echar
una mirada a algunas de las férmu-
las principales. En septiembre de 1905,
Einstein publico un corto articulo en
que demostré la formula fundamental

ALBERT EINSTEIN

E = me? sobre la equivalencia ma-
temdtica de masa v energia, que se ha
convertido en un clasico de la cultura popular del siglo XX. Por otro
lado. las leyes de transformacion de la Relatividad Especial. que reem-
plazan a las leyes de transformacion galileanas a velocidades relativas
altas. conocidas como las leyves de transformacion de Lorentz. son :
Y t =t + !—,l,"..r".

o2
donde la constante ~ se llama factor de dilatacion del tiempo. De-
pende de la velocidad relativa v y viene dado por la expresion:
v = 1/y/1 = (¥2/c2). Por consiguiente, la suma de velocidades sigue
la sorprendente regla

u’+r
U= ey
1 + 5F

muy en contra de lo que estamos acostumbrados a creer (es decir, u =
' +uv).

“He aqui una opinidn significativa de Einstein sobre las matematicas: “Mathema-
tres deals excluswely with the relation of concepts to each other without consideration
of their relation to experience. Physics too deals with mathematical concepts; howr-
ver, these concepts attan physical content only by the clear determination of thewr
relation to the objects of experience”, de The theory of Relatuwaty, 1950. Las opinio-
nes de Einstein son tanto mas interesantes si se tiene en cuenta que, contrariamente
a otras grandes figuras en la historia de la Fisica, como Newton o Maxwell, no fue
matematico excepcional, por lo menos téenicamente. Dejé. sin embargo, un legado
impresionante a las matematicas a traveés de sus teorias.

=
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La férmula mds conocida de Einstein es sin duda E = m ¢?, que forma
con la férmula cudntica de Planck, E = hv, toda una nueva visién de la
energia al principio del siglo. La energia habia sido uno de los conceptos
clave de la evolucién de la fisica v las mateméticas que la acompanan
en el siglo XIX, y se ve sometida a profunda revisién matemditica en
los comienzos del siglo XX. Precisamente, los quanta (0 cuantes) son
nuestro proximo tema.

e La Mecanica Cuantica describe el comportamiento de la materia
y la luz a la escala atémica. En palabras del gran fisico R. FEYNMAN,
“Things on the very small scale behave like nothing you have any direct
experience about”. En particular, asistimos a otra enorme brecha en el
hasta entonces, perfecto edificio de la mecanica newtoniana. El segundo
recorrido magico®® del comienzo del siglo XX nos lleva de la hipétesis
de los quanta de MAX PLANCK, 1900, a la ecuacién de SCHRODINGER
(1926) pasando por N. BoHr, L. DE BROGLIE, W. HEISENBERG Yy
P. A. M. DirAc. El acceso al mundo atémico queda codificado en la
maravillosa ecuacién
_ I

3)&5 = _ﬁ‘ﬂw + V(x} y| Z, t)¢l

donde h es la constante de Planck reducida, h = h/2m, i = /=1, A
es el operador laplaciano y V = V(z,y,2,t) es el potencial. Todo ello
parece realmente un trozo de la Cébala, y en el momento inicial se du-
daba de qué representaba exactamente la variable ¥(z,y, z,¢) llamada
“funcidon de onda”. Tal es el poder de la Matematica, estos fisicos ge-
niales habfan encontrado un trozo del Cédigo Matemético del Universo
pero atin habian de interpretar qué significaban las variables. En 1928,
Max BORN propuso la interpretacién probabilista, donde [¢(z,t)|? es
la densidad de probabilidad de encontrar la particula en el lugar z en
el instante ¢, y aunque es mayoritariamente admitida, hay quienes se
resistieron, siguiendo a Einstein en eso®. Porque la Mecdnica Cuéntica
es un desafio fundamental a la manera previamente admitida de mirar
el mundo, al determinismo tradicional y a la causalidad. Se puede decir
que el determinismo esta basado en el supuesto de que “el conocimiento
exacto del presente permite calcular el futuro”. ;No es ése el sueno de
las ciencias exactas, y no es cierto que la Mecdnica Cudntica subvierte
esa creencia? Ponderando el problema, W. Heisenberg encontré en 1927
la respuesta siguiente: “no es la conclusion [de la hipétesis determinista)
lo que es falso, sino la hipdtesis inicial”.

“Cita homenaje a “The Magical Mystery Tour”, Lennon y McCartney, 1967,

*08uyo es el famoso comentario: “God does not play dice”, “Dios no juega a los
dados”.



Dejando al lado el mundo de las interpretaciones. debemos informar
que esta teoria, aun estando basada en el mas alto nivel de abstraccion
matematica. es confirmada por todo un siglo de experimentos. La par-
te magica. que tanto abunda, tiene un momento estelar cuando Dirac,
usando la formulacién relativista, propone la existencia de los positrones
(1932) porque “las ecuaciones admiten el cambio de signo con respecto
a la solucian que describe ¢l electron”,. ..y el positron fue debidamen-
te descubierto® por los fisicos experimentales poco después (Anderson
v Blacket. 1932-33). Dirac predijo la existencia del antiproton que fue
confirmado por Segre en 1955, v también el monopolo magnético, pero
esta vez su existencia ha quedado sin confirmaeion hasta el momento
presente. Las predicciones de Dirac son un ejemplo notable. de ninguna
manera unico, en que el modelo matematico va delante de la evidencia
oxpm'inmnta.l"‘z. /No nos recuerda todo esto a Hertz?

La cosecha matematica de la
Mecanica Cudntica no es escasa:
la teoria de operadores antoad-
juntos en espacios de Hilbert con
su correspondiente teoria espec-
tral son desarrolladas por John
VON NEUMAXNN (Janos v. N., 1903-
1957), uno de los genios mas poli-
facéticos del siglo™. con el objeto

de dar sentido a los operadores que

J. V. NEUMANN

aparecen en la ecuacion, operado-

"0 deberfamos decir mejor “encontrado” o “reconocido™?
Por otro lado, la ciencia basada solamente en argumentos o analogias matematicos
puede ser mala ciencia. Un ejemplo: existe una tendencia matematica a afirmar que

en el reino de particulas ciertas simetrias matemadticas son “ley” de la naturaleza.
En particular, deberia ser entonces correcta la ley de conservacion de la paridad, que
especifica que las particulas elementales v sus imagenes especilares deben comportarse
idénticamente; en 1956-57, tres chino-americanos T, . Lee, C. H. Yang., v C. 5. Wu
conjeturaron primero y probaron después que hay procesos subatdmicos que violan
esa ley

"1, von Neumann, Mathematische Grundlage der Quantenmechanik, *Fundamen-
tos Matemiiticos de la Mecdnica Cudntica”™. Springer, 1932, La trayectoria de Von
Neumann recorre las dreas mas diversas de la Matematica pura v aplicada: en su
juventud modificd el sistema Zermelo-Fraenkel de la reorin de conjuntos, cred las
dlgebras de v.N. en teoria de operadores, es el padre de la Teoria de Juegos v lo
veremos lnego en el lastitnto para Estudios Avanzados de Princeton como uno de los
padres del primer gran ordenador moderno. Después de la guerra se ocupd de la hi-
drodinamica, de los métodos numéricos (Monte Carlo, estabilidad para los esquemas
en diferencias finitas), la teoria de autdémntas, v asi sucesivamente
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res laplacianos y demds. Su teoria se basa en el trabajo precursor de
S. BANACH y los expertos italianos en cdlculo de variaciones, pero la
Mecdanica Cudntica tiene sus caprichos: necesita unos objetos de la se-
gunda generacién, los “operadores lineales no acotados en espacios de
Hilbert”. Estamos, pues, en el borde o més alld de los temas de la licen-
ciatura en Matemdticas, lo cual es informacién interesante para quienes
sostenian que toda matemdtica iitil ha de ser muy facilP*. Junto con el
Cileulo de Variaciones, la Mecdnica Cudntica ha sido cantera inagotable
de problemas para el Andlisis Funcional, rama de las matemdticas que
toma vuelo propio.

Por otra parte, el comportamiento anémalo de las particulas endnti-
cas respecto a las cldsicas tiene aspectos matemdticos simples y relevan-
tes, como su distinto comportamiento estadistico, gue lleva a las dis-
tribuciones de Bose-Einstein y Fermi-Dirac que “corrigen” a Maxwell-
Boltzmann.

Las matematicas que vinieron de la ingenieria

e La Aerondutica. Tras los impresionantes avances de la fisica ma-
tematica del siglo XIX y en particular de la mecdnica de fluidos, pudiera
parecer que un problema antiguo como el del vuelo, que ya habia ocu-
pado a Leonardo da Vinci, deberfa estar resuelto. Y los experimentos
con globos habian tenido éxito un siglo antes®. Ademads, la teoria de la
variable compleja y de los flujos potenciales y vorticosos habia obtenido
un notable progreso. Pero con todo este progreso, el vuelo propulsado
(por un motor) no era entendido ni practicado, y un desanimado Lord
Kelvin reconocia a finales de siglo XIX que el sueno del vuelo propulsa-
do era quizd imposible®®. Es entonces cuando el método experimental es
reivindicado por los hermanos Wilbur y Orville WRIGHT, fabricantes de
bicicletas y consumados experimentadores, que logran volar en un arte-
facto propulsado en las inhéspitas playas de Kitty Hawk, Carolina del
Norte, en la desapacible manana del 17 de diciembre de 1903. Es el na-
cimiento de la Aerondutica. La reaccién de los tedricos fue fulminante y
a la altura del desafio. Durante el periodo 1905-10, los principales ingre-

¥ Me refiero en particular a las opiniones del famoso matematico inglés G. H. Hardy
en su libro A Mathematician’s apology, Cambridge University Press, Cambridge, 1940,
que refleja puntos de vista muy distintos de los sostenidos en este artfculo, ver espe-
cialmente la seccién 26. Es un libro muy conocido y de un gran interés. El tiempo no
parece haberle dado la razén en el tema que nos ocupa. Debe tenerse en cuenta que
en 1940 la relevancia prictica de las teorias sofisticadas como la Mecdnica Cudntica
podia muy bien no ser evidente, como lo es hoy para el lector avisado.

5 Hermanos Montgolfier, 1783,

% “heavier-than-air flying machines are impossible”, dijo en 1895,



dientes matematicos que faltaban al modelo teérico fueron comprendidos
(N. E. Zaukovskr, M. KutTta, L. PRANDTL, S. A. CHAPLYGIN). S¢
trata de los conceptos de sustentacion, circulacién, capa limite, separa-
cién, régimen laminar y turbulento. Una ingenieria nace y nos llevara en
30 anos mads alld de la barrera del sonido. Y nacen ramas de la ma-
tematica aplicada, como la teorfa de las perturbaciones singulares, la
teoria de los flujos supersénicos y transénicos y la teoria matematica de
la combustion®”.

Resistimos aqui la tentacién de detallar las otras ramas de la inge-
nierfa que también han tenido una interaccién activa con las matemati-
cas. Lo cual no significa en absoluto que ignoremos su importancia, tra-
taremos el tema en la seccion 8.

Grandes novedades que vinieron de las matematicas

Las matematicas han vivido el siglo XX muy pendientes del des-
arrollo interno de las ideas recibidas del fabuloso siglo anterior. Para
mas fortuna, el siempre dificil y en general fallido intento de prever las
lineas del futuro contd con una confirmacién en la famosa propuesta de
D. Hilbert al II Congreso Internacional de Matematicos, celebrado en
Paris. En 23 problemas, Hilbert resumia los principales retos con que se
enfrentaban las matematicas, desde las mas puras a la fisica mateméti-
ca®. Esos 23 problemas han sido de gran importancia en el transcurso
de los anos, pero otras lineas inesperadas han venido a complementarlos
v competir por las candilejas. Senalemos tres desarrollos importantes
entre tantos.

e El cilculo de probabilidades. Como respondiendo a la necesidad
planteada por la mecdnica cuantica, pero en realidad independiente-
mente, Andrei N. KOLMOGOROV establecié en Moseil la probabilidad
axiomatica® sobre la teorfa de conjuntos y la teorfa de la medida, tarea
a la que se asocian los nombres de P. LEvy en Francia y N. WIENER

5"Mis hacia la matematica tedrica tenemos la teoria matemditica de la explosion
para las ecuaciones diferenciales no lineales, de tanta actualidad. Permitasenos agre-
gar que, aungue la practica de la ingenieria aerondutica descansa en bases tedricas
firmes, las matematicas profundas involucradas estan lejos de ser bien entendidas y
la investigacion es muy activa

**Debe decirse empero que éste iltimo tema estaba relativamente mal representado,
y Hilbert dedicd mucho esfuerzo al asunto en los afos siguientes, BROWDER, F.
(ed.) “Mathematical Developments arising from Hilbert Problems”. Proceedings of
Symposia tin Pure Mathematics, XXVIII. Amer, Math. Soc. Providence, 1976.

#8y libro titulado. Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, “Fundamentos
del Caleulo de Probabihidades”, es publicado en 1933.
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en EE.UU, Hemos de recordar aqui que Boltzmann fue un estudioso del
movimiento browniano, que L. BACHELIER escribié su tesis en Paris en
1900 en un intento (infructuoso de momento) de modelar los mercados
financieros, y que Einstein recibié el premio Nobel en 1921 no por la
teoria que le hizo famoso sino por sus estudios del efecto fotoeléctri-
co ... del movimiento browniano. Las cadenas de Markov habfan sido
estudiadas desde 1900 por A. A. MARKOV.

Hoy dia, la teoria de los procesos estocdsticos, en particular los pro-
cesos de Markov, es una de las dreas predilectas de esta floreciente rama
de las matematicas, y el Cilculo de ITO es una herramienta esencial
del analisis estocdstico continuo que compite con el cilculo infinitesimal
clasico de Newton y Leibniz. Todo este desarrollo era completamente
desconocido, incluso insospechado, hace poco méas de un siglo y se ocupa
de informarnos sobre los fenémenos aleatorios y su evolucion probable,
es decir, nos permiten hacer predicciones sobre lo no exacto. Como es
ya usual en nuestro relato, se trata de un empeno no sélo académico,
sino que tiene aplicaciones muy importantes en los procesos cientificos,
industriales y financieros.

e El caos determinista. El estudio del caos generado por las ecuacio-
nes diferenciales, ya anunciado por Poincaré, cuyas matematicas habian
madurado gracias al impulso de diversos matematicos, especialmente G.
BIRKHOF, ha de esperar a la obra de un fisico dedicado a los estudios
del clima para adquirir el impulso definitivo. En efecto, se atribuye a
Edward LoreNTz, del MIT, ese mérito %. Preocupado por el estudio
de los procesos convectivos en la atmosfera propone un simple modelo
no lineal consistente en 3 ecuaciones diferenciales ordinarias que no me
resisto a copiar

z' = —-10z + 10y,

Yy = 28x —y + zz,

7= -g—z + zy.

Para esta eleccion de los pardmetros (es decir, los coeficientes de la ecua-
cidn, que pueden ir variando en el problema) encuentra sorprendido que
las trayectorias numéricas que produce su ordenador no convergen a nin-
guna situacién periédica. El articulo de 12 paginas data de 1963. Surgen
conceptos que llegaran al gran piblico, como caos determinista y atrac-
tores extranos, y toda una rama de las matemdticas tanto tedricas como
experimentales, una gran novedad posible gracias al desarrollo de los

%08y famosa publicacién “Deterministic non-periodic flow”. ATMOS, J. Sci 20.
1963. Pégs. 130-141.
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ordenadores. Autores como S. SMALE y M. FEIGENBAUM se hacen céle-
bres®!. Entran en escena los conjuntos fractales de B, MANDELBROT®?,
va anunciados en la obra de G. JULIA en los afios 209, Hurgando en la
historia se descubre como precursor la figura gigante de H. Poincaré que
habia previsto este caos en su cabeza.

El estudio de los procesos caéticos, fractales y turbulentos es una de
las fronteras del pensamiento matemético actual.

* Nuevos conceptos de solucién en las ecuaciones diferenciales.
Hacia los anos 30 era claro para muchos investigadores que ¢l concep-
to cldsico de solucién era insuficiente para construir una teoria de las
ecuaciones diferenciales que satisfaga las necesidades de las ciencias a
las que se aplican. En efecto, es natural en esta disciplina plantear pro-
blemas, es decir, conjuntos de ecuaciones y datos adicionales, que sean
bien propuestos; siguiendo a J, HADAMARD, ello quiere decir que tales
problemas han de tener una solucién, que ésta ha de ser tinica si se dan
datos suficientes, y que ademas tal solucién ha de depender continua-
mente de los datos. No se trata ya de que la solucion sea cldsica, pues
ésta puede no existir o puede que no sea el concepto de solucién cuya
existencia resulta natural demostrar.

Enfrentados con este reto, los matemdticos han desarrollado diver-
sas nociones de soluciones generalizadas con significado fisico. Quiza el
ejemplo mis notable haya sido el problema de minimizacion de energia
de Dirichlet ya mencionado™, motivacién de los espacios de Hilbert.
Otro ejemplo basico es el problema de Riemann de la dindmica de gases,
va mencionado. Un tercer problema similar lo afronta J. LERAY% en
1933 en el estudio de las soluciones de las ecuaciones de Navier-Stokes
de los fluidos reales (viscosos) en el espacio tridimensional. Gracias al
trabajo de los analistas funcionales (S, L. SOBOLEV, L. SCHWARTZ,...)

"ef. STEWART, lan. Does God play dice? The New Mathematics of Chaos. Pen-
guin. Londres, 1989,

“of. MANDELBROT, B. The fractal geometry of Nature. 2nd ed. San Francisco,
1982.

“ISu publicacion data de 1918,

“*Se trata de minimizar la integral de energia [, [Vu|*dz entre todas las funciones
admisibles u = u(z) definidas en un recinto del espacio € y que toman valores asigna-
dos en el borde de {1; Vu designa el gradiente de u. El problema de principio, crucial
para la correcta solucidn, es qué se entiende por funcién admisible,

% Jean Leray publicé tres articulos sobre el asunto en 1933-34. El tiltimo es el “Essai
sur les mouvernents planes d'un liguide visqueuz emplisssant l'espace”. Acta Math.,
63. 1934,
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se introducen los conceptos de solucidn débil y solucion en el sentido de
las distribuciones. Resumiendo mucho, no se pide a las soluciones que
posean todas las derivadas implicitas en la ecuacién sino que cumplan
con ciertos tests. Con los expertos en leyes de conservacién (P. LAX, O.
A. OLEINIK, S. N. KRUzZHKOV) se llega a las soluciones de entropia,
que no son siquiera continuas (y se recupera asi el legado de Riemann,
Rankine y Hugoniot y sus ondas de choque).

En nuestros dias aparecen nuevos conceptos de solucién para satis-
facer las crecientes necesidades, como las soluciones viscosas de M. G.
CRrANDALL, L. C. Evans y P. L. LioNs. L. CAFFARELLI extiende es-
te concepto a los problemas de cambio de fase o froutera libre, donde
la discontinuidad es parte fundamental del planteamiento matemadtico.
Y la saga continua con las soluciones mild, soluciones de semigrupos,
soluciones renormalizadas,...

Uno de los aspectos mas llamativos de estos nuevos conceptos es
su compatibilidad con las soluciones numéricas propias de los métodos
discretos del célenlo numérico. Se halla asi una sorprendente alianza
de los conceptos abstractos y los numéricos contra “la rigidez de los
clasicos”. Por otra parte, el Anilisis Funcional pasa a formar parte del
curriculo bésico del matemitico aplicado y el ingeniero.

Las matematicas y la vida social: la teoria de juegos

La teoria de juegos analiza los “juegos”, es decir, situaciones en que
se da un conflicto de intereses. Parte de los juegos mas simples, pasa-
tiempos que pueden ser analizados completamente; de ellos se pasa a
los “juegos reales” como el poker o el ajedrez, y de ahi a los complejos
problemas de estrategias en dreas de enorme interés social como la eco-
nomia o la politica. Vemos en ello un gran paralelismo con el proceder
del cdlculo de probabilidades y la estadistica, que pasan de los juegos de
azar con cartas o bolas a la estadistica industrial y social por un lado,
y al comportamiento de los gases o los 4tomos por otro.

El primer teorema en teoria de juegos es atribuido a E. ZERMELO,
fundador de la versién de la teoria de conjuntos ZF hoy tomada por
estindar, y se titula “Sobre una utilizacién de la teoria de conjuntos en
la teoria del ajedrez”; 1913%. Yendo hacia atrds en el tiempo, el pri-

86 “{feber eine Anwendung der Mengenlehre nuf die Theorie des Schachspiels”. 1813,
Pégs. 501-504 en los Proceedings of the Fifth International Congress of Mathemati-
cians, Vol 11 (E. W. Hobson and A. E. H. Love, eds.), Cambridge University Press),



mer libro de las matemadticas de la competicién parece ser de Augustin
COURNOT en 1838%7. Otro conocido matematico, E. BOREL, escribi6 so-
bre juegos de estrategia en el periodo 1921-27 y dio una prueba restrin-
gida del teorema del minimax, uno de los resultados mas importantes
de la matematica aplicada del siglo XX al decir de Casti %,

Pero son dos grandes figuras quienes asientan las matematicas de la
competicién en el siglo XX. Uno es J. vox NEUMANN, que demuestra
en 1928 el teorema del minimax y analiza en su famoso libro con MOR-
GENSTERN, 1944, los juegos cooperativos y de suma cero®. El otro es
J.F. Nasu™ que en cuatro articulos fundamentales de 1950-53 estable-
ce la teoria de los juegos no cooperativos’t. Los conceptos de equilibrio
dominante y equilibrio de Nash son hoy dia herramientas matemditicas
hdsicas de la prdctica econdmica y politica (en sus diversas vertientes de
eleccién social) y deberian ser mejor conocidos por el gran piblico. J.
Nash recibié el Premio Nobel de Economia en 1994 y es uno de los pocos
Premios Nobel Mateméticos, junto con los economistas J. TINBERGEN 2,
L. KANTOROVICH ¥ SELTENS,

La Economia Matemaitica desborda evidentemente el tema de los
juegos, la competicion y las estrategias, que forman el reino de las ma-
tematicas de la llamada Microeconomia. Después hablaremos brevemen-
te de las matemadticas del mercado financiero.

En la Teoria de la Eleccién Social es importante el Teorema de Im-

BTEl libro se titula Recherches sur les Principes Mathématiques de la Théorie des
Richesses, titulo de lo mas prometedor. Hemos de mencionar La Teoria de la Evolucién
de Darwin, que toca en un sentido el tema con su seleccién natural, que produce
situaciones de equilibrio.

5¥3us cinco favoritos son la teoria de juegos, ¢l teorema del punto fijo, el problema
de parada de Turing, el método simplex y ... se ruega al lector que consulte el libro.
CASTI, J. L. Five Golden Rules. John Wiley. New York, 1996. Five More Golden
Rules. John Wiley. New York, 2000,

"2 Theory of games and economic behaviour. J. von Neumann and O. Morgenstern.

""Famoso tamhién por sus trabajos en geometrin y en ecuaciones en derivadas
parciales v por su azarosa biografia reflejada en un filme reciente,

"1 Entre ellos NASH, J. F. “Non-Cooperative Games”, Annals of Mathematics. 1951;
“Two-Person Cooperative Games”, Economelrica. 1953

“Tinbergen es importante en nuestro relato, pues fue uno de los primeros propul-
sores de la modelizacion matematica mas alld de los confines de la fisica; T. vio que
las aplicaciones de las matemiticas podian afectar a muy diversas dreas.

30tros cientificos galardonados que han aparecido en nuestro relato son Lorentz,
Raleigh, Planck, Einstein, Bohr, de Broglie, Heisenberg, Schridinger, Dirac, Born y
Feynman en Fisica v Lord Russell en Literatura.
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posibilidad de ARROW™, que pone un limite a las capacidades de los sis-
temas axiomaticos de eleccién, aplicando a la ciencia social las ideas de
los célebres resultados de indecibilidad e incompletitud de Kurt GODEL
(1931) para la aritmética formal, uno de los resultados més notables de la
Matemadtica del siglo XX, El resultado de Gédel trata de la indecidibi-
lidad intrinseca a todos los sistemas formales que incluyan la aritmética,
tema de Légica y Fundamentos de la Matematica de apariencia eminen-
temente pura y por ello de nula interaccion con el mundo préactico si
hemos de creer a los fervientes defensores del aislamiento esencial de las
matematicas puras. Pues bien, volveremos a hablar de él en el préximo
tema, que trata de ordenadores, de la mano de otro de nuestros héroes,
A. Turing.

7. INGENIERIA Y MATEMATICAS EN LA ULTIMA
REVOLUCION DEL SIGLO. LOS ORDENADORES Y LA
MATEMATICA COMPUTACIONAL

La realizacion practica del viejo sueno de construir una maquina
de calcular toma cuerpo en forma del moderno ordenador que acredita
dos origenes, la Tecnologia y las Matematicas, los cuales confluyen en
un fantdstico invento en el afo 19467°, Por una parte tenemos el viejo
proyecto de la maquina de calcular, pensada ya en el siglo XVII por B.
Pascal” y G. Leibniz’®, y que debe tanto a Ch. BABBAGE a principios del
siglo XIX™, proyecto que es realizable en el siglo XX de forma eficiente
gracias al avance de la electrénica: primero el tubo de vacio y luego una
espectacular saga de progresos técnicos que nos llevan al semiconductor,
a la miniaturizacién y al chip®®.

Pero el ordenador o computadora no nace como maquina de calcular

T Kenneth J. Arrow, trabajo doctoral en 1948-49 publicado en Social Choice and
Individual Values en 1951. En 1972, Arrow recibié el Premio Nobel de Economia por
sus contribuciones al estudio del equilibrio econdmico y la eleccién social.

" La incompletitud de los sistemas formales fue publicada en “Ueber formal unents-
cheidbare Saetze der Principia Mathematica und verwandter Systeme”. “On formally
undecidable propositions of Principin Mathematica ond other related systems”,

"Con esta fecha hago referencia al ordenador ENIAC.

77Su machine & caleuler, 1a Pascalina, se hizo [amosa.,

"8Leibniz pensé en la direccién de! dlgebra, la l6gica simbélica y el lenguaje uni-
versal. Recientes investigaciones histéricas indican que una cierta primacia de tales
maquinas calculadoras se debe a otro aleman, Schickard (1623) pero su maquina no
llegd a funcionar.

" Babbage trabajé toda su vida en un proyecto mecdnico, la Analytical Machine,
el precursor del moderno ordenador electrénico, con la notable ayuda de Ada Byron,
Lady Lovelace, hija del poeta y matemdtica.

Y9E] circnito integrado fue inventado por R. Noyee y J. Kilby en 1958,



pasiva, sino que nace con un programa. Esta es la herencia de la logica
matemitica, desde G. Boole con su dlgebra al programa de formalizacién
de las matematicas de D. Hilbert, que lleva a la prueba de indecibilidad e
incompletitud de Kurt Gédel en 1931 que destruye el suefio de Hilbert de
una matematica de demostraciones automaticas. Ello provoca el interés
de otro matematico genial, ALAN TURING (1912-1954), que traduce el
programa de formalizacién al lenguaje de las miquinas, 1937%1, e inventa
con Alonzo CHURCH la teoria de la computabilidad, afios antes de que
¢l ordenador viera la luz.

Sigue un momento histérico: el es-
fuerzo de guerra, el desciframiento del
codigo alemdn Enigma, ... Entra en
escena von Neumann con la idea del
programa en memoria, y se construye
el ENIAC en 1946%.

La computadora moderna surge
como una miquina calenladora eficaz
con cuatro caracteristicas: es de utili-
dad general, electrdnica, digital y pro-
gramable; las dos iltimas propieda-
des se relacionan directamente con las
matematicas. La primera computado-
ra comercial, UNIVAC, funcionéd en
1951. En estos 50 anos se pasa de las grandes méaquinas (armatostes)
que manejan kilobytes o megabytes a los ordenadores personales con
capacidad de decenas de Gigas y a la WWW. La dualidad en el mun-
do del ordenador contimia en forma de la famosa pareja Hardware y
Software™.

A. TuRING

M4On Computable Numbers, with an application te the Entscheidungsproblem™.
Proceedings of the London Mathematical Society. 1937.

%2 Las siglas ENIAC significan Electronic Numerical Integrator and Camputer, cons-
truido por J.W. Mauchly y J.P. Eckert en la Univ. de Pennsylvania; hoy es reconocido
el trabajo pionero de J.V. Atanasoff. Mencién merecen también el Colossus inglés,
1942, v las mAquinas alemanas %1 a Z4. METROPOLIS, N., HOWLETT, 1., ROTA,
G. C. (Eds.) A History of Computing in the Twentieth Cenlury. Academic Press. New
York, 1980. Todas estas maquinas tenian un proposito militar.

"Los ordenadores personales aparecen en 1977 y, en contra de las predicciones
de los gunis, han ocupado la escena, gracias sin duda al progreso impresionante del
hardware: un chip puede contener al final del siglo XX unos 10" transistores,
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El mundo computacional, un nuevo mundo para las matemati-
cas

El mundo del ordenador estd cambiando poco a poco la vida diaria del
cindadano: las transacciones bancarias, el correo electrénico, la reserva
de pasajes, ... Su efecto sobre las matemaéticas, menos conocido por el
gran piblico, es atin mds dramdtico. Aparc _en por un lado, las nuevas
ramas de la Matematica Computacional teérica, como la teoria de la
computabilidad y la complejidad y la teoria de autématas y lenguajes
formales. Pero todas las ramas de la matematica pura y aplicada se
contagian de la repentina capacidad para calcular efectivamente lo que
antes era sélo imaginable, y este nuevo gusto se propaga como una in-
feccién (potente pero benigna) en la practica cotidiana de las matemati-
cas: matematicos, cientificos e ingenieros calculan érbitas de satélites
o trayectorias de sistemas dindmicos, distribuciones numéricas o series
temporales de procesos reales, mapas climatolégicos o estudios de singu-
laridades, distribucién de temperaturas en un alto horno o propiedades
estadisticas de los ceros de la funcién Zeta de Riemann,... Y la finanza
y la administracién también calculan.

Entre los notables cambios acaecidos, las mateméticas tienen un pa-
pel importante en los procesos industriales u otros en que se combina la
experimentacion en laboratorio con las nuevas herramientas matemati-
cas: aparece la combinacion de modelizacién matematica - analisis
matemadtico - simulacién numérica y visualizacién - control,
que forma una herramienta de uso habitual en los més diversos campos:
las comunicaciones, la prediccién del tiempo, la astrofisica, la ingenieria
minera, industrial, la industria del automévil y del petréleo, los pro-
blemas medioambientales y la ecologia, la economia y las finanzas, las
conmmnicaciones, y en este momento, la biologia y la medicina, como ve-
remos con algiin detalle en la seccién 8. Esta area de las mateméticas
tiene como tarea aproximar de una manera eficaz las soluciones de mo-
delos matematicamente muy sofisticados y complejos. El interés por su
desarrollo y aplicacién da lugar a los grandes Institutos y Centros de
Cileulo.

Los nuevos conceptos: modelo numérico, simulacién numérica, expe-
rimento o exploracién numérica, visualizacién dinamica,... se hacen de
uso diario en el medio cientifico e industrial. El desarrollo de métodos
de formulacién numérica de los modelos continuos, como las ecuaciones
diferenciales, es una rama fundamental de la matemaética computacio-



uan LU Varquez

nal (a saber, los métodos de diferencias finitas, y elementos finitos®, los
volimenes finitos,...). El estudio de las propiedades y la convergencia
de estos métodos constituye el Andlisis Numérico, que tiene una cone-
xién profunda con el Algebra. Por otra parte, la capacidad de cdlculo
da nueva vida a la matematica discreta, como la teoria de grafos, con
sus importantes aplicaciones (por ejemplo, a las redes telefénicas y en
general al mundo de las comunicaciones).

Un nuevo paradigma de la ciencia

El broche final de esta evolucién vertiginosa es ¢l surgimiento de un
nuevo paradigma cientifico en que la Ciencia computacional es el
tercer componente bdsico del método cientifico, junto con la Teoria y
el Experimento. Nos hallamos pues ante una alteracién profunda de la
herencia cientifica de Galileo y Newton, que la enriquece en la direccién
de las matematicas,

Esta nueva vision, que comenzo en la ingenieria y las ciencias fisicas,
se practica hoy dia intensamente en todas las ciencias, dando lugar a
nuevas disciplinas o subdisciplinas, como la Fisica Computacional
v la Dindmica de Fluidos Computacional, la Biologfa Computacional o
la Quimica Computacional. Programas de las licenciaturas (incluso nue-
vas titulaciones), programas de investigacién internacionales, centros de
investigacién, congresos y revistas prestigiosas confirman la relevancia
del tercer rostro de la ciencia en los albores del siglo XXI. La ventaja
del camino computacional queda perfectamente reflejada en la siguiente
declaracion de los Reviews in Compntational Chemistry: “As a techni-
que, Computational Chemistry has the advantage of producing answers
cheaply and quickly (compared to e.g. thermodynamic measurements)”.
Es decir, que cuesta menos calcular que medir (v es fiable). Y anade otro
aspecto importante, Ja capacidad para examinar lo hipotético: “and [it
works] for hypothetical structures, like transition states”.

Lo anterior no se circunseribe a las ciencias cldsicas, afecta incluso
en mayor grado a la ingenieria y la ciencia econémica. La novedad del
cambio, que sucede ante nuestros ojos, es un reto de enorme importan-

¥ Los elementos finitos son un ejemplo maravilloso del desarrollo de una herra-
mienta matematico-numérica por el esfuerzo paralelo, pero separado, de mateméaticos
e ingenieros, ver el interesante relato histérico de BABUSKA, . “Courant Elernent:
Before and After”. En Finite Element Methods. Edited by Krizek, Neittaanmki and
Sternberg, M. Dekker Inc. New York, 1994. El fendmeno no es aislado, piénsese en
la reciente historia de las ondiculas o “wavelets”, Estos ejemplos deberian llevarnos a
pensar mas en los beneficios de la comunicacidn,
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cia para el futuro de las matematicas y resulta dificil de asimilar para
muchos colegas. No hay nada malo en seguir anclado en un pasado glo-
rioso,... pero se paga un precio. De la amplitud del panorama hablamos
en la proxima seccion.

8. LOS RETOS Y TENDENCIAS DEL SIGLO XXIL.
MATEMATICAS EN LAS CIENCIAS, LA INDUSTRIA,

LAS FINANZAS Y LA ADMINISTRACION

En consonancia con los apuntes vistos de la reciente evolucion de
la matemaética pura y aplicada, que combina la exigencia de una sélida
teorfa con una ambicion universal, el panorama que ofrece el mundo de
las matemaiticas de cara al futuro es de una asombrosa variedad. Usando
un idioma algo retdrico, los expertos dicen que las matematicas son
ubicuas, estan por todas partes, y relevantes, importan. La modelizacién
matemdtica juega un papel mayor que nunca en la ciencia, la ingenierfa,
los negocios y las ciencias sociales.

Mencionaremos solamente algunos de los principales temas de apli-
cacién que aparecen en la literatura, en los congresos, en los programas
de los institutos de investigacién. También hemos utilizado una serie de
fuentes®. En itdlicas sefalamos aspectos matematicos relacionados para
comodidad del lector.

e Mecanica celeste. Problemas de la ciencia aeroespacial. Estabilidad
y caos en sisternas dindmicos. Alraclores extranios. Mecanica de sélidos
y fluidos en gravedad cero.

e Teoria de fluidos. Aplicacién a la Meteorologia v la Climatologia.
Ingenieria del océano. Problemas medioambientales complejos, recalen-
tamiento global y otros temas geosociales. Modelos de circulacion glo-

SSFONSECA, L et al. “The Impact of Mathematical Research on Industry and vice
versa”. Round Table at 3rd European Congress of Mathematics. Barcelona, july 2000,
FRIEDMAN, A. et al. “Mathematics in Industrial Problems”. (A 10 volume collec-
tion) IMA Volumes in Mathematics and its Applications. Springer-Verlag. Berlin,
1988-1998.

FRIEDMAN, A., LAVERY, J. How to Stert an Industrial Mathematics Program in
the University. SIAM Report. Philadelphia, 1993.

MUMFORD, D., FRIEDMAN, L., LOVASZ, L., MANIN, YU., ROTA, G. C., JEN-
SEN, R. B. y PENROSE, R. Informe sobre el futuro de las Matematicas contenido
en Milteilungen der Deuvtchen Math. Vereinigung (es decir, Notices of the German
Math. Union), 2. 1998.

ODEN, J. T. et al. “Research directions in computational mechanics”. Report of the
U.S. National Commitee on Theoretical and Applied Mechanics. Washington, 2000.



bal, modelos de equilibrio; modelizacion estocdstica del clima; jerarquias
de modelos de complejidad intermedia, como los modelos geosirdficos.
Glaciologia. Acistica y aplicacién a la industria del sonido. Fluidos in-
dustriales, lubricacién. Turbulencia. Predecibilidad y caos. Estabilidad,
bifurcacion. Problemas de frontera libre. Areas de interseccién, como la
interaccion fluido-estructura.

e Aeronautica. Problemas de la hidrodindmica. Vuelo supersénico
y transénico. Problemas de la combustién (propagacién de llamas, de-
tonacion). Ondas de chogque y ecuaciones hiperbélicas. Capas limite y
desarrollos asintdlicos. Ondas viajeras.

e Fisica fundamental. Las matemadticas del mundo atémico y de las
particulas elementales. El modelo estdndar, la electrodinamica cudntica,
la cromo-dindamica cudntica, Teoria de grupos, renormalizacion, teorias
gauge, supersimetrin, ecuaciones de Yang-Mills, instantones, dilatones,
“branes”,.... Geometrias y topologias exdticas en dimensiones superiores.

e Astrofisica. Relatividad general, modelos estelares. Matematicas

de la fisica de plasmas, magnetohidrodindmica. Ecuaciones cinélicas
(Boltzmann, Fokker-Planck, Viasov, ...) .

e (Ciencias de la tierra. Problemas de recursos v minerfa. Problemas
de conservacion del medio ambiente. Transporte de contaminantes en el
aire v el suelo. Hidrologia computacional. Las ecuaciones de la extracecion
de petréleo, de la filtracién en los suelos, de la difusion de contaminantes:
sistemas no lineales de EDPs y problemas de frontera libre. Matemdticas
de los fendmenos sismicos, propagacion de ondas, problemas inyersos.

e Cieneia de materiales. Modelado y simulacion de materiales ” com-
posites”, materiales magnéticos, polimeros, cristal y papel. Propagacion
de fracturas y otros mecanismos de fallos. Elasticidad lineal y no lineal,
Teoria de la homogeneizacidn. Transiciones de fase, crecimiento de cris-
tales, superconductividad e histéresis.

e Nanotecnologfa. Opticas integradas, redes 6pticas. Electrénica y
Optica cuantica. Técnicas de Nanoescalas en medicina, materiales po-
rosos. Acoplamiento de modelos con estados cudnticos, mesoscopicos y
continuos. Teorin de Boltzmann semicldsica, ecuacion de Wigner.

e Ingenieria industrial. Procesos de la siderurgia, altos hornos. Pro-
totipos de la industria automovilistica (finidos, acrodindmica, materiales
y teoria de la fractura).

e Comunicaciones. Telecomunicacién y redes épticas: andlisis, simu-
lacion, optimizacion, optimizacion de la tasa de transmision, diserio de
redes. Antenas, radar y sénar, Teoria de campos electromagnéticos. Los
hornos de microondas acoplan las ecuaciones de Maxwell con la teoria
del calor de Fourier,
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» Matematica Discreta. Teoria de grafos, combinatoria. Aplicaciones
a la administracién de empresas, programacién de tareas, rutas,...

e Informatica. Ldgica matemdtica, algoritmia, complejidad compu-
tacional. Paralelizacion. Autématas finitos, lenguajes formales, dlgebra.
Aprendizaje de maquina, mineria de datos, inteligencia artificial, proceso
del idioma natural.

El disefio de la computadora cuantica abrirfa un nuevo mundo a la
computacion,

» Control. Control éptimo, control robusto, control no lineal. Control
predictivo. Sistemas de control “fuzzy”. Redes neuronales. Deteccién y
diagnéstico de fallos en los procesos industriales. Modelado y control
de sistemas econémicos. Programacién con condiciones. Comunicacién
v control de sistemas hibridos distribuidos.

e Automatizacion y Robética. Geometria Algebraica y computacion.
Visién por computadora y realidad virtual. Aprendizaje biolégico y com-
putacional.

e Teoria de la informaciéon. Codificacién de mensajes, codigos correc-
tores de errores. Las sorprendentes aplicaciones de la teoria de niimeros
y el algebra. Proceso y compresién de imagenes. Ondiculas, fractales,
teorias de EDPs no lineales. Reconocimiento del habla y las imagenes.

e La estadistica en la ciencia, la industria, la empresa y el gobierno.
Estimacion y tests de hipdtesis, disefio de experimentos. Procesos es-
tocdsticos. Series temporales. Epidemiologfa. Control de calidad. Anali-
sis de varianza. Anadlisis multivariante. Muestreo, votaciones.

e Teorfa de Optimizacién y Programacion Matemadtica. Programa-
cién entera, programacion no lineal, programacién convexa. Métodos ite-
rativos. Optimizacién del disefio industrial. Métedos numéricos, ecuacio-
nes en derivadas parciales, cdleulo de variaciones, combinatoria, dlgebra

lineal.

® Problemas de transporte éptimo. Los problemas del trifico (mode-
los continuos y discretos). Planificacién de redes. El trafico en la Web.

e Economfa. La matemdtica financiera (valoracién de opciones, co-
mercio de derivados, riesgo,...) une las ecuaciones diferenciales estocdsti-
cas con las ecuaciones en derivadas parciales y problemas de frontera
libre. Modelos para la economia global.

e Quimica. Quimica cudntica: simulacién de estructuras atémicas
y moleculares a través de las ecuaciones fundamentales. Modelos de
Schridinger, Hartee-Fock, Thomas-Fermi, Born-Oppenheimer,... Dindmi-
ca de reacciones, combustion. Matemdticas de la nucleacién, crecimiento
de cristales y quemotazis. La propagacion de frentes, ondas viajeras, os-

222



ciladores quimicos. Caos. Disefio de drogas.

Las Ciencias Naturales y la Medicina:

e Biologia: Ecologia matematica, epidemiologia, biométrica, la bio-
informatica. Matemdtica de la Genética, Filogenética computacional. La
estructura y funcién del dcido nucleico. Evolucién molecular. Proteémi-
ca. Cileulo con ADN. Alineacién de secuencias, razonamiento borroso.
Modelizacion matemdtica en biopolimerizacion.

e Medicina: interaccién fluido-estructura como modelo para el flu-
jo sangufneo. Modelado y simulacién de la funcién de otros organos:
cerebro, pulmones e higado. Auto-organizacion y geometrias fractales.
Asistencia computacional en cirugfa. Farmacocinética, modelado del cre-
cimiento de tumores. Neurociencia computacional. Matematica de las
enfermedades infecciosas y difusion de epidemias. Organos artificiales,
modelado del sistema inmunolégico.

o Tratamiento de imdgenes en Medicina. Tomografia: tomografia
computerizada, reconstruceién 3D de imdgenes. Transformadas de Fou-
rier y Radon, problemas inversos.

e Aunque la Matemidtica computacional (tomada aparte de la In-
formatica) penetra todos los campos de aplicacién, merece una mencion
por s misma en este listado: métodos numéricos y cédigos; algoritmos
eficientes; aproximacion, estimaciones (a priori y a posteriori) del error,
métodos v modelos adaptativos, mallado, descomposicién del dominio,
andlisis multiescala, cdlculo numérico de procesos aleatorios,...

e Por otro lado, la Modelizacién Matematica en sus diferentes va-
riantes (determinista, continua, discreta,...) plantea los problemas de
validacién de modelos y las técnicas para obtener y elaborar los datos
en que se basa la validacion (ver apartado de Estadistica), asi como el
importante (y debatido) concepto de jerarquia de modelos, una manera
progresiva de acercarse a la “ realidad "que es hoy dia parte integrante
de la “caja de herramientas”del cientifico aplicado (los viejos idealistas
con su la “verdad eterna”se revolverdn en sus tumbas; jo quizd no?).

Detendremos aqui el listado y haremos una muy necesaria pausa
con algunos comentarios. Se observard que la lista estd sélo ligeramente
articulada por afinidad de temas: sin embargo, la interconexién intima de
las ramas de la matematica aplicada nos obliga a cometer repeticiones,
o a poner un tema bajo uno de varios posibles titulos. Por otra parte,
hemos dejado fuera diversos campos de aplicacion: las teorias de los
sistemas complejos, la autosemejanza en el mundo natural, la formacién
vy reconocimiento de modelos (patterns) y el sistema de posicionamiento
global (GPS), la matemética de los sistemas electorales; la arquitectura,
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la industria textil y la alimentaria también han llamado a la puerta de
la matematica. Y hay una muy fuerte tendencia para que la Matematica
juegue un papel importante en las artes visuales, como ya hace en la
Industria del Ocio combinada con el progreso formidable de la tecnologia
de las computadoras. Y ;cémo pude haberme olvidado de hablarles de la
Teoria de Nudos, del Método Simplex de G. Dantzig, lider incontestado
del uso de las matemaiticas en las empresas, o del Filtro de Kalman?
En conclusién, esta larga lista es incompleta, principalmente debido al
conocimiento limitado del autor; pero espero que convencerd al lector de
la variedad enorme de intereses de la matemadtica aplicada actual.

Me gustaria agregar una reflexién personal final sobre las tendencias
profundas que veo bajo la diversidad anterior. Las matematicas del por-
venir serdan mucho més estocdsticas y algoritmicas de lo que fueron
hasta el siglo XX, y la modelizacién matematica serd considerada
una parte esencial de la educacién y la actividad matemadtica, junto con
el cdlculo y la simulacién. Pero pase lo que pase, me parece que una
prueba clara y completa, y tan elegante como sea posible, serd siem-
pre el meollo de nuestra ciencia, como ha sido desde tiempos del buen
Euclides, y los matematicos futuros todavia se entusiasmardn con pro-
blemas y conjeturas, y algunos de ellos al modo de Galileo mirando
al mundo (o las estrellas). Y construirdn, posados sobre hombros de
gigantes del pasados, esos delicados, intrincados y huidizos objetos lla-
mados teorias, algunas de ellas destinadas al olvido, unas pocas a la
eternidad.,..., o al uso diario. ;Quién se maravilla ya de la sorprendente
existencia de las ondas electromagnéticas llenando el aire, ahora que in-
cluso se han vuelto una forma de contaminacién? Pero basta de filosofia
por ¢l momento.

9. DE LOS 23 PROBLEMAS DE HILBERT EN 1900 A LOS
PROBLEMAS DE CLAY EN 2000

Ya hemos sefalado el profundo impacto que la lista de problemas
propuesta por D. Hilbert en 1900 tuvo sobre sus contemporineos y su-
cesores. Han pasado 100 anos desde entonces y diversas iniciativas pre-
tenden dar la réplica al gran hombre, cf. por ejemplo los libros de Arnold
- Atiyah - Lax - Mazur, y de Engquist - Schmid®® El miércoles 24 de
mayo de 2000 se anuncié en el College de France de Paris, el Conjunto
de los 7 problemas matematicos que constituyen los Millennium Prize

55Para mas informacién ver el articulo de Jackson citado en las referencias finales.
Ver también el vol. 3, n.® 1. 2000. de la Gaceta de la RSME, articulo de J. L. Ferndndez
v M. de Ledn.



Problems, patrocinados por el Mathematics Clay Institute. Recordando
& Hilbert pretendia reflejar 7 de los més importantes problemas abiertos
de la ciencia matematica al comienzo del nuevo siglo 7. Estos problemas
recorren las diversas dreas las matematicas puras y aplicadas y son

1. P versus NP (Teoria de la computacion)

2. Conjetura de Hodge (Geometria algebraica)

3. Conjetura de Poincaré (Geometria y topologia)

4. Hipétesis de Riemann (Teoria de mimeros)

5. Existencia de Yang-Mills y Hueco de Masa (Fisica tedrica)

6. Existencia v regularidad para las ecuaciones de Navier-Stokes
(Mecanica de Fluidos y PDEs)

7. Conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer (Geometria aritmética
algebraica)

A riesgo de ser impertinente (pido disculpas al lector) desearia dar
una impresion personal sobre esta lista que parece destinada a ser famosa
e influyente. Afortunadamente, incluye problemas abiertos importantes
en temas variados de la matemdtica pura y aplicada. Sin embargo, no
hace suficiente justicia a la vision aqui expuesta de la matematica como
lenguaje y herramienta bésica de la ciencia v la ingenieria.

10. EJEMPLOS DE NUEVOS CURSOS

Tras dos secciones consagradas a la emumeracién, es tiempo de vol-
ver al trabajo. A continuacién, echaremos una ojeada mds detallada a
algunas de las novedades de la matemdtica actual. Entre las muchas op-
clones, tomaremos tres ejemplos: de las finanzas, las comunicaciones y
la fisica fundamental.

e Matematicas de la incertidumbre financiera y el riesgo

Un ejemplo notable de las aplicaciones pricticas de las matemadticas, de-
sarrollado en los ltimos decenios, es la llamada matemdtica financiera.
Los nuevos instrumentos financieros de futuros y derivados se basan y
a su vez motivan esta nueva rama de la matematica aplicada, la cual
combina procesos estocasticos, ecuaciones en derivadas parciales y pro-
blemas de frontera libre. El resultado més famoso es el modelo de Black-
Scholes®™ para el mercado de opciones, el cual reduce la valoracién a la

*la resolucién de cada problema valdria al autor un premio de 1 millén de délares.
Toda la informacidn sobre el premio y los problemas se puede obtener en la direccidn
http://www.claymath.org/prize problems.

*BLACK, F., SCHOLES, M. The pricing of options and corporate liabilities. 1973.
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solucién de una ecuacién del calor (inversa en el tiempo). Me gustaria
registrar esta reduccién en la siguiente sucesién de férmulas

s, P | 1 5 ,0°P P B
S, =udt +odB, = Fn +2U 5‘2682-{-63-5—5:*?‘19—0;

que pasa de una ecuacion diferencial estocdstica, representando la incer-
tidumbre del azar, a una EDP determinista que permite la valoracién del
precio. Este es un ejemplo sorprendente de transferencia de conceptos y
técnicas hecho posible por la clave comin matematica (y por el hecho
de que F. BLACK era licenciado en Fisica Cudntica).

La inestabilidad inherente a esos mercados y las enormes repercu-
siones sobre la economia piiblica y privada hacen tanto mas importante
la aplicacién del método matemdtico para intentar hallar la clave ma-
tematica que rige tales procesos y a reemplazar las reglas empiricas y la
adivinacién en la practica financiera por matematicas. Un reto para el
nuevo siglo.

e Del andlisis de Fourier a las ondiculas

Hemos discutido hace un rato la situacién creada en el analisis de Fou-
rier cuando Du Bois Raymond hallé un ejemplo de serie de Fourier no
convergente, y queremos recordar aqui que la tercera opcién para salir
del atolladero consistia en cambiar la base de las funciones usadas en la
representacion. Esto es lo que hizo A. HAAR en 1909% resolviendo asf la
dificultad en principio. Podemos decir que éste es el origen remoto de
las ondiculas (wavelets), una idea que tardé un siglo entero en madurar.
La investigacién en este problema antes de la Segunda Guerra Mundial
parece haber seguido un interés exclusivamente matematico sin ninguna
aplicacién en mente. Pero después de la guerra, ingenieros y cientificos
aplicados aterrizaron en la idea llevados por las aplicaciones, notable-
mente, a la teoria de la informacién de Claude SHANNON. En el futuro,
las dos lineas de pensamiento se unieron y el analisis de ondiculas se ha
convertido en una importante y fértil interseccién de las fronteras de las
matematicas, el cdleulo cientffico y el tratamiento de seniales™.

Merton y Scholes recibieron el Premio Nobel de Economia en 1997. {Una primera
versién del modelo habia sido propuesta por L. Bachelier en 1900! se tardaron siete
décadas para llegar a un modelo realista y a que la aplicacion ocurriese,

8 «zur Theorie der orthogonalen Funklionensysteme”. Math. Annalen 69, 1910.
Pigs. 331-371.

91.a mayor parte de esta informacién estd tomada del libro JAFFARD, S., MEYER,
Y., RYAN, R. . Wavelets, tools for Science and Technology. SIAM. Philadelphia,
2001., y también HERNANDEZ, E., WEISS, G. A first course on wavelets. With a



e Modelos matematicos de la Fisica Tedrica y la naturaleza de
la materia

Las dos grandes revoluciones cientificas en la Fisica del siglo XX, es decir,
la Relatividad y la Mecanica Cudntica, han impreso en esta ciencia una
alin mayor conexion con la matemadtica pura. La Fisica se enfrenta con el
desafio enorme de construir una teorfa que una a ambos modelos en un
tado coherente. Experimentales y tedricos han emprendido la bisqueda
de la “teoria 1iltima” que explicaria todo, desde la constitucién del dtomo
a los extremos mas lejanos del Universo. Tal teoria estd ain por llegar (y
podria estarlo mucho tiempo) pero se han obtenido grandes logros (pues
se hace camino al andar, como dijo el gran poeta). He aqui algunos hitos.
todos ellos matemiticas profundas.

La Electrodindmica Cuantica (QED) fue desarrollada para deseribir
la interaccion clectromagnética en ¢l marco de la Mecdnica Cudntica,
v trata de las cargas y los fotones y usa los hermosos diagramas de
Feynman. Una teoria matematicamente coherente valid a sus autores,
Julian SCHWINGER, Richard FEYNMAN y Sin-Itiro TOMONAGA, el pre-
mio Nobel de Fisica en 1965. Por su lado, la Cromodindmica® hace un
trabajo similar para describir la fuerza llamada “fuerte”que actia en-
tre los quarks, particulas postuladas por M. GELLMANN v G. ZWEIG
en 1964 como los entes constituyentes de neutrones y protones. De las
cuatro fuerzas biésicas de la Naturaleza (gravitacional, electromagnética,
débil y fuerte), las dos intermedias reciben una teoria unificada en 1967
con el trabajo de S. WEINGER. SH. GLASHOW y Abdus SALAM. Sime-
tria, gauge y renormalizacion son las palabras clave en este mundo de
alta matematizacion. Las ecuaciones de Maxwell, Schrodinger y Dirac
ceden el lugar a las ecuaciones de Yang-Mills. El trabajo cristaliza en los
primeros anos 70 en el Modelo Estdndar de particulas elementales, que
explica la realidad atomica en términos de tres generaciones de quarks
y leptones. Estas particulas actiian mutuamente a través de la teoria
del grupo SU(2) x U(1) para la fuerza electrodébil y la de SU(3)cotor
para la fuerza fuerte. La Matemitica estd por consiguiente en el pu-
ro centro del modelo, en forma de grupos de Lie, geometria diferencial
(mds especificamente, conexiones en fibrados) y ecuaciones en derivadas
parciales.

Siguiendo adelante, las Teorias de Gran Unificacion intentan cormbi-

foreword by Yves Meyer. Studies in Advanced Mathematics. CRC Press. Boca Raton,
FL, 1996.

“'El nombre hace referencia a la pintoresca denominacién para la carga conservada,
llamada “el color”,
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nar ambas teorfas de grupos en una. En la Teoria de Cuerdas, la vieja
idea basica de las particulas puntuales es reemplazada por la idea de
cuerdas vibrantes elementales. Al final del siglo XX, la Teoria de Su-
percuerdas propone un modelo matemético para la unificacién de todas
las fuerzas, de todas las fisicas. Le falta, sin embargo, comprobacién
experimental suficiente; sin ésta, una teoria es simplemente una teoria.
Y la bisqueda contimia. Este chorro de ideas ha motivado desarrollos
matematicos importantisimos, asociados a los nombres de matematicos
famosos como M. F. ATivaH, S. K. DONALDSON y E. WITTEN.

Estos fisicos creen, pues, que la combinacién modelos-y-experimentos
nos permitira entender un mundo extrano en que la materia, el espacio,
y tiempo no son lo que nosotros solemos pensar, donde el espacio vacio
estd lleno de actividad e incluso podrian existir bastantes dimensiones
espaciales adicionales (es decir, por encima de las 3 que vemos mds el
tiempo) arrugadas en distancias ridiculamente pequenas (la distancia
tipica seria de 10~%m, por eso no las vemos, voild l'astuce; pero nos
dicen que vemos la matemdtica, y a su debido tiempo veremos las con-
secuencias).

11. HECHOS Y OPINIONES

En palabras de John MILNOR, “pure mathematicians tend to judge
any work in the mathematical sciences on the basis of its mathematical
depth, the extent to which it introduced new mathematical ideas and
methods, or it solves long standing problems”. A lo que yo agregaria que
las nuevas ideas y métodos deben ser juzgados por su productividad, y
mencionaria como importantes cualidades, la elegancia de la prueba y la
vision o intuicién. Continiia asi: “However, when mathematics is applied
to other branches of human knowledge, a quite different question must
be asked first: to what extent does it increase our understanding of the
real world"2,

Hubo en épocas no muy remotas un movimiento de separacion en
las matematicas que parecia alejar cada vez mds a los cultivadores de
ambos géneros, puro y aplicado (en la medida en que se puede hablar
de una separacién que en los mejores casos nunca ha sido neta). Y no
debemos olvidar el rechazo de muchos cientificos puros contra un ti-
po de matematica aplicada més atenta a la ganancia que a la exigencia
cientifica, y, al contrario, el rechazo de muchos cientificos aplicados hacia

"Ver las Notices de la Amer. Math. Soc. 1998.
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los mundos excesivamente artificiales (y aburridos) de cierta matemati-
ca pura. Afortunadamente, presenciamos hoy dia una serie de sucesos
simultaneos - a saber, la explosién de vitalidad de la matemaética pura,
los éxitos de las matematicas en la formulacién y resolucién de los pro-
blemas clave de la fisica contemporinea, la economia y la industria, y
la variedad insospechada de aplicaciones de todas las ramas de las ma-
tematicas. Todo ello estd alterando profundamente la visién de ambos
campos, que tienden a confluir en uno, en la mejor tradicién del pasado.
Este esfuerzo generoso no es nuevo, como expresan las palabras del no-
table matemadtico ruso del siglo XIX P. L. CHEBYSHEV: “Unir la teoria
y la prdctica conduce a los mds favorables resultados; no sélo la prdctica
se beneficia, también las ciencias se desarrollan bajo la influencia de la
practica que revela nuevos temas a la investigacion, as? como nuevos
aspectos de viejos temas”?. La importancia de la teoria para la préicti-
ca viene descrita en estas bellas palabras de Euler: “La généralité que
j'embrasse, au lieu de’éblouir nos lumiéres, nous découvrira plutit les
véritables lois de la Nature dans tout leur éclat™?.

Es para los profesionales un gran misterio el que las partes pura y
aplicada de las matematicas sean caras de la misma moneda. Que ambas
no son exactamente lo mismo queda muy bien reflejado en las palabras
de Albert Einstein: “Hasta donde las leyes de matemdtica se refieren a la
realidad, no son exactas; y en cuanto son exactas no se refieren a la rea-
lidad”%®. Pero el ideal y la prictica se unen con resultados sorprendentes.
Es famosa la frase de E. WIGNER que se asombraba de la “efectividad
de las matemdticas en las ciencias mds alld de lo razonablemente espe-
rable”, literalmente, “the unreasonable effectiveness of mathematics in
the natural sciences™".

Hacer y ensefar matematicas hoy

Pasamos a comentar los cambios en la manera de “hacer matematicas”,
especialmente cuando son aplicadas. La emergencia de la era del orde-
nador ha dado nuevas alas a las matematicas, jpodemos calcular! La

FTomado de KHINCHIN, A. L. Mathemutical Foundations of Information Theory.
Dover. New York, 1957. (Papers appeared in 1953, 1956 in Unspekhi Mat. Nauk in
Russian.) Enfasis nuestro:

“En traduccién algo libre, “La generalidad con la que opero, en lugar de despis-
tarnos, nos descubrird las verdaderas leyes de la Naturaleza en todo su esplendor”.
La frase figura en la tapa de la revista Archive Rat. Mech. Anal.

P Tomado de Geometry and Science, 1921, Incluido en Sidelights of Relativity. Do-
ver. New York, 1983. Traduecién propia

9% Conferencia dada en New York, 1959. Publicada en la revista Comm. Pure Applied
Math., 13, 1960. P4gs. 1-14.
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capacidad de cdlculo eficaz, rapido y barato se ha hecho disponible al
principio del siglo de XXI para el cientifico y en medida creciente para
el hombre comiin, y la sociedad pide cada dia mas. Ello plantea retos y
reflexiones.

Los teoremas siempre seran teoremas y una deduccién légica sigue
siendo la llave de la correcta comprension, pero la via al descubrimiento
nunca sera ya la misma, como tampoco lo es el dia después: la imple-
mentacién numérica es ahora punto importante en muchas de las ma-
temdticas (en todas las matemadticas aplicadas). No se trata de abjurar
de Euclides, se trata de desarrollar la parte de Euclides inventor de al-
goritmos. Los efectos sobre la ensenianza son de lo més dréstico, como
es de suponer, pero todavia estan siendo desarrollados?,

Con ello llegamos a un importante tema de debate, jes la nueva
forma de hacer y aplicar las matematicas meramente instrumental o
genera nuevas matematicas? Este es un debate tan viejo al menos co-
mo Arquimedes, que utilizaba la mucha mecénica que sabia para inven-
tar pruebas geométricas o conceptos completamente nuevos. Sostenemos
pues que los nuevos campos son fuente inagotable de nuevos problemas,
nuevas intuiciones, o visiones sorprendentes de viejos temas que ddba-
mos por perdidos o por agotados. Repasemos tan sélo algunas de las
paginas anteriores para ver la sorprendente cosecha geométrica de las
teorias de particulas de Donaldson, Witten y compania. O las conse-
cuencias del poder de célculo sobre las disciplinas mas puras como la
teoria de mimeros o el dlgebra.

La modelizacién

Un rasgo importante de las matematicas aplicadas modernas es la mode-
lizacién matematica, el arte de idear representaciones sensatas de los mds
diversos fenémenos del mundo real en términos matematicos, basadas en
hipétesis racionales que simplifican la realidad para hacerla calculable. J.
L. L1oNs, el matematico francés recientemente fallecido que tanto contri-
buy6 a la presente relevancia de las matematicas en el mundo industrial
europeo, dijo en 1991: “Ce que j’aime dans les mathématiques appliquées
¢’est qu’elles ont pour ambition de donner du monde des systémes une
représentation qui permette de comprendre et d’agir™®. Y anadi6: “De

“Internet estd poblada de propuestas diddcticas maravillosas; junto a otras abo-
minables, claro estd

% “Lo que me gusta de las matemdticas aplicadas es que ambicionan dar una repre-
sentacidn del mundo de los sistemas que permita comprender y acluar”,



toutes les représentations, la représentation mathématique, lorsqu’elle
est possible, est celle qui est la plus souple et la meilleure. ™

Hemos de recordar que un modelo es sélo un modelo y refleja la
realidad de la forma contradictoria que Einstein describia. Pero es todo
lo que nosotros tenemos, a menos que consideremos un modelo mejor
(0 incluso una jerarquia de ellos). Esta es la gloria v la debilidad de
la modelizacién, aspecto crucial de la matemadtica aplicada actual. El
piiblico que presencia el acalorado debate sobre las predicciones de los
modelos matematicos del clima acerca del calentamiento global en la
Tierra sabe cudn importante es el problema y debe comprender cudn
dificil es llegar a conclusiones nitidas y fiables manejando evidencias
parciales, basadas en modelos parciales y apoyadas por enormes bases
de datos de compleja interpretacidn, y huyendo de juicios a priori por
muy verosimiles que parezcan. Pero es también claro que toda conclusién
no basada en mimeros v modelos fiables es pura ideologfa. Lo que nos
permite apreciar el mérito de los modelizadores gigantes del pasado,
como Newton, Maxwell, Einstein y el grupo cudntico.

Promesas y plazos

Como hemos apuntado, una enorme parte de las mejores matematicas
se ha originado para explicar aspectos del mundo fisico, pero rara vez
las consecuencias dramaticas de las matematicas han sido inmediatas.
La formulacién de los procesos fisicos en clave matematica al gusto de
Galileo exige un proceso de maduracién que tiene sus reglas y ritmos,
que van desde varios afios a varios siglos'®,

En un nivel mds especulativo, el conocido matematico y escritor
cientifico Ian Stewart afirma que es posible que las matematicas sean
eficaces “porque representan el lenguaje subyacente del cerebro huma-
no”. Con lo cual invertimos la apuesta de Galileo, quizd entendemos el
mundo en clave matematica porque esa es la clave de nuestra mente.
Pero ese es un debate distinto.

Puntos para un debate

Resumiré a continuacion las opiniones basicas que me he formado en
anos de estudio y curiosidad por el mundo de la matematica. Espero

"“De todas las representaciones la matemdtica, cuando es posible, es la mejor y la
muis flexible”.

1Serfa una bendicion si la administracién y las autoridades educativas fueran cons-
cientes de este hecho en su toma de decisiones.
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que sea minimamente itil en el eterno y necesario debate:

- S6lo las buenas matematicas pueden ser buenas mateméticas apli-
cadas. Las Matemdticas Aplicadas como arte diferente y separado de la
Matemdtica propiamente dicha, simplemente no existen'?!. Pero al po-
ner las matematicas a trabajar, la aplicacién las cambia, las enriquece y
les abre nuevas vias.

- La Matemadtica sélo es aplicada de verdad si ataca un importante
problema de la ciencia, la tecnologia, la economia, o mas generalmente,
de la sociedad. Ya hemos visto cudn variados estos problemas pueden
ser.

- §i bien podemos llegar a juzgar con cierto grado de fiabilidad qué es
importante hoy, la tarea de predecir qué rama de la matematica serd im-
portante manana (la Jlamada planificacién estratégica) excede la capa-
cidad de las personas sensatas, salvo que simplemente contestemos: “las
buenas matemaiticas importardn” o “las matematicas del mundo real
importaran siempre”. Las hip6tesis autorizadas y opiniones sobre temas
especificos son humanas y pueden ser itiles como orientacién personal,
pero cuando se trata de decisiones y prioridades la prudencia es de rigor.

- Desde un perspectiva histérica no se puede afirmar que los grandes
matematicos vivan en una torre de marfil de teorias desconectadas de
toda realidad. No decimos que no puedan hacerlo, o que no les resulte
interesante, necesario, incluso natural en muchos momentos, vivir en la
abstraccién absoluta; afirmamos que, vista en perspectiva, su actividad
ha sido un factor esencial en la comprensién que hoy tenemos del mundo.

- Estd ademas la interesante cuestién de filosoffa: es un hecho bien
atestado que al enfrentarse a un enigma matematico, al matemadtico
“aplicado” le gusta construir y comparar modelos adecuados, v ansia
resolver el enigma preciso planteado sea cual sea el dano temporal que
se inflija a la perfecta deduccién ldgica, mientras su colega “puro” se
deleita en la prueba légica; sélo la demosiracion gobierna sus dias.

Asi pues, json lo mismo las matematica puras y las aplicadas? o
mas cuidadosamente formulado, json lo mismo en el fondo? Dejemos
al amable lector que juzgue por sf mismo. Ya saben mi opinién (mds
0 menos), pero me permito agregar en un tono mis relajado una cita
de Yogi Berra!"®: “En teoria no hay ninguna diferencia entre teoria y

""ITomo en parte esta idea radical de A. Rényi, (RENYI, A. Dialogues on Mathema-
tics. Holden-Day. San Francisco, 1967.), quien la atribuye en su relato a Arquimedes.
" Famoso jugador de béisbo) americano, muy conocido por sus comicas pero atina-
dad salidas. Esta es la frase original: “In theory, there is no difference between theory



prictica; en la prdctica, si que hay”.'%

12. BREVE APUNTE SOBRE LAS MATEMATICAS EN
ESPANA

Espafia tuvo en un momento dado de la Edad Media tardia un papel
importante en la transmisién de la cultura drabe a Occidente e incluso
hubo un rey en Sevilla'™ que escribié poesia y promovié las matemati-
cas (el saber astronémico). Al Andalus, la Espana musulmana, tenia
solidos intereses cientificos, en particular en medicina v astronomia, con
sabios de renombre como AZARQUIEL (o Al-Zarkali, activo en Toledo),
quien compuso tablas astronémicas. El sistema de numeracion indio ba-
sado en la posicién ya estaba en uso en Al Andalus en el siglo IX. 105
Después de la toma por los Cristianos (1085 d.C.), Toledo, la ciudad de
las tres culturas - cristiana, arabe y judia -, fue durante siglos un gran
centro de saber con su Escuela de Traductores que vertieron al latin los
trabajos de autores griegos v drabes'". En otra direccién, el mallorquin
Raimundo LuLio (Ramén Llull) desarrollé en su Ars Magna un ente-
ro arte de razonamiento algoritmico en que podemos ver un temprano
precedente del Algebra de Boole y la légica de las computadoras (Llull,
que vivio en el siglo XIII, es al mismo tiempo uno de los cldsicos més
antiguos de la lengua catalana). Un siglo mas tarde, los mapas nauticos
llamados portulanos de Mallorca eran la cima del arte, y los nombres
de SOLER y CRESQUES son muy conocidos. El iltimo, un judio, par-
tieipé en la organizacion de la escuela ndutica portuguesa que fue el
origen del descubrimiento del camino a las Indias alrededor de f\frica, e,
indirectamente, también de América.

Luego las cosas fueron a peor por largo tiempo. Las fundadas espe-
ranzas del tardo Medievo y primer Renacimiento fallaron en Espana, y la
matemdtica (y las otras ciencias) han tenido un humilde devenir durante

and practice; in practice, there 15"

'He aqui una (medio) broma sobre las diferentes formas de ver las matematica: los
ingenieros dicen que las ecuaciones aproximan la realidad, mientras los fisicos piensan
que la realidad aproxima las ecuaciones; por su lado, los matematicos se asombran
ante la idea de que exista una conexion entre “sus” ecuaciones y ia realidad (y se
enojan no poco si se les insiste).

105 Alfonso X el Sabio,

' La primera escuela andalusi de matemiticas parece haber sido la de Maslama al
Magriti, es decir, de Madrid, que florecié en el siglo X en Cérdoba. Puede considerarse
la primera escuela en la Peninsula en todoes los tiempos, y tuve numerosos discipulos.
En el siglo XII el rey Almutamén de Zaragoza fue un notable matematico.

196K} monasterio de Sta. Maria de Ripoll en Catalufia también tenfa una biblioteca
mundialmente conocida.
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siglos. Mientras la literatura espaiola y arte estan con la crema de la
creacién mundial desde el siglo XVII hasta nuestros dfas, estd claro que
ningiin nombre espaniol aparece en los libros de texto afamados en que se
aprenden las matematicas, elementales o superiores. Hay en tales textos
numerosos conceptos y resultados nombrados en honor a autores de las
diversas naciones con gran tradicién cientifica: franceses, ingleses, ale-
manes, italianos (e Italia era un pafs catélico), en tiempos mas recientes
rusos y americanos,.., como también son frecuentes los ejemplos paises
que, debido a su tamaro y las circunstancias, no jugaron un papel tan
prominente en la Historia, pero que si estdn en el Libro de la Ciencia.
Durante estos siglos de desarrollo glorioso, de Galileo a Einstein, no se
mencionan nombres espafioles. ;Pudo la historia haber sido diferente? El
rey Felipe IT comprendié la necesidad de la ciencia y creé una Academia
Matemdtica en Madrid (1582) bajo la direccién de Juan de HERRERA, el
arquitecto de El Escorial, pero la institucién no tomé cuerpo y dejo de
existir unos anos después, mientras que iniciativas similares dieron naci-
miento en el extranjero a la Royal Society en Inglaterra, la Académie des
Sciences de Paris en Francia, y asi sucesivamente. Ha habido, sin duda,
ejemplos de ilustres hombres dignos de mencién, como PEDRO CIRUELO,
OMERIQUE, JORGE JUAN y ECHEGARAY, pero son autores aislados, una
escuela nunca tomé raiz hasta muy recientemente y ningiin gran teore-
ma salié de sus esfuerzos. Hubo en el siglo XVIII un gran esfuerzo de
los gobiernos ilustrados por afianzar en el pais el amor al estudio y la
industria y Espana participé en la medicién del meridiano terrestre, pe-
ro las consecuencias mateméticas fueron reducidas.'%7 ;Cudles son las
razones? Dificil cuestién, pero sefialemos que durante siglos se prohibié a
los estudiantes y profesores espafioles viajar y aprender en los paises ex-
tranjeros, una regla de seguridad bastante estricta que previno con éxito
contra la heterodoxia, y al tiempo contra la ciencia y el progreso.

Este no es lugar para un estudio detallado de la Historia, para lo cual
dirigimos al lector a los especialistas'®®, asi que procederemos sefialando
c6mo se ha llegado en fecha muy reciente a un presente bastante ha-
lagiiefio. Espana pareci6 surgir de su profundo letargo matemético en
la primera mitad de este siglo y la figura del insigne J. REY PASTOR
sirve como referencia a un esfuerzo notable de poner al dia a nuestro
pais basado en las 1inicas ideas que podian funcionar: el estudio en los

197El lema de la Academia de Ciencias portuguesa resume el espiritu de esta época:
Nisi vitle est quod facimus stulta est gloria. “Si lo que hacemos no es iitil, tonta es la
gloria”.

1% Como Juan Vernet, cuyo trabajo (VERNET GINES, J. Historia de la Ciencia
Espanola. Editorial Alta Fulla. Barcelona, 1998), se usa en los pdrrafos anteriores.
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grandes centros del extranjero y la importacién de las matemdticas que
realmente existen en la comunidad mundial, que es la 1nica que tiene
real sentido en la ciencia, al menos en la nuestra. Este método habia te-
nido un éxito fulgurante en la creacion de la matematica norteamericana
y todo indicaba que habia de funcionar en nuestro pais. Sin embargo,
nuestra funesta historia se encargé de disgregar el notable esfuerzo, que
daria frutos abundantes en tierras americanas. personificados en figuras
como L. SANTALO. Con alguna muy honrosa excepcién, que la hubo, la
actividad matematica hasta los afios 60 volvié al ritmo del pasado.

Poco a poco, sobre todo a partir de los anos 70, comienza por fin el
despertar de Espana a lo que podriamos llamar la realidad matematica.
Tras una década de esfuerzo ingente de una generacién que aprendié en
las fuentes originales, que ensend en sus clases los textos més actua-
les, que organizé seminarios de investigacion y que viajé o mandé a sus
jovenes alumnos al extranjero, que empezdé a publicar en las revistas in-
ternacionales reconocidas y a participar en los grandes eventos, llegan,
a partir de los anos 80, los anos dorados de la creacién original, lo que
se traduce en las mil facetas de la vida matematica auténtica y que se
reflejan (aunque no se resuman) en la palabra publicacién: las mejo-
res revistas empiezan a recibir articulos de autores espaifioles, primero
timidamente, luego en cascada'®?. Las sefiales de los buenos tiempos se
hacen muiltiples e inequivocas, y podemos concluir que “Espana ya no
es diferente”. Los indicadores oficiales nos permiten poner cifras a esta
ovidencia de cambio. De ellos se deducen dos hechos que inicialmente
han sorprendido a muchos:

(a) Que las matemdticas espaniolas han pasado de un lngar muy mo-
desto en 1980 (menos del 0.4% de la produccién mundial segiin la base
de datos ISI''?) a una posicién honorable en el momento, inmediata-
mente después de EE.UU., Alemania, Inglaterra. Francia, Rusia, Italia,
Japon y Canadd, con una produccién en revistas importantes que se
ha multiplicado por un factor de mas de 10 y representa en 2001 una
proporeién mundial de mas de 4,18 % (ISI).

(b) Que en el analisis comparativo de la ciencia espanola, la Ma-
tematica figura entre las especialidades bien situadas.

""En esta coyuntura conviene evocar las palabras de Galileo sobre la Ciencia que
le atribuye I3, Brecht en su Vida de Galileo: “La Ciencia tiene un solo mandamiento:
contribuir a la Ciencia”.

O rstitute for Scientific Information,

uts Varquez
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Para mas informacién sobre la investigacién matematica en Espana
en el \iltimo decenio referimos al lector al informe La investigacion ma-
temitica en Esparia en el periodo 1990-1999"}, que refleja en gran de-
talle los avances realizados.

Otra consecuencia del estado creativo de la matematica espafola es
la presencia de numerosos y valiosos libros de texto y monografias de
investigacién en prestigiosas colecciones. Digamos ademds que Espana,
que ha alcanzado una sélida posicién en la investigacién, también cuenta
con una tradicién en educacién matemadtica, con un papel muy influyente
en el ICMI''2,

Finalmente, la tendencia hacia los aspectos computacionales y apli-
cados de las matemaéticas, junto con el énfasis en las mateméticas como
herramienta por excelencia en la modelizacién, es ahora fuertemente
sentida en una comunidad anteriormente ligada casi en exclusiva al pen-
samiento matemdtico abstracto. Abrir las ventanas al ancho mundo de
ahi fuera es un reto enorme en pro de la salud de nuestra matematica y
del bienestar de generaciones futuras, y todos los esfuerzos son bienve-
nidos. {Dejemos entrar el aire fresco!

13. CONCLUSION

Llegamos al fin de nuestro viaje. Hemos dicho al principio del relato
que la “Matemadtica Aplicada” es la Matematica del “Mundo Real”.
Puede quedarle al lector cierta duda sobre la esencia de tales conceptos,
y se preguntara si han sido suficientemente aclarados en el texto. No
ha sido nuestro propésito examinar a fondo este problema mds bien
filosofico. Siguiendo la practica usual de los matematicos aplicados, poco
partidarios del exceso de teorizacién, o quiza movidos por la inmensidad
de la tarea y la premura de tantos nuevos hallazgos, hemos seguido
una aprozimacion constructiva a ambos conceptos y hemos intentado
mostrar su contundente relevancia en la gestacién de la sociedad actual
y su papel en el futuro que se vislumbra. Lo que no excluye que otros se
ocupen de tales temas con un espiritu mas discursivo.

HTANDRADAS, C., ZUAZUA, E. (Coordinadores) La investigacidn matemdtica
en Espania en el periodo 1990-1999, Comité Espanol para el Afio Mundial de las
Matemdticas (CEAMM). Madrid, 2000.

M2 The International Commission on Mathematical Insiruction, presidida durante
anos par el matemdtica espanol Miguel de Guzman.



Recordando a Galileo, me gustaria concluir asi: el Libro de la Na-
turaleza se abre ante nosotros para que lo admiremos con su infinita,
cambiante y sorprendente belleza; las matemadticas como lenguaje de la
ciencia estdn ahi para que comprendamos la Naturaleza, y nos permiten
ademas utilizarla y explotarla, estando este aspecto final cargado de pro-
mesas v peligros, como todo lo humano. Espero que los matemadticos de
hoy dia realicemos nuestra parte en el esfuerzo de comprender y mejorar
la Sociedad de la Informacién que nos ha tocado ver nacer. En la era de
los ordenadores y la informacién, la Realidad esté en el Niumero, como
habria gustado a Pitagoras. O por lo menos un enorme pedazo de ella la
explican y la reproducen los mimeros, con la ayuda de nuestros amigos
cientificos y tecnélogos, v de los ordenadores.

COMENTARIO FINAL. La idea de este articulo divulgativo se originé con
los esfuerzos de las Sociedades Matematicas espafiolas para celebrar el Ano
Matematico Mundial 2000. El autor estd en deuda con los organizadores de
aquel evento, con la Sociedad Nuevo Milenio, con los colegas que han su-
ministrado miltiples sugerencias, con la Univ. de Texas en Austin y con la
Sociedad Espanola de Matemitica Aplicada que tuvo a bien premiar un ex-
tenso escrito en inglés que desarrolla estas ideas y que pueden encontrar en
http://www.uam.es/juanluis.vazquez.

El apéndice histérico refleja ideas del autor sobre el presente de la Ma-
tematica espafiola tomado con minimos cambios de la referencia VAZQUEZ,
J. L. Mathematical Events in Spain in the Year 2000. Intelligencer. Springer-
Verlag, julio 2000. Péags. 12-14, seccién primera''3. Interesantes fuentes en es-
panol son los Boletines de SEMA; la Gaceta de la RSME (cf. el vol. 3, 1.
2000.) y la Revista Espaniola de Fisica, vol 14, no. 5, consagradas al estado de
la Matematica con ocasién de la celebracién del Ao Mundial Matemdtico 4.
Las ilustraciones estin tomadas del sitio web The MacTutor History of Mathe-

130\ ds sobre el mismo asunto en VAZQUEZ, J. L. “Las Matemdticas y los ob-
jetivos del aio 2000. Un Ulamamiento a los matemdiicos espanioles”. Gaceta de
la Real Soc. Matemitica Espariola, vol. 3, 1. 2000. Pdags. 9-22. Ver, también,
hittp:/ /dulcinea.uc3m.es/ceamm.

HIARNOLD, V., ATIYAH, M., LAX, P., MAZUR, B. Mathematics: Frontiers and
Perspectives. AMS Publications. Providence, 2000,

ENGQUIST, B., SCHMID, W. (Editores). Mathematics Unlirmited - 2081 and Be-
yond. Springer-Verlag. Berlin, 2001.

JACKSON, A. “Mathematical challenges of the XXI century”. Notices Amer. Math.
Soc., vol. 47, n.® 10. 2000. Pégs. 1271-1273.

MUMFORD, D., FRIEDMAN, L., LOVASZ, L., MANIN, YU., ROTA, G. C., JEN-
SEN, R. B. y PENROSE, R. Informe sobre el futuro de las Matematicas contenido
en Mittedungen der Deutchen Math, Vereinigung (es decir, Notices of the German
Math. Union), 2. 1998,

OBRA COLECTIVA. Fotografiando las Mathematics. Carroggio S.A. de Eds. Barce-
lona, 2000.

STEWART, 1. The Problems of Mathematics. Oxford Univ, Press. Oxford, 1992,
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matics Archive, de la Univ. de St Andrews, un notable archivo biogréfico cuya
lectura me ha sido de gran utilidad. Finalmente, la lista de referencias que sigue
refleja lecturas del autor durante la preparacién de este texto y no significa en
modo alguno una seleccién de las mejores lecturas disponibles.



Juan Luts Vazquez

REFERENCIAS

ANDRADAS, C., ZUAZUA, E. (Coordinadores) La investigacion ma-
temdtica en Espana en el periodo 1990-1999. Comité Espanol para el
Ano Mundial de las Matematicas (CEAMM). Madrid, 2000.

ARNOLD, V., ATTYAH, M., LAX, P.,, MAZUR, B. Mathematics: Fron-
tiers and Perspectives, AMS Publications. Providence, 2000.

BABUSKA., 1. “Courant Element: Before and After”. En Finite Element
Methods. Editado por Krizek, Neittaanmiki and Sternberg. M. Dekker
Ine. New York, 1994.

BARENBLATT, G. 1. “George Keith Batchelor and Daniel George Crigh-
ton, Applied Mathematicians”. Notices American Math. Soc., vol 48, n.©
8. 2001. Pags. 800-806.

BROWDER, F. (ed.) “Mathematical Developments arising from Hil-
bert Problems”™. Proceedings of Symposia in Pure Mathematics, XX VIII.
Amer. Math. Soc. Providence, 1976.

CASTI, J. L. Five Golden Rules. John Wiley. New York, 1996. Five
More Golden Rules. John Wiley. New York, 2000.

CHAITIN, G. The limits of mathematics. Springer. Singapore, 1998.

CIPRA, B. What is happening in the Mathematical Sciences, vols. 1-4.
Amer. Math. Soc. Providence, 1999.

COMAP. Las Matemdticas en la vida cotidiana. Addison Wesley - Uni-
versidad Auténoma de Madrid. 1998. Versién inglesa: GARFUNKEL,
S. et al. Introduction to Contemporary Mathematics. W.H. Freeman &
Co. New York. 1988.

ENGQUIST, B., SCHMID, W. (Editores). Mathematics Unlimited -
2001 and Beyond. Springer-Verlag. Berlin, 2001.

FEYNMAN, R. P. Feynman Lectures On Physics (3 Volume Set). Rea-
ding, Mass., Addison-Wesley Pub. Co. Boston, 1963-65.

239



De la Artmaetica al Analisis: Historia y desarrollos recientes en Matematicas

FEYNMAN, R. P. Siz Easy Pieces: Essentials of Physics Explained by
Its Most Brilliant Teacher. Helix Books. New York, 1995. (Addison-
Wesley Longman. Boston, 1996) And Siz Not-So-Easy Pieces: Einstein’s
Relativity, Symmetry, and Space-Time. Addison-Wesley Pub., Reading,
Mass. Boston, 1997,

FONSECA, I et al. “The Impact of Mathematical Research on Industry
and vice versa”. Round Table at 3rd European Congress of Mathematics.
Barcelona, july 2000.

FRIEDMAN, A. et al. “Mathematics in Industrial Problems”. (A 10
volume collection) IMA Volumes in Mathematics and its Applications.
Springer-Verlag, Berlin, 1988-1998.

FRIEDMAN, A., LAVERY, J. How te Start an Industrial Mathematics
Program in the University. SIAM Report. Philadelphia, 1993.

GLEICK, J. Chaos: Making a New Science. Penguin Books. Nueva York,
1987.

HARDY, G. H. A Mathematician's apology. Cambridge University Press.
Cambridge, 1940.

HERNANDEZ, E., WEISS, G. A first course on wavelets. With a fo-
reword by Yves Meyer. Studies in Advanced Mathematics. CRC Press.
Boca Raton, FL, 1996.

JACKSON, A. “Mathematical challenges of the XXI century”. Notices
Amer. Math. Soc., vol. 47, n.° 10. 2000. P4gs. 1271-1273.

JAFFARD, S., MEYER, Y., RYAN, R. D. Wavelets, tools for Science
and Technology. SIAM. Philadelphia, 2001.

KHINCHIN, A. I. Mathematical Foundations of Information Theory.
Dover. New York, 1957. (Papers appeared in 1953, 1956 in Unspekhi
Mat. Nauk in Russian.)



Juan Luis Vazquez

KLINE, M. Mathematical Thought from Ancient to Modern Times. Ox-
ford Univ. Press. Oxford, 1972.

KLINE, M. Mathematics. The loss of certainty. Oxford Univ. Press.
Oxford, 1980.

MAURY, J. P. Galileo, el mensajero de los astros. Claves. Ed. B.S.A.
Barcelona, 2000,

METROPOLIS, N., HOWLETT, J., ROTA, G. C. (Eds.) A History of
Computing in the Twentieth Century. Academic Press. New York, 1980.

MEYERS, P. A. Encyclopedia of Modern Physics. Academic Press. San
Diego, 1990.

MORIYASU, K. An elementary primer in Gauge Theory. World Scien-
tific. Singapore, 1983.

MUMFORD, D., FRIEDMAN, L., LOVASZ, L., MANIN, YU., ROTA,
G. C., JENSEN, R. B. y PENROSE, R. Informe sobre el futuro de las
Matematicas contenido en Mitteilungen der Deutchen Math. Vereinigung
(es decir, Notices of the German Math. Union), 2. 1998,

MUNOZ SANTONJA, J. Newton, el umbral de la ciencia moderna. Col.
La Matemdtica en sus personajes, vol. 3. Nivola ed. Madrid, 1999.

NASAR, S. A beautiful Mind: A Biography of John Forbes Nash, Jr. Si-
mon & Schuster. New York, 1998. (En castellano, Una mente prodigiosa.
Historia de John Forbes Nash. Grijalbo Mondadori. Barcelona, 2001.)

NEWTON, 1. Philosophiae Naturalis Principia Mathematica. Pepys. Lon-
don, 1687. (En castellano, Principios matemdticos de la Filosofia Natu-
ral. Alianza Ed. Madrid, 1987.)

OBRA COLECTIVA. Fotografiando las Mathematics. Carroggio S.A. de
Eds. Barcelona, 2000.

241



242

De la Artmética al Analisis: Historia y desarrolics recentes en Matematicas

ODEN, J. T. et al. “Research directions in computational mechanics”.
Report of the US National Commitee on Theoretical and Applied Me-
chanics. Washington, 2000.

RENYI, A. Dialogues on Mathematics. Holden-Day. San Francisco, 1967.

REVISTA ESPANOLA DE FISICA, volumen 14, nniiumero 5. 2000,
Niimero especial: La Fisica y las Matemdticas.

SANCHEZ RON, J. M. El siglo de la ciencia. Taurus. Madrid, 2000.

SCHIFFER, M. M., BOWDEN, L. “The role of Mathematics in Scien-
ce”. The Math. Assoc. of America, New Math. Library vol. 30. 1984.

SIMMONS, J. The scientific 100. Citadel Press, Kensington Publ. Corp.
Nueva York, 1996.

SINGH, S. The Code Book: The Science of Secrecy from Ancient Egypt
to Quantum Cryptography. Doubleday & Company. Nueva York, 1999.

SMITH, W. Mapping and Sequencing the Human Genome: A Beginner’s
Guide to the Computational Science Perspective. ACM Crossroads Stu-
dent Magazine, http://www.acm.org/crossroads/ xrds4-1/genome.html.

STAUFFER, D., STANLEY, H.E. From Newton to Mandelbrot, A Pri-
mer in Theoretical Physics. Springer. Berlin, 1991.

STEWART, 1. The Problems of Mathematics. Oxford Univ. Press. Ox-
ford, 19924

TANUR, M., MOSTELLER, F. et al. Statistics: A Guide to the Unk-
noun. Brooks/Cole. Pacific Grove, 1989.

VAZQUEZ, J. L. “Las Matemdticas y los objetivos del ano 2000. Un
llamamiento a los matemdticos espanoles”. Gaceta de la Real Soc. Ma-
temdtica Espanola, vol. 3, 1. 2000. Pags. 9-22. Ver, también,
http://dulcinea.ucdm.es/ceamm.



VAZQUEZ, 1. L. “Mathematical Events in Spain in the Year 20007
Intelligencer. Springer-Verlag. Julio 2000, Pags. 12-14.

VERNET GINES. J. Historia de la Ciencia Espaniola. Editorial Alta
Fulla. Barcelona, 1998.

WATERMAN, M. S. Introduction to Computational Biology. Chapman
& Hall. Londres, 1995.

243






LAS MATEMATICAS DEL CONTROL

Enrique Zuazua
Departamento de Matemadticas
Universidad Auténoma de Madrid

RESUMEN

1. Introduccién.

2. Algunas aplicaciones comunes.

3. Controlabilidad versus optimizacion.
4. Control y complejidad.

5. Control del péndulo,

6. Controlabilidad de un sistema lineal en dimension fini-
ta.

7. Controlabilidad de sistemas no-lineales.

lidad.

\ 8. Optimizacion, programacion lineal, convexidad y dua-

9. Control molecular mediante tecnologia laser: la rele-
vancia de la separacién espectral.

10. La barrera del Tamesis: un ejemplo de control am-
biental.

‘ 11. Perspectivas futuras.

BIBLIOGRAFIA

245



246

Da la Aritmaticd al Analisis: Historla v desarrofios recentes an Matematicas

RESUMEN

En estas notas abordamos algunos aspectos de la Teoria Matemaitica
del Control, comenzando con algunas consideraciones histéricas genera-
les sobre sus origenes y evolucién., Mas adelante, describimos algunos
elementos matemdticos fundamentales y diversos avances recientes que
se caracterizan tanto por su interés matematico como por su transcen-
dencia desde un punto de vista social, tecnolégico e industrial. Por 1lti-
mo, mencionamos algunos problemas abiertos y los retos que se plantean
en esta disciplina para un futuro inmediato.

1. INTRODUCCION

S. Bennet inicia su libro dedicado a la historia de la Ingenieria del
Control® con la siguiente cita de Aristételes del capitulo 3 del primer
volumen de Politica:

“.. si cada instrumento pudiera llevar a cabo su propia fun-
cion, respondiendo o anticipdndose al trabajo de otros ... si
la lanzadera tejiese y la pio tocase el arpa sin una mane
que los guiara, los patronos no necesitarian ni sirvienles ni
capataces.”

Esta idea, expresada con enorme acierto por Aristételes, refleja de
manera transparente lo’que ha sido el motor de la Ingenierfa del Control
y de su Teoria Matematica: la automatizacién de los procesos para la
liberacién y mejora de la calidad de vida del ser humano.

Para todos nesotros, la palabra “control” implica “actuacién”. Es
verdad también que, a veces, en nuestra sociedad, la palabra “control”
puede ser percibida con un matiz un tanto negativo, en la medida en que
puede asociarse a “falta de libertad”. Pero no es éste el sentido en el que
ha de entenderse en el contexto de la Teoria del Control. En este caso, la
palabra “control” refleja el esfuerzo humano para intervenir en el medio
que le rodea con vistas a garantizar su supervivencia y una permanente
mejora en la calidad de vida.

Como ocurre en muchas disciplinas, ésta, la Teoria del Control, existia
desde mucho antes de que se le pusiera nombre. En efecto, en el mundo
de lo viviente, los organismos estin dotados de mecanismos de regula-
cién que garantizan el mantenimiento de las variables esenciales. Los
mecanismos de control son efectivamente ubicuos en la Naturaleza.

'BENNET, 8. A history of control engineering 1800-1930. IEE Control Enginee-
ring Series 8. Peter Peregrinus Ltd. Londres, 1979.
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La esencia de la Teoria del Control estd inspirada en algunas nocio-
nes que a todos nos resultan familiares. Una de ellas es la de “feedback”.
Este término se incorporé a lo que hoy conocemos como Teoria del Con-
trol en los anos 20 por los ingenieros del “Bell Telephone Laboratory™.
La traduccion del término “feedback” al castellano produce palabras
mucho mas largas tales como “realimentacién” o “retroalimentacion”.
Como deciamos, este término se adopta en los afos 20 para la Teoria
del Control, pero no se acuna en esta disciplina sino en areas tales co-
mo la Economfa Politica. Tal y como menciona en 1907 H.R. Hall,® por
ejemplo:

“Es un hecho curioso que, mientras que los economistas politi-
cos reconocen que para un correcto funcionamiento de la ley
de la oferta y la demanda ha de haber fluctuaciones, esto no
ha sido reconocido por los mecdnicos en relacion a la mdqui-
na de vapor. El objetivo de los economistas no es suprimir
estas fluctuaciones completamente (puesto que entonces se
suprimaria también el principio de la autorregulacidn), si-
no disminuirlas lo mds posible, permientiéndoles que sean lo
bastante grandes como para mantener suficiente poder requ-
lador.”

Esta frase desvela un principio que es vilido en muchos aspectos de
la vida diaria. Por ejemplo: cuando, yendo a velocidad alta, deseamos
frenar un vehiculo, no lo haremos de una sola vez, sino que el frenado
habra de ejercerse de manera intermitente para no perder el control
del vehiculo. En el ambito de las relaciones humanas no cabe tampoco
ninguna duda de que insistir continuada y permanentemente sobre lo
mismo no es necesariamente la mejor manera de convencer a nadie de
nada. En el control de sistemas ocurre exactamente lo mismo. De alguna
manera, hemos de renunciar a la regla bésica que todos hemos aceptado y
hasta considerado obvia en nuestra concepcién euclideana del universo y
asumir que, en la practica, “la distancia mads corta entre dos puntos no es
necesariamente la linea recta”. Para adentrarnos en la teoria del control
hemos pues de aceptar que, para controlar los sistemas que surgen en la
Naturaleza o en el desarrollo tecnoldgico, frecuentemente muy complejos
v eon un gran mimero de parametros, no se trata simplemente de forzar
el sistema para conducirlo de manera mondtona e ininterrumpida al
objetivo buscado sino que, a menudo, hemos primero de alejarnos del

*HALL, HL.LR. Governors and governing mechanisms. The Technical Publishing
Co. 2" ed. Manchester, 1907.
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objetivo buscado en armonia con el sistema para después alcanzar el
objetivo con un esfuerzo adecuado pero no excesivo.

La Naturaleza nos ofrece ejemplos dificiles de mejorar en este terreno.
Basta simplemente observar el ritual del depredador que acecha a su
presa o el cauce del rio que desde su nacimiento busca desembocar en el
mar.

Hoy en dia, la nocién de feedback es también comin en Biologia,
Psicologia, etc. El principio de causa-efecto ha dejado de entenderse
como un fenémeno estdtico y se aborda ahora desde una perspectiva
dindmica a causa de los mecanismos de “feedback”. Estamos frente al
principio causa-efecto-causa.

Otra de las nociones que subyace en todo lo que hoy puede conside-
rarse parte del &mbito de la Teor{a del Control es la de “optimizacion”.
La optimizacién es una técnica que tiene como objetivo aumentar o
mejorar el valor de una variable que, en la prictica, puede tomar las
formas mds variadas: temperatura, flujo de aire, velocidad, rentabilidad,
beneficio; informacién, capacidad de defensa y/o destruccion, etc. Las
técnicas de optimizacion son tan variadas que resulta imposible hacer
una presentacién global y unificada de todas ellas. Por otra parte, la
tecnologia informatica y las Ciencias de la Computacién han jugado un
papel critico y decisivo en las aplicaciones de las técnicas de optimiza-
cién tal y como ocurre, por ejemplo, en el control éptimo de cohetes y
proyectiles puesto que, en vista de la complejidad de los sistemas a los
que la Teoria del Control ha de hacer frente en la actualidad, es imposi-
ble realizar una implementacion eficiente de los métodos de control, sin
previamente realizar un riguroso trabajo de simulacién numérica.

Dentro del amplio abanico de teorfas, técnicas y problemas que po-
demos enmarcar en el contexto de la optimizacién cabe mencionar la
teoria de juegos, la programacion lineal y no-lineal, el disenio dptimo de
formas, etc.

Hemos ya mencionado dos de las grandes ideas que han servido de
inspiracién y de motor a la Teoria del Control: el mecanismo de feedback
y la optimizacidn.

Otro de los términos ligados a la Teoria del Control y de la Optimi-
zacién es el de cibernética, propuesto por el fisico francés A.-M Ampére
en el siglo XIX en su clasificacion de las Ciencias para referirse a la aiin
no existente ciencia del control de los procesos. Este término fue rdpi-
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damente olvidado hasta que en 1948, el matemético americano Norbert
Wiener lo adopté como titulo de su famoso libro®. Wiener definié la ci-
bernética como “la ciencia del control y de la comunicacién en animales
y mdquinas”. Esta definicién relaciona la cibernética con la Teoria del
Control y la Fisiologia del sistema nervioso.

El “sueno”de Wiener estaba basado en la idea de que surgiria una
creciente sinergia entre el ser humano y la maquina que abarcaria tanto
la Matemdtica como la Psicologia: La mdquina al servicio del ser hu-
mano, imitando al ser humano. Hace unas décadas todo esto no dejaba
de parecer un suenio ingenuo. Sin embargo, hoy la situacién es comple-
tamente distinta pues los desarrollos en la tecnologia de la computacién
han hecho posible un sinfin de nuevas aplicaciones, en robdtica, visién
por ordenador, etc. El articulo de M. Salomone, titulado de manera muy
elocuente “Los humanoides ya estdn aqui”,* da buena cuenta de estos
avances.

Todo esto plantea cuestiones nuevas y complejas, con enorme trans-
cendencia ética, y que, sin duda, condicionaran el devenir de la Ciencia
en los proximos anos : jpodemos inspirarnos en los sistemas de la bio-
logia para crear maquinas mejores? ;El comportamiento animal es un
criterio para juzgar la eficacia de las maquinas?

A medida que nos vayamos adentrando en la Teorfa del Control y
consultemos las referencias mas relevantes veremos que, con frecuencia,
también se utiliza el término de Ingenieria del Control. Alguno pue-
de preguntarse si esta tiltima y la que se denomina Teoria Matematica
del Control son disciplinas distintas o incluso concurrentes. Esto no es
asi desde nuestro punto de vista. Se trata, por el contrario, de una prue-
ba del vigor de un campo genuinamente multidisciplinar y transversal en
el que intervienen nunerosas disciplinas de la Ciencia y Teenologia. Con
el objeto de entender la coexistencia y utilizacion de esos dos términos
conviene remontarse por un momento a los origenes de esta historia.

Ya en los trabajos de Ch. Huygens y R. Hooke sobre la oscilacion
del péndulo a finales del siglo XVII, cuyo objetivo 1iltimo era una me-
dicién precisa del tiempo, surgen clementos de lo que hoy conocemos
como la Teorfa del Control. El objetivo, entonces, era proporcionar ins-
trumentos que sirviesen a la navegacién y, en particular, al control del

YWIENER. N. Cybernetics or control and communication in the animal and the
machine. John Wiley & Sons, Inc, New York, 1948,

*SALOMONE, M. “Los humanoides ya estin aqui”. El Pafs Semanal, 12338, Ma-
drid, 18 de junio de 2000.
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posicionamiento de los navios. Estos trabajos fueron después adaptados
a la regulacién de la velocidad en los molinos de viento. La idea central
fue la de utilizar un sistema mecdnico de bolas girando en torno a un eje
cuya velocidad de rotacién fuese proporcional a la del molino. A medida
que la velocidad de giro aumentaba, éstas se alejaban del eje, accionando
asi las alas del molino a través de mecanismos ingeniosos.

James Watt adapté este tipo de mecanismos de bolas a la maquina
de vapor, dando asi un enorme impulso a la revolucién industrial. En
este caso, a medida que la velocidad de las bolas aumentaba, las vilyu-
las se abrian, dejando escapar el vapor. Al disminuir la presién de la
caldera, la velocidad disminufa. El problema que se planteé fue enton-
ces el de mantener constante la velocidad de la mdquina. El astrénomo
inglés Georges Airy fue el primero en intentar realizar un anélisis del
regulador de bolas de Watt. Pero fue sélo en 1868 que el fisico escocés
James Clerk Maxwell realizé el primer anadlisis matematico convincente
de la maquina de vapor, explicé algunos de los comportamientos un tan-
to erraticos que se observaban en las mdquinas de entonces y propuso
diversos mecanismos de control.

Buscando més atrds en la Historia podriamos también llegar a la
conclusién de que también en el diseno de los acueductos romanos, en
los que se usaba un sistema de vélvulas para mantener un nivel de agua
constante, habia elementos propios de la Teoria del Control. Asimismo,
el control de los sistemas de irrigacién era un arte bien dominado en
Mesopotamia 2000 anos A. C. Por otra parte, en el antiguo Egipto, el
oficio de los “harpenodaptai” o “estiradores de cuerdas”, que tenia como
objeto estirar cuerdas para producir largos segmentos rectos que ayu-
dasen en la construeeién de piramides, era sumamente relevante. Este
hecho se considera como una evidencia de que ya por entonces se habia
comprendido no sélo que la distancia més corta entre dos puntos es la
linea recta (lo cual podria considerarse como el problema mas clasico de
la Optimizacién y del Cidlculo de Variaciones) sino que éste es equivalen-
te a su versién dual: entre todos los caminos de longitud dada, encontrar
el que maximiza la distancia entre los dos extremos. Obviamente, la res-
puesta es nuevamente la linea recta. El trabajo de log “harpenodaptai”
consistia precisamente en producir estas rectas que desempenan el papel
de curvas maximales u dptimas.

A través de la revolucién industrial, las ideas propias de lo que hoy
se denomina Teorfa del Control fueron haciéndose mds y més presentes.
Ya en los anos 20, los empresarios e ingenieros preferian el procesamien-
to continuo frente al més tradicional, por lotes y, cuando era posible,
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utilizaban el control semi-autemdtico o automatico. De este modo. la
Ingenieria del Control germiné y fue comenzando a ser reconocida como
una disciplina cientifico-tecnolégica. En los aﬂt\}s 30 se comenzaba ya a
asumir que la Ingenierfa del Control formaba parte importante del en-
tramado que supone la Ingenieria de Sistemas Complejos. Durante los
anos 30 se produjo un importante avance en todo lo relacionado con
el control automadtico y las técnicas de disefio y anilisis. Las aplicacio-
nes eran numerosas: amplificadores en sistemas telefénicos, el sistema de
distribucién de plantas eléctricas, estabilizacién de aviones, mecanismos
cléctricos para la industria papelera, quimica, del petréleo y del ace-
ro, ete. De este modo fueron surgiendo gradualmente nuevos y sélidos
conceptos y para finales de esa década se contaba ya con dos métodos
emergentes pero diferenciados: un primer método basado en la utiliza-
cién de ecuaciones diferenciales y un método frecuencial basado en el
andlisis de la relacién entre la amplitud y fase de la entrada (“input”) y
salida (“output”). Ya para entonces las instituciones comenzaban a to-
mar conciencia de la relevancia de la disciplina del control automaitico.
Era el caso, por ejemplo, de la ASME (Sociedad Americana de Ingenieros
Mecénicos) de EEUU y de la IEE (Institucién de Ingenieros Eléctricos)
Britanica. Durante la Segunda Guerra Mundial y los afios que Ja siguie-
ron, los ingenieros y cientificos tuvieron que afinar su experiencia en los
mecanismos de control de seguimiento de aviones y de los proyectiles an-
tiaéreos y en el diseno de baterias antiaéreas. Esto supuso un desarrollo
aln mgs importante de los métodos frecuenciales.

A partir de 1960, todo lo que acabamos de describir comenzé a co-
nocerse como la Teoria del Control “clésica”. En la década de los 60
comienza una nueva era en la que se pretende hacer frente a algo que
se habia puesto de manifiesto durante la guerra: los modelos nutilizados
hasta ese momento eran inadecuados para representar la complejidad
del mundo real puesto que los sistemas reales son no-lineales y estdn
sujetos frecuentemente a perturbaciones ruidosas, no deterministas. Las
contribuciones de R. Bellman (programacion dindmica), de R. Kalman
(filtrado y andlisis algebraico de problemas de control) en los Estados
Unidos y de L. Pontryagin (Principio del méaximo en el control 6ptimo
no-lineal) en la Unién Soviética establecieron los pilares fundamentales
de la investigacién en Teoria del Control de las 1iltimas décadas.

Hemos comentado aqui los orfgenes y algunos hitos histéricos de la
Teoria del Control que justifican plenamente su reconocimiento como dis-
ciplina con nombre propio y su denominacién de Ingenierfa del Control.
Pero cualquier persona familiarizada con las Matemadticas habra adivi-
nado entre lineas que ¢stas también han sido protagonistas de excepeién
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de esta historia. En efecto, tal y como menciondbamos anteriormente,
a finales de los afios 30 ya se adivinaban dos modos de abordar los
problemas de control. Uno, pasaba por la utilizacién de las ecuaciones
diferenciales y, por lo tanto, los desarrollos matematicos notables que se
habfan producido en este terreno en los siglos XVIII y XIX de la mano
de los cientificos mas célebres de la historia jugaban un papel central. El
otro, basado en el andlisis frecuencial, serfa impensable sin la utilizacién
de las técnicas desarrolladas por el genial matemdtico francés Joseph
Fourier.

De ahi que la Teorfa del Control permita dos interpretaciones: una
desde el punto de vista de la Ingenierfa y otra mas Matemética. En la
prictica, obviamente, no existen fronteras claras ni mucho menos y la
Teoria del Control es precisamente una de las dreas de la Ciencia donde
las Matematicas y el mundo de la tecnologia se encuentran de manera
mas fructuosa.

El papel de las Matematicas no ha hecho mas gue crecer en las
1ltimas décadas en el mundo del Control. Como deciamos antes, a partir
de los 60 se reconoce la necesidad de adentrarse en el mundo de lo no-
lineal y de lo no determinista. Esto explica esa imperiosa necesidad de
utilizar cada vez més las Matematicas para desentranar los misterios del
control de sistemas.

Tal y como quedara puesto de manifiesto a lo largo de estas notas, la
Teoria del Control y el Célculo de Variaciones tienen raices comunes e,
incluso, algunas veces son disciplinas diffciles de distinguir. La historia
del Cilculo de Variaciones estd también repleta de grandes “hazanas”
matematicas. Como ya mencionamos anteriormente, la comprension de
que el camino mas corto entre dos puntos es el rectilineo puede consi-
derarse el punto de partida del Céleulo de Variaciones. En el siglo I de
nuestra era, Héron de Alejandria en su obra La Catoptrique mostrd que
la ley de reflexién de la luz (dngulo de incidencia igual al de reflexién)
puede deducirse de un principio variacional simple que garantiza que la
luz sigue el camino mas corto. En el siglo XVII, Fermat generalizo la ob-
servacién de Héron y formulé el “principio del tiempo minimo”, segin
el cual, la luz en un medio de velocidad variable sigue el camino que
garantiza el tiempo minimo de recorrido. Leibniz y Huygens mostraron
que la ley de Snell de la refraccién se puede obtener a partir del prin-
cipio de Fermat. En 1691, Jean Bernoulli probé que la catenaria es la
curva que proporciona la configuracién de una curva de longitud dada y
de densidad de masa constante cuyos extremos estin fijos. El problema
del bachistocrono, formulado por el mismo sabio en 1696, es equivalente
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al de hallar los rayos de luz en el semiplano superior y > 0 cuando la
velocidad de la luz ¢ esta dada por la férmula ¢(z,y) = /y. J. Bernoulli
probé en 1697 que la solucién viene dada por la cicloide.®

R. Kalman, uno de los grandes protagonistas de la Teoria del Control
moderna, en su articulo de 1974° sefialaba que, en el futuro, los avances
en la Teoria del Control y la Optimizacién de sistemas complejos ven-
drian de la mano de progresos matematicos mas que de los tecnologicos.
Hoy en dia es tan fuerte el impulso de las nuevas tecnologias que es un
tanto arriesgado sostener dicha afirmacion, Lo que s{ se puede garanti-
zar es que un avance sustancial en Teoria del Control exige de esfuerzos
tanto en el ambito de la teoria matemética correspondiente como de
las tecnologias necesarias para implementar nuevas y mds eficientes y
robustas estrategias de control.

Cabe preguntarse si una disciplina como la Teoria del Control, con un
pasado tan rico, y que cuenta con tal diversidad de resultados relevantes,
estd ya cerrada y conclusa. Nada mads lejos de la realidad. El incesante
avance de las nuevas tecnologias y el progreso de nuestra sociedad no
hacen mas que aumentar el mimero de Ambitos en los que la Teoria
del Control es necesaria y de plantear problemas matemdticos nuevos y
estimulantes.

En estas notas no pretendemos, ni mucho menos, hacer un repaso
exhaustivo de la Teoria del Control ni presentar el estado del arte en
¢l campo. Se trata de una disciplina tan rica que esta tarea excede con
creces las dimensiones de este trabajo. Los lectores interesados podran
estudiar mas sobre estos temas a través de la bibliografia seleccionada
que presentamos al final del articulo.

En este articulo nos limitaremos, por tanto, a presentar algunos as-
pectos histdricos, a describir algunos resultados que han jugado un papel
central en el desarrollo de la Teorfa y a comentar algunos avances re-
cientes. La eleccion de los temas es, sin duda alguna, arbitraria y con
certeza condicionada por los gustos del autor. Confiamos, sin embargo,
en que los problemas elegidos permitan transmitir la riqueza y el vigor

“El lector interesado por estas cuestiones histéricas podrd consultar HAIRER,
E. v WANNER, G. Aralysis by tts History. Undergraduate Texts in Mathema-
tics. Reading in Mathematics. Springer-Verlag, New York, 1996; o el articulo SUSS-
MANN, H.J. “Résultats récents sur les courbes optimales”. Journée Annuelle de la So-
cieté Mathématique de France. Junio de 2000. (http://math.rutgers.edu/~sussmann)

SKALMAN, R.E. “Optimization, mathematical theory of, control theory”. En
Eneyclopaedia Britannica. Fifteenth ed, Londres, 1074, Pdgs. 636-638.
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de la disciplina. Concluiremos mencionando algunos retos y problemas
que se nos presenten en el inmediato futuro.

El resto de estas notas estd organizado del siguiente modo. En la
seccién 2, presentamos brevemente algunas aplicaciones comunes de la
Teoria del Control. En la seccién 3, en el marco de un modelo matematico
simple, presentamos los problemas del control éptimo y la controlabili-
dad, comentando sus relaciones y diferencias. En la seccién 4, ilustrare-
mos algunas de las dificultades que la gran complejidad de los sistemas
de la naturaleza y de la tecnologia entranan a la hora de abordar su con-
trol. En la seccién 5, introduciremos algunas de las herramientas bésicas
del control de sistemas analizando el control de un péndulo. En la sec-
cion 6, presentaremos uno de los resultados mas basicos e importantes:
La caracterizacién de los sistemas de coeficientes constantes controlables
en dimensién finita. En la seccién 7, abordaremos la extensién de este
resultado al marco no-lineal mediante Algebras de Lie y su aplicacién al
problema del aparcamiento de un vehiculo. En la seceién 8, analizaremos
algunos aspectos bésicos de la optimizacién como son la programacion
lineal, 1a convexidad y la dualidad. En la seccién 9, describiremos bre-
vemente el problema del control molecular mediante tecnologia laser,
lo cual nos permitira presentar las Técnicas de Andlisis Espectral y
de Fourier en el control de sistemas en dimensién infinita gobernados
por Ecuaciones en Derivadas Parciales. La seccién 10 estd dedicada a
la Barrera del Témesis, una de las obras més modernas de Ingenieria
diseniada para evitar inundaciones en Londres y que consituye uno de
los grandes éxitos de la Ingenieria del Control en materia de proteccién
ambiental.

Por 1iltimo, en la seccién 11, citaremos algunos ambitos de la So-
ciedad, Ciencia y Tecnologia en los que la Teoria del Control habra de
jugar un papel importante en los préximos anos. Concluimos las notas
con una Bibliografia seleccionada pero extensa que puede ser de utilidad
a aquellos lectores que deseen profundizar en algunos de estos temas v
otros aspectos de la Teoria del Control.

A lo largo del periodo de preparacién de estas notas he contado con la
colaboracion y avuda mediante sugerencias, referencias, aclaraciones histéricas
o de algunos conceptos de diversos colegas a los que agradezco sinceramente
su ayuda y buena disposicién. En particular me gustaria agradecer la ayuda
recibida de E. Casas, J. Duocandikoetxea, J. Lagnese, C. LeBris, J.L. Lions,
S. Mareus, J.P. Puel, R. Rodriguez del Rio, P. Rouchon, H.J. Sussmann y P.
Zufiria.



enngue Ludzua

2. ALGUNAS APLICACIONES COMUNES

Son numerosas las aplicaciones de la Teorfa del Control tanto en la
vida diaria como en los procesos tecnolégicos e industriales més sofisti-
cados. En el libro editado por W. 8. Levine’, se recogen un buen ntimero
de ellas.

Algunas son tan simples como el mecanismo de funcionamiento de
la cisterna de nuestro cuarto de bafio. Son muchas las variantes (existen
patentes que datan ya del afio 1886, tal y como puede verse en el articulo
de G. Le Tallec®), pero todas ellas funcionan sobre los mismos principios
bésicos. Lo que es mas sorprendente es que en un mecanismo tan simple
y eotidiano encontremos ya algunos de los elementos hdsicos de todos los
procesos de control. Efectivamente, la cisterna estd dotada de valvulas
reguladoras, de mecanismos que desencadenan el proceso de control, de
mecanismos de feedback que en funcién del nivel de agua captado por
los sensores suministra mas o menos agua al depésito y mecanismos que,
en caso de algin fallo en el proceso, eviten las siempre tan desagradables
inndaciones.

Los sistemas de calefaccién, ventilacién y de aire acondicionado en
los grandes edificios son procesos a gran escala consistentes en la inter-
conexién de subsistemas termo-fluidos y electromecdnicos. El objetivo
de estos sistemas en los grandes centros comerciales es mantener un am-
biente confortable en su interior y una buena calidad del aire para sus
ocupantes en cualquier circunstancia, con un costo operacional bajo y
con una alta fiabilidad.

La importancia de estos sistemas de control es evidente tanto desde
el punto de vista del impacto en la economia y el medio ambiente, como
en la salud de sus ocupantes.

Antes de disefiar un sistema de control para un proceso es impres-
cindible entender ¢6mo funciona. Estos edificios estdn dotados de una
planta central que proporciona aire o agua caliente a diversas unidades
periféricas. Estas, a su vez, proporcionan aire acondicionado en distintas
zonas de caracteristicas y tamanos diversos. Frecuentemente, paredes y
muros separan a las distintas zonas y en algunas de ellas, incluso en in-
vierno, a causa de sus condiciones de aislamiento y por la gran presencia
de publico, es imprescindible proceder a su enfriamiento. Todo esto hace

"LEVINE, W. S. Control System Applications. CRC Press. Boca Raton
(E.EU.U.), 2000.

*LE TALLEC, G. “Domain decomposition methods in computational mechunics”,
Computational Mechanics Advances, 1. 1994, Pig. 4.
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que el sistema en su globalidad sea sumamente complejo y dotado de
diversos mecanismos que incluyen sensores, actuadores, intercambiado-
res, etc. Podemos pensar que se trata de una cisterna muy compleja y
evolucionada.

Hemos hablado aqui de los sistemas de calefaccién y refrigeracion
de grandes edificios. No hemos de olvidar a su antecesor: el termostato,
que regula la temperatura en casa. Ni que decir tiene que todos estos
sistemas son sumamente importantes tanto en lo que respecta al ahorro
energético, como al respeto al medio ambiente y a la salud de sus habi-
tantes,

Seria innumerable la lista de Ambitos industriales en los que la Teoria
del Control interviene de manera decisiva, Cabe mencionar, por ejemplo,
el control del pH en las reacciones quimicas, la industria papelera, la
industria automovilistica, seguridad nuclear, defensa, ete. Por ejemplo,
en el caso de la produccién de papel, se trata de un proceso a gran
escala, fuertemente no lineal y estocéstico y dominado por los efectos de
retardo. No se trata de un sistema lineal, invariante en el tiempo, sino
mas bien de un sistema cadtico.

El control del caos es un tema de gran actualidad. Los puntos de vista
son a veces duales o incluso contrapuestos. La naturaleza cadtica de un
sistema puede ser un serio obstdculo para su control pero también puede
convertirse en un aliado. Por ejemplo, las impresionantes piruetas a las
que estamos acostumbrados en las trayectorias de aviones de combate,
estan basadas en el control a lo largo de trayectorias inestables. Es,
sin duda, sumamente dificil controlar un vehiculo de este tipo. Pero las
posibilidades que se le presentan a un piloto experto son muy diversas
e insospechadas. Precisamente en el campo de la aerondutica, el control
de la turbulencia juega un papel fundamental®.

Hablando de los vehiculos de uso comiin, el control de mecanismos
de automocion se encuentra frecuentemente ante requerimientos diversos
que, a veces, pueden entrar en conflicto. Se trata de optimizar el consumo
de combustible, proporcionando a su vez, rendimientos cada vez mas
altos y de modo que los vehiculos sean faciles de manejar y seguros. Una
de las mayores diferencias entre el automévil de nuestros dias en relacién
a los existentes hace dos o tres décadas, reside, precisamente, en los

?El lector interesado podra consultar MOIN, P. y BEWLEY, Th. “Feedback control
of turbulence”. Mechanics USA 1994. A.S. Kobayashi ed. Appl. Mech. Rev., 47 (6).
1994. Pdgs. S3-513, para una descripcion del estado del arte en las téenicas de control
activo en este ambito.
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mecanismos digitales de control basados en el uso de microprocesadores
que hoy incorporan. En este ambito cabe, por ejemplo, mencionar los
mecanismos antibloqueo de los que los frenos de los vehiculos estan hoy
en dia dotados. Lo mismo puede decirse de los aviones. Sin embargo, en
este 1iltimo caso, también son necesarios los mecanismos de control para
controlar su posicién y trayectoria.

Las estaciones espaciales que incorporan plataformas, reflectores 6pti-
cos de grandes dimensiones, sistemas de comunicacién mediante satéli-
tes, etc., son ejemplos aiin mas sofisticados pero que van a ser cada vez
mas frecuentes v relevantes.

El control de robots, desde los mads simples, hasta los bipedos que
reproducen la capacidad locomotriz del ser humano, es otro de los te-
mas que atrae buena parte de la atencién de la Teoria del Control que
se desarrolla en nuestros dias. El lector interesado puede, por ejemplo,
consultar la pigina web del INRIA (Francia) donde encontrarda una pre-
sentacién e imdgenes del robot bipedo antropomdrfico BIP2000. Otro
ejemplo del que hemos tenido noticias recientemente, es el del vehiculo
disenado por el CSIC que viaja sin necesidad de conductor a través de
sofisticados mecanismos de control antomatico.

Otro de los mecanismos que se ha convertido en un habitual de nues-
tros hogares es ¢l de los lectores de discos compactos. Este elemento
indispensable de nuestra cadena de miisica es un mecanismo éptico de
descodificacion que reproduce una senal acistica de alta fidelidad a par-
tir de una senal codificada grabada en un conducto espiral implantado
en el disco. En estos dispositivos uno de los retos mds importantes es
obtener mayores velocidades de rotacion que permitan una lectura méas
ripida pero sin que eso afecte a la estabilidad del disco. Los mecanis-
mos de control propios de estos dispositivos han de ser aiin mucho més
robustos cuando se trata de equipos portatiles. Los avances han sido sin
duda notables desde aquellos primeros graméfonos de Edison dotados
de mecanismos de bolas para mantener estable la velocidad de giro del
disco.

Segnimos hablando de sistemas sofisticados. Pero si observamos el
funcionamiento del mecanismo de apertura y cierre de la puerta de un
garaje, veremos que, también ahi, la Teoria del Control estd presente.

Las redes de generacidn y suministro eléctrico son, sin duda alguna,
otra de las aplicaciones mas comunes de la Teoria del Control y que
mas afectan nuestra vida cotidiana. Basta pensar en lo incémodos que
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pueden resultar los apagones eléctricos para darse cuenta de ello...

Antes hemos mencionado alguno de los dmbitos de aplicacién de
la Teoria del Control que puede ser importante para la salud del ser
humano. A este respecto no cabe olvidar las crecientes aplicaciones en la
medicina actual que van desde los corazones artificiales a los mecanismos
de suministro de insulina.

El mimero de aplicaciones que podrian citarse es impresionante.
Creemos, sin embargo, que éstas, junto con otras que citaremos a lo lar-
go del trabajo, convenceran al lector de la ubicuidad de los mecanismos
de control en el mundo que nos rodea. La Teorfa Matematica subyacente
es, me atreveria a decir, mds impresionante ain. Obviamente, en este
articulo no haremos mds que presentar algunos de los elementos mas
simples de la misma. En particular, describiremos el problema del con-
trol de un péndulo (seccién 5), de un automévil (seccién 7), de algunos
procesos que intervienen en el disefio molecular (seccién 9) y de algunos
problemas relacionados con el medio ambiente (seccién 10)'7.

3. CONTROLABILIDAD VERSUS OPTIMIZACION

De manera general, podria decirse que el objetivo central de la Teorfa
del Control es proporcionar estrategias para conducir un proceso a un
objetivo deseado y/o prescrito. Tareas tales como la colocacién de un
satélite en la 6rbita, la reduccién del ruido en los vehiculos de transporte
o la estabilizacién de estructuras, son problemas propios de la Teoria del
Control.

Tanto si adoptamos un punto de vista frecuencial como si optamos
por modelizar el fenémeno en cuestioén a través de ecuaciones diferencia-
les, la cuestién acaba siendo, por tanto, conducir el estado, la variable
que nos interesa, al objetivo prefijado mediante la eleccién de un meca-
nismo de control adecuado.

Existen, sin embargo, dos matices que pueden diferenciar en la practi-
ca de un modo significativo los problemas que habremos de afrontar. En
los problemas de controlabilidad nos interesa descifrar si el objetivo pres-
crito puede efectivamente alcanzarse de manera exacta y, si esta cuestiéon

10F] lector interesado en una introduccién a las técnicas matemdticas bésicas en
la Ingenieria del Control y sus aplicaciones mds comunes, podrd consultar los libros
DORF, R. C. Sistemas modernos de control. Addison Wesley Iberoamericana. México
D.F., 1989; v OGATA, K. Ingenieria de Control Moderna. Prentice Hall Hispanoa-
mericana. México D.F., 1998,



admite una respuesta afirmativa, cudl es el tiempo minimo en el que esto
es posible, cudl es el control menos costoso, etc.

Cuando abordamos el problema desde ¢l punto de vista de la Opti-
mizacién o Control Optimo, la cuestién se plantea desde otra perspecti-
va: con independencia de que el problema de la controlabilidad admita
una respuesta afirmativa o negativa, buscamos un buen control, que nos
aproxime lo mas posible al objetivo prescrito y, eso si, manteniendo el
control dentro de los margenes de costo admisibles.

Este segundo constituye aparentemente un planteamiento mas mo-
desto puesto que se renuncia a la “bisqueda de la perfeccién”. Pero se
trata de un punto de vista sumamente realista. En la practica, este se-
gundo planteamiento puede proporcionar resultados muy satisfactorios
y esto mediante fécnicas matemadticas menos sofisticadas.

Pongamos un ejemplo sobre el que cualquier persona familiarizada
con la resolucién de sistemas lineales deberia poder reflexionar,

En  este ejemplo, el estado es simplemente un vector

r = (x1,x2, - ,x,) de R™ y éste estd gobernado por la ecuacion de
estado '

Ar=b (3.1)

donde A es una matriz cuadrada n x n. Para simplificar el problema
supongamos que A es no singular o incluso simétrica, definida positiva,
cte. El vector b que aparece en el segundo miembro de la ecuacién es el
control del que disponemos. La ecuacién (3.1) es, pues, la ecuacidn de
estado que describe el modo en que el control b actila sobre el estado
z. Obviamente, como el sistema en cuestion es inversible, tenemos que
su 1inica solucién es & = A~'b, pero no deseamos hacer uso de este tipo
de informacién pues, en la practica, la ecuacién de estado no es ficil de
resolver v/o invertir,

Supongamos ahora que nuestro objetivo es conseguir que el estado

x satisfaga la siguiente condicién: La primera componente del estado,

xy, ha de coincidir con un valor prescrito #]. Es decir, imponemos la
condicion adicional

Ty =Ty, (3.2)

Este tipo de requerimiento, en las aplicaciones précticas, puede tra-
ducir una exigencia a nivel del disenio de un mecanismo, o de posiciona-
miento de un objeto, por ejemplo.
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El problema de control se reduce entonces a buscar b € R” de modo
que la solucion de (3.1) satisfaga (3.2). Esto es evidentemente posible.
Basta, por ejemplo, imponer que z = (z},0,---,0) y tomar como b el
vector resultante de la operacién Az. Pero este procedimiento, basado
en el diseno directo del estado que realice el objetivo deseado sin necesi-
dad de buscar previamente el control, en la prictica, es frecuentemente
irrealizable. En efecto, en los problemas reales, hemos de elegir primero
el control y entonces, el estado viene dado como solucién de la ecua-
cién de estado o, si se quiere, como la respuesta del sistema al control
introducido.

El problema de control propuesto es, por tanto, trivial. Disponemos
de tantos controles (las n componentes de b) como de componentes del
estado a controlar o incluso de més, pues, en este caso, sélo pretendiamos
controlar la primera componente .

;Pero qué ocurre cuando vamos disminuyendo el margen de maniobra
del control? ;Qué ocurre, por ejemplo, si by, -+, by—1 estan fijos y sélo
disponemos del pardmetro 0, para controlar el sistema?

Desde un punto de vista matemitico, la cuestién se formula del modo
siguiente. En esta ocasion

Az =c+b (3.3)

donde ¢ € R" es un vector fijo dado y b un vector columna de com-
ponentes (0,...,0,by,), es decir, b = bye, donde e es el vector unitario
(0,...,1). El problema de la controlabilidad consiste entonces en estu-
diar si existe una eleccién adecuada de by, que garantice que la solucion
x de (3.3) satisface (3.2).

La cuestioén es ahora mucho menos obvia, pero en este caso tan simple
no es dificil resolverla, La solucién z de (3.3) se puede descomponer de
la siguiente forma

r=y+z (3.4)
donde
y=A"'c (3.5)
y 2 satisface
Az = bye; esdecir, z=bpz*, conz*=A"le. (3.6)
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Si queremos poder garantizar que la primera componente z; de las
soluciones z de (3.3) barre todo R cuando b, varia en R, tal y como
habfamos exigido en (3.2), es entonces necesario y suficiente que la pri-
mera componente z] del vector A~'e que interviene en (3.6) sea no nula.

Tenemos de este modo una respuesta precisa al problema de con-
trolabilidad planteado: la controlabilidad (la posibilidad de elegir b =
(by,.-..by) de modo que la solucién z de (3.1) satisfaga ry = z para
un valor de z7 arbitrario prescrito) se cumple si y sélo si la primera
componente de A~ 'e es no nula.

Conviene subrayar que, cuando la primera componente de A~ e se
anula, la primera componente z; de z s nula sea cual sea b, y, por lo
tanto, con independencia del valor elegido para el control by, la primera
componente z; de la solucién x de (3.3) coincide con la primera compo-
pente de y. Por tanto, en este caso degenerado, la primera compounente
r1 de x es insensible al control. El conjunto de valores que x; recorre
cuando b, varia en toda la recta se reduce a un 1nico punto: y;.

De este modo empezamos a percibir algunos de los aspectos que se
plantean de forma sistematica en los problemas de control: Sélo es posi-
ble dar una respuesta afirmativa cuando el control o los controles de los
que se dispone alcanzan todas las componentes del estado. Dicho de otro
modo, cuando alguna de las componentes del estado es insensible a la
accién del control, nos encontramos ante una falta de controlabilidad. El
estado permanece siempre encerrado en un espacio de dimensién menor
que lo exigido por el problema de controlabilidad.

Antes hemos utilizado la palabra “degenerado” para adjetivar el caso
en que la primera componente de A~ e es cero y hay por tanto ausencia
de controlabilidad. Se trata, efectivamente, de un caso excepcional: la
probabilidad de que un miimero elegido al azar sea cero en la recta real
es nula,

;Pero es realmente tan improbable que en la practica nos encontre-
mos ante estas situaciones degeneradas en las que se pierde la controla-
bilidad?

En cualquier caso, es facil imaginar que en el caso de sistemas com-
plejos puede resultar muy dificil determinar a priori cuando hay o no
componentes insensibles a la accién del control. De hecho, en la préctica,
disenar una estrategia de control que garantice que no estamos en una
situacién degenerada en la que se produzca una falta de controlabilidad

A
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no es tarea fécil. Volveremos sobre este tema en la siguiente seccién.

5i adoptamos el punto de vista de la optimizacion o del control opti-
mo, estas dificultades desaparecen.

Supongamos, por ejemplo, que el valor k > 0 es una cota razonable
del control b, que en la practica podemos implementar. En este caso, la
mejor respuesta posible al problema de control se obtendria minimizando
el funcional cuadritico

J(bn) =| 21— 27 |* (3.7)
en el intervalo cerrado y acotado

I = [k, k). (3.8)

Como J depende continuamente de b,,, se deduce inmediatamente la
existencia de un control éptimo bt € I que minimiza la distancia entre
la primera componente de la solucién z; y el objetivo z7.

Vemos, por tanto, que el problema de control éptimo se resuelve de
manera mucho mas simple.

Este punto de vista es sumamente natural y acorde al sentido comun,
Ya L. Euler decia:

“El universo es de lo mds perfecto y estd diseriado por el
creador mds sabio. Nada ocurrird sin que destaque, de alguna
manera, la presencia de una regla mdrima o minima.”

Pero analicemos con un poco mas de detalle las relaciones gue se
presentan en estos dos planteamientos. Se pueden hacer las siguientes
observaciones:

o Sila propiedad de controlabilidad se cumple, para k suficientemen-
te grande, la solucién al problema de control éptimo producird la
solucién exacta buscada para el problema de controlabilidad.

e Cuando el objetivo z} no es alcanzable, el problema de optimiza-
cién nos proporciona, de todas maneras, la mejor solucién posible
en el rango [~k, k| de controles admisibles.
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e La resolucién del problema de optimizacién y el andlisis de la evo-
lucidn del minimo del funcional J en el intervalo [ a medida que k
crece puede ser de hecho un test para la propiedad de la controla-
bilidad. Cuando este minimo se estabiliza en torno a una constante
positiva, a medida que k aumenta, podemos sospechar, de manera
fundada, que estamos frente a un caso en que el objetivo z] no
es alcanzable y que nos hemos situado ya a la minima distancia
posible del objetivo marcado.

IEn vista de todas estas consideraciones cabe entonces preguntarse
i Es realmente indispensable estudiar el problema de la controlabilidad
o podemos contentarnos con el punto de vista de la optimizacion?

La respuesta depende del grado de preeision con que neecesitemos
calcular el control. Pero hay muchos casos en los que es indispensable
que el control no nos conduzea a un estado alejado del objetivo pres-
crito, Cabe, por ejemplo, pensar en las tecnologias utilizadas para la
estabilizacion de edificios en caso de terremotos, No seria deseable que
el margen de error permitiese el derrumbe de la construccién. Todos so-
mos también conscientes de la importancia de la precisién en el control
de las expediciones espaciales, en la aplicacién de las técnicas de control
tan extendidas en medicina y de muchos otros ejemplos en los que el
analisis que hemos presentado del problema de optimizacién parece, a
todas luces, insuficiente.

4. CONTROL Y COMPLEJIDAD

Como ya hemos dicho anteriormente, los sistemas que en la practica
hemos de controlar son complejos. Pensemos, por ejemplo, en la red
internet o en la infinidad de componentes que se acoplan en cualquier
obra tecnologica; un automaévil quizas.

El ejemplo matricial mostrado en el apartado anterior no deja de ser
un simple juguete ante la tremenda complejidad de estos sistemas. Pero
ya en ¢l vefamos que las diferentes componentes del sistema no siempre
son sensibles a la presencia del control.

Esta complejidad no es exclusiva del momento histérico que vivi-
mos. Todo lo que nos rodea y ha existido, incluso antes de que el ser
humano habitase sobre el planeta Tierra, es intrinsecamente complejo.
A nadie se le escapa la complejidad del universo y de su proceso de for-
macion, del de la aparicién de la vida o de cualquier otro fenémeno que
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podamos observar en la naturaleza. Recientemente todos los medios de
comunicacién se han hecho eco de un avance histérico en la evolucién de
la humanidad: la descodificacién completa del genoma humano. Pero, a
pesar de la importancia de este avance, éste no es mas que un primer
paso que nos muestra la complejidad del lenguaje en el que esta escrita
la vida.

En este punto cabe recordar la anécdota siguiente. En 1256, Alfon-
so X El Sabio, al refugiarse en el Alcdzar de Segovia de una violenta
tormenta, exclamd:

“Si el Serior Todo Poderoso me hubiese consultado en el mo-
mento de la creacion del mundo, yo habria recomendado un
sisterna mds simple.”

La complejidad no es una caracteristica exclusiva de los problemas
de control, sino que hoy en dia es inherente a cualquier ambito de la
Ciencia y de la Tecnologia.

En efecto, los enormes avances que se han producido en Informatica
permiten que hoy en dia se utilice la simulacién numérica en cualquier
fase del desarrollo de un proyecto industrial: tanto en la de concepcion,
como en las de desarrollo o calificacién. Por otra parte, el creciente éxito
de la simulacién numérica frente a los métodos tradicionales de la Inge-
nieria radica en que proporciona ahorros sustanciales en los ensayos y
permite que éstos se realicen a escala real y sin las restricciones asociadas
a la instrumentacion.

Este nuevo método cientffico, basado en una combinacion de las Ma-
teméticas que permiten representar y entender las realidades fisicas y
la Informaética que proporciona instrumentos de cdlculo, estd cada vez
mas conselidado. Conviene aqui recordar que la inveneion del transistor
en 1947 en los Laboratorios Bell es lo que hizo posible el desarrollo de
los ordenadores y, por tanto, en definitiva, el surgimiento de este nuevo
método. El resto de las Ciencias no son ajenas a este método evidente-
mente, puesto que los modelos Matematicos surgen precisamente de la
Fisica, Quimica, Mecanica, Biologia, Economia, etc.

Hay, sin embargo, una dificultad que hoy por hoy supone un ver-
dadero reto: el tratamiento de fenémenos miiltiples que a su vez, por
acoplamiento, pueden dar lugar a nuevos fenémenos, inesperados y des-
conocidos. Los fluidos reactivos, que intervienen por ejemplo en la pro-
pulsion de naves espaciales, son un buen ejemplo.



En estos casos no queda més remedio que realizar un estudio modu-
lar, analizando y simulando numéricamente c¢ada elemento por separado,
para después ensamblar los resultados mediante codigos multifisicos. Pe-
ro esta tltima es una tarea sumamente compleja en la que ain queda
mucho por hacer. Por poner un ejemplo matematico, el lector podra pen-
sar en las dificultades que entrana ensamblar un método de diferencias
finitas con otro de elementos finitos en un modelo hibrido parabélico-
hiperbélico tan comiin en la interacciéon fluido-estructura.

Los ejemplos relevantes de estos sistemas complejos donde el acopla-
miento de varios fenémenos distintos puede jugar un papel determinante
son muy diversos. Hemos mencionado los fluidos reactivos en combustién
tan importantes en la propulsion de naves espaciales. En este ambito de
la tecnologia aeroespacial cabe también mencionar la interaccién fluido-
estructura tan importante en el pilotaje de naves espaciales a causa de
las vibraciones que en las mismas produce la combustién. Otros ejem-
plos importantes son los de la previsién meteoroldgica y de los cambios
climaticos, donde la interaccién entre la atmésfera, el océano, la vegeta-
cién, eteétera, juega un papel clave,

El lector interesado podrd consultar el articulo de J. Achache y A.
Bensoussan'! para una descripcién més detallada de las perspectivas
de la simulacién numérica en los dAmbitos de la tecnologia espacial, la
climatologia y la meteorologia.

Por lo tanto, la resolueién de cualquier problema relevante exige
identificar subsistemas que interactiien de una manera susceptible de
ser deserita con cierta facilidad.

Volviendo a los problemas de control, en el diseno de sistemas de
control automatico, la utilizacion de las funciones de transferencia ha
permitido describir las interacciones entre los actuadores; sensores y con-
troladores de un sistema. Sin embargo, hoy en dfa, nos encontramos ante
el reto de descomponer los complejos sistemas a los que hacemos frente
en subsistemas mayores. No existe ninguna teorfa definitiva a este res-
pecto, ni mucho menos, pero se trata, sin duda alguna, de un campo
a explorar en el que todos los esfuerzos y aportaciones son bienveni-
dos. En este sentido, nada se puede excluir, y esto devuelve la razon
a Wiener, Las maquinas se orientan cada vez mas al calculo simbélico,

"WACHACE, J. y BENSOUSSAN, A. “Assimilation, simulation et prevision”, MA-
TAPLI, 60. 1999. Pégs. 25-34.
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paralelo, etc. y emulan de manera creciente al ser humano. Términos
como inteligencia artificial o redes neuronales son hoy en dia comunes
y estdn plenamente justificados. jAcaso la capacidad del cerebro hu-
mano de coordinar el funcionamiento del organismo y de sus diversas
componentes no es digna de admiracién y de ser emulada?

La complejidad del mundo que nos rodea nos obliga, como deciamos,
a adoptar métodos de descomposicién para poder analizarlo con més fa-
cilidad, pero también nos obliga a cambiar nuestro punto de vista sobre
la modelizacion de los fenémenos. Los modelos han de considerarse como
entidades que evolucionan para adaptarse a un mundo en el que la com-
plejidad es creciente. Cada vez estdn méds caducos debates del tipo “mo-
delos discretos/modelos continuos” o “modelos deterministas/modelos
discretos”. La necesidad de trabajar con modelos hibridos es cada vez
mayor y la Teoria del Control no escapa a esta exigencia.

La Informaética ha jugado un papel decisivo a la hora de hacer abor-
dables estos sistemas complejos, de cardcter hibrido. En efecto, hoy en
dia, los algoritmos iterativos y paralelos permiten estudiar problemas de
gran complejidad en un tiempo realista.

Cada vez se exige méas a los mecanismos de control. Uno de los valo-
res mas apreciados es su robustez de cara a su correcto funcionamiento
en circunstancias adversas y a la imprevisibilidad y la incertidumbre
del entorno. Un ejemplo relevante en este terreno es el de los métodos
de control en los programas de pilotaje automdtico de naves espaciales.
Estos han de estar disefiados para hacer frente a numerosas posibles inci-
dencias: vibraciones de la nave causadas por problemas en la combustién
y propulsion, extincion y encedido de los motores, vientos, etc,

El objetivo de esta seccién no es, ni mucho menos, hacer frente a
estas cuestiones de gran calado y que en buena medida, orientarin la
evolucién del pensamiento humano en el siglo que ahora iniciamos, sino,
simplemente, describir algunas de las téenicas matematicas existentes
para hacer frente a la descomposicion de grandes sistemas y hacerlos
asi més abordables.

En efecto, la teoria matematica esta repleta de ideas que apuntan
en la direccién de intentar abordar el andlisis y el control de sistemas
complejos a través de técnicas de descomposicion o desacoplamiento.
Citemos algunos ejemplos:



¢ Resolucion de sistemas lineales.

Cuando el sistema lineal a resolver presenta una estructura hueca,
por bloques, como ocurre frecuentemente al discretizar mediante
diferencias o elementos finitos ecuaciones diferenciales, se utilizan
métodos de resolucidn en los que se combinan téenicas propias de
resolucion del sistema global v de los subsistemas correspondien-
tes a los blogues. El modo mas habitual de hacerlo es construir
precondicionadores a partir de la resolucién de sistemas mas pe-
quenos, realizable en un solo proecesador, para después abordar
la resolucion del sistema global a través de métodos iterativos y
paralelizados.

¢ Métodos multi-malla.

Es muy frecuente, tanto en la resolucién de sistemas lineales como
en la aproximacion de soluciones de ecuaciones diferenciales, la
utilizacion de las técnicas denominadas “multi-malla” en las que
se distinguen las bajas y las altas frecuencias de las soluciones y
cada una se analiza en el mallado correspondiente estableciendo a
la vez mecanismos adecuados de acoplamiento y de paso de una
malla a otra. No es dificil imaginar que un mallado, sea cual sea, es
incapaz de capturar las oscilaciones que se producen a muy altas
frecuencias del mismo modo que un reloj de pulsera comin no
permite medir milésimas de segundo.

e Método de direcciones alternadas.

Frecuentemente, las Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDP) que
surgen como modelos naturales en la Mecdnica de Medios Con-
tinuos, Relativista, etc., son multidimensionales y habitualmente
involucran varias variables espaciales ademds de la temporal. Los
métodos numéricos de resolucion reducen el problema al cdleulo de
la solucién de un sistema, a menudo lineal, de ecuaciones algebrai-
cas. Sin embargo, el cardcter multidimensional de los problemas
en consideracién hace que, frecuentemente, el tamano de estos sis-
temas sea excesivo. Surge entonces una idea natural. Del mismo
modo que un operador diferencial consiste en caleular derivadas
parciales iteradas (para después combinarlas) o el Teorema de Fu-
bini asegura que una integral multidimensional puede calcularse
mediante sucesivas integrales en una variable, ;Una EDP multidi-
mensional no puede descomponerse o aproximarse mediante EDP
en una sola dimension espacial cuya aproximacion numérica es mu-
cho mas simple?

Basta reflexionar un momento sobre las vibraciones de un cuerpo
elastico o la evolucién de los fluidos para darse cuenta de que esto
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es, de entrada, imposible. En efecto, se trata de fenémenos genui-
namente multidimensionales que no pueden describirse mediante
ecuaciones en las que sélo interviene una variable espacial.

Pero el método de direcciones alternadas pone de algiin modo re-
medio a este hecho y descompone la resolucién del problema mul-
tidimensional en una secuencia de problemas unidimensionales ite-
rados, reduciendo considerablemente el tiempo de cdlculo.

Se trata de una variante mas de esta idea general segiin Ia cual se
pretende abordar la resolucién de sistemas complejos mediante su
descomposicién en subsistemas mas simples.

Se trata, sin embargo, de un método que esta poco explorado desde
el punto de vista del control. En efecto, si bien se dispone de resul-
tados fiables que permiten garantizar cudndo este método propor-
ciona una buena aproximacién de la solucién de un sistema dado,
no se dispone de resultados definitivos sobre su utilizacién para el
diseno de estrategias de control.

Estas técnicas de descomposicién permiten subdividir el sistema en
componentes de dimensién mas pequenias y de caracteristicas mas ho-
mogéneas. Esto, a su vez, permite elegir en el control de cada uno de
los subsistemas obtenidos la técnica mas adecuada. Pero no siempre es
facil entender las interacciones entre los diferentes subsistemas y cémo
los controles utilizados en uno de ellos afectara el comportamiento de
los demas.

Por otra parte, como ya hemos mencionado anteriormente, al abordar
un problema de control desde un punto de vista matemdtico, tenemos
que optar entre un modelo u otro o, incluso, elegir entre formularlo como
un problema de controlabilidad o de control éptimo. Esto hace que el
ntimero y variedad de situaciones a las que tenemos que hacer frente sea
muy grande.

Pero sea cual sea el punto de vista elegido y los resultados matemati-
cos obtenidos, con el objeto de hacer que éstos sean 1itiles e imple-
mentables, el ordenador habra de intervenir en el proceso de control.
Esencialmente, el ordenador nos habra de permitir calcular una buena
aproximacion del control buscado a través de la resoluciéon numérica de
una discretizacién adecuada del problema de control. El control caleu-
lado numéricamente serd el que en la prictica podra ser implementado
y utilizado en el proceso real en consideracién.
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Pero, a pesar del enorme avance que los métodos numéricos han
experimentado en la segunda mitad del siglo XX, algunos problemas
aun no han sido bien resueltos. Cabe mencionar, por ejemplo, el proble-
ma de la aproximacién de ondas a altas frecuencias mediante métodos
numeéricos inspirados en los elementos finitos, como uno de los proble-
mas abiertos mas relevantes que se plantean en el terreno del Andlisis
Numérico, tal y como pone de manifiesto Zienkiewicz'? en un reciente
articulo recapitulativo.

Por otra parte, tal y como se indica en ese articulo, algunos de los
modelos que se obtienen a través de discretaciones, por ejemplo median-
te el método de elementos finitos, no sélo son relevantes en la medida
en que proporcionan una aproximacién del modelo continuo, sino que
son en si una manera de modelizar la realidad. En el mismo, el lector
podra encontrar una descripcion de cémo el método de elementos finitos
surgio a través de una interaccion entre los dos puntos de vista (los que
los utilizaban como modelos y los que lo hacian para aproximar EDP)
hasta que se consolidé y reconocid ya como un método con nombre pro-
pio en 1960. En efecto, en el Ambito de la Ingenierfa es habitual modelizar
fenémenos continuos (vibraciones de estructuras, fluidos, etc.) a través
de sistemas discretos basados en variantes mas o menos sofisticadas de)
método de elementos finitos.

Por otra parte, la Teoria del Control de la que disponemos puede
ser aplicada en ambos contextos, en el de los modelos continuos (escri-
tos habitualmente en términos de ecuaciones fierenciales (ordinarias o
parciales)) o en el de los discretos, ya sea porque hemos adoptado éstos
como forma de modelizar la realidad o porque han sido obtenidos tras
un proceso de aproximacién numeérica.

Estas cuestiones nos adentran en una problemdtica relevante desde
el punto de vista de las aplicaciones y sumamente compleja desde una
perspectiva matemadtica y que constituye aiin un desafio para la Teoria
del Control actual.

Bl diagrama

“Modelo/Discretizacién/Control”

es conmutativo?

En otras palabras, ;se obtiene el mismo resultado si adoptamos cual-
quiera de las dos vias siguientes?

RZIENKIEWIC, O.C. “Achievements and some unsolved problems of the finite
element method”. Int. J. Numer. Meth. Engng., 47. 2000. Pdgs. 9-28.
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e Via 1: Discretizamos el modelo y controlamos el modelo discreto
como aproximacién del modelo continuo. Es la via:

modelo/discretizacion/control.

e Via 2: Analizamos el problema de control del modelo continuo
y caracterizamos el control del mismo mediante un Sistema de
Optimalidad (conjunto de ecuaciones que caracterizan el control,
es decir, el equivalente a las Ecuaciones de Euler-Lagrange en un
problema del Calculo de Variaciones). Posteriormente empleamos
un método de discretizacién para aproximar la solucién de este
sistema.

Se trata de la via:

modelo/control /discretizacién.

Estas dos vias no siempre dan los mismos resultados. Por ejemplo,
tal y como se demuestra en el articulo de J. A. Infante y E. Zuazua'®,
la primera puede no dar los resultados buscados en problemas de vibra-
ciones. Esto se debe al problema que menciondbamos antes relacionado

con la dificultad de aproximar ondas a altas frecuencias.

Pero esta dificultad no es puramente numérica. En efecto, tal y co-
mo se indica en el articulo de Zienkiewicz'?, muchos ingenieros adoptan
modelos discretos en lugar de continuos para describir la dindmica del
estado. Esto permite frecuentemente evitar todos los problemas deriva-
dos del andlisis matemético de las EDP y, ademas, es acorde al sentido
comin segin el cual una estructura continua puede entenderse como
el resultado de acoplar un gran mimero de mini-estructuras rigidas ar-
ticuladas. De este modo, el esquema numérico de aproximacién de un
modelo continuo puede también interpretarse como un modelo discreto
aproximado vilido para el anélisis del problema en cuestién.

Este punto de vista basado en el andlisis del control del modelo
discreto, es decir, la via “modelo/discretizacién/control”, es correcto en
procesos en los que la disipacién igherente en los mismos amortigua de
manera natural Jas componentes a altas frecuencias. Pero deja de serlo

I3INFANTE, 1. A. y ZUAZUA, E. “Boundary observability for the space semi-
discretizations of the 1 — d wave equation”. MTAN, 33 (2). 1999. Pags. 407-438.

MZIENKIEWIC, O.C. “Achievements and some unsolved problems of the finite
element method”. Int. J. Numer. Meth. Engng., 47. 2000. P4gs. 9-28.



cuando hay perturbaciones no amortiguadas con la misma frecuencia de
oscilacion que el tamano del mallado elegido en el modelo discreto.

En el articulo de E. Casas y M. Mateos'® se aborda con éxito esta
cuestién en el marco de la aproximacién mediante elementos finitos de
problemas de control 6ptimo asociados a EDP elipticas y se prueba que
los controles del sistema discretizado convergen a los del continuo cuando
el paso del mallado tiende a cero.

La conmutatividad del esquema discretizacion-control es hoy en dia
un tema en el que hay todavia mucho que entender y no se dispone
de resultados sistematicos que permitan determinar la validez de una y
otra via en cada situacién particular. Cuando optamos por discretizar
el sistema antes de controlarlo, estamos eligiendo hacer uso del control
en dimensién finita, mientras que. del otro modo, precisamos utilizar
la teoria existente para EDP, también frecuentemente conocidos como
Sistemas Distribuidos o Sistemas con Pardmetros Distribuidos. La unifi-
cacién de las teorias del control en dimension finita e infinita es también
un tema en el que aiin queda mucho por hacer, si bien en buena medi-
da es una tarea “imposible”tal y como lo es la unificacién de la teoria
de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y de Ecuaciones en Derivadas
Parciales.

Hemos descrito algunas de las téenicas que se utilizan para descom-
poner sistemas complejos de modo que su andlisis desde el punto de vista
del control sea mas tratable. Existen muchas otras que giran siempre en
torno a la misma idea: identificar las componentes relevantes del siste-
ma, aquellas con caracteristicas diferenciadas, de modo que tratandolas
previamente de manera separada podamos posteriormente acoplarlas y
abordar el sistema en su conjunto. Entre ellas, cabe citar:

e La descomposicién de dominios: Cuando el dominio (tipica-
mente un abierto del espacio euclideo n-dimensional, si bien tam-
bién puede ser un conjunto donde se acoplan dominios de diferen-
tes dimensiones) donde hemos de resolver el problema de control
asociado a una EDP tiene una geometria compleja, es natural des-
componerlo en subdominios de geometria mas simple. La descom-
posicién de dominios introduce un esquema iterativo en el que,
resolviendo sucesivamente el problema en cada subdominio, nos
vamos acercando a la solucion global correcta. No se trata de una

CASAS, E.y MATEOS, M. “Uniform Convergence of the FEM". Applications to
State Constrained Control Problems, Computational and applied Mathematies. Special
wssue in memaory of Jacques-Louis Lions. En vias de publicacién,
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idea reciente. Ya en el segundo volumen del libro de Courant y
Hilbert!® podemos encontrar una descripcién del método de di-
recciones alternadas de Schwarz. Existe una amplia literatura al
respecto en lo que se refiere a la resolucién de EDP.'7. Sin embar-
go, los desarrollos en este terreno en lo relacionado con problemas
de control son mucho més recientes y los resultados son mucho
menos completos. No es dificil de imaginar, por ejemplo, la dificul-
tad que entrafia la resolucién de problemas de control asociados
a fenémenos de propagacion a través del método de descomposi-
cién de dominios. En ellos, la respuesta al problema de control es
tipicamente dindmica, muy poco estética y, por tanto, los métodos
de descomposicién de dominios en los que se impone una eleccion
“a priori”de la descomposicién tienen dificultades adicionales para
ser aplicados.

e Desacoplamiento segiin el tipo de EDP: En las clasificaciones
maés habituales de EDP se distinguen esencialmente las ecuaciones
elipticas, las parabdlicas y las hiperbdlicas. Pero frecuentemente
los sistemas que hemos de abordar en la prictica son mds com-
plejos y no obedecen a esta simple clasificacién. Es el caso, por
ejemplo, del sistema de la termoelasticidad que describe las vibra-
ciones de un cuerpo eldstico y sus cambios de temperatura. En este
sistema estdn simultdneamente presentes componentes parabéli-
cas e hiperbélicas y esto es relevante desde el punto de vista del
control. El control de dicho sistema pasa por identificar adecua-
damente las componentes parabélicas e hiperbélicas del mismo y
establecer estrategias de control adecuadas para cada una de estas
componentes. Esto puede hacerse mediante técnicas de desacopla-
miento en las que, como su propio nombre indica, se desacoplan
ambas componentes de modo que puedan ser tratadas separada-
mente atendiendo a las caracteristicas propias de cada una de ellas
v mediante las técnicas correspondientes. Pero, evidentemente, en
vista de que ambas componentes estan acopladas en el sistema ori-
ginal, el desacoplamiento no puede ser total y se consigue a base de
introducir un error. El término de error resulta ser frecuentemente
“compacto”, lo cual indica que, esencialmente, se concentra en las
bajas frecuencias pero que es despreciable para las altas. Con estas
ideas puede establecerse la controlabilidad de sistemas en los que

SCOURANT, R. y HILBERT, D. Methods of Mathematical Physics. Vo. I1. Inters-
cience Publishers. New York, 1962.

Y"Cabe, por ejemplo, mencionar LE TALLEC, G. “Domain decomposition methods
in computational mechanics”, Computational Mechanics Advances, 1. 1994. Pigs.
121-220.
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coexisten diferentes tipos de EDP.®

5. CONTROL DEL PENDULO

Uno de los problemas mds bdsicos que se plantea en robdtica es el
del control de un brazo rigido giratorio a través de un motor localizado
en el extremo que lo conecta al resto de la estructura.

Suponiendo que toda la masa m esté localizada en el extremo libre,
que la barra tenga longitud 1 e ignorando la friccién, gracias a la ley de
Newton para los objetos que giran, obtenemos la ecuacién

mb(t) + mgsin6(t) = u(t), (5.9)

donde 0 = 0(t) es el angulo del brazo con respecto a la vertical medido
en el sentido contrario a las agujas del reloj, g es la aceleracién debida
a la gravedad y u es el momento de torsidn externo aplicado. El estado
del sistema es en este caso (6, #) mientras que u es el control.

Para simplificar el anilisis suponemos que m = g = 1.

La posicién estacionaria vertical (0 = 7,6 = 0) es un punto de
equilibrio en ausencia de control, es decir, con u = (0. Pero, obviamente,
es inestable. Analicemos el sistema en torno a dicha configuracién con
el objeto de compensar esta inestabilidad mediante el control u.

Teniendo en cuenta que sin @ ~ 7—@ en torno a # = 7, en una primera
aproximacion, el sistema linealizado correspondiente en la variable ¢ =
) — 7 puede escribirse en la forma

p-—p=u (5.10)

El objetivo es entonces conducir ¢ y ¢ a cero para datos iniciales
pequenos y hacerlo lo mas rdpidamente posible y sin que el dngulo y la
velocidad se hagan excesivamente grandes a lo largo de la trayectoria
controlada.

Si bien se trata de un modelo sumamente simple, es un buen ejem-
plo de lo que frecuentemente ha de hacerse en muchos problemas de la
industria y la tecnologia.

SEl lector interesado puede consultar ZUAZUA, E. “Controllability of the linear
system of thermoelasticity”. J. Math, Pures Appl., T4. 1995. Pégs. 303-346, para un
anilisis detallado del sistema de la termoelasticidad.
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Ante este problema, la primera reaccién que cabe es la siguiente:
Cuando estamos a la izquierda de la vértical, es decir, cuando ¢ =
! —m > 0, deseamos movernos hacia la derecha y entonces aplicamos un
momento u negativo. Sin embargo, cuando ¢ < 0, tomamos u > 0.

Una posibilidad es entonces elegir el “feedback” proporcional
U= —ap (5.11)

con e > 0. Obtenemos asi el sistema de ciclo cerrado

F—p+ap=0 (5.12)
cuyo polinomio caracteristico es 22 +a —1=0.

Analizando las rafces (z = +iy/a — 1) de dicho polinomio, vemos que
las soluciones de esta ecuacién diferencial son oscilantes cuando a > 1
y que, cuando a < 1, todas las soluciones, excepto aquellas en las que
©(0) = —/1 — ag(0), divergen a +o0. Cuando a = 1, cada punto en el
que ¢ = 0 es un estado de equilibrio del sistema.

Por tanto, en ninguno de los casos podemos garantizar que el sistema
alcance la configuracién buscada. Si bien hemos comprobado este hecho
en el sistema linealizado, lo mismo ocurre en el modelo no-lineal, La
explicacion es la siguiente. Consideremos en primer lugar el caso o < 1.
Cuando ¢(0) es positiva y pequena, para ¢(0) = 0, de la ecuacién (5.12)
se deduce que $(0) > 0. Por tanto, ¢ y, consecuentemente, @ crecen
¥, por consiguiente, el péndulo se aleja de la posicién vertical. Cuando
« > 1, el control actiia en la direccidn correcta pero introduce excesiva
inercia. La solucién més natural es mantener @ > 1, pero introducir un
nuevo término que frene la oscilacién penalizando la velocidad. Obtene-
mos asi el nuevo “feedback” proporcional-derivada:

u=—op— (5.13)
con @ > 1y 3 > 0. De este modo, deducimos el nuevo sistema
¢+ 0o+ (a—1)p =0, (5.14)

cuyo polinomio caracteristico es z2 + fz +a — 1 = 0, con raices

-8+ /FE-4a-1)
- . (5.15)
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Como la parte real de ambas raices es negativa, todas las soluciones
tienden a cero. Si ademas imponemos la condicién

B2 > d{a - 1), (5.16)

lo hacen de forma mondtona, sin oscilar,

A pesar de la simplicidad de este modelo, vemos ya en él, algunos
aspectos recurrentes de la Teoria de Control:

e La linealizacién del sistema puede ser una buena manera de abor-
dar su control, si bien los resultados obtenidos de este modo no
tendran mas que una validez local en el sistema no-lineal original.

e Es posible obtener controles en forma de “feedback”, pero el efecto
que éstos introducen en el sistema no siempre obedece a la mas
ingenua intuicién sino que es preciso realizar un estudio cuidadoso
de la estabilidad del sistema obtenido.

e Aumentando la disipacién, podemos conseguir que desaparezcan
las oscilaciones, tal y como se indicé en (5.16). Sin embargo, en
este caso, se introducen trayectorias en las que la velocidad de
convergencia es mas lenta. En efecto, analizando (5.15) se obser-
va que la eleccion de B que hace que la abscisa espectral o, es
decir, el miximo de las partes reales de las raices del polinomio
caracteristico (5.14), sea minima es cuando

6% = 4(a—1),

en cuyo caso su valor es

Al aumentar 3 es ficil comprobar que la raiz de (5.15) correspon-
diente al signo positivo es mayor:

-1 ‘f}{' — ==
3+ 32 4((‘! 1) —\/m.

D) >

-

Este es el que se denomina fendmeno de sobredisipacion.

La implementacion de los controles (5.13) que acabamos de disenar
no es tan simple puesto que el cdlculo de u exige el conocimiento de la
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posicién ¢ y de la velocidad ¢ en cada instante. Una alternativa intere-
sante es evaluar ¢ y ¢ solamente en un conjunto discreto de instantes
de tiempo

0,0,28,--,kd,---

y reajustar el control en cada uno de estos instantes. El control obtenido
de este modo se mantiene constante durante el intervalo [kd, kd + 4.

Resolviendo el sistema (5.10), vemos que el resultado de aplicar un
control constante vy en el sistema durante el intervalo [kd, kd + 4] es el

siguiente:
(575) =4 (585 ) o

A= | coshd sinhé s B coshd — 1
~ \ sinhd coshs /'~ \ sinhd '

Obtenemos de este modo el sistema discreto

donde

T4 = (A+ BF)zy
siendo F el vector que hace que

v = Fzg.

Es fundamental observar que si el vector F es tal que la matriz
A 4 BF es nilpotente, es decir,

[A+ BF]*=0,

entonces, en dos pasos habremos alcanzado el equilibrio en el que el
sistema permanecerd indefinidamente. Un simple célculo muestra que
esta propiedad se cumple cuando F = (fy, f2) con

1 —2coshd 1 + 2coshd

hHi= m? Ja= ~~ il (5.17)

Obsérvese que la ventaja de la utilizacién de este tipo de controles es
que se obtiene la estabilizacién completa del sistema en tiempo finito y
no asintéticamente. Se trata de un control digital cuya robustez y la faci-
lidad con que puede ser implementado y mantenido lo hacen sumamente
util.

Los controles digitales que acabamos de introducir son de algiin modo
semejantes a los controles bang-bang que presentamos a continuacion.
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Una vez fijado &« > 1, por ejemplo a = 2, podemos suponer que
u=-2p+v (5.18)
de modo que el sistema (5.10) pueda escribirse en la forma
g+p=u. (5.19)
Se trata de la ley de Newton para la vibracion de un muelle.

En esta ocasién, buscamos controles por debajo de un nivel de coste
admisible prefijado. Por ejemplo.

[v|1.

Se puede probar que el control de estas caracteristicas que estabiliza
el sistema en tiempo minimo. el control dptimo, es necesariamente de la
forma

v(t) = sgn(n(t)),
donde 1 es una solucién de
ii+mn=0.

Por tanto, el control solo toma los valores 41 y basta con determinar
los instantes en los que alterna entre uno y otro signo.

Para determinarlo, construimos las trayectorias que se obtienen con
los controles extremales 41, es decir, resolvemos los sistemas

T=y

iI=-z—1

&=y
U-_—‘-.E“I‘l Al

Las soluciones son circunferencias concéntricas con centros en (—1,0) y
(1,0). respectivamente.

Se puede comprobar que el lugar geométrico de los puntos en los que
el signo de control alterna es la unién de la semicircunferencia

(z—10 +y*=1,y<0

277



278

De la Arltmeética al Andlisis. Historia y desarmllos reciantas en Matemalicas

junto con todas sus trasladadas de paso 1 a lo largo del semieje positivo
de las z, junto con la semicircunferencia

(+ 1) 4+42=1,y>0

y todas sus trasladadas de paso 1 a lo largo del semieje negativo de las
x.

La trayectoria éptima consiste entonces en recorrer semicircunferen-
cias alternando entre los valores +1 del control al atravesar ese conjunto.
De este modo, alcanzamos el punto de equilibrio (0,0) en tiempo finito.
Obtenemos asi un mecanismo de control en forma “feedback”que puede
escribirse del siguiente modo

¢+ =F(p,p)

donde F es la funcién que vale —1 por encima de la curva de alternacia
del signo de control y 1 por debajo. Con respecto al sistema original
(5.10) tendriamos entonces

$—p=—"20+F(p,9)

El interés de estos controles es su cardcter bang-bang. A pesar de
su brusquedad son ficilmente implementables y son los que realizan el
control del sistema en tiempo minimo.

A pesar de que el problema mecédnico considerado en esta seccién
y el modelo matemadtico correspondiente sean sumamente simples, las
ideas que hemos introducido son recurrentes en Teoria de Control.

6. CONTROLABILIDAD DE UN SISTEMA LINEAL EN
DIMENSION FINITA
Tal y como hemos indicado anteriormente, la Teorfa Matematica del
Control esta repleta de resultados interesantes y que han sido importan-
tes en el ambito de las aplicaclones. Muchos de ellos son excesivamente
complejos para ser reproducidos en estas notas.

Uno de los mds importantes y accesibles, en el que se caracterizan
los sistemas lineales en dimensién finita que son controlables, es debido
a Kalman.

Consideramos el sistema

{:.':"=AI+Bu, t>0

2(0) = a0 (6.20)
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en el que el estado = = (z1,- -+, zx) es un vector de RV dependiente del
tiempo t y el control u = (uy,--+,ups) s un vector de M componentes
que también depende del tiempo. La matriz A es cuadrada de dimension
N x N y de coeficientes constantes de modo que el sistema subyacente
es auténomo, es decir, invariante por traslaciones en tiempo. La matriz
B es también de coeficientes constantes y de dimension N x M.

Supondremos que 1 < M < N. En la prdctica, son especialmente
significativos los casos en los que M es mucho menor que N pudiéndose
llegar al extremo en el que M = 1 y, sin embargo, N es muy grande. En
este caso, dispondriamos de un solo control para controlar un mimero
N muy grande de componentes del estado.

Diremos que el sistema es controlable en tiempo 7' > 0 si para cada
dato inicial ¥ € RN y estado final u objetivo preestablecido z* € RY
existe, al menos. un control u € C(|0, T];IRM) tal que la solucién de
(6.20) satisfaga

&(T) =" (6.21)

El siguiente resultado de Kalman establece una condicién necesaria
v suficiente para que el sistema sea controlable:

“La condicidn necesaria y suficiente para que el sistema (6.20) sea
controlable en algin tiempo T > 0 es que el rango de la matriz

(B, AB,---, 4"1B] (6.22)

sea N.

Ademds, st el rango es N, el sistema es controlable en todo tiempo
T>0.

Cuando el rango de esta matriz es k con 1 < k < N, el sistema
no es controlable y para cada z° € RY, €l conjunto de soluciones de
(6.20) en cada instante T > 0 recorre un subespacio afin de RN de
dimension k7",

Cabe hacer las siguientes observaciones:

e El grado de controlabilidad del sistema (6.20) estd completamente
determinado por el rango de la matriz (6.22). Este mide el niimero
de componentes del sistema que son afectados por el control.

e Lamatriz (6.22) es de dimensién (N x M) x N de modo que cuando
se dispone de un solo control (M = 1), la matriz es N x N. Es
evidentemente en este caso cuando es mas dificil que el rango sea
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N. Esto estd de acuerdo con el sentido comiin, que nos indica que
el sistema es mas facilmente controlable cuando hay mas controles.

e El sistema es controlable en un tiempo T > 0 si y sélo si lo es en
todo intervalo temporal. Esto indica que en el sistema (6.20), la
informacion se propaga a velocidad infinita, cosa que deja de ser
cierta frecuentemente en el marco de las EDP.

El sistema adjunto de (6.20) juega un papel central en Teoria del
Control. Este adopta la forma

(i o

En él se ha invertido el sentido del tiempo, la matriz A ha sido susti-
tuida por su transpuesta A', y la condicién inicial del sistema (6.20) en
el instante inicial £ = 0 ha sido reemplazada por una condicién en ¢l
instante final ¢ = T. El estado adjunto ¢ = (1, ++,¢x) es también un
vector de N componentes dependientes del tiempo ¢.

Obviamente, el rango de la matriz (6.22) es N si y s6lo si lo es de la
matriz transpuesta

[B, B'AY, -, BY(AHYNT]. (6.24)

Se puede comprobar que el rango de la matriz (6.24) es N si y sdlo si,
para cada tiempo T > 0, existe una constante C(T) > 0 tal que

T
I IP< C(T) [ | By 2 dt (6.25)
0
para toda solucién de (6.23).

La desigualdad (6.25) se conoce habitualmente como desigualdad de
observabilidad. Es la propiedad “dual” de la controlabilidad del sistema
(6.20).

En ella se establece que la totalidad del sistema puede ser “obser-
vado” a través de B'y que proporciona M combinaciones lineales del
estado adjunto. Cuando (6.25) se cumple, podemos garantizar que la
matriz B* captura adecuadamente todas las componentes del estado ad-
junto ¢ y esto resulta ser equivalente a la controlabilidad del sistema
original (6.20) puesto que en este caso, el control u, a través de la ma-
triz B, actia de manera efectiva sobre todas las componentes del estado
2.
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La propiedad de observabilidad (6.25) es relevante en el contexto del
control de sistemas pues es equivalente a la controlabilidad de sistema
(6.20). Pero su relevancia va mds alld de la Teoria del Control. Estas
desigualdades juegan también un papel central en la Teorfa de los Pro-
blemas Inversos, en la que se trata de reconstruir las propiedades de
un medio a través de mediciones parciales realizadas sobre el mismo.
La desigualdad de observabilidad viene a decir cudndo las mediciones
realizadas son suficientes o no para detectar todas las propiedades del
medio.

La demostracion de los resultados que acabamos de mencionar es re-
lativamente simple. Ella reposa sobre la descripcion de la solucién de un
sistema mediante la férmula de variacién de las constantes y el Teorema
de Cayley-Hamilton que asegura que toda matriz anula su polinomio
caracteristico.

En realidad, para probar que (6.25) se cumple, basta ver que

7 T /2
([ 1#e2)
0

define una norma en R . Para esto es suficiente comprobar que se verifica
el signiente resultado de unicidad o continuacién tnica: Si B'¢ = 0
para todo 0 < t < T, necesariamente » = 0. Es en la prueba de este
resultado donde se precisa la condicion de rango (6.24). Pero una vez
que sabemos que ésta se cumple, podemos probar mumerosas variantes
de la desigualdad de observabilidad (6.25). En particular, tenemos:

T
il [ 181 (6.26)

Esto nos permite construir controles distintos a los que se deducen de
(6.25).

En efecto, veamos cémo a partir de (6.25) s¢ pueden construir los
controles de (6.20), lo cual nos dard otra idea de las conexiones que
existen entre los problemas de controlabilidad y de control éptimo.

Suponiendo que se cumple la condicién de rango (6.22) o (6.24),
sabemos que se cumple la desigualdad (6.25). Entonces, dados estados
iniciales y finales 2% «' y un tiempo de control T', consideramos el fun-
cional cuadrdtico:

1 r
J(") = 5[@ | Bt [ dt— < 21, ¢° > + < 2% ¢(0) >, (6.27)
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siendo ¢ la solucién del sistema adjunto (6.23) asociada al dato ¢°.

Se trata de un funcional estrictamente convexo y continuo en RV,
En virtud de (6.25) es también coercivo (es decir, J(¢”) — oo cuando
||¢°|| = o0) por lo que admite un tinico minimo en RV que denotamos
mediante ¢°. Escribiendo la ecuacién de Euler-Lagrange asociada al pro-
blema de la minimizacién del funcional (6.27) es fdcil comprobar que el
control u = B'$ donde ¢ es la solucién del sistema adjunto (6.23), es
un control para (6.20) que hace que (6.21) se cumpla.

Consideremos ahora el siguiente funcional

T 2
Ju(¢°)=%(/ﬁ IB‘wldt) —<zl >+ <% p0)>. (6.28)

Nuevamente, se trata de un funcional estrictamente convexo, continuo y
coercivo. Admite, por tanto, un 1inico punto de minimo ¢, que conduce
a una nueva solucién del sistema adjunto que denotaremos mediante $y.
El control correspondiente es ahora de la forma

T
>= / | B¢, | dtsgn(B'dwm), (6.29)
0

siendo sgn la funcién SIgno Se trata de un control de tipo bang-bang que
s6lo toma dos valores = fo | B¢y | dt y que oscila segiin el signo de
By, de modo que sélo cambia de signo un nimero finito de veces.

Mientras que el control obtenido minimizando J es el de norma mini-
ma en L%(0,T), este filtimo es de norma minima en L>(0, T). Micntras
que el primero es regular, el segundo presenta discontinuidades pero, a
la vez, presenta también la ventaja de ser mds simple en la medida que
alterna entre dos valores constantes.

Ambos son, en cualquier caso, 6ptimos respecto a un criterio de opti-
malidad. Es l6gico elegir el control teniendo en cuenta un criterio de este
tipo con el objeto de disefiar metodologias de control méds econémicas.

Acabamos de ver que, cuando la controlabilidad se cumple, el calculo
efectivo del control se realiza resolviendo un problema de minimizacién.
Esto es también relevante desde un punto de vista computacional pues
nos indica el modo de construir esquemas numeéricos eficientes para el
caleulo de los controles.
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7. CONTROLABILIDAD DE SISTEMAS NO-LINEALES

Muchos de los sistemas que se nos presentan en el dia a dia o en el
ambito de las Ciencias v de la Tecnologia son no-lineales. Como vere-
mos mads adelante, situaciones tan habituales como la conduceién de un
vehiculo proporcionan ejemplos cuyo analisis matematico resulta suma-
mente interesante.

El problema del control de sistemas no-lineales es complejo y resulta
imposible describir en unas pocas pidginas los resultados mas relevantes
que se han obtenido en este contexto. Pero si gque podemos presentar
algunas ideas matemadticas bdsicas que juegan un papel central en este
contexto.

Cuando lo que se pretende es obtener pequefias variaciones en el
estado, es decir, conducirlo desde su posicién inicial a otra posicién fi-
nal préxima, puede resultar suficiente proceder mediante un método de
linealizacion. En efecto, si el sistema en cuestion es

&= flotm)y 30
{ £(0) = o (7.30)

conz:R—RY yu:R— RM entonces la linealizacién de (7.30) en
torno a u = 0, = 0 (suponiendo que f(0,0) = 0) es:

{ i{:)gé((;) 0)z + %(0,0)u, t>0 (7.31)

Obviamente, el sistema (7.31) puede ser escrito en la forma (6.20)
con

of of
A =-=(0,0); B=—-—(0,0 7.32
Bz 05 0) a0+ 0) (7.32)
v, por lo tanto, la condicién de rango
rango (B, AB,---,AN71B| =N (7.33)
es la que garantiza la controlabilidad de (7.31).

Es facil comprobar que, como consecuencia del Teorema de la Fun-
cion Inversa (TFI), si esta condicion de rango se cumple, ¢l sistema
(7.30) es localmente controlable en el sentido de que, para cualquier
T > 0, existe un entorno Bs de z = 0 en R de modo que para cada

estado inicial y final xg, 2, € Bj, existe un control u de modo que la
solucién de (7.30) satisface

2(T) =a3. (7.34)
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Ahora bien, si lo que buscamos son resultados globales que garanticen
que el control puede introducir grandes deformaciones en el estado, este
andlisis es claramente insuficiente.

Una condicién natural que cabe imponer al sistema con el objeto
de garantizar su controlabilidad global es que, en cada punto zg € RV,
mediante la eleccién de todos los posibles controles u, podamos obtener
deformaciones del estado en cada direccién del espacio RV, Pero, jcudles
son las direcciones en las que podemos deformar el estado x en torno al
punto zy? Obviamente, todas las direcciones de la forma f(zp,u), con
u € RM 1o son. Pero esto no es en absoluto suficiente cuando M < N.
Sin embargo. como vimos en el caso lineal, existen situaciones en las que
M < N pero que son controlables, gracias a que se cumple la condicién
de rango (7.33).

En el marco no-lineal se puede comprobar que el conjunto de direc-
ciones en las que se puede deformar el estado a partir de z° es en realidad
el Algebra de Lie generada por los campos de vectores f(z0, u), cuando
u varia en el conjunto de controles admisibles. A este respecto conviene
recordar que el Algebra de Lie generada por una familia de campos de
vectores contiene todos los corchetes de Lie [f, g] de todos los campos
f, g de dicha familia, donde

[f,9] =Vgf—VSfg,

y todos los nuevos campos que pueden obtenerse iterando este proceso
de cémputo de corchetes de Lie.

Se puede probar entonces que un sistema reversible en el que el Alge-
bra de Lie anteriormente citada coincide con RV en todo punto z° es
controlable en el sentido de que el sistema puede ser conducido de cual-
quier estado inicial a cualquier estado final en un tiempo suficientemente

grande.

Como deciamos anteriormente, el siguiente modelo simple para la
conduccién de un vehiculo proporciona un buen ejemplo en el que estas
ideas pueden aplicarse.

Consideramos un estado x con cuatro componentes (z;, z2, T3, T4)
en las que las dos primeras (xy, 22) representan las coordenadas del
centro del eje frontal del vehiculo, la tercera, z3 = ¢, el dngulo del
vehiculo con respecto al semieje positivo de las z medido en el sentido



contrario a las agujas del reloj, y la cuarta, z4 = 0, el angulo de las
ruedas delanteras con respecto a la orientacion del vehiculo.

Las ruedas delanteras son entonces paralelas al vector
(cos(# + ), sin(# + ¢)) de modo que, como la velocidad instantinea del
centro del eje frontal es paralela a este vector, se tiene:

d (z1\ _ cos(f + )
dt (Ig) = uz(t) (sin(ﬂ + )
para alguna funcién escalar ua(1).

El centro del eje trasero tiene coordenadas (z; —£cos @, x2 —£sing),
siendo £ la distancia entre los dos ejes y la velocidad de este punto ha
de ser paralela a la orientacién de las ruedas traseras (cosyp, sin ), de
modo que:

.d d ]
S ‘F'(E(Il — €cosp) — cos ?’E(Iz — £sing) = 0.
Deducimos asi que
£y = upsind.

Por otra parte, )
0= Uy

refleja el hecho de que la velocidad a la que varfa el dngulo de las ruedas
delanteras es la segunda variable que controlamos.

Obtenemos asi el sistema de ecuaciones:

0 cos(p +6)

L 0 sin(yp + 8)

E=u | o |+u sind (7.35)
1 0

El sistema es reversible, por lo que basta comprobar que el Algebra de
Lie de las direcciones en las que el estado puede ser deformado coincide
con R* en cada punto para garantizar la controlabilidad.

Cuando uy = 0 y up = 0 tenemos las direcciones

cos(p + ) 0
sin(p+ ) 0 s
sin Y1o i 28)
0 1
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respectivamente. Su corchete de Lie proporciona la nueva direccién

—sin(p + 6)
cos(p + 0)
cos @

0

(7.37)

cuyo corchete de Lie con la primera de (7.36) proporciona a su vez la
direccién
—sing
"“;"" (7.38)
0

Teniendo en cuenta que el determinante de la matriz que los cuatro
vectores (7.36)-(7.38) componen es idénticamente igual a 1, verificamos
que, efectivamente, en cada punto, el conjunto de direcciones en que
puede deformarse el estado es todo R*.

El sistema (7.35) es por tanto controlable.

Es muy interesante reflexionar sobre este ejemplo, acerca de las direc-
ciones en las que cada uno de los vectores de (7.36)-(7.38) permite mover
el vehiculo y comprobar cémo éstas corresponden a los movimientos quc
se realizan al aparcar o desaparcar un automdavil.

El lector interesado en profundizar en este tema podra consultar el
texto de E. Sontag!9.

Mas recientemente, J. M. Coron ha introducido el denominado “méto-
do del retorno” que consiste en linealizar un sistema no-lineal en torno a
trayectorias oscilantes que permiten desentranar mejor las propiedades
de controlabilidad del sistema no-lineal. Esta idea ha sido aplicada con
éxito en el articulo de J. M. Coron®® en el marco de las ecuaciones de
Euler para un fluido perfecto. Mediante este método se puede efectiva-
mente probar la controlabilidad de estas ecuaciones puesto que, si bien
el sistema que se obtiene al linealizar en torno a la solucién trivial no
es controlable, si que Jo es cuando se linealiza en torno a soluciones no
triviales adecuadas.

MSONTAG, E. D. “Mathematical control theory. Deterministic finite-dimensional
systems”. Second edition. Texts in Applied Mathematics, 6. Springer-Verlag. New
York, 1998,

*CORON, J.-M. “On the controllability of 2-D incompressible perfect fluids". J.
Maths Pures Appl., 75 (2). 1996. Pigs. 155-188.



8. OPTIMIZACION, PROGRAMACION LINEAL,
CONVEXIDAD Y DUALIDAD
En la Introduccién hemos mencionado que las dos nociones centrales
en teoria del Control son las de “feedback”™ y de optimizacién. Esta
seccidn estd dedicada a la segunda.

Son muchas las teorias y técnicas matemédticas que pueden enmar-
carse en el contexto de la optimizacién. Pero la “programacién” es, sin
duda, una de ellas. Este término, en el marco del control v de la optimi-
zacion, nada tiene que ver con la programacion de ordenadores, sino que
tiene su origen en el intento de optimizar la planificacién de las diversas
actividades de una organizacién (empresa, fabrica, ministerio, etc.). El
objetivo es, pues, buscar una planificacién éptima.

El simple problema de la asignaciéon permite ilustrar con claridad
la dificultad que este tipo de cuestiones puede entrafiar y la necesidad,
por tanto, de una teoria matematica para abordarla. Una fibrica cuenta
con 70 personas, de diferente cualificacién, a las gue han de asignarse
70 tareas distintas. El nimero total de posibles distribuciones es de 70!,
que es del orden de 10'%. Es pues evidente que una resolucién rdapida
v eficiente de este tipo de problemas necesita de una estrategia y teoria
matematica adecuada, Ni que decir tiene que este tipo de problemas,
lejos de ser académicos, se presentan de manera sistemdtica en cualquier
ambito de la actividad humana.

La programacion lineal era relativamente desconocida hasta 1947, si
bien J. B. Fourier ya en 1823 percibié el interés e importancia de estas
cuestiones, L, V. Kantorovich, en su amplia monografia publicada en
1939, fue el primero que observé que una amplia clase de problemas de
planificacion admitian una formulacion matematica comiin. El método
que hoy conocemos de simplex y que describiremos més adelante fue
introducido en 1947, y su eficiencia fue tan impactante que rapidamente
fue penetrando en el mundo empresarial e industrial.

Han sido muchas las direcciones en las que se ha investigado con el
objeto de ir més alld de la programacion lineal y el método de simplex.
Cabe, por ejemplo, mencionar la programacion no lineal, inspirada en el
método del descenso propuesto por el matematico francés A. L. Cauchy
en el siglo XIX para resolver ecuaciones no lineales mediante el cilculo
de puntos criticos del potencial correspondiente.

Pero volvamos a la optimizacion v a la programacion lineal.
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La parte de la Teoria del Control mas préxima a la optimizacién
estd intimamente ligada al Cdlculo de Variaciones. Como ilustrabamos
en la seccién 3, frecuentemente, el problema a abordar puede ser plan-
teado desde dos perspectivas distintas, la de la controlabilidad o la de
la optimizacién. En este segundo caso, el problema se reduce a uno de
minimizacién de una funcidn de coste o funcidn ebjetivo bajo una serie
de restricciones, las que de manera natural han de imponerse al control.

Como deciamos, la programacion lineal aborda toda una familia de
estos problemas que, a pesar de su aparente simplicidad, estdn presentes
en infinidad de aplicaciones tales como ¢l control del trifico, la teoria de
juegos, la economia, etc.

El problema mds simple de esta clase puede formularse en términos
matematicos del siguiente modo:

Dada una matriz A € Mpxn, un vector columnae b de m componentes
y un vector fila ¢ de n componentes, minimizar la funcién lineal cx =
cixy + -+ ey bajo las restriceiones Az = by x > 0.

La tltima restriccion es vectorial y ha de entenderse de modo que
;> 0 paracada j=1,---,n.

En general, la respuesta a este problema viene dada por un solo
vector o que tiene la grata propiedad de que n —m de sus componentes
se anulan, El problema consiste, pues, en determinar cudles son las n—m
componentes que se anmlan y después, identificar el valor éptimo de las
otras m componentes.

El método de simplex proporciona una forma sencilla de dar con la
buena respuesta en un mimero finito de pasos. Se procede del siguiente
modo:

e Paso 1: Buscamos un vector x con n—m componentes nulas y que
satisface Ar = b ademds de las restricciones unilaterales = > 0.
Obviamente no hay ninguna razén para que esta primera eleccién
de x proporcione la respuesta éptima.

e Paso 2: Modificamos esta primera eleccién de z permitiendo que
una de las componentes nulas se haga positiva mientras que una
de las positivas se anule y esto de modo que se mantengan las
restricciones Az = by x > 0.
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Repitiendo este proceso un mimero finito de veces habremos com-
probado el valor de ¢z en cada uno de los posibles puntos de minimo.
Obviamente, la solucion al problema se obtiene eligiendo el punto en el
que ez alcanza el minimo.

Para convencerse de estos aspectos fundamentales de la programa-
cién lineal y del método de simplex conviene analizar sus aspectos
geométricos en un ejemplo.

Consideramos, por ejemplo, el problema de minimizar la funcién
Sz + 4y + 823 bajo las restricciones x1 +zp +x3 =1y 21,232,235 > 0.

En este caso, el conjunto de estados admisibles (1,2, 73) que ve-
rifican las restricciones impuestas, es un triangulo en R? de vértices
(0,0,1), (0,1,0) ¥ (1,0,0). Es ficil comprobar que el minimo se alcanza
en el vértice (0, 1,0) siendo 4 el valor del minimo.

Pero analicemos la razén geométrica de este hecho. Como 1, 2. 23 >
0, para cada estado admisible, necesariamente, el minimo de la funcién
bry + 4xe + 813 ha de ser no negativo. Ademas, el minimo no puede ser
cero puesto que el plano 5xy +4x9 + 8x3 = 0 tiene una interseccion vacia
con el tridingulo de estados admisibles. Al aumentar el costo 5z +4xy +
Rxg, es decir, al considerar conjuntos de nivel bay +4uwg+8r3 = ccone >
() creciente estamos considerando planos paralelos a 5z +4xo + 8z3 =
que se van alejando del origen y aproximando al tridngulo de los estados
admisibles. El primer valor de ¢ para el que el plano de nivel contacta
con el triangulo de estados adinisibles proporciona el valor minimo de
la funcién coste y el punto en el que se produce el contacto el punto de
minimo. Es ficil convencerse de que dicho punto es el vértice (0,1,0) del
triangulo de estados admisibles,

El método de simplex, a pesar de su aparente simplicidad, es suma-
mente eficiente. Existen diversas variantes, algunas de ellas mas eficientes
en clases particulares de problemas, pero el método més robusto y exten-
dido signe siendo el de simplex. En algunas de estas variantes, al buscar
el minimo se transita por el interior del conjunto de estados admisibles
y no solo a lo largo de su frontera como en el método de simplex. Es el
caso, por ¢jemplo, del método de Karmakar.

La geometria del problema que hemos analizado indica que la conve-
xidad del conjunto de estados admisibles juega un papel fundamental,

g
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El punto de vista variacional para la resolucién de los problemas
de la mecanica de medios continuos, descritos en términos de EDP, y
de los problemas de control asociados estin inspirados en nociones e
ideas semejantes. Algunos de los métodos mis eficientes de aproximacién
numérica como, por ejemplo, el método de elementos finitos, tampoco
son ajenos a esta influencia.

Hoy en dia es bien sabido que los espacios de Hilbert son frecuen-
temente el marco adecnado para la resolucién de muchos problemas de
la mecdnica. Habida cuenta que las configuraciones de equilibrio son
aquellas en las que la energia del sistema alcanza su minimo, muchos de
estos problemas pueden escribirse como la minimizacién de un funcional
J : H — R, siendo H un espacio de Hilbert.

Se trata de una aplicacién de una idea ya cldsica segiin la cual mu-
chas ecuaciones diferenciales pueden considerarse ecuaciones de Euler
o de Euler-Lagrange de problemas de minimizacion y, reciprocamente,
a cada problema de minimizacién podemos asociar su ecuacién de Eu-
ler. Este hecho puede utilizarse en ambos sentidos, ya sea para resolver
una ecuacion a través de la minimizacién del funcional correspondien-
te o utilizando la ecuacién de Euler y su resolucién para el cdlculo del
minimo.

En la préctica, frecuentemente, H es un espacio de funciones como
L?(9) (las funciones de cuadrado integrable definidas en un abierto Q de
R™) o un espacio de Sobolev H(Q), H}(Q),...Se trata genuinamente
de espacios de dimensién infinita. Un espacio de Hilbert de dimensiéon
infinita es lo més parecido al espacio euclideo R™, pero la dimensién n en
este caso es infinita. Esto conlleva un niimero importante de dificultades
matematicas nuevas. Muchas de las cosas que son vilidas en dimension
finita dejan de serlo cuando la dimensién es infinita. La més importan-
te, tal vez, es que los conjuntos acotados dejan de ser automaticamente
relativamente compactos. Esto impide extraer subsucesiones convergen-
tes de sucesiones acotadas por el mero hecho de serlo. A causa de este
hecho, el Método Directo del Célculo de Variaciones (MDCV) que tan
facilmente se aplica en R™ encuentra dificultades adicionales al pasar a
espacios de Hilbert de dimension infinita.

Recordemos brevemente este MDCV indicando las ideas fundamen-
tales que intervienen en la prueba de uno de los resultados mas basicos.

“Sea F ; R™ — R una funcidn continua y coerciva, es decir,
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tal que
F(z) — o¢, cuando |z |- oc. (8.39)

Entonces, F alecanza su valor minimo en al menos un punto
o de R® 7.

La demostracién de este hecho basada en el MDCV es muy simple.
Recordemos los pasos fundamentales:

e Paso 1. Definimos

I =}
zlé];‘" F(I)

v observamos que I > —oc por la continuidad y coercividad de F.
e Paso 2. Construimos una sucesidn minimizante {z;},;>; tal que
F(x;) = I cuando j — oc.

Por la definicién de infimo, esta sucesion existe necesariamente y,
por la coercividad de F, observamos que {z;};>1 estd necesaria-
mente acotada.

e Paso 3. Extraemos una subsucesién (que seguimos denotando

{z;};>1) tal que
zj — x cuando j — oc.

e Paso 4. Por la continuidad de F' observamos que
F(z;) — F(z) cuando j — o0

y por ser {z;};>1 una sucesién minimizante y por la unicidad del
limite deducimos que
F(z) = 1.

El limite x de la subsucesion extraida de la sucesién minimizante
resulta, pues, ser un punto de minimo de la funcién F.

Al abordar este problema en un espacio de Hilbert de dimensién
infinita H, vemos inmediatamente que este método falla en el paso 3
puesto que, tal y como hemos indicado anteriormente, no necesariamente
s¢ puede extraer una subsucesién convergente de una sucesion acotada.
El espacio L*(0, 1) de las funciones de cuadrado integrable en el intervalo
(0, 1) proporciona algunos ejemplos interesantes.
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Consideremos la sucesién de funciones

0 si. z¢(1/(n+1), 1/n)
{ nn+1) si ze(l/(n+1),1/n). (8.40)

Es facil comprobar que todas estas funciones, constantes a trozos,
pertenecen a la esfera unidad de L?(0,1). En efecto,

1/n

1
| tn "i?(o,l)= / up dz = n(n+1)dz = 1. (8.41)
0 1/(n+1)

Por otra parte, u, converge puntualmente a cero, es decir,
tn(z) — 0, cnando n — oo (8.42)
para cada z € (0,1).

Y, sin embargo, en vista de (8.41), es imposible que la sucesion {u,}
tienda a cero en L?(0,1).

Nos encontramos, pues, ante este hecho intrinseco a todo espacio
de dimensién infinita. Los conjuntos acotados no son necesariamente
relativamente compactos.

Este hecho fue por mucho tiempo una barrera infranqueable a la
hora de adaptar el MDCV a los problemas de la Mecanica de Medios
Continuos. Fueron necesarios importantes desarrollos en el Analisis Ma-
temético antes de dar con una respuesta completa.

El analisis del ejemplo anterior proporciona buenas pistas.

En primer lugar es facil convencerse de que

1
/ un(z)p(z) — 0 cuando n — oo
0

para cada funcién ¢ € C§°(0,1), el espacio de las funciones de clase C*
y de soporte compacto en el intervalo (0,1). Por otra parte, un analisis
cuidadoso de otros ejemplos, en particular en el espacio £2 de las sucesio-
nes de cuadrado sumable, que es el que mas se parece al espacio Euclideo
en que estamos méas habituados a trabajar, muestra que, mediante un
argumento inspirado en la extraccidn diagonal de Cantor, lo que ocurre
en el ejemplo que acabamos de citar es un hecho sistemaético. Se prueba
asi que una sucesién acotada {h,} en un espacio de Hilbert H admite



siempre una subsucesion {h,o} que converge débilmente a un elemento
h € H. La convergencia débil de una sucesién {h,} habitualmente es
denotada del modo siguiente

hp — h

y significa que
(h"' g)” = (h‘g)Ha Vg € HI‘

donde (-,-)y denota el producto esealar de H.

Obviamente, la convergencia cldsica en norma implica la convergen-
cia débil, pero el reciproco no es cierto, lo cual justifica la denominacién
de convergencia débil. Para convencerse de esto basta observar que la
sucesién {h,} de £* constituida por la base canénica, es decir, h, es la
sucesion en la que todos sus clementos son nulos salvo el n—ésimo que
vale uno, converge débilmente a cero pero no lo hace fuertemente por
estar todos sus elementos en la esfera unidad.

En realidad es facil comprobar que una sucesién que converge débil-
mente converge fuertemente si y solamente si las normas de los elementos
de la sucesion convergen a la norma del limite.

Pero la norma no es totalmente insensible a la convergencia débil.
En realidad se comporta como una funcién semicontinua inferiormente
puesto que si h, — h débilmente en H, entonces, necesariamente,

| b < liminf || by [z .
n=—00

Para probar esto 1iltimo basta observar que, en un espacio de Hilbert,
la norma puede escribirse del siguiente modo

I 4 1= sup Lo
gEH ” g ffH

Esto y poco mas es suficiente para probar que toda funcién convexa
y continua en un espacio de Hilbert es semicontinua inferiormente para
la convergencia débil. Esto nos permite aplicar el MDCV obteniendo
que:

“SiJ : H — R es continua, coerciva y conveza, siendo H un
espacio de Hilbert, existe al menos un punto h € H donde J
aleanza su minimao”.
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De este modo se puede probar la existencia de configuraciones de
equilibrio para numerosos problemas de la Mecanica de Medios Con-
tinuos. Mas atin, combinando estas ideas con la aproximacién de H a
través de espacios de dimensién finita creciente se puede establecer la
convergencia del método de aproximacién de Galerkin. La eleccién ade-
cuada de los espacios de dimensién finita aproximantes da lugar, en
particular, al método de elementos finitos.

La teoria de la I-convergencia (véase por ejemplo Dal Maso®!) des-
arrollada en torno a la escuela de E. De Giorgi proporciona una metodo-
logia sistemdtica para abordar la dependencia de los minimizadores de
funcionales cuando estos \iltimos dependen de un cierto pardmetro de
discretizacién, como por ejemplo, el tamano del mallado en un método
numérico.

Acabamos de ver que mediante el MDCV puede probarse la existen-
cia de minimizadores para una amplia clase de problemas. Pero existen
otros muchos en los que el minimo no existe. Un ejemplo caracteristico
es el funcional

J(v) = /01 {[| v(x) | -1]%+ —uz(z)} dz

en el espacio funcional H'(0,1) de las funciones de cuadrado integrable
con derivada de cuadrado integrable.

Es facil ver que el infimo de J en H(0,1) es cero. Esto implica,
evidentemente, que el minimo no se alcanza, pues, de hacerlo, tendria
que tenerse simultdneamente

o v3(z)=0
o |Y(z)|-1=0

lo cual es a todas luces imposible.

Este ejemplo y muchos otros de este tipo suponen el punto de partida
de la teoria de la relajacién en el Cdlculo de Variaciones que tiene como
objeto describir de manera precisa el modo en que el funcional J deja
de alcanzar su minimo y extraer de ese andlisis las consecuencias que
puede tener con respecto al problema fisico que motivé el problema de
minimizacion. )

'DAL MASO, G. An introduction to I'-convergence. Birkhiuser. Boston, 1993.
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Pero veamos que, efectivamente, el infimo de este funcional es nu-
lo. Para ello basta construir una sucesion de funciones v, = v,(x) en
HY(0,1) tal que

J(vy) [ O,

Basta para ello considerar las funciones

ok g k
.L,“(I)z{-' w8 pz<Se

bl gy si #El<r<®l 0<k<n-1L

Se tiene de este modao

' 1, si '5 1'<2§:I,
vy () = -1, g #leggeckEl gk<n-1.

Es entonces ficil comprobar que

J(vy) = —.

Pero. por lo dicho hasta ahora, podria parecer que los ejemplos mds
comunes ¢ interesantes entran en el marco que acabamos de describir y
que solo algunos ejemplos patoligicos escapan del mismo. Nada més le-
jos de la realidad. Consideremos ¢l problema mas simple y més cldsico:
comprobar que el camino mas corto entre dos puntos es la linea rec-
ta. Por supuesto, todos somos capaces de encontrar diversos argumen-
tos geométricos que nos permiten probar este hecho. ;Pero, qué ocurre
cnando abordamos el problema desde el punto de vista del Céleulo de
Variaciones? Se trataria entonces de minimizar el funcional

1
f Lo (1)t
0

en la clase de curvas z : [0, 1] — R? tales que (0) = Ay z(1) = B, siendo
A y B dos puntos dados del plano. El espacio natural en el que hemos
de trabajar va no es un espacio de Hilbert. Es mds bien, a primera vista,
el espacio de Sobolev W1H1(0,1). Pero éste no es reflexivo, por lo que el
problema. de ser abordado desde el punto de vista clisico del Caleulo de
Variaciones, exige que trabajemos en la clase BV(0,1) de funciones de
rariacion acotada. La resolucién del problema en este marco se complica
considerablemente.

Otra de las caracteristicas del resultado general que hemos citado
como aplicacién del MDCV es que se aplica a problemas de minimos sin
restricciones. Pero, obviamente, en la mayoria de los problemas realis-
tas de control, la propia naturaleza del problema impone restricciones




De la Aritmeética al Analisis. Histona y desarrolios recientes en Malematicas

sobre el control y/o estado. Es el caso, por ejemplo, de los problemas de
programacién mencionados al principio de esta seccion.

En los problemas de minimos restringidos surgen de manera natural
los va cldsicos multiplicadores de Lagrange.

El lector interesado en profundizar en el Anilisis convexo y la dua-
lidad puede consultar las monografias de I. Ekeland y R. Temam?® y
de R.T. Rockafellar®®, En el libro de B. Larrouturou y . L. Lions*, el
lector podra encontrar una introduccién interesante y autocou.enida de
diversos aspectos de la modelizacién, las EDP, su aproximacién numéri-
ca y la optimizacién en la que se eubren muchos de los aspectos que
hemos citado en este apartado.

Los puntos de ensilladura que surgen de manera natural en problemas
de optimizacion, tal y como acabamos de ver, pueden también entenderse
como soluciones de problemas de minimaz. Los problemas de minimax
surgen en numerosos y variados contextos. Citemos dos ejemplos:

e Teoria de Juegos en los que dos o més jugadores compiten inten-
tando maximizar su ganancia y minimizar la del oponente;

e Caracterizacion de frecuencias propias de vibracién de estructu-
ras. En efecto, es bien sabido que, en muchas ocasiones, estas fre-
cuencias pueden caracterizarse como autovalores de un operador
autoadjunto y compacto en un espacio de Hilbert a través de un
problema de minimax que involuera al cociente de Rayleigh.

Una de las contribuciones mas relevantes en este campo fue la de
J. von Neumann a mediados del siglo XX, quien probé que el minimax
existe bajo hipétesis muy débiles, resultado que tuvo gran impacto en el
desarrollo y utilizacion de la Teoria de Juegos.

En las dos ultimas décadas, estas ideas se han utilizado de manera
exhaustiva también en la resoluciéon de EDP no-lineales, a través, en
particular, de lo que se conoce como el Lema del Paso de Montana (véase

ZEKELAND, I y TAMAM, R. Analyse convere et problémes variationnels. Dunod.
Paris, 1974.

BROCKAFELLAR, R. T. Convez Analysis. Princeton University Press, Princeton,
1970.

HMLARROUTUROU, B. y LIONS, P. L. Méthodes mathématiques pour les scien-
ces de U'ingénieur: Optimisation et analyse numérique. Publicaciones de la Escuela
Politécnica de Paris. Paris, 1996.



por ejemplo la monografia de O. Kavian®?). A este respecto cabe sefialar
que un paso o puerto de montafia es efectivamente un excelente ejemplo
que la naturaleza nos proporciona de lo que es el minimax. En un paso
de montana buscamos el punto de la cordillera por el que podemos pasar
de un lado a otro de la misma subiendo una altura minima. El camino
que pasando por el paso de la montafia nos conduce de un lado a otro
de la cordillera tiene en ese punto un minimax o punto de ensilladura.
El punto es de altura minima si seguimos la linea de la cordillera pero
es un maximo en el camino que nos conduce de un lado al otro de la
misma.

9. CONTROL MOLECULAR MEDIANTE TECNOLOGIA
LASER: LA RELEVANCIA DE LA SEPARACION
ESPECTRAL

Tal y como hemos mencionado anteriormente, son muchos los ambi-
tos del desarrollo tecnolégico en los que la Teoria del Control juega un
papel central.

Una de las mds recientes y en la que las perspectivas de avance en los
proximos anos son mas favorables es la del “Control Laser de Reacciones
Quimicas”.

Los principios bdsicos del abordaje industrial de la Quimica han
permanecido inalterados durante muchos anos. Estos han estado basados
fundamentalmente en la alteracién de la temperatura o presion en las
reacciones o en la utilizacién de catalizadores.

Pero desde la invencién del ldser cuarenta anos atras, la tecnologia
para el control de reacciones ha ido cambiando paulatinamente. En efec-
to, partiendo de uno de los principios basicos de la Mecdnica Cudntica,
segin el cual, tanto la luz como la materia tienen un cardcter ondu-
latorio, se puede prever que la utilizacion del ldser sea un mecanismo
eficiente para el control de las reacciones quimicas.

Los resultados experimentales de los que se dispone en la actualidad
hacen pensar que esta tecnologia puede llegar a aleanzar altos niveles
de precision si bien, por el momento, existen obstaculos que poco a po-
co empiezan a ceder, Una de las mayores limitaciones surge enando las
moléculas estdn poco aisladas. En este caso, las colisiones entre ellas

BKAVIAN, Q. “Introduction a la théorte des points critiques”. Mathématique &
Applications, 13. 1993
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hacen que sea dificil definir su fase, lo cual, a su vez, dificulta la elec-
cién del control liser adecuado. La segunda limitacién, de cardcter mas
tecnolégico y en la que se estdan produciendo avances importantes, es el
diseno de ldseres con fases bien definidas y que se vean poco afectadas
por las inestabilidades de los equipos e instrumentos.

El lector interesado puede consultar el articulo divulgativo de Bru-
mer y Shapiro®® para conocer més a este respecto.

Se trata de un campo donde las Matemiticas estdn ain muy poco
desarrolladas. Los modelos matemdticos necesarios para deseribir estos
fenémenos exigen la utilizacion de comrplejas ecuaciones de Schrodinger
en las que el grado de comprensién de que disponemos en la actualidad
hace muy dificil corroborar lo que los experimentos muestran.

Pero basta analizar algunos modelos matematicos simples en los que
intervienen fenémenos ondulatorios para entender algunas de las dificul-
tades que estos modelos mas complejos entranan.

Dentro de las ecuaciones que describen fenémenos ondulatorios, una
de las mads simples es sin duda la ecnacién de ondas.

En una dimensién espacial se trata de un modelo clasico para la
descripcion de las vibraciones de una cuerda. Si suponemos que en reposo
ésta ocupa el segmento (0, 1) de la recta real y suponiendo que ésta vibra
unicamente en la direccién transversal, el modelo matemaético mds simple
es el siguiente:

Ust = Uy = 0, O<z<l, t>0
u(0,t) = u(1,t) =0, t>0
uw(z,0) = ug(z), w(z,0) =u(z), 0<z<l.

Este modelo ya fue estudiado a mediados del siglo XVIII por D'Alembert
v D. Bernouilli?”.

2BRUMER, P. y SHAPIRO, M. “Laser control of chemical reactions”. Scientific
American. Marzo, 1995, Pdgs. 34-39.

TVéase ZUAZUA, E. “Ondas continuas y discretas”. En Actas del Curso de For-
macién del Profesorado “Temas relevantes de la Matemdtica actual: el reto de la
Ensenanza Secundaria”. Secretarfa General Técnica, Central de Publicaciones del
MECD/UIMP. Madrid, 2000, y Boletin SEMA, 16. 2000. PAgs. 13-42, para una des-
cripcion de algunos aspectos histéricos sobre la ecuacién de ondas



La solucién puede describirse mediante un desarrollo en serie de Fou-
rier:
u(z,t) = Z [ax cos(kmt) + bgsin(kmt)] sin(krz).
k>1

En este caso. las frecuencias de vibracion de los diferentes modos
estan perfectamente bien diferenciadas. Esto tiene consecuencias impor-
tantes. En efecto. Tomemos por ejemplo un punto irracional zg en el
intervalo (0, 1) v supongamos conocida la vibracién de la cuerda en zg,
es decir, supongamos que conocemos entonces la serie trigonométrica:

u(zy,t) = Z [y cos(kmt) + by sin(kmt)] sin(kmag).
k>1

Utilizando las propiedades de ortogonalidad habituales de las funciones
trigonométricas tenemos que

2
] u(zo, t)|* dt =Y sin®(kmao) [af + b7] .
0

k>1

Teniendo en cuenta que cuando xg es irracional
sin (kmag) # 0, Yk € N — {0}

deducimos inmediatamente que si u(xg,t) = 0 en (0,2), entonces a; =
b = (0 para todo & € N — {0} y, por lo tanto, u = 0.

Esto nos permite asegurar que, observando la vibracién de la cuer-
da en un solo punto xy durante un intervalo temporal (0,2), podemos
determinar de manera global la vibracion.

Se trata de una propiedad de observabilidad que juega un papel cen-
tral en la Teoria del Control. En efecto, el diserio del control ha de
realizarse a través de sensores localizados estratégicamente sobre la es-
tructura a controlar. Si los sensores elegidos no son capaces de propor-
cionar una informacion suficientemente representativa del proceso que
deseamos controlar, dificilmente podremos adoptar un método eficiente
de control.

La conduccién de un vehiculo proporciona un ejemplo cotidiano de
lo gue acabamos de mencionar. Es, en efecto, un excelente ejemplo de
control en tiempo real en el que, en funcién de los datos que percibimos
del exterior, estamos decidiendo en tode momento la orientacién del
volante, la aceleracion del vehiculo, ete. En caso de que las condiciones
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de visibilidad sean malas (falta de observabilidad), la conduccién se hace
dificil (puesto que no tenemos suficiente informacién para decidir cudl
es el control adecuado) o incluso peligrosa.

Volvamos por un momento a la ecuacién de ondas. jQué ocurre cuan-
do el punto zg de observacion elegido es racional zg = p/q? En este caso

u(zg,t) = Z sin(kwp/q) [ax cos(knt) + by sin(knt)) .
k>1

Obviamente, cuando k es un miltiplo entero de g, tenemos que
sin(kmp/q) = 0. Por lo tanto, la observacién de u(xg, ) no proporciona
ninguna informacién sobre los coeficientes ag, by correspondientes del
desarrollo de Fourier.

Algo semejante ocurre cuando el espectro del problema analizado no
estd bien separado. jQué ocurre cuando la serie de Fourier involucrada
en el problema es de la forma

u(z,t) =Y [ak sin(puxt) + be cos(pt)] sin(kmz),
k>1
donde la sucesién {ux} no tiene ahora las propiedades de la sucesion
{k7} que han hecho posible el analisis previo?

Para entender las dificultades con las que podemos encontrarnos bas-
ta considerar un tipo muy particular de soluciones que sélo involucra dos
modos de vibracion:

sin(kmxg)

msin[pk+1t) sin((k+ 1)mz).

u(z, t) = sin(ugt) sin(kmz) —

En este caso
u(zo, t) = sin(kmzo) [sin(pxt) — sin(pr41)t] -
Por el Teorema del valor medio deducimos que
lu(zo, t)| < [sin(kmzo)| [pasr — pxlt

de modo que la informacién que la observacion produce en cada mo-
do de Fourier viene afectada por un factor multiplicativo del orden de
|pesr — i) t. En el caso en que

[k+1 — p] = 0, cuandok — oo



Enrique Zuazua

vemos que la informacién proporcionada por la observacién se deteriora
a medida que aumenta la frecuencia.

Esta deficiencia en la observabilidad hace que sea mucho mas dificil
disenar estrategias de control robustas.

La falta de separacién espectral que acabamos de mencionar no es
una objecién puramente matematica, Muy al contrario, acontece en la
mayoria de los problemas y, tal como hemos mencionado anteriormente,
de manera muy particular, en el control molecular mediante tecnologia
laser.

En lo que respecta a los problemas de vibraciones, tal y como hemos
visto, cuando se trata de cuerdas vibrantes homogéneas, estos problemas
de ausencia de separacion espectral no se plantean. Pero se presentan
en cuanto se abordan situaciones mds complejas y realistas entre las que
cabe mencionar:

e Cuerdas vibrantes con densidades altamente heterogéneas®®;

e Multi-estructuras que acoplen cuerdas vibrantes y cuerpos soli-
dos??;

e Redes de cuerdas flexibles®.

Pero los problemas que evocdbamos de control molecular mediante
teenologia ldser son ann mas complejos. En ellos, los modelos matemati-
cos correspondientes involucran ecnaciones de Schrédinger no-lineales en
las que, frecuentemente, no se dispone alin de una teorfa de existencia
v unicidad de soluciones para el problema de Cauchy completo o don-
de los métodos numéricos convencionales se aplican con dificultad. Pero
lo que realmente hace que estos problemas supongan un auténtico reto
para la Teoria del Control es que el control interviene en estos modelos
de manera bilineal. Se trata pues de problemas no-lineales que escapan
al marco cldsico de la Teoria del Control de sistemas lineales.

Como ocurre frecuentemente en el Ambito de lo no-lineal, la dificul-
tad no consiste solamente en que las téenicas matematicas disponibles

CASTRO, C. y ZUAZUA, E. “Concentration and lack of observability of waves
on highly heterogeneous media”. Archive Rat. Mech. Anal. En vias de publicacion.

*THANSEN, S. y ZUAZUA, E. “Controllability and stabilization of strings with
point mases”. SIAM J. Cont. Oplim.. 33 (5). 1995, Pdgs. 1357-1391.

YWPAGER, R. y ZUAZUA, E. “Spectral boundary controllability of networks of
strings”. C.R. Acad. Sei, Paris, 334, 2002. Pigs. 545-550,
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frecuentemente se muestran insuficientes, sino que hemos de esperar re-
sultados completamente distintos desde un punto de vista cualitativo.

10. LA BARRERA DEL TAMESIS: UN EJEMPLO DE

CONTROL AMBIENTAL

Para los que viven y trabajan cerca de las costas, la importancia
de ser capaces de predecir el estado del mar es evidente. La relevancia
de esta capacidad de previsién es obvia no sélo para los que han de
navegar sino también para los habitantes de las costas con el objeto
de protegerse de posibles inundaciones. Estas se producen a través de
complejas interacciones entre mareas, olas y tormentas. Los vientos y
las variaciones en la presién atmosférica debidas a una tormenta pueden
producir elevaciones o depresiones de varios metros en el nivel del mar en
un periodo de tiempo que puede ir de varias horas a dos o tres dias. Los
vientos también generan olas con periodos de hasta veinte segundos y
longitudes del orden de decenas de metros. El efecto combinado de estos
dos factores puede entrafnar un importantisimo riesgo de destruccién e
inundacion.

La amplitud del desastre depende frecuentemente de un posible efec-
to de acumulacién con las mareas. Cuando estas elevaciones y olas se
producen cuando la marea es alta, el riesgo de inundaciones es eviden-
temente mucho mayor.

Este problema ha llegado a ser considerado como una verdadera prio-
ridad en muchos lugares de nuestro planeta. Sin ir mas lejos, en Londres
se tiene constancia desde la Edad Media de inundaciones regulares, al-
gunas de ellas muy importantes, debidas a elevaciones inesperadas en el
nivel del Tamesis. La elevacién del agua puede incluso superar por mas
de dos metros el nivel medio esperado.

Por otra parte, el nivel medio del agua en el puente de Londres se
eleva unos 75 centimetros cada siglo, a causa del derretimiento de los
hielos polares, y esto hace que el problema sea cada vez mds grave.

El proceso por el que se producen estas inundaciones es en grandes
lineas el siguiente. Con las bajas presiones atmosféricas en la costa de
Canada, el mar se eleva unos 30 centimetros en una zona de unos 1600
kilometros de didmetro. Esta elevacion de agua se mueve a través del
Atlantico a una velocidad de 80-90 Kilémetros por hora hasta llegar
al norte de Inglaterra. Ocasionalmente, los vientos del norte pueden
empujar esta elevacion a lo largo del Mar del Norte enviando millones



de toneladas de agua adicional rio arriba en el Tédmesis.

En 1953 hubo una inundacién desastrosa en la que perecieron mas de
300 personas y se cubrieron de agua unas 64.000 hectireas. En ese mo-
mento, el Gobierno Britdnico decidi6é poner a trabajar a un Comité di-
rigido por Lord Waverley. Quedé entonces de manifiesto la necesidad
de algin tipo de mecanismo de defensa. Pero no hubo consenso sobre
cudl era la mejor soluciéon. Finalmente, en 1970 se tomé la decision de
construir una barrera que se cierra cuando las previsiones indican un pe-
ligroso aumento en el nivel medio de agua. Tras 8 afios de trabajo en el
que intervinieron 4000 personas, la barrera fue inaugurada en 1984. La
barrera estd constituida por 10 enormes barreras de acero construidas
sobre estructuras de hormigén clavadas en el fondo del rio y dotadas de
maquinaria que permiten el trafico con normalidad cuando las barreras
estan abiertas y su cierre en caso de necesidad. Desde que se construyd,
la barrera ha sido cerrada en tres ocasiones.

Obviamente, conviene cerrar la barrera el minimo mimero de veces
posible puesto que su cierre interfiere en la navegacién, causando perdi-
das econdmicas y trastornos importantes y, una vez cerrada, no puede
volver a ser abierta hasta que el nivel de agua se iguala a ambos lados
de 1a barrera. siendo el tiempo medio de cierre de unas 8 horas. Por otra
parte, se necesitan dos horas para cerrar la barrera, de modo que no se
puede esperar a tener constancia visual del aumento del nivel del agua,
sino que ha de hacerse sobre la base de predicciones.

Con ¢l objeto de tomar la decisién de cerrar sélo cuando es impres-
cindible se necesitan métodos de prevision sumamente fiables.

En la actualidad, las previsiones se realizan mediante modelos ma-
temdticos que combinan un modelo para las mareas en torno a las Islas
Britanicas y un modelo de previsién meteorolégica. De este modo, se
obtienen previsiones con 30 horas de antelacién cada hora en puntos
seleccionados en torno a la costa.

Este modelo es simulado en el supercomputador de la Oficina Me-
tereolégica Britdnica y los resultados se tranfieren al ordenador de la
Barrera del Tdmesis. Estos datos se trasladan a otro modelo, este 1lti-
mo a mayor escala, en el que intervienen el Mar del Norte, el estuario
del Tédmesis y la parte baja del rio Tamesis en la que afectan las mareas.

Los resultados obtenidos se exhiben y comparan con las previsio-
nes medias y, en vista de estos resultados, la autoridad de la barrera
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estd habilitada para tomar la decisién de cerrar.

Los modelos que en la actualidad se utilizan son sistemas de EDP que
se resuelven mediante métodos numéricos en diferencias finitas. Desde
los anos sesenta, tanto los modelos como los métodos numéricos han
ido evolucionando. Esto, junto con la enorme capacidad de célculo de
los ordenadores de los que hoy se dispone, permite cdlculos sumamente
fiables. El lector interesado en profundizar en los aspectos relacionados
con la modelizacién y la computacién podra consultar el texto de D. G.
Farmer y M. J. Rycroft.®!

A pesar de que la barrera responde a las necesidades de hoy, el pro-
blema no estd resuelto a largo plazo. En efecto, tal y como deciamos, el
nivel medio del rio sube 75 centimetros cada siglo, de modo que, con el
tiempo, este método dejara de ser eficiente,

Por tltimo, y aunque este fenémeno se presente con menos frecuen-
cia, conviene tener en cuenta que los bajones en el nivel de agua pueden
también ser peligrosos para la navegacién pues pueden ser los causantes
de que los navios encallen.

11. PERSPECTIVAS FUTURAS

Son muchos los campos de la Ciencia y Tecnologia donde se presen-
tan retos para la Teoria del Control. En algunos casos se confia en ser
capaces de resolverlos mediante avances tecnolégicos que permitan la
implementacién de controles mis eficientes. Es el caso, por ejemplo, del
control molecular mediante tecnologia ldser que describimos anterior-
mente. Pero tanto en ésta como en otras muchas aplicaciones se necesita
también de importantes avances tedricos. En esta secciéon mencionamos
brevemente algunos de estos temas y los problemas que se plantean:

e Grandes estructuras espaciales. Es frecuente escuchar que el
despliegue de una antena o telescopio en el espacio ha ocasionado
algunos problemas técnicos, algunos de ellos sumamente costosos
o incluso que han inutilizado completamente la estructura. Es-
tas estructuras se caracterizan por contener componentes flexibles
de gran tamano, la interconexién de numerosas componentes y el
acoplamiento de componentes rigidas y flexibles. El problema de
estabilizar estas estructuras de modo que se mantengan orienta-
das en la direccién adecuada, sin deformarse en exceso, es, por

SIFARMER, D. G. y RYCROFT, M. J. Computer Modelling in the Environmental
Sciences. Clarendon Press. Oxford, 1991.
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tanto, complejo. El diseno de técnicas de control robustas para es-
tas estructuras es un problema importante en ¢l que se necesita
en particular de importantes avances matemdticos. A pesar de los
importantes avances que s¢ han producido en la segunda mitad
del siglo XX en el control tanto de sistemas en dimensién finita
como en infinita, queda atn mucho por hacer para abordar estos
sistemas complejos.

Robética. La robética es una de las dreas de la Tecnologia que
presenta los retos mas estimulantes para los préximos afos. A na-
die se le escapa la importancia de desarrollar métodos eficientes de
vision artificial, por ejemplo. Pero la Teoria del Control estd tam-
bién en el centro de gravedad en este campo. El desarrollo de la
robética depende de manera fundamental de la eficiencia y robus-
tez de los algoritmos computacionales para ¢l control de los robots.
No resulta dificil imaginar la complejidad del proceso de control
que hace que un robot camine v que lo haga de manera estable o
sea capaz de coger con sus “manos” un objeto.

Sistemas energéticos y redes informaticas. Es va evidente
que el planeta presenta una tendencia irreversible a la globaliza-
cion. Esto es valido en muchos dmbitos: el trafico aéreo, los siste-
mas de generacién y distribucién de energia, o las redes informati-
cas, Esto hace que muchas veces haya que tomar decisiones en
dambitos muy concretos (geograficamente hablando, por ejemplo),
con poca informacién de lo que ocurre en otros, pero siendo cons-
cientes de que éstos pueden influir. De ahi la necesidad de crear
métodos y téenicas de control para grandes sistemas interconecta-
dos.

Control de la combustién. Se trata de un tema relevante en
la industria acronantica y acroespacial en las que se hace impres-
cindible controlar las inestabilidades en la combustién que, nor-
malmente, viene acompanada de perturbaciones actsticas consi-
derables. En el pasado se ha realizado el énfasis en los aspectos del
diserio, modificando la geometria del sistema para interferir la inte-
raccidén combustion-aciistica o incorporando elementos disipativos.
El control activo de la combustién mediante mecanismos térmicos
o aciusticos, es un tema en el que casi todo esta por explorar.

Control de Fluidos. La interaccién entre ¢l Control y la dinami-
ca de fluidos es en estos momentos muy intensa. Se trata de un
problema relevante en aeroniutica puesto que la dinamica estrue-
tural del avion (en sus alas, por ejemplo) esta acoplada con el flujo
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del aire en su entorno. Si bien es cierto que en los aviones con-
vencionales se puede en gran medida ignorar este acoplamiento,
es muy probable que los aviones del futuro tengan que incorporar
mecanismos de control para evitar la aparicién de turbulencias en
torno a las alas. Desde un punto de vista matematico casi todo
estd por hacer, tanto en lo que respecta a la modelizacién, como
al control y a los aspectos computacionales.

Control de Plasma. La obtencién de reacciones de fusién con-
troladas es uno de los mayores retos para resolver los problemas
energéticos del planeta.

En la actualidad, una de las vias mds prometedoras es la de los
tokomaks: maquinas en las que se confina el plasma mediante me-
canismos electromagnéticos. El problema fundamental es mantener
el plasma, de muy alta densidad, a una temperatura muy alta en
la configuracion deseada durante intervalos de tiempo prolongados
a pesar de sus inestabilidades. Esto se realiza a través de senso-
res mediante los cuales se obtiene la informacién necesaria para
efectuar cambios rdpidos y precisos de las corrientes que han de
compensar Jas perturbaciones del plasma. Todavia hay mucho que
hacer en este terreno desde el punto de vista matematico. Existen
también problemas de identificacién importantes en los tokomaks
a causa de la dificultad para realizar las mediciones. Se trata pues
de un campo que presenta grandes retos para la Teorfa Matematica
del Control y de los problemas inversos.

Procesos de solidificacion e industria del acero. El impor-
tante e imparable avance de las Ciencias de los Materiales ha pro-
ducido estudios intensivos de los procesos de solidificacién. La for-
ma y la estabilidad de la interfase sélido-liquido es en este dmbito
un tema crucial, puesto que una interfase irregular puede ser la
causante de la obtencién de un producto no deseado. Las fuentes
de inestabilidad son diversas: conveccién, tensién superficial,. .. Se
han producido avances importantes en la comprensién matemati-
ca de las interfases en el campo denominado de los Problemas de
Frontera Libre. Desde el punto de vista del Control se plantean
dos problemas importantes. Uno, de cardcter inverso, consisten-
te en reconstruir la interfase a través de mediciones indirectas vy,
otro, el de su control a través de mecanismos de calentamiento, de
aplicacion de campos magnéticos o eléctricos o de rotaciones de la
aleaci6n en el horno. La teoria matematica correspondiente puede
decirse que no existe.

Con el objeto de obtener acero de gran calidad es preciso controlar
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de manera precisa la temperatura en la fase de enfriamiento. Pero
la banda mas caliente, sumamente fina, se mueve a una gran ve-
locidad. El diseno de mecanismos de control que tengan en cuenta
tanto la velocidad de la banda como del proceso de enfriamiento
es otro gran reto.

Investigacion biomédica. El diseno de terapias médicas adecua-
das depende en gran medida de una comprension adecuada de la
dindmica fisiolégica. Se trata de un campo sumamente activo en
estos momentos donde casi todo estd por hacer desde un punto de
vista matemadtico. La Teoria del Control habra de jugar también
en este terreno un papel importante. Como ejemplo, cabe mencio-
nar el disefio de mecanismos de suministro de insulina equipados
de “chips”de control.

Hidrologia. El problema de la gestién de los recursos hidricos es,
sin duda, sumamente relevante en nuestros dias, unas veces por-
que ¢stos son cscasos, otras porque se encuentran contaminados o
simplemente por la complejidad de la red de suministros y usua-
rios tanto domésticos como agricolas e industriales. Los problemas
de control que se plantean son muy diversos. Podemos mencionar
al menos dos. Problemas de identificacién de pardmetros en los
que se trata de determinar la ubicacién de los sensores que pro-
porcionan informacién suficiente para una eficiente extraccion y
suministro, por un lado, y, por otro, el disefio de estrategias de
gestion eficientes.

Extraccién de recursos naturales. Se estan haciendo impor-
tantes esfuerzos de modelizacién y de indole matemitica en el drea
de la simulacion de las reservas subterrianeas tanto hidricas como
minerales o petroliferas. El objeto es optimizar las estrategias de
extraccion. Nuevamente se plantean problemas inversos, de analisis
y, por ejemplo, de control de la interfase entre el fluido inyectado
y ¢l extraido.

Economia. Las Matematicas estan jugando hoy en dia un papel
activo en el mundo de las finanzas. En efecto, la utilizacién de
modelos matematicos para predecir las fluctuaciones de los merca-
dos financieros es algo comiin. Se trata frecuentemente de modelos
estocdsticos en los que la Teoria del Control ya existente puede
ser de gran utilidad a la hora de disenar estrategias optimas de
inversion y consumo.

Sistemas de manufacturacion. Los grandes sistemas de manu-
facturacion automatizada estdn disenados como sistemas flexibles

307



De la Aritmetica gl Analisis: Histona y desarmolios recienies en Matematicas

para permitir cambios en la planificacién de la produccion en aten-
cion a la demanda. Pero esta flexibilidad creciente se obtiene a ba-
se de sistemas cada vez mas complejos. La Teoria Matemadtica del
Control se encuentra en este terreno con retos importantes para el
disenio de mecanismos de control computerizados eficientes.

e Evaluacion de la eficiencia en sistemas computerizados.
Los paquetes de “software” que existen en la actualidad para eva-
luar la eficiencia de los sistemas de computacién estdn basados en
su representacién a través de la Teorfa de Redes. El desarrollo de
los sistemas de computacién en paralelo y sincronizados hace que
estos modelos sean hoy insuficientes. Es necesario desarrollar nue-
vos modelos, cosa en la que la Teoria Estocéstica del Control de
sistemas discretos puede ser de gran utilidad.

e Control de sistemas asistidos por ordenador. Tal y como
mencionamos, los problemas de control a los que nos enfrentamos
en la actualidad son de una gran complejidad. Es impensable la ob-
tencién de estrategias eficientes de control sin que en estos procesos
se cuente con la asistencia de los ordenadores. Es por eso que es
importante el disero de sistemas de control que ya incorporen este
aspecto. Se trata de un campo de investigacién pluridisciplinar en
el que intervienen en particular la Teoria del Control, las Ciencias
de la Computacién, el Andlisis Numérico y la Optimizacién.
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El Instituto Superior de Formacién del Profesorado tiene como obje-
tivo impulsar, incentivar, financiar, apoyar y promover acciones formativas
realizadas por las instituciones, Universidades y entidades sin dnimo de lu-
cro. de interés para los docentes de todo el Estado Espanol que ejercen sus
funciones en las distintas Comunidades y Ciudades Auténomas. Pero. tan
importante como ello. es difundir. extender y dar a conocer. en el mayor ni-
mero de foros posible, y al mayor nimero de profesores, el desarrollo de es-
tas acciones. Para cumplir este objetivo, el L.S.F.P. pondri a disposicion del
profesorado espafiol. con destino a las bibliotecas de Centros y Departamen-
tos. dos colecciones. divididas cada una en cuatro series.

Con estas colecciones. como acabamos de sefialar, se pretende di-
fundir los contenidos de los cursos. congresos. investigaciones y activida-
des que se impulsan desde el Instituto Superior de Formacién del Profe-
sorado. con el fin de que su penetracion difusora en el mundo educativo
llegue al miximo posible, estableciéndose asi una fructifera intercomuni-
cacion dentro de todo el territorio del Estado.

La primera de nuestras colecciones se denomina Aulas de Verano,
y pretende que todo el profesorado pueda acceder al conocimiento de las
conferencias. ponencias. mesas redondas, talleres y actividades profesio-
nales docentes que se desarrollan durante los veranos en la Universidad
Internacional Menéndez Pelayo de Santander, en los cursos de la Univer-
sidad Complutense en El Escorial, en los de la Universidad Nacional de
Educacion a Distancia en Avila y en los de la Fundacion Universidad de
Verano de Castilla y Leon en Segovia. En general, esta coleccion pretende
dar a conocer todas aquellas actividades que desarrollamos durante el pe-
riodo estival.

Se divide en cuatro series, dedicadas las tres primeras a la Educa-
cion Secundaria (la tercera a EP.), y la cuarta a Infantil y Primaria.
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Coleccion Aulas de Verano, que se identifica con el
color “bermellén Salamanca”

* Serie “Ciencias” Color verde

« Serie “Humanidades” Color azul

* Serie "“Técnicas™ Color naranja
* Serie “Principios” Color amarillo

La segunda coleccién se denomina Conoctmiento Educativo. Con
ella pretendemos tanto difundir investigaciones realizadas por el profeso-
rado o grupos de profesores, como dar a conocer aquellas acciones edu-
cativas que desarrolla el Instituto Superior de Formacién del Profesorado
durante del ano académico.

La primera serie estd dedicada fundamentalmente a investigacion
diddctica y. en particular, a las didacticas especificas de cada disciplina:
la segunda serie se dirige al andlisis de la situacién educativa y estudios
generales, siendo esta serie el lugar donde se dardn a conocer nuestros
Congresos EN_CLAVE DE CALID@D: la tercera serie, “Aula Perma-
nente”, da a conocer los distintos cursos que realizamos durante el perio-
do docente, y la cuarta serie. como su nombre indica. se dedica a estudios,
siempre desde la perspectiva de la educacion, sobre nuestro Patrimonio.
Dentro de esta serie se publican los cinco anuarios europeos «Eulde», re-
vistas de alta investigacion en Diddctica de las Matematicas, de las Len-
guas, de las Ciencias Experimentales, de la Historia, la Geografia y las
Ciencias Sociales y de las Expresiones (Pldstica, Musical y Corporal). Se
publican simultdneamente en castellano, francés, italiano, portugués e in-
alés.

Coleccion Conocimiento Educativo, que se identifica con el
color amarillo oficial

« Serie “Didactica” Color azul

+ Serie “Situacién” Color verde
* Serie “Aula Permanente” Color rojo

» Serie “Patrimonio” Color violeta
* Anuarios Europeos «Eulde» Color blanco

Estas colecciones, como hemos sefialado, tienen un caricter de di-
fusion y extension educativa, que prestard un servicio a la intercomunica-
cion, como hemos dicho también, entre los docentes que desarrollan sus
tareas en las distintas Comunidades y Ciudades Auténomas de nuestro
Estado. Pero, también, se pretende con ellas establecer un vehiculo del
mdximo rigor cientifico y académico en el que encuentren su lugar el tra-



bajo. el estudio. la reflexion y la investigacion de todo el profesorado es-
paiol, de todos los niveles, sobre la problemitica educativa.

Esta segunda funcion es singularmente importante, porque incen-
tiva en los docentes el imprescindible objetivo investigador sobre la pro-
pia funcion, lo que constituye la tinica via cientifica y, por tanto, con ga-
rantias de eficacia, para el mds positivo desarrollo de la formacién per-
sonal vy los aprendizajes de calidad en los ninos y los jovenes espanoles.

Indices de calidad de las publicaciones

Todos los proyectos de publicacion, en cualquiera de las dos
colecciones. estardn avalados por cinco informes razonados, emitidos
cada uno por un Profesor Doctor de reconocido prestigio de diferente
centro, docente o de investigacion., espanol o del extranjero. Al menos
tres de los cinco informantes han de ser Catedriticos de Universidad,
y al menos tres de los cinco centros, han de ser espanoles.

Los programas de publicacién son aprobados por una comi-
sion compuesta por el Director del Instituto Superior de Formacién del
Profesorado, la Directora de Programas y la Directora de Publicacio-
nes del Instituto Superior de Formacion del Profesorado y los Directo-
res (o persona en quien deleguen) del Servicio de Publicaciones del
Ministerio de Educacion, Cultura v Deporte y del INCE.
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NORMAS DE EDICION
DEL INSTITUTO SUPERIOR DE FORMACION
DEL PROFESORADO:

Los articulos han de ser inéditos.

Se entregarin en papel y se anadird una copia en disquete (en un procesa-

dor de textos tipo Word).

El autor/es debe dar los datos personales siguientes: referencia profesional,

direccion y teléfono personal y del trabajo. En caso de trabajos colectivos,

se referenciardn estos datos de todos los autores.

* Debe haber, al principio de cada articulo, un recuadro con un indice de los
temas que trata el mismo.

+ El autor debe huir de textos corridos v utilizar con la frecuencia adecuada,
epigrafes y subepigrafes que aparezcan distribuidos en el texto, al menos,
en cada doble pigina.

» Cuando se reproduzcan textos de autores, se entrecomillardn y se pondrin
en cursiva.

* Al citar un libro, siempre debe aparecer la pigina de la que se toma la cita,
excepto si se trata de un comentario general,

* Se deben adjuntar fotografias, esquemas, trabajos de alumnos... que ilus-
tren o expliquen el contenido del texto.

+ Se debe adjuntar en un listado numerado correlativamente, las notas que se
van a poner a pie de pdgina, segin las referencias incluidas en el texto,

+ Al final de cada articulo, se adjuntard la lista de la bibliografia utilizada.

» La bibliografia debe ser citada de la siguiente manera: apellidos/s (con ma-

yisculas), coma: nombre segiin aparezca en el libro(en letra corriente),

punto: titulo del libro en cursiva, punto; editorial, punto; ciudad de edicidn,

coma y fecha de publicacién, punto. Asi se realizardn también las citas a

pie de péigina.

CENTRAL DE EDICIONES DEL INSTITUTO SUPERIOR
DE FORMACION DEL PROFESORADO

+ Direccién y coordinacién (I.S.F.P.):
Paseo del Prado 28, 6.* planta. 28014. Madrid. Teléfono: 91.506.57.17.

+ Suscripciones y distribucion:
Instituto de Técnicas Educativas. C/ Alalpardo s/n. 28806.
Alcald de Henares. Teléfono: 91.889.18.50.

+ Puntos de venta:
= Ministerio de Educacién, Cultura y Deporte. C/ Alcald, 36. Madrid.
— Subdireccion General de Informacién y Publicaciones del Ministerio de
Educacion, Cultura y Deporte. C/ Juan del Rosal s/n. Madrid.
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TITULOS EDITADOS POR EL INSTITUTO
SUPERIOR DE FORMACION DEL PROFESORADO

COLECCION SERIE

— La Eduncacion Artistica, clave para

el desarrofio de la creanividad . . . . AULAS DE VERANO Principios
~ La experimentacion en la ensefian-

zivde las Ciencias - .. von e oo AULAS DE VERANO Principios
- Metodologia en la enseiianza

BELTHOIES, o i savssn sivavisivis. s AULAS DE VERANO Prinicipios
— Destrezas comunicativas en

la Lengua Espafiela . .......... AULAS DE VERANO Principios
— Dificultades del aprendizaje

de las Matemdticas .. .......... AULAS DE VERANO Principios
- La Geografta y la Historia,

elementos del Medio . .......... AULAS DE VERANO Principios
— La enseitanza de las Matemdaricas

a delxite: referentes enrapeos . . .. AULAS DE VERANO Ciencias
— El lenguaje de las Matemdticas

en sus aplicaciones .. .......... AULAS DE VERANO Ciencias
— La iconografia en la ensefianza

de la Historia del Arte . .. ... ... AULAS DE VERAND Humanidades
— Grandes avances de la Ciencia

Yila Teenolgta .oone cus voss o AULAS DE VERANO Técnicas
— EN_CLAVE DE CALID®@ D:

la Direccion Escolar . ... ....... CONOCIMIENTO EDUCATIVO  Sitacion
— Felipe V'y el Palacio Real

e LaGrama wovvss g svamng CONOCIMIENTO EDUCATIVO  Patrimonio
— Diddctica de la poesta en

Ju Educacion Secundaria . ... ... CONOCIMIENTO EDUCATIVO  Didictica
— La seduccion de la lectura en

Edades tempranas ... .......... AULAS DE VERANO Principios
- Aplicaciones de las nuevas tecno-

logias en el aprendizaje de la

Lengua Castellana .. .......... AULAS DE VERANO Principios
— Lenguas para abrir camino . . . . .. AULAS DE VERANO Principios
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— La dimension artistica y social

delacivdad ........ccovvv... AULAS DE VERANO Humanidades
— La Lengua, vehiculo cultural
mulidisciplingr . .. ............ AULAS DE VERANO Humanidades

— Lenguas extranjeras: hacia un
nueve marco de referencia en su

aprendizaje - . ......vonnnanens AULAS DE VERANO Humanidades
= Globalizacion, crisis ambiental y

BUBGCTIN ) = v ORI a5 AULAS DE VERANO Ciencias
— Los fundamentos teorico-didicricos

de la Educacion Fisica . ........ CONOCIMIENTO EDUCATIVO  Didéctica
— Los lenguajes de la expresion .. . . AULAS DE VERANO Principios
- La comunicacion literaria en las

primeras edades .. ............ AULAS DE VERANO Principios
— La Fisica y la Quimica: del

descubrimiento a la intervencion . AULAS DE VERANO Ciencias
- La Estadistica y la Probabilidad

enel Bachillerato . ............ CONOCIMIENTO EDUCATIVO  Didictica

— La Estadistica v la Probabilidad
en la Educacion Secundaria
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~ El mimero, agente integrador

del conocimiento . .. ........... AULAS DE VERANO Ciencias
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BOPDOD) ouvszvs wirin sirssmiesms AULAS DE VERANO Humanidades
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Este volumen tiene su origen en el CURSO DE FORMACION DEL
PROFESORADO DE ENSENANZA SECUNDARIA:
“De la Aritmética al andlisis: los nuevos curricula de Matemdticas de la
Ensenanza Secundaria™, que se celebré en la Fundacion General de la
Universidad Complutense, en El Escorial, en el verano de 2002,
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