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Prologo

La finalidad de estos materiales diddcticos para el Bachillerato es orientar a los profesores que,

a partir de octubre de 1993, impartirdn las nuevas ensenanzas de Bachillerato en los centros

que han anticipado su implantacion. Pretenden facilitarles ef desarrollo de las materias de sequndo
curso, algunas de las cuales continuan 1as de primer curso. Con estos materiales el Ministerio

de Educacion y Ciencia quiere facilitar a los profesores la aplicacion y desarrollo del nuevo curriculo
en su practica docente, proporciondndoles sugerencias de programacion y unidades didacticas

que les ayuden en su lrabajo; unas sugerencias, desde luego, no prescriplivas, ni lampoco cerradas,
sino abiertas y con posibilidades varias de ser aprovechadas y desarrolladas. El desafio que para los
centros educalivos y los profesores supone el haber anticipado desde el curso 1992/93

la implantacion de las nuevas ensenanzas, constituyéndose con ello en pioneros de lo que serd

mds adelante la implantacion generalizada, merece no solo un cumplido reconocimiento,

sino también un apoyo por parte del Ministerio, que a través de estos materiales diddcticos pretende
ayudar a los profesores a afrontar ese desaffo.

£l Ministerio valora muy pasitivamente el trabajo de los autores de estos materiales, que se adaptan

a un esquema general propuesto por el Servicio de Innovacion, de la Subdireccion General

de Programas Experimentales, y han sido elaborados en estrecha conexion con los asesores de este
Servicio. Por consiguiente, aunque la autoria pertenece de pleno derecho a las personas que los han
preparado, el Ministerio considera que son Uliles ejemplos de programacicn y de unidades diddcticas
para la correspondiente asignaltura, y que su ulilizacion por profesores, en la medida en que

se ajusten al marco de los proyectos curriculares que los centros establezcan y Se adecuen a las
caracteristicas de sus alumnos, Servird para perfeccionar estos materiales y para elaborar olros.

La presentacion misma, en forma de documentos de trabajo y no de libro propiamente dicho,

pone de manifiesto que se trala de maleriales con cierto cardcler experimental: destinados a ser
contrastados en la praclica, depurados y completados. Es intencion del Ministerio sequir realizando
ese trabajo de contrastacion y depuracion a lo largo del proximo curso, y hacerio precisamente

a partir de las sugerencias y conlrapropuestas que vengan de /os centros que Se anticipan a la reforma.

El Real Decrelo 1179/1992 de 2 de octubre, por el que se estabiece el curriculo de Bachillerato,
contiene en su anexo la informacicn referida a esla asignatura que aparece reproducida al término
el presente volumen.
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Introduccion

Son tres los puntos que nos han guiado a la hora de elaborar este trabajo:

« Se trata de unas Matematicas dirigidas a unos alumnos y alumnas cuyo futuro profesional
estara en torno a las Ciencias Sociales.

« Se trata de una asignatura propia de modalidad, del titimo curso de Educacion Secundaria,
pero no obligatoria.

¢ Elalumnado que curse esta asignatura puede tener unos desniveles muy apreciables en
cuanto al manejo de sus conocimientos matematicos.

Teniendo en cuenta estos tres aspectos, hemos optado por hacer una programacion en la que el
marco general es el andlisis y toma de decisiones en situaciones extraidas de contextos reales, con
una secuencia de los contenidos dirigida a este fin.

La recogida de informacion, el andlisis de fos datos y fa toma de decisiones, conforma una
manera de Irabajo en el campo de las Ciencias Sociales en un mundo en el que la informacion tiene
cada vez mayor importancia.

En este sentido, un hecho a destacar es que la Estadistica tiene un peso de un tercio del total de
la asignatura. Los otros contenidos que se trabajan a lo largo de este curso, aunque tienen su
importancia en si mismos, van a estar encauzados en €l sentido anterior. Asi, tanto en la parte alge-
braica como en la analitica, el fin es el andlisis de situaciones, la resolucion de problemas reales y la
toma de decisiones, aplicando los instrumentos algebraicos o analiticos que se necesiten.

Otra forma de hacer una programacion de esta materia podria ser establecer dos o tres proble-
mas reales de las Ciencias Sociales, que servirian como centro de interés para, a partir de ellos,
desarrollar los contenidos establecidos.

No seria conveniente establecer una programacion en la que los distintos contenidos se parce-
len en compartimentos estancos sin ninguna relacion entre ellos.







Orientaciones didacticas y para la evaluacion

El protagonista del proceso de ensefianza y aprendizaje debe ser el alumno, no las matematicas
ni el profesor; cada alumno y alumna debe ser el motor de su propio aprendizaje.

En este sentido y en el contexto de esta modalidad de Bachillerato, Se deben presentar las mate-
maticas como un cuerpo de conocimientos en continua evolucion y fundamentalmente practico.
Ademds su funcionalidad e instrumentalidad como lenguaje y como vehiculo de expresion hace
conveniente que los alumnos y alumnas de la modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales,
adquieran un buen dominio de determinadas destrezas y expresiones matematicas. Por esto es
aconsgjable utilizar actividades de grupo que favorezcan la discusion, la confrontacion y la reflexion
sobre las experiencias matematicas.

La sociedad moderna incorpora, cada vez con mayor rapidez, las nuevas tecnologias a esferas
de actividad cada vez mas variadas. En este Ultimo curso de la Ensefianza Secundaria la incorpora:
cion de estas tecnologias en el proceso de ensefianza y aprendizaje debe ser una practica habitual y
sistematica dentro del propio entorno de aprendizaje.

La informatica y los medios audiovisuales (ordenadores, calculadoras, transparencias, diapositi-
vas, fotografias, videos y otros materiales) proporcionan nueves instrumentos y recursos, posibilitan-
do la introduccion de cambios metodoldgicos necesarios en una linea de investigacion e innovacion
en el aula. Pero, ademas, proporcionan también nuevas posibilidades de calculo en mas campos de
la matematica, como en el diferencial, integral o matricial, posibilitando, de esta manera cambios en
el peso de algunos contenidos hasta ahora imprescindibles.

En cuanto a los contenidos, en la introduccion de esta asignatura, el Decreto de curriculo (Ver
Anexo) menciona que:

«...dun cuando los conlenidos concepluales estdn presenles en Ja aclividad matemalica, no son los Unicos
elementos que actuan en su desarrollo. En los contenidos del curriculo es preciso olorgar un lugar importante a
los procedimienlos o modos de saber hacer, como los que se refieren a:

—  Habilidades en la comprension y en el uso de diferentes lenguajes matemalicos.
—  Las lécnicas, rutinas y algoritmos particulares que lengan un proposito concreto.

— las eslrategias generales o heuristicas necesarias en la resolucion de problemas como analisis de lareas, bus:
queda de reqularidades y paulas, expeclativas de resullados, comprobacion y refulacion de hipolesss.

—  Decisiones gjecutivas y de conlrol utilzadas af hacer un plan y llevarlo a cabo para planfear y resolver un pro-
blema y tormar decisiones sobre los conceplos, algoritmos o esiralegias que se van a ulilizar,

Orientaciones
didacticas

—




Y, posteriormente:

«..las Matematicas aplicadas a las Cencias Sociales It proporcionan conacimientos e instrumentos mds téc-
nicos, que permiten interpretar y abordar problemas de mayor complejidad matematica; enire ellos, especialmente
los relacionados con el munda de fa economia».

En este sentido, hay que remarcar el cardcter funcional de las matematicas, aunque sin olvidar
que, en este Ultimo curso, el rigor debe estar acorde con los instrumentos y algoritmos que se traba-
jen, teniendo en cuenta su cardcter terminal.
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Orientaciones
para la
evaluacion

La evaluacion ha de tener en cuenta dos aspectos:
— Aprendizaje de los alumnos y alumnas

— Funcionamiento de cada Unidad didactica

Evaluacion del aprendizaje
Dentro de este apartado habria que evaluar, a su vez, tres aspectos:
e Conocimientos previos.
e Objetivos.

e Formacion.

Conocimientos previos

Dentro de estos conocimientos estan algunos estudiados por los alumnos y alumnas en Primer
curso de Bachillerato y en la Educacion Secundaria Obligatoria y otros, dados dentro de este curso
de Bachillerato.

En cuanio a los primeros, aun cuando creemos necesario, en general, que se deben recordar
dentro de la propia Unidad diddctica de que se trate a fin de unificar los conocimientos de los alum-
nos y alumnas, hara falta una evaluacion de los mismas, puesto que lo consideramos conveniente
para el tratamiento del tema y para, en algunos momentos, redistribuir de una manera eficaz a |0s
alumnos y alumnas segun los resultados obtenidos par los mismos en una Prueba Inicial que se les
efectle.

En cuanto a los segundos los habremos evaluado en las unidades didacticas anteriores a aque-
Ila en que nos encontremos.

Adquisicion de los objetivos

Para realizar esta evaluacion se propondran, y segun el criterio personal de cada profesor,
dependiendo de la Unidad de que se trate, dos pruebas de control. La primera se realizara hacia la
mitad de la Unidad didactica, pretendiéndose con ella comprabar si los alumnos y alumnas han
adquirido clertos conocimientos que consideramos bésicos para continuar con provecho el resto de
la Unidad.

El sequndo control se hara al término de la Unidad y sera global de toda ella.




Estos controles han de ser elaborados para medir si los alumnos y alumnas han consequido
alcanzar los objetivos propuestos al principio de la Unidad. Se pretende medir, por tanto, conoci-
mientos, tanto conceptos como procedimientos y la referencia estard en los criterios de evaluacion
(Ver Anexo).

Formacion

Con esta evaluacion se pretende observar el nivel de aprendizaje de los alumnos y alumnas para
adecuar la ayuda que el profesor o profesora presta a cada uno en particular.

Esta evaluacion, al contrario que la anterior que es cuantitativa, es esencialmente cualitativa y
«subjetiva». El profesor, para realizarla, ha de tener en cuenta parametros como los siguientes:

— Eltrabajo diario de los alumnos y alumnas.
— Actitud en clase.

— Colaboracion prestada por parte de cada alumno o alumna tanto al profesor como a sus
comparieros y companeras.

— Intervenciones en la clase.
— Trabajo en equipo y papel que realiza el alumno dentro del mismo.

— Opiniones de los alumnos y alumnas recogidas en conversaciones tanto individuales como
colectivas.

— Autoevaluacion por parte de los alumnos y alumnas.

Evaluacion del funcionamiento de cada Unidad

El analisis de los parametros recogidos en la evaluacion de la formacion nos permitira efectuar
la evaluacion del funcionamiento de cada Unidad didactica. Para ello, trataremos de observar todas
las situaciones que se den en el aula, estén o no previstas, con lo cual podremos mejorar el proceso
de ensenanza y aprendizaje. En definiliva, se trala de entrar en un proceso que se retroalimente de
manera continua.

(Cada actividad o ejercicio propuesto en la Unidad debera ser analizado para adecuar su grado
de dificultad al nivel que presenten los alumnos y alumnas con los que estamos interactuando. Esto
nos permitira detectar posibles discrepancias entre lo que tedricamente deberia ocurrir y Ia realidad
con que nos encontramos en el aula. Asi conseguiremos detectar posibles lagunas que deberan ser
subsanadas y que pueden referirse a aspectos importantes que necesitan refuerzo y que pueden o
deben ser anadidos.

El proceso de aprendizaje de los alumnos y alumnas debera ser analizado en lo posible para
hacer extrapolaciones y analizar la secuencia de la programacion y de cada Unidad didactica en par-
ticular.

Los recursos utilizados en cada Unidad también seran motivo de estudio, midiendo su aporta-
cion, necesidad y ayuda a la mayor comprension de los contenidos de la misma por parte de los
alumnos y alumnas.

Otro aspecto importante en la evaluacion de cada Unidad es el analisis del funcionamiento del
binomip profesor-alumnos en torno al estudio de la misma. Para ello analizaremos por qué y en qué
momento:

"



Ha existido un mayor interés y participacion.
Ha existido un mayor desinterés y aburrimiento.
El grupo ha actuado como tal convirtiéndose el estudio de la Unidad en una tarea comun.

Surgen estrategias para la formacion de los grupos de trabajo, asi como sus modos de fun-
cionamiento.

Aumentan o disminuyen las posibilidades de potenciar la participacion de los alumnos y
alumnas.

Es mayor la adaptacion a las distintas individualidades de los alumnos y alumnas.




Programacion

Introduccion

La finalidad del Algebra, en este curso, es la resolucién de los problemas que pueden plantearse
mediante matrices o sistemas de ecuaciones e inecuaciones lineales. Por ello, el desarrollo que se
hace en la Unidad didactica de matrices y en la de sistemas de ecuaciones, se ha hecho teniendo
presente este objetivo.

Las matrices nos van a permitir agrupar de manera ordenada y logica una gran cantidad de
informacion, permitiéndonos trabajar con ella con un gran ahorro de tiempo y espacio y mas tenien-
do en cuenta los medios informaticos actuales que nos permiten el tratamiento de matrices de
tamano considerable con una gran rapidez vy sequridad. Las operaciones con matrices tienen un
sentido claro en el campo de las Ciencias Sociales y éste debe estar presente en el aula, asi proble-
mas de operaciones con matrices de informacion pueden dar sentido a unos algoritmos que no
deben trabajarse descontextualizados.

Mediante sistemas de ecuaciones se pueden plantear multitud de situaciones de la vida real. En
este curso el Algebra va a permitir resolver estos sistemas de ecuaciones lineales mediante la apli-
cacion de métodos sencillos.

Por (ltimo, con la programacion lineal, mediante la resolucion de sistemas de inecuaciones a
través de los cuales se pretende conseguir el resultado dptimo de un problema (maximizar la ganan-
cia 0 minimizar la pérdida), se pueden abordar multitud de problemas reales en multitud de campos
que son objeto de estudio de las Ciencias Sociales, fundamentalmente de la Economia.

Unidades didacticas

|

| e Unidad 1: Matrices.

‘ Tiempo: 3 semanas.

e Unidad 2: Sistemas de ecuaciones lineales,

Tiempo: 3 semanas.

e Unidad 3: Programacion lineal.

Tiempo: 3 semanas.

Algebra

13



Desarrollo de las unidades didacticas

Unidad 1: MATRICES.

Objetivos
En esta Unidad se pretende que los alumnos y alumnas sean capaces de:

— Representar e interpretar tablas de numeros y grafos mediante una matriz, identificando ele-
mentos concreios de la misma, asi como los tipos de matrices mas caracteristicos.

— Calcular el rango de una matriz por el método de Gauss.

— Interpretar y manejar las matrices con sus propiedades en problemas extraidos de contextos
reales.

— Utilizar el lenguaje matricial y operaciones con matrices como instrumento para representar
e interpretar datos, relaciones y ecuaciones vy, en general, para resolver situaciones diversas
de las Ciencias Sociales.

Contenidos

Conceptos
— Matrices.
— Matrices de informacion y matrices que describen una relacion.
— Dimension u orden de una matriz,
— |gualdad de matrices.
— Tipos de matrices.
— Matriz transpuesta.
— Matriz nula y opuesta. Matriz inversa.

— Rango de una matriz.

Procedimientos

|

Representacion de matrices.

— Transposicion de matrices.

— Suma de matrices. Producto de un nimero real por una matriz.
— Producto de matrices.

— Producto de una matriz mxn por una matriz fila y columna.

— Interpretacion del significado de las operaciones con matrices y sus propiedades en situacio-
nes diversas de la realidad.

— Calculo de la inversa mediante procedimientos elementales.




— (Calculo del rango de una matriz mediante a aplicacion del méfodo de Gauss.

— Aplicacion de las operaciones con matrices a la resolucion de problemas extraidos de las
Ciencias Sociales.

Actitudes
— Aprecio de los nimeros como instrumento Util para describir y estudiar la realidad.
— Sensibilidad y gusto por la presentacion tabulada y clara de nimeros.

— Valoracion de los medios tecnoldgicos para el tratamiento de la informacion.

Actividades

Abordamos su estudio mediante matrices de informacion. Para ello podemos empezar plantean-
do el problema de informacion del horario de trenes, transcribiendolo en forma de matriz, o estudiar
el paso de vehiculos (motos, coches y camiones) por dos plazas en una hora punta durante varios
dias.

A continuacion escribiremos matrices que describen una relacion como es, por ejemplo, esta:
blecer la cantidad de preferencias o rechazos entre los alumnos y alumnas de una clase.

Se puede aplicar a muchos mas problemas reales para que los alumnos y alumnas comprueben
la necesidad y utilidad de las mismas, asi como lo facil que resulta extraer informacion de las mis-
mas. Por ejemplo, se les puede plantear un problema similar al que figura a continuacion, haciendo
que los propios alumnos extraigan las consecuencias que crean oportunas sobre los datos que apa-
recen en la matriz:

A una serie de conferencias internacionales han asistido los siguientes delegados de los
diversos paises:

Desarme Capa de ozono Economia mundial
EE.UU. 10 b 3
Rusia 8 3 12
C.E.E. 2 15 20

En cuanto a las operaciones con matrices, se abordara su estudio con matrices de ordenes
bajos (como mucho 3x3) a fin de que los alumnos y alumnas vean de manera tedrico-practica en
qué consisten y como se efectuan. Es importante que Ias operaciones se hagan partiendo de un
contexto real con significado, por ejemplo empleando los problemas planteados al principio, aun-
que se dedique una parte de tiempo en ejercitar los algoritmos. Se pueden trabajar problemas rea-
les, como por ejemplo:

Se consideran cuatro pueblos A, B, C y D unidos por carreteras segun el grafo siguiente:

B - g
> -
\k U ’f‘

Se pide construir la matriz T que indique el nimero de distintas formas de ir directamente
de un pueblo a otro y que se analice el significado de T2, de T+T2y de T3.




16

Posteriormente, cuando ya estén familiarizados en como realizarlas, pademos proponer activida-
des como el estudio de la matriz «input-output» del conjunto de las actividades econémicas de un
pais (por supuesto, no de manera exhaustiva), asi como abordar el estudio de matrices de dimen-
siones elevadas a traves de las posibilidades que nos proporcionan las hojas de calculo elecironicas
existentes,

Unidad 2: SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES.

Objetivos
En esta Unidad se pretende que los alumnos y alumnas sean capaces de:

— Transcribir situaciones reales como sistemas de ecuaciones lineales y resolverlos, cuando
sea posible.

Utilizar las matrices para escribir y resolver sistemas.
— Aplicar el método de Gauss para estudiar y resolver sistemas.

— Estudiar y resolver sistemas sencillos dependientes de un parametro.

Contenidos

Conceptos
— Ecuaciones lineales. Ecuaciones equivalentes.
— Solucion de una ecuacion.
— Sistemas de ecuaciones lineales. Sistemas equivalentes.
— Solucidn de un sistema. Sistemas compatibles e incompatibles.
— Matriz de los cosficientes y matriz ampliada.

— Sistemas escalonados. Método de Gauss.

Procedimientos
— Interpretacion geométrica de las ecuaciones de una y dos incognitas.
— FEstudio de la compatibilidad. Interpretacion geométrica.
— Planteamiento de un sistema de ecuaciones a partir de una situacion real.
— Resolucion de sistemas de dos y de tres incognitas.
— Interpretacion geometrica de sistemas de dos y tres incognitas.
— Expresion matricial de sistemas de ecuaciones lineales.
— Estudio de la compatibilidad de sistemas de ecuaciones lineales.
— Discusion y solucion de las soluciones de un sistema por el Método de Gauss.

— Aplicacion a sistemas homogéneos y a sistemas dependientes de un pardmetro.




Actitudes
— Sentido critico ante las soluciones intuitivas.

— Curiosidad e interés por investigar sobre posiciones relativas de rectas y planos en el espa-
cio.

— Perseverancia en la busqueda de soluciones.

— Valoracion de la incidencia de los nuevos medios tecnoldgicos en la representacion gréifica
de las rectas y planos.

Actividades

Proponemos abordar el estudio de esta unidad planteando a los alumnos y alumnas problemas
que den lugar a ecuaciones y a Sistemas, pasando de inmediato a una interpretacion geométrica de
los mismos. Mas adelante haremos un estudio pormenorizado de sistemas, por el Método de
Gauss.

Este estudio se hara mas exhaustivamente en sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas
dependientes de un parametro, haciendo hincapié en los distintos significados geométricos a que
dan lugar los diversos valores del parametro.

[Esta Unidad aparece desarrollada en el capitulo IV].

Unidad 3: PROGRAMACION LINEAL.

Objetivos

— Saber dibujar el recinto de las restricciones que se impongan en un problema de extraido de
un contexto real.

— Maximizar o minimizar una funcién objetivo cuyas variables estén sometidas a las restriccio-
nes del problema.

— Utilizar el ordenador para resolver problemas con mas de dos variables.

Contenidos

Conceptos
— Inecuacion.
— Solucion de una inecuacion.
— Sistemas de inecuaciones.
— Recinto de las restricciones de un problema.
— Vertices del recinto.

— Concepto de Programacion lineal.
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— Funcion objetivo.
— Maximo y minimo.
— Introduccion intuitiva de la programacion lineal para mas de dos variables.

Procedimientos

|

Representacion grafica de las soluciones de una inecuacion.

Representacion grafica de un sistema de inecuaciones.

[

Representacion grafica del recinto de las restricciones del problema.

Interpretacion del significado de los vertices de recinto.
— (alculo del méximo y del minimo de la funcion objetivo.
— Calcular la solucion mediante el método grafico.

— Interpretacion geométrica de la solucion,

Actitudes
— Darse cuenta de la importante interaccion entre Matematicas y ordenador.

— Valorar la funcionalidad de la Programacion Lineal como método de resolver determinados
problemas.

— (aptar los progresos matematicos llevados a cabo en este siglo y prever los futuros.

Actividades

Comenzaremos esta Unidad resolviendo analitica y graficamente inecuaciones y sistemas de
inecuaciones lineales, extraidos de contextos reales, para pasar a continuacion a representar grafica-
mente recintos limitados por éstas, analizando los resultados obtenidos.

Después pasaremos a plantear problemas de enunciado aplicados directamente a sistemas
sociales, econdmicos, etc. que tengan un comportamiento matematico, es decir, problemas con
planteamiento real tales como: torres de control de un aeropuerto, semaforas, planes de produc-
cion, etc..., estudiando sobre ellos la funcién objetivo y los conceptos de maximo y minimo. Por
ejemplo:

En una pequeia empresa se fabrican diariamente sélo dos tipos de aparatos, A y B.
Como maximo pueden fabricarse tres aparatos de cada tipo y, obligatoriamente, al menos,
un articulo del tipa B. Indicar todas las posibilidades de fabrivacicn si se quieren obtener
unas ventas superiares a 6.000 pesetas, teniendo en cuenta que los precios de los articulos
Ay B son de 3.000 y 1.000 pesetas respectivamente.’

Por (ltimo, bien para un grupo de alumnos y alumnas, bien para toda la clase, si ello es posible,

el profesor puede plantear la introduccion intuitiva de programacion lineal para mas de dos varia-
bles.

1. (Pruebas de Selectividad, 1992).




Introduccion

El Andlisis matemético, en este curso, va enfocado a estudiar las dependencias entre magnitu-
des variables en general; es decir, lo importante no son las funciones particulares sino las funciones
en general.

En este curso se comienza abordando el problema de los limites de funciones. Ya en el curso
anterior se ha introducido la nocion de tendencia, y es en este momento donde se introduce el con-
cepto de limite a partir de esta interpretacion. La idea del limite se presenta de manera sencilla
determinando el valor exacto mediante una serie de aproximaciones. Esta idea, que hoy constituye
un instrumento basico, fue elaborada en el transcurso de siglos.

El siguiente concepto fundamental es el de derivada y surge al resolver el problema de determi-
nar la ecuacion de la recta tangente a una curva en cualquier punto de ésta y como variacion instan-
tanea de una funcion. Esta doble vertiente pretende presentar la derivada de una funcion en un pun-
to como un elemento dindmico y aplicable a distintas situaciones. Por supugsto esto no es mas que
una de las multiples aplicaciones del calculo diferencial, pero quiza si sea el mas importante en este
Curso.

En cuanto al uso que se hace del calculo diferencial en |a representacion de curvas, nos sirve
como nexo del Andlisis con otros campos como el de la Economia.

El cdlculo integral surge ante la necesidad de calcular el area encerrada por una curva —por
gjemplo, encuentra la distancia recorrida por un cuerpo cuando se conoce su velocidad— y este
sera su enfoque en este curso.

Unidades didacticas

e Unidad 1: Limites de funciones. Continuidad.
Tiempo: 2 semanas,

* Unidad 2: Derivadas de funciones. Propiedades locales de las funciones.
Tiempo: 3 semanas.

e Unidad 3: Optimizacion.
Tiempo: 4 semanas.

* Unidad 4: Integral definicia. Area limitada por una curva.

Tiempo: 2 semanas.

Analisis

19



20

Desarrollo de las unidades didacticas

Unidad 1: LIMITES DE FUNCIONES. CONTINUIDAD.

Objetivos
En esta Unidad se pretende que los alumnos y alumnas sean capaces de:

— Adquirir intuitivamente y manejar el concepto de limite de una funcién en un punto y en el
infinito.

— (Calcular limites elementales.

— Adquirir, de una manera intuitiva, el concepto de continuidad de una funcidn.

— Aproximarse al concepto intuitivo de derivada y aplicarlo en problemas de optimizacion.

— Tener una idea intuitiva del concepto de integral definida y aplicarlo al calculo de dreas sencillas.

Contenidos

Conceptos

— Limite finito € infinito de una funcion en un punto.
— Limites en el infinito, Ramas infinitas.

— Continuidad de una funcion en un punto.

— Dominios de funciones elementales.

Procedimientos

— Interpretacion grafica de limite de una funcion en un punto.
— Interpretacion gréfica de limite de una funcidn en el infinito.
— (Calculo de limites elementales.

— Interpretacion grafica de funcion continua en un punto.

— Calculo de dominios de funciones elementales.

Actitudes

— Gusto por la precision en la medida y en las representaciones gréficas de los hechos cotidianos.
— Valoracion del andlisis matematico como instrumento para analizar e interpretar la realidad.

Actividades

Se comienza la Unidad proporcionando a los alumnos y alumnas diversidad de funciones, extrai-
das de problemas reales y siempre de cardcter sencillo, (polinomicas y racionales), teniendo que
estudiar graficamente la tendencia de las mismas en diversos puntos. Es conveniente ayudarse en
esta actividad con todos los medios que las nuevas tecnologias nos proporcionan.

Posteriormente, han de calcular los limites en los mismos puntos, comprobando la identidad de
los valores obtenidos con su idea grafica.




El concepto de continuidad se presenta a partir de los problemas anteriores de una manera gré-

fica y analizando sus limites.

Unidad 2: DERIVADAS DE FUNCIONES. PROPIEDADES LOCALES DE LAS FUNCIONES.

Objetivos

En esta Unidad se pretende que los alumnos y alumnas sean capaces de:

Adquirir y manejar concepto de derivada de una funcién en un punto y de funcion derivada.

Calcular derivadas elementales.

Calcular maximos y minimos de funciones en problemas extraidos de la realidad y que ten-

gan traduccion en una funcion de una sola variable.

Contenidos

Conceptos

Derivada de una funcion en un punto.

Funcion derivada de una funcion dada.

Intervalos de crecimiento y de decrecimiento de una funcion.
Maximos y minimos relativos de funciones.

Puntos de inflexion.

Procedimientos

|

Interpretacion geomeétrica de la derivada de una funcion en un punto.

Calculo de la derivada en un punto aplicando la definicion.

Caleulo de funciones derivadas de funciones elementales, aplicando la definicion.

Reglas para el calculo de derivadas.

Andlisis de la relacion existente entre las funciones continuas y las derivables.

Cdlculo de los intervalos de crecimiento y de decrecimiento y de maximos y minimos relativos.

Condiciones para la existencia de extremos relativos y puntos de inflexion.

Actitudes

Valoracion de la potencia del calculo matematico para resolver problemas reales.
Valoracion de la potencia de las Matematicas para interpretar la realidad.
Disposicion a realizar abstracciones y modelizar.

Creacion y desarrollo de habitos de investigacion sistematica.

Sensibilidad y gusto por la elaboracion y presentacion cuidadosa de los calculos realizados.
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Actividades

Se puede comenzar esta Unidad planteando un problema de una trayectoria parabélica (por
ejemplo, el lanzamiento & canasta de un jugador de baloncesto) en el que se conoce la funcion que
relaciona el espacio recorrido con el tiempo. Los alumnos ya conocen la lasa de variacion media,
que podemos relacionar con la velocidad y, a partir de ahi, calcular el valor de la derivada de la fun-
¢ion en un punto, insistiendo en el hecho de ser la pendiente de la recta tangente.

Asi, a partir de problemas de variacion de funciones, en un contexto, con problemas como el
anterior o del tipo estudiar la velocidad de un coche respecto al tiempo en un determinado recorrido
0 la variacion de la presion atmosférica, se introduce el concepto de derivada de una funcion en un
punto, haciendo hincapié en la interpretacion geométrica.

Se continta calculando varias rectas tangentes a una misma funcion. Con ello conseguimos dos
objetivos: por un lado, aproximarnos mas al concepto de derivada en un punto y, simultdneamente,
perciben la necesidad de ampliar ese concepto.

Posteriormente se calcula la derivada en un punto de diversas funciones aplicando la definicion,
para pasar al calculo de funciones derivadas de funciones muy elementales, como forma de simplifi-
car el calculo en puntos concretos. Es importante que los alumnos y alumnas tengan claro que,
mediante dicho concepto, es posible calcular diversas tangentes a una misma curva sin necesidad
de repetir unay otra vez el célculo del limite.

Las reglas para el calculo de derivadas elementales (polinomicas, exponenciales y logaritmicas,
productos y cocientes) y la elaboracion de una tabla de derivadas de funciones muy sencillas, servi-
ran para aligerar el calculo en los problemas que se necesite.

El calculo de los intervalos de crecimiento y de decrecimiento y de méximos y minimos relati-
vos, asi como las condiciones para la existencia de extremos relativos y puntos de inflexion, son
otros de los conocimientos sobre los que los alumnos y alumnas deben tener una ciera destreza.

La obtencion de maximos y minimos relativos de funciones extraidas de problemas de las cien-
cias sociales, debe relacionarse con aspectos de las mismas, como son: crecimiento o decrecimien-
to nulo, tangentes paralelas al eje de abscisas, derivadas nulas, ec.

El dibujo de la grafica aplicando los conocimientos a los que hemos hecho referencia, puede ser
interesante realizarlo, con algunos alumnos y alumnas con mas nivel, paralelamente a la representa-
cion con calculadoras graficas, ordenadores y/o transparencias.

Finalmente se pueden formalizar los conceptos que aparecen relacionados con la derivada: cre-
cimiento, decrecimiento y puntos de inflexion.




Unidad 3: OPTIMIZACION.

Objetivos
En esta Unidad se pretende que los alumnos y alumnas sean capaces de:
— Aplicar las propiedades locales de las funciones en problemas de optimizacion.

— Resolver problemas de optimizacion en situaciones extraidas de las Ciencias Sociales.

Contenidos

Conceptos

— Optimizacion de una funcion.

Procedimientos
— Planteamiento y resolucion de problemas de optimizacion.

— Comprobacion e interpretacion de la solucion de problemas de optimizacion.

Actitudes
— Aprecio de los medios tecnolégicos como instrumento para analizar la realidad.
— Desarrollo de los habitos de investigacion sistematica.
— Incorporacion del lenguaje grafico a la forma de tratar la informacion.

— Tendencia a formularse preguntas a partir de un fenomeno dado y explotar al maximo esta
situacion.

— Valoracion del calculo diferencial en actividades de mercado.

Actividades

Se puede partir de cualquier problema tipico de economia de costes, comenzando por generali-
zar los nuevos conceptos que aparecen relacionados con la derivada: maximos y minimos, creci-
miento y decrecimiento,... con vistas a construir un todo que dé forma definitiva a cualquier gréfica
que nos aparezca.

Posteriormente, a partir de ejemplos extraidos de problemas concretos se pueden representar
sus graficas utilizando ordenadores, calculadoras graficas o transparencias.

Por ltimo, se abordaran los problemas de optimizacion. La idea de optimizacion ya ha sido con-
templada anteriormente en Programacion Lineal y, por tanto, les resulta familiar. Se comenzara con
problemas dados anteriormente de cardcter sencillo. Después se puede insistir en la resolucion con
funciones sencillas y cuando dominen la técnica necesaria se pasara a problemas derivados de las
ciencias sociales y de la naturaleza.




Unidad 4: INTEGRAL DEFINIDA. AREA LIMITADA POR UNA CURVA.

Objetivos

En esta Unidad se pretende que los alumnos y alumnas sean capaces de:
— Adquirir el concepto de integral definida.

— Plantear problemas de calculo de areas de recintos planos.

— Calcular areas de recintos planos, limitados por funciones sencillas.

Contenidos

Conceptos

— |dea intuitiva de drea limitada por una curva.
— Integral definida.
— Reagla de Barrow.

Procedimientos

— Interpretacion geométrica de la integral definida.
— Aplicacion de la regla de Barrow.

— Célculo de primitivas elementales.

— Célculo de éreas.

Actitudes

— Valoracion de la importancia fundamental que ha tenido el clculo integral en el desarrollo de
diversas disciplinas, en particular, de la Fisica.

Actividades

Se introduce el concepto de drea encerrada bajo una curva a través de un problema como el
siguiente;

«Calcular el espacio recorrido por un mavil conocida la funcion velocidad del mismo».

Posteriormente se plantea el problema genérico del drea encerrada bajo una curva cualquiera,
asi como la obtencion de dreas de figuras definidas por varias funciones. Para ello se utilizard el cal-
culo de primitivas practicamente inmediatas. Si en algin caso se presentan funciones complicadas
se utilizaran los programas informaticos para el calculo de primitivas.

Estadistica Introduccion

y probabilidad
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Esta parte de la materia ocupa practicamente un tercio del curriculo de la misma. Esto es asi,
porque existen multitud de estudios y profesiones, de las Humanidades y Ciencias sociales, que
hacen un uso continuo del calculo de probabilidades y de la estadistica a un nivel profundo.

Los alumnos y alumnas que realicen esta modalidad de Bachillerato han de terminar, por tanto,
con un bagaje de conocimientos estadisticos importante.




Asl, por un lado, profundizamos en el estudio de las probabilidades realizado en la etapa anterior
y, por otro lado se introduce el concepto de inferencia estadistica y muestreo estudiando, posterior-
mente, 1a fiabilidad del mismo.

Por (ltimo, se hace una aproximacion al contraste de hipotesis basados en la distribucién Nor-
mal. Se pretende que los alumnos y alumnas alcancen la idea de como se puede validar una afirma-
cion sobre algunas caracteristicas de una poblacion utilizando el coniraste de hipotesis.

Unidades didacticas

e Unidad 1: Probabilidades compuestas, condicionadas, totales y a posterior.

Tiempo: 3 semanas.

e Unidad 2: Inferencia estadistica. Muestreo.

Tiempo: 2 semanas.

* Unidad 3: Tests de hipotesis.

Tiempo: 3 semanas.

Desarrollo de las Unidades didacticas

Unidad 1; PROBABILIDADES COMPUESTAS, CONDICIONADAS, TOTALES Y A POSTERIORI.

Objetivos

En esta Unidad se pretende que los alumnos y alumnas sean capaces de:

I

Distinguir los tipos de sucesos y si son 0 no equiprobables.

|

Afianzar el concepto de probabilidad.
— Saber determinar probabilidades a prioriy a posteriori.

Asignar probabilidades a sucesos compuestos.

Adquirir el concepto de probabilidad condicionada y asignar probabilidades a sucesos con-
dicionados.

Contenidos

Conceptos
— Sucesos aleatorigs.
— Tipos de sucesos; elementales y compuestos, sequro e imposible, compatible e incompatible.

Union e interseccion de sucesos.

— Probabilidad de un suceso.
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— Probabilidad:
— A priori y a posteriori.
— Condicionada.

— Gompuesta.

Procedimientos
— Distincion entre sucesos aleatorios y deterministas.
— Realizacion de operaciones con sucesos: union, interseccion, simplificacion, ...
— Aplicacion de distintas técnicas para €l cdlculo de probabilidades.
— Formulacion y validacion de conjeturas sobre fendmenos aleatorios.
— Utilizacién de programas informaticos de simulacion para estudiar fendmenos complejos.
— Aplicacion del célculo de probabilidades a juegos de azar.

— Utilizacion del calculo de probabilidades para tomar decisiones.

Actitudes
— Valoracion de la probabilidad a la hora de Ia toma de decisiones.
— Disposicion a investigar el papel del azar en las situaciones cotidianas.

— Sentido critico y cautela ante las aparentes soluciones intuitivas.

Actividades

Se parte de la investigacion sobre un fenémeno o situacion en la que el azar juegue un papel no
evidente. Por ejemplo:

«En una ciudad se ha realizado una encuesta sobre la conveniencia de prohibir el trafico en el
centro urbanos,

Se obtienen asi una serie de datos de respuestas afirmativas y negativas ademas de otros sobre
la edad, sexo, partido al que voto, nivel de estudios, profesion, etc. Con estos datos de una muestra
se plantea realizar un estudio probabilistico sobre toda la poblacion:

— Probabilidad de encontrar una persona que esté a favor de prohibir el tréfico.

— Probabilidad de obtener una respuesta negativa al preguntar a una mujer, a un parado, a un
ejecutivo, a un joven, efc.

— Probabilidad de que al elegir una encuesta sea de una mujer con estudios Superiores.

— Probabilidad de que al elegir una encuesta afirmativa sea de un votante del partido X.

Para ello es necesario basarse en los conocimientos de probabilidad que tienen que tener de la
etapa anterior, es por ello fundamental en esta Unidad hacer una prueba inicial.

A lo largo de este estudio, se plantean los distintos tipos de sucesos, el alumno tiene que dife-
renciar los distintos tipos de probabilidad y aplicar mecanismos para calcularlas. Al mismo tiempo
se investigara sobre la dependencia o independencia de varios sucesos. Es interesante utilizar las
posibilidades que ofrecen los medios informéticos para el célculo de probabilidades.




Unidad 2: INFERENCIA ESTADISTICA. MUESTREO.

Objetivos
En esta Unidad se pretende que los alumnos y alumnas sean capaces de:

— Distinguir entre poblacion y muestra.
— Estudiar la representatividad de una muestra.

Aproximarse al concepto de inferencia estadistica.

Realizar una estimacion.

Contenidos

Conceptos
— Poblacion y muestra. Tipos de muestras.
— Estimacion estadistica.
— Parametros poblacionales v estadisticas muestrales.
— Inferencia estadistica.
— Distribuciones muestrales (de medias, de proporciones y de diferencias y sumas).

— Estimaciones. Estimacion puntual y por intervalos de confianza.

Procedimientos

Eleccion de una muestra al azar, simple y estratificada.

Estudio de la representatividad de una muestra.

Seleccitn de muestras con y sin reemplazamiento.

Inferencia mediante estimacion puntual.

I

Estimas por intervalos de confianza,

Actitudes
— Valorar la necesidad del muestreo para hacer una estimacion.
— Saber apreciar la representatividad de una muestra.

— Apreciar como a partir de una muestra de tamano muy pequefio se pueden obtener resultados
absolutamente fiables para toda una poblacion por muy grande que sea el tamafo de la misma.

Actividades

Se plantea a los alumnos y alumnas el estudio de una actitud, actividad, cualidad ..., que les
interese en su dmbito social, como puede ser:

«Estimar la altura media de los estudiantes del Centro. Seleccionando varias muestras del
misma numero de estudiantes, obteniendo la media de las mismas y su desviacion tipica».
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Una vez elegidas las muestras han de estudiar si cada una es o no representativa, si se ha elegi-
do al azar, los estratos utilizados, estudio de su tamano y de las consecuencias que parece pueda
plantear el mismo y, por Ultimo, han de fratar de efectuar una estimacion sobre el total de Ia pobla-
cion analizando los estadisticos y los pardmetros.

Posteriormente comprueban que las medias de cada muestra constituyen una nueva variable
aleatoria, tal que su media coincide aproximadamente con la calculada para el total de la poblacién
y su desviacion tipica con la anterior dividida por la raiz del nimero de elementos de cada muestra.
Por dltimo comprueban que las desviaciones de las medias muestrales respecto de la media pobla-

cional conforman una nueva variable aleatoria que se distribuye normalmente con media 0 y desvia-

cion tipica =

Unidad 3: TESTS DE HIPOTESIS.

Objetivos
En esta Unidad se pretende que los alumnos y alumnas sean capaces de:

— Aceptar o rechazar una hipotesis estadistica utilizando algun test de contraste de hipotesis.

Contenidos

Conceptos

— (Grandes y pequenas muestras.

Nivel de confianza.
— Hip6tesis nula. Hipotesis alternativa.

— Nivel de significacion.

Error de tipo | y tipo Il

Procedimientos
— Calculo del intervalo de confianza para un nivel de confianza dado.
— Aceptar o rechazar una hipdtesis estadistica con un nivel de significacién dado.
— Determinacion de las regiones de aceptacion y de rechazo de una hipotesis.

— (Calculo de la probabilidad de cometer un error de tipo | o de tipo II.

Actitudes

— Valorar la estadistica como instrumento importante para contrastar una afirmacion sobre
algunas caracteristicas de una poblacion, analizando una muestra aleatoria.




Actividades

A partir de la muestra extraida en la Unidad anterior, se plantea la aceptacion o rechazo de una
determinada altura media de todas los estudiantes con unos determinados niveles de significacion.
Los alumnos y alumnas deberan definir la hipotesis nula y la hipétesis alternativa y aceptarla o
rechazarla con un nivel de significacion determinado (probabilidad de rechazar la hiptesis nula) a
partir del andlisis de la muestra, ademds deberdn encontrar la region de aceptacion y calcular la
probabilidad de rechazar la hip6tesis nula siendo ésta cierta (error de tipo 1) o aceptarla siendo falsa
(error de tipo II).

También se plantearan y resolveran ejercicios similares al siguiente:

«La vida media de hombillas de 60 valios esta garantizada por un minimo de 800 horas, con
una desviacion tipica de 120 horas. Si se escoge al azar una muesira de 50 lamparas de un lote
y después de comprobarlas se calcula una vida media de 750 horas en esta muesira, zhabria
que rechazar el lote por no cumplir las garantias?»,
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Desarrollo de la Unidad:
Sistemas de ecuaciones lineales

Hemos decidido comenzar la Unidad didactica desarrollada desde un nivel sumamente elemen-
tal alcanzandose, no obstante, al final unos niveles suficientes para poder utilizar los sistemas de
ecuaciones en la resolucion de problemas concretos. Dejamos en manos del profesor, como repeti-
damente indicamos en el desarrollo de la Unidad, profundizar, 0 en caso contrario ignorar, unos
determinados puntos, de acuerdo con el grado de conocimiento que posean los alumnos y alumnas
concretos con los que se encuentre, asi como el interés de los mismos y su capacidad para adquirir
y desarrollar nuevos conceptos.

Como se indica en la introduccién al tema Algebra, su finalidad fundamental es la obtencion y
analisis de resultados en los problemas que pueden plantearse mediante sistemas de ecuaciones e
ingcuaciones.

Ahora bien, para poder obtener el aprovechamiento imprescindible en cuanto al estudio y resolu-
cion de problemas de sistemas de ecuaciones e inecuaciones, es necesario saber manejar una
herramienta basica como son las matrices.

Al ser las matrices desconocidas todavia por los alumnos y alumnas, se hace necesario que,
previo al estudio y manejo de los sistemas de ecuaciones, aquéllos adquieran un cierto grado de
conocimiento de las mismas. Es aqul, por tanto, donde se sitUa esta Unidad didéctica.

Por otro lado, la dificultad de los temas a tratar ha de ir incrementandose, evidentemente, poco a
poco, con lo cual, el estudio de los sistemas de ecuaciones tiene que ir situade antes que el de los
sistemas de inecuaciones (programacion lineal).

Ademas, el algebra comprende la primera parte del curriculo de las Mateméticas en este curso,
es decir, esta situada en el primer trimestre, suponiendo por tanto la toma de contacto de los alum-
nos y alumnas con las Matematicas después varios meses de vacaciones.

Por ultimo, la situacion temporal de esta Unidad sera a finales del mes de Octubre, durando su
estudio aproximadamente un mes.

Objetivos
En esta Unidad se pretende que los alumnos y alumnas sean capaces de:

— Transcribir situaciones reales como sistemas de ecuaciones lineales y resolverlos, cuando
sea posible.

— Utilizar las matrices para escribir y resolver sistemas.
— Aplicar el metodo de Gauss para estudiar y resolver sistemas.

— Estudiar y resolver sistemas sencillos dependientes de un parametro.

Introduccion
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Contenidos

Conceptos
— Ecuaciones lineales. Ecuaciones equivalentes.
— Solucidn de una ecuacian.

— Sistemas de ecuaciones lineales. Sistemas equivalentes.

|

Solucion de un sistema. Sistemas compatibles e incompatibles.
— Matriz de los coeficientes y matriz ampliada.

Sistemas escalonados. Método de Gauss.

Procedimientos
— Interpretacion geométrica de las ecuaciones de una y dos incognitas.
— Estudio de la compatibilidad. Interpretacion geométrica.
— Planteamiento de un sistema de ecuaciones a partir de una situacion real.
— Resolucion de sistemas de dos y de tres incognitas.
— Interpretacion geométrica de sistemas de dos y de tres incognitas.
— Expresion matricial de sistemas de ecuaciones lineales.
— Estudio de la compatibilidad de sistemas de ecuaciones lineales.
— Discusion y solucion de las seluciones de un sistema por el Método de Gauss.

— Aplicacion a sistemas homogeéneos y a sistemas dependientes de un parametro.

Actitudes
— Sentido critico ante las soluciones infuitivas.

— Curiosidad e interés por investigar sobre posiciones relativas de rectas y planos en el espa-
cio,

I

Perseverancia en la busqueda de soluciones.

— Valoracidn de la incidencia de los nuevos medios tecnolégicos en la representacion gréfica
de las rectas y planos.

Conocimientos previos

Alolargo de la E. S. 0.y de primero de Bachillerato, los alumnos y alumnas han estado en con:
tacto con el Algebra estudiando temas como son; ecuaciones, resolucion de sistemas de ecuacio-
nes lineales sencillos, representacion grafica de una recta y otros. Posteriormente, y ya dentro de
este mismo curso, han estudiado las matrices.

En lo que se refiere a los conocimientos de cursos anteriores, es conveniente que el profesor
plantee una prueba inicial para poder calibrar el grado de profundidad que poseen los alumnos y
alumnas de los mismos. No debe desdenarse, a la vista de los resultados obtenidos en dicha prue-




ba, la conveniencia de dividir a los alumnos en grupos para un mejor aprovechamiento de la materia
nueva que se vea en este curso.

Por otro lado, hemos creido conveniente recordar estos puntos dentro de la propia Unidad
didactica, antes de comenzar con los nuevos contenidos, buscando, por un lado, refrescar dichos
conocimientos y, por otro, que haya una continuidad en los mismos, siendo el profesor, y en vista de
su grupo concreto, quien debera determinar el grado de intervencion.

En cuanto a los segundos, matrices, [0s hemos visto inmediatamente antes de esta Unidad y,
por tanto, no serd necesario hacer una repeticion de los mismos.

Introduccion

Tanto en la E. S. 0. como en Matematicas aplicadas a Ciencias Sociales I, los alumnos y alum-
nas han tomado ya contacto con las ecuaciones y con la resolucion de las mismas, por lo que, el
profesor tendria Gnicamente que recordar en qué consisten dichas ecuaciones.

No obstante, y antes de abordar el estudio de los sistemas como tales, es conveniente repetir y
afianzar lo que los alumnos y alumnas ya conocen.

Hacemos hincapié en el hecho de que en esta Unidad didactica, se desarrollan todos los puntos
de manera exhaustiva. Sera labor del profesor determinar qué partes y a qué alumnos no debe
incluirse en determinadas explicaciones, dependiendo de los resultados de la evaluacion inicial (si es
el caso).

Asi pues, el profesor comenzara diferenciando los dos problemas inherentes a la resolucion de
las ecuaciones:

— La mecdnica de la resolucion de las ecuaciones.
— La conversion de un enunciado en una ecuacion.

La verdadera dificultad estriba en este segundo punto por lo que lo abordaremos posteriormente
en profundidad. Ahora recordaremos la parte mecanica de la resolucion, cuyos pasos, habitualmen-
te, son los siguientes:

— Supresion de denominadores: los denominadores son «molestos» y es una buena idea comenzar
por ellos, elimindndolos, si la ecuacion los tiene.

— FEfectuar los paréntesis: se trata, igual que en el caso anterior, de ir dejando nuestra ecuacion de
la forma mas elemental posible.

— Situar todos los terminos que afectan a la incognita en un miembro, mientras que aquellos tér-
minos que no estan afectados por la misma se sittan en el otro miembro.

— Despejar la incognita.

Para terminar de redondear este punto, se debera proponer la resolucion de algan ejemplo para
ser resuelto de manera individual por los alumnos y alumnas. No obstante, resolvemos este ejemplo
de manera exhaustiva por si el profesor considera conveniente darselos fotocopiados en lugar de
resolverlos en el aula.

Ecuaciones
lineales
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Ejemplo

. 3x+5 6x 5
Resolver |a siguiente ecuacion: +2= +

4 2 6

Comenzamos eliminando los denominadores. Para ello, calculamos el minimo comun mltiplo
(m.c.m.) de los denominadores y multiplicamos por el mismo a toda la ecuacion.

Teniendo en cuenta que:

4=2
2=2
6=2-3

El m.c.m. de los tres nUmeros serd; 2°- 3 = 12

2 e :
12 (3 + 9) L 12.9 2 bx N 1205

4 2 6

Por tanto;

Por supuesto, y para quitar mas facilmente los denominadores, efectuamos los cocientes indica-
dos:

3(B3x+5)+24=6-6x+2-5

Quitamos ahora el paréntesis:
9+ 15+24=36x+ 10

Trasponemos términos («todo lo que tiene x a un lado y o que no tiene x al otro lado»):
9x-36x = 10-15-24

Sumando: - 27% = - 29

Y, por Ultimo, despejando:

-79 29
o= —
=20 27

Para acabar esta introduccion, el profesor recordard cuales son las ecuaciones lineales, ecuacio-
nes que, insistimos, los alumnos y alumnas han visto ya en cursos anteriores. Asi mismo, hard hin-
capié en que todo lo que se diga en la Unidad didactica es para estas ecuaciones: esto es algo que
los alumnos y alumnas han de tener presente en todo momento.

Asi, son ecuaciones lineales las siguientes:

X+ 2y =3 X+ Jy+1=T, X4+3=5
Mientras que las ecuaciones:

X¥+2y=3

o+ +r =171

Xy +3x=4

no serfan ecuaciones lineales.
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En definitiva;

7
r’ Ecuaciones lineales son aquellas en las que sus incognitas, todas ellas y siempre que aparezcan,

*\_ estdn elevadas a la unidad, no apareciendo ademas indicado el producto de dos o més de ellas.

Planteamiento de ecuaciones

Como se ha comentado anteriormente, lo normal es que en este curso los alumnos y alumnas
no tengan excesivas dificultades en la mecanica de resolver una ecuacion lineal con una incégnita,
tienen problemas en llegar a plantear una ecuacion de este tipo que en resolverla.

Por ello, vamos a insislir tanto en la resolucion de las ecuaciones como en Su propio plantea-
miento. Comenzamos, pues, planteando un problema elemental como el siguiente:

Ejemplo

Hallar un nimero cuyo doble sea igual a 8.

Al ser el primer ejercicio que resuelven en este curso, de este tipo, se hara hincapié en el proce:
so habitual de planteamiento de una ecuacion:

4
~~ — Leer el problema tantas veces como haga falta hasta estar sequro de haber comprendido perfec-
tamente el enunciado.

— Averiguar exactamente la pregunta que se hace.

— Asignar la incognita.

i
— — e

“\_— Traducir el enunciado al lenguaje algebraico. /

En este ejemplo propuesto, de enunciado tan corto, comenzaremos, directamente, preguntando-
nos (preguntandoles a los alumnos y alumnas) qué es lo que se nos pide averiguar.

Una vez conseguida la respuesta correcta —un numero—, llamaremaos de la forma habitual,
con la x, a ese nimero que hay que hallar,

Antes de proseguir el profesor debe comentar que aunque la letra normal para designar a una
incognita sea la x, esto no es en absoluto necesario y que por tanto no deben extranarse, ni dudar
en cuanto a su resolucion, si se encuentran con ecuaciones en las cuales aparezca otra u otras
lefras. Ademas del comentario, es conveniente que alguno de los gjercicios que se planteen en cla-
se fengan como incognita otra letra, a ser posible que tenga alguna relacion con el dato que se pida
en el problema.

Retomando nuestro problema, escribiremos «el doble de x», y por Ultimo, en completar la
gcuacion:

2x =18
y en su posterior resolucion: x = 4.

Observacion 1: \

‘ Los profesores estamos habituados a emplear una serie de términos con, guiza, excesiva ligere-
za pensando que todos los alumnos y alumnas nos entienden sin ninguna dificultad, siendo el caso
de que muchas veces el significado que nosotros damos a las palabras no es el mismo que el que
dan los alumnos.
N
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Asi, lo normal en el ejemplo anterior es decir que 4 es la solucion de esa ecuacion porque la
verifica; pero no debemos quedarnos aqui; debemos indicar claramente: «decimos que 4 es la solu-
cion de esa ecuacion porque al sustituir la x por 4 y multiplicar a este numero por 2 nos resulta 8,
valor del segundo miembros.

Si bien en este ejemplo este hecho es inmediato, habra otras veces en que lal cosa no sea tan
evidente. Por tanto, el profesor insistira en los sucesivos ejemplos sobre este punto.

3 Observacion 2: \

De la misma forma, el profesor insistird en el hecho de que es totalmente conveniente com- ‘
probar la solucion, es deeir, comprobar que la respuesta dada verifica la ecuacion.

L

Deberda dejar completamente claro que esa comprobacion los alumnos la deben hacer, no para
el profesor, sino para ellos mismos: resulta sorprendente la cantidad de veces que preguntan «si
deben comprobar el resultado».

Ejemplos resueltos

Es conveniente que, en este momento, se resuelvan varios ejemplos de problemas que den
lugar a ecuaciones con una o dos incognitas.

En primer lugar veremos f{res ejemplos de ecuaciones con una incognita; el primero de ellos
serd resuelto en grupo por los alumnos mientras que los otros dos serdn resueltos de forma indivi-
dual.

Posteriormente se vera el ejemplo 4 de una ecuacion con dos incognitas. Este ejemplo debera
ser resuelto por el profesor.

De la misma manera que en el resto de la Unidad, todos los ejemplos aparecen resueltos para
que el profesor, si considera que es conveniente, pueda proporcionar copia de los mismos a sus
alumnos y alumnas.

Ejemplo 1
La suma de tres nimeros pares consecutivos es 606. ;Cuales son esos nimeros?

Solucion:

Como ya se indicd anteriormente, la primera cuestién que debemos plantearnos es: qué se nos
pregunta.

La respuesta a esta pregunta, en este caso, es: tres numeros pares consecutivos. Probemos a
escribir sos numeros.

Una primera aproximacion podria consistir en llamar al menor de esos tres numeros con la letra
«x» Y, al aparecer la palabra «consecutivos», considerar que son de la forma:

X: X+1; X+2.

Esto evidentemente no es correcto puesto que si, por ejemplo, fuera x = 50, entonces seria
x + 1= 51y, por tanto, no es par como se nos exige en el enunciado.




Sera necesario entonces que los numeros se diferencien en dos unidades y, por consiguiente,
nuestros nameros seran de la forma:

X; X+2, Xx+2+2=x+4.

Ya hemos mejorado nuestro planteamiento inicial: ahora los tres numeros se diferencian en dos
unidades, como debe ser. Sin embargo todavia no hemos resuelto un inconveniente: los tres nimeros
asi escritos pueden ser todos ellos impares, 1o que ocurrira siempre que el mas pequefio, X, 1o sea.

.COmo conseguir que sean pares? Basta tener en cuenta que cualquier numero natural, sea del
tipo que sea, al multiplicarlo por 2, el resultado s un nimero par.

Por ello, en definitiva, los tres nimeros que escribimos son:
— 2X: para asegurarnos que es nimero par.

— 2x + 2: seria el primer nimero par consecutivo al anterior.
— 2% + 4. siguiente numero par.

Por otro lado, el enunciado afirma que la suma de los tres nimeros ha de ser 606. Por tanto:
(2%) + (2% + 2) + (2x + 4) = 606

Donde los paréntesis escritos no son en absoluto necesarios por ser la operacion que estamos
considerando en todos los casos la misma: suma de nimeros naturales (propiedad asociativa).
Esos paréntesis se han escrito, exclusivamente, para indicar més claramente qué estamos haciendo.

En definitiva, la ecuacion que estamos planteando sera:
2X 42X+ 2+ 2x + 4 = 606

Dejando todas las x a un lado y los nameros sin x en el otro miembro:
2X + 2% + 2x = 606 - 2 - 4.

Por tanto: 6x = 600 y, despejando, x = 100.

Hay que tener mucho cuidado con la respuesta que se da a este problema. Muchos de los alum-
nos y alumnas considerarian que con lo anterior ya han terminado de resolverlo.

Para ver que eso no es cierto, basta con exigir la comprobacion del resultado: 100 + 102 + 104
no es 606.

Se ha de dar la respuesta correcta:

2X = 200
2% +2 =202
2X +4 =204

Esto es, los tres numeros pedidos son: 200, 202 y 204.

37



Ejemplo 2

Una empresa que se dedica a la venta por correo propone a un estudiante que escriba las
direcciones de sus posibles clientes bajo las siguientes condiciones: por cada direccion hien
escrita recibira 100 pesetas, mientras que si se ha equivocado en la misma no solamente no reci-
hira nada sino que, ademads, debera devolver 50 pesetas. Después de escribir 1.000 direcciones
el estudiante recibid 47.500 pesetas. ;jCuantas direcciones escribid bien?

Solucion:

Asignamos la letra x al dato que desconocemos en la pregunta que se nos hace: cuantas direc-
ciones escribio bien.

Por tanto, como en total hemos escrito 1.000 direcciones, seré:

X nimero de direcciones correctas.

1.000 - x; numero de incorrectas.
Con lo cual, el dinero que el estudiante deberia percibir por las direcciones correctas:
x - 100 = 100x
Y el dinero que deberia devolver:
50 pesetas por 1.000 - x: 50 (1.000 - x)

Por tanto, habra de ser: 100x - 50 (1000 - x) = 47.500 que es la cantidad realmente percibida.
Quitando paréntesis: 100x - 50.000 + 50x = 47.500. Y, en definitiva, despejando x:

100x + 50x = 47.500 + 50.000;

150x = 97.500

X = 650

Por tanto, el estudiante ha escrito correctamente 650 direcciones de las 1.000 encargadas.

Ejemplo 3

Un trabajador de una empresa percibe mensualmente un sueldo neto de 195.000. El descuen-
to que le aplica la empresa es de un 22%. ;Cudl es el sueldo bruto anual de este trabajador si
percibe 15 pagas completas al aiio?

Solucion:

El sueldo bruto anual es, sencillamente, 15 veces el sueldo bruto que percibe en cada una de las
nominas. Vamos a hallar, por tanto, cudnto es el sueldo bruto de cada una de éstas, siendo el resul-
tado final pedido el producto de 15 por la cantidad que obtengamos.




Llamamos x al bruto de cada paga.
Se le descuenta el 22%. Por tanto, la cantidad que se le descuenia es:

22+ X
100

Con lo cual, lo que realmente cobra es:

22x

%= =195.000

Quitando denominadores: 100x - 22x = 19.500.000
Por tanto: 78x = 19.500.000 y, en definitiva, x = 250.000 pesetas brutas de cada paga.
Sueldo bruto anual: 250.000 . 15 = 3.750.000 pesetas.

Ejemplo 4
Escribir los rectangulos cuyo perimetro sea de 20 centimetros.

Solucion:

Evidentemente, los alumnos y alumnas ya conocen cual es el perimetro de cualquier figura geo-
métrica plana. No deberian tener, por tanto, dificultad en plantear el problema si no fuera por el
hecho de que la mayoria de ellos, influenciados por los ejercicios anteriores, van a intentar escribir
una ecuacion con una sola incognita.

Labor del profesor sera doble: en primer lugar hacerles ver que el planteamiento de este ejerci-
cio no se aparta en nada del planteamiento de los anteriores y, posteriormente, discutir la solucion
que resulta:

¢ Qué es lo que nos preguntan?

En este caso, como los rectangulos tienen dos dimensiones distintas, base y altura, seran dos
las incognitas a hallar: x para la base e y para la altura.

¢Cuanio vale el perimetro del rectangulo de base x y altura y?
X+X+Yy+y=2X+2

¢Cudanto vale en este caso en concreto el perimetro?

Sequn el enunciado, vale 20.

En definitiva: 2x + 2y = 20

y, simplificando: x + y = 20.

Ecuacion que es la traduccion del enunciado del problema al lenguaje algebraico.

Si bien, como hemos comentado mas arriba, el planteamiento es el mismo que en cualquier
otro ejercicio, el resultado difiere, y mucho, de lo visto hasta ahora: hasta el momento, todas las
ecuaciones planteadas tenian una solucion muy concreta y unica.
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Sin embargo, en este caso, los alumnos y alumnas deberian haberse dado cuenta, previamente
a la resolucion del ejercicio, de que es imposible dar una respuesta concreta, situacion que nos vie:
ne reflejada en la ecuacion-solucion del mismo.

Por supuesto, se pueden hallar diversos rectangulos que cumplan el enunciado y su respuesta
x +y =10

® 3y7
e 2y8
6y4

5y 5: Todo cuadrado es un rectangulo.

1'5y 8'5: No hay ningln impedimento en que la solucion no sea entera.

Conclusion que se puede extraer de este ejercicio:

Una ecuacion con dos incognitas tiene infinitas soluciones, \

Interpretacion geométrica

Por otro lado, los alumnos y alumnas también saben ya, de cursos anteriores, que una ecuacion
lineal con dos incgnitas como la planteada mds arriba, x + y = 10, representa una recta.

Para representar graficamente la misma, el profesor recordard, haciendo mas o menos hincapié
seglin los resultados de la prueba inicial del tema, que:

— Hay que dar un valor a una de las incognitas (normalmente la x),
— Hay que despejar de la ecuacion el valor de la otra (la y)
— Bl punto de coordenadas (x.y) es un punto de la recta.

Como por dos puntos distintos solo puede pasar una recta, con obtener un par de puntos de la
misma, podriamos hallar su representacion gréafica.

Aungue lo anterior es de sobra conocido por los alumnos y alumnas, siempre suelen oponer
una cierta resistencia a obtener solamente esos dos puntos, ya que normalmente estan acostumbra:
dos a representar una recta dando cuatro, ¢inco o incluso mas valores, creyendo que, de esta forma,
«sale mejor».

Por ofro lado, aunque sea un concepto que no estd incluido en este curse, es bueno que se indi-
que en este momento que una ecuacion lineal de tres incognitas, como 2x + 3y + z = 7, represen-
ta un plano en el espacio. Evidentemente, no se trata, ni mucho menos, de profundizar en este tema:
solo deben conocerlo.

Para calcular puntos de los planos:

— Hay que dar dos valores cualesquiera a dos de las incognitas, uno a cada una de ellas.
— Despejar de la ecuacion el valor de la tercera.

— Elpunto de coordenadas (x, v, z) es un punto del plano.

Como tres puntos determinan un plano, si quisiéramos representar el mismo, tendriamos que
calcular ires ternas, tres puntos, para poder hacer su representacion gréfica sobre tos tres gjes de
coordenadas, sistema de referencia del espacio.




Actividades

-/: d . - - . ‘
.~ — Dada una serie de ecuaciones, proponer a los alumnos y alumnas que las clasifiquen en lineales y
no lineales.

— Dada una serle de ecuaciones, proponer a los alumnos y alumnas que las clasifiquen segun su
numero de incognitas y que hagan su interpretacion geometrica.

— Proponer a los problemas que den |ugar a una ecuacidn con una incagnita, algunos con solucion
y otros sin solucion,

— Recordar las diversas ecuaciones de lineas rectas que se han visto en primer curso.

— Por ultimo, como resultado del ejemplo 2.1 escribimos la ecuacion x + y = 10, A la vista de la
interpretacion geométrica de las ecuaciones lineales con dos incognitas, se les puede proponer a
los alumnos que representen la solucidn de este problema. Con ello, conseguiremos dos objetivos:

— Compraobar de forma palpable que existen infinitas soluciones al problema y que esas infinitas
soluciones estan alineadas.

— Que no todos los puntos de la recta x + y = 10 son solucion de nuestro problema: no tiene
sentido dar como solucion x = -1; y = 11, pues ¢qué sentido tiene dar un rectangulo de base

\ negativa? /

Este resultado permite al profesor insistir en el hecho de que [as soluciones de una ecuacion o
sistena de ecuaciones no solamente han de comprobarse aritméticamente, sino que han de tener
sentido para el problema que se haya planteado y resuelto.

Por ultimo y como conclusion de este punto y antes de comenzar con el estudio de los sistemas
de ecuaciones, el profesor, sin hacer ninguna indicacion previa, planteard la resolucion de una ecua-
cion como el siguiente:

1 1
Resolver: — x + — x +
2 3
Al resolver esta ecuacion llegamos a la siguiente situacion:
0-x=260

Se trata de hacer reaccionar a los alumnos y alumnas ante este resultado tan «raro» y, posterior-
mente, hacerles ver que existen ecuaciones sin solucion.

Planteamiento
El profesor abordara este punto planteando un problema similar al siguiente:

«Descomponer el numero 27 en dos partes de manera que al dividir una entre otra obtenga-
mos 2 de cociente y 6 de resto».

Si bien habra alumnos que resolverdn este problema planteando una ecuacion con una incogni-
ta, llamando x a una de las cantidades y 27 - x a la otra, lo usual, y lo mas conveniente para resol-
ver este tipo de problemas, serd considerar dos incognitas, una para cada uno de los numeros que

Sistemas

de ecuaciones
lineales

con dos
incognitas
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hay que hallar. Por este motivo, y porque en general a los alumnos y alumnas les cuesta bastante la
«traduccion» de los enunciados a ecuaciones, el profesor comenzara recordando y reiterando los
pasos necesarios para consequirlo:

/— Leer comprensivamente todo el enunciado del problema.

. — Fijarse de forma concreta en las preguntas que se hacen en el problema. ‘

— Asignar una incognita a cada uno de los elementos desconocidos que hay gue calcular.

— Escribir las ecuaciones correspondientes. /

En definitiva, tendremos el sistema de dos ecuaciones con dos incognitas siguiente:

X+y=27
y=2%x+6

Este es el sistema que hay que resolver,

Por otro lado, este es el momento de volver a insistir en el nombre que reciben esas dos ecua-
ciones consideradas como ecuaciones de sendas rectas.

Resolucidn. Interpretacion geométrica

V4 - T
d Resolver un sistema es hallar la solucion del mismo, es decir, los valores que hay que dar a
\ cada una de las incognitas para que se verifiquen simultaneamente todas las ecuaciones.

Los alumnos y alumnas resolveran el sistema anterior por cualquiera de los métodos ya conoci-
dos: sustitucion, reduccion o igualacian, obteniendo el resultado de x = 7 e y = 20. Aqui el profe-
sor insistird en el hecho de que los alumnos y alumnas tienen total libertad para resolver los siste-
mas elementales de la forma que crean mds conveniente, ya que no existe un metodo «mejor» que
otro de manera objetiva.

N\

/- Es conveniente insistir en el hecho de que este par de valores, 7 y 20, no son las dos solucio-
\ nes del prablema sino que son la «una» ((nica) solucién de este sistema. J

El profesor deberd corregir desde ahora los abusos de lenguaje que se comenten en cuanto a la
cantidad de soluciones que posee un sistema.

Hay que recalcar también que esos dos niimeros, la solucién, son los Unicos que verifican
simultaneamente ambas ecuaciones, llegando a la conclusion de su significado a través de las
siguientes preguntas:

— ¢Cuantos pares de nameros verifican la ecuacion x + y = 277

— ¢Cudl serd la representacion grafica de todos esos pares de nimeros?
— ¢ Verifican todos esos pares la ecuacion y = 2x + 6?

— ¢Cuantos pares de numeros verifican la ecuacién y = 2x + 67

— ¢Cual es la representacion gréfica de todos esos pares de numeros?




— ¢ Verifican todos esos pares la ecuacion X + y = 277

— Por altimo: ;cudl es el Gnico punto del plano que pertenece simultdneamente a ambas rec-
las?

De esta manera, de forma completamente natural, hemos hecho la interpretacion geométrica de
los sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas y de su solucion.

Para mayor y mejor aclaracidn del método grafico, usaremos dos transparencias realizadas
sobre papel cuadriculado o milimetrado. En una de ellas, estara dibujada la recta x + y = 27, mien-
tras que en la otra estara la segunda recta. Al solapar ambas transparencias se comprobara cual es
el punto solucion.

Actividades

Los alumnos y alumnas resolverdn ahora los siguientes ejercicios:

Actividad 1

En un corral hay 50 animales entre gallinas y conejos. El nimero total de patas es de 150. ;Cuantos
animales hay de cada clase?

Normalmente, los alumnos y alumnas estan muy acostumbrados a que las soluciones que
resultan en cualquiera de los problemas que resuelven sean soluciones enteras. Por ello, una vez
resuelto el ejercicio anterior, propondremos ahora estos dos ejemplos:

Actividad 2

Resolver el siguiente sistema:

X+y=2>50
2x + 4y = 159

De solucion x = 41/2 e y = 59/2.

Una vez que se les ha insistido en que no deben por qué extrafiarse de que la solucién no sea
entera, sino que en general serd un numero real, les propondremos, de nuevo, el problema de los
conejos y las gallinas:

Actividad 3

En un corral hay 50 gallinas y conejos. El nimero total de patas es de 159. ;Cuantos animales hay
de cada clase?

Al resolver este problema mediante un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, obte-
nemos el mismo sistema que en el ejercicio anterior. Posiblemente habré alumnos que, sin pen-
sar mas, se dediquen a resolverlo, mientras que otros plantearan en este momento objeciones en
cuanto al resultado que va a aparecer. Asi, este ejercicio, nos servira para insistir en el hecho de
que deben estudiar si las soluciones que resultan no solamente son correctas sino si, ademas,
son validas.
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Nimero de soluciones de un sistema
de dos ecuaciones lineales con dos incagnitas

Hasta ahora todos los ejemplos que se han resuelto tienen, todos ellos, una tnica solucion, sea
gsta vélida o no. Es conveniente abordar ya el estudio de sistemas en los que esto no sea cierto.

Planteamiento

Propondremos a los alumnos y alumnas que, por grupos, intenten resolver sistemas como los
siguientes sacando sus propias conclusiones:

X-y=2 K~y=4 \
4x-4y =5 bx-2y =8 |

Ninguno de los dos «les saldrd». En el primer caso porque no tiene solucion, las dos rectas que
representan ambas ecuaciones son paralelas y, por tanto, no se cortan, y en el segundo caso por-
que tiene infinitas soluciones, puesto que ambas rectas son coincidentes.

Tanto un caso como otro se pueden ver muy bien mediante sendas transparencias superpuestas.

Conclusion

Un sistema de dos ecuaciones con dos incagnitas puede:

— Tener una solucion: punto de interseccion de dos rectas.
— No tener solucion: ambas rectas son paralelas.

— Tener infinitas soluciones: ambas rectas son coincidentes.

LY

/

Definiciones

-

Si un sistema tiene solucion se dice que es compatible. Si la solucion es unica se dice compati-
ble determinado, mientras que si tiene infinitas soluciones se dice compatible indeterminado.

.?\\ Un sisterna que no tiene solucion se dice que es incompatible,

o NS

Insistiendo sobre estas definiciones:
— Si dos rectas se cortan en un punto estaremos ante un sistema compatible determinado.

— Si dos rectas son coincidentes estaremos ante un sistema compatible indeterminado.
— Si dos rectas son paralelas estaremos ante un sistema incompatible.

Actividades

Comenzaremos planteando la siguiente pregunta, dando tiempo a que, por grupos, los alumnos
y alumnas discutan los posibles resultados: ;Puede un sistema de dos ecuaciones con dos incogni-
tas tener 2 soluciones? ;Por qué?




2. Escribir matricialmente el sistema:

2x = 4 |
x-2y = -3 [
Solucion:

La notacion matricial serd la siguiente:

2 01 [x 4
1 =2]\y -3

Actividades propuestas

Propondremos a continuacion problemas que den lugar a sistemas de dos ecuaciones con dos

incognitas. Se plantearan para su resolucion en grupos de 3-4 alumnos, debiendo escribir los siste-
mas resultantes en notacion matricial.

Por ejemplo:

1. Compramos 8 kg de café natural y 5 kg de café torrefacto, pagando 11.000 ptas. Calcular el

precio del kilo de cada tipo de café, sabiendo que si mezclamos mitad y mitad resulta el kilo
a 800 pts.

2. Un rectangulo tiene de drea 12 cm? Si alargamos un centimelro su base y acortamos dos
centimetros su altura, el area es 8. Hallar su base y su altura.

Planteamiento Sistemas
Propondremos a los alumnos y alumnas la resolucion de los siguientes sistemas: eq uivalentes
x+y=20 2X + 7y = -5
X + 3y = -1 K-y = §

Vemos que la solucion para ambos es la misma: x = 1
y=-1

Por ocurrir este hecho, se dice que ambos sistemas son equivalentes.

Definicion

_’., .
| Dos sistemas se dice que son equivalentes si tienen las mismas soluciones.

i . ;

La utilidad que posee la equivalencia de sistemas es evidente: se trata de resolver un sistema
cuyas ecuaciones son complicadas; en su lugar, vamos a resolver otro sistema que tenga las

mismas soluciones que el propuesto (sistema equivalente) y que sea de ecuaciones mucho mas
sencillas.
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Interpretacion geométrica

La interpretacion geometrica de la equivalencia de sistemas es inmediata: ya que por un punto
pasan infinitas rectas, se trata de elegir dos pares de las mismas de entre todas las que pasen por el
punto considerado.

Por ofro lado, esto es para un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas. De forma
natural se extiende esta idea a la de cualquier sistema de ecuaciones.

Criterios de equivalencia

Es conveniente, aunque sea sabido ya por los alumnos y alumnas, hacer un breve repaso de las
propiedades mas Utiles que se manejan a la hora de trabajar con sistemas.

Se trata de ver cudles son las transformaciones que podemos efectuar en un sistema dado de
manera que obtengamas otro sistema equivalente y mas sencillo.

Se van a comprobar a través de ejemplos. Las demostraciones quedan fuera del alcance de este
nivel de estudios.

K 1. Al intercambiar dos ecuaciones cualesquiera de un sistema, resulta un sistema equivalente al dado. )

En efecto, consideremos el sistema siguiente:

-y =-1
X+y= 4

Al intercambiar las dos ecuaciones obtendremos el sistema:

X+y= 4
i~y =1

La solucion de ambos sistemas es, obviamente, la misma.

b

|' 2. Al multiplicar toda una ecuacion de un sistema por un nimero distinto de cero, resulta un siste-
ma equivalente al dado. )

Asi, el sistema: x-y=-1]
K+2= 8 |
es equivalente a cualquiera de los dos anteriores.

Hay que recalcar el hecho de que el cambio de signo no es mas que un caso muy concreto del
producto: producto por -1.

e

~ 3. Si una ecuacion de un sistema se sustituye por ella misma mas una combinacion lineal de las
K demds, el sistema que se obtiene es equivalente al dado.

Asi, si en el primer sistema que escribimos, sustituimos la segunda ecuacion por ella misma
mas la primera, obtendremos el sistema:

2=y =-1
8= 3




sisterna que es equivalente al dado.

Llegados a este punto, el profesor comentara la idea geomeétrica subyacente a todos los criterios
que estamos estudiando.

Ha tenido que quedar ya perfectamente claro para los alumnos y alumnas la relacion biunivoca
existente entre las ecuaciones lineales de dos incognitas y las ecuaciones de las rectas en el plano.
Ya hemos visto también que resolver un sistema no es mas que hallar el punto de corte de las dos
rectas que lo forman.

Asi, lo que nos interesa de esas rectas que forman el sistema a resolver, no son ellas mismas,
sino el punto de corte de ambas. Pero por ese punto pasan infinitas rectas (haz de rectas que pasan
por un punto) y, en definitiva, cuando estamos escribiendo ecuaciones equivalentes a las dadas, lo
que hacemos es elegir las rectas que mas nos convengan de entre todas las que pasen por ese
punto; de entre todas las que se cortan en él.

Para terminar: el profesor también puede comentar el hecho de que al decir que la selucion de
un sistema es «x = 3» e «y = 5» , o que se hace es definir un punto del plano, el punto (3,5),
como interseccion de dos de las rectas que pasan por él vy que tienen la particularidad de que son
paralelas a los ejes.

Actividades

Se trata de conseguir que los alumnos y alumnas sean capaces de romper su pasividad; que no
estén a la espera de que el profesor proponga un enunciado y que ellos mismos sean capaces de
inventarse/plantearse los problemas. Por este motivo se plantean las siguientes actividades que los
alumnos han de resolver por grupos:

/— Proponer a los alumnos y alumnas una serie de sistemas debiendo éstos agrupar todos aqueiln&
' que sean equivalentes entre si.

— Dar un sistema de ecuaciones teniendo que plantear los alumnos y alumnas sistemas equivalen-
tes al mismao.

— Escribir varios sistemas de ecuaciones que tengan como soluciones unos valores indicados por
el profesor.

Seréa obligacion del profesor exigir algo mas a sus alumnos y alumnas: normalmente los ejem-
plos que éstos se propongan serd de dos ecuaciones con dos incognitas; el profesor hard que tam-
bién se planteen enunciados de tres ecuaciones con tres incognitas.

Sistemas escalonados

En este momento de la Unidad didactica vamos a ensefiar a los alumnos y alumnas a resolver
sisternas mas amplios que Ios vistos hasta el momento utilizando una nueva técnica para ellos des-
conocida: el método de Gauss.

Comenzaremos planteando el siguiente ejercicio:

Averiguar cuantos hombres, mujeres y nifios hay en una reunion sabiendo que:
— Si hubiera un nifio mas, habria igual nimero de nifios que de hombres y mujeres juntos.
— Si hubiera 8 mujeres mas, el nimero de éstas doblaria a la suma de hombres y nifos.

— El triple de la cantidad de hombres mas el nimero de mujeres es igual al nimero de nifios mas 5.

Sistemas

de ecuaciones
lineales con
tres incognitas.

de Gauss
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Evidentemente, este enunciado, a la hora de resolverlo, se nos transforma en un sistema. Se fra:
fa de resolver este sistema aplicando los criterios de equivalencia que hemos visto en el apartado
anterior.

Empezamos escribiendo el sistema resultante del enunciado. Como ya se ha comentado ante-
riormente, muchos alumnos y alumnas tienen una enorme dificultad en «traducir» los enunciados
de los problemas. Para paliar este hecho, deberan ser los propios alumnos y alumnas, no €l profe-
sor, los que llequen, por sus propios medios, a escribir las ecuaciones correspondientes, aun a cos-
ta de emplear mas tiempo. Es conveniente que en este primer gjercicio, los alumnos se agrupen,
como mucho de tres en fres, para la discusion y escritura de las ecuaciones correspondientes y que
se siga este sistema en los tres o cuatro ejercicios siguientes. Posteriormente se les ha de exigir que
los planteen de forma absolutamente individual.

Asi mismo, se les debe recordar que tienen que comenzar todos los problemas de este tipo indi-
cando claramente a qué llaman de qué modo.

Si llamamos x al numero de hombres, y al de mujeres y z al de nios, el sistema serd el siguiente:

Z+1=X+Yy
y+8=2(x+12)
+y=2+5

A continuacion, hacemos que cada ecuacion tenga todas las incognitas en el primer miembro,
quedando en el segundo miembro unicamente los términos independientes:

X+y-2=1
2X-y+22=28
x+y-2=5

(Al mismo tiempo hemos hecho que la «x» tuviera siempre el signo positivo exclusivamente por

cuestion de comodidad).

Restando a la 2.% ecuacion el doble de la 1.2, obtenemos el sistema equivalente:

X+y-2=1
-3y +47="6
IX+y-7=5

Restando a la 3.2 ecuacion el triple de la 1.2, llegaremos al sistema:

X+y-2=1
-3y + 42 =16
-y +221=2




La 3. ecuacion es simplificable. La dividimos por 2, aunque realmente no haga falta, mas que
nada para que los alumnos y alumnas se acostumbren a trabajar con las expresiones mas sencillas
posibles.

Simultaneamente, cambiamos de signo a las ecuaciones 2.* y 3.? para hacer que la primera
incognita tenga signo positivo. Igual que declamos antes, esto no es necesario en absoluto: dnicamen-
le se trata de sequir insistiendo en crear habitos de trabajo que faciliten |a tarea a realizar en el futuro.

En definitiva, el sistema queda convertido en:

X+y-z= 1
y-4z2=-6
y-z=-1

Multiplicamos la 3.2 ecuacion por 3 y le restamos la 2.2 con el fin de eliminar la «y». El sistema
resultante es:

X+y-z= 1
Jy-4z2=-6
1= 3

Ya se ha obtenido el valor de una de las incognitas: la z.

No se debe dar por supuesto que una vez hallada la z, los valores de la x y 1a y son obtenidos
por los alumnos y alumnas de forma elemental: hay que hacer que los obtengan,

Para hallar el valor de la «y», sustituimos en la 2. ecuacion la «z» por 3, obteniéndose y = 2.

Por dltimo, para obtener el valor de la «x», sustituimos en la 1.% ecuacion la «y» por 2 y la «z»
por 3, obteniéndose x = 2 y quedando resuelto el problema:

Solucion: x =2
y=2
7=23

Es decir, hay 2 hombres, 2 mujeres y 3 ninos.
£l sistema que hemos obtenido al final se dice que tiene forma escalonada.

Por tltimo, hay que recalcar que las incognitas a eliminar en un sistema escalonado pueden ser
cualesquiera, no la x y lay, sino los que mas convenga en funcion de la sencillez de las operaciones
a efectuar.

Definicion

/K Un sistema de ecuaciones se dice que tiene forma escalonada cuando cada una de las ecuacio-

nes tiene una incognita menos que la anterior.

Método de Gauss

El metodo que hemos seguido para la resolucion del problema anterior es una ampliacion del
método de reduccidn ya conocido por los alumnos y alumnas. A esta ampliacion del método de
reduccion se le conoce como método de Gauss.
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Definicion

rd A s ) 2 3 5
Diremos que un sistema de ecuaciones se ha resuelto por el método de Gauss cuando se ubtie-j
nen sus soluciones previa la reduccion del sistema dado a otro equivalente a ¢l que sea escalonado.

Como ejercicio, resolveremos por el método de Gauss el siguiente sistema:

X+Yy+2=2
===
X-2y+3z=9

Vamos a eliminar de la 2.7 y 3.7 ecuaciones la x.

Para eliminar Ia x de la 2.2 ecuacion, multiplicamos a la 1.2 ecuacion por 2 (2x + 2y + 2z = 4)
y Se flarestamos ala 2.2,

Para eliminar 1a x de la 3.2 ecuacion, sencillamente le restamos la 1.2

El sistema equivalente resultante sera;

X+y+2=2
-3 =-3
Sy+22=7

Eliminamos ahora de la 3.2 ecuacion la y. Le restamos la 2,* ecuacion quedando, en definitiva,
gl sistema siguiente:

X+y+2= 2
-3y-32=-3
hz=10

Sistema escalonado de solucion tnica; x =1,y =-1,2=2

Interpretacion geométrica

Como se comentd en su momento, una ecuacion del tipo ax + by + ¢z = d es la ecuacion
de un plano en el espacio, donde las ternas de numeros (x,, y,, ;) que verifican dicha ecuacion,
son puntos del plano correspondiente.

Por tanto, resolver sistemas con tres incognitas no es mas que hallar los puntos del espacio que
verifican las correspondientes ecuaciones o, con otras palabras, que estan en los correspondientes
planos representados por las mismas.

Asi, decir que la solucion del sistema anterior erala x = 2,y = 2y z = 3 es lo mismo que decir
que los tres planos:

X+y-z=1;, 2%-y+22=8 3I+y-2=5

se cortan en el punto (2,2,3)




Generalizacion

Al igual que se hizo con los sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas generalizamos
lo visto hasta el momento sobre los de tres.

Definiciones

Se llaman sistemas de tres ecuaciones lineales con tres incognitas a expresiones del tipo:

|

ax + by +cz =d
ax + by + ¢z
a'% + by + ¢z

nn
G, =i

Se llama solucion del sistema a una ferna de nameros (s,,5,.5:) tales que al cambiar la ¥ por s;, la y por s, y
la z por s,, se verifiguen simultaneamente |as tres ecuaciongs.

Expresion matricial

Consideremos las matrices siguientes:

a b ¢ X
a b ¢ y
a’ b z

Al ser la primera de ellas de dimension 3x3 y 1a segunda de dimension 3x1, ambas se pueden
multiplicar siendo el producto de ambas la matriz de dimension 3x1 siguiente:

| ax +by +cz
ax +Dby +¢z
a'x +b'y +cy |

En definitiva, lo que acabamos de comprobar es gue el sistema genérico de tres ecuaciones con
tres incognitas:

ax +by +cz =d
ax +by +cz=d
ax+by+cz=d"

se puede expresar de forma matricial de |a siguiente manera:

a h ¢ X d
a} b] C! . y e dl
a!? bll CIJ Z d!!

Que, de la misma manera que vimos con los sistemas de dos ecuaciones con dos incagnitas, si
llamamos:

a b ¢ X d
A= 118" B &% X=(¥ |} B= d
g8' bl e 2 d"
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Efemplo:

Escribir matricialmente el sistema siguiente:

xX+y-z=10
X-y+2z=1
X +3y-4z=2

La notacion matricial sera:

1 T =l X 0
T 1 2 y | = |1
1 3 4 Z 2

Actividades resueltas

1. Resolver, en grupos de dos y aplicando el método de Gauss, el siguiente sistema:

X+y-2=10
X-y+22=10
X+ 3y-42=10

Vamos a eliminar la x de la 2.2 y 3.* ecuaciones restandoles a ambas la 1.2

X+y-z=0
-2y +32=0
2 ~32=10
Ahora intentamos eliminar la y de la 3.% ecuacion. Para ello, le sumamos la 2., obteniendo:
X+y-2=0
=y +37=0
0=0

Con lo cual, esa 3.* ecuacion nos sobra, quedando nuestro sistema reducido al sistema equiva-
lente siguiente:

X+y-2=0
-y +32=0

que es un sistema de 2 ecuaciones con 3 incognitas. Por tanto, al tener menos ecuaciones que
incognitas, no va a tener solucion tnica, sino que va a tener infinitas soluciones.

De la misma forma que deciamos en los sistemas de 2 ecuaciones con 2 incdgnitas, podemos
plantear en este momento a los alumnos si dos planos pueden tener 2 puntos, y sélo 2, de contacto.

Vamos a calcular esas infinitas soluciones. Por ser tres las incognitas y 2 las ecuaciones, esas
infinitas soluciones van a depender de 1 (= 3 inc.- 2 ec.) incognita (pardmetro),

Podemos tomar como parametro una cualquiera de las incognitas. Sea, por ejemplo, la z. Pasa-
mos, entonces, la z al 2.° miembro de las ecuaciones liegando al sistema:

X+y= 1
-2y =-3
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Despejandolay:y = 3122
Y portanto,x =z2-y=2-3Rz=-12z

En definitiva, las infinitas soluciones de este sistema son:

x=-=1/21
yi=3/2
=

obteniéndose cada una de ellas dando sucesivos valores al parémetro «t». Asi, por ejemplo, Si

t = 2, una solucion del sistema es:
x=-ly=31=2

Tomando, por ejemplo, t = -8, otra solucion sera:
x=4y=-12,7=-8.

Y asi sucesivamente.

2. Resolver, individualmente y aplicando el método de Gauss, el sistema siguiente:

1 1 -1\ [x 0
1 1 2]|y]| =[1
1 & 4] 1z 2

Comenzamos por escribirlo de la forma habitual:

X+y-z=0
X-y+2z=1
X+3y-4z7=2

Alrestarala2.® y 3.* ecuaciones la 1.* para eliminar la x, obtenemos:
X+y-z=10
-+ 3z=1
y-31=2

Posteriormente, al sumarle a la 3.% ecuacion la 2. para eliminar la y:

X+y-z=0
2y +31=1
0i=3

Es decir, llegamos a un absurdo. Por tanto, este sistema no tiene solucion.

Conclusion:

” Los sistemas de 3 ecuaciones con 3 incognitas, lo mismo que los de 2 con 2, pueden ser;

— Compatibles determinados; con una unica solucion,
— Compatibles indeterminados: con infinitas soluciones.

— Incompatibles: sin solucion.
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Actividades propuestas

Proponer a los alumnos y alumnas problemas que den lugar a sistemas de 3 ecuaciones con 3
incognitas, como por ejgmplo los siguientes:

— Una madre tiene el doble de la suma de las edades de sus dos hijos. La edad del hijo menor
es |la mitad de la de su hermano. La suma de las edades de los nifios y la de la madre es 45
afos. ;Qué edades tienen?

— La suma de las tres cifras de un ndmero es 12. La cifra de las decenas es la suma de las uni-
dades mas la de las centenas y si se invierte el orden de las cifras, el nimero asi obtenido
es 198 unidades mas pequeiio que el dado. Calcular el nimero.

Ademés de plantear y resolver estos sistemas, y analizar la solucion, los alumnos y alumnas han
de escribir sus notaciones matricial.

SIST m d m Este punto de la Unidad diddctica intenta cumplir un doble objetivo: por un lado, formalizar y
gmas ae : . . o ;

, extender lo estudiado en concreto para sistemas de 2 y 3 ecuaciones con 2-3 incognitas a un siste-

ECUACIONES  ma cualquiera para, en caso de que los alumnos y alumnas se encuentren con algn sistema supe-

Iineales con n rior, sean capaces de abordarlo.

incf)gnitas Por otro lado, se trata también Lje que aquelllos alumnos y alumnas que piensen prosequir sus
estudios con una carrera universitaria donde se incluyan |os sistemas de ecuaciones, hayan formali-
zado previamente los resultados vistos hasta el momento de manera que sirvan de puente con esos
futuros estudios.

De todas maneras, el profesor debe considerar hasta qué punto debe insistir y/o profundizar en
este punto, de acuerdo con los resultados de la prueba inicial que efectud a los alumnos y alumnas, |
asi como las perspectivas que estos tengan. |

Definiciones

Se llama sistema de «m» ecuaciones con «n» incognitas a cualquier expresian del tipo siguiente:
Xy + B + 8% + L + gy, =y
By + BpXp T Xy T + gk = by
Bg%y + Xy T dgXy T . + X, = Dy
Ay + X2 + Xy + o Ak = By
Donde:

— ¥, %a ..., X, 500 las incognitas del sistema.

-4, 842, ..., Ay 50N los coeficientes de las incognitas.

| - by, by, ..., by, son los términos independientes.
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o Se llama solucidn del sistema al conjunto de numeros (s,, S, ... S,) tal que, al sustituir 1a x, por
s,, la x; por s,, ... la x, por s,, se nos verifiquen simultdneamente las m ecuaciones.

./.

= Resolver un sistema es hallar su solucion o soluciones, si es gue existen.

5 Discutir un sistema es analizar cuantas soluciones posee: una, infinitas o ninguna.

Normalmente, la discusion se hace de modo independiente a la busqueda de la solucién y pre-
viamente a la misma.

Clasificacion
Los sistemas, segun las soluciones que posean, se clasifican de la siguiente manera:

— Un sistema se dice que es compatible si tiene al menos una solucion.

Si esa solucion es Unica, se dice compatible determinado. Si las soluciones san infinitas,
se dice que el sistema es compatible indeterminado.

— §i un sisterna no tiene solucion se dice que es incompatible.

Hay que insistir en el hecho, como ya se comento en los sistemas de 2 ecuaciones con 2 incég-
nitas y en los de 3 con 3, de que si un sistema tiene mas de una solucion, entonces tiene infinitas
soluciones. Es decir, no cabe el caso de un sistema que tenga un nimero finito de soluciones distin-
{ode.

En resumen:

Determinados: una
Compatibles: con solucion
Sistemas Indeterminados: infinitas

Incompatibles: sin solucion

Expresién matricial

Ya hemos visto las expresiones matriciales respectivas de los sistemas de 2 ecuaciones con 2
incognitas y de 3 ecuaciones con 3 incognitas. De forma anéloga, generalizando, escribimos la
expresion matricial de un sistema de m ecuaciones con n incognitas. Sera la siguiente:

By A Bz 81 X4 D
Ay By g By Xy b,
dy 8y Ay 8y Xs | = | by
anﬂ am? ar-'ﬁt AR amn Xn bm

Ecuacion que se acostumbra a escribir de forma mas sencilla de la siguiente manera; C - X = B,
siendo la matriz C la matriz de los coeficientes, la matriz X la matriz columna formada por las incog-
nitas y la matriz B la matriz columna de los términos independientes.

of
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Ejemplo:

Escribir matricialmente sistema siguiente:

X+ y+z+t+v=2

22X+ 3y-z -2v=1
X-y+22-3t+ 4y =-2
dx +2y- z+ 21-3v =13

Observaciones;

~" — En los ejercicios y ejemplos que se hagan en clase se deben usar indistintamente, como nombre
de las incognitas, tanto las letras x, y , z, ..., como [a notacion X,, X,, Xs, ..., con el fin de que
los alumnos y alumnas se acostumbren a manejar sin problemas tanto la una como la otra.

— De la misma forma, si estamos hablando de sisteras de m ecuaciones con n incognitas, m dis-
tinto de n, debemos acostumbrarles/acostumbrarnas a no escribir siempre sistemas gue tengan
igual nimero de ecuaciones que de incognitas.

Solucion:

La notacion matricial sera la siguiente:

i F 4 T 9 X 2
3 5 <1 09 y 1
A4 -1 2 43 4 tz =i 2
4 24 P 3 y 3

Matriz de los coeficientes y matriz ampliada
Por (ltimo, asociadas a cualquier sistema, siempre consideraremos dos matrices:
— Matriz de los coeficientes:

dy dyp dig e i,
dy dy Ay A,
C = a:h agg 833 aan

amT amg am] ...... amn
Es decir, esta matriz es de dimension mxn.

— Malriz ampliada;

E:]m'l amE ama ------ arnn I:Jru
Es decir, la matriz ampliada es la matriz de los coeficientes a la que se le ha anadido una colum-
na mas: la columna de los terminos independientes.




Por tanto, la dimension de esta matriz es mx(n+1).

Como ejemplo, haremos escribir a los alumnos y alumnas las dos matrices asociadas al Gltimo
sistema estudiado.

La matriz de los coeficientes es la matriz de orden 4 x 5 siguiente:

T 1 1 1 1
2 3 -1 0 -2
-1 =1t 2 8 4
4 2 1 2 -3

Mientras que la matriz ampliada es la matriz de orden 4 x 6 siguiente:

1 7T 1T 7 2
2 810 2 1
-1 =] 2 -3 4 2
4 2 -1 2 <3 3

Vamos a resolver ahora una serie de actividades que sirvan como compendio de todo lo estudia- ACtiVi d ad es
do hasta el momento. Por otro lado, en algunos de ellos se introducirdn y comentardn los sistemas
homogéneos y los sistemas dependientes de un parametro, asi como el teorema de Rouche. resueltas

Como ya se ha indicado repetidamente, se resuelven estos ejercicios bastante pormenorizada-
mente a fin de que el profesor, si lo cree necesario, pueda proporcionar una copia a aquellos alum-
nos y alumnas que estime conveniente.

Asi mismo, serd el profesor el que deba decidir cuantos, cudles y de qué modo deben ser
resueltos para un mejor aprovechamiento por parte de los alumnos. A pesar de ello, en cada ejerci-
cio indicamos si debe ser resuelto por el profesor, si debe ser resuelto en grupo o si, por el contra-
rio, debe resolverlo cada alumna individualmente.

Por otro lado, en el primer ejercicio se habla por primera vez del teorema de Rouché. Queda, por
supuesto a discrecion del profesor insistir mas o menos sobre dicho teorema.

Actividad 1

Resolver el siguiente sistema:

2x+3y+4z2=10

X+2y+32=10
X+y+z1=10

(Este ejercicio debe ser resuelto de forma individual).

Solucion:

— Sl a la sequnda ecuacion le restamos dos veces la primera, obtenemos:

x+2y+31=0
A=22=10
x+y+1=0
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—Siala3.? le restamos la primera:

x+2y+32=10
-y-22=10
y-22=10

— Al serla 3.% ecuacion igual a la 2.*, no proporciona ninguna informacion nueva. Por tanto,
podemos suprimirla resultando, en definitiva, el siguiente sistema:

X+2y+32=0 ’
y-22=0
0 bien, cambiando de signo la 2.* ecuacion:
Xx+2y+32=0
+y+22=0 ‘

— Por ser 2 las ecuaciones y 3 las incognitas, resulta ser un sistema compatible indetermina-
do, es decir, con infinitas soluciones que dependen de 1 parametro. Asl, el sistema a resol-
ver, serd, por ejemplo, el siguiente:

X+ 2y =-31
y=-22\

de soluciones: x =t, y = -2t, z =t
Una vez resuelto el problema, el profesor puede hacer una doble intervencion comentando:

— Sistemas homogéneos.
— Teorema de Rouché.

Sistemas homogéneos

Se llaman sistemas homogéneos a aquellos sistemas tales que todos sus términos independientes vaieh
) 4

Hemos visto ya, aunque sin nombrarlos, dos sistemas homogéneos. Uno, este Ultimo ejemplo, y
ofro en la pagina 54.

Vemos que en ambos ejemplos la situacion ha sido similar: en ambos nos ha resultado un siste-
ma compatible indeterminado. Podemos preguntarnos si esto ha sido debido exclusivamente a la
casualidad o si, por el contrario, este es un resultado que va a ocurrir siempre que el sistema sea
homogéneo.

Aqui el profesor puede plantear una discusion entre los alumnos y alumnas hasta que lleguen a
la conclusion evidente: todo sistema homogéneo, por el hecho de serlo tiene como minimo [a solu-
cion x, = x, = ... = x, = 0, [a llamada solucion trivial.

Conclusion ultima a indicar por el profesor: un sistema homogéneo nunca puede Ser incompati-
ble; siempre ha de tener solucion. Ademas, si al escalonar el sistema resultan menos ecuaciones
que incognitas, es compatible indeterminado (infinitas soluciones) como en los ejemplos considera-
dos. En caso contrario, si el nimero de ecuaciones coincide con el de incognitas, serd compatible
determinado teniendo como solucion unica la trivial.

Teorema de Rouché

En el ejemplo ultimo que hemos visto, las dos malrices asociadas al sistema son:




Matriz de los coeficientes: Matriz ampliada:

1 2 3 1 2 3 0
2 3 4 2 3 4 0
1 1 1 1 1 1 0

Repitiendo en ambas los pasos que hemos realizado con el sistema, obtendremos las matrices
Siguientes:

1 2 3 1 2 3 0

0 -1 =g 0 -1 2 0

0 -1 =2 0 -1 =2 0
Y, posteriormente:

1 2 3 1 2 3 0

0 -1 =2 0 -1 -2 0

0 0 0 0 0 0 0

Asi, hemos llegado a comprobar que el rango de la matriz de los coeficientes es 2 y, asimismo,
el rango de la matriz ampliada, también es 2. Es decir: ambas matrices, matriz de los coeficien-
tes y matriz ampliada, tiene el mismo rango.

Este es un resultado general que, en caso de seguir ampliando los estudios de Matematicas en
cursos superiores los alumnos y alumnas aplicaran continuamente y que es conveniente que
conozcean ya, teorema de Rouché que afirma lo siguiente:

— Condicion necesaria y suficiente para que un sistema sea compatible es que el rango de las dos
matrices asociadas al mismo sea el mismo,

— Ademds, si el rango coincide con el numero de incognitas, el sistema es compatible determinado
y, si por el contrario, &l rango es menor que el nimero de incdgnitas, el sistema es compatible
. indeterminado.

Por otro lado, ademas de lo ya expuesto, resulta que incluso es mas comodo escribir las matri-
ces asociadas a los sisternas que las ecuaciones completas de los mismos. Por ello, los ejemplos
que veamos a continuacion se resolverdn a partir de las matrices correspondientes.

Actividad 2

Resolver el sistema:

22X+ 3y-22=10
X-y+ z=10
x+y+12=10

La resolucion de este sistema la han de hacer los alumnos por grupos.

Solucion:
— Consideremos las dos matrices del sistema:

g (82 2 4=2 0
o=t 7 1 =1 1 @
4 1 1 4 110
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— Intercambiando entre si las dos primeras filas para conseguir que en la posicion a, tenga-

mos un 1;
1 -1 1 1 -1 10
2 3 -2 2 3-2 0
4 1 1 4 1 1 0

(Con otras palabras: hemos intercambiado entre si las dos primeras ecuaciones).

— Ala?2.?filale restamos la 1. multiplicada por 2 y a la 3.% fila le restamos la 1. multiplicada

por 4.
1 -1 1 1 4 1 0
0 5 -4 0 54 0
0 -5 -3 0 -5-3 0
— Le sumamos ahoraala 3.2 filala 2.2
1 =1 3 1 -1 1 0
0 5 -4 0 54 0
0 0 -7 0 0-7 0

— Por tanto, el rango de ambas matrices es 3. Asi, por el teorema de Rouché, el sistema es
compatible al coincidir ambos rangos. Ademés, por ser tres que es el nimero de incdgnitas,
es compatible determinado, es decir. con una sola solucion. Esta solucion, al ser un sistema
homogéneo ha de ser, por tanto, latrivial: x =y =z = 0.

Actividad 3

Resolver el siguiente sistema seg(n los valores que tome el parametro «m».

mx-y =1
X -my = 2m-1

Este ejercicio ha de ser resuelto por el profesor.

Solucion:
Las dos matrices asociadas al sisiema son:
‘'m -1 ]

1 -m

m -1 1
1 -m 2m-1

Intercambiamos entre si las dos filas:

1 -m
m -1

1 -m 2m-1)
m -1 1

Le restamos a la 2.2 fila la 1. multiplicada por m para conseguir un 0 en la posicion a,,:
( 1 -m 2m-1

(1 -m
0 -1+m? 0 -14+m’ 1-2m°+m

B — - .




El rango de la matriz de los coeficientes serd 2 6 1 dependiendo, respectivamente, de que
-14-m’ sea distinto de cero o igual a cero.

Como -1+m’ se hace cero cuando m toma el valor 1 0 el valor -1 (basta con resolver la ecua-
cion -1+m? = 0), se nos plantean tres posibilidades: que m tome el valor 1, que tome el valor -1 0
que no fome ninguno de ambos. Veamos cada uno de eflos:

—Casom = 1.
Las dos matrices quedan de la forma siguiente:
1 -1 1 1 1
0 0 0 0 0
Por tanto, el rango de ambas es igual a 1. Estamos asi ante un sistema compatible (son del mis-
mo rango) e indeterminado (es menor al numero de incognitas).

La Unica ecuacion a considerar serd la x - y = 1, y, por tanto, las soluciones resultan de trasla-
dar una de las incognitas al 2.° miembro: x =1 +y.

Las infinitas soluciones son; % =1+
y=1
—Casom = -1

Las matrices son las siguientes:
11 1 13
0 0 0 0 -2
Asi, el rango de la matriz de los coeficientes es 1 mientras que el rango de la matriz ampliada
es 2. Estamos, por tanto, ante un sistema incompatible, un sistema sin soluciones.
—Casom=#1ym#—1.

En este caso, por ser -1 + m* distinto de cero, el rango de la matriz de los coeficientes es 2.
Ademas, por ser la matriz ampliada una prolongacion de la matriz de los coeficientes, también sera
2. Asi el sistema es compatible determinado.

Actividad 4
Dado el sistema: X+2y+ z2=13 |
mx + (m+3)y + 3z = 1
a) Estudiar si existe algin valor de m que haga el sistema incompatible.
b) Resolver el sistema para algin valor de m en gue ello sea posible.
Solucion:

Las dos matrices asociadas son:

i1 1
m m+3 3

T m+3 3 1

63



Restando a la 2.7 fila la 1.2 multiplicada por m:
( 1 1 1
0 3 3-m
Por tanto, como las dos marices tienen de rango 2 al margen del valor de m, el sistema siempre
va a ser compatible.

1 1 1 3
0 3 3-m 1-3m

Por ser el rango menor que el nimero de incognitas, es indeterminado, Las infinitas soluciones
se obtienen al resolver el sistema:

X+y=3-12
3y =1-3m - (3-m)z

Obteniéndose tantos sistemas como valores le podemos dar a m. Es decir, se pueden plantear
infinitos sistemas todos ellos compatibles indeterminados.

Vamos a resolver el sistema correspondiente, por ejemplo, al caso m = 0 es decir:

X+y=3-1
y=1-3z

Despejando la «y» en la 2.2 ecuacion: y = 1/3 - z.
Y sustituyendo este valorenla 1. : x = 8/3

Por tanto, fas infinitas soluciones para este caso son:

x =813
y=13-1
=1

Actividad 5

Un estado compra 540.000 barriles de pefrdlec a tres suministradores diferentes que lo ven-
den a 27, 28 y 31 dalares el barril, respectivamente. La factura total asciende a 16 millones de
ddlares. Si del primer suministrador recibe el 30% del total del petrdleo comprado, écudl es la
cantidad comprada a cada suministrador?

Ejercicio propuesto en la prueba de Selectividad del afio 1991, Deberd ser resuelto de forma individual por los alumnos.

Solucion:

Llamando x, lo que se compra al primer pais, x, |0 que se compra al sequndo Y X, al tercero,
serd:

— Fcuacion correspondiente a las cantidades compradas:
X, + X + %; = 540.000

— Ecuacion correspondiente al dinero gastado:
27%, + 28x, + 31x; = 16.000.000

— Y ya que al primero compra el 30% del total:
X, = 300100 (x, + X, + X:)

b4 e




Con lo cual, el sistema que se nos plantea y que hay que resolver es el siguiente:

X+ X% + X, = 540.000
27%, + 28x, + 31x, = 16.000.000
X = 30M00(x, + X, + %y

Sistera, que reconvirtiendo la 3.% ecuacion, podemos reescribir de la siguiente forma:

X, + % + X: = 540.000
27, + 28x, + 31x. = 16.000.000 ]

7%, -3%-3% =0

Siendo sus matrices asociadas las siguientes:

11 1 11 1 540.000

27 28 31 27 28 31 16.000.000

7 -3 -3 7 -3 -3 0
Restando a la 2.2 fila 28 veces la 1. y sumando a la 3.2 fila 3 veces la 1.7, resulta:

11 1 11 1 540.000

-1 0 3 -1 0 3 880.000

10 0 0 10 0 0 1.620.000

Por tanto, al ser las dos matrices de rango 3, igual al nimero de incognitas, el sistema es com-
patible determinado. La solucion es:

* [e la 3.% ecuacion: x, = 1,620.000/10 = 162.000 barriles.
« Sustituyendo en la 2.2 ecuacion:

-162.000 + 3x, = 880.000. Por tanto: x, = 347.333,33
e Y. por ultimo, de la 1.%; x, = 30.666,67

En definitiva, teniendo en cuenta que los barriles han de ser enteros, la solucion la podemos
redondear de la siguiente manera:

x, = 162.000 barriles
x, = 30.667 barriles
X, = 347.333 barriles

Este es un método que en la prdctica no se utiliza excesivamente por el inconveniente que resulta Re 50 | u Ci 0 n
tener que calcular la inversa de la matriz de los coeficientes, aunque en la actualidad, con ayuda de pro- :
gramas informaticas, resulta relativamente facil calcular la inversa de cualquier matriz; posteriormente, de sistemas:
dentro de este mismo apartado, vemos este ultimo hecho desarrollado por medio del programa Derive. m BTOd 0

Por otro lado, después de todo lo que han visto los alumnos y alumnas en cuanto a la resolu- de |a ma’[riz
cion de sistemas y al trabajo con matrices, no deben tener la mas minima dificultad en su aplicacion |
tedrica. Asi, requerird poco tiempo el estudio de este apartado. Inversa

Vimos en su momento que un sistema cualquiera podia escribirse de forma matricial de la
siguiente manera:

A-X=8B
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donde A es la matriz de los coeficientes, X la matriz columna de las incognitas y B la matriz colum-
na de los términos independientes.

Supongamos ahora que la matriz A es cuadrada y posee inversa.
Considerando estas condiciones, el sistema podemos resolverlo de la siguiente forma:

1.° Multiplicamos a la ecuacion matricial por la izquierda por la matriz inversa de la matriz A
(recordamos que el producto de matrices no es conmutativo y que, por tanto, no es lo mis-
mo multiplicar por un lado que por otro). Tendremos entonces:

A'AX=A'B

2.° Como el producto de una matriz por su inversa es la matriz identidad (1):

IX=A'B
3.° El producto de la matriz identidad por cualquier matriz da como resultado esa misma matriz
(X =X);
X=AB

Ecuacion que nos da el resultado del sistema.
Ejemplo 1

Resolver, en grupo y por el método de la matriz inversa, el siguiente sistema:

2+ 3y =4 |
X +2y=75 |

Solucion:

La ecuacion matricial de este sistema es |a siguiente:
2 3 X

el b

Calculamos la matriz inversa de la matriz de los coeficientes, cuyo resultado es el siguiente:
2 3\ i [2 -3
(4—J =_7w1 J

X 1 [2 -3\ [4 1 [-7 -1
MAE A INEa W

Y. en definifiva; x = -1
y=2

4
5

Por tanto:

son las soluciones del problema.




Ejemplo 2

De acuerdo con lo expuesto al comienzo de este punto, consideramos que si los alumnos y
alumnas tienen posibilidad de tener acceso a algtn programa informatico de Matematicas, como
puede ser «Derive», este es un método muy Util y répido para la resolucion de los sistemas, pues
dichos programas realizan todos los calculos de manera practicamente inmediata,

Como aplicacion practica, vamos a resolver Ia actividad 5 del apartado anterior aplicando
dicho programa.

Partimos del sistema siguiente:

X, + X + X; = 540.000
27x, + 28x, + 31x, = 16.000.000
7%= 3%,- I =

* Faso 1.%: Declaramos («Declare») la matriz («Matrix») de los coeficientes de orden 3 x 3.

En nuestra primera linea aparecera, por tanto, la matriz:

T 1 1
21 28 31
f =8 =3

* Paso 2.°: Declaramos la matriz de orden 3 x 1 de los términos independientes.
Enla2.? linea aparecera;

540.000
16.000.000
0

* Paso 3.°: Procedemos a calcular la inversa de la matriz de los coeficientes.
Seleccionamos «Author» y tecleamos: #1-1

En la linea 3 aparece la matriz de los coeficientes elevada a -1. Para proceder a su calculo selec-
cionamos la orden «Simplify».

En la linea 4 aparece la matriz inversa:

310 0 1110
14915 -13  -215
-277130 113 1130

* Faso 4.°: Procedemos a realizar el producto de esta matriz (esta en la posicidn #4) por la
matriz de los términos independientes (se encuentra en la posician #2).

Seleccionamos «Build» y escribimos: #4 . #2

Seleccionando «aproX» aparece, por tltimo, el resultado final:

162.000
30.667
347.333
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Evaluacion

De acuerdo con lo expuesto en el apartado de «QOrientaciones didécticas y para la evalua-
cion», proponemos los siguientes modelos de pruebas de control.

Los problemas que figuran en estos controles han sido propuestos en diversos tribunales de
Selectividad en los dltimos anos.

— PRUEBA 1 —

1. Estudiar y resolver el siguiente sistema:

X +y.= -3
dx+y = 5
Y =2%= 1
2. Sea el siguiente sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas:
X=¥=1|
X+y =1]

a) Afadir una ecuacion al sistema de modo que el sistema resultante sea
compatible.

b) Anadir una ecuacion de modo que el sistema resultante sea incompatible.

c) Interpretar geomeélricamente los apartados anteriores.

PRUEBA 2

1. Delerminar los valores del pardmetro «a» para que el sistema:

ax+ay=1
X+ay=0

tenga solucion y resolverlo.

2. En una finca, el numero de cerezos y manzanos es igual al numero de perales
mds dos. El doble de cerezos y perales juntos es igual al de manzanos mds uno. |

Estudiar cudntos perales debe de haber para que se cumpia que el numero

de éstos mds el doble de cerezos sea igual al nimero de manzanos mas uno.
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Anexo: Curriculo oficial(*)

Introduccion

A medida que las matematicas han ido ensanchando y diversificando su objeto y su perspectiva,
han sido también crecientemente consideradas como un lenguaje aplicable a los mas distintos feno-
menos y aspectos de la realidad: un lenguaje universal por su estructura y uso, y, ademas, suma-
mente eficaz. Con ello, las matematicas se han convertido en un potente y mas apreciado instru-
mento de intercomunicacion entre los conocimientos. En relacion con esta funcionalidad e
instrumentalidad suya como lenguaje, como vehiculo de expresion de las realidades de que tratan
los saberes, es conveniente que los alumnos de la modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales,
adguieran un buen dominio de determinadas destrezas y expresiones matematicas.

Las matematicas constituyen un conjunto muy amplio de conocimientos que evoluciona conti-
nuamente en interdependencia con los de otras esferas del saber y con la necesidad de resolver
determinados problemas practicos. Es importante que el curriculo, y su forma de ser presentado a
los alumnos, reflejen el proceso constructivo del conocimiento matemético, tanto en su progreso
histérico como en su apropiacion por el individuo. La adquisicion de conocimientos matematicos
no puede reducirse, por lo tanto, a la posesion de los resultados finales de esta ciencia, sino al
dominio de su «forma de hacer»,

De acuerdo con esto, aun cuanda los contenidos conceptuales estan presentes en la actividad
matematica, no son los Unicos elementos que actian en su desarrollo. En los contenidos del cu-
rriculo es preciso otorgar un lugar importante a los procedimientos o modos de saber hacer, como
los que se refieren a:

— Habilidades en la comprension y en el uso de diferentes lenguajes matematicos.
— Las tecnicas, rutinas y algoritmos particulares que tengan un proposito concreto.

— Las estrategias generales o heuristicas necesarias en la resolucion de problemas como ana-
lisis de tareas, busqueda de regularidades y pautas, expectativas de resultados, comproba-
cion y refutacion de hipotesis.

— Decisiones gjecutivas y de control utilizadas al hacer un plan y llevarlo a cabo para plantear y
resolver un problema y tomar decisiones sobre los conceptos, algoritmos o estrategias que
se van a utilizar.

Sin menoscabo de su importancia funcional e instrumental, hay que resaltar también el valor for-
mativo de las matematicas. Este cardcter formativo potenciard en los alumnos la consolidacion de

(*) Real Decreto 1179/1992, de 2 de octubre, por &l que se establece &l curriculo de Bachillsrato. («B. 0. E.»,
n.° 253 de 21 de octubre de 1992).
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habitos y estructuras mentales y también de actitudes cuya utilidad trasciende el dmbito de las pro-
pias matematicas. En particular, forman al alumno en la resolucién de problemas genuinos, es decir
de aquellos problemas en los que la dificultad esta en encuadrarlos y en establecer una estrategia
de resolucion adecuada. La resolucion frecuente de este tipo de problemas proporciona ademas al
alumno actitudes y habitos de indagacion, le facilita técnicas (tiles para enfrentarse a situaciones
imprevistas, y fomenta su creatividad. Pero el aprendizaje de las Mateméaticas no debe limitarse a un
adiestramiento en la resolucion de problemas, por importante que éste sea, debiendo completarse
con la formacion en aspectos como la busqueda de la belleza y la armonia, una vision amplia y
cientifica de la realidad, el desarrollo de la creatividad y de otras capacidades personales y sociales.

La fuerte abstraccion simbadlica, rigor sintdctico y exigencia probatoria que definen el saber
matematico, deben tener una presencia menor en las Matematicas aplicadas a las Ciencias Socia-
les I. En esta asignatura basta con conocer y usar correctamente lo que es de mas inmediata ufili-
dad en el lenguaje matematico y obviar todo contenido y forma tecnicista que dificulte el primer
valor de este lenguaje: comprender, interpretar, expresar, comunicar. Han de ser practicas y poco
técnicas. Proporcionardn cierta soltura en el célculo y, sobre todo, gran destreza en la interpretacion
de funciones y estadisticas, mediante tablas, graficas, formulas o referencias a sus pardmetros. Con
ello, los alumnos, al acabar el curso, han de estar capacitados para comprender, interpretar y sacar
conclusiones de escritos en los que se utilicen términos matematicos (funcionales, de estadistica,
etcétera), no especialmente téenicos, y para participar en |a elaboracion de trabajos en los que se
requieran ciertas técnicas matematicas.

Por el contrario, las Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales Il proporcionan conocimien-
tos g instrumentos mas técnicos, que permiten interpretar y abordar problemas de mayor compleji-
dad matematica; entre ellos, especialmente los relacionados con el mundo de la economia. Tenien-
do en cuenta los posibles estudios posteriores de los alumnos, habra que prestar también cierta
atencion a la fundamentacion terica.

Los contenidos incluidos bajo el nombre de «Resolucion de problemas», basicamente procedi-
mentales, pretenden desarrollar en el alumno habitos y actitudes propios del modo de hacer mate-
matico, entendido como un proceso dinamico, mediante la ocupacion activa con problemas relacio-
nados con el resto de los contenidos; entendiendo aqui como problema una situacion abierta,
susceptible de enfoques variados, que permite formularse preguntas, seleccionar las estrategias
heuristicas y tomar las decisiones gjecutivas pertinentes. Estos contenidos han de tener, por consi-
guiente, un marcado caracter transversal, y deben estar presentes también en las Matematicas apli-
cadas a las Ciencias Sociales II.

Objetivos generales

El desarrollo de esta materia ha de contribuir a que las alumnas y alumnos adquieran las
siguientes capacidades:

1. Aplicar sus conocimientos matematicos a situaciones diversas, utilizandolos, en particular,
en la interpretacion de fendmenos y procesos de las ciencias sociales y humanas y en las
actividades cotidianas.

2. Utilizar y contrastar estrategias diversas para la resolucion de problemas, de forma que les
permita enfrentarse a situaciones nuevas con autonomia, eficacia y creatividad.

3. Elaborar juicios y formar criterios propios sobre fenomenos sociales y econdmicos, utilizan-
do tratamientos matematicos, y expresar criticamente opiniones, argumentando con preci-
sion y rigor y aceptando la discrepancia y los puntos de vista diferentes.

4. Mostrar actitudes propias de la actividad matematica como la vision critica, la necesidad de
verificacion, la valoracion de |a precision, el cuestionamiento de las apreciaciones intuitivas y
la apertura a nuevas ideas.




5. Utilizar los conocimientos matematicos adauiridos para interpretar criticamente los mensa-

jes, datos e informaciones que aparecen en los medios de comunicacion y otros ambitos
sobre cuestiones econdmicas y sociales de la actualidad.

Utilizar el discurso racional para plantear acertadamente los problemas, justificar procedi-
mientas, adquirir cierto rigor en el pensamiento cientifico, encadenar coherentemente los
argumentos y detectar incorrecciones légicas.

Expresarse oral, escrita y graficamente en situaciones susceptibles de ser tratadas matemati-
camente, mediante la adquisicion y el manejo de un vocabulario especifico de términos y
notaciones matematicos.

Establecer relaciones entre las Matematicas y el entorno social, cultural y economico, apre-
ciando su lugar como parte de nuestra cultura.

La materia de Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales Il contribuird a que los alumnos
que la cursen progresen en la adquisicion de estas capacidades.

Contenidos

Algebra

* |as matrices como forma de representacion de tablas y grafos.

* Suma y producto de matrices. Interpretacion del significado de estas operaciones en el con-

texto de problemas extraidos de la realidad. Aplicacion a la resolucion de problemas extraidos
de las Ciencias Sociales.

Aplicacion de las matrices a la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.

Iniciacion a la programacion lineal bidimensional. Optimizacion de expresiones lineales
sometidas a restricciones expresadas por medio de ecuaciones, utilizando métodos graficos.

Analisis

Aproximacion al concepto de limite a partir de la interpretacion de las tendencias de una fun-
cion. Ramas infinitas.

Derivada de una funcion en un punto. Aproximacion al concepto e interpretacion geométrica
como pendiente de una curva y como variacion de una funcion.

Aplicacion del limite y la derivada a la determinacion e interpretacion de las propiedades loca-
les de funciones habituales basadas en situaciones contextualizadas.

Aplicacion del calculo de derivadas elementales (polindmicas, exponenciales y logaritmicas,
productos y cocientes) a problemas de optimizacion.

Aproximacion intuitiva al concepto de integral definida: el problema del célculo del érea limita-
da por una curva.

Estadistica y probabilidad

Profundizacion en fos conceptos de probabifidades compuestas, condicionadas, fotales y a
posteriori. Utilizacion de técnicas elementales (conteo directo, diagrama en arbol...).
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« |ntroduccion al concepto, uso y alcance de la inferencia estadistica: problemas relacionados
con la eleccion de las muestras, las condiciones de representatividad y analisis de las conclu-
siones que cabe extraer de ellas.

e Estudio de algtn test de contraste de hipotesis basado en la distribucion normal y aplicacion
a situaciones sencillas.

Criterios de evaluacion

1. Utilizar el lenguaje matricial y aplicar las operaciones con matrices como instrumento
para el tratamiento de situaciones que manejen datos estructurados en forma de
tablas o grafos.

Este criterio pretende evaluar las destrezas en la forma de organizar la informacion, codificarla
utilizando las matrices y realizar operaciones con éstas, como sumas y productos. También va
dirigido a comprobar si saben interpretar las matrices obtenidas en el tratamiento de las situa-
ciones estudiadas.

2. Transcribir un problema expresado en lenguaje usual al lenguaje algebraico y resolver-
lo utilizando técnicas algebraicas determinadas: matrices, resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales y programacion lineal bidimensional.

Este criterio va dirigido a comprobar si el alumno es capaz de utilizar con soltura el lenguaje
algebraico, seleccionar las herramientas algebraicas adecuadas, aplicarlas correctamente y por
ultimo interpretar criticamente el significado de las soluciones obtenidas. Debe tenerse en cuen-
fa que la resolucion de forma mecdnica de ejercicios de aplicacion inmediata no responde al
sentido de este criterio.

3. Analizar cualitativa y cuantitativamente las propiedades locales (limites, crecimiento,
derivada, maximos y minimos) de una funcion que describa una situacion real, extrai-
da de fenomenos habituales en las ciencias sociales.

A través de este criterio se pretende evaluar la capacidad del alumno para interpretar las propie-
dades locales de una funcion aplicando nociones analiticas. Se trata en todo caso de estudiar
funciones provenientes de contextos reales. Ejemplos de estos contextos son las curvas margi-
nales, las curvas de oferta y demanda o las curvas de coste y beneficios.

4. Utilizar el calculo de derivadas como herramienta para resolver problemas de opti-
mizacion extraidos de situaciones reales de caracter economico y sociologico.

Este criterio va dirigido a valorar la capacidad para utilizar las técnicas de obtencion de valores
extremos en situaciones relacionadas con las ciencias sociales: expresando las relaciones y
restricciones en forma algebraica y aplicando el calculo de derivadas. La resolucion de los pro-
blemas a los que se refiere el criterio exige también la interpretacion del resultado en el contex-
to inicial.

5. Asignar e interpretar probabilidades a sucesos aleatorios simples y compuestos
(dependientes o independientes) ulilizando tecnicas de conteo directo, diagramas de
arbol o calculos simples.

Este criterio persigue evaluar la capacidad para lomar decisiones anle situaciones que exijan
un estudio probabilistico de varias alternativas no discernibles a priori, enmarcados en un con-
texto de juego o de investigacion, y que no requieran Ja utilizacion de complicados calculos
combinatorios.




6. Planificar y realizar estudios concretos partiendo de la elaboracion de encuestas,

seleccion de la muestra y estudio estadistico de los datos obtenidos, para inferir con-
clusiones, asignandoles una confianza medible, acerca de determinadas caracteristi-
tas de fa poblacion estudiada.

Por medio de este criterio puede ponerse de manifiesto por una parte, la capacidad de aplicar
los conceptos relacionados con el muestreo para obtener datos estadisticos de una poblacion; y
por ofra, si los alumnos y alumnas son capaces de extraer conclusiones sobre aspectos deter-
minantes de la pablacion de partida.

. Analizar de forma critica informes estadisticos presentes en los medios de comunica-
cion y otros ambitos, detectando posibles errores y manipulaciones en la presentacion
de determinados datos.

El alumno ha de mostrar, a través de este criterio, una actitud critica ante las informaciones que,
revestidas de un formalismo estadistico, intentan deformar Ia realidad ajustandola @ intereses
determinados. Los informes a los que se refiere podran incluir datos en forma de tabla o gréfica,
pardmetros obtenidos a partir de ellas, asi como posibles interpretaciones.

. Aplicar los conacimientos matemdticos a situaciones nuevas, disenando, utilizando y
contrastando distintas estrategias y herramientas matematicas para su resolucion.

Este criterio pretende evaluar la capacidad del alumno de utilizar el «<modo de hacer matemati-
co» para enfrentarse a situaciones practicas de la vida real.
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