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NOTA DIDACTICA
A
MODO DE PROLOGO

Este libro, pretendemos sea una exposicion sistematica de las materias comprendidas
¢n el cuestionario de Educacion Basica, para que el profesor pueda hacer uso de su con-
tenido ¢n la medida que crea conveniente.

En su desarrollo se ha seguido la orientacion moderna, la nueva esiructuracion, pero
sin olvidar lo clasico, pues como un autor francés dice: «Reforimar no es anular lo cldsico para
introducir lo moderno, sino conservar aquello que sea bueno, agregando las nuevas ideas ne-
cesarias».

No es, pues, un libro de texto, sino un libro pensado para ayudar a la labor prepa-
ratoria del profesor, cuyo contenido puede consultar, sin estar enfocado precisamente en
una determinada vertiente de su exposicion hacia el alumno, ni mucho menos ser su dosifi-
cador, ya que todo esto varia segun las condiciones del tema, del grado, del alumno y hasta
de la situacion, siendo el prolesor en ultimo término, quien debe decidir segun estas condi-
ciones.

Al alumno hay que presentarle los conocimientos, ofreciéndole situaciones practicas,
¢ intuitivas, para que conciba la idea, que después la razén v la logica han de ir completando
¢n su mente, v siempre conducide por la labor del profesor.

No se debe lanzar a los alumnos programas extensos, ni intentar transmitir todos los
conocimientos que posee el profesor, pues no se trata de dar una conferencia, sino de ensefiar,
v esto exije reflexion para proporcionar la dosis conveniente en calidad y cantidad.

No hay que olvidar que, en muchas ocasiones, es conveniente acompanar a la explicacién
la imagen, tan recomendado por expertos profesores de distintos paises, como Tardy, Du-
rand v otros, bicn en peliculas apropiadas o en especificas colecciones de diapositivas, que
con su visién consiguen completar en la mente del escolar, las ideas vertidas por el profesor
en la exposicion del correspondiente tema.

Cuantas de las demostraciones de las relaciones v propiedades de las operaciones,
por ejemplo, no son precisas para que el alumno las aprenda y algunas ni las conozca; pero,
sin embargo, conviene irles acostumbrando con algunas de cllas, a escuchar y a realizar en
determinados casos, las demostraciones logicas que le pueden ir preparando para razonamien-
tos posteriores, v esquematizar de su contenido lo que él considere apropiado para exponer
o transmitir al alumno.

Por eso, al redactar este texto, hemos tenido presente estas ideas al desarrollar los dis
tintos capitulos.
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El primer capitulo, de tipo introductorio, expone unas ideas generales sobre la Ma-
temadtica, y el Lenguaje Matematico.

En el segundo, se ha tratado el estudio de conjuntos y relaciones, con arreglo a las
nuevas estructuras, insistiendo en todas las propiedades caracteristicas.

En el tercero, al ocuparnos de los sistemas de numeracion, nos hemos detenido en el
binario, por ser de gran utilidad, dado el empleo que de él se hace en cdlculo automatico,
algebra de Boole, légica simbolica, etc.

En el cuarto, no sélo se ha hablado de la divisibilidad en N, sino que, al tratar de
la nocién de reticulo, se incluve la divisibilidad en general, la cual debe conocer el profesor
de este grado de ensenanza.

Lo mismo ocurre con el capitulo V, en el que ademas de tratar las operaciones de un
modo general, no por eso deja de tratarse el estudio de numeros racionales y decimales que
en la practica son de uso corriente.

En el capitulo VI se estudia el concepto de medida con sus aplicaciones, dando idea
de la aproximacion y error en la medida.

Los elementos geométricos en el plano son tratados ¢n el capitulo VII con el concepto
de igualdad de figuras.

En el capitulo VIIT se introduce la nocién de movimiento, que consideramos indis-
pensable para la expresion de las transformaciones, y con nociones sobre el espacio v estu-
dio de algunos cuerpos geométricos en el capitulo 1X, finaliza ¢l programa.

Cada capitulo, excepto el primero, incluye tres temas; y al tinal del libro figura un
apéndice sobre el sistema métrico decimal, con los valores legales y practicos de las uni-
dades mas usuales.

Creemos que al profesor hav que dejarle libertad dentro de los cauces normales
marcados en el programa, para que utilice los conocimientos que crea debe explicar segin
la situacion v el momento.

Por esta razon se ofrece en el texto el material necesario para que el profesor elija
lo que crea conveniente en cada caso.

Con estas directrices esta desarrollado el contenido del texto, y nuestro deseo seria
haber acertado a contribuir con nuestro trabajo a facilitar la labor preparatoria de aquel
profesorado de E.G.B., que desee intensificar u orientar la exposicion en clase, para su de-
bida labor docente.
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CAPITULO I

INTRODUCCION
1. LA MATEMATICA

La Matemdtica, prescindiendo de la época primitiva en la que los
conocimientos alcanzados no formaban cuerpo de doctrina, es conside-
rada como ciencia a partir del siglo VI (a.J.), siendo Thales de Mileto
el primer matemadtico de la historia.

Entre las distintas [iguras que destacan en esta épocd, estdn: Pitd-
gdras de Samos; Zenon de Elea, digno de mencionar por ser el que
inicio el rigor ldgico en la matemdtica; Platon, en Atenas v Euclides,
en Alejandria, entre otros, todos los cuales contribuveron a propulsar
los conocimientos de la Geometria.

Las traducciones del griego v del drabe, siglos después, elevaron el
caudal cientifico, v en la época medieval destacaron, entre otros, Vieta
como iniciador del Algebra; Neper, Cardano, Tartaglia v Desargues, que
dieron paso a la edad moderna donde la matemdtica comenzo a adqui-
vir su esplendor.

Ya en los siglos XVII v XVIII, Newton, Leibnitz, Euler, Gauss v
Cauchy, en el Andlisis, y Descartes, Staut en la Geometria, entre otras
grandes figuras, inmortalizaron sus nombres con el desarrollo de esta
ciencid.

En el siglo XIX, Hilbert con su axiomdtica, Cantor creador de la
teoria de conjuntos, v, finalmente, Boole con su légica simbdlica, mar-
caron la iniciacion del nivel alcanzado por la matemdtica actualmente
vy su estudio es fundamental para la estructuracion moderna de la mate-
mdtica, y para las aplicaciones prdcticas de la misma,

La nueva estructuracion de esta ciencia constituye la Matemdtica
Moderna.

La Matemdtica, que partio del punto v el nitmero como conceptos
abstractos, hov se desarrolla a base del rigor logico en su estudio.
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Este rigor logico, estructura la presentacion de la Matemdtica como
el conjunto de proposiciones ciertas que se obtienen, aplicando las
leyes de la logica, a partir de unos primeros principios que se admiten
como verdaderos. Esta tendencia que informa hoy la mayor parte de la
Matemdtica recibe el nombre de formalista, pero no hay que olvidar,
sin embargo, que en el desarrollo de la Matemdtica, como en toda cien-
cla, juega un papel importante la intuicion y la clarividencia de verda-
des, pero, tanto una como otra, deben someterse al rigor del razonamiento
para que pueda incorporarse al conjunto de verdades matemdticas uni-
versalmente aceptadas.

Es necesario distinguir entre el quehacer matemdtico y la presenta-
cion de los resultados; obviamente las dudas, titubeos y crrores comte-
tidos y desechados que aparecen en el primero no figuran en el segundo,
necesitando éste para mavor claridad, rigor v concision, una presenta-
cion formalizada, v asi es como, en general, aparecen los resultados en
este texto. Pero el profesor conoce, sin embargo, que de cara al alumno
la presentacion formalizada 10 es la mejor forma de atraer su interés,
por eso en el texto se dan ejemplos v aclaraciones, que concretando las
ideas permiten ¢l profesor encontrar situaciones qgue despierten la cu-
riosidad del alumno permitiendo poner de manifiesto la necesidad de
aglutinar todos los casos particulares en una teoria general, asi como
de presentar ésta de manera que la certeza de las distintas proposiciones
sean garantizadas por la via del rigor ldgico.



2. EL LENGUAJE MATEMATICO

La expresion oral v grdfica en el mutuo entendimiento de la huma-
nidad, se manifiesia desde los tiempos primitivos en la mds variada
forma que puede imaginarse.

Desde el empleo de los dedos de las manos, que utilizaban las razas
primitivas, hasta las distintas hojas de los drboles, los guijarros en los
dhacos y las bolas del Suam-pan de los chinos, fueron todos elementos
empleados por los distintos pueblos y ruzas para la expresion oral de
los nitmeros, gue necesitaban utilizar como medio vital para contar v
medir.

Mds expresiva v variada ha sido la numeracion escrita, manifestada
en trazos de distinia forma en la corteza de los drboles, en las piedras,
bien en tablillas de arcilla, como en Mesopotamia o ya en los papiros,
como en Egipio.

Los signos empleados son bien distintos, desde trazos mds o menos
rectos empleados por los indios, egipcios y babilonios, y conservados
incluso hasta los romanos, hasta los empleados por los chinos, que, en
general, difieren por completo de aquiéllos.

Entre los papiros, conviene sefialar los de la coleccion Rhin, a la
que pertenece el papiro de Alines, en el que se exponen algunos proble-
mas de Aritmética v Geomeltria, y en el que se aprecian unos (razos
verticales con wna especie de elipses superpuestas para indicar las uni-
dades fraccionarias,

Los egipcios wutilizaban también en sus papiros el trazo recto combi-
nado con otro en forma de herradura, asi como en Mesopotamia emplea-
ban en sus tablas de multiplicar el signo v en forma de cufia.

En la misma Grecia, los signos cambian segiin lu época, v asi, por
ejemplo, el millay que era representado por un rombo en su primera
época, en tiempos de Thales se representaba por una X mayuscula, y,
posteriormente, utilizando las letras del alfabeto griego, escribian el

millar con la letra a, en la forma siguiente: 1000 =o.

Basta con estos ejemplos para darse cuenta de las nuiltiples formas
representativas de los nimeros en las distintas civilizaciones.



A partir de aqui, el nimero de signos y expresiones orales fue estando
en relacion con el crecimiento de la ciencia, y ya en el siglo XVI aparece
el empleo de los signos corrientes en las operaciones fundamentales,
iniciados por los indies v modificadas después.

En relacion con el avance de la ciencia Matemdtica en los siglos pos-
teriores, el nimero de signos empleados para las distintas materias crecié
hasta hoy dia que, con los del grupo Bourbaki en la llamada Matemdtica
Moderna, constituyen un verdadero cddigo, comunes unos v diferentes
otros en los distintos paises.

Este conjunto de signos orales y escritos empleados en la Maiemdtica
para expresar conceptos, relaciones e ideas, junto con sus reglas operati-
vas, es lo que constituye el lenguaje matemdtico.

El lenguaje matemdtico tiene la ventaja de poder expresar, en forma
simbdlica y abstracta, no sélo los entes matemdticos, sino las relaciones
entre ellos; en este sentido es el vehiculo adecuado para escribir la Idgica
formal, describir las leyes de la naturaleza y expresar relaciones cuanti-
tativas entre fendmenos observables, actividad conuin a todo quehacer
cientifico.

Es necesario, pues, para el hombre actual dominar este lenguaje que
le permita utilizar las técnicas matemdticas, mucho mds hoy dia en
que la complejidad de las actividades humanas piden la simplificacion
y sintetizacion de una gran masa de informacion, sin perder por ello
claridad y precision.

Dentro del lenguaje matemdtico consideramos también las represen-

taciones dindmicas como los grafos y diagramas, asi como los lenguajes
de programacion, si bien estas iltimas no tendrdn cabida en este texto.
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CAPITULO I

TEMA 1. CONJUNTOS. OPERACIONES. PRODUCTO CARTESIANO

1. Conjuntos

La nocién de conjunto la consideramos idea primitiva; no daremos, por tanto, una
definicion explicita de la misma, sino que precisaremos el concepto de un modo intuitivo
mediante ejemplos v consideraciones generales.

El criterio que permite afirmar cuando los objetos se consideran formando un con-
junto, puede presentarse bajo formas diversas, bien porque los objetos sean de la misma na-
turaleza; ejemplos: los dedos de la mano, las ovejas de un rebafio, los arboles de un bosque,
cteétera; bien porque gocen de la misma propiedad: los alumnos rubios de un centro de
cnsenanza, los numeros naturales que escritos en base diez terminan en tres, la coleccién de
sellos v monedas de un cierro filatélico v nunismatico... En general, este criterio viene dado
cuando los objetos que se consideran, v solo ellos, tienen una caracteristica en comun.

A la agrupacién de los objetos, considerada como entidad unica, le damos el nombre
de CONJUNTO. Cada uno de los objetos que agrupados constituyen el conjunto reciben el
nombre de ELEMENTO del conjunto considerado. La cualidad que en comun poseen los ele-
mentos de un conjunto, v soélo cllos, la denominaremos PROPIEDAD CARACTERISTICA de
dicho conjunto.

Ejemplos: Conjunto de los puntos del plano que equidistan de otro punto fijo; con-
junto de poligonos planos de cinco lados; conjunto de los nameros primos.

Se suelen utilizar las letras mayusculas A, B, C..., para indicar conjuntos; las mintscu-
las a, b, c..., para indicar cualesquiera de los elementos determinados de un conjunto; las
ultimas letras del alfabeto x, y, z suelen utilizarse para representar uno cualquiera de los
clementos indeterminados de un conjunto, aun cuando pueden sustituirse por cualquier
otra con el mismo fin.

El simbolo €
De los elementos que constituyen un conjunto se dice que pertenecen a él y se indica
con ¢l simbolo €. Esta conexion entre el elemento a y el conjunto A, se escribe:
a €A
v se lee «a pertenece al conjunto A», que es sindénimo de «el objeto a es un elemento consti-

tuyente del conjunto A». La negacién de la pertenencia se indica con el simbolo ¢, que lee-
mos «a no pertenece al conjunto A» y analogamente al caso anterior se escribe:

aé¢ A
Conjuntos finitos

Se dice que un conjunto es finito, si por grande que sea el numero de sus elementos se
pueden contar. En caso contrario, diremos que el conjunto es infinito.
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Ejemplos de conjuntos finitos son: conjunto de los libros de la Biblioteca Nacional,
conjunto de los habitantes de una nacién, etc. Ejemplos de conjuntos infiniros son: conjun-
to de las rectas del plano, conjunto de los niimeros pares, etc.

Definicion de conjuntos

Solo se consideran conjuntos BIEN DEFINIDOS aquellos en los que, dado el conjunto
y un objeto cualesquiera, podamos decir de manera inequivoca si ¢l objeto perienece o no al
conjunto considerado. En este sentido, por ejemplo, no estaria bien definido el conjunto
constituido por «todas las personas que resulten premiadas en el sorteo de la Loteria de Na-
vidad antes de verificarse el mismo».

Vemos, pues, que un conjunto o coleccion de objetos queda establecido como tal
cuando conocemos todos los elementos que constituyen la coleccion, o bien si conocida la
propiedad caracteristica que cumplen los elementos del conjunto, y sdlo ellos, podamos
saber de manera inequivoca si un objeto cualquiera cumple o no dicha propiedad.

El primer caso solo se puede aplicar a conjuntos con un namero finito de elementos
o conjuntos finitos y se dice que ¢l conjunto esta definido por COMPRENSION; ¢l segundo
caso permite definir todo tipo de conjuntos, finitos 0 no, v se dice que el conjunto esta de-
finido por EXTENSION.

Ejemplos de estos conjuntos definidos por comprension y extension, son, respectiva-
mente, los siguientes: Conjunto constituido por «pulgar, indice, medio, anular, menique»
y conjunto constituido por «los dedos de la mano», o bien: conjuntos constituidos por las
provincias de «Alava, Guiptuizcoa y Vizcaya» y conjunto constituido por «las provincias vas-
congadas».

En general, si el conjunto C esta constituido por los elementos m, n, p, se suele indicar
dicho conjunto encerrando los elementos entre llaves asi:

C={m.n,p}

Cuando el conjunto esta constituido por todos los objetos x, cualesquiera que ellos sean que
verifican la propiedad P, s¢ suele representar dicho conjunto del modo siguiente:
C={x/P(x)}

Conviene distinguir entre el conjunto constituido por un solo elemento {1}, que es un
conjunto unitario y el propio objeto w.
En ocasiones es comodo representa conjuntos mediante regiones del plano delimitadas

por una linea cerrada, conviniendo que los puntos interiores a la linea, todos o algunos se-
fialados, sean los elementos del conjunto. (Diagrama de Venn-Euler. En las figuras se han

representado algunos ejemplos).

oM oM

o m; o m,
C, G, G,
Ci={an a, a; a,} ; Cy={by, by, b3} ; Cy={m, m,;, m;, m}



Ejemplos de su empleo:

[
x 1903 X x U
X O
x 1300
x 1970
C’={Conjunto de triangulos} C={Conjunto de ahos bisiestos}
1968 ¢ C 1903 ¢ C A €C —1¢cC
1200 ¢ C 1300 ¢ C N eC Oe¢c
1972 ¢ C 1970 ¢ C AeC oe¢cC

2. Implicacion
Si un conjunto A tienc una cierta propiedad respecto a otro segundo conjunto B, para

determinados valores de sus elementos v ¢stos a su vez tienen la misma propicedad respecto
a un tercero C, para los mismos valores, decimos que A4 tiene dicha propiedad respecto a C.

A esta relacion se llama imiplicacion v se expresa con el signo =

Si  A<B| \
o a<c
v B<CyT oS

Ejemplo:

A={Los alumnos de una clasc X obtienen sobresaliente}

B={Todos los alumnos sobresalientes, tienen premio}
implica:

C=1{Todos los alumnos de X tienen premio}

3. Igualdad de conjuntos

Dos conjuntos son iguales si tienen los mismos clementos. Notacion: A=B. Es decir,
st cualquicra que sea el elemento xeA podemos afirmar que xe€B y, reciprocamente, si para
todo elemento z€ B necesariamente se deduce que zeA.

Ejemplos:

El conjunto A de «los dias de la semana» y ¢l conjunto B cuyos elementos son: «lu-
nes, martes, miércoles, jueves, viernes, sabado y domingo», asi como el conjunto A" de «los
puntos de un plano que equidistan de los lados de un édngulo» y ¢l conjunto B de «los
puntos de la biscetriz del mismo». Es decir, A=B v A'=8".

La igualdad de conjuntos posce las siguientes propiedades:
1. RerLExiva. Todo conjunto es igual a si mismo. Notacion: A=A.

2. SiErrica. Sioel conjunto A es igual al conjunto B, entonces el conjunto B es
igual al conjunto A; en simbolos: si A=B, entonces B=A.

17



3. Transtriva. Sioun conjunto A es igual a un conjunto B, v €ste a su vez es igual
a un tereer conjunto C, entonees ef conjunto A v ¢l C son iguales, es decir:

A=B v B=C = A=C
Ejemplos:
1. Sea A={Puntos de la vecta x=v} v B={Puntos de¢ la bisectriz del primer cuadran-
te}, de donde A=8,

Sea C={Puntos dc la recta perpendicular, en el origen de coordenadas, a la recta
y+ =01}, de¢ donde B=C;
A=b6 , B=C, lucgo A=C

20 Sea A={Angulos rectos}, B="1Angulos de 90}, por tanto, A=8

Sca C={Angulos correspondientes a un cuadrante}, entonces B=C
por consiguicnte A=B , B=C , luego A=C

3.0

A={Alumnos dc una clasc que se llaman Jaimce)

B={Alumnos de esa clase que se laman Santiago |

Todo alumno que se llame Jaime, se llama también Santiago vy reciprocamente, lucgo

A=B

40
A={Triangulos istsceles)

B ={Triangulos con eje de simetria |

Como todos los triangulos isosceles tiene eje de simetria, y reciprocamente todo trian-

gulo con eje de simetria es isosceles, resulta

A=B

A B

A={Multipluos dc 3}={x/v=3]}
B={Multiplos dc¢ 9} ={x/x=9]
15¢B ,, 6¢B
luego

A=B

18



4. Inclusion. Subconjunto

En ¢l caso de que todos los elementos de un conjunto A sean elementos de otro con-
junto B, y cn éste existan clementos que no scan de A, diremos que «A ¢s una parte de B»,
que «A4 es un subconjunto de B» o que «4 esta contenida en B», v se expresa Ac B.

Si considerabos a B como una parte de si misma, entonces pondremos Ac B, de ma-
nera que el simbolo < se utiliza para indicar la relacion de inclusion entre conjuntos.

De B se dice que contiene al conjunto A, o que incluve al conjunto A v se indica BD A.
Si A no ¢s un subconjunto de B escribiremos A¢B.

Ejemplos:

I~\>
A=={Vocales} B =1{Todas las letras dcl alfabeto}
A’ ={Plantas} B’ ={Todos los seres vivientes}

A" ={Alicantinos} B”={Todos los cspanocles]

En cada uno de ellos podremos escribir

AcB ,, AcB |, A< B”

2';‘
Todos los
rios de
Espana
B={Ebro, Tajo, Mino, Turia, Guadiana} A={Conjunto de los rios de Espafia}
BcA
30 + *  Aves
B A ™ ' B+ A
B={Conjunto de los pajaros} A={Conjunto de las aves)
B A

La relacion de inclusion cntre conjuntos goza de las siguicentes propiedades:

1. Rerpcexiva. Todo conjunto esta incluido en si mismo; notacion Ac A,

2. ANTISIMETRICA.  Si el conjunto A esta incluido en el conjunto B, y el conjunto B
también estd incluido en A, entonces los conjuntos A v B son iguales. Se indica mas bre-
vemente asi:

AcB v BcA, implica A=8B
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3. TrANSITIVA.  Si A estd incluido en B v B e¢s una parte de un tercer conjunto C, en-
tonces A es un subconjunto de C; simbolicamente: AcB v B<C implica AcC.

Convenimos en lo sucesivo que todos los conjuntos que manejamos son subconjun-
tos de otro fijo, que llamaremos «conjunto universal» (o reterencial) de la teoria; este con-
junto se supone bien definito para cada caso.

NOTA: Para representar las operaciones logicas «o», «v», «no», «si... entonces», «si
v s6lo si» v las frases «para alguno» v «para todo» se suclen utilizar respectivamente los
simbolos:
VA~ e 3V

5. Conjunto complementario
Sea M un subconjunto de¢ 4. Entendemos por conjunto complementario de M en A, al

conjunto formado por todos los elementos de A que no pertenccen a M. Notacion: A—M
6O CM={x/eA, x¢M}

C,M=A—-M (Parte rayada en el dibujo)

Ejemplos:
Ejemplo 2.°:
N={Conjunto de los nimeros naturales}
B={neN/n>10}
Ejemplo 1.°:

A ={Habitantes de Extremadura}

B={Habitantes de Badajoz}

11 12 13 14 15
16 17 18

C={Habitantes de Caceres}

B’=CnB={XeN /X< 10)

Convendremos en considerar como conjunto el caso especial A—A={x/xeA, xX¢A}
Conjunto, cuya propiedad caracteristica ¢s contradictoria, por tanto ningin objeto del uni-
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verso la verifica, v el conjunto delinido por la misma carece de elementos. Dicho conjunto
recibe ¢l nombre de vacio y se representa por 0, pudiendo suponerse incluido en cualquier
otro conjunto. Ejemplos:

v ={Capitales maritimas de la region leonesa}
g={0Ovetlenses que no sean asturianos}

¢ ={Cuadrados cuyos lados sean distintos dos a dos}
¢ —={Minerales vivos}

v ={Los nameros primos divisibles por tres}

En virtud de la definicion, el complementario de M respecto a otro, posee las siguien-
tes propiedades:

1. El complementario, respecto a A, del complementario de M respecto a A, es el pro-
pio conjunto M. Simbélicamente esto se expresa diciendo:

C4(C,\ M):[VI

2. El complementario del vacio respecto a A, es A. Escribiremos lo anterior asi:
C.o=A
3. El complementario de A respecto a A, es el vacio
CiA=9
Como ejercicio, el lector puede demostrar la siguiente propiedad de la que, a conti-
nuacion, se dan algunos e¢jemplos aclaratorios.

4. Si M es un subconjunto de N v éste a su vez lo es de A, entonces el complementa-
rio de N en A, csta contenido en ¢l complementario de M respecto de A, lo que simbdlica-
mente expresamos:

McNcA= CiNcCiMcA

Ejemplos:
{0 2°
M=M’
Ca CaD=A
CaM' =M
A A
3° 4.0 McN
Cih=2 CiNc CaM
A A
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6. Operaciones con conjuntos: Union e interseccion

«Dado un conjunto X, consideremos el conjunto P(X) cuyos elementos son los sub-
conjuntos de X; también consideramos como tales el vacio 9 y el propio X, de manera
que AeP(X) si v s6lo si Ac X. Con las partes de un conjunto se pueden realizar operaciones
cuyo resultado sea otra parte del conjunto dado.

Supondremos en lo que sigue que todos los conjuntos que manejamos son subcon-
juntos de un cierto conjunio universal U no explicitamente definido».

UNION de dos conjuntos M v N ¢s el cohjunto que resulta al considerar agrupados
ambos; es decir, todos los elementos de M con todos los de N; por consiguiente, x sera un
elemento de la union de M con N, si pertenece a M o pertenece a N, sin excluir el caso en que
simultaneamente pertenezca a los dos.

Si la operacion la representamos por U, lo anterior se puede escribir simbdlicamente

ast:

MUN={x/xeM o xeN}

Ejemplo:

M UN={Conjunto de puntos de la zona sombreada)

INTERSECCION de dos conjuntos M v N c¢s otro conjunto lormado por todos los
elementos que simultdneamente pertenceen a M v a N, es decir, los elementos comunes a am-
bos conjuntos.

Si la operacion la representamos por N, la referida operacion se puede expresar asi:

MNN={x/xeM v xeN)

Cuando dos conjuntos carecen de elementos comunes decimos que son disjuntos v su
interseccion es el vacio.

Ejemplos:

B

l.u

Vertebrados
acuaticos

Vertebrados

A={Animales vertebrados acuaticos} terrestres
B={Animales vertebrados terresires )

AN B={Animales anfibios] AN B={Vertebrados anfibios} (Zona rayada)



A=1{Rojo, Amarillo, Azul}

B=Verde, Amarillo, Rojo}

AN B={Amarillo, Rojo}

3°

A={Colores de la bandera espanolal
B={Colores de la bandera italiana}

AN B={Color rojo}

4-!:

M= {Mares espaioles}; N={Marecs italianos}
M N N={Mar Mediterrdnco)

MAN = {Atlantico, Cantédbrico, Adriatico, Tirreno, Ligurico, Jonico}

La union ¢ interscccion de conjuntos gozan de las siguientes propiedades:

1. La unién de un conjunto con cualquiera de sus partes, es el propio conjunto; es
decir, si Mc N entonces MUN=N.

2. La interseccion de un conjunto cualquiera con uno de sus subconjuntos, es este
subconjunto; cs decir, si Mc N ¢ntonces NN M =M.

(Nota: Observemos quc esta primera propiedad nos conecta la relacion de inclusion con
las opcraciones union e interseccion de manera tal, que podemos utilizar dicha propiedad
para definir las operaciones a partir de la relacion de inclusion o al revés, podemos delinir
la inclusion conocidas las operaciones).

3. Como caso particular, cuando M =N, tenemos la llamada propiedad IDEMPOTEN-
TE quc sc¢ enuncia: la union o interseccion de un conjunto consigo mismo es dicho con-
junto, lo que simbodlicamente se cxpresa

MUM=M ; MNOM=M
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4. Otro caso particular lo tenemos en la propiedad de ABSORCION que expresamos
asi:
MUMNOP)=M Mo(MUP)=M

va que M contiene a MNP y estd contenido en MUP.

5. La propiedad CONMUTATIVA expresa el hecho de que el variar el orden en que
se unen o intersecan dos conjuntos no se altera el resultado:

MUN=NUM ; MNN=NNM

6. La propiedad que nos permite reunir o intesecar con un conjunto, el resultado
de la unién o interseccién de otros dos, sin que varie el resultado final al realizar dichas ope-
raciones, recibe el nombre de ASOCIATIVA:

MU(NUP)=(MUN)UP

MONNP)=(MON)NP
Ejemplo:

AU(BUC)=(AUBIUC

7. La propiedad DISTRIBUTIVA de la union respecto de la interseccion y de la inter-
seccion respecto de la union se escribe:

MU(NOP)=(MUN)N(MUP) ; MO(NUP)=(MNN)U(MNP)

Lo que podemos expresar diciendo: la unién de un conjunto con la interseccion de
otros dos, es el mismo conjunto "que resulta al intersecar la unidn del primer conjunto
considerado, con cada uno de los otros dos. Exprese el lector con palabras la otra igualdad.

Los siguientes diagramas aclaran las propiedades anteriores:

M={ Personas mayores de 8 afos}
N={Personas menores de 12 anos}

M N N={Conjuntc de las personas mayores de 8 afios y menores de 12}
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Si combinamos estas operaciones con los conjuntos complementarios de otros dados,
tenemos las siguicntes propiedades:

. La union de los complementarios de M y N, respecto de X, es el complementario,
respecto de X, de la interseccion de M y N; asi mismo, y mas brevemente, la interseccién de
los complementarios ¢s ¢l complementario de la unién de los conjuntos considerados. (Le
ves de De Morgan):

CMUCN=CMON) ;, CMNCN=C({MUN)

2. La unioén de un conjunto y su complementario respecto de X es el propio X; la
interseccion de un conjunto y de su complementario respecto X, es el conjunto vacio:

MUCM=X : MNONCM=o
7. Diferencia simétrica

Recibe el nombre de diferencia simétrica de dos conjuntos M y N, el conjunto union
de M —N con N—M, se representa
MAN:C\M U C\;N

v es ¢l conjunto constituido por todos los clementos de cada conjunto que no pertenecen
al otro.

Ejemplo:
MAN=(M-NYU(N—M)
M ={mares dc¢ Espana} N ={mares italianos}
MAN ={ Atlantico, Cantabrico, Adriatico, Tirreno, Ligurico, Jonico}

(Parte rayada de la figura del ejemplo 4.)

8. Pares ordenados

Si consideramos dos objetos simultdneamente, v los ligamos para formar con ellos un
ente unico, tenemos un nuevo elemento que recibe el nombre de par. Si tenemos en cuenta el
orden que se da en los objetos componentes del par, éste se dice ordenado. Si ¢ es el primer
objeto componente de un par, y b ¢l segundo componente, el par ordenado correspondiente
se indica (g, b).

9. Producto cartesiano de dos conjuntos

Dados los conjuntos A y B s¢ obtiene otro conjunto, lamado producto cartesiano
de A por B, constituido por todos los pares ordenados que se pueden formar, tales que su
primera componente sca un elemento de A4, v la scgunda componente sea un clemento de B;
dicho conjunto se expresa asi: AXB.

Ejemplo: Bailarines: C={a,b,c}
Bailadoras: C'={m,n}
Parejas de baile: M=CxC’

c’ C a b c

m (a,m) (b, m) (c,m)

n {a,n) {b, n) (c.n)

)|

\ Parejas de baile: CxC’



Como propiedades del producto cartesiano de dos conjuntos, enunciaremos las si-
guientes:

1. El producto cartesiano no goza de la propiedad conmutativa, ya que al cambiar
el orden de los factores, los pares ordenadosinvierten el orden de sus componentes; es de-

cir, que
AXB = BxXA

2. Se verifica la propiedad distributiva del producto cartesiano respecto de la union
e interseccion; es decir, que el producto cartesiano de un conjunto A con el conjunto union
de los conjuntos B y C, es igual a la unidn de los productos cartesianos de A por B, v A por
C, y andlogamente, el producto cartesiano de A por B, con A por C, simbédlicamente:

AX(BUC)=(AXBYU(AXC) ; AX(BNC)=(AxXB)N{AX(C)
o al revés
(BUC)XA=(BXA)U(CxA) ; (BNCYXA=(BXAN(CxA)
Ejemplo:

A=[p,q} . B={1,2} ; C={3,4}  BUC={1,234}
AXB AxXC AxX(BUC)

p.1 p,2 p.3 p. 4 p.1 p.2 p.3 p. 4
. Y _

q,1 q,2 q.3 q.4 q,1 q,2 q.3 q. 4

AxX(BUCI=(AXB)U(AXC)

3. Si A es un subconjunto de M, v B lo es de N, entonces el producto cartesiano de A
por B, es un subconjunto del producto cartesiano de M por N; es decir, que si AcM y BcN,
entonces AXBc M XN, ya que todo par de Ax B es un par de M X N, puesto que (4, b)eAX B
implica que aeAcM, be BCN.

Ejemplo:
A={1,2}cM={1,2,3} B={a,b}cN={a, b, ¢}
AxXB={(1,a); (1,b); (2,a); (2,b); ycMxN={(1,a); (1,b); (1,c);
(2,a); (2,b); (2,¢); (3,a); (3,b); (3,¢)}

4. El producto cartesiano de un conjunto cualquiera por el vacio, es el conjunto
vacio, puesto que al carecer de elementos uno de los factores no se puede formar ningan par
y, por consiguiente, el producto también carece de elementos,

AXB=¢
10. Ternas ordenadas

Se entiende por terna ordenada, tres objetos dados en un cierto orden. Dados tres
conjuntos A, B, C, llamaremos producto cartesiano de los tres conjuntos, al conjunto forma-
do por todas las ternas posibles que se pueden constituir con un elemento del primer con-
junto como primera componente de la terna, otro del segundo conjunto como segunda com-
ponente de la terna, y otro del tercero como ultima componente de la terna.

J
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Andlogamente se define n-pla como »n objetos ordenados, v el producto cartesiano
de 1 conjuntos, como el conjunto de las n-plas correspondientes.

Ejemplo:

A={m} B={p, g} C={a, b, c}
AXBXC={(m, p,a), (m,p b), (m,p,c), (m,q,a); (m,q,b), (m,q,c)}
NoTa:  Segun la definicion de producto cartesiano de dos conjuntos no se verifica la

propiedad asociativa, es decir, que (AXB)XC=AX(BXxC), convendremos en considerar las
expresiones anteriores equivalentes a la Ax B xC.
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TEMA 2. GRAFOS. CORRESPONDENCIAS. APLICACIONES

1. Grafos

Dados dos conjuntos A y B daremos el nombre de grafo G a todo subconjunto del pro-
ducto AX B; los elementos del grafo son, pues, pares ordenados de la forma (a, b) donde
aeA, beB.

Si convenimos en representar los conjuntos A v B mediante un diagrama de Venn y
mediante una flecha con origen en A vy extremo en b los pares que pertenecen a G, tendremos
la figura siguiente:

Esta nos indica que cl grafo G esta constituido por los pares {(ai, bs); (a, b)); (as, b2)}.
A los clementos de los conjuntos A v B que figuren, al menos una vez, como componentes
de los pares que constituyen G les daremos ¢l nombre de vértices del grafo: a los clementos
de ¢ste, es decir, a los pares ordenados del subconjunto considerado de AxX B, se les da el
nombre de flechas del grafo.

Los grafos anteriormente descritos sc¢ dicen orientados en ¢l sentido de que se puede
distinguir entre los vértices iniciales, de los cuales parten las flechas que corresponden a las
primeras componentes de cada par ordenado. elementos del grafo, y los vértices finales que
son los extremos o puntas de las tlechas que constituven las segundas componentes de los
clementos del grafo. Los primeros se llaman originales v los segundos imagenes.

Cambiando el sentido de las flechas, lo que equivale en nuestro caso a considerar el
subconjunto del producto B> A, se¢ obtienc otro grafo distinto del primero y que llamaremos
su inverso. Es decir, dado un gralo G sc obtiene otro que Hamaremos su inverso y denotare-
mos G ' sin mas que invertir ¢l orden de sus flechas (o de sus pares componentes). Para el
cjemplo de la figura tenemos

G '={(bs, ); (b, a); (b, as))
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2. Correspondencias
Una correspondencia entre los elementos del conjunto A v los elementos del conjun-

to B, en este orden, es un criterio, norma o ley que permite relacionar a cada elemento de A
con uno o varios de B. Los pares de elementos correspondientes se dicen homologos.

Ejemplo:

A={Deportes: tenis, futbol, ciclismo, esqui}

B={Utiles para el deporte: raquelta, balon, bicicleta, esquis }

La correspondencia viene representada por:

® W  Raqueta

° @ Pelota
% Bicicleta
[

. \y Tablas

Tenis @

Futbol @

Y

Ciclismo @ -

Esqui @

\j

Dada una correspondencia ¢ entre los elementos de un conjunto A y los de otro conjun-
to B, llamaremos al conjunto A conjunto inicial de la correspondencia ¢ v al conjunto B con-
junto final de la misma. Podemos indicar estos conjuntos por In(c) v Fin(c), respectiva-
mente.

Al conjunto formado por aquellos elementos de A, que tienen al menos un correspon-
diente en B mediante ¢, le damos ¢} nombre de conjunto original de la correspondencia v lo
denotamos Or(c). Se verifica, pues, que Or(c)cln(c).

Por ultimo, entederemos por conjunto imagen, mediante la correspondencia ¢, al sub-
conjunto del conjunto final constituido por todos los elementos de dicho conjunto que son
homologos, al menos, de un elemento del conjunto inicial de la correspondencia.

La imagen de un elemento a del conjunto original esta constituida por todos sus home-
logos mediante ¢, se indica Im.(a): En particular si a sélo tiene un homdlogo, entonces Im{a)
consta de un solo elemento. Convendremos en identificar el conjunto unitario Imda)={b}
con el elemento b y diremos que la imagen de a mediante ¢ es b.

Segun lo anterior, la imagen de un cierto conjunto A mediante la correspondencia ¢
es la unién de las imagenes de todos sus elementos. Se indica asi:

Im{A)= U Im(x)

Analogamente, el original de un elemento b del conjunto B es el subconjunto de A,
constituido por todos los elementos de Or(¢) cuyo homoélogo es b.
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Ejemplo:

In(cy=A={a a a: a; as a.}
Fin(cy=B={b, b, b. b}
Ord{B)={a a:as us}
[m(AY={b b b,}

Im(a)={b, bs}
Imda))=1{b:}
Ord{b)={w}

Ordby)y={a a us}

3. Grafo de una correspondencia

Una correspondencia queda determinada si conocemos todos los pares de elementos
homologos, es decir, si conocemos el subconjunto correspondiente del producto cartesiano
de AX B. Dicho subconjunto e¢s un grafo que decimos grafo de la correspondencia; recipro-
camente dado un grafo GC AX B éste determina una correspondencia ¢ unica entre los con-
juntos A y B, sin mas que asociar a cada elemento a¢€4, primer componente de los pares per-
tenecientes a G, el elemento be B, segundo componente de dichos pares.

El grato de la correspondencia € del ejemplo anterior, seria

G={(ay, b)); (ay, by); (ay, bs); (as, by); (as, bs))

4. Correspondencia inversa de una dada
Dada una correspondencia ¢ entre los conjuntos A v B del grafo G, podemos obtener

¢l grafo G ', inverso del anterior, al cual le vicne asignado una correspondencia tnica ¢! en-
tre lus conjuntos B y A que decimos correspondencia inversa de c.

Ejemplo:
El grafo de la correspondencia inversa del ejemplo anterior es:
G '={(b, a); (by, @); (by, a); (by, a); (b, a5)}
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5. Correspondencias univocas

Un caso particular e importante de correspondencia es cuando cada clemento del con-
junto original tiene un solo homologo en ¢l conjunto final; dicho de otro modo, cuando la
imagen de cada clemento del conjunto original e¢s un conjunto unitario. Estas corresponden-
cias se dicen univocas (también reciben el nombre de funciones, especialmente cuando son
correspondencias entre conjuntos de nameros).

6. Aplicaciones

Aplicacion es una correspondencia univoca en la que Or(c)=1In(c), o sea una corres-
pondencia univoca en la que todo elemento del conjunto inicial tiene homologo.

Una aplicacion entre dos conjuntos pucden ser de tres clases:
1.°) Las aplicaciones en las cuales Imi(c)=Fin(c), estas aplicaciones reciben el nombre

de exhaustivas, es decir, son aguellas en que todo elemento del conjunto final tiene un ho-
mologo, o varios, cn ¢l conjunto original.

[ Rl

2.°) De una aplicacion [ diremos que cs invectiva, cuando cada elemento de la ima-
gen Im(f) sea homoalogo de un solo elemento del conjunto inicial fn(f).
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3.°) Se denominan bivectivas o biunivocas, las aplicaciones tales que a todos y cada
uno de los elementos del primer conjunto corresponde uno sélo del segundo y reciproca-
mente o, lo que es lo mismo, si es una aplicacion inyectiva y exhaustiva simultaneamente.,

Si entre dos conjuntos se puede definir o establecer una biyeccion se dice que los
conjuntos son equipotentes o coordinables. Si dichos conjuntos son finitos, entonces tienen
¢! mismo nimero de clementos los dos conjuntos considerados.

Ejemplos:

a) Aplicacion exhaustiva

1. A={Cto. futbolistas de 1.* division}
B={Cto. equipos dc¢ futbol de 1.* division)

Correspondencia: a cada futbolista le hacemos corresponder su equipo.

[49)

A={Cto. de numeros naturales}

B={Cto. de nameros pares}
Correspondencia: a cada numero le hacemos corresponder su doble.
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b) Aplicacion inyectiva
1. A={Cto. de espectadores de una scsion del Teatro Licco)
B ={Cto. de localidades de la misma sesion del Teatro Licco}
Correspondencia: a cada cspectador le corresponde su localidad.
2. A={Cto. de numeros pares}
B={Cto. de los numeros naturales}

Correspondencia: a cada numero le hacemos corresponder su mitad.

¢) Aplicacion biyectiva
1. A={Cto. de caballos que participan en una cierta carrera}
B={Cto. de jinetes que montan los caballos de la carrera anterior}
Correspondencia: a cada caballo su jinete.
2. A={Cto de los numeros naturales}
B={Cto. de los numeros cuadrados perfectos}

Correspondencia: a cada numero natural se le hace corresponder su cuadrado.

7. Aplicacion inversa

La correspondencia inversa de una aplicacion biyectiva es otra biyeccion; si la aplica-
cion no es biyectiva su correspondencia inversa no sélo no ¢s biyectiva, sino que, en general,
ni siquiera es una aplicacion. Véanse de nuevo las definiciones vy ponga ¢l lector, aparte de
los siguientes, ejemplos de esta situacion.

Ejemplos:

A={Aviones en vuelo en un instante dado}
B ={Pilotos-jeles de los respectivos aviones del cto. A}
Correspondencia ¢: a cada avion su piloto-jele.

A B

c
U ¢——> b|

Ay €——— by

Correspondencia inversa ¢ ' a cada piloto-jefe su avion en vuelo.

B \ A
c

b, «—— q

by «——
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8. Correspondencias «en» y «sobre»

Las correspondencias para las cuale Im(c)=Fin(c) designando por A el conjunto inicial
v por B el conjunto final, diremos que es una correspondencia de A sobre B.

Cuando Im(c)cFin(c), Im(c)=Fin(c), es decir, si en el conjunto final de la correspon-
dencia existen elementos que no son homélogos de ningun elemento del conjunto original,
diremos que la correspondencia es de un conjunto en ¢l otro o brevemente que se trata de
una correspondencia en.

1.°

Correspondencia «en»: de A en B

2'(1
m b b
! X » X 1
ms x b,
m7
=X
m; — X b,
x—————7f
m4x Xb3
A B

Correspondencia «sobre»: de A sobre B

9. Composicion de aplicaciones. Aplicacion producto

Dadas las aplicaciones f del conjunto Aenel B,y g de B en ¢l conjunto C, diremos que
estas aplicaciones son multiplicables si Or(g)=1m(f); en este caso podemos definir otra apli-
cacién i de A en C, del modo siguiente:

Si
fla)=>b, aeA, beB 'y g(b)=c, beB, ceC
cntonces
h(a)=c, a€A, ceC
para cualquier elemento de A.
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La aplicacién & recibe el nombre de aplicacion producto, o aplicacién compuesta, de

f y g, lo que indicamos:
h=g o f

Este producto goza de la propiedad asociativa, pero no de la conmutativa.

Ejemplo:
f
A - B ° -C
2 1 > 1
4 - 2 4
6 3 9
2‘n n i nz

A={Conjunto de los numeros pares )
B={Conjunto de los nimeros naturales)
C={Conjunto de los cuadrados de los ndmeros naturales}

h=g.f
A C
| it 1
2 4 4 1
4 e 4
! H
o ) ;
: ] : [ .
. ) . 1 .
2n ! 5 : - 02
. ! . 1 .
] 1 . ! M
. ] . 1 .
[T, 3

A={2,4,6,...,}; B={1,2,3, ...}, C={1,4,9, ...}

xeA f(x):ieB ; L eB g(x):('—x;]_e(f
2 2 2
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TEMA 3. RELACIONES BINARIAS: ORDEN Y EQUIVALENCIA
CONJUNTO COCIENTE

1. Relacion binaria

En término generales, una relacion binaria es un criterio o norma que liga a dos ele-
mentos del mismo o distintos conjuntos. Este segundo caso esta estudiado en los capitulos
anteriores al tratar de las correspondencias y funciones.

Especialmente, cuando se trata de los elementos de un mismo conjunto C, considera-
mos que es una relacicn binaria, quedando ésta definida por un subconjunto R del producto
CxC, y lo expresamos en la forma siguiente:

aRb o bien a®b
aeC beC

A ese criterio o norma establecida entre a y b se llama Relacion.

Ejemplos:

1. En el conjunto de personas se pueden definir relaciones de parentesco:

R: «padre de...» R’ «<hermano de...»

Criterio 0 norma que permite afirmar si dos personas estan o no ligadas por dichas
relaciones de parentesco.

Si a estad relacionado con b, se expresa asi:

aRb, si y s6lo si «a es padre de b»

aR’b, si y solo si «a es hermano de b»
2. En el conjunto de namero naturales se puede definir la siguiente relacién:

R: «multiplo de ...»

criterio 0 norma que permite afirmar si dos nimeros naturales estan relacionados por R
(notacién aRb), si y solo si «a es multiplo de b».

3. En un conjunto de sellos de correos podemos definir una relacién, mediante el cri-
terio de suponer relacionados los sellos del mismo valor facial.
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4. Las relaciones binarias admiten diversas representaciones graficas, entre las quc
seflalamos:

4.1. Representacion sagital o por flechas:

4.2. Representacion cartesiana:

4.3. Representacion matricial o en cuadro

R a b c d
a X X
b X
c X
d X

Consideremos una correspondencia de un conjunto A en si misma, de manera que a
cada elemento de A4 le corresponda, por homélogo, otro elemento de A, siendo RcAXA el
grafo de dicha correspondencia. Esta es una relacion binaria, definida en el conjunto A. Dos
clementos de 4 homologos mediante R, se dice que estan relacionados (el orden es esencial:
a puede estar relacionado con «’ v @’ no estarlo con a).

El grafo de la relaciéon indicada en L.s representaciones anteriores es:
R={aa), (b, a), (b, ), (d b), (d, d)}
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2. Propiedades

Una relacion binaria definida en un conjunto A puede gozar, entre otras, de las si-
guientes propiedades:

1. REFLEX1VA. Una relacién binaria decimos que es reflexiva si todo elemento de A4 esta
relacionado consigo mismo. Es decir, si para todo a€A se verifica que (4, a)eR.

Ejemplo: La relacion de divisibilidad entre nimeros naturales es reflexiva, ya que todo
numero es divisor de si mismo.

2. SIMETRICA. Esta propiedad indica el hecho que ocurre cuando si un elemento a
del conjunto estd relacionado con otro &, entonces también b esta relacionado con a.

«si (a, bYe R entonces (b, a)eR»

Ejemplo: La relacién de perpendicularidad entre rectas del plano tiene la propiedad si-
métrica, ya que si la recta a es perpendicular a la recta b, entonces b es perpendicular a la
recta a.

3. ANTISIMETRICA ESTRICTA: Es la propiedad que indica el hecho contrario a la anterior,
¢s decir que si a esta relacionado con b, entonces b no esta relacionado con a.

Ejemplo: La relacion de paternidad es antisimétrica estricta, ya que si «a es padre
de b», entonces necesariamente «b no es padre de a».

4, ANTISIMETRICA. Esta propiedad también es opuesta a la 2, pero en un sentido no
tan fuerte como la anterior. Podemos enunciarla de la siguiente manera: si a esta relacionado
con b, en general b no estarad relacionado con «, pero si también b estd relacionado con «,
es que a y b son el mismo elemento, es decir que si simultdneamente se verifica que a esta
relacionado con b y b esta relacionado con «, entonces a es igual a b.

«si (a,b)eR v (b,a)eR entonces da=b»
Ejemplo: La relacion de inclusion entre conjuntos posee la propiedad antisimétrica,
ya que:
«si AcB vy BcA entonces A=DB»
5. TRANSITIVA. Siempre que un elemento a esté relacionado con otro b y éste a su
vez. con un tercero ¢, y de aqui podamos deducir que a esta relacionado con ¢, diremos que
la relacidn correspondiente posee la propiedad transitiva

«si (a,b)eR y (b, c)eR entonces (a,c)eR»

Ejemplo: La relacion de paralelismo entre rectas del plano es una relacién transitiva,
va que si: «a es paralela a b y b es paralela a ¢, entonces d es paralela a ¢».

3. Relaciones de orden

Se llaman relaciones de orden, aquellas que poseen las propiedades 1, 4 y 5.

Si gozan sélo de las propiedades 3 y 5 se dicen relaciones de orden estricto; y en el
caso c¢n que las relaciones posean unicamente las propiedades 1 v 5, las llamaremos relacio-

nes de preorden.
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Si entre los elementos de un conjunto se tiene definida una relacion de orden, se dice
que el conjunto estd ordenado.

—

Para indicar las relaciones de orden utilizaremos el simbolo < que leeremos «menor
o igual que»; utilizaremos el simbolo < que leeremos «menor que» o «estrictamente menor
que», para indicar las relaciones de orden estricto; por ultimo las relaciones de preorden
las designaremos mediante el signo < que leeremos «precede a».

Ejemplos:

a) La relacion de inclusion entre conjuntos es una relacion de orden, ya que verifica
las propiedades reflexivas, antisimétrica y transitiva.

b) La relacién de descendencia es una relacion de orden estricto pues verifica las
propiedades 3 y 5.

¢) La relacion de paisanaje es una relacion de preorden, ya que goza de las propie-
dades 1 y 5.

4. Mayorantes y minorantes

Dado un conjunto ordenado C y un subconjunto S del mismo, los elementos de C, que
son mayores que todos y cada uno de los elementos de S, reciben el nombre de mayorantes
de S en C; los elementos de C que son menores que todos y cada uno de los elementos de S
reciben el nombre de minorantes de S en C. Mayorantes y minorantes también suelen recibir
el nombre de cotas superiores e inferiores de S en C, respectivamente.

Ejemplos:

a) C={Conjunto de nimeros racionales comprendidos entre —12- y -123}

. . . . 3 9 i .
S={Conjunto de numeros racionales comprendidos entre 5y y e excluidos éstos}

. . . 9 13
Mayorantes de S en C, son todos los numeros racionales comprendidos entre — vy >

: . . . 1 3
Minorantes de S en C, son todos los nimeros racionales comprendidos entre > y >

b) Sea XcA, es decir, XeP(A). Mayorantes de X en P(A) son todos los subconjuntos
de A que contienen a X, y minorantes los subconjuntos de A que estan contenidos en X.

c) Sea C={Cto. de personas comprendidas entre 10 v 40 afios}

Sea S={Cto. de personas de edades comprendidas entre 20 y 30 afios}
Mayorantes de S en C son las personas mayores de 30 afos y menores de 40.

Minorantes de S en € son las personas menores de 20 aftos y mayores de 10.
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5. Infimo y supremo. Maximo y minimo

Elemento infimo o, simplemente infimo, de un subconjunto S de un conjunto ordena-
do C, es la mayor de la minorantes de S.

Analogamente se define el supremo de un subconjunto S del conjunto ordenado C,
como la menor de las mayorantes de S.

El infimo y supremo de un subconjunto S también son designados por extremo infe-
rior y extremo superior de S, respectivamente.

En el caso en que el infimo de S pertenezca a S se le da el nombre de minimo de S;
andlogamente si el supremo de S es un elemento del propio S, dicho supremo recibe el nom-
bre de clemento mdximo de S.

Dado un subconjunto A de un cierto conjunto ordenado B, los elementos que acaba-
mos de definir pueden o no existir, para dicho subconjunto A.

Ejemplos:

. e 3 9 .
En el ejemplo anterior a), el infimo de S es 5 el supremo es T S no tiene ele-
mento minimo ni elemento maximo.

En el ejemplo anterior ¢) el conjunto S tiene infimo y supremo, que por pertenecer a S,
son respectivamente el minimo y el maximo de S.

6. Intervalos y segmentos

Dado un conjunto ordenado C, y dos elementos a v b del mismo, supondremos a< b, lla-
maremos intervalo de extremo a y b, representacion Ja, b[, al conjunto de elementos de C
estrictamente mayores que a y estrictamente menores que b, es decir, todos los elementos
de C comprendidos entre a y b excluidos ellos mismos, simbélicamente:

la, bl ={xeC/a<x, x=a, x<b, x=b}

Llamaremos segmento de extremos a y b, [a, b], al conjunto de elementos de C que
son mayores o iguales al elemento a y menores o iguales a b, es decir, todos los elementos
de C comprendidos entre a y b incluidos ellos mismos, simbdlicamente:

[a,b]={xeC/asx y x<b}

Ejemplos:

} I i IITIVIOT I " TIITIFTI S

0 1 2 3 4 - 5 6
[3,5]={x/3<x<5}
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7. Relaciones de equivalencia

Toda relacién que verifique las propiedades 1, 2 y 5, es decir que sea reflexiva, simé-
trica y transitiva diremos que es una relacion de equivalencia. Esta relacion se suele indicar

B

mediante el simbolo =, que se lee «equivalente a» o por el signo = que se lee «igual a».

Ejemplos:

a) El paralelismo de rectas es una relacion de equivalencia.
b) La semejanza de tridngulos es una relacion de equivalencia.

c) En el conjunto de personas tener la misma nacionalidad es una relacion de equi-
valencia.

d) Dos nameros enteros nr y 1 diremos, que estan relacionados, si su diferencia es
multiplo de 3; esta relacion verifica las leyes:

Reflexiva:
nRn n—m=0=0-3

Simétrica:
nRmon—-m=3=h-3eom-n=_(—h)3 @ nRn

Transitiva:
nRm e n—m=3h

mRp wm—p=3k
quedando n—p=3(h+k)< nRp,

luego esta relacién es de equivalencia.

8. Clases de equivalencia

Dada una relacion de equivalencia en un conjunto C, se llama cluse de equivalencia a
los subconjuntos formados por los elementos relacionados, o equivalentes, con uno determi-
nado aeC.

Toda relacién de equivalencia definida entre los elementos de un conjunto A produce
una clasificacién de sus elementos en clases.

En efecto, consideremos una relacion de equivalencia R definida en 4; dados dos cle-
mentos x ¢ v de 4, tenemos que, x estd relacionado con y mediante R (notacion: xRy), o bien, v
no esta rclacionado con y mediante R (notacion: x no Rv). En ¢l primer caso, para todo aeA
relacionado con x tenemos que aRx, vy, como xRy, la propiedad transitiva nos dice que aRy.
Lucgo ¢l conjunto de todos los elementos de A relacionados con uno dado, estan relacionados
entre si y forman un subconjunto de A que designaremos por {Rx}, y es una clase de equi-
valencia.

Si, por el contrario, y no Rx resulta que y¢{Rx}, pudiendo formar otra clase Ry con
todos los elementos de A relacionados con y. Se puede seguir de este modo hasta agotar los
elementos de A
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Tenemos, pues, que Ui{Rx}:A y, por otro lado, las clases asi constituidas son dis-
XES
juntas dos a dos, ya que si Rys= Ry se verifica que RxN Rv=0, pues si existiera un elemento
m comun a ambas tendriamos que mRx v mRy lucgo xRy, lo que implicaria que Rx=Ry en
contra de la hipdtesis.

Ejemplos:

a) Las clases de equivalencia correspondientes a la relacion de paralelismo entre
rectas del plano son las distintas direcciones en ¢l plano, es decir, cada clase es el conjunto
de rectas paralelas a una dada.

b) En el caso de la semejanza de triangulos cada clase de equivalencia esta constitui-
da por todos los tridngulos semejantes a uno dado.

¢) En el tercer ¢jemplo de relaciones de equivalencia, las clases son las distintas na-
ciones consideradas como conjuntos de individuos de la misma nacionalidad.

d) La rclacién de equivalencia definida en este altimo ejemplo subordina las siguien-
tes clases de equivalencia: Los multiplos de tres, los multiplos de tres mas uno y los multi-
pos de tres mas dos.

Una clase de equivalencia puede ser representada por uno cualquiera de sus elementos.

9. Conjunto cociente

Conjunto cociente de un conjunto C, por una relacion de cquivalencia R, es el conjunto
de las clases de equivalencia determinadas en C por R, es decir, los elementos del conjunto
cociente son los subconjuntos de C constituidos por todos los elementos de C que son equi-
valentes centre si mediante R. Notacion: C/R.

— En el primer ejemplo de los citados anteriormente el conjunto cociente es el con-
junto de direcciones del plano.

— En el tercer ejemplo el conjunto cociente es el conjunto de naciones.






CAPITULO III

TEMA 1. COORDINACION DE CONJUNTOS

1. Conjuntos coordinables
Sea el conjunto C={a, b,c,d} en el que cada elemento aeC representa un alumno de
una clase en la que hay libros a disposicion de aquéllos. Sea a’eC” uno de esos libros per-

tenecientes al conjunto C'={a’, b’, ¢, d"}

Entregando un libro a cada uno de los alumnos:

a—>da
b > b
c = c
d - d
Se tiene asi una correspondencia tal, que no ha sobrado ningin libro ni hay alumno

que haya quedado sin él.

Decimos entonces que esos dos conjuntos son coordinables, o bien que existe entre
ellos una correspondencia biunivoca o biyectiva.

Representemos esto graficamente con el diagrama de Venn, en el que a cada elemento
del primer conjunto corresponde uno sélo del segundo y reciprocamente.

Ejemplos:

1. Conjunto de automdviles en circulacién y conjunto de conductores de los mismos
son también conjuntos coordinables.

2. EI conjunto de circunferencias y el conjunto de sus centros son conjuntos coordi-

nables.
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2. Propiedades

La coordinacién de conjuntos es una relacién de equivalencia, ya que si, como vimos
en el apartado anterior, dos conjuntos son coordinables cuando entre sus elementos se pue-
de definir una biyeccion, tenemos:

1. Todo conjunto es coordinable consigo mismo mediante la aplicacion idéntica,
l.la)=A, VaeA, que es biyectiva. (P. reflexiva).

2. Si un conjunto A es coordinable con otro B, existe una biyeccion ¢(a)=1>b, luego la
aplicaciéon inversa ¢~'(b)=a también es biyeccién y, por tanto, B es coordinables con A.
(P. simétrica).

3. Si A es coordinable con B v éste lo es con C, es decir, si f:A< By g:B « C son
biyectivos, también lo es la aplicacion compuesta (g o f): A <« C, por tanto, A es coordinable
con C. (P. transitiva).

3. Clases de conjuntos coordinables

La coordinaciéon permite clasificar los conjuntos en clases de equivalencia, formada
cada una de ellas por todos los conjuntos coordinables entre si. Cualquiera de los conjun-
tos que constituyen una clase puede ser elegido como representante de la misma.

Daremos el nombre de cardinal de un conjunto a la clase de equivalencia a la que
pertenece dicho conjunto.

Cuando los conjuntos que forman una clase de equivalencia son finitos al cardinal
correspondiente se le da el nombre de nimero natural.

Segun lo anterior los nimeros naturales son las clases de conjuntos finitos coordina-
bles entre si.

4. Sucesion de numeros naturales

Si tomamos un conjunto con un solo elemento, es decir, un conjunto unitario, a su car-
dinal lo representamos por el simbolo 1, y lo llamamos uno:

Cla)=C'{a")=1

agregando un elemento mds a ese conjunto, su cardinal se representa por el simbolo 2, y lo

llamamos dos:
Cla, b)y=C(a’, b")=2

continuando asi sucesivamente formamos nuevos conjuntos, cuyos cardinales representamos
por 3, 4,5, ... y llamamos tres, cuatro, cinco, ... Estos sucesivos conjuntos que hemos ido
formando al agregar una unidad al anterior y los coordinables con cada uno de ellos, for-
man clases de equivalencia y cada una de ellas determina un numero natural.

El conjunto formado por todas ellas y que representamos por N, es decir,
N={1,2,3,...}
constituye la llamada sucesion de niimeros naturales.
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Bastara, pues, dado un conjunto cualquiera compararlo con N y ver con qué parte de

ese conjunto es coordinable, y el nimero que le corresponda es el niimero cardinal del
conjunto.

Ejemplos:
1. Sea, por ejemplo, el conjunto de triangulos

AN A A A A A
a b ¢ d e f g

¢Cuantos triangulos hay?
Comparemos con el conjunte N y tendremos:

C..abcdefyg
N..1234567

Como esos dos conjuntos son coordinables, el numero de triangulos, nimero natural,
serd 7, que corresponde al cardinal del conjunto.

2. Sea A={A,0, 0} conjunto coordinable con {1,2,3}cN, decimos que el cardinal
de A es 3.

Observemos que todo nuamero de la sucesion se obtiene del anterior agregandole una

unidad.
5. Igualdad de wimeros naturales
Dos numeros naturales decimos que son iguales si representan la misma clase de con-

juntos coordinables.

Propiedades de la igualdad

a=ua Simétrica
a=b=b=u Reflexiva
a=b, b=c=a=c Transitiva

La igualdad de nimeros naturales es, por tanto, una relacién de equivalencia.

6. Orden de los numeros naturales
. \ 4 . 4 . .
Diremos quc el nimero natural ¢ es menor o igual que el namero b y escribiremos
a<sh

cuando los conjuntos de la clase representada por a sean coordinables con los conjuntos de
la clase representada por b o con algin subconjunto de los mismos.
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Propiedades del orden

asa Reflexiva
a<by bLa=s a=bh Antisimétrica
ash, b<ec=a<c Transitiva

Dados dos elementos a, b de N se verifica que a<b o b<a; el orden en N es total.

7. Conjuntos bien ordenados

Un conjunto ordenado se dice bien ordenado si todo subconjunto del mismo tiene
primer elemento.

En este sentido, decimo que: La sucesién natural esta bien ordenada.

La operacién que realizamos para formar las distintas clases de conjuntos se deno-
mina contar.

Contar es, pues, efectuar la coordinaciéon de los elementos de un conjunto con un
subconjunto de N a partir del 1, de manera que a un elemento del conjunto se le hace co-
rresponder el 1, al siguiente el 2 y asi sucesivamente; el nimero correspondiente al dltimo
elemento del conjunto se dice que es el mimero ordinal de dicho conjunto.

El nimero ordinal no depende, por tanto, del orden en que se cuenten los elementos,
sino del cardinal del conjunto.
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TEMA 2. SISTEMAS DE REPRESENTACION NUMERICA

1. Sistemas de numeracion

Como seria imposible asignar a cada numero de la serie indefinida de nuimeros natu-
rales un simbolo y un nombre, ha sido preciso dar reglas y establecer algunos convenios que
permitan cxponer y representar los ntimeros mdas facilmente.

Para facilitar esta operacion, tanto en su expresion oral como en la escrita se han
formado los distintos sistemas de numeracion.

En todo sistema, la reunién del numero de unidades que forman una unidad del orden
siguiente se llama base del sistema.

Cuando la base es diez, el sistema es el llamado sistema decimal que no detallamos
por ser conocido.

Los convenios establecidos para los sistemas de numeracién son:

a) En todo sistema de numeracién de base b: b unidades de un orden constituyen
una unidad del orden siguiente.

b) Para su escritura o notacion:

1.°)  Que cada cifra ocupe en la escritura el lugar que a su niamero de orden corres-
ponde. Contamos de derecha a izquierda.

2.°) Que el valor de cada cifra por su figura, es independiente del que le correspon-
de por el lugar que ocupa.

3.°) La carencia de unidades de un orden se representa por el simbolo 0, que es la
clase de los conjuntos carentes de elementos.

Por esa razén, la sucesién N se expresa también asi: (N, 0).

2. Sistema binario

Supuesto manejado con soltura el sistema decimal, conviene dar a conocer, a nivel de
ensefianza basica, el modo de expresar los ntimeros en distinta base, y fundamentalmente en
base 2, ya que su uso hoy dia es constante como aplicacién a los distintos problemas desa-
rrollados en los ordenadores.

En el sistema binario, se utilizan para la expresion del nimero las tunicas cifras de
0 y 1, ya que su base es 2, andalogamente a como en el sistema decimal, se utilizan el 0 y
nueve cifras ya que su base es 10.
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Para evitar la enumeracién de esas reglas generales, podemos directamente referirnos
al sistema binario, tinicamente sirviéndonos de partida el sistema decimal, en donde podemos
escribir la serie de potencias de base 10

107, ... 10%, 10", 107, 10°

que constituyen los distintos 6rdenes de unidades y en donde cualquier niimero puede expre-
sarse como una suma de potencias de 10, como, por ejemplo,

237=2-10"+3-10+7-10°
Escribamos analogamente estas relaciones referidas a la base 2.

Es decir, los distintos ordenes de unidades en base 2 vendran expresados por la serie

de sucesivas potencias:
2!1 23 22 2) 20

y también cualquier nimero podra expresarlo, como una suma de potencias de 2, como po-
demos ver con el mismo ejemplo anterior.

En efecto:
27<237<2®  luego 237=2"+109
2°<109<2"  luego  109=2445
2’< 45<2®  luego 45=2"+13
< 13«2 luego 13=2'+5
22< 5«2 luego 5=2"+1
1=2"

Por consiguiente, sumando estas igualdades resulta
237=2"4+2042° 42" 422 42"
que justifica la descomposicién citada.

Conviene hacer observar que, por tratarse de base 2, en esta descomposicién ninguna
potencia que figure en la misma puede llevar coeficiente alguno distinto de la unidad.

Por tanto, teniendo en cuenta el mismo principio de la numeracion decimas en cuanto
al valor relativo de las cifras segan el lugar que ocupen en la escritura, poniendo 0 donde
falte alguna, y observando que en el anterior desarrollo de potencias de 2, faltan las corres-
pondientes a exponente 1 y 4, es decir, las de segundo y quinto lugar, el nimero quedara es-

crito asi:
237=11101101,,

Ejemplo:

Consideremos un semaforo con sus dos luces de color rojo v verde.

Rojo Verde

o- [0
m o
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Supongamos que los discos cambian de color cada medio minuto, y deseamos expre-
sar en sistema binario el nimero de cambios que se realizan de 8 a 12 de la manana.

Evidentemente el numero de cambios es de 480 expresado en el sistema decimal. Por
tanto, como este numero, conforme a lo indicado anteriormente, puede descomponerse en
suma de potencias de 2, resulta:

480=2%+2742°42°
Bastara colocar 0 en el lugar que corresponda a la carencia de esas potencias, y 1 en el lugar
que existan déstas, va que como se ha dicho, todos los coeficientes de estas propiedades nece-
sariamente son la unidad, para que, siguiendo las normas establecidas, ese nimero quede

expresado ¢n ¢l sistema binario en’la siguiente forma:

111100000
3. Problema inverso

El problema inverso, ¢s decir, conocido el numero en base 2, escribirlo en base deci-
mal, ~odemos resolverlo simplemente procediendo en la forma siguiente:

Sea el numero n dado en base binaria:
n=110101001,
segun lo establecido anteriormente, las cifras 1 indican que en la descomposicion del ndme-
ro en potencias de la base, es decir, de 2, existen de éstas las que corresponden a los drde-

nes del lugar que ocupan, no existiendo en aquellos que figura 0.

Por consiguiente, existiran unicamente potencias de 2, correspondientes a los dérdenes:
primero, cuarto, sexto, octavo y noveno, es decir,

20,24,2,20 y 2

luego el namero sera
n=204274204-2°4-2°

que efectuando sus operaciones nos da
n=256+128+4+32+8+1=425

Es decir:
n=110101001,=425

4. Unicidad

Dos numeros representados en el mismo sistema de numeracién con los mismos gua-
rismos y en ¢l mismo orden son iguales, es decir la representacién numérica en cada siste-
ma es unica.
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TEMA 3. OPERACIONES Y CALCULO EN N.
NOCION DE ESTRUCTURA. SEMIGRUPO Y SEMIANILLO

1. Adicion de numeros naturales

Si el nimero natural a representa la clase de los conjuntos coordinables con Ay b la
clase de los conjuntos coordinables con B, sumar a y b es obtener un tercer namero ¢ que
representa la clase de los conjuntos coordinables con AU B. (Suponemos que A y B son dis-
juntos, es decir, ANB=9).

La suma dc los numeros a y b se indica a+b y se lee: «a mas b».

Sean los conjuntos M y N representados por los diagramas siguientes:

MUN

La union de esos dos conjuntos, es el conjunto formado por todos los elementos de
ambos.

Si esos conjuntos son los representantes de los nameros 6 y 5, o lo que es lo mismo,
¢stos son las clases de aquéllos, la suma de esos numeros se indica:

6+5
v es la clase del conjunto M UN cuyo representante es 11.

La suma de numeros naturales obedece a distintas leyes:
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a) Uniforme

Si M y N son conjuntos representantes de m vy n, v My N’ son otros representantes
de los mismos numeros, se verifica que:

m=m , n=n" y MUN=MUN

Yy, por tanto,
m4tn=m-+n’

b) Asociativa
Entre los conjuntos M, N y P se verifica
(MUN)UP=MU(NUP)
por tanto, entre sus clases se verifica
(m4+n)+p=m+mn+p)
c¢) Conmutativa
Si entre los conjuntos M y N, cuyos representantes son m y n se verifica
(MUN)=(NUM)
entre los nameros se verifica
m+n=n-+m
d) Elemento neutro
MUo=M
es decir,
m+0=m
Ejemplo: En virtud de las propiedades anteriores se puede comprobar la siguiente
igualdad
74+(342)+5=3+7+(5+2)

2. Sustraccion

Dados los nuimeros naturales a y b, tales que a=b se llama diferencia entre a y b al
nimero x, tal que al sumarlo con b se obtiene «.

Escribamos: a—b=x, es decir, b+x=a.

El nimero a se denomina minuendo, el b sustraendo y x diferencia.

3. Muliiplicacién

Dados los conjuntos A y B representantes de las clases que determinan los numeros
naturales a y b, llamamos producto de a por b al nimero natural determinado por el conjun-
to AX B y todos los coordinables con él.
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Propiedades de la multiplicacion

Este producto goza de las siguientes propiedades:

a) Uniforme

Si
A=~A" y B=B

los conjuntos AXB y A’X B’ son coordinables v, por consiguiente, sus representantes seran

S

iguales, es decir, vendran expresados por el mismo nimero natural
a-b=a-b
b) Conmutativa

Como los conjuntos AXB y BXA, son coordinables, pues el cuadro de sus elementos
es el mismo, sus nimeros naturales correspondientes axXb y b Xa seran iguales, es decir,

a-b=b-a
¢) Propiedad asociativa

Como el producto de los conjuntos (AX B)xC, tiene tantos elementos como el producto
de los conjuntos AX(BxXC), ambos productos son coordinables, y, por consiguiente, entre
sus numero naturales correspondientes se verifica que

(a-b)-c=a-(b-c)
d) Elemento neutro

Elemento neutro en la multiplicacién es un numero x, tal que cualquiera que sea el nu-

mero a se verifica:
x-a=a

Este elemento x es el correspondiente a la clase de los conjuntos unitarios, es decir,
t=1, ya que si el conjunto A es un representante de la clase a y C={u} es un representante
del numero 1, tenemos que AXC vy A son conjuntos coordinables y, por tanto,

a-1=ua

e) Propiedad distributiva

Si tenemos el producto Ax(BUC) y los productos AXB y' AXC, observamos que el
conjunto de los pares de elementos del primer producto es el conjunto de los pares de los

otros dos, es decir, que
AX(BUC)=(AXB)U(AXC)
y, por consiguiente, se verificara entre los nimeros naturales correspondientes la relacion
a-(b+c)=ab+ac
que constituye la propiedad distributiva de la multiplicacion.
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Las operaciones de adiciéon y multiplicacion en /N estan ligadas por la propiedad dis-
tributiva.
4. Nocién de estructura matematica

Un conjunto C y una operacién «o» definida entre los elementos del conjunto y que ve-
rifique unas ciertas propiedades, diremos que es una esiructura matemdtica.
5. Semigrupo

En el caso que la operaciéon «o», definida entre los elementos de C, goce de las pro-
piedades:

1. Asociativa.
2. Conmutativa.

3. Existencia de elemento neutro.
diremos que el par (C, o) tiene estructura de semigrupo.

En este sentido el conjunto [N de los numeros naturales con la adicién anterior-
mente definida es un semigrupo aditivo.

Andlogamente [N respecto de la multiplicacién es un semigrupo multiplicativo.

6. Semianillo
Si en un conjunto C estan definidas dos operaciones «o», «*» respecto de cada una de
las cuales C tengan estructura de semigrupo, y ligadas por la propiedad distributiva (C, o, %),

se dice que tiene estructura de semianillo.

Por consiguiente ( IN, +, -), es un semianillo.

7. Propiedades de monotonia

El orden definido (tema 1 de este capitulo) en los numeros naturales es compatible
con las operaciones de sumar y multiplicar, es decir, se verifica que: si a<b y c¢<d, entonces

at+c<b+dy a-c<b-d

Estas propiedades se conocen como propiedades de monotonia de la suma y produc-
to de nimeros naturales y puede el lector comprobarlos como ejercicio.
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CAPITULO IV

TEMA 1. LA DIVISION ENTERA. SU MECANISMO

1. Division exacta

Al definir la multiplicaciéon de nuimeros naturales decimos que dados dos numeros
b v ¢ siempre se podia determinar otro numero a, su producto, y escribiamos: a=b-c.

El problema inverso, dados dos numeros a v b determinar otro numero ¢ tal que
a=b-c (1), no siempre admite solucién en IN. Por ejemplo, dados a=18 y b=6 podemos de-
terminar ¢=3, tal que 18=6-3; pero dados ¢=21y b=4 no existe ningun natural ¢ tal que
21=4.¢, ya que si ¢=5, 4-5=20<21 y si c=6, 4-6=24>21.

Cuando para un cierto par de numeros a y b existen un tercero ¢ cumpliendo la rela-
cién (1), diremos que a es divisible por b; la operacién que permite determinar este nume-
ro ¢ se llama division exacta de a por b; de a decimos que es el dividendo y b el divisor,
dando a ¢ ¢l nombre de cociente de la division considerada.

La operacion se indica con el simbolo «:» entre dividendo y divisor, asi: a:b, 0o me-

. . . a
diante una raya que separa dividendo y divisor en este orden, 5 0 a/b, y se lee en estos casos:
a dividido por b.

Ejemplos:
1) 16:4=4, ya que 4-4=16; 26:13 =2, ya que 13-2=26.

2} 15:5=3, 15:3=5.

Propiedades
1) Si a:b=c, entonces a:c=>b.

2) Si multiplicamos el dividendo por un numero k, el cociente queda multiplicado
por k: si a:b=c, entonces (ka): b=kc, pues

a=bc 'y ak=bck=>b(kc)



3) Si dividendo v divisor se multiplican ambos por un mismo nuamero, el cociente
no varia: si a:b=c, cntonces (ka) (kb)y=c¢, pues a=bc y ka=bck=bkc.

4) El cociente de la suma de dos numeros por otro b es la suma de los cocicntes que
resultan al dividir por b cada uno dc¢ los sumandos:

(ai+a):b=(a:b)+(a:b) pues [(a:b)+(anb)] - b=(ar:b)-b+(arxb)-b=a,+a:

2. Division entera

Acabamos de ver en el apartado anterior que dados dos numeros naturales ¢ y b no
siempre se podra encontrar un numero ¢, tal que bc=a. Entonces planteamos la cuestion de
esta otra manera. Dados dos numeros naturales a y b se trata de encontrar el mayor namero
natural ¢, tal que su producto por b sca menor o igual que «, es decir, un nmero ¢, tal que
be<ay que b-(c+1)2a

La operacion que permite determinar el numero ¢ se llama division entera de a por b,
el nimero ¢ es el cociente por defecto vy la diferencia a — be=r recibe el nombre de resto por
defecto; los nameros a vy b sc siguen Hlamando dividendo y divisor respectivamente en la di-
vision entera. Tenemos, pucs, que c=bc-+r, con r<b, ya que a<blc+1)=bc+b, v por
tanto, be+r<bce+b y r<b.

Si en lugar de considerar ¢l numero ¢ consideramos el ¢+1 tendriamos el cociente
por exceso y r’'=b(c+1)—a seria ¢l resio por exceso y, por consiguiente, la suma de los res-
tos por exceso y por defecto ¢s igual al divisor: r=a—bc, r=b(c+1)—a=bc+b—a suman-
do tenemos r+r'=b.

Ejemplos:
Dividir 815 por 7

Tenemos que 7- 107 <815<7-10°, luego el cociente tiene tres digitos pues esta compren-
dido entre 100 y 999. Para calcular las centenas del cociente se tiene 7-1<8<7-2, por tanto
I es el primer digito del cociente (centenas); queda 815—700=115. Tomamos las 11 decenas
vy como 7-1<11<7:2, la segunda cifra del cociente (decenas) es también 1; por ultimo para
las unidades tenemos 115-70=45 v como 7-6<45<7-7 la altima cifra del cociente es 6 v
queda 45—42=7-116+3.

Dividir 411 por 12

Como 12-10<411 <1210 ¢l cociente esta comprendido entre 10 y 99, tiene por consi-
guiente dos digitos. El numero de decenas del cociente lo obtenemos de 12-3<41<12-4; que-
dan 411 —360=51 unidades y como 124 <51 < 12.5 tenemos las unidades del cociente, ¢l cual
es 34, y el resto viene dado por 51—48=3, 0 sea que 411=12-34+3.

3. Mecanismo y practica de la division entera

El mecanismo de la division consiste en realizar las fases que nos permitan saber cual
es el numero maximo de veces que se puede restar el divisor del dividendo, cada una dc estas
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sustracciones da un resto parcial de la division v cuando sc obtenga un resto menor que el di-
visor sc¢ ftinaliza la operacion. El cociente viene dado por ¢l namero total de sustracciones.

(Este proceso cs el utilizado a veces en la programacion de las calculadoras, en las
que, dada su rapidez operativa, no importa tanto la longitud del proceso como la sencillez del
mismo; cn cambio c¢n la practica manual de la division ¢l proceso se simplifica como se ha
indicado en los cjemplos anteriores).

Observacion metodoldgica: Una vez comprendido ¢l proceso de la division se debe ten-
der a su realizacion automatica.

4. Ejemplos y aplicaciones

Aplicamos a continuacion la division para ¢l cambio dc base en los sistemas de repre-
sentacion numérica y damos un ¢jemplo de como se inicia un programa para clectuar divi-
siones con ordenador, para lo cual se ha dibujado el organigrama correspondicnte v se han
escrito secuencialmente las distintas fases del mismo.

a) Cambio de base en los sistemas de representacion numérica

En el tema 2 del tercer capitulo hemos visto la representacion de los nimeros en dis-
tintas bases. El numero 3.512 escrito en base 8, se puede escribir 3-8'+5-8+1-8+2 que es ¢l
numero 3-51245-6441-84+2=1.866 e¢n base 10; por tanto, para pasar dc un nimero cscrito
en base b al mismo escrito en base 10, basta escribir dicho numero en base b en forma poli-
nomica v efectuar las operaciones indicadas.

El problema inverso: dado un namero escrito en basce 10 escribirlo en base b, es ¢l
que vamos a resolver por medio de la division entera.

Dado ¢l numero A en base 10 para expresarlo en base b se divide 4 por b, ¢l resto de
esta divisién nos proporciona las unidades de A respecto de la nueva basce; si el cociente ¢
es mayor que b se efectta una nueva division de ¢ por b, ¢l resto son las decenas respecto la
base b, ctc.; es decir,

A=cb+a, st ¢>b tenemos ¢c=cb+a, luego

A=(ob+a)b+a=cb+ab+ar si o,>h . c=b+a
A=(b+a)b'+arb+ar=c:b*+ab’+a b +a, clc.

y ¢l proceso termina cuando el cociente ¢, sea menor que b.
Si, por ejemplo, queremos escribir 815 en base 7, tencmos:
815=116-7+3; 166=16-7+4
luego

815=(16-7+4)-7+3=16-7"+4-7+3

como ‘
16=2-7+2; 815=(2-7+2)7+4-7+3=2-7"+2.7+4-7T+3

v queda
815=2.243,



b)

LLos calculos se pueden disponer de la siguiente manera:

815 7
11 116 7
45 46 16 7
3 4 2 2
unidades
decenas
centenas
millares

Division de a por b. Organigrama v lista de secuencias

PRINCIPIO
PROCESO

Datos a=57 ,

SUSTITUIR

ESCRIBIR
RycC

a por a’
c por ¢’

CALCULAR
a’=R-—b
¢’'=c+1

b=13

5]

_.____..__.
o L A W N —

18.
19.
20.
21.

22.

S v ® N o U & W

Datos «=57, b=13; se pone ¢=0
Se pone: R=57, C=0

Es 57>13 ? Si

Calcular 57—13=44, 0+1=1
Sustituir 57 por 44, 0 por |
Poner R=44, C=1

Es 44>13 ? Si

Calcular 44—13=31, 1+1=2
Sustituir 44 por 31, 1 por 2
Poner R=31, C=2

Es 31>13 ? Si

Calcular 31—13=18, 24+1=3
Sustituir 31 por 18, 2 por 3
Poner R=18, C=3

Es 18>13 ? §i

Calcular 18—13=5, 3+1=4
Sustituir .18 por 5, 3 por 4
Poner R=5, C=4

Es 5>13 ? No

Es 5=13 ? No

Escribir R=5, C=4

Fin



TEMA 2. RELACION DE DIVISIBILIDAD EN N.
CONCEPTO DE MULTIPLO Y DIVISOR

1. Relacion de divisibilidad

En N, v entre dos numcros a v b, podemos establecer una relacion, llamada de divisi-
bilidad, si v sélo si existe un numero ceN. tal que se verifique la condicion de ser a=b-c.
Sc expresa mediante la notacion b|a que indica que b es divisor de a, o bien que « es nuil-
tiplo de b.

Ejemplos:

Los numeros 3 y 15 estan relacionados, pues 3 divide a 15, o bien 3|15, ya que existe
un clemento de N, ¢l 5 en este caso, tal que 15=3.5.

Asimismo estan relacionados los nimeros 7 v 21, 5 v 30, ete; en cambio no estan rela
cionados los nameros 11 v 13, ni 6 v 23.
2. Conjunto de divisores de un numero natural

Dado el numero natural 1, el conjunto de sus divisores, es decir, todos los clementos
de N, tales que d|n lo indicaremos por D(i1). Consta de un numero finito de elementos y nc

es vacio, ya que | e€D(n), neD(n).

Diremos que 1 es primo si D(n)={1,1}, en caso contrario i sc¢ dice compuesto.

Ejemplos:
D(8)={1,2,4,8}; D(12)={1,2,3,4,5,6,12} ; D(9)={1,3,9};

D(T)y={1,7} ; D(13)={1,13} ; D(31)={1,631}

3. Conjunto de multiplos de un numero natural

El conjunto de los multiplos del namero natural 1z, ¢s decir, todos los clementos m
de N, tales que n7]|m lo indicaremos por M(i1), v ¢s ¢l conjunto infinito {n, 2n, 3n, ...}, lamado
también la sucesion de los multiplos de 1.
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Ejemplos:

M(3)={3,6,9, 12,15 ...} ; M(8)={8,16,24,32, ...} ; M(10)={10, 20, 30, ...}

4. Descomposicion de un nmimero en producto de factores primos

Todo numero compuesto admite una descomposicion cn producto de factores primos
En efecto si a no es primo D(a) contienc al menos un elemento d, distinto de 1 v de «, luego
a=d,-a’; si di y a son primos la proposicion queda demostrada. Si alguno, o los dos, no son
primos, se repite para cllos ¢l mismo razonamiento v asi sucesivamente, v oal ser finito el
namero de divisores de «a, resulta:
a=d ds. .. d,
con d,, d, ..., d, factores primos.

5. Unicidad de la descomposicion en producto de factores primos

La descomposicion de un namero en producto de factores primos ¢s unica, ¢s decir,
que un numero no se puede descomponcer en producto de factores primos de varias formas
distintas salvo ¢l orden de los factores.

Supongamos que ¢l numero a tuviese dos descomposiciones en factores primos, con
factores .iguales o distintos.

Es decir:
G=pip: Pl oL, =G .

El tactor p, divide al primer producto por ser uno de sus factores, luego tiene que di-
vidir al segundo producto, que es el mismo «, pero como son primos todos para dividirlos p
ticne que ser igual a uno de cllos; luego, por ejemplo, pi=¢.. Continuando el mismo razona-
micnto con los demas {actores observamos que todos los de la primera descomposicion son
iguales a los de la segunda. En consecuencia, la descomposicion citada es unica.

6. Infinitud del conjunto de los nimeros primos

Por definicion los numeros que no admiten descomposicion en producto de factores
distintos de la unidad v de ¢l mismo, son los primos.

Hay una infinidad de numeros primos o, lo que es lo mismo, la sucesion de numeros
primos es ilimitada. En efecto, si asi no fucra existiria uno p, mayor que lodos v considera-
riamos entonces el numere p'=2-3-5-...-p+1, mayor que p. Si ¢l namero p’ es primo tene-
mos contradiccion con la hipétesis hecha sobre p, luego p° debe ser compuesto; v en este
caso admitiria un divisor primo ¢ mavor que p, va que p’ no es divisible por ningan primo
menor que p, porque nos encontrariamos nucvamente con la contradiccion de la hipotesis. Lo
anterior implica que no existe un primo mavor que todos y, por consecuencia, la sucesion de
los nimeros primos es ilimitada.

7. Propiedades de la relacion de divisibilidad

En virtud de la definicion de la relacion de divisibilidad se puede ver que dicha rela-
cién goza de las siguientes propicdades:
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1. Rerrexiva. Para todo nimero natural 1 se verifica que nfn, va que existe el nu-
mero natural 1, tal que n=n-1.

2. ANTISIMETRICA.  Si«|b v bla se verifica que a=0b. En clecto, a|b quicre decir que
existe un numero natural /1, tal que h=«-h, pero como por hipotesis también b|a existira otro
natural k, tal quc ¢=>b -k v sustituvendo cn la anterior igualdad tenemos b=(b-k)-h=Db(k- 1)
lo que nos dice que k-h=1 vipor tanto, k=h=1; lucgo a=h-1 6 b=a-1, ¢s decir, a=h.

3. Transttia. - Sia|b v b|e entonces ale. En efecto, como alb cxiste deN, tal que
h=a-d vcomob|ccxiste ge N tal que c=hb-g=(a-d)- 1 (d g), pero d-g ¢s un numero na-
tural, lucgo alc.

La relacion de divisibilidad acabamos de comprobar que ¢s de orden, v es un orden
parcial va que existen pares de nuameros naturales que no son comparables, es decir, que ni
uno divide al otro, ni éste al primero como pasa con el 4 v ¢l 15, por cjemplo.

8. Maximo comun divisor de dos numeros

Scan « v b dos nimeros naturales v sean D(a), D(b) los conjuntos de divisores res-
pectivos; consideremos el conjunto interseccion D(a) ﬂD(b):D(a, b) constituido por todos
fos divisores comunes a ¢ y b, cste conjunto no es vacio va que 1e€D(a, b) y ¢s un subcon-
junto finito de N; por tanto, respecto del orden usual, ticne un clemento maximo d al cual
llamaremos méaximo comun divisor de « v b, se escribe med(a, b)=d o aNb=d. Si D{«a, b)=1
sc¢ dice que a v b son primos entre si.

Para obtener el maximo comun divisor de a v b procederemos del siguiente modo, co-
nocido como algoritmo de Euclides: supongamos a>b entonces a=b-c+r, con r<b luego
los divisores comunes a ¢ v b son comunes a b v ri, va que r—=a—b-c¢. Reiteramos este pro-
ceso con by o poniendo b=ri-ci+ 1, < v, andlogamente, los divisores comunes a by
son comunes a 1y v oy, cte., es decir, Dla, by=D(b, r))=D(r, r:)=D(r:, r\)=... con a>b>r>
> >0 pueslo que nameros menores que @ solo hay en cantidad finita la cadena debe
terminar, lo cual quiere decir que el altimo clemento de la misma es cero o lo que ¢s equi-
valente que un cierto r, cs divisor de r, 1. Este r, ¢s ¢l m.c.d. buscado.

Ejemplos:

D(18,12)= (18)0[)(12):{1,2,3,6,9,]8}0{1,2,3,4,6,12}:{1,2,3,6}
de( 8 12)=

D9, 16)=D9)ND(16)={1,3,9}N{1,2,4 8, 16}=1

m.c.d.(9,16)=1; 9 y 16 son primos cntre si.

Hallar el m.c.d.(6851); 683=1-51+417, 51=3-174+0, lucgo m.c.d.(68,51)=17. Hallar cl
maximo comun divisor de los nimeros 93 v 217: sc divide 217 entre 93, 217=2-93 431 se di-
vide 93 entre 31, 93=3-31+0 v ¢l altimo resto distinto de cero que es 31 nos da el maximo
comun divisor \pcdldo.

9. Minimo comun multiplo

Para indicar el conjunto de multiplos comuncs a a y b escribimos M(q, b) y, claramen-
te, representa el conjunto M(a)NM(b). Este conjunto no es vacio pues al menos pertenece
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a él a-b, por ser un subconjunto de N esta ordenado por el orden usual respecto del cual
tiene un primer elemento m. Dicho elemento m recibe el nombre de minimo comun multiplo
de a y b. Notacion: m.c.m. (¢, b) o aVb.

Ejemplos:
M(18,30)=M(18)N M(30)=1{18, 36,54,72,90, ...} N{30, 60,90, ...} ={90, ...}
m.c.m.{18, 30)=90 ;
M(3,6)=M3)NM(6)={3,6,...}N{6,...1=1{6, ...}
luego m.c.m.(3,6)=6 ;
M(2,5)=M2)NM(5)={2,4,6,8,10 ...1N{5,10,...}={10, ...}

m.c.m.(2,5)=10

Proposicion: El producto de dos niumeros es igual al producto del minimo comun mul-
tiplo por el maximo comun divisor de ambos numeros, es decir, si los nimeros son a v b,
d su m.c.d. y m su m.c.m., entonces tenemos:

a-b=m-d

Demostracion: Sea a=aia...a, y b=bb,... b, la descomposicién en lactores pri-
mos de los numeros a y b. Sea d=d\d, ... d. el m.cd. (q, b), por tanto did> ... vy d, factores
primos de d dividiran a a y b y coincidiran por tanto con los factores ai, as, ... ay y bib> ... by;
por tanto a=d-an,\...a, y b=d-b,., ... b, donde b'=ay,., ... a, y ¢’ =by., ... b, carecen de fac-
tores comunes, asimismo si m es el minimo comin multiplo de a y b tenemos que ni=a-d’
y m=b-b"; luego, m.d.=a-a"-d=a-b, ya que b=a'-d.

Consecuencia de la proposicién anterior es que el m.c.m. de los dos nameros queda
determinado sin mas que dividir el producto de los nimeros por su m.c.d., el cual podemos
determinarlo por el algoritmo de Euclides.

Ejemplos:

Hallar el m.c.m. (18,30); se halla m.c.d. (18,30) que es 30=1-18+412, 18=1-12+6, 12=
=2.64+0, 6 es el m.c.d. (18,30); luego, 18-30/6=18-5=90 es el m.c.m. pedido:
m.c.m. (18,30)=90

Hallar el m.cm. (9,17); como 9 v 17 son primos entre si su m.c.d. es 1, luego el
m.c.m. es 9-17=153.

Propiedades de lus operaciones m.c.d. y m.c.m, y estructura de N respecto de ambas.

Dados dos numeros naturales ¢ v b la operacién de obtener su m.c.d. nos determina
otro numero natural d y la operacion de obtener el m.c.m. determina otro niamero natural
m. Respecto de la relacion de divisibilidad, diremos que un ntimero «precede» o es «ante-
rior» a otro si el primer numero es divisor del segundo y diremos que le «sigue» o es «pos-
terior» si es multiplo del mismo. En este sentido ¢l m.c.d. de dos numeros es el elemento
maximo de los que preceden a ambos numeros y, analogamente, el m.c.m. es el menor de
los numeros que siguen a los dos dados.
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Tenemos pues definidas en N dos operaciones V., A, las cuales determinan para cada
par de elementos de N, un extremo superior v un extremo inferior respecto de la relacion
de divisibilidad.

De la definicidon de las operaciones A,V sc deducen las siguientes propiedades:
1. Idempotente: el m.c.d. (g, a)y el mecm. (g a) es ¢, simbdlicamente escribimos:

aNa=ua ; aVa=a

2. Conmutativa: el m.c.d. v ¢l m.c.m. de dos nameros no depende del orden en que
consideremos dichos nameros, lo que podemos expresar escribiendo:

anNb=bAa : aVb=bVu

3. Asociativa: ¢l med. y el meom. de tres o mas numeros, se puede determinar ha-
llando ¢l m.c.d. (el m.c.m.) de dos de ellos, con este numero y el tercero de los dados se
calcula ¢l m.c.d. (el m.c.m.) de los mismos que es el m.c.d. (el m.c.m.) de los tres nimeros
dados v lo anterior no depende del orden en que se realicen los distintos pasos; brevemente:

(aAbDYANc=aN(bAC) (aVhYWVWe=aV(bVc)

4. Absorcion: el m.c.d. de un nimero « v de un multiplo del mismo ntmero es el pro-
pio ¢. El m.c.m. de un namero ¢ v de un divisor del mismo también es el propio «; escribi-
mos en particular:

(aVH)ANa=a : (aANb)Na=u

Si comparamos las propicdades anteriores con las de las operaciones N, U definidas
en el capitulo I1, vemos que, tanto e¢n aquel caso como en éste, la situacién es andloga: un
conjunto (que puede ser P(A) o N) en que estan definidas dos operaciones con las propie-
dades anteriores y una relacion de orden parcial. Entre las operaciones y la relacion de or-
den existe una mutua interdependencia en el sentido de que definido el orden quedan deter-
minadas las operaciones verificando las propiedad | v 4, v reciprocamente si las operaciones
son dadas, éstas subordinan un orden parcial en el conjunto. La estructura anterior recibe
¢l nombre de reticulo y sera estudiado en el tema siguiente.

Ejemplo: Dados los numeros a=2, b=6, ¢=9 comprobar las propiedades 1 y 4.

11. Condicion de divisibilidad de un numero por otro

La condicién de divisibilidad de un numero ¢ por otro b se obtiene de la siguiente
cquivalencia «b|a equivale a decir a=b-c¢ con c€N», de la que se deduce que todos los fac-
tores primos de la descomposicion de b pertenecen a la descomposicion en producto de fac-
tores primos de a y solamente pueden formar parte en la descomposiciéon de b factores pri-
mos que figuren en la descomposiciéon de a, por consiguiente: un ntmero b divide a otro «
si v s6lo si la descomposicion de b en factores primos contiene factorec que estén en la des-
composicién de a un ndmero menor o igual de veces.

Ejemplo: 9 divide a 18, yva que 9=3-3 y 18=2-3-3; 21 divide a 84, ya que 21=3.7
y 84=2.2-3.7.
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Teorema de Euclides: Si un namero divide al producto de dos factores y es primo re-
lativo con uno de ellos, entonces divide al otro factor.

Demostracion. En efecto, supongamos que el numero d divide al producto de a-b, lue-
go todos los factores de la descomposiciéon de d pertenecen a la descomposicion de a- b, pero
por hipétesis d es primo con uno de ellos; sea D(d, a)=1, y ningtn factor de la descomposi-
cién de d pertenece a la descomposicion de a, por tanto todos los factores de las descompo-
sicion de d deben pertenecer a la descomposicién de b.

Corolario. Si un namero primo divide al producto de dos factores, divide al menos
a uno de ellos.

12. Criterios para la obtencién del m.c.d. y el m.c.m. de dos 0 mas nimeros

Dados los nameros se descomponen en producto de factores primos y tenemos los si-
guientes:

CriteriO 1. El m.c.d. de dos 0 mdas numeros descompuestos en sus factores primos es
el numero que se obtiene formando el producto de los factores primos comunes a cada una
de las descomposiciones de los nimeros considerados y repetidos el minimo numero de veces
que figuren en cada una de las descomposiciones, es decir, cada factor primo debe estar afec-
tado del exponente minimo con que figure en cada una de las descomposiciones.

CrRITERIO 2. El m.c.m. de dos o mas numeros descompuestos en sus factores primos,
se obtiene formando el producto de los factores primos distintos que figuran en cada des-
composicion con los mayores exponentes con que aparecen en las mismas.

Ejemplos:

Hallar el m.cd. (18,42), 18=2.3% 42=2.3-7 m.c.d. (18,42)=2.-3=6.
Hallar el m.c.d. (16, 40,72), 16=2', 40=2%-5, 72=2%-3?, luego m.c.d. (16, 40,72)=2'=8.
Hallar el m.c.m. (21,45), 21=3-7, 45=3%.5, entonces el m.c.m. (21,45)=3%.5.7=315.

Hallar el m.c.m. (6, 8,33), 6=2-3, 8=2, 33=3-11, por consiguiente m.c.m. (6, 8,33)=
=2.3.11=264.
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TEMA 3. NOCION DE RETICULO. INICIACION A LA TEORIA
DE LA DIVISIBILIDAD

1. El concepto de reticulo

Un conjunto ordenado C decimos que es un reticulo cuando para todo par de elemen-
tos y respecto de la relacion de orden definida en C, existe una minima cota superior y una

maxima cota inferior.

2. Operaciones en un reticulo. Propiedades. Definicion algebraica de reticulo

En todo reticulo se pueden definir dos operaciones abstractas, que llamaremos «sup»
¢ «inf» y designaremos por «Vo», « A», respectivamente, de la manera siguiente:

aVb=ext. sup. {a b} : anb=ext. inf. {a, b}

Estas dos operaciones y en virtud de su definicion, ‘gozan de las siguientes pro-

picdades:

1. Idempotente: aVa=cxt. sup. {¢,a}=a

aNa=ext. inf. {q, al=a

2. Conmutativa: aVb=ext. sup. {q, b}=ext. sup. {b,a}=bVa
aNb=ext. inf. {a b}=ext. inf. {b,al=bAu

3. Asociativa: (aVb)Ve=ext. sup. {ext. sup. {a, b}, c}=
=e¢xt. sup. {a, ext. sup. {b,cll=aV(bVc)

(aAb)Ac=ext. inf. {ext. inf. {a, b}, ¢c}=
{

=ext. Inf. {a, ext. inf. {b, ¢}l=an(bAc)

4. Absorcion: (aVb)V =ext. inf. {ext. sup. {aq, b}, a}=a
(a ANBYA =ext. sup. {ext. inl. {a, b}, al=a

Reciprocamente, si en un conjunto C tenemos definidas, entre sus elementos, dos ope-
raciones, verificando las propiedades | a 4, podemos establecer entre los elementos de C una
relacién de orden < del modo siguiente:

V a, b, € C diremos que a<b si y solo si aVb=5b o también, si, y sélo si, aAb=a.



El conjunto C queda ordenado por < v sc verifica que para todo par de elementos,
p, g de C, se tiene que:

ext. sup. {p,gl=pVg ; ext. inf. {p,gt=pAg
Por tanto, el reticulo lo podemos considerar como conjunto ordenado o como con-
junto con dos operaciones, va que son equivalentes.
3. Reticulo distributivo

Si las operaciones V, A de un reticulo verifican la propiedad distributiva:

Propiedad distributiva: (aN\Nb)Vc = (aVc)N(bV¢)
(aVbhb)Ac=(aAc)V(bAc)

diremos que el reticulo es un reticulo distributivo.

4. Reticulo complementario. Cotas universales

Cuando respecto del orden definido en C existe un méaximo absoluto, que designare-
mos por S, y un minimo absoluto, que designaremos por [, se dice que C posee cotas uni-
versales y para los elementos de C podemos definir el elemento complementario.

Dado aeC, diremos que a’e€C es elemento complementario de a si, y sélo si,
aVa =8 : ana =1

Si VaeC 3Jd'e€C, verificando las dos condiciones anteriores, se dice que el reticu-
lo C es un reticulo complementario.

Los elementos minimales para el orden en C reciben el nombre de dtomos.
Un reticulo distributivo y complementario se dice que es un dlgebra de Boole.

Como casos particulares de reticulos, tenemos el conjunto P(X) de las partes de X.
Como vimos en el Capitulo IT era un algebra de Boole.

Otro ejemplo de reticulo lo hemos visto en el tema 2 del presente capitulo al estudiar
la divisibilidad entre nimeros naturales, ¢l reticulo ( IN, /) tiene dtomos que son los nume-
ros primos y es distributivo, puesto que se verifica:

(aANbYWNe=(aVcINDVe) v (aVbYAc=(aNc)V(bAc)

es decir, que el minimo comun multiplo de ¢ y el maximo comun divisor de a y b ¢s el ma-
ximo comun divisor del minimo comun multiplo de a v ¢, y el minimo comin multiplo de
b y ¢. Enunciado andlogo para la segunda igualdad.

Demostremos que se verifica (¢ Ab)Ve=(aVec)A(bVe):
Sea p un factor de la descomposicion en factores primos de (aAb)Ve, es decir,
«peD(a, b)» o «peD(c)»; luego «peD(a) v «peD(D)» o «peD(c)» lo cual implica «peD(a) o

preD(c)» y «peD(b) o peD(c)», quiere esto decir que p pertenece a la descomposicion en fac-
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tores de (aVe)AN(bAc). Reciprocamente, si p es un factor de la descomposicion de

(aVeIN(bVe)
entonces
«peD(a) o peD(c)» y «peD(b) o peD{c)»,

lo cual implica que
«peD(a) v peDb)» o «peD(c)»,

luego p es un factor de la descomposicion de (a Ab)Ve.

Demostracion andloga para la segunda igualdad. El reticulo (IN, /) es pues distribu-
tivo, no asi complementario, ya que si bien posee una cota inferior universal, la unidad en
este caso, carece de cota superior universal y no se puede definir el complementario de cada
clemento de IN, no es, por tanto, este reticulo un algebra de Boole.

5. Divisibilidad en un reticulo cualquiera. Propiedades del m.c.d. y m.c.m. de dos nimeros

Segun lo anterior, en todo reticulo se pueden definir las operaciones para obtener el
supremo ¢ infimo de cada par de elementos. Las propiedades que enunciamos a continua-
cion, referidas al m.c.d. y m.c.m. de los nimeros naturales, tienen su traduccidon paralela al
caso de un reticulo cualquiera. Tanto estos enunciados como las demostraciones correspon-
dientes puede realizarlas el lector como ejercicios convenientes.

1. Todo divisor de dos o mas numeros lo es de su m.c.d.
2. Todo multiplo de dos 0 mas nameros lo es de su m.c.m.
3. Fl producto de dos nameros es igual al producto de su m.c.d. por su m.c.m.

4. Si multiplicamos dos numeros por otro k, el m.c.d. y el m.c.m. de dichos numeros
queda multiplicado por k:

klanb)=(ka)N(kb) k(aV bYy=(ka)V(kb) (Propiedad distributiva)

5. La division por un divisor comin a dos nameros a v b es distributiva respecto de
las operaciones

anb _a b aVb a. b

ok Dk Tk Tk K

o lo que ¢s lo mismo: si dividimos dos numeros por un divisor coman su m.c.d. y su m.c.m
quedan divididos por dicho numero.

6. Al dividir dos numeros por su m.c.d. los cocientes obtenidos son primos entre st
y reciprocamente, si al dividir dos nimeros por un tercero los cocientes son primos entre s

el tercer namero es m.c.d. de los dos primeros.

7. Los cocientes de dividir el m.c.m. de dos nuimeros por estos nimeros son primos
centre si y reciprocamente.
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CAPITULO V

TEMA 1. INTRODUCCION A LOS NUMEROS RACIONALES POSITIVOS: Q°
REPRESENTACION Y EQUIVALENCIA. ORDEN EN Q-

1. Conjunto F de las fracciones

Las fracciones consideradas como pares ordenados de numeros naturales, numerador
v denominador, con la segunda componente distinta de cero, surgen de manera natural al
considerar la particion de una unidad concreta en 1 partes iguales, o 11 unidades subdivididas
cn 1 opartes iguales. La expresiéon abstracta de cada una de esas partes resultantes de la sub-
division en su aspecto cuantitativo, se indica: 1/11 0 m/#n con el par de numeros naturales
(1, 1) o (m, n), y recibe el nombre de fraccion.

El conjunto F de las fracciones es, pues Nx N7, es decir, el producto cartesiano del
conjunto de los numeros naturales por el mismo conjunto sin el cero. Este producto carte-
siano admite una representacion mediante una cuadricula, como se indica en la figura, for-
mada por un conjunto de semirrectas que representan los elementos de N y otro conjunto

[ )

0 1 2 3 4 5
de semirrectas que se cortan perpendicularmente con las anteriores y representan los ele-

mentos de N*; los puntos de interseccion, resaltados en la figura, representan las fraccio-
nes. Asi, por ejemplo, en la figura se ha marcado ¢l punto (3,4) que representa la fraccion 3/4.

2. Relacion de equivalencia entre los elementos de F

Entre los clementos de F, definimos la siguiente relacion R: diremos que las fraccio-
nes a/b y ¢/d estdn relacionadas mediante R si, v solo si, se verifica que a-d=c-b.
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Ejemplos:

Las fracciones 1/2,2/4,3/6,4/8,5/10, ... estan todas relacionadas cntrc si ya que dos
cualesquiera de entre ellas, 3/6 v 5/10, por ejemplo, verifican la condiciéon; para las dos cs-
cogidas tenemos 3-10=5-6, y, en general, i/2h, k/2k estan relacionadas puesto que h-2k=
=k-2h para todo h y k naturales.

La relacion que se acaba de definir es una relacion de igualdad o de equivalencia, va
que verifica las propiedades que caracterizan a las mismas. En efecto, se cumplen las pro-
piedades:

1. RerLexiva: a/b Ra/b puesto que a-b=a-b.

2. SiMmETRICA: a/b R c¢/d implica ¢/d R a/b, va que si a-d=c-b también ¢-b=a-b de
donde se obtiene la implicacion enunciada.

3. Transttiva: si a/bRce/d y ¢/d Rh/k, entonces a/b R h/k. En efecto, la hipotesis
expresa que a-d=c¢-b y ¢-k=/l-d multiplicando estas dos igualdades miembro a miembro
tenemos a-d-c-k=c-b-h-d vy suprimiendo los factores ¢ v d comunes a ambos miembros de
la igualdad queda a-k=" b, lo que quiere decir que a/b R h/k.

La relacion R, definida entre las fracciones, es pues de equivalencia y a partir de aqui
se indicard simplemente con el signo «=», es decir, que para expresar que dos fracciones
son equivalentes escribiremos a/b=c/d.

3. Conjunto de los nimeros racionales positivos: Q

La relacion R de equivalencia definida en el conjunto F de las fracciones, clasifica los
elementos de F en clases de equivalencia. Cada una de estas clases de equivalencia estan
formada por todas las fracciones relacionadas entre si mediante R.

En el grafico adjunto se han representado estas clases de cquivalencia, mediante se-
mirrayos que, partiendo de cero, pasan por todos los puntos que representan fracciones cqui-
valentes entre si.

El conjunto cociente F/R constituido por las clases de equivalencia de los elementos
de F mediante la relacion R, se puede representar por el conjunto de semirrayos; este con-
junto cociente recibe el nombre de conjunto de los numeros racionales positivos y se desig-
na por QF; los numeros racionales positivos son elementos de Q' y estan constituidos por
una clase de fracciones equivalentes entre si.
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Cada clase de equivalencia pucede ser representada por uno cualquiera de los elemen-
tos quc la constituyen, por tanto una fracciéon representa un niumero racional, pero también
cualquicr fraccion equivalente a la anterior representa el mismo namero racional. Reciproca-
mente un numero racional estda constituidoe por una fraccién, que le representa, y por todas
sus equivalentes.

Ejemplo: Las fracciones 3/4 v 9/12 son equivalentes y ambas representan e} mismo
numecro racional.

4. Representacion candnica de un namero racional. Fracciones irreducibles

Cuando en una clase de equivalencia existe un elemento de la misma que se distingue
de Tas demas, por cuanto presenta ciertas ventajas para representar dicha clase, se le suele
llamar «representante candnico» de la misma En el caso presente existen fracciones que son
mas simples v conviene elegirlas como representantes del correspondiente numero racional,
son las llamadas fracciones irreducibles.

Podemos definir las fracciones irreducibles como las fracciones cuyas componentes
carccen de divisores comunes. Dada una fraccidon [ que representa al namero racional 7, o ¢s
irreducible o existe una fraccion irreducible [ equivalente a f y que, por tanto, representa cl
mismo numero racional; en efecto: sea f la fraccién a/b, si es irreducible ya esta comprobado
¢l ascrto anterior, si /b no es irreducible entonces a=d"-¢c y b=>b"-¢, donde ¢ representa
los factores comunes al numerador v denomidor, vy la fraccion a’/b’ es irreducible pues a’
v b" carccen de divisores comunes, v es equivalente a la fraccion a/b, ya que

a-b'=d-c-b’=a-b
v ambas representan el mismo numero racional r como afirmabamos.

El proceso que nos permite pasar de una fraccion cualquiera a otra equivalente, ¢
irreducible, recibe el nombre de simplificacién de fracciones. En virtud de lo anterior para
simplificar fracciones basta suprimir los divisores comunes a numerador y denominador
con lo que se obtiene otra fraccion equivalente e irreducible.

Ejemplos:

Simplificar las fracciones 8/6; 12/4; 3/9; 1/7; 24/17, 18/12, 21/7; 19/8; 31/33.

Dada la fraccién 5/15 encontrar otras fracciones que representen el mismo numero
racional vy encontrar el representante canénico del mismo.

(Esta claro que en el primer caso tenemos respectivamente 4/3, 3, 1/3, 1/7, 24/17,
3/2, 3, 19/8, 31/33, y en el segundo 2/6, 3/9, 4/12, 6/18, ctc., vy ¢l representante canénico
es 1/3).

5. Orden en Q-

Sc trata ahora de definir una relacion de orden en el conjunto Q' que sea una am-
pliacion del orden natural de N y compatible con las operaciones, suma y producto, a defi-
nir, tema 2 de este capitulo, en Q.
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De entre los distintos 6rdenes que se pueden definir en Q" interesara en primer lugar
aquel que afecte por igual a todas las fracciones equivalentes, es decir, interesara un orden
no sobre las fracciones, sino sobre las clases. La consideracion de cstas clases como los se-
mirrayos que parten de 0 en la figura, nos da una idea de este orden; serd aquel que nos or-
dene los semirrayos en el sentido de las agujas del reloj. Por consiguiente, de dos semirra-
yos serd mayor (posterior) el que forme menor angulo con las semirrectas horizontales. Lo
anterior podemos expresarlo mediante la siguiente

Definicion
Dados dos numeros racionales a/b y m/n diremos que a/b e¢s menor o igual que m/n
y escribiremos a/b<m/n, si y solo si, a-n<b-m (donde este ultimo simbolo < representa el

orden natural de N, el cual se utiliza también para indicar el nuevo orden recién definido
en Q). Asimismo diremos que n1/n es mayor o igual que a/b.

6. Propiedades del orden en Q-
La relacion de orden que hemos definido en Q' verifica las siguientes propiedades:
1. REFLEX1VA: a/b<a/b, va que ab=ub

2. ANTISIMETRICA: a/b<c/dy ¢/d<a/b implica ad<cb y cbh<ad, luego ad=cbh y, por
consiguiente, a/b=c/d.

3. TransiTiva: a/b<c/d v ¢/d<m/n implica ad<cb y cn<md luego adn<cbn y
ben<bmd, es decir, adn<bmd de donde an<bm y, por consiguiente, a/b<m/n.

Lo anterior nos dice que el par (Q*, <) es un conjunte ordenado. El orden definido es
un orden total, ya que dados dos racionales a/b y ¢/d se verifica los nameros ad y ¢b o son
iguales o uno es menor que otro y, por consiguiente, lo mismo ocurre con a/by ¢/d.

Para poner de manifiesto que el orden definido en Q' prolonga el orden natural de N
basta observar que para todo par de numeros naturales a y ¢ si se verifica que a<c en N
también se verifica que a/1<¢/1 en Q° v reciprocamente.

Por altimo sefialemos una propiedad importante del orden en el conjunto de los racio-
nales, si ab<c¢/d siendo a/bs=c/d se tiene que a/b<(a+c)/(b+d)<c/d como se comprueba
facilmente, lo cual expresa que entre dos racionales cualesquiera siempre existe otro racional.

Ejemplos:

Dados los racionales 21/17 v 32/41, decir cual es menor; escribimos 21-41 y 32-17 y
alirmamos que 32/41 es menor que 21/17.

Dados los racionales 1/5 v 3/4 hallar otro racional comprendide entre los dos, el ra-
cional pedido es (1+3)/(544), es decir, 4/9.
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TEMA 2. OPERACIONES CON LOS NUMEROS RACIONALES POSITIVOS

1. Operaciones en Q'

En ¢l conjunto de los numeros racionales positivos, introducidos en ¢l tema anterior,
vamos a delinir dos operaciones: adiciéon v multiplicacion.

Estas operaciones gozan de las propiedades uniforme, asociativa, conmutativa y exis-
tencia de elemento neutro para cada una de las operaciones citadas. La multiplicacién ade-
mas goza de la cxistencia de clemento inverso para cada racional positive y, por udltimo,
estan ligadas por la propiedad distributiva del producto respecto de la misma.

2. Suma de numeros racionales

Dados dos numeros racionales, en forma de fraccidn, pueden presentarse dos casos,
que tengan ¢l mismo denominador o que los denominadores sean distintos:

. . ) a a . . .
1.°) Si las tracciones 5 v ™ tiene el mismo denominador, se llama suma de las
b h

’

, . ., a+a
fraccioncs dadas a la expresion — resultante de sumar los numeradores y poner el

mismo denominador.
Si designamos por ¢ y ¢’ los valores de esos cocientes, tendremos:

a
—=cC a=bc ’

= a+a'=blc+c)
Z=c a’'=bc’ \

at+da -, a ¢

b b +b

s
. : e . a a .
2.°) Si las fracciones son de distintos denominadores T y o se hallan dos fraccio-
2

nes equivalentes a ellas, que tengan el mismo denominador.

Para cllo multiplicamos los dos términos de cada una por el denominador de la otra.

’

) a a . . .
Scan las fracciones — y —, multiplicando los dos términos de la primera por b’ vy
h . '

los de la segunda por b, resulta
ab’ y a'b
bb bbb
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v teniendo ya ¢l mismo denominador podemos aplicar la regla anterior, es decir, la suma
de ellos sera

ab’ n ab _ab +da'b

bh'  bb’ bb

pues siendo

a a ,
—_—C \Y —=C
b ' b’
se obtienc
a=bc vy @' =b'¢

v también
ab'=bb'c v db=bb'¢

de donde

ab’ a'b ,
—,:(~ )/ ~—,':('
bb bb

0 sea,
ab’ a ab’ o
— \Y ——— T —
b’ b : b'h" b

La operacion de convertir las dos tracciones de distinto denominador en otras equiva-
lentes con un mismo denominador se llama reduccion a un comuiin denominador.

La operacion inversa de pasar de la fraccion

ab’ a

a la —
Y

suprimiendo el factor comun 5" en los dos términos se llama simiplificacion de [racciones.

Ejemplo:

o
[8]

2793 9 15 3

12 4.3 4 " 25 5.5 5

3. Reduccién de dos fracciones a otras equivalentes con el minimo denominador comun

Es conveniente, por la simplificacion que introduce en los calculos, saber obtener
[racciones cquivalentes a otras con el mismo denominador, pero siendo éste ¢l mas peque-
fo posible. Pocedemos de la siguiente forma:

. . d C . .

Dadas las fracciones = v - se halla el m.c.m. (b, d)=m, cs decir, m=b-b" v m=d-d
h ¢

b’ . u c-d’ ) ¢ . ,

¢s equivalente a © ——- ¢s cquivalente a R lucgo si ponemos p=a-b

—
b~ d-d

[4
tenemos que ;

v g=c-d’, las fracciones LA —2{ tienen el denominador comun mas pequcho posible vy son
nr - 1

. a
cqul\'alemcs a — v

<
b~ d

respectivamente.
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Ejemplos:

Sumar §+% tenemos m.c.m. (12, 18)= 36, por tanto,
23 17_23-3 17-2_69 34_ 103
12 18 12-3 182 36 36 36
4. Propiedades de la suma de numeros racionales positivos
a) Propiedad uniforme: La suma de numeros racionales no depende de las fracciones
clegidas para representarlos; e¢s decir, la suma de dos fracciones y la suma de dos fraccio-

nes cquivalentes a las anteriores son fracciones equivalentes:

Si

entonces

en clecto ab’=ba’ y ed'=c'd se tiene ab’dd’ +cd'bb’=c’dbl’ sumando miembro a miembro
tenemos: ab’dd’ +cdbb’ =ba’'dd’+c'dbb’, o sea (ad +bc)b’'d =(a'd +c'bYbd, es decir,

ad+be _ a'd'+c'd a ¢ _a
bd | bd R A R ST

como querfamos demostrar.

b) Propiedad asociativa:

Demostracion:

(
{

[y

 C ] e ad+bc e (ad+be)f+ebd adf+bef+ebd
_+___ .+__: = = o
d / bd f bdf bdf

o~

)

l b N 28 N )
adf+ ((/+c(1): a+ cf+ed _ﬁ+[ c e ]

bdf b df b

¢} Propiedad conmutativa:

a C C a
A R
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Demostracion:
a ¢ ad+be ch+da ¢

—_— - — — +_
b d hd db d b
d) Existencia de neutro para la suma

FxeQ' tal que ¥V reQ se verifica x4+r=r

.. < a o .
Demostracion: Sea I'i-l—, sea X—-—; esCojJamos olros representantces de r v X que sean
)

fracciones de denominador comun

a o
r = ’ 4 \ = —_/
b b
vy gueremos que
a o a
bbb

pero

a o a+a d

sy b

. , 0o . . -
luego ¢’ +a'=d’, de donde o'=0 v tenemos que x:l—,—, siendo b’ cualquier entero distinto de
4

cero. Este elemento x le llamamos cero de los racionales y lo representamos por 0.

El conjunto de los racionales positivos con el cero respecto de la operacion de sumar,
decimos que tiene una estructura de semigrupo conmulativo.
5. Monotonia de la suma de nuimeros racionales

El orden definido en Q° es compatible con la estructura de semigrupo aditivo.

Demostracion: Decimos que el orden de Q° es compatible con la estructura de semi-
grupo aditivo cuando siendo

’

a _a ¢ ¢
Lt S8
b b d d
se verifica que
a ¢ _d ¢
R T
b d b d
lo cual ocurre en nuestro caso ya que:
a _a L, c ¢ L,
—<—oab'<db vV —S—od<dd
b b d d

Sumando miembro a miembro las desigualdades ab’<a’b, cd'<c’d y teniendo en cuenta la
monotonia en IN, para el producto en numeros naturales, tenemos, multiplicando la prime-
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ra desiguladad por dd’ v la segunda por bb': ab'dd'<a’bdd’, cd'bb’<c’dbb’” y sumando
miembro a miembro y teniendo en cuenta la monotonia en [N respecto de la suma:

ab'dd +cd' bb' <a’bdd +c'dbb’

v sacando factor comun:
(ad+bo)b'd <(a'd" +b'c")bd

de donde
ad+ be < ad+b'c
bd b'd’

v aplicando la definicién de suma a los dos miembros de la desiguladad tenemos:

’

C

a ¢ _da
R
b d

b d
como queriamos demostrar.
Podemos, pues, atirmar que el semigrupo aditivo de los numeros racionales positivos
¢s un semigriupo ordenado.

6. Producto de numeros racionales positivos

. " : a ¢
Dados dos racionales positivos, representados por fracciones " y vl llamaremos pro-

ducto de dichos nimeros a otro namero racional representado por la fraccion , esta ope-
., L ¢ .
racion se indica: —-—, es decir:
b d
a ¢ ac
b d bd

Regla prdctica: Para multiplicar dos numeros racionales, dados en forma de fraccion.
se escribe otra fraccién cuyo numerador es el producto de los numeradores y cuyo denomi-
nador es ¢l producto de los denominadores.

7. Propiedades del producto de numeros racionales (positivos)

a) Propiedad uniforme

El producto de numeros racionales no depende de las fracciones elegidas para repre-
sentarlos; es decir, el producto de dos fracciones y el producto de dos fracciones equivalen-
tes a las anteriores son fracciones equivalentes.

’ ’

En efecto: sean —Z—: Z, y %:% es decir ab’=a’b y cd’'=c'd, luego ab'cd’=a’bc’d o
(ac)-(b’'d"y=(bd)(a’c") y en virtud de la definicion de equivalencia ;Z; :%‘
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b) Propiedad asociativa:
(L.< Lodfee)
b d’) f b \d ¢
En efecto:

f~obd [ (bd)[ Bd)H b df b

( a ¢ ] e ac e _(ac)~e a-(ce)_ a ce a ( ¢

b d h
¢) Propiedad conmutativa:

Demostracion:

d) Existencia de elemento neutro para el producto:

Existe un numero racional tal que al multiplicarlo por cualquier otro racional — dis-
. , a
tinto de cero el producto es el mismo —.

. : .M ,
En efecto, sea ese numero racional representado por la fraccion —- /711 nimero na-
tural distinto de cero, el que verifica que

a m_am _a

b m bm b

Este numero racional es la unidad de los racionales y los representamos por 1.

De aqui obtenemos una regla prdctica para simplificar fracciones: Descompuesto nu-
merador y denominador de una fracciéon en factores primos, si suprimimos los comunes a
ambos se obtiene una fraccién irreducible equivalente a la primera.

e) Existencia de inverso de un nilmero racional:

Dado un numero racional positivo distinto de cero, representado por o existe otro,

numero racional, que Illamamos su inverso, tal que al multiplicarlos el resultado es la
unidad.

a b , . ..
En efecto, dado > a=0, resulta que — es otro numero racional positivo, tal que
a

8. Division de numeros racionales

De lo anterior obtenemos otra regla practica para efectuar la division de nimeros ra-
cionales dados en forma de fraccién, como se ve a continuacién.
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a

- , . . . 1 . .
Dividir el ntimero racional 5 por el niumero racional - es hallar otro numero racio-

X T m a . a m X X m a
nal = tal que multiplicado por — resulta ——. Es decir, —:—=— tal que — —=—
% 1 b b n vy v n b

P

luego
. . , a m
basta que x=a-n e y=b-m. Podemos, pues, enunciar «para dividir el racional 5 por — bas-
h n
a

- . m
ta multiplicar - por el inverso de — O sea

a_ m_a n__ an

b wn b m  am

Acabamos de ver que el conjunto de los numeros racionales positivos con la opera-
cion de multiplicar definida entre ellos forman un grupo conmutativo. .

9. Propiedad distributiva del producto respecto de la suma

Esta propiedad que liga las dos operaciones definidas en Q* expresa el hecho de que
al efectuar el producto de un ndmero racional positivo por una suma de otros varios se ob-
tiene igual resultado que multiplicando por el nimero racional cada uno de los sumandos y
cfectuando la suma de estos productos; brevemente:

a (m r ] a m a p
J— ___+_ :_.—.+_._
b'*n ¢’ b n b g

En efecto:

a ( m+ 14 ] _a mg+np a(7nq—f—np)_amq+anp _amgq +anp _am ap

hb'n ¢ b ng  bng  bung  bng bng  bn + bqg
=7 ”+ b g c-g-a

10. Propiedad de monotonia del producto de numeros racionales positivos

El grupo multiplicativo de los racionales positivos es un grupo ordenado respecto del
orden definido Q*. Es decir:

Si
a _ ¢ m
b T d n o g
entonces
a m _c
am_cp
b n d g

. a _c . . . m . .
En efecto: Si —[;—SF quiere decir que ad<cb y si 7<% quiere decir que mqg<pn luego

por la propiedad de monotonia de los nimeros naturales tenemos que admg<cbpn, o sea,
que:

armt _cp
bn  dg
por ultimo
a m _c¢
b n d g
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TEMA 3. NUMEROS DECIMALES Y NUMEROS B-ALES OPERACIONES EN D'
TOPOLOGIA DE LOS DECIMALES POSITIVOS

1. Numero decimal

Numero decimal es todo numero racional que se pueda expresar en forma de frac-
cion cuvo denominador sea una potencia de 10.

1 es un numero decimal, ya que 1.2 25 analogament L oes tr
4 » ya g 7700 " 0 © gamente — ¢s otro

FEjemplos:
/ I 5

numero decimal, va que —1—:——,’ también son numeros decimales 3, -Z— ?ﬁ, ﬁ, pues son res-
5 10 2 30 35
. 30 35 13 8 : . ‘ :
pectivamente 010 10 10 En cambio no son nimeros decimales las racionales 1/3, 11/7,

1/9, ctc., que no se pueden representar por fracciones cuyo denominador sean potencias de 10.

2. Conjunto de los numeros decimales positivos: D

El conjunto de los nameros decimales positivos, representado por D', es, por tanto,
un subconjunto de Q° formado por todos aquellos nimeros racionales positivos que admi-
ten una representacién mediante fracciones cuvos denominadores sean potencias de 10.

3. Representacion de los elementos de D-

a

Om ’

Sca el nmamero decimal donde a es un numero natural que en base 10 admite la

siguiente expresion:
a=a, 10" +a,, 10" "+ .. +a- 10+ a

donde los as, ai, ..., a, son los digitos de 0 a 9. Se pueden presentar los siguientes casos:

12y n=m, tendremos

a=a, 10"+ a., , 10" "+a, 10" +a, 10" "+ ...+

a 10” 10:1 1 lOm lom 1
—U; — -y +~~~+am—+am +.‘~+a
‘V 10/n a ]Om -! a ! lom 10171 ! lom 0 10;7;
es decir,
1
10" by 10" b o

l Om ] O 1011:
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y podemos escribir
) a

IOm

=a: Ay 1 ... Ain B Am—1 ... Ay

separando con una coma las cifras que indican la parte entera de las cifras que indican la
parte fraccionaria.

Ejemplos:
a)
3351 10° 10° 10 ] 1 1
=3 3 5 1 =3.-104+34+5-—+41-———=33 51
10? 102 + 10? * 10? + 10? ot 10+ 107 3
b)
26713 2.10046-10°+7-10°4+1-10+3 10* 10 10? 10 1
10° 10° 10° 10° + 108 + 10° 10°
2~10+6+7-i+1' L +3-L—26713
10 10? 100 7
c)
23 115 1-10°4-1-104-5 10° 10 1 1
= — =1- +1- +5- =1-104+145——=11,5
2 10 10 10 10 10 i
d)
13500 1-10°4+3-10°4+5-10°4+0-104-0 10* 108 10? 10 1
= =1- +3. 5. 0- 0- =135
102 10 107 10? * 10?2 + 10 + 10?

2°) n<m, tendremos
a  ap10"4+a, 10" '+ tan
]Om - 101” -

a=d, 10"+a, 10"+ ... 4a vy

1 1 1
=a, T A+ o +.--+aoTO',-n—: 000...0a,ai ... a

lo cual puede expresarse anteponiendo a la primera cifra significativa a, tantos ceros como
indique el nimero m—n—1 separando todo mediante una coma de la parte entera, que tam-
bién es cero en este caso, teniendo en cuenta que, en total, detras de la coma debe haber m
cifras.

Ejemplos:
a)
11(?2 - 1.11(();3 =t 1](?2 3 1102 =t 110 3 1(1)2 =0.13
b)
=7 20,007
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4. Numeros b-ales o decimales b-arios

Sea b la base de representacion de los numero b-arios, entendemos por numero b-al

todo numero racional que se puede expresar en forma de fraccion cuyo denominador sea
una potencia de b.

44(1;
Anéalogamente al caso b=10 tenemeos ———, donde A, es un numero natural en base b
cuya expresion polinémica es

A(/r:alrbYl'J'a/l—lb”" ! + +a«’7

entonces (para el caso nzm):

Ap  ab'"+a, b '+ .. +a b b1

1
= =o—~——+di 11—+ ...+ =
bm bm b”l bm bh™

1 1
_—_a,,b”"”+an Ibl" " }+ TR SN l-]_ + ...+Cln—bT:a”Cl”,y a’mam“l oo oy
2

Ejemplos:

. 13 . iy
a) Sea b=3, el numero 37 €S un nimero ternal v su representaciéon en base 3 es:

12 111 -3 4+1-341 1 1
= = =141 . —+1.—=1,11:
32 3 3? 3 32 ¢
) 2 27 13 .
b) Sean b=5, los numeros T 3% & son numeros 5-ales que se representan respec-
tivamente:
102 23
02 102, © =0,0023
5? 54

Caso singularmente importante es cuando b=2; en el sistema binario o dual los nu-
meros binales sélo admiten cifras 0;1 en su representacion.

Ejemplos:

a)
7 7 12241241 1 1
Lt et le—=111p
Z > > + 2+ > Y
b)
15 1-2240-2240-224+0-2+1
2 227
c) 1—3

3 NO es un nnumero binal, pues el denominador no se puede expresar como

po-
tencia de 2.
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Teniendo en cucnta que b =10, estos numeros también se les puede llamar decimales
b-arios y su representacion decimal b-avia en base b, es entonces idéntica a la decimal, en

efecto:
a A
b7 IO
asi:
13 111 27 102
—=——=11llc 0o —Z=——-=1,02:
3! 107, 5° 107,

separando con una coma tantas cifras del numerador como indica el exponente de la base
en ¢l denominador.

Es evidente que todo numero racional admite representacion decimal b-aria para una
cterta base D convenientemente elegida v reciprocamente todo numero que admita repre-
sentacion decimal en alguna basc b es racional.

5. Operaciones en D': Suma y producto

SuMa: Como todo numero decimal es racional, definimos la suma de dos numeios
decimales como la suma de los racionales correspondientces.

Consecuencia de lo anterior es:

La suma de dos numeros decimales es otro numero decimal. En efecto: sean

A ‘7 _2...
107 : 107
dos numeros decimales, su suma
A N B Al0‘+ B10” C
10 100 10me 10

donde C=A-10+B-10" v t=p+gq.

En virtud de las propicdades de la adiciéon de numcros racionales se deduce que la
suma de numeros decimales, como caso particular, tiene las propiedades de asociatividad,
conmutatividad y existencia de neutro, luego (D', +) es un sub-semigrupo del semigru-
po (Q°, +).

Observemos que se puede dar una expresion mas simplificada de la suma para dos

decimales A y B ya que si:
107 104 -

h

. B-
es ¢l mismo que ~o luego

1°) p>gq, tenemos p=¢g+h v el decimal %

A [ B-10" A+B-10" C
107 o 100 10

donde C=A+ B 10"
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2.0)

A B A+B
+ = ”

107 10" 10/

3.0)
A A0

; h= ;=
p<d PEI=4 Y T T o

luego
A B A- 10" B A-10"+B C
10" 10¢ 10¢ 10¢ 10¢ 10¢

donde C es ahora A-10"+ B.

Si tenemos en cuenta que en la representacion decimal el namero cifras que se escri-
ben a la derccha de la coma es precisamente el exponente de 10 en el denominador de la
fraccion correspondiente, podemos enunciar la siguiente regla practica:

Regla prictica:

Para sumar dos numeros decimales con el mismo niumero de cifras detras de la coma,
caso 2., basta sumar los numeros naturales que se obtienen al suprimir la coma y del re-
sultado se separan tantas cifras decimales como tengan los sumandos.

Si los dos sumandos tienen distinto numero de cifras decimales, casos 1.°y 3., se igua-
lan afadiendo ceros al sumando que menos tenga y se procede como en el caso anterior.

Ejemplos:
a) 325+47,13=10,38, ya que 325+713=1038;

43,124 321=46,33, va que 4312=4633.

b) 12,6+33712=12,600+33712=46,312, ya que 12600+ 33712=46312.

¢) Si como suele ocurrir en la practica se colocan los sumandos en columnas cuidan-
do que las cifras que representan los mismos ordenes de unidades queden alineados en las
mismas columnas se puede proceder directamente:

3,12 125,417
15,725 3121,15
18,845 3246,567

Probucto:  Asimismo definimos el producto de dos numeros decimales como el pro-
ducto de los racionales correspondientes. También para este caso se ve facilmente que:

El producto de dos numeros decimales es otro numero decimal. En efecto:

A B AB _ P
107 10 107¢ 10"

donde P=A-B v t=p+gq.



Se deduce, por tanto, que el producto de numeros decimales tiene las propiedades
asociativa, conmutativa vy existencia de neutro para el producto que es precisamente la uni-
. 10 . ) . . .
dad racional I:E, pero en cambio no todo numero decimal admite un inverso, ya que el
, . . 30 . : i .
numero 3, por ejemplo, que ¢s decimal, pues 3:1—0 tiene por inverso 3 el cual hemos visto
que no es decimal. Tenemos que (D7, -} es un semigrupo y acabamos de ver que es un sub-
semigrupo del grupo multiplicativo de los racionales positivos.

La propiedad distributiva del producto respecto de la suma también se verifica como
paso particular de la distributividad de los racionales.

Regla prdctica

Con la observacion hecha para la suma podemos enunciar la correspondiente regla
para el producto de numeros decimales:

«Para multiplicar dos numeros con p y ¢ cifras decimales respectivamente, se pres-
cinde de la coma y se multiplican los naturales obtenidos, separando, del producto, tantas
cifras decimales como indique ¢l namero p+¢ suma del namero de cifras decimales de cada
uno de los factores».

Ejemplos:

2,13.0,15; 213-15=3195, luego 2,13.0,15=0,3195
7,28:2,3; 728.23=16744, lucgo 7,28-2,3=16,744

6. Orden de D’

El conjunto de los numeros decimales positivos resulta ordenado por el orden defini-
do en Q. es decir:
A B
107 104

siy solo si A-10¢ <B-10"
Lo anterior se simplifica observando que:

1. Si p<qg; A-10°<B-10" equivale a A-10° "< B
2. Si p=gq; A-10"<B-10" equivale a A<B
3. Si p>g; A 10¢<B- 10" equivale a A<B-10" ¢

Ejemplos:
2 4175 325 _4175
Ordenar los numeros 310? Y 1o tenemos que 325-10<4175, luego BT é——-]oq.
1512 _ 1725
Comparar los numeros ——1?(2)? A —115332, tenemos que 15121725, luego o é—————]o] .
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5
Dc los numeros 71102 y 1] z): decir cudl es mavor, tenemos 712<112.10°, luego %<—ll—10%

Cuando los nameros vengan representados por su expresion decimal bastard tener en
cuenta que el namero de cifras a la derecha de la coma es el exponente de 10 v se procede
directamente.

7. Monotonia de la suma y producto de los numeros decimales

El orden de D' es compatible con la suma v producto de numeros decimales. Es
decir, si:
a b, ¢ deD voooa<sh : c<d

se verifica que
a+c<b+d v a-c<h-d

Lo cual se obtiene como caso particular de la monotonia de la suma y producto de
numares racionales.

8. Division decimal

Hemos visto en la division entera que dividir un namero natural ¢ por otro b consis-
tia en encontrar un par de numeros ¢ y r, llamados cociente y resto (por defecto), tales que
a=c-b4+r, r<b vy siendo ¢ ¢l mavor natural, tal que b-c<a<b(c+1).

o a r . . . a r
Escribimos ]—:c+?(]) stendo ¢ la parte entera del numero racional 5 y y la parte

7
fraccionaria. Esta parte fraccionaria la podemos expresar en forma de décimas, centési-
mas, etc., sin mas que dividir 10r por b, suponemos 10r> b si no dividiriamos 10%, 10°, etc.,

por b, tendremos:

10r=ci-b+r, , n<b
es decir,
10r 4 ¥
=c
b T
o lo que es igual
li o C Iy
b 10 10b
sustituyendo en (1):
a C 18]

C
b 10 106
AN
105
do 10°r,>10b, si no seria 107 >10h 6 10*,> 10D, etc., mayor que 10b y dividiriamos 10
por b, tendriamos:

donde ¢ expresa ahora las décimas del cociente; repitiendo el proceso con y suponien-

10r =cb+ 1
O Seca
101'1 . ra
5 Ot
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es decir,
noooo I

100 10° + 10%h

sustituyendo
d o3 C rs

_+_
b 10 10° * 10%h

donde ¢ son las centésimas del cociente, etc. Al reiterar el proceso se concluye con una de
las siguientes formas:

Caso 1. Un cierto resto termina por ser cero, es decir, r,=0 vy 10"r, 1=b ¢, como

ro 1<b tenemos que b divide a 10", luego los factores primos de b sélo pueden ser 2 y 5;
o a ) , , . :

por consiguiente 7 € un numero decimal v se puede representar mediante cifras deci-

males.

Caso 2.° Ningun resto es cero, ¢l proceso puede ser continuado indefinidamente, pero
como los restos posibles son en namero finito, a partir de un cierto r, se vuelven a repetir
de manera periédica. En este caso b contiene factores primos distintos del 2 v del 5 vy 5 no
es un numero decimal, por tanto solo se puede representar mediante cifras decimales con
una cierta aproximacién. El error cometido es de orden menor que la ultima cifra des-
preciada.

Ejemplos:
B L5
200 10 100
11 6 6 6
=3t . =3666
3 10 100+1000+

. o , 11 .
donde los puntos indican que el proceso continua, decimos que s aproximadamente 3,666

. , , . 11
y el error cometido al tomar el numero decimal 3,666 como valor del racional < ©s menor
que una milésima.

TOPOLOGIA DE LOS DECIMALES POSITIVOS. SUCESIONES

9. Sucesiones de numeros decimales

Una sucesion de ndmeros decimales positivos es una aplicacién de /N en D*; la ima-
gen de 1 es el primer término de la sucesion que lo indicaremos por medio de un subindi-
ce, asi: di; la imagen de 2 es el segundo término de la sucesion que indicaremos ds; ..., etc,,
en general la imagen del nimero natural 1, d.,, es el n-éesimo término o término general

de la sucesion.

La sucesion d, da, ..., d., ... se representara encerrando el término general entre lla-

ves: {d.}.
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Fjemplos:

H
3 : 3 .3
di== dz::—B,) ; (1;:—33‘ Do (1,,:—33 ;

10 107 10 10"

es una sucesion que escribimos:
n
3 33 333 33...3
o 1w 10

También son sucesiones de nuameros decimales las siguientes:

19; 199 1999: . 199 . O
2: 4 6 . 2u;
33,1 3.14: 3,141; 3,1415; 3,14159;

Es una sucesion de numeros racionales, pero no es una sucesion de ntimeros decima-
les la siguiente: ’
1 | | | 1
375 709" T 241

Obscrvamos cn los cjemplos anteriores que, en algunas sucesiones, ¢s muy sencillo
expresar ol término gencral en funcion de 1. micntras que en otros casos no es asi. Una su-
cesion queda determinada cuando conocemos la lev de formacion de sus términos.

10. Sucesion de nimeros decimales con ley de formacion periodica

Un caso sencillo v particularmente importante de ley de formacion de términos de
una sucesion de nameros decimales lo hemos obtenido en el caso 2.7 de la division decimal.
Ahi hemos visto que, las cifras decimales del cociente se repetia periodicamente a partir de
uno de cllos; cada nucva cifra da un nuevo término de la sucesion y conocido el perfodo
queda determinada, por tanto, la sucesidon. Por cjemplo:

71:0,333 ..., s decir, la sucesion seria en este caso:

03; 033 0333 03333 . o -, o5 3333333
10 10° 10¢ 10

| _

720,142857142857 .., es decir, una succesion seria:

0.1; 0,14; 0,142; 0,1428; 0,14285; 0,142857; 0,1428571; 0,14285712; 0,142857;

0,142857142857; 0,142357142857142857;

T y !
También: 320,1666 ... Juego una sucesion seria
0,1; 0,16; 0.166: 0,1666; . ; 0,166 "e;
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Estas sucesiones las llamamos sucesiones con ley de formacion periddica o simplemen-
te, sucesiones periddicas.

Nota: Hacemos observar, ampliando el caso 2.* de la division decimal, que si el di-
vidir b no contiene el factor primo 2 ni el 5 las cifras decimales se repiten peridédicamente
a partir de la primera. Si b contienc el factor 2 ¢ el 5, aparte de otros, las cifras decimales
se repiten periodicamente a partir de una de cllas la h-ésima, por ejemplo, v no se repiten
periddicamente las & primeras.

11. Sucesiones constantes
Como caso particular de las sucesiones anteriores tenemos las llamadas sucesiones

constantes; son aquellas que a partir de un cierto término todos los siguientes son iguales.
Por c¢jemplo, las sucesiones:

son sucesiones constantes.

12. Limites racionales de sucesiones de nimeros decimales

Dada la sucesion d, de numeros decimales cuyos términos son dj, dy, ..., d, ... diremos
L . . . a . . . 7]
que esta sucesion tiene por limite el namero racional 7 0 que tiende al numero racional n

si siempre que fijemos un numero racional positivo r sea posible encontrar un término de la

oo O oeps 7 -
sucesion, el d., por ejemplo, tal que rodos los siguientes a ¢l difieran de 7 th menos de r;

¢s decir, que

—;—j—-d,, [ o d, —-g—)

sea menor que r para todo p>m.

Ejemplos:
La sucesion 0,9; 0,99; 0,999; ..., 099 " 9; ... tiene por limite 1, ya que la diferencia
1-099".9-000 . 0l =1
- i PN — n PN ]0’”

se puede hacer menor que cualquier nimero racional positivo r sin mas que escoger cl tér
mino m-ésimo lo suficientemente avanzado y a partir de él todos los términos de la sucesion

. . 1
difieren de 1 en una cantidad atn menor que T
Sin embargo, la sucesion de nameros decimales:

3. 3,1; 3,14; 3,141; 3,1415; 3,14559;
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que va dando las sucesivas cifras decimales del nimero = sabemos que no tiene por limite un

numero racional.
Otro caso lo tenemos en la sucesion:
1; 0,t; 1; O,1; 1; O,1;
la cual ¢s una sucesién que carece de limite como puede comprobar el lector aplicando la
definicion.
, . . . . a e a
Cuando una sucesion {d,} tienc por limite el numero T s¢ suele escribir lim a’,,:7
n
(donde n significa que ¢l subindice n aumenta indefinidamente; se lee «n tiende a infinito»).

Si una sucesion de nameros decimales tienc lnmiie ¢ste es unico, es decir, una misma
sucesion no puede tender a la vez a dos numeros distintos.

13. Sucesiones equivalentes de nimeros decimales

Dadas dos sucesiones de numeros decimales positivos d, v d',, diremos que son equi-
valentes si, siempre que f{ijemos arbitrariamente un namero natural m1, es posible encontrar
un subindice n tal que todo término, de subindice mayvor que 1, de una de las succsiones
dificra de cualquier término de la otra, de subindice también mayor que 1, en menos de

1 e
o © sea. que para todo p y ¢ mayores que n se verifica:
dimd'y<—— o d,—d,<——
]Om lom

segun sca d,=2d’, 6 d’',=d, respectivamente.

Ejemplos:

Las sucesiones 1,1, 1,01, 1,001, ..., 1,00 1. 01, .. v 09,099, ..., 099 "

valentes ya que fijado arbitrariamente un numero 1, tenemos que:

99, ... son equi-

1 1 n 2 1
i ...01—=099...99=0,00...02= ——<——
00 0, 99=000...02= =<

sin mas que elegir n=m+1.

Las sucesiones 2,9, 2,99, 2999, .. 299 9. .. v 09, 099,099, 0999 "9 . no
son cquivalentes, ya que 2,99 o 9—-0,99 T 9=> v cualquiera que sea n esta diferencia no

1 .
€s menor que == para m=1, por ejemplo.

10

Como consecuencia de lo anterior es posible obtener la siguiente proposiciéon que enun-
clamos simplemente:

Proposicion: Dos sucesiones de numeros decimales que tengan el mismo limite son
cquivalente.

Los casos 1.y 2." de la division decimal, junto con la proposicién anterior, permite
afirmar que todo numero racional es limite de infinitas sucesiones equivalentes de nume-
ros decimales.






CAPITULO VI

TEMA 1. MEDIDA DE MAGNITUDES. SISTEMAS DE UNIDADES.
CALCULO APROXIMADO Y ERRORES

1. Concepto de magnitud
Muagnitud es un semigrupo aditivo M entre cuyos elementos esta definida una relacion

de cquivalencia compatible con la adicion.

Cada elemento de M representa un estado particular de la magnitud al cual damos
¢l nombre de cantidad. Elementos equivalentes en M representan la misma cantidad.

Magnitud escalar

El semigrupo M diremos que es una magnitud cscalar si es un semigrupo ordenado
verificando que si a, beM y 0<a<b entonces existe un numero natural », tal que

n
at+a+ ... +a=na>b
Magnitud escalar absoluta

El semigrupc ordenado M es una magnitud escalar absoluta si O0<a, VaeM. Por
cjemplo: el peso, la capacidad, son magnitudes escalares absolutas.

Magnitud escalar relativa

El semigrupo ordenado M es una magnitud escalar relativa, si todo elemento ¢ de M
admite un opuesto —a, es decir, si M tiene estructura de grupo ordenado. Por ejemplo: las
temperaturas relativas sobre y bajo cero, las longitudes orientadas, etc., son magnitudes
cscalares relativas.

2. Medida de magnitudes

Al comparar una magnitud A con otra U de la misma especie, tomada como unidad,
puede ¢sta gstar contenida un numero exacto de veces en aquella o no. Si lo estd, el nimero
de veces que estda contenido se llama medida de A, con la unidad U.

Si, por ejemplo, el metro estd contenido exactamente 7 veces en una longitud dada,
dircmos que la medida de ella es de 7 m.
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Generalmente no ocurre que la unidad dada esté contenida exactamente en la magni
tud que se quiere medir, sino que la unidad estd comprendida mds de n veces, sin llegar
a estar contenida n+1, es decir:

nU<A<(n+1U

Los valores n y n+1, se dicen medida aproximadas por defecto v exceso respectiva-
mente.

Ejemplo:
Si el radio de una circunferencia es de 4 m. su longitud estd comprendida entre
2X314x4<L<2x32x%x4
segun que =, lo consideremos por defecto, 3,14, o por exceso, 3,2.

Todo esto nos indica que en el calculo de la medida aparecen normalmente estos nu-
meros aproximados, y su estudio constituye la teoria de errores, o calculo de numeros apro-
ximados.

3. Sistemas de unidades

Hemos visto que para medir una cantidad de magnitud es necesario fijar una unidad.
El conjunto de unidades fijado para medir las cantidades de las distintas magnitudes reci-
be el nombre de sistemas de unidades. En cada uno, segiin las necesidades, se usan multi-
plos y submultiplos de la unidad por igual. En el apéndice figura el sistema métrico de-
cimal.

4. Numeros aproximados

Al efectuar la medida de una magnitud, en general, bien por no ser posible, bien por
no ser necesario, se expresa la medida segin acaba de indicarse, mediante un namero que la
aproxima, con un error menor que una cierta cantidad fijada de antemano, y que se cono-

ce con el nombre de cota de error.

La relacién, por diferencia o razon, entre la medida exacta y la aproximada recibe el

nombre de error.

En los nimeros aproximados se consideran pues dos clases de errores: ¢l error abso-
luto y el error relativo.

Error absoluto es la diferencia entre el numero exacto y.el aproximado.
Error relativo es el cociente del error absoluto por el namero exacto.
Normalmente no se conocen los errores, sino sus limites por exceso o defecto.

Si al medir una distancia cometemos un error de 3 metro, no tiene el mismo valor
practico ese error si se trata de una longitud pequefa, que de la longitud de una carretera,
por ejemplo.
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Por esto en estos casos, se utiliza el error relativo, o sea, que si N es el valor exacto

v N’ ¢s el aproximado

e=N-—-N’ (error relativo)
v
e
E=— (error absoluto)
N
En nuestro ejemplo:
1 3
e=im. v £=-—m.
N

que si la longitud de la carretera suponemos que es de 100 km. el error relativo seria

1
Voo
100000 200000

de metro

practicamente despreciable.

En el cédlculo con nameros aproximados se estudia el error a que viene afectada la
operacion, conocida la aproximacion de los datos, o bien el problema inverso, pero nosotros
nos limitaremos, una vez dadas estas nociones, unicamente a recordar los sistemas corrien-
tes de unidades de medida, para longitudes, superficies, volimenes, capacidad y peso v cuyo

dctalles los ofrecemos al final en un apéndice.

Hallar la medida de un segmento es hallar su longitud. Si la unidad o algunas de sus
partes estd cxactamente contenida en la magnitud ésta se llama conmensurable y el numero
que la expresa exacto; en el caso contrario, la magnitud es inconmensurable con la unidad,

v ¢l niimero que expresa su media es aproximado.
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TEMA 2. UNIDADES DE SUPERFICIE. AREAS DE FIGURAS PLANAS.
MEDIDAS DE ANGULOS
1. Metro y metro cuadrado
La unidad de longitud es el metro, con sus multiplos y divisores.

Para determinar las longitudes se usa el doble decimeiro, el metro, la cinta métrica,
ctedlera, segun sea menor

(Doble decimetro (Metro patrén) (Cinta métrica)

o mavor la referida longitud buscada v cuando ¢sta ¢s muy grande se utilizan aparatos,
tales como el teodolito.
La medida de una superficie se llama area.

La unidad de medida es el metro cuadrado, con sus multiplos v divisores.

Veamos el calculo de areas de algunas superficies.

2. Rectangulo

Suponiendo que la unidad lineal esté contenida m veces en la base y n en la altura,
trazando las paralclas
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a los lados para las divisiones indicadas en la figura, se obtiene una cuadricula que deter-
mina m -1 cuadrados, uno de los cuales tomaremos por unidad superficial. El nimero de
veces que esta contenido este cuadrado en la superficie, sera el area del rectangulo; es de-
cir, m-n. Llamando pues, b a la basc y ¢ a la altura, el 4rea de esta figura sera base por
altura

A=b-u
3. Cuadrado

Como esta figura es un caso particular del rectangulo en donde b=g¢, es el lado ! del
cuadrado, su drea seria
A=P
0 sea: area igual al cuadrado de su lado.
4, Paralelogramo

Dos figuras que tienen la misma area se llaman equivalentes.

Supongamos el paralelograma ABCD, en ¢l que trazamos las alturas AH y DH’, con
lo que se habra formado un

# B 8}

e

A D
rectangulo AHH'D cquivalente al paralclogramo dado. En cfecto, los tridngulos AHB y DH'C
son iguales por rectangulos que tienen un cateto y la hipotenusa iguales, y, por consiguien-
te, restando de la figura total uno u otro triangulo, las dreas resultantes serian iguales, luego:

Ar. paralelogramo=Ar. rectangulo=AB-AH =D x h=base-altura

5. Tridngulo

Si por los vértices C v D del triangulo trazamos paralelas al lado opuesto, se forma
un paralelogramo, cuya area es AB-/.

Siendo ese tridangulo la mitad del paralelogramo, su édrea serd A=}[-h, es decir, la
mitad de su base por su altura.

S »
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6. Trapecio

Sea la figura ABCD

Trazando por el punto N, medio de CD, una paralela a AB, se forman un paralelogra-
mo de area AB-h que es equivalente al trapecio, pues los dos tridngulos NCF y NED, son
iguales por tener dos lados iguales y el angulo comprendido igual; por consiguiente, si de
la figura total restamos unos u otros, las figuras son equivalentes, luego

Ar. trapecio—ar. paralelogramo=AE-h=MN-h, es decir: Ar. trapecio=paralela me-
dia por la altura

7. Poligonos regulares

Basta descomponer el poligono en triangulos, trazando los radios que van a todos
sus vdértices, con lo que quedara descompuesto, si el poligono tiene n lados, en n triangulos

iguales.

Como ¢! area de uno de esos triangulos es ' de base por altura, es decir, } b-a, el

area del poligono sera:
A=n-S-a=¥In)-a=ip-a

donde p cs el perimetro y a la apotema.

El arca de una figura poligonal cualquiera se halla descomponiéndola en triangulos

v sumando sus areas.
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8. Medida de angulos

La medida de un dngulo, como la de las restantes magnitudes, se halla comparando
¢ste con otro tomado por unidad, bien sea el dngulo recto o una de sus partes.

Generalmente se considera dividido el angulo recto en 90 partes, las cuales se llaman
grados sexagesimales, o bien cn 100 partes, llamadas grados centesimales.

Es decir,

angulo recto= 90" sexagesimales

angulo recto=100* centesimales
Ejemplo:
un angulo llano =2 rectos = 180° = 200+

Arco correspondiente a un éngulo es el trazado desde su vértice como centro y com-
prendido entre sus lados.

Si un semirrayo OA, gira describiendo cuatro angulos rectos, un punto del mismo, A,
describe una circunferencia. Al angulo recto corresponde un cuadrante; al llano correspon-
de una semicircunferencia. Por consiguiente, grados angulares y de arco, se corresponden.

Por tanto: La medida de un dngulo, es la de su arco correspondiente.

Para la medida de¢ los angulos cn el plano, se utiliza el semicirculo graduado; para
medidas espaciadas cualquier goniometro, teodolito, etc.

90°

1800 I 0°
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9. Angulos en la circunferencia

A) Angulo central

Si el vértice del angulo es el centro de la circunferencia, su medida es la del arco co-

rrespondiente, segun acaba de indicarse.

B) Angulo inscrito

Angulo inscrito en una circusferencia, es el que tiene su vértice en ella, y sus lados
son cucrdas.
) s A A
a) Si uno de los lados de BAD pasa por el centro, tal como AB, como A y D son

iguales, por ser isdsceles el triangulo OAD, el dangulo a, externo de ese triangulo, es doble
A
del dngulo A, luego

A A ~
A=la med. A=) BD

tom—-

b) Si los lados del angulo no pasan por el centro, mediante una suma o diferencia de
angulos, queda reducido el caso al anterior.

A <« T < T
C A=BAC+CAD c’
”, ATy A h B
8 D A= —C'A’B
A S - TN
Med. A=5BC+5CD=} BD
A/ — - S D’
Med. A'=3C'D'—-YC'B =3 B'D
A A

En el caso particular de ser uno de los lados del angulo tangente a la circunferencia,

s¢ llama dngulo seminscrito.
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C) Angulo interior

Angulo interior a una circunferencia, es el que tiene su vértice en el circulo, y sus la-
dos son cuerdas. Caso particular de este es el central.

N
. . . ) A A
Si unimos M con N, tenemos que a, en el tridngulo MAN, es igual a M mas N, v, por
consiguiente:

A A
Med. de a=Med. M+Med. N
S~

P

Med. de a=3PN+)0OM= ' (PN+ON)

tul—

Es decir, la medida de un angulo interior es igual a la semisuma de los arcos que los
lados y sus prolongaciones determinan en la circunferencia.

D) Angulo exterior

Angulo exterior respecto a una circunferencia, es el determinado por dos secantes
o tangentes a la misma.

A

D

AA
Si unimos B con D, el angulo o, por externo del triangulo ABD, es igual 2 A+D, y, por
consiguiente:

A A A <« T 1/\
A=oa—D |, med. de A=3YCD—3 BE
0 sea
A P
med. A=4(CD—BE)
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¢s decir: La medida de un dngulo exterior cn una circunferencia, es fgual a la semidifiren-
cla de los arcos que sus lados interceptan en; la circunferencia.

10. Areas circulares
A} Circulo

Si dada una circunferencia, inscribimos un poligono regular en ella, y en sus vértices
trazamos el poligono circunscrito correspondiente, la longitud de la circunferencia, es el li-
mite comun de los perimetros de ampos poligonos, cuando el namero de lados de ambos
crece indefinidamente.

Por consiguicnte, el darca del circulo, o sea el area limitada, por la circunferencia,
serd el limite comun de las areas de los referidos poligonos.

area circulo=lim. } p-a

siecndo p el perimetro del poligono inscrito y a la apotema correspondiente. Por consiguien-

te, como el limite de p es la longitud de la circunferencia, v el de a. el radio de la misma,
enemaos:

N

area circulo=) 2=r-r=mxr

Es decir, el area del circulo es igual al producto del nuimero w, por el cuadrado del radio,
expresadas en unidades superficiales correspondientes, a la unidad lineal en que esté expre-
sado ¢l radio.

B) Sector circular

Como en una misma circunferencia los arcos v los sectores correspondientes son
proporcionales, ya que a dareas iguales, sectores iguales, v a un arco suma de dos corres-
ponde sector suma de los respectivos sectores, se tiene

Ar. sector § o
Ar. circulo 360

luego

Area sector=x r’ ——



C) Segmento circular

£ A
seg. AmB=scctor AOB—AOB

luego

< A
area Seg. AmB=Ar. scctor AOB—Ar. Triang. AOB

Si el segmento es mayor que un semicirculo, como CmD, el drea sera la del sector co-
rrespondiente mas el triangulo OCD.

D) Corona circular

Como sabemos que la corona circular es la porcion de superficie limitada por dos
circunferencias concéntricas, tendremos:

Area corona=Ar. circulo mayor—area circulo menor
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Si llamamos h a la altura de la corona, es decir, R—r=Mh, tenemos

Ar.=n(R+r)(R—r)=2n ﬂ—z}i(R—r):Zn Rl

donde R, es el radio de la circunferencia media de la corona.

F) Trapecio circular
Trapecio circular es la parte corona circular comprendida entre dos radios.

Su area sera igual a la difcrencia de areas de los dos sectores correspondientes, S v S
Area sector=Area sector mayor —Area sector menor

A0OB=S
cob=s’
ABCD=S-§'
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TEMA 3. VOLUMENES DE CUERPOS. SU MEDIDA Y CALCULO

1. Volumenes de los poliedros y cuerpos redondos

En el sistema métrico decimal se adopta como unidad de volumen el cubo de lado
igual a un metro, o sea el metro cubico.

Dos cuerpos son equivalentes si tienen igual volumen. Dos cuerpos congruentes son

cquivalentes.

2. Ortoedro

Si la unidad lineal esta contenida un determinado numero de veces, m1, n, p, en cada
una de esas aristas, trazando por cada una de esas divisiones planos paralelos a las caras de!
octoedro, quedara éste descompuesto en (m-n-p) cubos iguales, cada uno de los cuales es
la unidad de volumen, luego el volumen del ortoedro seria V=m-n-p, es decir, el producto
de la medida de las tres dimensiones.

Si se trata del exaedro, su volumen serd el cubo de la medida de su arista, es decir:

V=a-aua=d

3. Volumen del paralelepipedo

Siempre se puede pasar de un paralelepipedo a un octaedro de base equivalente e
igual altura, mediante adiciones y sus tracciones de poliedros equivalentes.
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Cc

284

En el ejemplo de la ligura, suponicndo la base rectangular, basta trazar por dos aris-
tas opuestas de la base dos planos perpendiculares a la misma, con lo que se formaran
dos prismas triangulares equivalentes, por tener todos sus clementos iguales y, por consi-
guiente restando uno u otro de ecsos prismas resulta el paralelepipedo equivalente al oc-
tacdro

Su volumen e¢s, pues, el areca de la base por la altura
V=B-h
Si la base del paralelepipedo no es rectangular, se convierte en otro equivalente que
lo sea, reduciendo el caso al anterior.
4. Volumen del prisma
Un paralelepipedo cortado por un plario diagonal sc¢ descompone en dos prismas si-

métricos de base triangular, el arca de csta base cs la mitad del area de la base del para-
lelepipedo v las alturas son la misma, lucgo:

El volumen del prisma triangular es igual al drea de la base por la altura
V=B-h
Teniendo en cuenta que todo prisma se puede descomponer en prismas triangulares
de igual altura que el primitivo y que la suma dc las arcas de las bases triangulares es
igual al area de la base del prisma, tenemos que: el volumen de un prisma cualquiera es

igual al producto del area de la base por la altura

V=B-h
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5. Volumen del teiraedro

Todo prisma triangular se puede descomponer en tres tetraedros equivalentes.

Si por A trazamos ¢l plano ABC, queda descompuesto el prisma en una pirdmide cua-
drangular ABCDE, vy el tetraedro ABCF, v trazando el plano diagonal ABE de la piramide
cuadrangular queda ésta descompuesta en dos tetraedros que son equivalentes por serlo sus

bascs vy tener igual altura, v que a su vez 1o son con ¢l tetracdro primero por la misma razon.

D C

F

Por tanto: ¢l volumen de un tetracdro es igual a un tercio del drea de la base por la
altura
V= ?x B 'h

6. Volumen de la piramide

Cualquier piramide se puede descomponer en suma de tetracdros de igual altura me-
diante planos diagonales que pasen por el vértice y al sumar los volumenes de los tetrae-
dros tendremos que: ¢l volumen de una piramide es igual a un tercio del area de la base

por la altura. Es decir, V=B /.
\

7. Volumen del cilindro B c

El volumen del cilindro, considerado como limite de los volamenes de los prismas
inscritos en ¢l al aumentar indefinidamente el numero de caras de las mismas, también
sera el producto del area de la base por la altura.

Si ¢l radio de la base es r. su drea eswr’ y el volumen del cilindro es:

V=nrh
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8. Volumen del cono

[gualmente el volumen del cono se considera como limite de los volumenes de las pira-
mides inscritas al aumentar indefinidamente el niumero de caras laterales de los mismos.

Por consiguiente, el volumen del cono seria igual a un tercio del producto del area
de la base por la altura. Siendo r el radio de la base, el volumen del cono viene dado por

V=inrh

9. Volumen de la esfera

El volumen de la esfera se obtiene multiplicando los cuatro tercios de m por el cubo
del radio.

De los volumenes esféricos nos limitamos a dar la regla anterior, por razones de limi-
tar la extension del programa.
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CAPITULO VII

TEMA 1. ELEMENTOS GEOMETRICOS

1. Elementos geométricos

El punto es el elemento geométrico primitivo, el mas simple. Su concepto es intuitivo.
La punta de un ldpiz, por ejemplo, sirve para materializarlo. Una letra maviiscula sirve para
Su representacion.

Un punto moviéndose engendra una linea

Podemos pues, definir la linea como el conjunto de puntos obtenido por el movimien-
to continuo de uno de ellos.

Si la linea se mueve en el espacio, sin deslizarse sobre ella misma, engendra la su-

perficie.

Por consiguiente, podemos definir la superficie como la figura geométrica que puede
cengendrarse por el movimiento continuo de una linea que no se deslice sobre ella misma.

Si a su vez, una superficie se mueve en el espacio, sin deslizarse sobre ella misma,
engendra otra figura geomdétrica que es el cuerpo.

Entre las lineas, esta la denominada recta, que se caracteriza por ser indefinida, idén-
tica en todas sus partes, y estd determinada por dos de sus puntos.

Puede materializarse marcando dos puntos A v B en ¢l papel y doblando por ellas, el
doblez, es la recta AB que pasa por cllos.
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B

Igualmente puede materializarse por un hilo tirante que pase por los dos puntos.

Si tenemos dos rectas con un punto comun, v hacemos deslizar sobre ellas, una ter-
cera, engendra una superficie que se llama plano.

El plano se caracteriza por ser indefinida, idéntico en todas sus partes y estan deter-
minadas por dos rectas que se corten.

El plano queda determinado también por tres puntos que no estén en linea recta,
pucs uniendo dos de ellas con el tercero queda reducido este caso al anterior.

Igualmente puede dceterminarse por un punto y una recta que no lo contenga, pues
bastara tomar dos puntos ¢n la recta, v tendriamos reducida al caso dltimamente citado.
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2. La recta

Si e¢n una recta sefalamos un punto A, queda dividida en dos partes que se Illaman
semiirrectas o senmiirravos con cl extremo A comun

A
-—

semirrayos Aa y Ab. b a

Dichos semirrayos se dicen de ovpuesto sentido o sentido contrario, y se ¢xpresan asi:

“— —>
Aa v Ab

Si ¢n una recta tomamos dos puntos A v B, ¢l conjunto de los puntos situados entre
cllos, v ellos mismos, se llama segmento rectilineo, v los puntos A y B, extremos del seg-

mento A

s
A B

3. Posiciones de dos rectas
Dos rectas en el espacio puecden tener tres posiciones:

a) No tener ningin punto comun sin estar en un plano. Se dice que se cruzan

/
’
/

—A~-------0

b) Tener un punto comun, v entonces se cortan



¢) Estar en un plano v no tener ningun punto comun. Las rectas se llaman paralelas.

=7

Si tienen mas de un punto comun coinciden, por razon de sus propiedades caracte-
risticas.

4. Radiacién - Haz de rayos

Las infinitas rectas que pasan por un punto A, en el espacio, constituyen una radia-
cion de vértice A.

Cuando son infinitas las rectas que pasan por A y estdn en un plano, ese conjunto se
llama haz de rectas.

/K

Si en lugar de las rectas se consideran los semirrayos a partir de A, por ejemplo, se
forma un haz de semirrayos de vértice A.

5. Angulos
La parte de haz de semirrayos limitada por dos de ellos se llama angulo. Sea el dngulo

— . A
a0b o simplemente ab.
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A
Los dos semirrayos limitan dos partes del haz. El angulo: aOb=a que se llama

A
convexo v el aOb=8

b
——
0
b

que se denomina cdrcavo, segun sca menor o mayor que un semi-haz que es el determinado
por dos semirrayos opuestos, constituvendo ¢l angulo llano

La mitad de un angulo llano, se llama dngulo recto, y sus lados se dice que son rectas
perpendiculares.

Todo angulo menor que un recto se dice agudo, y si es mayor se llama obtuso.
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0 0 a
En un angulo convexo, el segmento que une dos de los puntos de su zona angular esta
contenido en él. En el caso de ser concavo, el segmento puede cortar a sus lados

dfi—

0

6. Angulos consecutivos

Son los que teniendo un lado comun, los otros dos estan a distinto lado. Sean aOb y aOc.

0

El dangulo formado por los dos lados externos, el be de nuestro ejemplo se llama suma
de los dos dados. Cuando tienen un lado comun, y los otros dos al mismo lado, el dangulo
formado por los dos no comunes se llama diferencia de los angulos dados.

Si un angulo recto se divide en 90 partes, cada parte se llama grado sexagesimal, v
si hace en 100, se denomina, cada angulo obtenido, grado centesimal. Asi pues, un angulo
recto tiene 90° y 100° respectivamente.

Un angulo queda determinado por sus dos lados, sabiendo si es céncavo o convexo.

118



7. Circunferencia

Entre las lineas citaremos también, como importante por el papel que juega en las re-
laciones planas, la circunferencia, que es el conjunto de puntos de un plano que equidis-
tan de uno fijo del mismo, llamado centro. La distancia del centro a uno de los puntos de
la circunferencia se llama radio. El segmento limitado por dos puntos opuestos de la mis-
ma, c¢s decir, que pasa por el centro se denomina didmetro. La parte del plano limitado por
la circunferencia se denomina circulo.

Cc

Cuando cierte conjunto de puntos cumple con una condicidn, y los restantes puntos
del plano no la cumplen, se llama lugar geométrico.

Asi pues, la circunferencia es el lugar geométrico de los puntos de un plano que equi-
distan de otro fijo llamado centro.

8. Movimientos

Para el estudio de las figuras geométricas es conveniente muchas veces utilizar la idea
de movimiento del que a su tiempo y en el capitulo correspondiente s¢ cxpondrd mas am-
pliamente. Cuando una figura ocupando distintas posiciones en el espacio, ligados como
¢s natural a los distintos instantes en un desplazamiento, y prescindiendo del tiempo, y de
las distintas posiciones intermedias tenemos unicamente en cuenta la posicion inicial F y la
final F’, diremos que se ha efectuado un movimiento con la figura F en la que sus elemen-
tos primitivos y posiciones relativas permanecen inalterables.

Llamando p al movimicnto, F a la figura primitiva y F’ a la posicién final, podemos
escribir

L
B F - F
/A\//
| " 1 [ v |
1 | T T T
A A’ AeF A’ eF’
N

9. Segmentos

Dos segmentos estén o no situados en una misma recta, se dice que son iguales, cuan-
do por un movimiento los extremos coinciden.
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Sea AB y A'B’

el segmento AB de la figura, coincide con A’B” mediante el movimiento p, luego son iguales.

10. Segmentos generales

El conjunto de los segmentos del plano quedan clasificados en clases de equivalencia
mediante la relacién de igualdad anteriormente definida; cada clase de equivalencia esta
constituida por todos los segmentos del plano iguales entre si, y cualquiera de ellos puede
utilizarse para representarla. Si el segmento AB pertenece a una cierta clase ésta se deno-
tara por [AB]; también se utilizan letras mintsculas «, b, ... para representar las clases.
A cada clase de segmentos le damos el nombre de segmento general.

11. Adicién de segmentos generales

Dados dos segmentos generales « v b, llamaremos suma de los mismos, notacién a+ b,
al segmento general que se obtiene tomando como representante del mismo el segmento AC

suma de un representante AB de a y otro BC de b consecutivos. En simbolos:

a+b=[AB]+[BC]=[AB+BC]=AC

Propiedades de la adicion
1. Uniforme. Si [AB]=[A'B’] v {BC]=[B’C’] entonces

[AB]+[BC]=[A'B']1+[B'C’]
ya que

AC=AB+BC=A'B'+B'C'=AC
2. Asociativa. ([AB]+[BC])+[CDJ=[AB]+([BC]+[CD]), en efecto:

(AB+BC)+CD=AC+CD=AD=AB+BD=AB+(BC+CD)
luego entre las clases correspondientes se verifica ([AB+ BC])+[CD]=[AB]+{BC+CD], es

decir,
([AB]+[BCH+[CD]=[AB]+([BC]+[CD])

3. Conmutativa. [AB]+[BC]=[AC]=[CA]=[CB]+[BA] y como a=[AB]=[BA],
b=[BC]=[CB] tenemos a+b=>b+a que expresa la conmutatividad de la suma.

4. Existencia de neutro. Consideraremos el segmento OO, cuyos extremos coinciden,
y todos sus equivalentes como el segmento general neutro para la suma, va que:

[AB]+[BB]=[AB]
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Tenemos, por tanto, que el conjunto de los segmentos generales y la operacién de su-
mayr definida entre cllos es un semigrupo conmutativo.

12. Producto de segmentos generales por numeros naturales

El producto del numero n por el segmento general ¢ es la suma de n veces el seg-

mento a: )
I
n-a=a+a+ ... +ud

Este producto goza de las siguientes propicdades:
1. Distributividad respecto de la suina de niimeros naturales, es decir,
(m+n)-a=ma-+na

va que

i 1
(m+mya=a+a+ ... +ut+a+a ... a=ma+na

2. Distributividad respecto de la sunia de segmentos, cs decir,

nla+by=ma+mb
en efecto
m m m
m(a+by=(a+b)+(a+b)+ ... +(la+b)=a-+u... +a+b+b+ ... +b=ma+mb

3. Una cierta asociatividad entre el producto de niimeros y del producto de niimeros

por segimentos, en ¢l siguiente sentido:

(m-mya=m(n-a)

en electo,

(m-nya=a+a+ i +a=(a+a+ 41.1. +a)+ (a+a+ ” +a)+ m (a+a+ .’.I. +ay=m(n-a)

4. En virtud de la definicion se verifica: 1 -a=a

En ¢l semigrupo . de los segmentos generales tenemos definido un producto por ele-
mentos de /N verificando las cuatro propiedades anteriores, decimos entonces que (.7, IN, +).
¢s un semimodulo o que ¢l conjunto de los segmentos generales respecto de la suma y el pro-
ducto por naturales ¢s un semimddulo sobre /N.

13. La relacion de orden de los segmentos generales

Diremos que el segmento general b es menor o igual que el ¢, notacion b<g, si existe
otro segmento ¢ tal que b+c=ua; cn particular ¢ puede ser el segmento neutro para la suma
v en ese caso se verifica la igualdad entre ay b.

Puede el lector comprobar que esta relacion entre segmentos es efectivamente una

relacion de orden.
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El orden asi definido es compatible con la suma de segmentos, va que se verifica la
siguiente propiedad de¢ monotonia:

Si a<b y ¢<d entonces a+c<b+d, en cfecto

ath=b . c¢+k=d
luego
(a+c)+(h+k)y=b+d
es decir:
at+cs<b4d

Asimismo, es compatible con el producto por nimeros naturales va que se verifica:
Si a<b entonces na<nb, en efecto:

at+h=>b ; nla+h)=nb ; nat+nb=nb
por tanto, na<nb.

14. Sustraccion de segmentos generales

Dados dos segmentos generales ¢ y b tal que b<a, llamaremos diferencia de a v b,
notaciéon a—b, al segmento general ¢ tal que a=b+c.

En virtud de la definicion se verifica la siguiente equivalencia a—b=c equivale a
h+c=a, asimismo: a—c="b e¢s equivalente a a—b=c y a b+c=a.

Nota prdctica: Para sustraer segmentos bastara superponer dos representantes v la

diferencia viene dada por el segmento determinado por los extremos no comunes de los seg-
mentos superpuestos.

15. Angulos generales

Dos dngulos diremos que son iguales si pueden superponerse mediante movimientos
sucesivos de manera que sus lados coincidan, escribiremos

aVh=a'V'b’

La igualdad de angulos verifica las propiedades reflexivas,” simétrica y transitiva es,
por tanto, una relacién de equivalencia entre los dangulos convexos del plano.

A cada una de las clases de equivalencia correspondientes les damos el nombre de dn-
gulo general. Es decir, un digulo general es, | fa C]asc de todos los angulos convexos del plano
iguales entre si, lo representaremos por &b o b, donde las letras & b indican los lados de
uno cualquiera de los angulos de la clase.

16. Adicion de dngulos generales. Propiedades

ados d(}i angulos generales &b y cd llamamos sunia de los mismos y la representare-
mos por ab+{d al angulo general a’d’ obtenido mediante la suma de los angulos consecu-

tivos a'Vh y hVd’' representantes de ab v cd respectivamente
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La adicion de dngulos generales goza de las siguientes propiedades:

_ A A 5 <y . A A
I. Uniforme. Si ab=cd y a'b’=c’d" se verifica que ab+j’?’:cd+?’?, en efecto
tomamos
mVh=aPb=cP’'d v hVp=a'Ob'=c'0'd’
luego
A <\/ P A /\, = T
ab+a'b’'=[mVh+hVpl=mp ; cd+c’'d'=[mVh+hVpl=mp
por consiguiente
A P > A
ab+a'b'= mp=cd+c'd

2. Asociativa: Se verifica que

A A A A A A
(ab+cdy+ef=uab+{cd+ef)
en efecto tomando

A A A
&Vheab , hVdeed v d'Vieef

se tiene

=T e T T B e T i S T T e S e <« T A A A

(@b+cd)+ef =(@h+hd)+ AF=ad + df=af = @h+hf = @h+(hd’+ @ F)=ab+(cd+ef)

A A AL A
3. Conmutativa: Se verifica ab+cd=cd+ab, en efecto si

aVheab hVd eca
también .
hVa’ec/zb : dVh=cd
pues
aVh=hva hWd =d'Vh
luego

dVh+hvd =a'Vd' =d'Va' =d'Vh+hVa

v pasando a las clases de equivalencia

A A <« T <> A A
ab+ced=ua'd =d'a’=cd+ab

4. Existencia de neutro para la adicion: Consideramos que la clase de angulos cons-
tituida por todos los angulos cuyos lados coinciden es el elemento neutro ya que se verifica:

A A A
ab+bb=ab
para cualquier angulo general ab.

Queda establecido que el conjunto de los angulos generales del plano es un semigru-
po respecto de la adicion.
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17. Producto de dngulos generales por numeros naturales
Definimos el producto del angulo general ab por el numero natural 1. como el angulo
(convexo) general suma de 1 veces el angulo dAb, 0 sea:
A A A 1 A\
n-ab=ab+ab+ ... +ab

En virtud de la anterior definicion se verifica:

1.
(m+n)a/;7:(a/\b+aAb+}.’.7. +aAb)+(c;\b+a/>)+ N +(1/\b):r'71v({\b+11-a/\1)
2.
m-(a/\b+c/c\i):((;\b+C/21)+(c;\b+c?1)+ " +(c:\b+cAd):cf\b+a/})+ m + ab+
+C/\d+C/21+ n +CA(1 :m-all\ﬂrmm‘?l
3.

A A A 7] A A A 17 A 1M A A n A A
(m-n)-ab=(ab+ab+ ... +ab)+(ab+ab+ ... +ab)+ . +(ab+ab+ ... +ab)y=m-(n-ab)
4.
A A
1-ab=ab
Como en el caso de los segmentos generales hemos establecido que con las operacio-

nes anteriores el conjunto de los angulos generales del plano es un semimoédulo sobre /N.

18. Desigualdad de dngulos generales

A A ) A

Dados dos angulos generales ab v cd diremos que ab es menor que c¢d, notacion
AA
ab<cd, si podemos elegir representantes respectivos hVb' y hVd' superpuestos tales que

se verifique AVD 4+ b'Vd' =hVd" siendo hVb' y b'Vd' angulos consecutivos.

; < 7 . . , A A
El angulo general 5°d" le llamaremos diferencia entre ¢l angulo general ¢d vy el ab, no-

A A
tacion cd—ab.
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TEMA 2. IGUALDAD DE TRIANGULOS. GENERALIZACION
A OTRAS FIGURAS PLANAS

Poligonos

Aun dando por conocidas las nociones elementales, muchas intuitivas, sobre esta ma-
teria, las sistematizaremos ahora fundamentandolas en capitulos anteriores, segun nuestra li-
nea expositiva establecida.

Una linca formada por segmentos consecutivos, se llama quebrada; siendo plana y con-

vexa, cuando situada en un plano, cualquier recta de éste no queda cortada en mas de dos
puntos.

Si la linea plana es tal que hay alguna recta que la corte en mas de dos puntos se
Hama céncava.
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Poligono cs Ta porcion det plano limitado por una linca quebrada cerrada.

B

E & D

Poligono convexo G’ Poligono céncavo

Como cada recta en el plano determina dos semiplanos, ¢l poligono ¢s la parte de
plano comuin a los semiplanos de todos sus lados, tales que cada uno contienen a los demas
vértices del poligono.

La parte rayada, comun a los semiplanos citados, constituye el poligono ABCDE.

Los segmentos AB, BC, ... son los lados del poligono. Los puntos extremos son los vér-
tices, la linea quebrada es el contorno, v su medida, el perimetro.

Los poligonos se clasifican en tridngulos, cuadrildteros, v, en general, enedgonos, se-
gan el numero de sus lados o de sus dngulos.
2. Tridngulos

Triangulo es la figura plana delimitada por tres rectas que se cortan dos a dos.

XS~

COPEXSERSA

A Cc
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Los puntos de interseccion de cada dos rectas reciben el nombre de vérrices del trian-
vulo, los segmentos determinados por cada dos vértices se llaman lados del triangulo y los
angulos formados por las semirectas con origen en cada vértice y que contienen a dos lados
se llaman dngulos del triangulo. Suponemos conocida la clasificacion de triangulos y las re-
laciones clementales entre lados, lados v angulos entre si.

3. Igualdad de triangulos

Dos triangulos son iguales cuando podemos superponerlos mediante movimientos su-
cesivos de manera que coincidan sus vértices.

Reciprocamente si dos tridangulos tienen iguales sus lados y sus angulos, los dos trian-
gulos son iguales; sin embargo, basta que scan iguales algunos de estos elementos para que
se verifique la igualdad como se comprueba mediante los siguientes criterios de igualdad de
triangulos.

Aun cuando mas tarde demos estas demostraciones siguiendo las normas de sistema-
tizacion establecida estudiaremos de un modo intuitivo los casos de igualdad de tridngulos.

1.°)  Tener iguales un lado y dos dngulos.

Si hacemos coincidir uno de ellos, considerandolo rigido, recortado y lo superponemos
sobre el otro coincidiendo el lado igual, como los vértices y angulos contiguos coinciden por
ser iguales, los otros dos lados tienen que coincidir ya que los semirrayos coinciden vy, por
consiguiente, su punto de interseccion.

- e —— ) R | . §

B C B’ Cc’ B=5' C=C
2.°)  Tener iguales dos lados v el dngulo comprendido.

Al recortar uno de ellos y llevarlo sobre el otro, coincidiendo los angulos iguales, coin-
cidirdn los semirrayos correspondientes v como los lados son iguales, los segmentos coin-
ciden y, por consiguiente, los extremos que son los otros vértices.

A Al
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3.") Tener iguales los tres lados.

Al recortar un triangulo y llevarlo sobre el otro, haciendo coincidir los lados BC y B'CY,
situando ambos tridngulos en la misma region del plano, como las circunferencias con
centros en B y C, de radios BA v CA respectivamente, coinciden con las correspondicntes a
fas trazadas en el triangulo A’B’C’, por coincidir sus centros y ser iguales sus radios, también
coinciden sus puntos de interseccion que determinan el tercer vértice de ambos tridngulos.

4°) Si dos triangulos ticnen iguales dos lados, desiguales entre si, de cada triangulo
v ¢l dngulo opuesto al mayor de ellos, los triangulos son iguales.
N - A /— s 'wa) /—/ . /\ //I\I 7’ ’
En efecto, sea AB=A'B’, AC=AC' vy sea AC>AB siendo ¢Ba=c¢ B'a ;. levamos A’B’ so-

< s P
bre AB de manera que ¢ y ¢’ queden en el mismo semiplano. Como cBa=c'B’d’, las semirrec-
tas que contienen a BC y BC” coinciden (ver figura).

¢ c C=C
\
\\ \\
\ \
“ \
\
N \
\\ \ =
\ N
\ A Y
\ \
n /\\s nr /\;\ :
A ' B A’ B A=A’ B=B’

En estas condiciones los vértices C y €’ coinciden, pues si no coincidieran tendriamos

que €7 coincidiria con otro punto ' del segmento BC, luego AC” =AC'= AC v el triangulo CAC”

-~ —

- S~ T~
es isosceles, luego los dngulos ACC” v AC”C son iguales pero AC”C es mayor que ABC por ser

exteriores al tridngulo ABC” lucgo tendriamos que ACH ¢$ mayor gue ABC Vv COMO a mayor
angulo se opone mayor lado tendriamos que AB>AC en contra de la hipotesis. Si en lugar
de quedar (" en el punto C” interior al segmento BC quedara exterior se repetira el razona-
miento, pero transportando ahora el triangulo ABC sobre ¢l A’B’C’ con lo que C quedaria
interior al segmento B'C’ y cstariamos en el caso anterior.

Cuando los tridngulos retnen algunas condiciones especiales, como la de ser equildte-
ros, rectdngulos o isdsceles, las condiciones de igualdad quedan reducidas, teniendo en cuen-
ta la propiedad especifica correspondiente.

En efecto:

Equildieros. Es suficiente para ser iguales, tener un lado igual.

Rectdngulos
1.° Tener los catetos iguales..
2° Tener un lado y un dngulo iguales.

3.2 Tener un cateto v la hipotenusa iguales.
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Isosceles
1. Tener iguales la base (lado desigual) v un lado.

2 Tener un lado v un dngulo iguales.

Todos estos casos quedan reducidos a los casos generales, teniendo en cuenta las pro-
picdades correspondientes de cada clase de iriangulos.
4. Igualdad de poligonos

Dos poligonos son iguales cuando mediante movimientos sucesivos pueden superpo
nerse de mancra que coincidan.

Por consiguicente dos poligonos iguales tienen sus lados y angulos iguales.

Reciprocamente, cuando tienen sus lados v angulos iguales respectivamente los po-

ligonos son iguales.

Es suficiente trazar las diagonales desde A v 47 os decir, los segmentos determinados
por esos vértices, v quedan descompuestos los poligonos en igual nimero de triangulos igua-
fes e igualmente dispuestos, por lo estudiado anteriormente en los tridngulos, y, por consi-
guiente, al superponer dos de ellos coinciden los demas y todos sus elementos.

Al igual que en el caso de los tridngulos es suficiente para que dos poligonos sean igua-
les que sean iguales determinado numero de lados v angulos.

Los dos primeros criterios de igualdad de tridngulos pueden ser generalizados a otros
poligonos, no asi los criterios que hemos enumerado 3.° y 4.° que son especificos de los
triangulos.

C.P. 1.° Dos poligonos de n lados son iguales si tienen n—1 lados, y los n—2 angulos
que forman, respectivamente iguales.

En efccto, la demostracion la realizamos por induccion: el criterio es cierto para el
triangulo, suponemos que es cierto para un poligono de n—1 lados vy lo demostraremos
para ¢l poligono de i lados.

Numeremos los vértices. En la tigura se representa el caso n=7 para fijar ideas, una-
mos por medio de una diagonal los vértices AF v A'F’ tenemos asi dos poligonos de n—1
lados que por verificar la hipotesis son iguales.
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Dl

Entonces el movimiento que lleva a coincidir los #—1 vértices A—F del primer poligono con
los correspondientes vértices A"—F del segundo, hace que coincidan también el vértice G con
el G" pues los triangulos AFG v A'F'G’ son iguales, ya que AF=A'F, FG=F'G" v AFG=A'F'G’

G.P. 2° Para que dos poligonos sean iguales es suficiente que scan iguales los lados
v angulos correspondientes que resultan al prescindir de un angulo y los lados que lo forman.

En efecto, al prescindir en cada poligono del vértice correspondiente al dngulo, los
n—1 vértices restantes forman poligonos iguales y los triangulos AFG v A'F'G’ son iguales

por tener el lado AF=AF’ y los dngulos A v F iguales a los A" v F’, luego el punto G coincide
con G’ en ¢l movimiento que transforma el primer poligono en el segundo.

5. Cuadrilateros

Existen clases de cuadrildteros interesantes, como son el paralelogramo, el trapecio v
el cuadrado.

El trapecio, es el que tiene dos lados paralelos y los otros dos no. El segmento deter-
minado por los dos puntos medios de lado, se llama paralela media, y altura a la distancia
MN entre las dos bases.

El paralelogramo es el que tiene sus lados paralelos dos a dos e iguales.

Si todos sus angulos son rectas se llama rectdngulo. Un rectangulo con sus lados igua-
les es el cuadrado.

Cuando todos sus lados son iguales y sus dngulos no son rectos se tiene el rombo.

Si dos trapecios tienen iguales sus bases, un lado y uno de sus angulos contiguos
son iguales.

Basta ver que coinciden al superponer una de sus bases, estando situados en la mis-
ma region del plano.

Dos rombos son iguales si ticnen un lado v un dangulo igual, pues al coincidir un lado
y un angulo coinciden los demas clementos.

Dos cuadrados son iguales cuando tienen un lado igual, lo cual es evidente, pues es el
caso anterior cuando los angulos son rectos.
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TEMA 3. CIRCUNFERENCIA Y CIRCULO

1. Generalidades

Dado un scgmento a=AB si fijamos ¢l extremo A y hacemos girar el segmento alre-
dedor de A, hasta su posicién inicial, habremos barrido una porcion de plano que llamamos
circulo de centro A y radio «; el extremo B del segmento recorre una linea que recibe el
nombre de circunferencia también de centro A y radio a.

Toda recta gue tenga dos puntos en comun con una circunferencia se llama secante
a la circunferencia. Si sélo tiene un punto en comun con la circunferencia se llama ran-
gente a la circunferencia. Si no tiene puntos comuncs se dice exterior a la circunferencia.

El segmento que resulta de unir dos puntos de la circunferencia se llama cuerda. Toda
secante a la circunferencia contiene una cuerda de la misma. Didmetro es toda cuerda que
pasa por el centro de la circunferencia v es igual a dos veces el radio de la misma.

La interseccion o parte comun de un circulo con cada uno de los semiplanos determi-
nados por toda recta que pasa por su centro recibe el nombre de semicirculo; la correspon-
dicnte interseccion de la circunferencia con cada uno de los semiplanos la damos el nombre

d¢ semicircunferencia.
Todo diametro determina dos semicircunferencias y, por consiguiente, dos semicirculos.

Dos circunferencias son iguales si se pueden superponer de manera que todos sus pun-
tos scan comunes. Dos circunferencias son iguales si sus radios son iguales. Cuando las cir-
cunferencias son iguales, sus circulos correspondientes también lo son.

Dos circulos son iguales cuando se pueden superponer de manera que sus circunfe-
rencias coincidan.
2. Angulos centrales. Sectores circulares. Arcos

Un angulo con vértice en el centro de la circunferencia se llama dngulo central de la
misma.

Sector circular es la interseccion del circulo con la region angular de un angulo central
0 bien la parte de circulo comprendida entre dos radios. Cuando esta interseccién es un

semicirculo el angulo decimos que es llano.

Arco es la interseccion de una circunferencia con la regidén angular de un angulo cen-
tral o bien la parte de circunferencia limitada por dos de sus puntos. Los lados del angulo
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- ~ . . r\
cortan a la circunferencia en dos puntos que son los extremos del arco. Notacién: AB. Dos
puntos de la circunferencia, limitan dos arcos, que completan aquella (si hay lugar a confu-

< T
sion se introduce un nuevo punto Py escribimos APB).
Al unir los extremos de un arco se obtiene una cuerda que llamamos correspondiente

al arco dado y al unir los extremos de la cuerda con el centro de la circunferencia se obtiene
un angulo central que también llamamos correspondiente a la cuerda considerada.

3. Arcos consecutivos y arcos superpuestos

En una misma circunferencia diremos que dos arcos son consecutivos cuando tienen
un extremo comun, siendo éste el tnico punto comun a los dos arcos o lo que es igual estan-
do los otros dos puntos a distinto lado. El arco que tiene por extremos los extremos no co-
munes de dos arcos consecutivos se dice que es la suma de éstos.

Asimismo, dos arcos diremos que estan superpuestos cuando teniendo un extremo co-
mun todos los puntos de uno de los arcos son comunes con el otro.

Los dngulos centrales correspondientes a arcos consecutivos son angulos consecutivos
y los angulos centrales de arcos superpucstos son angulos superpuestos.

4. Arcos equivalentes y arcos iguales. Arcos generales

Dos arcos decimos que son equivalentes cuando los angulos centrales correspondien-

. . a AT
tes son iguales. Notacion: AB=A'B’.

Consecuentemente se verifica que: /TBxfTB propiedad reflexiva; si EB%FD quiere de-
cir que el angulo central correspondiente al arco A?? es igual al angulo central correspondien-
te ¢l arco Cr}) y en virtud de la propiedad simdétrica de la igualdad de angulos tenemos que
CODQ/?B; si A?SxCFb y ngEF en virtud de la transitividad de la igualdad de angulos tene-
mos que A%xI:OF,

Todos los arcos equivalentes entre si lorman una clase que llamamos «amplitud de
giro», «amplitud del arco» o simplemente amplitud si no hay lugar a confusién. Notacion:
a=[AB].

lgualdad de arcos: Dos arcos diremos que son iguales cuando mediante movimientos
sucesivos se pueden superponer de manera que sus extremos coincidan.

Dos arcos iguales pertenecen a circunferencias iguales.

En circunferencias igualcs a dngulos centrales iguales corresponden arcos iguales y re-
ciprocamente. Andlogamente si dos arcos son iguales sus cuerdas correspondientes también

M )
lo son. La igualdad de arcos la denotaremos asi: AB=CD.
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Dos arcos iguales son equivalentes, la reciproca no es cierta como se comprueba en la
figura

‘ ¢ A A [ (@) A A P ( ) (R
AB=CD AOB=COD = AB=CD ; POQ=MON = MN =PQ pero MN=PQ
por pertenecer cada uno a circunferencias distintas.

Tenemos que dos arcos equivalentes pertenecientes a circunferencias iguales son
iguales.

Angulo recto: Dos arcos iguales y consecutivos cuya suma sea una semicircunferencia
se llama cuadrantes de la circunferencia. El angulo central correspondientes es un dngulo
recto.

Arco general: A partir de ahora consideraremos los arcos sobre una misma circunfe-
rencia.

La igualdad de arcos es una relacion de equivalencia como facilmente se comprueba y
clasifica los arcos en clases. Cada clase de equivalencia, constituida por todos los arcos iguales
entre si, recibe el nombre de arco gemeral. Para representar un arco general basta elegir uno

e
cualquiera de los arcos que le constituyen y encerrarlo entre llaves, asi: {AB}.

5. Adicion de arcos generales. Propiedades

) &)
Dados dos arcos generales {AB} v {CD} se llama suma de los mismos y se representa

M &) [ () 8]
por {AB}+{CD} al arco general {MN}, tal que MP y PN sean arcos consecutivos y

o e e 0
{MP}y={AB} , {PN}={CD}

La adicién de arcos tiene las propiedades: uniforme, asociativa, conmutativa que se
demuestran como en el caso de los angulos generales.
Podemos considerar el arco general cuyo representante es un arco de extremos coin-

[
cidentes, MN, de amplitud nula y, por tanto, este arco general desempefa el papel de neu-
tro para la suma, ya que

(LM} + (MM} ={ LM}
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6. Producto de un arco general por un numero natural. Propiedades

Definimos el producto
n o

M ~
1n-AB=AB+ ... +AB

este producto goza de las propiedades, va demostradas para ¢l caso de los angulos genera-
les, que nos limitamos a enunciar:

A ~ ~
1. (im+mYAB=m AB+1 AB
M M [ ')
2. m(AB+CD)=m AB+m CD
A
3. (m-n)AB=m-(n AB)

AN
4. 1-AB=AB

7. Desigualdad y diferencia de arcos generales
‘ o ) A . " o
Diremos que ¢l arco {AB} ¢s menor o igual que el {CD)} v escribiremos {AB}<{CD}
)
st existe un arco general {MN}, tal que

M ()

M
{AB}+{MN}={CD}

) A A
El arco {MN} puede ser el clemento neutro para la suma, en ese caso {AB} y {CD} son iguales.

o 2 o
Al arco {MN} anterior le llamamos diferencia entre {CD} y {AB} escribiendo

)]

() [
{MN}={CD}—{AB}
Se verifican las siguientes propiedades:

M N
1. REFLEXIVA: {AB}<{AB}, vya que

) @) (&)

AB}+{BB}={A

——

—_—

2. TRANSITIVA: Si

~ o N
{AB}<{CD} v {CD}<|EF}

~ )
entonces se tiene que {AB}<{EF}, va que

(ABY+{MN)={CD} . {CD)+{PO}={EF)

luego
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es decir, si
~ ~

m [} ) )
{MN}Y-+{PQ}={RS| entonces {AB}+{RS}={EF}

(@)

8
v {AB}<{EF}.
La desigualdad entre arcos asi definida se dice que es una relacion de preorden.

La refacion de preorden anteriormente definida es compatible con la suma y producto

) N
por numeros naturales en el sentido de que si {AB}<{CD} entonces

N
{AB}+{MNI<{CDI+{MN} v nlABy<n{CD} . nelN

8. Isomorfismo de arcos y angulos

Establecemos la siguiente biyeccion entre angulos gencrales v arcos generales sobre
una misma circunferencia de la siguiente manera: a cada arco general le hacemos corres-
ponder ¢l angulo general que tiene como representante ¢l dngulo central correspondiente a
un representante del arco v reciprocamente dado ¢l angulo general elegimos un represen-
tante del mismo con vértice el centro de la circunferencia considerada, ¢l cual determina un
arco representante del arco general correspondiente al dngulo general dado.

La correspondencia asi definida no depende de los representantes elegidos, en efec-

. m m ’ A .

to: si ¢l arco general es {AB} vy el arco {AB} le corresponde el angulo central AOB al clegir

’ O I A . A

otro representante de {AB}, el A'B’, por ejemplo, le corresponde el angulo central A’OB’,

A A

pero como a arcos iguales corresponden angulos centrales iguales tenemos que AOB=A'OB

luego cl dngulo general es el mismo. Analogamente a un angulo general corresponde un uni-
co arco general.

Esta biyeccion es compatible con la suma y producto por naturales definida para ar-
cos v angulos generales. En efecto: supongamos que

&) A &) A
[AB} « [AOB] vy {BC} < [BOC]

B A M
por otro lado el arco {/(lC} le corresponde el dngulo [AOC], pero tanto el arco {AC} como el

A
angulo [AOC] son, respectivamente,

O O A A
{AB}+{BC} v [AOBl]+[BOC]

luego a la suma de arcos corresponde la suma de dngulos v reciprocamente.
\

o ) ) A A A
Asimismo: a n{AB}={AB}+ ... +{AB} le corresponde [AOB]+ ... + [AOB]=n[AOB].

Esta biyeccion compatible con la suma y producto por naturales de arcos y angulos
es un isomorfismo entre el semimodulo de los angulos generales y el semimédulo de los ar-
cos generales.



9. Grados sexagesimales y centesimales de arco

En virtud del isomorfismo anterior se puede establecer una medida comun para arcos
y angulos.

La unidad de medida se puede elegir de diversas maneras, las mas usuales son el gra-
do sexagesimal o noventa-ava parte del angulo recto. El grado se divide en sesenta minutos
de arco y éste a su vez en sesenta segundos, ejemplo: 5° 317 127, se lee «cinco grados, treinta
y un minutos, doce segundo».

Si un angulo recto se divide en cien partes cada una de ellas es un dangulo que tiene
de amplitud un grado centesimal, éste se subdivide en cien minutos centésimas y el minuto
a su vez en cien segundos centésimas; ejemplo: 13 70™ 52° que se lee «trece grados centé-
simas, setenta minutos y cincuenta y dos segundos centésimas».

Las operaciones definidas entre arcos y angulos se puede efectuar ahora entre sus
medidas.

10. Trazado de la mediatriz de un segmento y determinacion de la circunferencia

Mediatriz de un segmento es una ‘recta tal que todos y cada uno de sus puntos al
unirlos con los extremos del segmento determina, a su vez, segmentos iguales. Por tanto,
dado el segmento AB si con centro en A y radio # convenientemente elegido (mayor que la
mitad del segmento AB) trazo una circunferencia y en el punto B como centro trazamos otra

/

P
V4 I AN
/ | \
/ \
/ : \
\
/ [ \
l ! |
- t ﬂ(M | {
A \ : / B
\\ I /
\ ' /
\ I
~ | 7
S

circunferencia del mismo radio, tenemos que los puntos P y Q de interseccién de ambas cir-
cunferencias verifican

PA=yr=PB y QA=r=0B
luego Py Q son puntos de la mediatriz de AB y ésta queda determinada uniendo dichos pun-

tos. La mediatriz de un segmento es, por tanto, el l. g. de los centros de las circunferencias
gue pasan por los extremos.

Una circunferencia queda determinada si conocemos tres puntos de la misma, en efec-
to: sean los puntos A, B, C, que suponemos no alineados.
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Trazamos las mediatrices de los segmentos AB y BC, que se cortan, por cortarse los
segmentos, en el punto O. Este punto O verifica que OA=0B=0C, por tanto, pertenece tam-

bién a la mediatriz de AC y es centro de una circunferencia de radio r=0OA=0B=0C que
pasa por los puntos A4, B, C.

La circunferencia es tnica, pues el centro O por pertenecer a las tres mediatrices
coincide con la unica interseccién comun a las tres.

Si hubiéramos supuesto que los puntos A, B y C estuvieran alineados, las mediatrices
serian paralelas no tendrian, por tanto, interseccién comun y no existiria ninguna circunfe-
rencia que pasase por los puntos dados.

11. Determinacion experimental de la longitud de la circunferencia.
El nimero 7. El radian

Para la determinacion de la longitud de la circunferencia, procederemos a materializar-
la constituyendo una circunferencia con alambre, por ejemplo, v estirandolo después compa-
-ar su longitud con la del didmetro de la misma.

Cuando se estudian los numeros reales se precisa mejor esta idea, pero mientras
tanto tratemos de precisar més la medida de la circunferencia, para lo cual consideremos
poligonos inscritos y circunscritos a la circunferencia; la longitud de la misma parece que
sera mayor que el perimetro de los poligonos inscritos y menor que el de los circunscritos.
Esta diferencia va disminuyendo al ser mayor el namero de lados de los poligonos. Es posi-
ble asi aproximar la longitud de la circunferencia en funcién de su didmetro. Se obtiene la
siguicnte expresion aproximada:

L=3,14-d

L=Longitud de la circunferencia, d=didmetro de la misma;
El valor exacto de la razén entre L y d es un nimero no racional que se le designa con la
letra griega © vy su valor aproximado es 3,141592.

El radidn: Si tomamos un arco cuya longitud sea precisamente igual a la del radio
de la circunferencia tenemos una nueva medida de arcos que recibe el nombre de radidn.

Una circunferencia mide por tanto 2= radianes, y el angulo recto > radianes.
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Se pasa de una unidad de medida a otra, por una proporcionalidad, lo que nos dice
que un radian es un arco que mide aproximadamente 57° 197 10

12. Area del circulo

Si inscribimos un poligono regular de 1 lados en una circunferencia el arca de este
poligono se aproxima al arca del circulo v tanto mas parece que se aproxima cuanto mayor
sea el namero de » de lados.

El area del poligono es igual a 1 veces ¢l producto del lado ! por la apotema partido
por dos, es decir,
n-l-a P-u
2 2

donde P es el perimetro del poligono.

Cuando ¢l numero de lados se hace mayvor, el perimetro mas se acerca a la longitud
de la circunferencia y la apotema se aproxima al radio de la misma, y el drea del circulo ven-
dra dada por la expresion

, 0 sea, ————— =17,

L-r 2nrer ,
2 2
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CAPITULO VIII

TEMA 1. APLICACIONES DEL PLANO EN SI MISMO.
COMPOSICION DE APLICACIONES

1. Transformacion geoméirica

Una transformacion geométrica 7 es una correspondencia en que a todo punto de una
figura A le hace corresponder puntos de otra figura A’. La figura A’ s¢ dice transformada
de la A por medio de T y se escribe A'=T(A).

Si consideramos ¢l plano como un conjunto de puntos, toda aplicacion del plano en
si mismo ¢s una transformacién geométrica. La composicion o producto de transformacio-
nes se obtiene por aplicacion sucesiva de las mismas, el resultado es otra transformacion
gcomdtrica llamada producto de las transformaciones dadas: Sea A'=T(A), A”=T'(4’), en-
tonces tenemos

T.T T

con lo que expresamos que A se transforma en A” mediante la transformacion T°oT pro-
ducto de T v T

Ciertas transformaciones dejan invariantes algunas propiedades de las figuras geomé-
tricas: asi, por cjemplo, las transformaciones que conservan las distancias se llaman trans-
formaciones isométricas, si conservan los angulos se llaman conformes, si conservan el pa-
ralelismo «finidades, ctc.

En este tema estudiamos las transformaciones que conservan las distancias v los an-
gulos, cstas transformaciones reciben el nombre de movimientos.
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2. Movimiento

Partiendo de la observacion de la naturaleza, podemos atribuir a toda figura rigida
diferentes posiciones, ligada cada una de ellas a instantes diferentes; cada par de estas po-
siciones nos marcan un movimiento seguido por la figura. Pero nos interesa razonar sobre este
hecho, prescindiendo de todo lo necesario para abstraer exclusivamente lo general en todo
movimiento. Asi, llegamos a propiedades tan generales y simples que hemos de aceptar, si
es que han de estar de acuerdo nuestra razén y nuestra intuicién. Por tanto, prescindimos
de la nocién de tiempo que va ancja a esas posiciones diferentes que adopta una figura, e in-
cluso prescindiremos de todas las posiciones intermedias para fijarnos unicamente en las
posiciones inicial F y final F’, de manera que los elementos (puntos) constitutivos de F son
los mismos que los de F’ dispuestos en forma totalmente andloga. Para precisar este hecho
acudimos a un concepto primario matematico y diremos que se han conservado las relacio-
nes de ordenacion e incidencia de los elementos.

Tenemos, pues, un conjunto de pares ordenados (F, F'), (F posicién inicial; F’ posicion
final) de forma que a todo punto A de F le podemos asociar o hacer corresponder un unico
punto A" de F’ que llamaremos homologo o transformado del primero. Esta relacién o trans-
formacion en cada par (F, F’), decimos que es un movimiento:

F - — AeF’ > A'cF’

3. Producto de movimientos

Si tenemos las figuras (F, F') relacionadas por el movimiento w, y las (F’, F”") por el
movimiento p, entenderemos como producto de estos dos movimientos, y lo indicaremos
asi: p=u. uw al movimiento que nos relaciona directamente las figuras (F, F”). Es decir, pres-
cindimos también de la posicion intermedia F’ para considerar como homdlogos de los pun-
tos de F aquellos puntos de F* que, por p. son homoélogos de los correspondientes a los pri-
mitivos por w en F”:

by 86) B
Fo—— F com— ; Fom— F 0 U=
291 2 u
ACF mma A ¢/ el A @ F 5 s A

4. Movimiento inverso

Si dos figuras (F, F') estan relacionadas por un movimiento p, podemos pensar en
otro movimiento que nos relacione las figuras (F’, F), es decir, que nos haga pasar de F’ a F.
Dicho movimiento lo llamaremos inverso o reciproco del primero y lo representamos por p!

F — [ 3 F’ > F
5. Vector

Una recta del plano se puede suponer recorrida en dos sentidos llamados inverso uno
de otro. Si en la recta se fija un sentido como positivo —el sentido inverso se designara
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negativo— se ha orientado la recta. Asi, pues, para orientar una recta basta dar dos de sus
puntos en un cierto orden: (A, B). Un vector es un segmento mas un sentido. Por consiguien-
te, para determinar un vector basta dar los extremos del segmento en un cierto orden; al
primer extremo del segmento se le Hlama origen del vector, y al segundo extremo del vector.
Para distinguir el origen del extremo, se acostumbra a escribir en primer lugar el origen

-_—
v en segundo el extremo, con una flecha sobre ambos: AB.

Mddulo de un vector es la longitud del segmento correspondiente al vector; se repre-
.%
senta por |AB|.

Direccion de un vector es la de la recta determinada por el segmento correspondiente
al vector. Dos vectores tienen la misma direccién cuando las rectas que los contienen coin-

_)
ciden o son paralelas. Sentido del vector AB es el sentido determinado por el par (A4, B).
— -—>
Dos vectores AB y CD que tienen la misma direccién se dice que tienen el mismo sentido
cuando:

a) Si los vectores son colineales (es decir, estan en la misma recta), el sentido deter-
minado por el par (4, B), es el mismo que determina el par (C, D).

b) Si no son colineales estan los dos en el mismo semiplano respecto de la recta de-
terminada por sus origenes.

Las propiedades de tener la misma direccion, y el mismo sentido verifican las tres le-
yes logicas de la igualdad: idéntica, reciproca y transitiva. Como estas propiedades también
son validas para la igualdad de modulos, seran validas para la siguiente relacion, llamada
de equipolencia, entre los vectores. Dos vectores se llaman equipolentes cuando tienen el
mismo mddulo, la misma direccién y el mismo sentido.

6. Vector libre

Por gozar la relacion de equipolencia de las tres propiedades logicas de la igualdad
se puede determinar clases de vectores del plano. Se llama vector libre del plano a la clase
formada por todos los vectores' del mismo equipolentes entre si. Para representar los vecto-

—> ->
res libres emplearemos las notaciones {AB} o {«}. Un vector libre esti constituido, pues, por
infinitos vectores equipolentes entre si, pero existe un Unico vector que perteneciendo a una
clase del vector libre tenga el origen o el extremo en un punto determinado del plano.

Consideremos el conjunto de vectores colineales a uno dado. Entre ellos se llamara
razon de dos vectores (nunca cociente) al niimero A que expresa la razén de sus moédulos,
siendo éste positivo 0 negativo segun que dichos vectores tengan el mismo sentido o sentido

N

opuesto, respectivamente se define el producto de un vector {v} por un numero A, como
.%

un vector que tiene: su mddulo igual al producto del médulo de {v} por el valor absoluto del

_.9
numero A, la misma direccién de {v} y el mismo sentido o el sentido opuesto segin que A
sea positivo o negativo, respectivamente.
\

7. Vector unidad

Para el estudio de vectores es preciso referir los elementos que los definen a un seg-
mento fijo y a una direcciéon y sentido también fijos; estos elementos de referencia se pue-
den representar por un vector que distinguiremos como vector unidad y denotaremos por 1.
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Cada vector, perteneciente al conjunto de vectores colineales al vector 1, viene repre-
sentado por un numero que expresa la medida de su moédulo con respecto al del vector
unidad, y que es positivo o negativo segin que coincida o no su sentido con el vector uni-
tario. A este namero le llamaremos medida algebraica del vector.

-

Reciprocamente, dado un numero A queda determinado el vector libre {v} cuyo mo-
dulo es |M] y cuyo sentido es el del vector unitario o el opuesto segin que A sea positivo
0 negativo.

8. Proyeccion

Dada una direccién, se llama proyeccién paralela a esa direccién d, de un punto A so-
bre un eje, al punto de interseccién con el mismo de la paralela a la direccién trazada por A.
Si tenemos un vector su proyeccion paralela a una direccién sobre un eje, sera otro vector.
Y si AB, CD, EF, etc., son vectores equipolentes, sus proyecciones seran también vectores
equipolentes.

—> —
Sean los vectores OA y OB colineales y tales que la razén de sus medidas algebraicas

respecto del vector 1 es \; conservandose la equipolencia de vectores en la proyeccion, re-
— —
sultara que la razén entre las medidas algebraicas de los vectores proyeccién O'A" y O'B’

respecto del vector unidad 1’, proyeccion del anterior vector unidad, también es L. Queda
demostrado, pues, el teorema de Thales: «La razén entre dos vectores colineales es la misma
que la de los vectores obtenidos al proyectarlos paralelamente a una direccién sobre una
recta o eje cualquiera».

Puesto que la definicién de equipolencia entre dos vectores envuelve igualdad de longi-
tudes y coincidencia de direccion, asi como el producto de un escalar por un vector, nos pro-
porciona un vector lineal de manera que la razén entre sus medidas algebraicas es el escalar,
muchas definiciones y teoremas de geometria plana se pueden expresar vectorialmente:

Proyectamos el vector AD sobre el lado AC del tridangulo, paralelamente al otro
lado BC

Ejemplo:
— —
,_ AB _ AC
=
AD AE
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n=-AC _ 8C
—> —>
AE BF

y como BF es equipolente a DE, tendremos que es constante la razén entre los vectores co-
lincales determinados por cada dos vértices de los triangulos ABC y ADE, siendo ademas
DE paralelo a BC (1).

Si Dy E son los puntos medios de AB y AC se tiene:

—>

-
(AC —AB)=3%BC

— — —

- =
DE=AE— AD=% AC- } AB=

[,
¥

Por la definicion de vector, de igualdad de vectores, y de multiplicacién de un vector
por un escalar, se verifica que

—> —>

DE=5 BC

[N}

v que DE es paralcla o BC.

9, Traslacion

Supongamos un vector determinado por dos puntos fijos A y 4’. La traslaciéon es una
transformacion por la que a todo punto X corresponde otro punto X’ de forma que ambos

N
determinan un vector de igual médulo, direccién y sentido que el AA’. La figura F’ obtenida
al trasladar todos los puntos de una tigura F la llamaremos homologa de ésta en la trasla-

% .
cién de vector caracteristico AA’, y rectas homologas serdan las determinadas por pares de
puntos homélogos, las cuales seran paralelas entre si formando, pues, angulos iguales con
las rectas determinadas por puntos homodlogos.

%
Si a la figura F aplicamos la traslacion de vector caracteristico AA” y a la figura obte-

—>
nida F’ aplicamos una nueva traslacién definida por el vector BB’, la transformacién pro-

ducto de estas dos traslaciones sera una nueva traslacién, cuyo vector caracteristico es la

— —>
suma de los vectores AA” y BB’, siendo ademasel resultado, independiente del orden de apli-

cacion de ambas traslaciones; es decir, en este caso el producto es conmutativo.
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N
La transformacion reciproca de una traslacion del vector caracteristico AA4’, es una tras-
__}
lacion definida por el vector A’A que llamaremos opuesto del primero.
De todo esto se deduce que el conjunto T de las traslaciones forman a su vez un grupo

conmutativo contenido en el grupo mas amplio de los movimientos C, por lo que diremos
que es un subgrupo de éste:

TcC

X,G[F,) Xue(Fn)

AI

10. Giro

Sea O un punto del plano, y ¢ un angulo orientado. El giro de centro O y angulo ¢
es una transformaciéon que hace corresponder a cada punto X del plano el punto X', tal que

——> —> —
0X=0X' vy XO0X =¢

De la definicién se deduce que los giros con centro en un mismo punto O del plano,
forman un conjunto con la estructura de grupo conmutativo. El conjunto de los giros con-
céntricos es, pues, un subgrupo del grupo de los movimientos. No ocurre lo mismo con los
giros de distintos centros, pues basta efectuar el producto de dos giros de 180 grados res-
pecto de dos centros distintos, para obtener una traslacion.

Facilmente se puede determinar el centro de un giro conociendo ciertos elementos
correspondientes:

a) Supongamos dados el par de puntos homoélogos A, A" y B, B’. Basta trazar las me-
diatrices de los segmentos AA” y BB’ y hallar su interseccion.

b) Si los elementos correspondientes conocidos son dos semirrectas r,r’ y en ella

dos puntos homélogos A, A’, se hallara la interseccién de la bisetriz del angulo formado por
las semirrectas con la mediatriz del segmento AA"
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TEMA 2. SIMETRIAS. PRODUCTO DE SIMETRIAS

1. Simetrias
Distinguiremos dos clases de simetrias:

a) Simetria Central: Es una transformaciéon por la que a todo punto X le corres-

ponde otro punto X’ alineado con X y un punto fijo O de manera que OX=0X". Como se
ve facilmente este movimiento es equivalente a un giro de centro O y amplitud 180 grados.

Si aplicamos puevamente al punto X' una simetria de centro, el mismo punto O, su
homologo es el punto X. Es decir, la simetria central es una transformacién tal, que su cua-
dro es la identidad; las transformaciones que gozan de esta propiedad se las llama invo-
lutivas. o también se dice que en ellas los elementos homologos se corresponden doblemente.

b) Simetria Axial: Dada una recta r se llama simeltria respecto de r a la transfor-
macion que hace corresponder a cada punto X del plano el punto X', tal que r es la me-
diatriz del segmento XX’. Las simetrias transforman, pues, segmentos iguales en segmentos
iguales.

2. Producto de simetrias

Estudiemos el producto de dos simetrias o, . respecto a dos rectas r y s. Tanto si
estas rectas se cortan en un punto Q, como si son paralelas, se verificaran las siguientes
igualdades entre segmentos:

XA=AX" X'B=BX"




Supongamos el primer caso: Las igualdades anteriores entre segmentos implican las igual-
dades siguientes de triangulos rectangulos:

P —

s o~
AX =0AX’ ; OBX'=0BX"

de donde resultan las igualdades de las respectivas hipotenusas

oX=0x" , OX=0x"
y las de los angulos
P T Pl < T
XOA=A0X" , X'OB=BOX"”
De estas ultimas se deduce:
<« T S A
XOX"=2A0B=2rs

lo cual prueba que se¢ pasa de X a X”, mediante un giro de centro O y amplitud 2

Sea ahora el segundo caso en que las rectas r v s son paralelas: Las igualdades prime-
ras de los segmentos implican las siguientes relaciones:

XX'"=XA+AX'+AB+BX"'=2d

siendo d la distancia entre los dos cjes de simetria, orientada cn el sentido del primero al
segundo. Es decir, ¢! producto de dos simetrias de ejes paralelos es una traslacion de vector

caracteristico 2 d.

Resumiendo estos dos casos podemos decir: «El producto de dos simetrias cuyos
ejes se cortan, es un giro cuyo centro es ¢! punto de interseccion de los ejes v cuya ampli-
tud es el doble del angulo que forman dichos ¢jes, con el sentido que va del primer cje al
segundo. El producto de dos simetrias de ejes paralelos es una traslacion de vector perpen-
dicular a los ejes, modulo igual al doble de la distancia entre ellos, y sentido que va del pri-
mer eje al segundo. En particular el producto de dos simetrias respecto del mismo eje, es la

identidad.

Resulta, pues, que todo giro se pucde descomponer en producto de dos simetrias, cu-
yos ejes se cortan en el centro de giro v de los cuales se puede fijar arbitrariamente uno de
ellos, siempre que sea incidente en el centro.

X!’

146



En efecto: sea ¢l giro de centro O y amplitud ¢, siendo ¢ un angulo orientado, y sea r
una recta arbitraria incidente con O. Tomemos otra recta s incidente también en O, tal que

A
rs=1%¢. Por lo demostrado anteriormente se verifica que o, o, =0, como queriamos demostrar.

3. Identidad

Ahora bien, si efectuamos el movimiento w y a continuacidén su inverso L', es decir,
¢l movimiento producto de los dos, pasamos de la figura F a ella misma, con lo que tendre-
mos una identidad. Para la mayor generalidad del producto de dos movimientos, considera-
remos la identidad como un movimiento v la representaremos por i.

4, El grupo isométrico

Si cntre los elementos de un conjunto se define una operacion tal, que al aplicarla
a dos de sus elementos nos proporciona un nuevo elemento del mismo conjunto, se dice
que el conjunto es cerrado respecto a la operacion definida.

Observamos que ¢l conjunto C de los movimientos es cerrado respecto al producto, tal
como lo hemos definido pues considerados dos movimiento cualesquiera, su producto es un
movimiento v, por tanto, perteneciente a C; ademas también pertenece a C el movimiento
inverso de cualquier movimiento:

eC |
. ' = =Matk € C
maeC \
peC w'leC siendo wpp '=i

El conjunto de las simetrias y los movimientos forman un grupo de transformaciones
que conservan las distancias. Decimos que es el grupo de las isometrias del plano.
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TEMA 3. EL GRUPO EQUIFORME, LOS MOVIMIENTOS
Y LA IGUALDAD DE FIGURAS

1. Homotecia

Supongamos en el plano un punto O fijo, y dado un numero real k0. Se llama ho-
motecia de centro O y razén k, la transformacion geométrica que asocia a cada punto A del
plano otro punto A" alineado con O y con A4’, tal que

ox _,
OA
Las rectas que pasan por el centro son invariantes o dobles en esta transformacion.
Sea una recta r que no pasa por el centro de homotecia; si son A, B’, C ... los homdélogos de
A, B, C, ... se verificara:
CA OB OC

oA _oB _ocC

B’A’ es paralela a BA vy lo mismo B’C’ con BC. Si admitimos que por B’ no pasa mas
que una paralela a AB, los puntos A’, B', C' ... estan alineados y en ¢l mismo orden que sus
originales. Por ultimo también se tiene

AB  OA

==k

A'B  OA

Por tanto, las rectas homologas que no pasan por cl centro son paralelas, y los seg-
mentos homodlogos proporcionales. Con lo cual los angulos homodlogos seran iguales por ser
sus lados paralelos.
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Considercmos dos figuras F v F” homotéticas. Translormemos una de cllas, por cjem-
plo, F’. por un movimicnto p obteniendo F”. La transformacion que asocia a cada punto de
F el homologo en F” de su correspondiente en £/, por ¢l movimicnto p, esto es la transfor-
macion producto de la honotecia v ¢l movimiento se llama semejanza. Como tanto cn la ho-
motecia, como en ¢l movimicnto, s¢ conscerva la alincacion v ordenacion de puntos homolo-
gos, proporcionalidad de scgmentos homologos e igualdad de angulos homologes, las figuras
semejantes verificaran estas propicdades. Y reciprocamente, de dos figuras que cumplan las
condiciones anteriores se pucde obtener una de cllas aplicando a la otra una homotecia
un movimiento:

Scan los triangulos ABC v A'B’CY que rifican

AB _AC _ BC
A'B A'C B(C

A A A A A A
A=A" B=B (C=(C
Llevamos, por ejemplo, sobre la semirecta, AB ¢l segmento A'B'=AB” v por B” trara-
mos la paralela a BC. El tridngulo AB”C” v por tener sus angulos iguales a los de éste, tam-
bién seran iguales a los de A'B’C’. Como ademas AB”=A'B’ los triangulos AB"C” v A'B'C”
seran iguales o lo que es lo mismo, seran homologos en un movimicnto.

Facilmente se pueden demostrar ahora los criterios de semejanza de triangulos.

A Al

Cl

BI

B C

2. Grupo de homotecias

Efectuemos el producto de dos homotecias del mismo centro y razones ky y k» respec-
tivamente. Si A’ es el homologo de un punto A4 por la primera homotecia v A” el homdlogo
de A’ por la segunda, se verificara:

04 _,
=K

o | C?A/f,:kzkz k

OA — \

OAII

que nos prueba que A v A” son homologos en una homotecia del mismo centro, v cuya
-azon es el producto de las razones de las homotecias dadas. Por tanto, ¢l conjunto de las
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homoltccias, cuvo centro es un punto dado, forma un grupo conmutativo. A cste grupo per-
tenecera la identidad v la simetria central para los valores.
. k=1 v k= —1
respectivamente. ’
Supongamos ahora dos homotecias de centros Oy v O, v razones ki v k: respectivamen-
te. Scra:
0OA OB _ 4B
0OA OB AB
O]A, _O'_’B _ A/B’
0.A” O.B” A"B”

:\";

AB

,. = ———A”B” :kyk,#l
\

=k-

luego ¢s una homotecia.
Como la recta 0,0, ¢s doble en las dos homotcecias, también lo serda en su producto

v, por tanto, cstard en ella ¢l centro 0O: de Ta nueva homotecia.

A
, B
A A’/
/ AN
B’ ()3

0,

0,
Al omitir ¢l caso ¢n que ki-ky=1, prescindimos de las traslaciones. Si incluimos las
traslaciones, vemos que ¢l conjunto de todas las homotecias forman un grupo.

3. El grupo de las semejanzas

Dctinimos la semejanza como la transformacion producto de una homotecia por un
movimiento.

Como ¢l producto de homotecias ¢s otra homotecia y ¢l producto de dos movimientos
¢s otro movimicnto, resulta que el producto de dos semejanzas ¢s otra semcejanza. En par-
ticular resulta que las homotecias v los movimicentos son semejanzas. La identidad obvia-
mente también ¢s una semejanza.

El grupo de las semejanzas del plano recibe ¢l nombre de grupo equiforme.

Aplicaciones

A) Dado un tridngylo se definen como tridngulos semejantes a ¢1 todos los que se pueden
obtener trazando una paralela a cualquicra de sus lados, al intersecar los otros dos. En dos
triangulos semejantes se verilican las conclusiones deducidas en el cjemplo 8 (Tema 1), ade-
mas de la igualdad de sus angulos.

De la definicion sc deducen inmediatamente condiciones (criterios) para la semejanza

de tridangulos.
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B) Como todo poligono se puede descomponer en triangulos, dos poligonos seran seme-
jantes si es posible descomponerlos en tridangulos que lo sean.

C) Supongamos el tridangulo ABC y secan AE y AF las bisectrices interior y exterior, res-
pectivamente, relativas
D

al angulo A. Sea AD la proycccion paralela a la biscectriz interior del vector EC y AH la pro-
yeccion paralela a la bisectriz exterior del vector FC, ambas sobre el lado AB. Se verifica:

EB _ AB
— == (11
EC  AD
FB _ AB
= TS (21
FC AH

— —>
Pero por la construccion, los vectores AD y AH, de sentidos opuestos, tienen el mo-

dulo igual al lado AC del triangulo, luego se verificara:

EB _ Fb
=2 = (3)
—> —>

EC FC

Cuatro puntos colineales, tales como los B, C, y E y F, que determinan vectores que¢
verifican la relacién [3], se dice que forman una cuaterna armonica.

Las relaciones [1] y [2] referidas a los médulos de los vectores que intervienen cuan-
do se sustituyen los AD y AH por AG, nos proporciona los teoremas relativos a las bisectri-
ces de un triangulo.

4. Teorema de Thales

Partiendo exclusivamente de la teoria de la proporcionalidad, se puede demostrar el
teorema de Thales, cuyo enunciado sera ahora: «Si dos rectas r y #’ se cortan por un sistema
de paralelas, los segmentos determinados por los puntos de interseccién sobre una de ellas,
son proporcionales a los determinados por los puntos correspondientes en la otra». Para-ello
habra que probar que existe esta correspondencia en la igualdad, en la ordenacién y en la
suma.
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a) Siry ¥ son paralelas, sera: AB=A'B’, CD=C'D" y al ser AB=CD también sera
A'B'=C'D’. Si r y r” no son paralelas, efectuamos una traslacion de vector caracteristico AC,
del trapecio ABA”B”, con lo que coincidira AB con CD y el scgmento A”B” se transformara
en el MN, con lo que se tendra A”B”"=MN, MN=C"D", por segmentos de paralelas com-
prendidos entre paralelas v, por tanto, A”B”"=C"D".

b) Si P es interior a AB, la paralela por P esta en la posicion de plano limitada por
las paralclas AA” y BB”, por lo que P” serd interior a A”B”, es decir, si AP<AB = A"P"<
<A”B”. Si AB=AP+PB = A”"B"=A"P”"+P”B”, con lo que hemos demostrado lo que nos
proponiamos.

De aqui que toda paralela a un lado de un tridngulo determina sobre los otros dos
o sus prolongaciones segmentos proporcionales a ellos y reciprocamente. Y al lado BC vy el
segmento B'C’ determinado por la paralela son también proporcionales a AB v AB’.

Bl

/c Ve ANC

5. Congruencia

Las figuras (F, F’) correspondientes en un movimiento las llamaremos congruentes.
Pero si es p el movimiento que transforma F en F’, su movimiento reciproco p~' transfor-
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mara F' en F, o lo que ¢s lo mismo: si F es congruente con F' también F' es congruente con
F (propicdad reciproca). Por ser ¢l producto de dos movimientos un movimiento, si F es con-
gruente con F', y F a su vez es congruente con F”; también es F congruente con F”, va que
por ¢l movimiento producto de los dos anteriores podemos transformar F en F” (propie-
dad transitiva). Como ademas cada figura es congruente consigo misma, va que la identi-
o L= . H
dad ¢s un movimiento (propicdad idéntica), resulta que esta relacion de congruencia defini-
da cntre pares de figuras (F, F'), goza de las tres propicdades que caracterizan una igualdad
logica: propiedades idénticas, reciproca v transitiva. Por tanto, dos figuras congruentes di-
remos que son iguales.

6. Aplicacion de la teoria de los movimientos en el plano

Aun cuando ya se hablé de este tema, insistiremos como aplicacion de la citada teo-
ria v de la congruencia de figuras.

Dos segmentos son iguales scgun dijimos anteriormente cuando superpuestos por un
movimiento coinciden. Pueden ocurrir dos cosas:

1.”)  Si estan en una misma recta, como AB y A’B’, basta una traslacion del segmen-
to AB, por ¢jemplo, sobre la misma recta, con modulo AA’, para que esos dos segmentos
coincidan.

i 1 ] 1
T ] L 1
A B A B’
p=AA’

{ 1
T J
AA’ H BB’

_ —
Si aun siendo iguales son de distinto sentido AB y A’B’, entonces coincidiran el origen
v extremos del uno, con el extremo v origen del otro. Es decir, son iguales, pero opuestos.

2°) Dos segmentos AB y A'B’ situados sobre rectas paralclas son iguales, cuando por
una traslacion de vector caracteristicos A4” v médulo [AA’|, pueden coincidir

Consecuencia: Parte de paralelas comprendidas entre paralelas son iguales.



3.°) Si los segmentos estan en rectas distintas no paralelas, seran iguales cuando me-

diante una traslacion y un giro pueda coincidir

-{m

o e o — — — —
[#2]
S
N

AB=A'B" por traslacion p de eje AA” vy médulo A4

AB A’B”

Efectuando un giro de vértice A7 v amplitad a

A’B’

AIBII
Luego los segmentos AB vy A’B” son iguales.

7. Igualdad de tridngulos

1.°) Dos lados iguales y el angulo comprendido

AB=AB’
AC=AC
A A
A=A

mediante una traslacion de rectas AA” v modulo AA7; Ta uanica posicion del segundo tridngulo
sera la de A'B”C", v realizando después un giro de angulo «, los dos triangulos son con-
gruentes, y, por consiguiente, iguales.
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2.°) Un lado igual y los dos angulos contiguos.

A
B=PF
AB=A'B’
‘ A

CI

BI

Por una traslacion de rectas AA” y modulo 44" y un giro de angulo a, los dos triangulos pue-
— _ A AA A
den ser congruentes por coincidir AB con A’B’, y los angulos B’ con By A’ con A, y, por con-
) ] — - —> —
siguiente, los semirrayos ACy A'C’y BC y B'C’, y por tanto su interseccion, es decir, ¢’ con C.

3°) Los tres lados

Por una traslacién y un giro hacemos coincidir A’B” con AB, pero entonces la circunferencia

de centro A’y A coincidiran por coincidir éstos y tener igual radic AC=A’C’. Por la misma
razén las cirfunferencias de centros B y B’ coinciden también, por ser el radio B'C’=BC, v
en consecuencia coinciden sus intersecciones que son los vértices Cy €', luego quedaran con-
gruentes los dos tridngulos y, por consecuencia son iguales.
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CAPITULO IX

TEMA 1. IDEA INTUITIVA DEL ESPACIO FISICO TRIDIMENSIONAL.
PUNTOS Y FIGURAS ESPACIALES. REGIONES

1. El espacio fisico

La diaria actividad vital pone al hombre en contacto con el medio en que la misma se
desenvuelve: el espacio fisico; en él distinguimos de modo inmediato objetos individualiza-
dos: son los cuerpos o volumenes, también distinguiremos las partes que delimitan los cuer-
pos, tales partes las llamamos superficies, éstas a su vez se cortan dos a dos segun /ineas. Su-
pongamos las lineas formadas por puntos de tal manera que dos lineas que se cortan lo
hacen segiin un punto.

Puntos, lineas, superficies y cuerpos por si o combinados dan lugar a las figuras geo-
métricas en el espacio.
2. Elementos geométricos

Los elementos geométricos en el espacio son el punto, la recta y el plano.

Los elementos geométricos los caracterizamos por sus propiedades:

Dos puntos determinan una recta. Tres puntos no alineados determinan un plano que
pasa por ellos. Dos rectas en el espacio se cruzan, se cortan ¢ son paralelas. Si dos puntos
de una recta estan en un plano todos los puntos de la recta estan en el plano.

Figura geométrica, es el conjunto de varios de estos elementos, ligados entre si de tal
forma, que si alguno cambia de posicién, los demas siguen guardando con él relacidon pri-
mitiva.

Perspectiva de una figura, compuesta de puntos y rectas, desde un punto O, es la figu-
ra constituida por las rectas y planos que pasando respectivamente por ellos, pasan por O.

Seccion de unza figura, compuesta de rectas y planos, por una recta o por un plano, es
el conjunto de elementos geométricos, puntos o rectas comunes a éstos y a la figura dada.

157



Proyectar una figura desde un punto, sobre un plano, es hallar la scecion, por este pla-
no, de la perspectiva de la figura desde el punto dado.

Serie de puntos, cs el conjunto de las distintas posiciones de un punto que se mueve
segun una ley continua.

Haz plano de rectas, es el conjunto de las distintas posiciones de una recta que se
mueve en ¢l plano segun una ley continua.

Tratandose de figuras planas, se llama orden de una serie, al nimero maximo de pun-
tos que puede tener comun con una recta del plano, v orden de una haz de rectas al nime-

ro maximo de rayos del haz que pasan por un punto del plano.

La serie rectilinea es, pues, de primer orden, y el haz plano de rayos que tienen un vér-
tice comun, es también de primer orden.

Primer orden: Primer orden

v :
d
/D
C
c
b
A
a
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Tercer orden Segundo orden

A

Haz radiado de rectas, es el conjunto de las distintas posiciones de una recta que pa-
sando por un punto fijo se mueve con arreglo a una ley continua.

Haz radiado de planos, es el conjunto de las posiciones de un plano que pasando por
un punto fijo se mueve con arreglo a una ley continua.

El orden de un haz radiado es el niimero maximo de rayos de esa radiacién contenida
en un plano que pase por su vértice, v el de un haz radiado de planos, el nimero maximo de
planos que concurren por una recta que pase por el vértice.

El haz radiado de rectas es de primer orden cuando es un haz plano. El haz radiado de
planos es de primer orden cuando todos pasan por una recta.

Una figura es cerrada cuando el clemento generador vuelve a su punto de partida.

De 1" orden

V

LadiD,

De 2° orden

3. Segmento rectilineo, angulo plano, angulo diedro y forma

Teniendo en cuenta estos conceptos, podemos definir segmento rectilineo como la
partc de serie de primer orden comprendida entre dos de sus puntos.

Angulo plano, es la porcion de haz plano de rectas de primer orden, comprendidas
entre dos de sus rayos.
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Angulo diedro es la porcion de haz de planos de primer orden comprendida entre dos
de sus planos.

Forma plana es el conjunto de todos los puntos y rectas de un plano. Forma radiada,
es el conjunto de todas las rectas y plano de radiacion, y forma espacial, el conjunto de to
dos los puntos, rectas y planos del espacio.

Obsérvese que en una figura plana, puede haber infinitos puntos, pero no estan todos
los del plano, como ocurre en la forma plana.

La forma plana es un conjunto completo de todos los elementos que la constituyen.
Lo mismo ocurre con las otras formas.

Superficie, es la figura conjunto de puntos, que pueden considerarse como el lugar de
las diversas posiciones de una serie que se mueve conforme a una ley continua.

Cuerpo geométrico es el conjunto de todos los puntos separados del resto del espacio
por una superficie cerrada. Se dice que estan separados, cuando lo estan en la secciéon pro-
ducida por cualquier plano que pase por ellos.

Todo plano a establece una clasificacion de los puntos del espacio, no contenidos en
él, en dos unicas clases o regiones, tales que: todo punto exterior al plano pertenece a una
u otra region.

El segmento que une dos puntos de la misma region esta totalmente contenido en la
region y no corta al plano a.

El segmento que une dos puntos de distinta region corta al plano a.

Llamamos semiespacio al conjunto de puntos de cada regién mas el conjunto de los
puntos del plano que la limita. Los puntos del plano pertenecen a ambos semiespacios de
los limitados por él.

4. Interseccién de planos

Dos planos se cortan segin una recta que es su interseccidn comun.
Dos planos con un punto comun tienen una recta comun que pasa por el punto.

Si dos planos no tienen una recta en comun los planos se dicen «paralelos», en caso

i
i

contrario «secantes».
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El diedro, ya definido anteriormente, ¢s el conjunto de puntos comunes a los semies-
pacios delimitados por dos planos a y 3, no paralelos, que contienen, respectivamente, un se-
miplano de 8 y «. La recta comun a los planos se llama arista del diedro y los semiplanos
de a y § se llaman caras del diedro. Por tanto, dos planos secantes dividen al espacio en
cuatro diedros.

Diedros que tienen una cara comun y la otra formando un sélo plano, se laman
advacentes. Dos diedros se dicen opuestos por la arista cuando las caras de uno son prolon-
gacion de las caras del otro.

El semiplano determinado por ‘la arista de un diedro v un punto interior al mismo
esta totalmente contenido en el diedro, se dice que es un semiplano interior al diedro.

Uno de estos semiplanos interiores al diedro lo divide en dos diedros situados en
distintos semiespacios respecto del plano que contiene a dicho semiplano.

5. Triedros. Angulos poliedros.

Dados tres planos que pasen por un mismo punto V llamamos triedro al conjunto de
puntos de la interseccion de los semiespacios respectivamente limitados por los planos da-
dos v tales que contienen la recta intersecciéon de los otros dos.

Cada una de las rectas interseccion de dos planos del triedro se llama arista del mis-
‘mo Cada dos aristas determinan un angulo que se llama cara del triedro. El punto comun a
los tres planos se dice vértice del triedro.

Dados, en el espacio, un conjunto ordenado de semirectas de origen comun, tales que
¢l plano determinado por cada dos consecutivos deja a los demés en un mismo semiespacio,
tenemos que el conjunto de puntos comunes a todos estos semiespacios se llama dngulo po-
liedro. Las semirrectas reciben el nombre de aristas, el origen comin se llama vértice del
angulo poliedro y caras son los dngulos determinados por cada dos aristas consecutivas. Los
diedros definidos por cada dos caras consecutivas se dicen diedros del angulo poliedro.

Tenemos que: el angulo definido por una arista y una semirrecta cualquiera de una
cara no contigua pertenece al angulo poliedro.

6. Superficie poliédrica

Llamamos superficie poliédrica al conjunto de un numero finito de poligonos, llama.
dos caras de la superficie, cumpliendo las siguientes condiciones.

1. Cada lado de una cara pertenece también a otra y sélo a otra. Ambas caras se lla-
man contiguas.

2. Dos caras contiguas estan en distinto plano.

3. El plano de cada cara deja en un mismo semiespacio a los demas. Esta ultima
propiedad caracteriza a las superficies poliédricas convexas.
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7. Figuras convexas. Regiones
Todas las liguras delinidas hasta aqui, diedros, triedros, angulos poliedros, superficics
poliédricas tienen cn comun la propiedad siguiente que caracteriza a las figuras llamadas

convexas:

Todo segmento determinado por dos puntos de la figura esta totalmente contenido
en la misma.

Region: Es toda parte del espacio delimitada por una figura convexa.
g p p g
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TEMA 2. PERPENDICULARIDAD Y PARALELISMO.
EXPERIENCIA Y MATERIALIZACION
I. Rectas y planos paralelos

Dos rectas a y « decimos que son paralelas en el espacio si, estando contenidos en el
mismo plano, no tienen ningun punto en comun. Notacion: a//a’.

Dos planos a v a son paralelos si no tienen ninguna recta comun. Notacién: a//e’.
Una recta «¢ y un plano a sin puntos comunes se dicen paralelos. Notacién: a//e.

Postulado de Euclides: «Por todo punto en un plano, pasa una paralela a una recta y
solo unav.

Sobre este postulado se desarrolla la geometria corriente, llamada por ello, geometria
euclidiana.

Existen otras geometrias de las que no trataremos, que son las no euclidianas. basa-
das en los postulados de Riemann vy Lobacheski.

El de Riemann, dice que: «Por todo punto de un plano no existe ninguna paralela a
una recta.

El de Lobacheski, dice que: «Por todo punto de un plano existen dos paralelas a una
recta».

Continuando en nuestra geometria euclidiana tenemos: Si dos planos son paralelos, al
ser cortados por un tercero, las interseccionesson paralelas.

En efecto, si no lo fueran tendrian un punto comun y por pertenecer a ellas, perte-
necceria a ambos planos, lo cual no es posible por ser paralelos.

Si por un punto exterior a un plano, trazamos rectas paralelas al mismo, todas ellas
estdn contenidas en un plano que es paralelo al primero.

En efecto, si a es el plano trazado por A paralelo al 8, cualquier recta a paralela a 8
trazada por A estd en a, pues de lo contrario, haciendo pasar por ¢ un plano secante corta-
ria a a y 3, en dos rectas paralelas ¢’ y «”, seguin ¢l teorema anterior y tendriamos por A,
en ¢l plano secante, dos paralelas a v @' a «”, contrario al postulado.
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Consecuencii:

El lugar geométrico de las paralelas a un plano trazadas desde un punto exterior A,
es ¢l plano paralelo al dado trazado por dicho punto.

Por un punto A exterior a un plano a no puede haber mds que un plano paralelo,
pues si hubiera otro B tendria comun con « una recta, y al cortar a él cortaria a su paralelo.

Un plano incidente con una recta r (o con un plano «) es incidente con todas las rec-
tas (o planos) paralelos a r (0 a).

Por un punto exterior a una recta pasan infinitos planos paralelos a ella, los cuales
pasan por otras rectas paralelas a la primera y forman por tanto un haz de planos de pri-
mer orden. Consecuentemente, si una recta es paralela a dos planos que se corten la recta
es paralela a la interseccion.

En el paralelismo de planos se verifica que: si a es paralelo a § entonces 8 es para-
lelo a a: propiedad simétrica del paralelismo. Asimismo se cumple que si a es paralelo a 8
v B es paralelo a v entonces a es paralelo a y: propiedad f(ransitiva del paralelismo.

Podemos considerar que todo plano en el espacio, o toda recta en el plano, es parale-
lo a si mismo, es decir, se verifica la propiedad reflexiva.

En este sentido decimos que el paralelismo es una relacion de equivalencia entre rec-
tas del plano o planos del espacio. Las clases de equivalencia formados por lodas las rectas
paralelas entre si se llaman «direcciones» y las formadas por todos los planos paraldos entre
si «tesituras».

Si una recta a se cruza con otra b siempre podemos trazar uno y sélo un plano que
pasando por a sea paralelo b. En efecto, por un punto cualquiera de a se traza una recta b’
paralela a b vy el plano determinado por las rectas a v b" es el buscado, ya que es el paralelo
a b y contiene a a; es Unico pues cualquier otro plano obtcnido de la misma manera, con
una recta b”, coincide con él por ser paralelos las rectas b" y b”.

2. Perpendicularidad de rectas y planos

Ya dijimos que en el plano dos rectas son perpendiculares cuando se cortan formando
angulos iguales.
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Cuando no existe un plano que contenga a dos rectas dadas decimos que éstas se
cruzan; mas adelante diremos cuando dos rectas que se cruzan lo hacen perpendicularmente.

Asimismo dos planos son perpendiculares si se cortan formando cuatro diedros igua-
les (dos diedros son iguales si se pueden hacer coincidir sus caras mediante un movimiento).

Una recta a que corte a un plano a en un punto A, de manera que sea perpendicular
a todas las rectas del plano e que pasen por él se dice recta perpendicular al plano a en A.
Reciprocamente todas las perpendiculares a una recta, que pasan por un punto A de ella,
estan en un plano que se dice perpendicular a dicha recta en el punto A. Notacién: a1 a.

Por un punto, pasa un plano, y sélo uno, perpendicular a una recta dada. Asimismo,
por un punto, pasa una recta y s6lo una, perpendicular a un plano dado.

La longitud del segmento determinado por un punto A y el pie A" de la perpendicular
trazada por él a un plano, se llama distancia del punto A al plano; dicho segmento es el de
menor longitud entre todos los que se obtienen uniendo A con otro punto B del plano, ya

que el triangulo AA'B es rectangulo en A, y, por tanto, el cateto AA" es menor que la hipo-

tenusa /@

Si un plano « contiene una recta perpendicular a otro plano $, entonces a y § son
planos perpendiculares. Por consiguiente, como por una recta pasan infinitos planos, por
un punto A se pueden trazar infinitos planos perpendiculares a uno dado, y todos pasan
por la perpendicular trazada por A al plano dado.

Ahora bien, por una recta r, no perpendicular a un plano e, pasa un plano, y sélo uno,
perpendicular a o determinado por la recta v y la perpendicular a a trazada por un punto
cualquiera de r.

Si dos rectas se cruzan y por una de ellas pasa un plano perpendicular a la otra, de-
cimos que las rectas se cruzan perpendicularmente. En esta situacién, por la segunda recta,
también pasa un plano perpendicular a la primera, v estos planos se cortan segin una recta
que corta perpendicularmente a las dos rectas dadas.

Dadas dos rectas que se cruzan existe siempre una recta que corta perpendicularmen-
te a ambas. La longitud del segmento determinado por los puntos de interseccién de la
perpendicular comun de las dos rectas que se cruzan con dichas rectas, es la minima dis-
tancia entre las mismas.

Un plano perpendicular a la arista de un diedro es también perpendicular a cada
una de las caras del mismo, v su interseccién es un dangulo plano, llamado secciéon recta

del diedro.

Diedros iguales tienen secciones rectas iguales y reciprocamente, si las secciones rec
tas de dos diedros son iguales éstas también lo son.

3. Paralelismo y perpendicularidad de rectas y planos. Proyecciones

Un plano perpendicular a una recta es perpendicular a todas las rectas paralelas a
la dada. Asimismo, una recta perpendicular a un plano lo es a todos sus paralelos.
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Por lo anterior, dos planos (0 dos rectas) perpendiculares a una misma recta (o un
plano) son paralelos (paralelas).

Tenemos, pues, que los segmentos de perpendiculares comunes a dos planos paralelos
comprendidos entre Jos mismos son iguales. En general, los segmentos de rectas paralelas
comprendidas entre planos paralelos son iguales.

Llamamos distancia entre dos planos paralelos a la longitud de los segmentos de per-
pendicular comun comprendidos entre ambos. Distancia entre una recta y un plano parale-
los es la longitud del segmento determinado por un punto cualquiera de la recta y el pie
de la perpendicular trazada por ese punto al plano.

Proyeccion de un punto A sobre un plano a (plano de proyeccién), segiin la direccion
de la recta a es la interseccion A’ de la paralela por A a la recta a. Es, por tanto, otro pun-
to A, tal que AA’//a. Si la direccién dada es perpendicular al plano de proyeccion se dice
proyeccion ortogonal; si no proyeccion oblicua.

Liamamos proyeccion de una figura sobre un plano a la figura formada por la pro-
veccion de todos sus puntos.

La proyeccién ortogonal de una recta, no perpendicular, ni paralela a un plano, for-
ma con la recta un dngulo agudo que llamamos dngulo de la recta y el plano. Si la recta
es perpendicular al plano decimos que el angulo que forma es recto, y si es paralela dire-
mos que es nulo.

4. Materializacion y experiencia

Materializamos la perpendicular al plano del horizonte mediante la plomada consti-
tuida por un cordel con un peso en un extremo.

La horizontalidad de un plano se materializa con el nivel, el mas normal es el de bur-
buja, o con instrumentos de medicién topogréafica adecuados como teodolitos y niveles.

En clase mediante el uso de distinto material didactico; el mejor siempre es el con-
feccionado por el alumno bajo la direccién del profesor, se pueden proponer diversos ejem-
plos en que se materialice mediante casos concretos, el paralelismo y perpendicularidad de
rectas y planos, asi como sus propiedades. La mejor guia es, como siempre, el buen sentido
del profesor para aprovechar las distintas situaciones que el quehacer diario le proporcio
na: asi, por ejemplo, escuadras, perfiles, reglas, aristas de cajas ortoédricas, dados, etc.
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TEMA 3. ESTUDIO DESCRIPTIVO DE LOS CUERPOS

1. Poliedro

Se llama superficie poliédrica, como ya dijimos anteriormente, a la superficie formada
por varios poligonos, situados en planos distintos, teniendo cada dos una arista comun.

Poliedro es el cuerpo, limitado totalmente por una superficie poliédrica.

Los vértices y aristas de la superficie que limita el cuerpo, son los vértices y aristas
del poliedro.

Un poliedro diremos que es convexo cuando el planc de cada cara deja situadas en el
mismo semiespacio a los demas. En caso contrario se llama concavo.

Superficie poliédrica Poliedro

2. Prismas
Superficie prismadtica es la superficie poliédrica constituida por paralelogramos.

El cuerpo limitado por una superficie prismatica, y dos poligonos situados en planos
parlelos, se llama prisma. Las caras de la superficie prismatica son las caras del prisma, v
los dos poligonos se llaman bases del mismo.

Los lados de los paralelogramos reciben el nombre de aristas laterales del prisma
v los lados de los poligonos de las bases se llaman aristas bdsicas.

Si las aristas laterales son perpendiculares a los planos de las bases el prisma se dice
recto; si las aristas laterales no son perpendiculares a los planos de las bases el prisma se

llama oblicuo.
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Superficie prismatica Prisma pentagonal recto
El prisma recibe el nombre de triangular, cuadrangular, pentagonal, exagonal vy, en
general, n-agonal, segin que los poligonos de las bases sean triangulos, cuadrilateros, pen-

tagonos, exdgonos y, en general, n-dgonos.

Paralelepipedo: Un prisma oblicuo o recto, cuyas bases son paralelogramos se ]lama
paralelepipedo.

El paralelepipedo tiene sus caras paralelogramos; cada dos caras opuestas son parale-
logramos iguales.

Las aristas del paralelepipedo son doce, cada cuatro de ellas son paralelas e iguales.
El paralelepipedo tiene ocho vértices, cada cualro situados en una misma cara. Los
vértices no situados en una misma cara se dicen opuestos; diagonal del paralelepipedo es la
recta que une vértices opuestos. En total hay cuatro diagonales que se cortan entre si en su

punto medio; este punto es centro de simetria del paralelepipedo.

El paralelepipedo, puede ser recto v oblicuo, segun que las aristas laterales sean o no
perpendiculares a la base.

El paralelepipedo recto, cuyas caras y bases son cuadradas se llama cubo o exaedro.
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Recto Oblicuo Cubo

Las diagonales de un cubo son todas igualces, cortandose en un punto que es el centro
del poliedro.

168



3. Angulo poliédrico

La figura formada por varios planos que pasando por un punto se cortan dos a dos,
se llama dngulo poliédrico.

Las rectas de interseccion se llaman aristas y el punto comun a todas, vértice. Los
angulos determinados por cada dos aristas, son las caras del angulo poliedro. Cuando se
trata de tres planos, se tiene el angulo triédrico, o simplemente triedro.

b c

]
Angulo poliédrico Angulo triedro

La suma de las caras de un angulo poliédrico es menor que cuatro rectos.

4, Piramide

Piramide es el cuerpo limitado por un angulo poliédrico vy un plano que corta a todas
las aristas.

El poligono determinado por ese plano,se llama base, y los lados de éste, aristas ba-
sicds del poliedro.

La piramide es convexa si el poligono base lo es.
Las caras laterales son los tridngulos determinados por el vértice y los lados del po-
ligono base. Los segmentos que unen el vértice de la piramide con los vértices del poligono

base se llaman aristas laterales y los lados del poligono base son las aristas bdsicus.

Altura de la piramide es la distancia del vértice al plano de la base.

B
Piramide Piramide Piramide regular
triangular cuadrangular pentagonal
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Una piramide se dice triangular, cuadrangular, pentagonal, exagonal v, en general,
n-agonal cuando el poligono de la base es un triangulo, cuadrilatero, pentagono, exagono.,
n-agono.

Una pirdmide es regular cuando la base es un poligono regular y el vértice esta en la
perpendicular al plano de la base que pasa por el centro del poligono, esta perpendicular
recibe el nombre de ¢je de la piramide.

En una piramide regular, la altura de los triangulos laterales, se llama apotema. La
apotema del poligono de la base es la apotema basica.

Tronco de pirdmide, es el poliedro resultante de cortar una piramide por un plano pa-
ralelo a la base.

Cuando este plano esta situado entre el vértice y la base, se obtiene el tronco de pri-
mera especie, o simplemente tronco. En caso contrario, se obtiene el tronco de segunda es-
pecie.

Tronco de 1.> especie Tronco de 2. especie

Las dos bases del tronco son poligonos semejantes.

Tronco de piramide regular es el obtenido al trazar un plano paralelo a las bases en
una piramide regular.

Las caras de este tronco son trapecios isdsceles y sus alturas son las apotemas del
tronco.
5. Poliedros regulares

Los poliedros regulares son los poliedros convexos cuyas caras son poligonos regula-
res iguales y en cuyos vértices concurren el mismo nimero de ellas.

Como la suma de las caras de un angulo poliedro convexo es menor que cuatro rec-
tas se puede demostrar que sélo hay cinco poliedros regulares convexos llamados: retraedro,
hexaedro, octaedro, dodecaedro o isosaedro. Los cuales describimos a continuacién:

A) Tetraedro: Es un poliedro regular Cuyas caras son tridngulos equilateros, tiene
cuatro caras y cuatro vértices en cada uno de ellos concurren tres caras; el numero de aris-

tas es seis.

El tetraedro es, por tanto, una piramide regular, cualquiera de sus caras puede ser la
base. Las alturas son iguales v se cortan en un punto.
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B) Hexaedro o cubo: Es el poliedro regular cuyas caras son cuadrados, tiene seis
caras v ocho vértices en cada uno de ellos concurren tres caras y tres aristas, tiene por tan-
to doce aristas.

El cubo es un octaedro cuyas tres dimensiones son iguales. Las diagonales son iguales
y se cortan en su punto medio que es centro de simetria del cubo.

C) Octaedro: Es el poliedro regular cuyas caras son triangulos equilateros, tiene ocho
caras y seis vértices en cada uno de ellos concurren cuatro caras y cuatro aristas, tiene doce
aristas.

Las tres diagonales son iguales, perpendiculares dos a dos y concurren en un punto
comun que es centro de simetria del poliedro.

Tetraedro y su desarrollo Exaedro ¥ su desarrollo
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Octaedro y su desarrollo

D) Dodecaedro: Es cl poliedro regular cuvas caras son pentdgonos regulares, tiene
doce caras, veinte vértices y treinta aristas; en cada vértice concurren tres caras y tres
aristas.

E) Icosaedro: Es el poliedro regular cuyas caras son tridngulos equiléteros, tiene vein-
te caras, doce vértices v treinta aristas, en cada vértice concurren cinco caras y ¢cinco aristas.

Dodecaedro y su desarrollo ? % %
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lcosaedro y su desarrollo
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Propiedades generales de todos los poliedros regulares es tener iguales todos los die-
dros y angulos poliedros.

También es una propiedad general para los poliedros regulares el tener un punto
llamado centro del poliedro, que equidista de todos los vértices y aristas. Excepto el tetrae-
dro, los restantes poliedros tienen un punto, que es centro de simetria del poliedro.

6. Cuerpos redondos: cilindro, cono y esfera
Superficie cilindrica, es la engendrada por una recta a, llamada generatriz, que gira al-

rededor de otra e paralela a ella, llamada eje. Cada punto de la generatriz engendra una cir-
cunferencia, que son los paralelos de esa superficie.

A) Cilindro

El cuerpo limitado por una superficie cilindrica y las secciones producidas por dos
planos paralelos, se llama cilindro. Esas dos secciones son las bases del cilindro.

Si los dos planos trazados son perpendiculares a la generatriz o lado del cilindro,
éste se llama recro. En caso contrario, el cilindro es oblicuo.

o
~

Cilindro recto Cilindro oblicuo

Un rectangulo al girar ¢n ¢l espacio sobre uno de sus lados engendra un cuerpo que
es el cilindro circular recto.

Eje del cilindro es la recta que contiene el lado del rectangulo que permanece fijo en
el giro. Generatriz del cilindro, en este caso, es el lado del rectangulo paralelo al fijo en el
giro.

Bases del cilindro son los circulos generados por los lados del rectangulo perpendicu-
lar al lado fijo en el giro.

Altura del cilindro es la distancia entre las bases que en este caso coincide con la
gencratriz.

Los radios de las circunferencias de las bases se llaman radios del cilindro.

La superficie del cilindro, excluida las superficies de la base, se llama superficie del
cilindro.
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B) Cono

Se llama superficie cdnica la engendrada por una recta a que gira alrededor de otra,
llamada eje, con la que tiene un punto comun.

b

- Cono recto
Superficie cénica

Cada punto de la generatriz ¢, cngendra una circunferencia que son los paralelos de la
superficie. El cuerpo limitado por la superficie conica y la seccién producida por un plano,
que la corte, se llama cono. Cuando éste es perpendicular el eje de la superficie, el cono es
circular o cono recto. En caso contrario, se llama oblicuo.

Consideremos un tridangulo rectangulo el cual gira alrededor de uno de sus catetos
el cuerpo engendrado por el tridngulo en dicho giro es el cono recto.

Vértice del cono es el vértice del angulo agudo que permanece fijo durante el giro.

La recta que contiene al cateto alrededor del cual se efectia el giro recibe el nombre
de eje del cono.

Base del cono es la circunferencia engendrada por el cateto no fijo en el giro.

La distancia del vértice al plano de la base se llama altura del cono, y en este caso
e¢s el cateto contenido en el eje de giro.

La hipotenusa del tridngulo se llama generatriz del cono.

El éngulo correspondiente al vértice del cono determinado por la generatriz y el eje
se llama semiabertura conica.

C) Esfera

Al girar una semicircunferencia alrededor de su didmetro, engendra una superficie, que
sc¢ llama superficie esférica.

Consecuencia de ese giro, es que todos los puntos de esa superficie equidistan de un
punto fijo.

El cuerpo limitado por la superficie esférica, se llama esfera.

Si un semicirculo gira alrededor de su didmetro, engendra un cuerpo que es la esfera.
El centro y radio del semicirculo, son el centro y radio de la esfera.
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Didmetro de una esfera, es ¢l segmento que une dos puntos de su superficie, pasando
por el centro. Un didmetro equivale a dos radios.

Plano diametral es todo plano que pasa por el centro.

La interseccion de un plano diametral con la superficie esférica es una circunferencia
mdxima.

Un plano diametral divide a la superficie en dos partes que se llaman hemisferios.

Todo plano que no pase por el centro determina en la superficie esférica, circunfe-
rencias y circulos menores.

La parte de superficie esférica comprendida entre dos secciones producidas en ella por
dos planos paralelos, se llama zona esférica.

La porcion de esfera limitada por la superficie esférica y los dos planos se llama seg-
mento esférico de dos bases.

Cada una de las dos partes de superficie esférica separada por un plano secante, se
llama casquete esférico.

La parte de esfera que deja a uno y otro lado de la misma un plano secante se le de-
nomina segmento esférico de una base.

Se llaman polos de una circunsferencia maxima a los extremos del diametro perpen-
dicular a su plano.

Angulo esférico es el angulo formado por dos arcos de circunferencias maximas. Vérti-
ces del angulo son el punto coman de los dos arcos.

Centro esférico de una circunferencia cualquiera de una superficie esférica, es el pun-
to desde el cual puede trazarse ella, utilizando un compas esférico.

Un sector circular girando alrededor de uno de sus radios engendra un cuerpo llamado

sector esférico.
P p c
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El casquete esférico es, pues, un segmento esférico de una base.
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Altura de un segmento c¢s la parte del diametro perpendicular a las bases, compren-
dido entre ellas. Si es de una base, la parte comprendida entre éstos y la superficie esférica

correspondiente al mismo.

Dos planos diametrales dividen a la esfera y a la superficie esférica en cuatro partes
llamadas cada una, y respectivamente, cufia esférica y huso esférico.

Huso esférico

p’

Cufa esférica






APENDICE

SISTEMA METRICO DECIMAL

1. Unidades lineales

Unidad principal: metro.

Valor legal

El metro legal es la longitud, a la temperatura de 0°, del patrén internacional, que
es una barra de platino iridiado, depositada en el Pabellén de Pesas y Medidas de Breteuil.
Valor prdctico

El metro, es la diezmillonésima parte del cuadrante de meridiano terrestre correspon-
diente a Paris.

El valor legal es menor que el practico, siendo ¢l error que se comete, al considerar
como equivalentes ambas medidas, de unas dos diezmilésimas de metro.

Medidas
multiplos divisores
Mm. dm.
Km. m cm.
Hm. mm.
Dm

Cada orden contiene diez veces el inmediato inferior.

2. Unidades superficiales
Unidad principal: metro cuadrado.

Metro cuadrado, es la superficie de un cuadrado cuyo lado es un metro.
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Medidas

multiplos divisores
Mm? dm?
Km? o cmy’
Hm? mm?’
Dm?

Cada orden contiene cien veces al inmediato inferior.

3. Unidades de volumen

Unidad principal: metro ciibico.

El metro cubico, es el volumen de un cubo cuya arista es un metro.

Medidas
multiplos divisores
Mm? dm’
Km’ , cm’
s m
Hm? mm?
Dm*

Cada orden contiene mil veces al inmediato inferior.

4. Unidades de peso

Unidad principal: kilogramo.

Valor legal

El kilogramo, es la masa del prototipo internacional, que es un cilindro de platino,
de igual altura que diametro, depositado en el Pabellén de Breteuil.

Valor prdctico
El kilogramo es el peso, en el vacie, de 1 dm' de agua pura, a su maxima densidad.

Unidad usual: gramo

Valor legal

El gramo es la milésima parte del prototipo internacional que representa al kilo-
gramo.

Valor prdctico

El gramo, es el peso en el vacio de un cm’ de agua, a su maxima densidad.
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Medidas

multiplos divisores
Tm. dg.
Qm. cg.
Keg. g mg.
Hg.
Dg.

Cada orden contiene diez veces al inmediato inferior.

5. Unidades de capacidad

Unidad principal: litro.

Valor legal

El litro, es el volumen que ocupa 1 Kg de agua pura, a su maxima densidad y bajo
la presion normal.

Valor prdctico

El litro es el volumen de 1 dm®.

Medidas
multiplos divisores
MI. dl.
Kl. | cl.
Hl. ml.
DI.

Cada orden contiene diez veces al inmediato inferior.
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