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. PROLOGO

IS one of the most original mathemalics teachers of our time. Con estas:.

palabras —limpias y escuetas— resume T. J. Fleicher, con motive de
una recensién bibliogrdfica, la personalidad del profesor Puig Adam, en.
su doble vertiente: cientifica v pedagdgica.

Quizd resulie dificil, deniro de un leve prdlogo, perfilarla con la pre--
cisidn y amplilud que su polifacecia requiere. Fletcher la ha sabido sin--
tetizar. Puig Adam se nos presenta como prototipo del Neorrenacimiento
gue agita nuestra época, en la que se han suf:e;'adqr_los moldes del viejor
humanisno, puesio el hombre en contacto con fuerzas cdsmicas y biold-
gicas insospechadas. Para Puig Adam tiene plena vigencia el ’nihil hu-
manum a me alienum pulo’ que va el primer Renacimiento levanté como
bandera. Matemdtico por vocacidn, ha sabido ampliar los horizonles intui-
tivos, légicos ¥ formalistas en gue se movia la Malemdtica, para inﬁmdir!-e'
un hdlito cdlido y actual v encajarla en el puesto que para ella reclamasr
los tiempos de hoy: ser el ’esquema’’, la estruclura bdsica en la que el-
pensamiento pueda tomar pie para ahondar en las leyes de lo que la vieja
Filosofia llamé materia sensible v descubrir muchos de los mecanismos del
mundo fisico-psiquico. Quedan arrumbados asi los principios cldsicos de
la abstraccidn, por cuanto el enlendimiento, de mera polencia ”sepal,-mdo-
ra’”’, pasa a convertirse en una fuerza c¢readora, que hace brillar lo esen-
cial con una iluminacién poética’ de lo sensible. Esle empuje "poético””
cieacional es, sin duda, el sustrato de la personalidad de Puig Adam. Por
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eso nada es extraio que se columbre hasta en lo mds absiruso de sus pos-
tulados e hipdtesis cientificas, impulsindolo a la caza de una conjuncién
de inlereses e inquietudes vitales, para devivar en la pasién por los mé-
todos euristicos.

En ese “empuje poélico’”’ hallamos el motive de su dedicacién a la
docencie. Hombre de pensamiento, lo es tanto mds de accién, v la nece-
sidad de hacer le impele a buscar, como maestro, nuevas metas: crear fe,
levar el alma a sus enseianzas, caldeando en la forja de sus mismos afa-
mes v entusiasmos por la Ciencia a oires espiritus. Todo ello con la en-
trega’ generosa en que Jan Ligthart, el conocido pedagogo holandés, vefa
la quintaesencia de la educacidn, enfocada no para resaitar la propia su- .
perioridad —nunca pecado del auténtico sabio—, sino para ’hallar al otro”
en el que se adivina —; Oh ansia de la perdurabilidad!— la propia pro-
longacion.

Bajo este prisma nos explicamos el polimorfismo de la personalidad
de Puig Adami: investigador, filésofo, maeslro, pintor, misico, orador y
e:scn’tor de fing escuela v sensibilidad. Poliformismo que, dentro de la clave
dual matemdtico-educador, precisara su maestro, don Antonio Torroja, al
contestar al discurso pronunciado por Puig Adam en su ingreso en la Real
Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales, v que se justifica por
el hecho de que Puig Adam ha entendido la Matemdtica como filosofia
¥ como ciencia, pero también como arte, a modo de wna capyn» wvital,
al estilo de los pensadores "fisicos’” de la Jonia, si bien con una postura
mds racional y definida. A esto ha unide un tmperativo vocacional, inti-
no e irrenunciable, convertide ya en destino de su existencia: el ma-
gisterio.

Ciertamente Puig Adam e¢s una de las figuras velevantes que Espaiia
ofrece dentro de la plévade de grandes matemdticos modernos. Como di-
ddctico merece —con Rey Pastor— capitulo aparte. A él se debe la reno-
vacién de métodos gue poco a poco ha ido aciivando tode una pedagogia,
caduca ¢ ineficaz, para adaptaria, desde la escuela primaria y los estudios

medios, a lo que la Maiemdtica supone como eje de la Ciencia y la técnica
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-actuales. Su *’curriculum vitae” puede darnos, en breves escorzos, la gé-
nesis y evolucidn de la doble faceta de su personalidad.

Bachiller en el Instituto de Ensefianza Media de Barcelona (entonces
“dnico), con Premio extraordinario. Ingresa en la Escucla de Ingenieros
Industriales de la Ciudad Condal, simullaneando los dos primeros cursos
de ingenieria con los tres primeros de la Facultad de Ciencias Exactas. En
-esta Facultad es discipulo de don Antonio Torroja, quien deja profunda
huella en su formacidn matemdtica. Termina la licencialura con Premio
-extraordinario v pasa a cursar el doctorado en Madrid, donde es discipulo
de Rey Pastor, de Plans v de Vegas. Desarrolla su tesis sobre problemas
.de mecanica relativista v, graduado doctor con nuevo Premio extraordina-
*io, continita sus estudios de ingenieria, aungue por breve tiempo. Le alrae
Ada funciom docente; a los weinticinco ailos obtiene lg Cdtedra de Mailemd-
ticas del Imstituto *’San Isidro’’, de Madrid, en reitida oposicidn contra
weinte conlrincantes, en su mavoria catedréticos. A raiz de esie triunfo
Rey Pastor le propone colaborar en la confeccidn de libros diddcticos mo-
dernos adaptados a la mentalidad escolar: con tal colaboracién se inicia la
-evolucidn diddclica matemdtica media en nuestra Pairia.

Siendo ya catedrdtico de ""San Isidro” termina sus estudios de ingenie-
#la industrial, completando la formacién cientifica con el panorama. de las
-aplicaciones técnicas. Con eilo adquiere una amplia visién de la Matemd-
tica, en su doble aspecto puro v aplicado, que proyeclard luego constante-
mente sobre su ensefianza en todos los grados y matices. Profesor auxiliar,
trimere, v titular después en la Escuela Téenica Superior de Ingemeros
Industriales, de Madrid, desarrolla en ella desde el primer momento una
.considerable labor, contribuvendo con sus publicaciones v su accidn de cd-
tedra a elevar notablemente cl nivel matemdtico del alumnado de ingenie-
ria. Paralelamente a swu tarea docente media v superior, efectiia numerosos
trabajos de investigacién sobre cuestiones diversas de Matemdlica pura y
aplicada, que le levan a ocupar un sillén en la Real Academia de Ciencias
de Madrid, después de haber participade en diversos ceridmenes y confe-

rencias cientificas internacionales.
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Tanto como la cosecha de nuevos iriunfos cientificos le interesa a Puig
Adam el cuidado de la nueva semille. No contento con haber promovido
una reforima profunda de métodos, se afana en la biisqueda de nuevos mo-
dos de euseiar, que atraigan la afectividad de los nifios y de los adoles-
centes hacia la Matemdtica. Nombrade en 1955 miembro active de la Co-
misién Internacional para el Estudio v Mejora de la Ensefianza Matemd-
tica, mantiene una extensa relacién internacional acerca de todos los arduos
problemas que el mundo docente liene planteados en relacidn con el des-
arrollo de la Matemdtica v sus aplicaciones en nuestro siglo y de la con-
siguiente necesidad de reforma de programas y procedimientos diddcticos.
De la repercusién en Espaiia de esta su labor metodoldégica damos resefia
al final del Capitulo IIT de este libro.

Puig Adam es autor de mds de veinte libros de Matemdiicas (sin contar
entve ellas las miltiples readaptiaciones de los textos de Bachillerato es-’
critos en colaboracidn con don Julio Rey Pastor) y de mds de un centenar
de trabajos de investigacién v de articulos sobre temas diversos en conexidn
con la Matemdiica, Cevca de la tercera parfc de eslos itltimos se refieren
a la enseiianza.

Labor tan notable y copiosa se ve sellada por uno de los realces mds
estimado por Gracidn para el sabio: la modestia, patrimonio de las almas
magndnimas, que —en frases de Buytendijk— se refleja en la ’servicia-
lidad’’, en el sacrificio del ""vo’’ al bien de los demds, Esta *uz'ftua‘; es,
tal vez, el broche de oro de las cualidades humanas de Puig Addam,

Quedan sdélo unas palabras, justificando este libro. Como homenaje a
la labor renovadora del ilustre profesor y considerdndolo a la vez de inte-
rés, tanto pava los que se dedican a la enseiianza de la Malemdtlica como
para los que se ven atraidos por sus problemas, nos parecid oportuno reunir
. en un volumen la produccién de Puig Adam en el campo tedrico general
de la diddctica matemdtica. Ante la favorable a'cogida aque nuestre pro-
yvecto tuvo por parie del ‘Ilmo, Sr. Director General de Enseiianza Me-
dia, doctor don Lorenzo Vilas Lépez, solicitamos del autor su autorizacién

v su ayuda, que nos fué brindada generosamente. El musmo Puig Adam
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ha seleccionado de su mencionada produccién aquel conjunto de temas
que reflejan su labor ¥ su credo diddcticos y los ha agrupado en capitulos,
segiin una linea conceptual que permiie apreciar el estado y la importancia
presentes de la diddctica matemdtica al que tanta contribucién personal ha
aportado. . . .

El capitulo primero reproduce una conferencia v un articulo cuyo con-
junio constiluye lo que pudiera Uamarse "una presentacién estética y fun-
cional de la Matemdtica’’, que es tanto como decir sus valores de belleza
v su vinculacién al progreso técmico de la humanidad. Por eso lo hemos
titulado 7’ Una visién humana de la Malemdtica’ .

El capitulo segundo contiene ires muestras de proyeccién de dicha Ma-
temdlica a la técmica futlura (servomecanismos, teoria de la informacidn,
légica formal y commutacién); tres simples ejemplos que bastardn para
calar el alcance del pensamiento matemdlico de nuestros dias v para hacer
sentir la necesidad de una reconsideracién profunda de los problemas de
Ia ensenanza matemdtica en el mundo moderno.

El capftulo tercero estudia la evolucién de la diddctica matemdlica en
relacién con la evolucién de la propia Ciencia v traza un programa de
renovacién de métodos y ntodos d‘e enseiiar en nuestra Patria, programa
que se halla en pleno desarrolle.

En el capiiulo cuarte se cristalizan los principios fundamentales de esta
nueva diddctica, cerrando ast la primera parte del libro, que titulamos
fzreciga-meﬂte: Los principios generales’.

La segunda parte se dedica a la diddctica matemdtica en accién. Abre
esta parte el capitulo quinto, en el que se expone, en tres articulos, lo mds
esencial de las diddclicas especificas en los distintos campos concepluales
de la Matemdética elemental a lo largo de la Primera y Seganda ensefianzas.

El capitulo sexto se dedica integramente al importante problema del

material diddctico matemdlico, incluyendo en él los nuevos recursos wi-

e
suales del film matemdiico, ast como el abundante material ocasjd‘_{::zili.-‘q\t}je\
: e 5
s de los-es%

puede exiraerse de la propia vida y en particular de los juego

colares.
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« Finalmente, en el capliulo séptimo v dltimo, se reproducen varias lec- .
ciones desarrolladas segiin los nuevos modos euwristicos, v en él hallard el
lector abundantes muestras del uso diddctico del malerial anteriormente
descrito,

Todavia nos ha parecido interesante cerrar el libro con algunos apén-
doces conteniendo articulos varios del autor, relacionados con el tema di-
ddctico: ""Formacién del Profesorado de Matemdticas’, ""La vocacién ma-
temdtica’”, *’Consejos dados a los alumunos en sesiones de despedida’ et-
cétera. Creemos que todos ellos constituyen un digno broche del libro que

presentamos hoy al publico docente espaiiol e hispanoamericano.

Junte a las facilidades concedidas por Puig Adam, al prestarse a efec-
tuar la seleccidon de sus trabajos, no dejé de manifestarnos algunos repa-
ros, que consignamos atendiendo su ruego: Uno de ellos, su temor personal
de que resulte algo prematura la recopilacidon, cuando todavia juzga su obra
en pleno desarrollo y evolucidn; olro, la inquietud que le producen las re-
peliciones en que incurre, repeticiones que, si resultan forzosas al exponer
las mismas ideas a piiblicos diferentes, las considera el autor injustificadas
vy machaconas en una exposicién de conjunto. Para evitarlo ha sometido
los propios textos a varias mutilaciones que nosolros hemos aceptado, des-
uconsejande, en cambio, olras, por estimar licilas y aun necesarias para la
fijacién de ideas ciertas reiteraciones, que constituyen tal vez el sello ca-
racteristico de su credo diddctico. ,

En lo de estimar prematura la u@a;:ic'z'dn de un "corpus’ o sinlesis de
una obra en desarrollo, el lector juzgard. Nosotros no participamos de los
tenmores del autor vy, lejos de pretender dar por clausurado con tal siniesis
¢ste desarrollo, entendemos javorecerlo v estimularlo, sununistrando al lec-

lor el panorama de su evolucién y mostrdndose los nuevos v amplios ho-
vizonies diddclicos que con ella se han abierto.
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La mavor parte de Jos articulos, trabajos v conferencias reproducidas
en esta obra han sido publicados (total o f:m-cfahneute) en las siguienies
Revistas: «Matemdtica Elementaly, uGaceta Matemdlica», «Revista de Psi-
cologia General y Aplicadarn, «las Cienciasy, «Revista de Educacién»,
«Atenas», «Borddn», «Vida escolaryn, «Arquimedes», «Matematica & Pae-
dagogian, uBulletin d}: UAssociation des Professeurs de Mathématiquesn,
«l’enseignement des Sciences», uBoE\etin Pedagégico de la Institucién de
Formacién del Profesorado de Enseiianza Laboraly y en publicaciones de
esla twtltima Instilucién y de «Editorial Laborn. A todas ellas, y especial-
mente a «Editorial Laborn, manifestamos nuestra gratitud por las facili-
dades concedidas, y al autor por las gestiones que en tal sentido ha reali-

zado, ast como por su desinteresado irabajo de seleccién y recopilacién.

Dacto Ropricurz LESMES

(Inspector Central de Ensefianza Media)
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CAPITULO PRIMERO

UNA VISION HUMANA' DE LA MATEMATICA

§ 1. LA MATEMATICA Y LA BELLEZA

ESPECIALIZACION Y UNIVERSALISMO

El progreso ha impuesto la especializacién a tal punto, que dificilmente
concebimos hoy aptitudes.universales, ni aun siquiera genéricas, en los in-
dividuos. No admitimos méis que aptitudes especificas; por ejemplo, pdra
una ciencia determinada, y dentro de ella para una rama precisa, y aln
preguntamos : {en qué secciém, en qué recoveco, en qué asunto, en qué
materia, en qué particula...? ¢ Cémo concebir, pues, la superposicién de un-
interés cientifico y de una inquietud artistica? ¢Profesor de mateméticas
con vocacién musical, con veleidades artisticas? | Inconcebible! .

Es curiosa esta tendencia que’ tenemos los humanos a encasillarnos en
lo cientifico y en lo artistico lo mismo que en lo politico. Como si fuera po-
sible ordenar en fila o en cuadricula los complgjos de infinitas componentes.
que son nuestras propias almas.

Odiosa atomizacién del trabajo la que, con mengua del desenvolvimien~
to integral de nuestro espiritu, hace cada vez més dificil el florecimiento de-

“mentalidades universales como las de los antiguos fildsofos, a quienes todo-
lo humano interesaba.

i Cudntas veces, en horas en las que, sofiando despierto, mi fantasia vaga.
impulsada por el deseo, he sentido como una envidia, como una nostalgia

1 (Conferencia dada en el salén de actos del Instituto Francés, de Madrid. Pu-
blicada en la revista «Matemética elemental», 4.% serie. Tomo I, 1941.

[
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ancestral de los siglos aquellos de Grecia, del Renacimiento, en los que,
sobre la cuna de la Ciencia y del Arte, era posible abarcar, en una vida in-
tensa, vastos panoramas de conjunto, vy cultivar un poco todas las flores del
encantado jardin de la creacién espiritual ! La frondosidad de la enmara-
fiada selva creada impide hoy ya toda dilatada perspectiva. j Cudntas veces,
envidiando la arrebatadora y vibrante vida de un Leonardo, por ejemplo, me
he sentido impulsado hacia infantilismos creadores, hacia un robinsonismo
intelectual, despreciando la previa informacién, por temor de ahogar mi
propio impulso en el conocimiento anonadante de lo ya conocido !

El doloroso dilema es éste : O la especializacién intensa, sinénima de es-
clavitud angustiosamente aniquiladora, o el enciclopedismo libre, multifacé-
tico, de extensa vibracién, pero, por lo mismo, carente de profundidad. No
sabrfa decir qué es la més moral, pero sf qué es lo més bello. Por ello esti-
‘mo indispensable conjugar la polarizdcién, que impone el interés colectivo,
con el desarrollo global de facultades, que aconseja el noble interés indivi-,
dual de superacién.

VERDAD, BONDAD Y BELILEZA

Fines absolutos del alma humana, en el camino de su perfeccién, son
la verdad, la bondad y la belleza; por ello, Ciencia, Etica y Arte debieran
ir constantemente de la mano en toda educacién integral del espfritu, es
decir, del entendimiento, de la voluntad y del sentimiento; por ello, edu-
car es, en ¢l fondo, cultivar a un tiempo el conocimiente de lo verdadero,
la voluntad de lo bueno y la sensibilidad para lo bello.

Esto s6lo establece ya un nexo entre lo verdadero, lo bueno y lo bello :
su cardcter comi@in de meta, de fin, de aspiracién del alma humana en su
acercamiento a Dios, perfeccién suprema.

En el cultivo de lo verdadero, ocupa posicién central la matemAtica;
eje, armazén, estructura, esqueleto de toda la filosoffa natural. Tenemos,
pues, un hilo sutil de enlace entre lo bello y lo matemético, que nos in-
duce a ulteriores reflexiones.

UNA PREGUNTA INGENUA

¢ Hay poesfa en la matematica?, me preguntaba, en cierta ocasién, una
alumna de marcadas aficiones literarias, { Por qué no ha de haberla?, con-
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testdbale yo. ¢ Por qué han de estar vedadas, al edificio l6gico de la matemé-
tica, la armonia, la perfeccién, la simetria de lineas, la unidad de conjunto
y aun la emociéir misma, la belleza én suma a que td te refieres al hablar
de poesfa y que, sin duda, reconoces en los edificios arquitecténicos y en
las obras de arte en general? Y ¢por qué no ha de haber, asimismo, una
sensibilidad especial capaz de captar esta belleza abstracta, lo mismo que
se capta la belleza concreta de forma material? No penetrard, quizé, a
nuestro espiritu por la via directa de los sentidos; el camino de penetracién
es mucho més largo y dificil, pero existe; no te quepa la menor duda.

Ls frecuente imaginar los matemiticos como seres extrahumanos, des-
provistos de sensibilidad para lo bello, y, sin embargo, es corriente entre
nosotros hablar, en nuestra misma ciencia, de demostraciones elegantes,
de problemas bomnitos, de teorias bellas...

PILANTEO DE LA CUESTION

Todo esto contestaba yo a mi discipula, tratando de ilustrar mis afirma-
ciones con algunos ejemplos elementales de resoluciones vy demostraciones
elegantes, en contraste con otras pesadas y machaconas. No sé si mi inge-
nua alumna se di6 por convencida; ignoro si Ia sonrisa con que me escu-
chaba, o parecia escucharme, era de aprobacién, de escepticismo o si, no
tan ingenua, sonrefa simplemente por haber esquivado con su pregunta to-
das las que yo iba a forinularle sobre la leccién del dfa.

Trascendente o frivola, su pregunta quedd latente ‘en mi espiritu, acu-
cidndome nuevamente cada vez que la palabra winconcebiblen volvia a herir
mis oidos, como expresiéon corriente y vulgar de una pretendida incompati-
bilidad entre las vocaciones matemaética y artistica.

La pregunta entrafia, en efecto, no pocas cuestiones arduas de dilucidar :
¢ En qué consiste esta sensacién de indiscutible belleza que experimentamos
los matemiticos ante la adquisicién de ciertas nuevas ideas, ante la asimi-
lacién de determinadas teorfas? ; Qué punto de relacién tiene la creactén
matemdtica con la creacién artfstica en general? V por retruécano: ;Qué
hay en la obra estética que tenga algtn sentido matemético? En resumen :
¢ Qué hay de bello en lo matemético? ¢ Qué hay de matemético en lo bello?
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I. ¢(QUE ES LO BELLO?

UN' POCO DE HISTORIA

Empecemos por uno de los més antiguos doeumentos Se trata de un
didlogo de Platén, Hipias mayor.

Sécrates propone a Hipias investigar qué es lo que hace bellas las cosas.
Distintas soluciones son analizadas: Lo bello es lo conveniente; lo bello es
lo que conduce al objeto, lo 1til; lo bello es lo agradable, lo que conduce
al bien; lo bello es lo que deleita por la vista y por el oido... Todas las pre-
tendidas soluciones son sucesivamente rebatidas por Sécrates, unas por fal-
sas, otras por incompletas, v la pregunta, repetida hasta la saciedad en' el
didlogo : ¢ en qué consiste la belleza? queda en el aire, como una inquietud
sin solucién, desafiando al futuro. Parece como si Platén, por boca de S6-
crates, presintiera emn este didlogo algunas de las teorias estéticas por las
que ha ido fluctuando la humanidad pensante en el curso de los siglos. La
hedonista pura : el arte por el placer de los sentidos, tan poco dignificante
para los poetas que indujo al propio Platén a excluirles de su Repfiblica per-
fecta; y la teoria moralista pedagégica (Estrabén, Plutarco..., remozada en
la Edad Media por no pocos escolasticos), el arte por el bien, el arte por la
utilidad, que reduce el arte a medio para la consecucién de fines superiores
o simplemente ajenos al arte, y que, por lo tanto, sigue entrafiando una
concepcién disminuida del mismo.

No aporta mayor claridad Aristételes, quien tan pronto incluye la be-
lleza en la bondad, en la grandeza, en el orden, como la da por indefinible.
No obstante, su figura tiene interés aqui, pues enlaza &l tema con las ma-
temdéticas, seglin €l mecesarias para estudiar las cualidades de orden y de
simetrfa que, quizA por vez primera, aparecen como caracteristicas de
ciertos aspectos de la belleza 2.

Mas elevada es la concepcién mistica de Plotino, para quien la belleza
es reflejo de lo divino y actia de dentro a fuera. Asi, el arte ya no es la
simple mimesis de los antiguos griegos y no debe reducirse a la pura imita-
cién de lo que perciben los sentidos, sino que es fruto del espiritu, y éste,

2 V. B. Croci @ Esiélica, Segunda parte, Cap. I.
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a su vez, fuente de toda belleza. La teoria, perfecta o no, eleva por primera
vez explicitamente el arte a su debido rango; y digo explicitamente, por-
que segfin la autorizadisima opinién de D. Marcelino Menéndez y Pelayo,
<laborada a través de un profundo' analisis de diversos fragmentos espi-
gados aqui y alld en. los Didlogos de Platén, esta misma teoria estd im
tlicitamente contenida en la obra platbnica.

Siguiendo a nuestro ilustre poligrafo, reflejemos ahora las opiniones de
los filésofos cristianos en este punto. Las ideas de San Agustin sobre lo
bello, que fueron objeto de un libro especial, por desgracia perdido, han
ﬁe conjeturarse por fragmentos de otras obras suyas. En unas, da por forma
de la belleza, la unidad y la integridad; atribuye, en otras, un valor intrin-
seco a lo bello, independiente de toda relacién externa como es lo til; vy
preside, en todas, la concepcién cristiana, expresada en este apéstrofe de
las Confesiones : «Ninguna cosa habrfa bella si no hubiera recibido de Ti
la hermosura.» Fuera de esta excelsa concepcién, todo el sistema estético
de San Ag'ustfn se cifra en esta palabra: «armonian. Para él, donde hay
un orden, donde hay armonia, hay belleza.

Resume Menéndez y Pelayo la doctrina de Santo Tomés acerca de la
belleza, en tres conclusiones fundamentales, Primera, diferencia racional
entre el bien y la hermosura, en cuanto el uno se refiere principalmente
a la facultad apetitiva y la otra a la cognoscitiva. Segunda, el bien es causa
final, lo hermoso causa formal. Tercera, la belleza consiste en cierta cla-
ridad y debida proporcién *.

Veamos los racionalistas del xviI y del xXviil. Poca luz aporta Descartes
al, problema; su sistema excluye la fantasfa; la poesfa no es admitida més
que en tanto estd sujeta al intelecto. M4s explicitamente intelectualista es
€l cartesiano Crousaz, para quien las ideas esenciales de la belleza son «la
variedad templada por la unidad, la regularidad, el orden y la proporcién»;
ideas que no han nacido de la fantasia ni obedecen al capricho, sino que
pueden discutirse y analizarse como tales ideas. V mas concreto afin es el
P. André, quien distingue en la belleza diversos grados: una belleza esen-
cial, independiente de toda institucién, otra belleza natural, y una belleza
humana en cierto modo arbitraria; y ain afiade la distincién, que nc es

3 V. M. MeNENDEz PELavo : Historia de las Ideas Estéticas en Espaiia, tomo I.
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suya, entre belleza sensible o del cuerpo, y belleza inteligible o del es-
piritu *. )

El intelectualismo de Ieibnitz no va mucho mas alld de una pura y sim-
ple confesién de impotencia, con su donosa clasificacién de los conocimien-
tos en oscuros y claros, y éstos en confusos y distintos. Para Leibnitz, los
juicios de los artistas son claros pero confusos, es decir, no distintos: «On
ne les fait connaitre que par des exemples, et au reste il faut dire que c’est
un je ne sais quoi, jusqu’d ce qu’on en déchiffre la contexture.»

Aparece en este momento Baumgarten, que trata, siguiendo la corriente
de su tiempo, de crear una Estética como ciencia del conocimiento sensible,
es decir, de las ideas claras y confusas de Leibnitz. Muy discutido el vilor
de su sistema, considerado pot otros como verdadero padre de la ciencia
estética, hemos de consignarle como el primero que usé la/palabra Aestetica.

Interesantisimo es, especialmente para nosotros los espaiioles, la figura
del P. Arteaga, jesuita madrilefio de fines del XvIIr, autor de unas Investi-
guciones filosdficas sobre la belleza ideal, quien, después de declarar, con
gran juicio, insolubles las cuestiones relativas al origen y formacién de la
idea de belleza, que acepta ya formada en nuestro espiritu, estudia la belle-
za artistica en sus distintas manifestaciones en cada una de las artes.

Y pasemos al siglo xrx. Imposible es resumir a Kant en una cuartilla.
Segtn la versién de Croce (autor, como se sabe, ‘de una obra de Estética que
ha tenido gran resonancia a comienzos del siglo actual) el arte no es para
Kant belleza pura que prescinde de hecho del concepto, pero es una belleza
adlerente que supone un concepto y gira alrededor de él1. La idea estética
es una representacion de la imaginacién que acompafia a un concepto deter-
minado. Ia belleza artistica no es una cosa bella, sino la bella representa-
cién de una cosa. «Es bello lo que place sin concepto.» De este modo, dice
Croce, viene a afirmar la existencia de una zona espiritual donde se dJes-
pliega una actividad sentimental que Ilama juicio estético. «Hs bello lo que
es objeto de un placer universal.n Pero, { qué es este dominio misterioso ?,
se pregunta Croce, escépticamente. ¢ Qué es este placer desinteresado que .
experimentamos ante los colores puros, ante los tonos puros, ante la belle-
za adherente en cuanto se prescinde del concepto a que se adhiere? Nuestra
respuesta, sigue diciendo Croce, es que 1o existe este dominio, v ‘que los
casos aducidos, o son casos de lo agradable en general, o fenémenos artis-

4 V.M. MeNENDEZ Prravo : Historia de las Ideas Estélicas en Espaiia, tomo IIL.
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ticos de expresién; y aflade : Kant, que se revolvia furiosamente contra los
sensualistas y los intelectualistas, no era tan severo con aquella corriente
neoplaténica del siglo xvIrr. Ias ideas de Winckelmann especialmente, le
" causaron gran sensacién. En uno de sus cursos se encuentra la distincién
entre materia y forma: en la mfisica, la melodia es materia, y forma, la
armonia..., y escribe también en su Critica del Juicio: «En todas las artes
plasticas, en cuanto son bellas artes, el disefio es lo esencial; no lo que
place en la sensacién, sino lo que se aprueba en su forma constituye el
fundamento del gusto; los colores que iluminan el disefio pertenecen al
estimulo sensual...»

V... terminemos con ello ya, la enumeracién de opiniones. Es preciso
cortar en algin punto, aun a sabiendas de lo incompleto del cuadro tra-
zado y de la infinidad de teorias que, en esta enconada porfia, quedan asf
sin reflejar. Ni Lessing, ni los idealistas como Schiller. Shelling, Hegel,
que suponen un retorno al misticismo neoplaténico; ni el escéptico Scho-
penhauer, ni el pedagogo Herbart; ni la escuela escocesé., en cierto modo
psicolégica, ni la inglesa, ni la méis reciente y singular teoria de Croce,
que estimo demasiado categérica en la identificacién del fenémeno artistico
con el fenémeno expresivo, nos iban a resolver el enigma,

Sirvan estas torpes y largas zancadas mias a través de la historia del
pensamiento estético, para afirmar, al menos, que, pese a los esfuerzos rea-
lizados, la interrogante socratica sigue en pie. «Todos hablan de belleza y
apenas hay dos que apliquen este vocablo a una misma idean, exclamaba el
padre Arteaga. Con razén, pues, prescindia él de definirla, y es que, con la
multiplicidad de definiciones ocurre lo gue con la diversidad de amedica-
mentos. Cuando de un mal se pregonan muchos remedios, puédese afirmar
que ninguno sirve. Uno sélo que sirviera habria anulado a los demés.

i
BELLEZA FORMAL Y BELLEZA EMOCIONAL

Con todo, podemos darnos cuenta de que distintas categorfas de belleza
han sido puestas sobre el tapete. Voy a recoger s6lo dos: una belleza for-
mal (el orden y la simetria de Aristételes, la armonia de San Agustin, et-
cétera...) sobre la que con preferencia han especulado los filjsofos de la
estética, y una belleza sustantiva (la belleza idea de Platdn y los neoplaté-
nicos; la belleza divina de los misticos...) a la cual me permitiréis que atri-
buya el valor emocional de lo bello. Con rubor me permito opinar; pero,
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para mi, son necesarias las dos categorias de belleza; y no puede haber
obra bella sin emocién y sin arte para expresarla; que el arte es precisa-
mente esto : dar forma bella a la bella emocién. Obras de arte puede haber
perfectas en su desarrollo, pero frias, vacias, carentes de fondou, de emo-
ci6n; y no vale buscar recursos emotivos en la simple ruptura innovadora
de forma, admisible cuando va acompaiiada de riqueza de contenido; pero
inadmisible como finica fuente emocional, que deriva pronto en peligrosa
pugna de «ismos», deseos de singularizacign que acaban por no lener nada
de comfin con la honrada y auténtica emocién estética °,

II. ¢QUE ES LO MATEMATICO?

LO MATEMATICO «PER ACCIDENSY
¥ LO MATEMATICO «PER SE»

Si arduo y quimérico ha sido pretender definir lo bello, no lo es menos
tratar de caracterizar en pocas palabras lo matemético.

Todos sabemos el papel que la matematica desempeiia en el estudio de
los fenémenos naturales; el hombre, impotente ante la enorme complejidad
de los mismos, trata, en su afan especulador, de sustituir esta complejidad
por la esquematica sencillez de unos entes de razédn, sobre los cuales pue-
da discurrir, cémodamente, el razonamiento puro. Obtenidos los frutos de
este razonamiento, proyéctanse nuevamente en el campo de la realidad; y
asf resulta que, los conceptos puestos en juego por la matemdtica aplicada,
son sélo conceptos matemAticos «per accidens» a través de un doble proceso
de ‘abstraccién y de comerecién, en el que la matemaética ocupa una posicién
central de mecanismo intermediario. Pero una vez elaborados estos entes
de razén (m4s o menos ajustados a los que la realidad nos presentara) ad-
quieren pronto carta de ciudadanfa en nuestra mente, se ensefiorean de ella,
y conviértense en conceptos matematicos puros, en conceptos mateméticos
«per sen, juguete precioso de nuestra fantasia.

5 No queremos’ significar con esto que todos los tipos de escuelas que se han
categorizado con palabras terminadas en «ismoy carezcan de credo estético y
estén vacias de contenido emocional.
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IA CORRELACION GENERADORA
DE CONCEPIOS MATEMATICOS

A esta génesis y a este juego vamos a referirnos en lo que sigue, En
esta génesis y en este juego es esencial el concepto de correspondencia, de
enlace, de correlacién. Me explicaré mejor, Si la relacién es esencial para
la existencia de un juicio, si la idea de relacién es la esencia misma del
pensamiento, el pensamiento matemético nace al considerar conjuntos de
relaciones o juicios y al establecer, a su vez, conexiones o relaciones entre
ellos; comnexiones que-pueden ser: simultdneas, es decir, en derivacién
{asi se engendran multitud de conceptos abstractos como el de namero,
medida, funcién, transformacién, sustitucién, grupo); sucesivas, es decir,
en serie (asi se engendran las cadenas de juicios caracteristicas de las de-
mostraciones, por deduccién, por induccién completa); imixtas, en seric y
derivacién (enlaces multipolares, generadores de teorfas completas, tanto
mé4s compactas cuanto més enlazados se hallan los juicios que las cons-
tituyen).

Cualquiera que haya estudiado un poco de matemiticas sabe que el An4-
lisis se edifica sobre el concepto de ntimero, que nace, a su vez, de la
coordinabilided de conjuntos, es decir, de una correspondencia o correla-
cién entre sus elementos constitutivos, y que la Geometria, en la mas
amplia acepcién de la palabra, se edifica sobre el concepto de transforna-
cién o correspondencia entre los elementos de las figuras; que la .medida
<es una correspondencia entre magnitudes y nameros; que una funcién es
una correspondencia entre valores de variables o entre entes abstractos en
el moderno Anilisis general, etc. No parece, pues, aventurado tomar como
una de las claves del pensamiento matemditico la idea de correspondencia
o correlacidén, es decir, de relacién simultinea antes aludida. ¥V con esta
pequefia advertencia me contento por el momento, ya que no he de nece-
sitar gran cosa mis para lo que luego ha de seguir.

INTERMEZZO

UN PRELUDIO DE CI—iOPI.N Y UN OCTOGONO REGULAR

Puesto que es imposible delimitar, de modo preciso, los contornos de lo
bello, quién sabe si por su cardcter excesivamente primario, vy el perfil
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de lo matemitico, tal vez por su carbcter excesivamente erudito, tratemos
al menos de establecer analogias y diferencias que permitan satisfacer de
algtin modo las preguntas que han sido origen de esta digresién, ; Qué hay
de bello en lo matemético? ;Qué hay de matematico en lo bello? Pero...,
percibo nuevamente el aleteo del escepticismo : §no serdn ganas de perder
el tiempo?, {qué tiene que ver, por ejemplo, un preludin de Chopin con
un octégono regular?

VY, sin embargo..., escuchad el siguiente preludio, una de las composi-
ciones mas sencillas del gran romintico, que, como ejemplo, se me ha ven-
rrido presentaros, y analizad conmigo su constitucién.

. Andantino. 1@ frase g/_.._—-i—'—g_'z""_——-\ 5

Ocho frases musicales le componen, iguales de figura ritmica y de dura-
cién, en perfecta simetria y periodicidad. Si de algin modo hemos de es-
quematizarlas geométricamente, nada més sencillo y natural que represen-
tarlas mediante trazos rectilineos de igual longitud, y dispuestos en forma
que traduzcan esta simetria y periodicidad musicales. :

Las dos primeras frases forman un movimiento creciente, representado,
simboélicamente, en la figura por los dos primeros trazos ascendentes de la
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linea dibujada. A partir de este momento, otras dos frases simétricas cons-
tituyen la réplica descendente, representada por los dos siguientes trazos.
Nuevamente crece- el interés en las dos frases siguientes, que inician un
segundo periodo idéntico en sus comienzos al primero, vy representado por
los dos nuevos trazos ascendentes; llegamos asi al segundo maximo, acu-
sado por un singular acorde que suspende la atencién y, finalmente, otras
dos frases vuelven a restablecer, pliacidamente, el reposo con la suave
cadencia final.

Con miras a lo que més adelante he de repetir sobre la periodicidad
de la misica, he dibujado en el encerado una grafica poligonal en cadena,

¥ no cerrando ciclo; pero si queréis volver al punto de partida, dispuestos
a repetir tan delicioso como breve poemita, no tenéis mais que cerrar el
ciclo uniendo las dos mitades y tendréis el preludio de Chopin esquemati-
zado en un hermoso octégono, que si no es regular poco le falta, a juzgar
por la doble simetrfa que presenta y que traduce metamente la simetria
v periodicidad ciclica de la composicién repetida.

Perdonadme, esta pequefia picardia de prestidigitador, que puede pare-
cer chanza, No pretendo sacar por el momento consecuencias trascendentes
de ella; me contento con limpiar el campo de prejuicios, por muy sélidos

que parezcan, y preparar asf mejor el terreno, para lo que, con vuestrazi

Pt
venia, alin me queda por decir, después de este «intermezzo» con el une.*he
tratado de aliviar unos momentos vuestra atencmn




14 ¢ UNA VISION HUMANA DE LA MATEMATICA

III. ¢ QUE HAY DE BELLQO EN LO MATEMATICO?

LA BELLEZA FORMAI, EN LA MATEMATICA

Si nos atenemos, de momento, a la belleza formal, y consideramos los
atributos de unidad, de orden, de armonfa y de simetifa, que desde los
més remotos tiempos comsidéranse esenciales, no necesitaré esforzarmne
mucho para llevar al convencimiento de mis oyentes que también la cien-
cia, y en particular la matemética, es un canto constante a la unidad, al
orden y a la armonia. ;Qué es la ciencia sino un eterno esfuerzo para
sistematizar el estudio de los fenémenos naturales, es decir, para presen-
tarlos ordenadamente a través de la unidad y armonia de concepcién que
le imprime la matemética?

Este aspecto de lo bello, que se valora por la existencia de relaciones
de enlace entre los elementos de una obra artistica, que para la misica se
traduce en unidades de tonalidad, de ritmo o simplemente temiticas; que
para las artes plasticas se aprecia en afinidad o contiraste de lineas, de
color; que para la arqﬁitectura consiste en arménica distribucién de masas,
en relaciones de proporcién; Qque para la poesia supone coordinacién de
ideas, relaciones de rima, constancia de ritmo,... se refleja, pues, asimismo
en mateméiticas mediante la existencia de una trabazén aniloga en las
teorias, es decir, en una red de enlaces entre los elementos légicos que
las constituyen, haciéndolas compactas, sélidas, bellas en el sentido de
equilibrio y unidad.

Sélo asi se explica que haya sido el mismo genio griego el que haya.
impreso honda huella sistemética lo mismo en el Arte que en la Ciencia.
¢ Qué son los Elementos de Fuclides sino una estructuracién profunda-
mente bella de los desordenados conceptos matematicos de sus predeceso-
res? ;V qué son Jos mismos conceptos matematicos, segin se ha dicho,
sino frutos abstractos de tales enlaces, de tales correspondencias, de tales.
simetrias? : _

" FEn resumen: los atributos de la belleza formal, de la belleza artfstica,
estAn vivos en la matemética lo mismo que en el arte; y de aqui el por-
qué de la sensacién de inefable belleza que experimentamos los que nos
dedicamos al estudio de las ciencias, ante la simple contemplacién global
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de una teorfa, de una sintesis, incluso antes de haber penetrado en ella..

Recuerdo a este respecto la impresién de equilibrio, de armonfa, de or-
den, emotiva y sedante a un tiempo, que experimenté cuando por vez
primera, adolescente afin, abri el Andlisis Algebraico del que, afios des-
pués, fué mi querido y admirado maestro, D. Julio Rey Pastor. Con
s6lo leer el indice de la obra, era como si la Providencia iluminara sa-
bitamente el cuarto oscuro de mi inteligencia, donde se amontonaban de
cualquier modo escolios, teoremas, corolarios..., trastos viejos de una mo-
hosa almoneda pedagégica, y pusiera un orden magico donde todo era
antes desorden y confusién. I,a misma sensacién volvi a experimentar mas
tarde en el campo de la Geometria, al conocer el famoso Programa de Er-
tangen, de Klein, donde, en admirable sintesis, aparecfan a mi vista en-
lazadas sus distintas ramas a través de la teoria de grupos.-

LA BELLEZA EMOCIONAL EN LA MATEMATICA

Sentado lo anterior, en cuanto a la belleza formal se refiere, ¢ podremos
afirmar, andlogamente, la existencia de una belleza emotiva en el acto de
posesién de una verdad cient‘fica? Mi contestacién es también afirmativa,
‘pese a lo que, a primera vista, pudiera parecer de antagénico entre los
valores légicos y los valores sentimentales. )

La emocién ante una obra de arte es, en el fondo, un fenémeno de reso-
nancia entre el que la creé y el que la contempla. He aqui por qué, para
explicarme mejor, habré de remontarine a la génesis de la invencién mate-
mética, tan semejante, como veréis, a la creacién artistica, y apreciaréis
entonces con qué cautela hay que leer las hébiles palabras de Juan Bau-
tista Vico (fil6sofo jtaliano del siglo Xvir a quien Croce atribuye patridti-
camente la paternidad de la ciencia estética), palabras con las que pretende
establecer una irreductible antinomia entre el Arte y la‘Metaﬁsica, entre
la Poesia y la Ldgica, entre los productos de la fantasia y los del racio
cinio. :

«Los estudios de la Metafisica y de la Poesia —afirma Vico— son opues-
tos entre si, puesto que aquélla limpia la mente de los prejuicios de la fan-
tasfa, y ésta se sumerge y engolfa en ellos; porque aquélla resiste al jui-
cio de los sentidos 'y'ésta hace su principal regla de ellos; porque aqué-
fla debilita la fantasfa y ésta la quiere lozama; porque aquélla se jacta
de no hacer del espiritu.cuerpo y ésta se deleita principalmente en dar
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cuerpo al espiritu, De donde resulta ‘que -todos los pensamientos de aqué-
lla son abstractos y los conceptos de ésta son tanto mdés bellos cuanto mis
corpulentos son... Asi es que en todos los tiempos conocides, en todas
las lenguas que puedan sernos familiares, no hubo nunca un hombre que
fuera a la vez gran metafisico y gran poeta, de la casta excelsa de los
poetas de que fué Homero padre y principe. Los poetas son el sentido;
los filésofos el intelecto de la humanidad. La fantusia es fanto mds ro-
busta cuanto mds débil es el raciocinion °.

Donosa proporcionalidad inversa la que establece con estas palabras e!
filésofo aludido. Para replicar a ellas bastaria pronunciar los nombres de
Leonardo de Vinci, de Cauchy, Saint-Sdens, Le Verrier, y de tantos otros
ejemplos de vocaciones simultdneas para el arte y la ciencia. Fariiliar en-
tre nosotros es la figura de Echegaray, premio Nobel de literatura y fisi-
co-matemético eminente.

Por el contrario, hay que afirmar, y afirmar bien alto, que no es po-
sible la existencia de un verdadero matemético, de un mateméitico creador,
sin imaginacion, sin fantasia. Recuérdese la frase del gran Weierstrass en
carta a la matemitica Sofia Kowalewski: «Un mathématicien n’est pas
digne de ce nom s’il n’est pas un pen poéten. ¢ Pruebas? El testimonio de
los propios matematicos que aducimos a continuacién,

PARALELO ENTRE LA INVENCION MATEMATICA
¥ LA INVENCION ARTISTICA

Ved cémo nos descubren Poincaré y Hadamard sus auto-observaciones
en los 4lgidos momentos de la invencién matemaitica. «Plus on étudie les
lois de I'invention mathématique —dice Hadamard—, plus on s’apercoit
que ces lois sont, en gros, celles de la création intellectuelle en général : les
différences sont beaucoup moins marquées qu’on ne serait tenté de le croire
au premier abord».

Aquellos que suponen, erréneamente, que la matematica se ha engendra.
do con la misma fria prosopopeya con gue quizi se la presentaron, fria-
mente, frios profesores carentes de tacto e imaginacién, atiendan a esta
primera sorpresa : ] '

«Par contre, un fait extrémement général est 1’apparition inmédiate
d’une solution au moment d’un brusque réveil. J’ai dans ma propre ex-

6 V. Croct : Loc, cit. Parte 2.2, Cap. V.
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périelnce —sigue hablando Hadamard— un exemple trés typique de cette
nature : un chainon essentiel qui manquait a une théorie que je m’efforgais
d’édifier s’est révélé A moi de cette maniére, et cela dans une voie toute
différente de celles auxquelles j’avais songé jusque 1i. C’est déji, on le
voit, un type d’inspiration mathématique». '

Oidlo bien, es un matematico el que nos habla, v nos habla de inspira-
cién. Testimonio de esta misma inspiracién stbita, que tanto recuerda
la de los mfsicos y poetas, aporta también Poincaré en su Science et
Méthode; pero el ensayo interesantisimo de Poincaré en este punto no
se limita a presentar el hecho, sino que trata de analizarlo, de explicar-
lo, y sienta su teoria del subconsciente, segiin la cual la creacién mate-
matica se compone de dos actividades, tina, de excitacién consciente, de
solicitacién frenética de ideas matrices; otra, de seleccién, de combina-
cién de relaciones, cuyo mayor trabajo hace recaer en el subconsciente,
zona misteriosa de actividad intelectual gque no conoce el reposo, que se-
Jecciona constantemente, ofreciendo stibitamente a nuestra conciencia las
combinaciones mis fecundas para su ulterior andlisis v estructuracién;
zona que yo Ilamarfa méds bien supraconsciente, para situarla por enciina,
no por debajo de la conciencia, distinguiéndola asf de aquel otro subcons-
ciente inferior que lo mismo nos abrocha los zapatos, nos hace el nudo
de la corbata, que nosextravia una llave o un paraguas, '

He aqui la frase clave de Poincaré: «Inventer c’est discerner, c’est
<hoisir». -

Paul Valéry. tan conocido en el terreno de las letras como Poincaré en
€l de las matemiticas, se expresa en parecidos términos cuande dice:
«Jl faut etre deux pour inventer. IL’un forme des combinaisons, 1’autre
choisit, reconnait ce qu’il désire et ce qui lui importe dans I’ensemble des
communications du premier. Ce qu’on appelle génie est bien moins ’acte
de celui-ci—I’acte qui combine—que la promptitude du second & compren-
dre la valeur de ce qui vient de se produire et a choisir ce produit».

La diferencia entre una y otra opinién esta, fenémeno curiosisimo, en
que Poincaré, matemdiico, cree en el subconsciente, y Valéry, artista, no
cree en él: «Je ne sais pas ce que c’est que la subconsciencen, dice.

Para Paul Valéry hay en toda obra de arte una cierta proporcién de dos
constituyentes : lo espontineo y lo articulado, digamos nosotros: lo ins-
pirado v lo consciente. «Il.’idée premiére se propose telle quelle —-dice—.
Si elle excite le besoin ou le désir de se réaliser, elle se donne une fin, qui

2
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est ’ceuvre, et la conscience de celte destination appelle tout l’appareil
des moyens et prend le type de l’action humaine compléten,

V ved si este parrafo no es equivalente al que sigue, de Poincaré, sobre
el proceso de la invencién matematica :

«Tout ce qu’on peut éspérer de ces inspirations, qui sont les fruits du
travail inconscient, ce sont des points de départ pour les calculs; quant
aux calculs eux-mémes il faut les faire dans la seconde période du travail

conscient, celle qui suit I’inspiration, celle ot 1’on vérifié les résultats de
cette inspiration et ott I’on en tire les conséquences.»

REPLICA A JUAN BAUTISTA VICO

Este paralelismo de opiniones entre un poeta y un mateméatico, en cuan-
to a la génesis de sus respectivas creaciones, y que sin duda suscribivian
cuantos matematicos y artistas creadores ha habido, no deja lugar a dudas
sobre la existencia de un valor emocional comtin en sus obras. En los mo-
mentos de excitacién, de espasmo de creacién, en los que el artista, lo
mismo que el cientifico, reciben del Supremo Creador la luz de la inspira-
cién ardientemente solicitada, llega la tensién emocional de uno y otro a
su més alto grado, y queda impresa, latente en la obra, para quien sepa
més tarde captarla y resonar con ella.

Y si a todo este proceso le llaman los poetas inspiracién, imaginacién,
fantasfa... {por qué han de estar vedadas estas palabras al matemitico?
No, no esta en lo justo Vico cuando pretende presentar un antagonismo
sustancial entre lo metafisico, lo racionalmente estructurado, y lo artis-
tico. Suefia el poeta en las creaciones de su fantasia como suefia el mate-
méitico en las creaciones de su intelecto, muchas de las cuales son fanta-
sfa al fin, gozosos frutos de una intuicién vibrante y excitada. Y si el
estitnulo del artista es la belleza natural, con la que tensa inicialmente el
arco que ha de disparar su fantasfa, asi también halla el matemético, en
los fen6émenos naturales, el motivo inicial de especulacién en sus geniales
abstracciones. Tutego es ya la imaginacién la que elabora idea tras idea,
juicio tras juicio, como el artista busca emocién tras emocién, al margen
de la esclavitud primera de lo concreto, huyendo muchas veces adrede del
imperativo de lo real, en un afin liberador en el que importa antes la
belleza que la utilidad, y sin reconocer mis cauce, méis freno, que el sen-
tido coméin que es al matemaitico lo que el buen gusto es al artista.
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Es, sin duda, con este mismo convencimiento con el que dice Emile
‘Picard en reciente discurso : «l.es mathématiciens, dans leurs spéculations
théoriques sont des artistes et des podtes dans le monde des nombres et '
dans celui des formes, sans qu’il y ait A faire de réelles distinctions.» '

ANALOGIAS Y DIFERENCIAS

‘La Gnica y fundamental diferencia estriba en que el matematico opera
principalmente sobre conceptos, sobre juicios, y el artista maneja sobre
todo emociones, y con éstas no cabe inducir ni deducir, desapareciendo
asi, en la génesis de la obra artistica, este doble proceso de induccién y
deduccién, caracteristico de la investigacién cientifica.

En cambio, caben en el Arte, como en la Ciencia, los procesos paralelos
de anAlisis y sintesis, de abstraccién y de concrecién. Abstrae el artista, de
las sensaciones naturales, los elementos, las materias primas, colores, soni-
do; formas, con los que dari luego realidad concreta a las creaciones de su
fantasia; y al par que abstrae, analiza, es decir, descompone, y al tiempo
que concreta, sintetiza, es decir, recompone, en sintesis maravillosas, de
proporciones a veces gigantescas, como una basilica de San Pedro, una ca-
pilla Sixtina, una Novena Sinfonia o un Parsifal.

IV. :QUE HAV DE MATEMATICO EN LO BELLO?

Con las analogias y diferencias que anteceden, queda, en parte, contes-
tada la pregunta reciproca que encabeza esta Giltima parte de mi conferen-
cia. Pero cesemos ahora de averiguar los procesos comunes y no comunes
en el desarrollo de la obra artistica o de la obra matematica; y tratemos
de ver qué elementos estéticos, que puedan calificarse en cierto modo de
matematicos, intervienen en cada-una de las bellas artes. Anélisis tan di--
latado no cabe en el corto espacio que me queda, ni pretendo abusar a tal
punto de vuestra benévola atencién. Me permitiréis solamente que dedi-
que extensién preponderante al arte por mi preferido: a la misica.
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‘CARACTERIZACION MATEMATICA DEIL FENOMENO MUSICAL

Si con el arco.hacéis vibrar una cuerda de violin o de violoncelo v, en
tretanto, deslizdis a lo largo de ella y de modo continuo un dedo fuerte-
mente apretado, produciréis un grufiido atonal, grotesco, ridfculo, que
nada tiene de artistico. Si, por el contrario, apoyais simplemente el dedo
sin apretar y lo deslizais, también rapidamente, no gruiie como antes la
ccuerda, sino que centa una sucesién, una salpicadura, de sonidos agrada-
ble: son los llamados arménicos del sonido principal que se produce al
vibrar la cuerda libre. ¢ A qué se debe la diferencia? Cualquiera que haya
saludado la Fisica més clemental, sabe la causa. En el primer caso, vibra
=6lo la porcién de cuerda libre, y como su longitud varia de manera con-
tinua, asi también de modo continuo varia el néimero de vibraciones por
segundo y, por tanto, -el tono emitido. En el segundo caso, vibra la
cuerda entera, pero solamente cuando el dedo pasa por uno de los pun-
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tos de divisién de su longitud total en dos, tres, cuatro, cinco, etc... par-
tes iguales, es decir, en términos fisicos: cuando se producen un nodo,
o dos, o tres, o cuatro..., intermedios. Los nGimeros de vibraciones son
entonces doble, triple, cuddruple..., y los sonidos correspondientes, es de-
cir, los arménicos, tienen con el sonido principal la posicién indicada mu-
sicalmente en la figura, en el supuesto de que la nota fundamental sea
la primera escrita, es decir, un do,. Estos sonidos, se distinguen y relacio-
nan aclisticamente por los llamados intervalos y que son (como se indica
en dicha figura) : el iriteivalo llamado de octava, entre la ténica (que con-
sideramos como primer arménico) y el segundo arménico (doble ntmero
" de vibraciones); el intervalo de quinta entre el segundo y tercer armé-
nico (razén'de vibraciones 2 :83); el intervalo de cuarta entre el tercero
y cuarto (razén 3:4); el intervalo de tercera mayor entre el cuarto y
quinto (razén 4:5), el de tercera menor entre el quinto v sexto (razén
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5:6); el de sexta mayor entre el tercero y quinto (razdn 3:5); el de se-
gunda entre el octavo y el noveno (razénm 8:9), etc. Estos intervalos mu-
sicales de segunda, tercera, cuarta..., ordenados a partir de una misma nota,
engendran la escala, es decir, el ambiente tonlal en que se desenvuelve
la melodfa. Ejecutados por grupos simultineos en el orden en que apa-
recen en la sucesién de armémicos, engendran los acordes fundamen-
tales de la armonfa: acorde perfecto (do, mi, sol) y sus inversiones,
acorde de séptima (do, mi, sol, si bemol) acorde de novena (do, mi, sol,
si bemol, re).

Ved, pues, cémo, en su origen, melodia y armonia deben el efecto
grato de sus elementos a una seleccién que, instintivamente, efectud el
ofdo humano en la gama continua de infinitos sonidos (cuya totaliza-
cién produce el grufido amorfo carente de valor musical), aceptando
s6lo aquellos que pertenecen a una sucesién discreta cuyos n@meros de vi-

. braciones estan en relaciones aritméticas sencillas con las del sonido fun-
damental. )

Mi4s sencillas atin son las relaciones numéricas que caracterizan los com-
pases, es decir, el ambiente ritmico de la misica: compis de dos, de tres,
de cuatro, de.seis, de nueve, de doce; rara vez de cinco, siete, etc.

Las relaciones entre la aritmética y la mdsica son conocidas desde tan
antiguo, que, por tal motivo, se clasificaba la misica, junto a la aritmética,
geometria y astronomia, en las artes del «quadriviumn». '

El enriquecimiento de Ia tonalidad con la escala cromética temperada, la
progresién geométrica que la define y que se traduce en la curva exponen-
cial del clavijero, los adelantos modernos de la actistica con el estudio mate-
mético del movimiento vibratorio, etc., darfan motivo sobrado para varias
conferencias de empaque matemético; pero no voy, naturalmente, a fatiga:
a ustedes con erudicién sobre la teoria de cuerdas vibrantes, tubos sono-
ros, etc.; por otra parte, no interesa tampoco al caso, pues no se tiata
ahora de la resolucién matematica del problema ffsico; que exige elevados
recursos, sino de la caracterizacién matemitica del fenémeno sensorial. ¥
esto es muy sencillo y sabido también por cualquier alumno de Fisica ele-
mental : las cualidades musicales de tono y timbre de una nota, es decir,
de la célula musical, son sensaciones peridédicas, producidas por los movi-

mientos vibratorios de los cuerpos sonoros y de su transmisién por el aire
a nuestro ofdo, ' '
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~ Si de la célula pasamos a la fibra, al tejido musical, entran ya en nues-
tra consideracién otra suerte de fenémenos peribdicos, ya apuntados en el
breve «intermezzo» musical de antes. A poco que se analice la linea melédica
de cualquier composicién, se observa en seguida que puede descomponerse
en frases o periodos analogos a los que observibamos en el preludic men.
cionado, frases en cuya delimitacién juegan singular papel los cambios de
armonfia, y estos periodos que, fJo{r regla general, suelen ser precisamentie de
cuatro ictus o compases, imprimen el caricter regular de movimiento y re-
poso alternado necesario a Ja impresién de belleza formal de conjunto. La
longitud de esta charla me impide ilustrar con variados ejemplos este aser-
to, como hubiese sido mi deseo; para los enterados, ello es innecesario; los
iniciados pueden comprobarlo por si mismos; basta con que lean los demis
cualquier libro de composicién musical 7.

Podréis alegar que tan estrecha y singular periodicidad no es quizd un
elemento intrinseco espontineo de la obra bella, sino una sujecién apriorfs-
tica impuesta por el compositor en el desarrollo de sus ideas. T'al crefa yo
cuando, por vez primmera, lef algo de teoria de formas musicales; pero mi
sorpresa no tuvo limites cuando, analizando, a través de dicha lectura, mis
propias composiciones musicales, hechas en su mayor parte en plena adoles.
cencia, sin estudios teéricos ni prejuicios de ninguna clase, en simple y es-
pontineo didlogo con mi piano, descubria en ellas la misma tendencia a los
perfodos de cuatro compases, las mismas periodicidades preconizadas en la

.teorfa, que parecen ser, por tanto, como verdaderos imperativos de orden
y belleza de nuestro sentimiento musical.

Y si de los tejidos pasamos a los érganos, es decir, a las partes comipo-
nentes de los cuerpos musicales (lieders, rondés, sonatas, sinfonias...) com.
probaremos, nuevamente, cémo tales componentes se reiteran periédicamen-
te, se enlazan en una superior distribucién tematica, que recuerda la equili-
brada distribucién de las masas de un edificio o de los capitulos de una obra
cientifica o literaria, distribucién que regula no sélo la forma sino también
el fondo musical de la obra, graduando las emociones mediante periédicos
contrastes. Vemos, pues, c6mo la misica se nos aparece como un arte esen-
cialmente periédico, lo mismo en’sus células que en sus fibras y tejidos,
que en sus superiores estructuras formales y que en su fondo emocional.
Vasto campo, en suma, de sensaciones y de emociones periddicas, YV esto

7 Por ejemplo, Huco RieMaN : Composicidn musical, «Coleccién Iabors.

.
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es, fundamentalmente, lo que tiene de matemética, y en gran parte tam-
bién (no se ofendan los miisicos) lo que tiene de bella.

No queda mis que un enigma por resolver: ¢ En qué consiste el valor
emocional de un tema melédico? ¢ Por qué unas notas dispuestas en cierto
orden y con determinados valores ritmicos nos emocionan, y, en cambio,
estas mismas notas, en otro orden o con’otros valores, no nos dicen abso-
lutamente nada? En este punto creo gque la Matem4tica no tiene nada que
decir; el valor emocional de una idea, a mi juicio, no puede ser explicado
cientificamente ni aun para las ideas de la misma Ciencia, por lo mismo que
pertenece a otra esfera del mundo animico, al mundo de los afectos .

ALGUNOS ASPECTOS MATEMATICOS DEL ARTE POETICO

También la periodicidad, concepto esencialmente matemético, es atribu-
to formal de la poesia en el doble aspecto de rima, es decir, periodicidad de -
determinadas sensaciones fonéticas, y de ritmo, o sea, periodicidad de acen.-
tos. Fenémeno periédico de forma es asimismo la letrilla, el estribillo o ri-
tornello, especie de rondé poético.

Quién sabe si reflejo de esta periodicidad poética es, =n su origen, la

_ periodicidad musical, ya que métrica y mfisica profanas tuvieron cuna co-
min en la juglaresca de todos los tiempos y edades.

Pero penetrando un poco més adentro del fenémeno poético, es decir,
prescindiendo de la céscara versificada o no, que envuelve la poesia, con-
siderando sélo el bello juego de imAgenes que maneja la fantasia del poeta,
nos encontramos con el uso constante en poesia de la metifora, fuente de
las m4s deliciosas emociones. Para poner un ejemplo breve, escuchad la
siguiente metéfora condensada de D, Pedro Antonio Ruiz de Alarcén :

Lio tabaco en un papel; agarro

lumbre, y lo enciendo ; arde y a medida
que arde, muere ; muere y en seguida
tiro la punta, barrenla, y... jal carro!
TUn alma envuelve Dios en fragil barro

¥ la enciende en la lumbre de la vida;
chupa el tiempo, y resulta en la partida
un cadiver. —El hombre es un cigarro.
La ceniza que cae es su ventura,

el humo que se eleva, su esperanza ;

lo que arderi después..., su loco anhelo,
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LA ’ Cigarro tras cigarro el tiempo apura,
colilla tras colilla al hoyo lanza ;
pero el aroma... piérdese en el cielo,

i Qué es lo que seduce en este soneto? No es el valor"ritmico del veiso,
un tanto desdibujado en el primer cuarteto; ni es el valor fonético de las
consonancias, algunas poco agradables como la consonancia en «arroy; ni
es tampoco la imagen material sugerida del cigarro, que nada tiene de se-
ductora, Es pura y simplemente la metéfora, el paralelismo o corresponden-
cia entre los siguientes conceptos :

~

cigarro hombre

papel cuerpo, barro
lumbre vida

arder vivir

colilla cadéver
ceniza ventura
humo esperanza
aroma alma

paralelismo tanto més bello cuanto més sostenido. Y esta :
que aqui vemos generadora de belleza, ¢no es acaso una correspondencia o
correlacién parecida a las que hemos citado al tratar de caracterizar lo ma-
temitico? He aqui, pues, cémo la metifora viene a ser (y no se me ofendan .
ahora los poetas) como un caso particular del concepto matemético de fun-
cién en su mis amplio v general sentido.

V, reciprocamente, el matemético usa con frecuencia de la metéfora
¥, por tanto, hace también a su modo poesfa. i Qué es la geometria de los
hiperespacios sino una forma poética de enunciar las propiedades analiticas
de los conjuntos de n coordenadas? ¢Qué es la Geometria analitica {oda
sino una vastisima met4fora ingeniosamente ideada por el poeta wmalgré
soin Descartes? _

Para terminar esta breve alusién a los valores matematicos de la poesia,
paréceme interesante reproducir el siguiente parrafo de Menéndez y Pela-
vo, tomado del prélogo de su obra fundamental : Historia de las ideas es-
téticas en Espafia, parrafo cuyo final pudiera servir de lema para esta
conferencia,

«De aqui que al critico y al historiador literario toque investigar y fijar,
estén escritos o no, los cdnones que han presidido el arte literario de cada
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época, deduciéndolos, cuando no pueda de las obras de los preceptistas, de
las mismas obras de arte, y llevando siempre de frente el estudio de las
unas y el de las otras. Pero entiéndase-siempre que estos cinones 1o son cosa
relativa y transitoria, mudable de nacién a nacién y de siglo a siglo, aunque
en los accidentes lo parezcan, sino que en lo que tienen de verdadero y pro-
fundo, se apoyan en fundamentos mateméticos e inquebrantables, a lo ine-
nos para mi, que tengo todavia la debilidad de creer en la Metafisica.»
Confesién genial la de D. Marcelino de una fe suya, firme y ruborosa a

un tiempo, porque tiene la doble comsciencia de su solidez y de su aisla-
miento.

INTENTOS DE VALORACION MATEMATICA
EN LAS ARTES PLASTICAS

Pasando ahora a las artes plasticas, ignoro, por lo que se refiere al co-
lorido, si se ha tratado de relacionar aritméticamente las longitudes de onda
de los diversos colores cuya combinacién se considera armoénica, ni siquiera
si una tal relacién existe. De ser asi, ello podria ser la base de una teorfa
que en pintura desempeiiara anilogo papel al que en la misica desempeiia
la actistica aritmética. No conozco més sistematizacién y clasificaciéon de co-
lores que las cldsicas de Chevreuil y de Rosensthiel, fundadas en la teoria
fisiolégica de Young, y que tienen més interés para la tintorerfa que para el
Arte pictérico propiamente tal.

Si del mundo del color pasamos al de las relaciones-espaciales, la pers-
pectiva {cuyo descubrimiento marca, como se sabe, una época) me daria mo-
tivos muy agradables de especulacién sobre lo que la pintura, la escenogra-
fia, deben a la teorfe de la proyectividad, pero, repito lo mismo que dije a
propésito de las cuerdas vibrantes; no se trata aqui de exhibir lo que el Arte
debe a la Matematica, lo que la Pintura debe a la Geometria, sino de carac-
terizar matemAaticamente el fenémeno estético del disefio, de la forma corpé-

.ra o arquitecténica. .
La forma es un concepto esencialmente geométrico, pero no todo lo.geo-
métrico es estético. i En qué consiste el valor estético de ciertas formas geo-
métricas? Dificil es la cuestién, casi tanto como lo era I‘a,pregunta que dejé
incontestada-a propésito de la melodia; 'y, sin embargo, el problema ha sido
objeto de afanes de no pocos ingenios desde los mas remotos tiempos.
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Pitdgoras afirmaba, cinco siglos antes de nuestra Era, que toda armonfia,
lo mismo musical que geométrica, depende de una proporcién. De aqui
su filosoffa del orden y de la belleza del Universo, fundada en la idea de nfi-
mero; pero, ¢ qué relaciones numéricas de proporcién caracterizan la belleza
de forma? El poderoso movimiento artistico matematico del Renacimiento
no podia quedar ajeno al problema, y Lucas Pacciolo, al descubrir la «sectio
aurean (divisién de un segmento en media y extrema razén) y al hacer notar,
junto con Durero, Leonardo de Vinci y otros, su aparicién en ciertas propor-
ciones aproximadas del cuerpo humano, de motivos naturales y ornamenta-
les, iniciaron la época de taumaturgia de la que se llamé seccidén divina, a
la que tan milagrosas virtudes estéticas y de toda indole se atribuyerom.
Después de Kepler, que también fué devoto de ella, cayd en el olvido hasta
que doscientos afios después, o sea, en el siglo pasado, Zeysing la resucita
con sus curiosos estudios sobre las hojas, sobre la escultura y arquitectura
priegas, en las que afirma su existencia; Cook la ve latente en sus Curvas
de la vida; Price, Jarolimek y Kleppich parecen hallarla en ciertas propor-
ciones de la Gran Pirdmide; Lund, en las catedrales géticas; Fechner, crea-
dor de la Estética experimental, observa, a través de multitud de expe-
tiencias, que el rectdngulo espontineamente preferido por el hombre es aquel
cuvos lados estidn en la proporcién afirea. En nuestra patria, muy reciente-
mente, el P. Barbado comprueba, asimismo, su existencia en el formato
preponderante de imprenta, sobre un millar de libros tomados al azar...

Pero no han faltado otras opiniones menos cefiidas, como la de Vitruvio
en tiempos antiguos, que tendia a las relaciones conmensurables; como la
‘Ae Violet-le Duc, de anéloga tendencia, en tiempos modernos; como la de
Hambidge, que admite otras relaciones inconmensurables en las formas rec-
tangulares arquitecténicas ]f’ﬁ, ]/§ v 'Vg(es’ca @ltima en conexién conmen- -
surable con la de la seccién Aurea). Segin Hambidge, ocurre como si en las
arquitecturas griega y egipcia predominara el médulo ]/5 v en la romana
v bizantina '[/Q . Modernamente parece, pues, que la seccién durea vuelve a
perder su monopolio, y en resumen, resulta que la Gltima palabra sobre pro-
porciones estéticas no se ha dado, ni es ficil que llegue a darse.

No quiero terminar este ligerfsimo indice sin citar los esfuerzos de Bir-
khoff, el célebre matemético americano, uno de los mis interesantes entre
los contemporineos, quien, en una ingeniosa gomunicécién al Congreso Ma.
temAtico de Bolonia (1928), pretendié sentar normas para la determinaci6n
objetiva del valor estético de ciertas formas sencillas, como poligonos, re-
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des y... hasta perfiles de vasos chinos, Es curioso por demés el noble inten-
to de Birkhoff, pero, a pesar del respeto debido a su gran figura, no puedo
reprimir un cierto escepticismo. El valor estético M de una forma geomé-
trica, viene dado, segtin Birkhoff, por la razon

O

entre el nfimero de elementos de orden O, y la complejidad C, definicién
muy estimable; ahora bien, ¢ qué debe entenderse por elemento de orden de
una figura, y cémo valorar numéricamente, de un modo general, su comple-
jidad? Aqui entra, como es natural, una aportacién subjetiva tan considera-
ble, que, a pesar de haber medido de este modo el valor estético de warios
vasos chinos, consiguiendo una ordenacién que parece estar de acuerdo con
nuestro sentido de belleza de lineas,.la teorfa da la impresién de:ser logra-
da a expensas de las cualidades objetivas pretendidas. '

Sin embargo, no cesa Birkhoff en su optimismo, y se formula preguntas
analogas para la melodia, y anuncia la publicacién de una obra. No ha lle-
gado a mi conocimiento la tal obra todavia, pero sigo dudando-de que en el
terreno del gusto, es decir, del sentimiento, de la emocidén, consiga la valo-
racién numérica objetiva que se i)r0pone. En lo que si tiene razdn sobrada
es en las palabras con las que termina su comunicacién : «Pour bien voir la
réalité des choses esthétiques, il ne faut pas s’attacher a aucun point de vue
spécial, mais les considérer sous tous les angles possibles. C’est pourquoi
il ne faut pas négliger le c6té mathématiquen.

CONCLUSIONES

En conclusién: ILa belleza en su aspecto formal, es decir, en tanto es
orden, simetria, equilibrio, armonia, tiene una estructura que, si no es tra-
ducible en férmulas, est4 constituida por elementos y relaciones abstractas
andlogos a los que constituyen la esencia y estructura de la matemaética.
Estos son Jos valores objetivos de la belleza.

La belleza en tanto es emocién, en tanto es inspiracién, escapa ya a los
criterios de certeza; pertenece a otra esfera vital del espiritu humamno, al
mundo de los sentimientos, cuyos valores son totalmente heterogéneos con
los valores 16gicos. Mientras éstos son objetivos, aquéllos son subjetivos y
dependen no sélo del autor, sino también del que contempla la obra.
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He aqui algunos de los perfiles de vasos chinos analizados por Birkhoff, con sus
‘respectivas valoraciones estéticas al pie. La complejidad C se mide por el nlnmero de
puntos que llama ecaracteristicos» del perfil, que son: los extremos, los puntos
en que la tangente es vertical n horizontal, los puntos de infiexién y los angulosos.
Las relaciones de orden O, consideradas por Birkhoff, son de varias clases {y para
precisarlas traza la red de horizontales y verticales por los puntos caracteristicos det
perfil) : relaciones de igualdad y de duplicidad entre distancias horizontales (h) ;
idem verticales (v) ; relaciones de igualdad y de duplicidad entre distancias verti-
cales’ y horizontales {v, 1) ; ortogonalidad o paralelismo entre las tangentes en los
puntos caracteristicos, horizontalidad de las mismas, normales en dichos puntos que
pasan por un centro, es decir, por uno de los puntos de la red sobre el eje de sime-
tria ; estas filtimas 1elauunes relativas a tangenies o normales designadas por £, en
los esquemas. Claro es que de todas estas relaciones sélo cuentan las mdependxentes.
es decir, aquellas que no son consecuencia de ofras ya contadas. Pues hien, con la
adopcién de estos convenios, que estima Birkhoff adaptados al gusto estético co-
rriente, obtiene los valores M indicados en las figuras, o sea 0,7 para el primer
vaso, 0,37 para el segundo, 0,10 para el tercero. Finalmente construye el perfil ideal
indicado en la fltima figura, para el que O = C, es decir, M = valor estético
méximo, segun él." j Estaran de acnerdo los oyentes en atrlbulr en efecto, a dicho
perfil la méxima valoracién estéfica? ;O estimarin, quizd, que la eleccién de rela-
ciones de orden expuestas es tan subjetiva como l}ueda serlo ia opinién estética que
sobre el referido perfil forme cada cunal por puro sentimiento?
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Fin cuanto sc refiere a los valores objetivos, podremos, pues, establecer
quizd criterios cuantitativos de mayor y menor en la apreciacién de la be-
lleza de la obra de arte; podremos, en suma, hacer critica y crear una
ciencia estética que la guie. En cuanto a los valores subjetivos, al fondo
emocional de la obra de arte, todo intento de medida y, por ende, de critica
objetiva parece vano, por falta de homogeneidad entre lo medido y el insiru-
mento de medida.

Ahora bien; si la Matemitica es incapaz de explicar, de sistematizar,
de medir las emociones ¢ inspiracicnes artisticas, ello no siguifica que carez-
ca en sf de inspiracién, de valores artisticos emocionales, como me he esfor-
zado en demostrar mas arriba.

A falta de otros valores, permitidme, pues, invocar el valor emocional de
cuanto os Ileva dicho este oscuro matemitico y pésimo artista.

Asomado al ventanal de mi céitedra, contemplo hace afios un vasto y her-
moso panorama : el crecimiento de tantas almas nifias; y en medio de la
infinita variedad de aptitudes y resonancias intelectuales que contiene, per.
cibo constantemente en ¢ la unidad suprema de lo creado. Por ello repugno
a toda suerte de antagonismos; por ello he tratado de presentar emotiva.
mente, en campos de apariencia incompatible, como son el Arte y la Mate-
mética, reflejos de esta superior unidad en el mundo de la creacién espiri-
tual.

Si lo he conseguido, me consideraré dichoso, pues habré hecho a la vez
un poquitin de Ciencia y también un poquitin de Arte; si no, me contentaré
con el recuerdo de esta libre charla, terminada la cual vuelvo a la recén-
dita celda de mi trabajo cotidiano, placido manantial de suaves emociones,
desde el cual os pido humildemente perdén. '



§ 2. LA MATEMATICA VY EL HOMBRE *

En esta presentacién intentaré desarrollar, del modo m4s asequible que
pueda, estas dos cuestiones: ¢Por qué y para qué surge el pensamiento
matemético en el hombre? ;Cémo ha ido evolucionande y desarrollindo-
se este pensamiento en relacién con el progreso técnico y las condiciones
materiales de vida de la humanidad?

PROSA V VERSO EN LA CUNA DE LA MATEMATICA

La Matemética es tan vieja como el instinto de propiedad, es decir, tan
antigua como el hombre mismo. Este se sintié matemético en cuanto el afan
de retener lo suyo le llevé a contar sus rebafios y a medir sus tierras Es
sabido que los antiguos historiadores atribuyen el origen y el nombre de la
Geometria a los métodos de que habfan de valerse los pobladores del Valle
del Nilo para volver a deslindar sus campos después de las periédicas inun-
daciones. Pero la Matematica no se reduce a contar y a medir, ni su creci-
miento ha obedecido sélo a impulsos posesorios materiales. Como toda cien-
cia, la Matematica crece estimulada por la curiosidad desinteresada y por el
afin creador del hombre. Los hijos del espiritu, como los de la carne, nacen
al mandato de nobles instintos creadores, los cuales se alimentan a su vez de
sutiles curiosidades, Pero dejando ya los comentarios sobre la prosa y el
verso que envuelven la cuna de la Matemética, salgamos al paso de la pre-
gunta que adivino en muchos lectores. Ante todo, { qué es la MatemAtica ?

1 Agradecemos a Editorial Labor la autorizacién que amablemente nos ha con-
cedido de reproduncir este articnlo del autor con el que encabeza y presenta la Sec
cién de Mateméticas de 1a ENCICTOPEDIA que estd publicando dicha Editorial,
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LA CIENCIA DE LOS ESQUEMAS

A esta pregunta digo como el clasico: «...y en mi vida me he visto en
tanto aprieto». Porque los mateméticos todavia no saben bien cémo definir
su Ciencia. Por decir algo, algunos tratadistas la han presentado como «la
ciencia de la cantidad», definicién a todas luces insuficiente, en virtud de
la cual proposiciones como ésta: «Dos paralelas a una tercera son paralelas
entre si», no podrian ser consideradas como matemaiticas, ya que en ella no
se hace alusién alguna a la cantidad. I,a Matemaética no sélo estudia rela-
ciones de cardcter cuantitativo, sino que penetra en campos conceptuales
més amplios; tan amplios que, repito, es muy dificil encuadrarlos en el es-
trecho marco de una definicién. Pero, en fin, intentaré una primera defi-
nicién aproximada recordando las palabras que escribi en una colcecién de
autografos relacionados con el mundo infantil :

«Quiere saber el nifio cémo anda el juguete recién comprado, y sus de-
dines no paran hasta reducirlo a un montén de resortes, de ruedas y piezas
de hojalata. No le rifidis, Esta bendita curiosidad le llevari algfin dia a
querer penetrar los secretos el mundo y de la civilizacién en que vive. Los
cientificos son nifios grandes que escudrifian en sus laboratorios los mara-
villosos juguetes que el mundo natural ofrece a su curiosidad. Hurgando,
hurgando, pasan del mundo de las cosas al mundo de los esquemas y al arte
que estudia su belleza y su trazado : la Matematica.»

Claro es que, al presentar de este modo la Matemética como la artistica
ciencia de los esquemas, aplico la palabra esquema en un sentido amplio,
es decir, como sinénimo de simbolo, de absiraccidn. E1 hombre primitivo, al
representar cada una de sus ovejas por un trazo en el tronco del arbol, lo
mismo que al representar més tarde su terreno por un cuadrilitero en un
papiro, empezé a hacer mateméticas precisamente porque empezé a esque-
matizar, a simbolizar.

UN ESQUEMA DE LA CIENCIA

Y con la palabra «esqueman, empleada eu su doble sentido estricte y
metaférico, podemos empezar a darnos cuenta del papel que la Matemética
ha desempefiado en la historia del progreso humano.

El hombre, en un principio impotente ante la immensidad de las fuerzas
naturales, y aténito ante la complejidad de los fenémenos que a su alrede-
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dor se desarrollaban, se limit6 a observar y a retener, a comparar y a asociar,
En cuanto pudo, experimentd él por su cuenta, es decir, promovié fendme-
nos nuevos en condiciones favorables para su estudio. Coleccioné obseiva-
ciones y experiencias, y, luego de ordenarlas por afinidades, indujo leyes
comunes para fenémenos semejantes, Para descubrir tales semejanzas hiubo
de abstraer, es decir, hubo de prescindir de caracteres accesorios y atender
a los esenciales en cada estudio, con lo cual esquematizé, reduciendo la
complejidad de las cosas y fendmenos reales a la sencillez de unos entes
de razén que los representaran y sobre los cuales pudiera discurrir cémoda-
mute el razonamiento puro. De este razonamiento, ya en esencia matema-
tica, sacd consecuencias que, proyectadas de nuevo en el campo de la rea-
lidad, le permitieron obtener nuevas leyes, esta vez no ya inducidas, sino
deducidas de las anteriores; con ellas empezd a predecir resultados de ex-
periencias no realizadas, pudo prevenir, precaverse, defenderse de las
fuerzas naturales v conducirlas, mas tarde, para su provecho... Al hacer
tales deducciones v predicciones, el hombre llegaba a la plenitud de su ca-
tegoria racional; su razdm, al convertirse de potencia en accidén, le brindaba
su primera conquista sobre el mundo natural : el conocimiento cientilico.
Pero fue preciso para ello que transcurrieran muchos siglos de prehistoria y
aun de historia, ya que no puede hablarse propiamente de Ciencia hasta la
civilizacién griega, de la que haremos mencién en seguida.

Quiero insistir aqui en esta doble cadena de funciones intelectuales que
constituyen la trama y el esquema de la Ciencia y que se repite indefinida-
mente a lo largo de toda su historia. Primera cadena: Observaciones y
experiencias, andlisis y abstracciones, inducciones que permiten llegar al
descubrimiento de leyes simples. Segunda cadena: Razonamientos matema-
ticos logicodeductivos, sintesis y concreciones que permiten ascender a las
leyes complejas v a su aplicacién a fendémenos previsibles, No otro ha sido
el proceso en virtud del cual el hombre llegd a descubrir, por ejemplo, las
leyes primarias de ia gravitacién y de la dindmica (Galileo, Newton) y as-
cender de ellas al conocimiento de la mecénica de los cielos v a la de los
ingenios que nos transportan y nos ayudan en nuestras tareas pacificas y
guerreras. Este mismo ha sido el camino que, partiendo de simples experien-
cias realizadas sobre determinadas probetas, en laboratorios de resistencia
de materiales, nos permite hoy proyectar estructuras sobre las que asienta
la seguridad de las construcciones en que nos cobijamos. Es la misma mar-
cha que se siguid para ascender de las experiencias de Faraday sobre in-
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casillero? Si partimos del supuesto de que cada espaiiol tiene un ntimero de
cabellos distinto, la consecuencia obligada a que llegaremos es que son pre-
cisas tantas casillas como espafioles, es decir, 30 millones, Por tanto, en la
tiltima casilla figurara la ficha de un espafiol con 30 millones de cabellos
en la cabeza, es decir, tantos como habitantes tiene Espaifia. Esta conse-
cuencia empieza ya a hacer tambalear nuestras primeras convicciones, por-
que... | parecen demasiados cabellos! Para cerciorarnos, procedamos con
toda garantfa efectuando una experienca muy sencilla, que puede repetirse
en varias cabezas : Con un cuentahilos contemos los foliculos capilares que
brotan en una pequefia regién de nuestro cuero cabelludo. Nos daremos
pronto cuenta de que no llegan a 100 los cabellos que nacen en cada cen-
timetro cuadrado y, por lo tanto, siendo la superficie ocupada por nuestros
cabellos seguramente inferior a 10 decimetros cuadrados, es decir, 1.000
centimetros cuadrados (extensién de un pafiuelo corriente con el cual po-
demos cubrir de sobra nuestro cuero cabelludo), deducimos facilmente que
€l ntimero de nuestros cabellos es, sin duda alguna, inferior a 100.000. Véase
cuin lejos quedamos de los 80 millones a los que nos habia conducido nues-
tra primera impresién. Ahora podemos afirmar, con mejor conocimiento de
causa, (ue nuestro imaginario casillero no podri contener més de 100.000
casillas y, por tanto, los 30 millones de fichas se distribuirdn, en el caso de
distribucién més uniforme, o de menor frecuencia, a razén de 800 fichas por
casilla, En resumen, podemos afirmar categéricamente no sélo la existencia
de dos, sino hasta de 300 espaifioles, por lo menos, con igual nfimero de ca-
bellos. Y, al revés de lo que antes crefamos, si mayor fuera el namero de
habitantes, mayor serfa el ntimero de coincidentes.

He aqui, en pequeifio, en este trivial ejemplo, el proceso cientifico a que
antes me referf. Partiendo de sencillas observaciones efectuadas con un
cuentahilos, hemos establecido por induceién esta ley natural : «Cada es-
pafiol tiene menos de 100.000 cabellos.» De esta sencilla ley, y con un breve
razonamiento de cardcter mateméitico, hemos podido contestar la pregunta
formulada, prediciendo el resultado de una experiencia tan complicada que
serfa materialmente imposible de realizar. Hemos conseguido, pues, una
pequeiia conquista cientifica sobre nuestra ceguera empirica, conquista in-
trascendente en si misma, por supuesto, pero de tan limpia ejecutoria ra-
cional como pueda serlo la prediccién de un eclipse.
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mente en las obras de Aristételes (s.-1v) y de Euclides (s.-111). Dejando a
un lado Aristételes, superado siglos después por Galileo, digamos que
los Elementos, de Euclides, que comprenden la mayor parte de los co-
nocimientos de Aritmética y Geometria de nuestros bachilleres, no sélo
fueron durante toda la Iidad Antigua y Media el principal alimento ma-
temitico de la Humanidad, sino que ha sido preciso llegar hasta fines
del siglo pasado para mejorarlos en lo que a fundamentos se refiere. Alguno
de sus postulados, como el de las paralelas, sometido a debate y prucba
durante tantos siglos, ha sido rigurosamente establecido como indemos-
trable en las modernas teorfas axiomdticas, que han venido a confirmar
as{ la solidez del genio euclideo.

Los griegos, al ordenar y organizar deductivamente la Aritmética y la
Geometrfa, fueron las primeras amas de casa de nuestra querida Ciencia.
Pero no se limitaron a eso, naturalmente. Antes y después de efectuar tal
sistematizacién enriquecieron la Técnica y la MatemAitica con numerosas
aportaciones propias, elevindola a una altura que tardé muchos siglos en
ser superada. Bisteme citar los nombres del colosal ge6metra Apolonio,
con su monumental tratado sobre cénicas, y Arquimedes, genio e ingenio
a un tiempo, admirable tipo de técnico y de investigador, que lo mismo
dié un método para calcular w, que cuadrd segmentos de pardbola, cubicéd
cuerpos de revolucién, estudié el equilibrio de cuerpos flotantes, inventd
multitud de artefactos mecénicos para paz y guerra (tornos para subir agua,
catapultas para lanzamiento de proyectiles, etc.). Constituye el primer gran
ejemplo que prueba la unién inseparable de la Ciencia y de la 'T'écnica,
pese al desprecio que los tedricos griegos solian tener para las aplicaciones.

El, PRAGMATISMO ORIENTAL.—FLUJO Y REFLUJO
DE LA CULTURA MATEMATICA ANTIGUA A '1‘RAV1::S
DEI, MEDITERRANEO.—T,08 ARABES

'

Caracteristicas muy distintas conservé la cultura oriental, entregada al
servicio de las aplicaciones. Si los conocimientos empiricos de los pirimi-
tivos pueblos de Oriente, al llegar a las costas mediterrineas, fueron el
origen de la ciencia helénica que los organizé deductivamente, el poderoso
imperio de Alejandro, devolviendo a sus confines orientales la cultura
griega, la extendié probablemente hasta la India. Las hindfies, al tiempo
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exclusién sistematica de los Angulos, cuya medicién era muy imprecisa
para los agrimensores de aquellos tiempos; todas las reglas se apoyan en la
medida de segmentos como datos y, por tanto, no puede faltar en tal obra
la férmula de Herén de Alejandrfa (s. 111), que da el area del tridngulo en
funcién de los tres lados. Se conceptfia el primer libro europeo en que
figura tal formulacién, y asimismo el primero en que se dan reglas para
resolver ecuaciones de segundo grado. De este libro plagid, en el siguiente
siglo, Leonardo da Pisa, apodado Fibonacci, cuantos ejemplos y reglas le
vino en gana, lo que disminuye un tanto el mérito que por otros conceptos
merece v que lo sitian como precursor y puntal del renacimiento mate-
mético.

Los italianos Cardano y Tartaglia fueron, en el siglo xv, los principales
continuadores y propulsores del Algebra, disputdndose ¢l mérito de haber
resuelto la ecuacion ciibica, mientras el francés Vieta introducia el calculo
literal, facilitando la expresién concisa de los métodos algebraicos. Fue asf
el Algebra la ciencia adelantada del Renacimiento que empezd resolviendo
problemas de particiones de herencias, a los que tan aficionados eran los
arabes, y terminé detenida ante las ecuaciones de grado quinto, que, como
es hoy sabido, ya no pueden resolverse en general mediante radicales. A
comienzos del xvir, la invencién de Napier, los logaritmos, aportaba un
recurso auxiliar poderoso al cilculo numérico, que, con el desarrolio del
Algebra, iba adquiriendo singular importancia practica, Para ver adelantar
el Algebra va hay que llegar a la teorda de grupos de Galois, en el siglo x1x,
y las generalizaciones modernas de van der Waerden, Emmy Noether y
su escuela en el siglo actual,

En ese rapidisimo esbozo del crecimiento y peregrinacién de la cultura
matematica hemos llegado al siglo xvII sin mas progreso, desde la Mate-
matica griega, que el desarrollo del Algebra v de Ia Trigonometria elemen-
tales. De modo parejo, las condiciones materiales de vida de los hombres
no habfan variado grandemente desde los tiempos de Alejandro Magno.
La construccién habfa ciertamente progresado en un sentido téenico vy
art{stico, ganando en altura y esbeltez (catedrales géticas); también el
vestido habfa evolucionado considerablemente y en sentido opuesto desde
las elegantes tfinicas grecorromanas; pero el telar, la calefaccién, la ilu-
minaci6n, las comunicaciones y, en general, las comodidades del hombre,
venfan a ser poco més o menos las mismas de Grecia vy Roma. La Gnica
técnica que habia solicitado soluciones a la Ciencia v a la MatemAtica fue






40 UNA VISION HUMANA DE LA MATEMATICA

condujeron a la nocién de derivada, mientras que la medida de 4reas y
voliimenes y la determinacién de movimientos de velocidad o aceleracién
prefijadas, dieron origen al célculo integral. I.a mecdnica racional encon-
traba en el cilculo infinitesimal el molde matemético adecuado para su
desarrollo. Un siglo y medio transcurria solamente desde la formulacién
de sus leyes fundamentales por Newton, a fines del siglo xvir, hasta los
impresionantes célculos de Leverrier, que condujeron al descubrimiento
del planeta Neptuno en 1846, partiendo de las perturbaciones en la 6rbita
de Urano y que, comunicado a los observatorios astronfmicos, fue inme-
diatamente corroborado por observacién directa del astrénomo Galle, de
Berlin, casi exactamente en el lugar previsto en aquel momento por Le-
verrier *. No podia pedirse ¢xito més resonante ni triunfo més sensacio-
nal a una ciencia que, comenzando con experiencias y observaciones so-
bre la cafda de los cuerpos, habia llegado a predecir la presencia y posicion
de todo un planeta situado a 4.600 millones de kilémetros del cerebro que
lo descubria sin verlo, después de perseguirlo varios afios llenando de gua-
rismos centenares de cuartillas.

En este siglo v medio se coronaba la obra de Ia Mecénica con las avor-
taciones geniales de Euler, de los Bernouilli, Laplace, L.agrange, d'Alem-
bert, ete., v con el avance que éstos y otros grandes mateméiticos, como
Cauchy v Gauss, daban a la teorfa de ecuaciones diferenciales desarrolla-
da a impulsos de los interrogantes de la Mecénica,

Simultineamente, el auge adquirido por el trifico con Ultramar in-
crementé hasta tal punto las transacciones comerciales, que los pueblos
sintieron, a fines del siglo xvimr, la neccsidad de unificar sus medidas,
creando el sistema métrico, cuya unidad se derivé de la medida del me-
ridiano terrestre. I.as costosas expediciones v operaciones de medida que
para ello hubo de realizarse, atrajeron la atencién de lo sabios hacia la
ciencia geodésica y motivaron que el genio matematico de la época, Gauss,
estudiara la curvatura de superficies y, en general, la geometrfa sobre su-
perficies curvas. Esta geometria, generalizada més tarde por Riemann a
espacios de mayor ntimero de dimensiones, ha dado origen al célculo di-
ferencial absoluto y a la teorfa de la relatividad generalizada.

2 «Fl planeta cuya existencia habéis anunciado —escribfa GaLLE— existe realmen-
te. Bl dia mismo en gue recibi vuestra carta encontré una pequefia estrella que neo
vslaba inscrita en las cartas celestes de la Academia de Rerlin. La observacién del
dia siguiente decidié que era, en realidad, el planeta buscado.»
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afan explicacién dificil en las teorfas antiguas, y, finalmente, las que per-
mitieron establecer las primeras leyes de la mecénica relativista restringida
teyes de Lorentz).

LA TECNICA DEL SIGLO XX.—ILOS RUMBOS FUTUROS
YV SU INSTRUMENTAL MATEMATICO

Y con ello llegamos al siglo actual, Una rica y dictil fuente de energla
natural, el petréleo, ha tenido en el presente siglo su mis completa ex-
plotacion y rendimiento con el perfeccionamiento afiligranado del motor
de explosién. Ello ha permitido la rapidisima conquista del aire, La (éc-
nica de la aviacidn se halla todavia en pleno progreso con los métodos
modernos de propulsién y el vuelo supersénico, que estdn sometiendo a la
més dura prueba la teoria de ecuaciones en derivadas parciales de tipo
hiperbdlico, nuevo préstamo que la aviacién recibe del cilculo después de
la considerable aportacién de las funciones de variable compleja, a la
teorfa de la sustentacién del ala.

Pero la demanda de energia crece y crece de dia en dia con las nece-
sidades pacificas y guerreras. Insuficientes ya las fuentes de energia des-
cubiertas en el siglo pasado, se ha conseguido en el presente el alumbra-
miento, por via fisico-matemética, del méis sorprendente e inmensurable
almacén de energia: la materia. Teorfas matematicas, como la relativi-
dad y la mecénica cudntica, que nacieron muy alejadas de toda especu-
lacién industrial, prepararon cientificamente esta reciente y colosal gesta
del hombre : la conversién de la materia en energfa. Asi, la cruzada ener-
gética que empezbd hace un siglo quemando carbén, termina hoy deshacien-
do el 4tomo; y pues que ¢l hombre supo convertir el fuego devastador en
instrumento pacifico de trabajo, no es utépico esperar que, més pronto o
més tarde, acabe dominando la desintegracién atémica a su voluntad para
obtener con ella no sélo el aniquilamiento del eﬁeiilig‘o, sino la energia
creadora que le falte cuando las fuentes anteriores se hayan agotado, A
esta meta se dirige uno de los méis importantes sectores de la investigacién
técnica presente. Pero junto a esta meta existe otra mucho més fina v
quizis alin més caracteristica del progreso actual. Hemos dicho que la Hu-
manidad empez6, hace un siglo, a buscar en las energias naturales el modo
de liberarse del esfuerzo musenlar; pern le quedaba todavia la tarea de
conducir, de vigilar tales energias con las que sustituia la suya. Un siglo
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vestigacién técnica para resolver los arduos problemas matemdticos a que
tales investigaciones conducen. La longitud inconcebible de la mayor par-
te de estos procesos de célculo ha aguzado el ingenio de los matematicos
y electrotécnicos en estos Gltimos decenios, en los que se ha llegado a la
construccién de gigantes cerebros electrémnicos que, como hemos dicho,
realizan a velocidades alucinantes los més largos e intrincados de dichos
Procesos,

Vemos, en resumen, que el hombre de ciudad moderno, desde que se
levanta hasta que se acuesta, no sufre molestia ni goza comodidad que
no sean en gran parte tributarias de la investigacién matemética, El tim-
bre que lo despierta, el trolebfis que lo transporta, el ascensor que lo ele-
va, la luz que lo alumbra, el teléfono que le avisa, la radio que lo distrac...,
todo ha sido calculado mateméiticamente, todo se nutre de energfa lejana
traida a través de costosas instalaciones, cuyo cilculo descansa sobre el es-
fuerzo de los fisicos y mateméticos de generaciones pretéritas, Calculos
y teorfas igualmente erizados de mateméticas, aseguran la estabilidad de
las construcciones que lo cobijan, el correcto funcionamiento de la ma-
quinaria en que se fabrican las telas que lo abrigan y los fitiles con (ue
trabaja, y hasta la estabilidad de su economia y la de los suyos en los
riesgos de enfermedad y muerte. El mismo tributo matematico lleva con-
sigo, por desgracia, la bomba que le arranca la vida o el hogar, el caiidn
que la dispard o el avién que la condujo; hasta las trayectorias de caida
van precisadas por los céleculos matematicos de los técnicos de la destruc-
cién. Pero matemitico es también el temblor de la onda que lo previene
y el radar que guiard los autématas que lo defiendan maifiana del peligro.

VALORES ESTETICOS DE LA CREACION MATEMATICA

Mas no quisiera terminar este prélogo con tal exhibicién de valores
meramente utilitarios de la Matematica, Quiero cerrarlo con un canto a
otro valor més noble, su valor estético como obra pura y bella del espi
ritu humano, que me hizo presentarla, en un principio, como el arte de
los esquemas. Si las principales teorfas han tomado origen de problemas
practicos, no es menos cierto que los conceptos abstractos en ellas elabo-
rados se ensefiorean de nuestra mente, y, al tomar carta de naturaleza en
ella, proliferau, dando lugar a las més bellas construcciones intelectuales,
cuyas aplicaciones futuras todavia son un misterio. Ya hemos visto c6mo






MIRANDO AL FUTURO

(Nuevas perspectivas)

~§ 1. SOBRE CIBERNETICA

GENESIS ¥ PROBLEMAS !

Hablar de una ciencia de base marcadamente fisico-matematica a un
pablico polarizado en otros sectores no resulta tarea ficil. Por otra parte,
tampoco es posible delimitar de modo preciso una regién conceptual cuan-
~do apenas se empiezan a vislumbrar sus extensas perspectivas. De todos
modos, intentaré dar una ligera visién de los problemas técnicos relacio-
nados con esta ciencia, en la forma més sencilla que me sea posible y auun
de proyectar sus repercusiones en campos que no me son familiares, in-
tercalando alguna que otra pincelada matemdtica con resonancias de co-
secha propia,

CIBERNETICA ¥ AUTOMATICA

Para ser completamente objetivo, tengo que empezar declarando yue
la palabra Cibernélica no es, hoy por hoy, ni més ni menos que el titulo
que el célebre matematico Norberto Wiener ha dado a un conjunto de
problemas y cuestiones concernientes a las técnicas modernas de la co-
municacién y del control, asi como a las analogias bioldgicas que tales
cuestiones suscitan, Claro es que el mérito de Wiener no radica en el he-

1 Articulo publicado en la «Revista de Psicologfa General y Aplicada». Julio-sep-
tiembre 1951.
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cho de haber dado un nombre, sino en haber concebido una cierta unidad
cientifica que lo justifique. A su libro con este titulo envio ai lector cu-
rioso, y mateméticamente preparado, que desee una informacién comple-
ta de sus ideas, que, dicho sea de paso, han suscitado no poca hostilidad,
especialmente en lo que se refiere a las pretendidas derivaciones psicobio-
logicas 2,

Para comprender mejor el alcance y significado de las técnicas aludi-
das, remontémonos, por un momento, al proceso histérico que les ha dado
origen. El hombre lucha, desde su creacién, con las fuerzas naturales. Al
principio se limité a defenderse de ellas; luego quiso dominarlas y en
cauzarlas para aliviarse del esfuerzo muscular (técnica que culminé en el
progreso industrial de los siglos xviir y XI1x), y ahora trata de conducir-
las automaticamente, alividndose, asimismo, de las tareas de vigilar, in-
formarse, corregir, ajustar...; en una palabra, trata de gobernar automé-
ticamente los ingenios con los que encauza aquellas fuerzas para sus fi-
nes. Y asf, la palabra «Cibernétican estd tomada del griego wBepviitng,
que significa piloto, timonel; de ella procede asimismo nuestro vocablo
ugobiernon,

Sin que pueda calificarse de ciencia totalmente nueva, ya que al do-
minio de la Cibernética pertenece, en rigor, la técnica clasica de la re-
gulacién, es lo cierto que los modernos recursos qite proporciona la elec-
trénica le estin dando en nuestros tiempos (especialmente desde la. Giti-
ma guerra) tales avances que bien pudieran- marcar el sello caracteristico
de la técnica del siglo XX.

Por lo apuntado, ya intuird el lector que esta moderna automética
intenta suplantar al hombre en tareas de categoria superior a la muscu-
lar, aunque sin llegar, naturalmente, a las funciones creadoras de la in-
teligencia. T'ratase de sustituirle o ayudarle en actividades que el hombre
mismo termina reduciendo a automatismos o a reflejos condicionados des-
pués de breve aprendizaje. Veamos algunos ejemplos.

2 Desde que este articulo fue escrito, hasta hoy, han aparecido varias obras
con el titulo «Cibernéticas o similar, millares de artieulos dedicados a sus proble-
mas ; han surgido revistas especializadas (una espafiola entre ellas), sociedades de
cultivadores..., y se han celebrado varios certimenes internacionales para el inter-
cambio de ideas y revisién de fundamentos. Tode ello no altera, sin embargo, lo
esencial del articnlo. N. del A,
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Es decir :

y=[a =92 d o

Iista integral constituye el llamado producto compuesto (Haltung, con-
volution) de las funciones %, a y se transforima en producto ordinario me-
diante la transformacién de Laplace, de modo que si & (7), 7 (7), = () son
las transformadas Laplace de «x(1), v(t), a(t), verifican la relacion (y pard-
metro complejo)

N =a@E( obien EM=¢ (M%) con g=1:a (2]

Ia relacién de caricter trascendente [1] queda asf reducida a la pro
porcionalidad funcional [2], lo que simplifica considerablemente el tra-
tamiento matemético de los sistemas. Fn particular la condicién necesaria
y suficiente para que el sistema sea estable es que la funcién a(t) sea
absolutamente integrable en el futuro ({ > 0), o sea, debe existir un -
mero L > 0 tal que

t
fla(t)idt{l, para toda t
0

Esta condicién se puede formular en los sistemas fisicos corrientes (es-
pecialmente en los circuitos eléctricos) mediante otra condicién relativa
a la transformada a (y) o @ (7) que resulta més directamente verificable,
a saber: @ (y) debe tener todas sus raices a la izquierda del eje imagina-
rio, o lo que es equivalente: ILa regién transformada del semiplano
R (y) = 0 por la funcién de transformaciéon ¢ (y) debe excluir el origen
de coordenadas. El problema de estabilidad ha quedado asi reducido a
una sencillisima cuestién de topologfa que se traduce en el diagrama de
Nyquist, bien conocido de los especialistas en servomecanismos. Pero vol-
vamos al hilo de las realizaciones técnicas.

WUEVOS EJEMPLOS. LIMITACIONES

Otro ejemplo: Un artillero dirige la visual a nn bhlanco, el cual, al
propio ticmpo que se desplaza, oscila con cierta rapidez alrededor de su
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dose a la luz en busca de la energia que le falta, I.a referida wcabezan»
leva una lamparita piloto conectada al circuito del servomotor, que la
hace girar, y de tal modo dispuesta, que si el modelo recibe conio sefial
luminosa el reflejo de su propia luz en un espejo, la ldmpara se apaga,
con lo que cesa la sefial y vuelve a girar la cabeza exploradora hasta vol-
ver a recibir la propia sefial, apagindose nuevamente, y asi sucesivamente,
con lo que define un comportamiento especifico de autorreconocimiento
de la tortuga frente al espejo. Reacciones anilogas de apagado y explora-
cién alternativas se producen entre dos tortugas, que manifiestan de tal
suerte un singular comportamiento «socialy.

Los ejemplos de funciones de ajuste y control, realizables o realiza-
das ya mediante servomecanismos por el estilo, serian interminables. Bas-

- ten los resefiados para dar idea de los alcances de la moderna automatica-

Capitulo aparte merecerfan las méaquinas modernas de clasificacién au-
toméatica, las que resuelven problemas de discriminacién 16gica por inter-
ferencia de condiciones convenientemente codificadas, los ajedrecistas de
nuestro Torres Quevedo..., y finalmente, las gigantes maquinas electrénicas
que ayudan al hombre en sus automatismos aritméticos, realizando a ve-
locidades vertiginosas los mas complejos programas de cilculo.

Todas estas conquistas han agitado no poco la imaginacién de los co-
mentaristas de café y de los articulistas de la Prensa diaria, y se ha vuelto
a fantasear sobre la posible realizacién de «robots», los famosos persona-
jes autématas de la diversién escénica de Karel Capek. Ante tales fan-
tasias es preciso volver e insitir en el hecho de que las mas audaces de
ias funciones citadas no pasan de ser actividades que el hombre termina
desarrollando subconscientemente, al margen de su numen creador y de
su genio artistico. El mismo ajedrecista de Torres Quevedo, o los ajedre
cistas més ligeres que la técnica moderna llegara a construir, no podrian

- reaccionar méis que de acuerdo con las normas que el constructor hubiera
realizado en ellos para llevar a buen término un final de partida que se
sabe infaliblemente ganado con tales reglas, Mucho antes de llegar a cste
género de posiciones de las que parte el autémata ajedrecista, abandonan
sus partidas los medianos jugadores humanos. Un juego de este tipo que
pudiese ser desde un principio contendido entre autématas careceria to-
talmente de interés para el hombre, ya que todas las posibilidades estarian
a priori resueltas por el constructor. Por mucho que avance la automa-
tica, el genio creador quedard siempre fuera del alcance de todo aut6émata.
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los jugos géstricos, etc. FEs muy notable la semejanza entre las anomalias
de funcionamiento en los servomecanismos que la técnica construye v las
que presentan los organismos vivos en algunas alteraciones patoldgicas,
como, por ejemplo, ciertos tipos de temblor en enfermos nerviosos. La
misma marcha siruosa del borracho, probable alteracién téxica del funcio-
namiento retroactivo de los canales circulares, es parecida a las oscilaciones
de un servomecauismo inestable. Tales analogias abren no pocas perspec-
tivas al estudio {isicomatemitico de la homeostasia biolégica. La misma
oscilacidn del potencial de membrana del nervio, oscilacién cuya propaga-
cién constituye, al parccer, la corriente nerviosa, tiene posible origen en
alteraciones de caricter bioquimico, transmitidas a lo largo del nervio por
una cadena de procesos en «feed-backn, de mnaturaleza atn desconocida.
Al menos, tal es la creencia de Lorente de N6 y de otros neurélogos.
Finalmente, lus fenémenos de entrenamiento y aprendizaje, pueden ex-
plicarse fisicamente, al menos en lo que concierne a habilidades y destre-
zas, mediante la formacién progresiva de cadenas de sistemas retroactivos
eslabonados de forma que cada «feed-backy sirva para controlar el anterior.
Con tal fin, Ashby ha construido un aparato automético que ha denominado
«homeostaton, el cual realiza una cierta funcién de autoaprendizaje median-
te la aparicién automitica de «feed-backsn de primer orden cuando éstos
provocan una conducta inestable del homeostato. (Véase bibliografifa final.)

UNA APLICACION MATEMATICA

A este prorésito, sehme permitido terminar este articulo dirigiéndome
nuevamente a los lectores mateméticos, para indicar la curiosa aplicacién
que las fracciones continuas pueden hallar en la formulacién de las fun-
ciones de transformacién de tales sistemas retroactivos maltiples, y que
tuve el honor de desarrollar en el coloquio de Parfs de enero de 1951 sobre
estos temas.

Si o () es la funcién de transformacién de un sistema fisico lineal,
tal como ha sido establecida méis arriba, y afiadimos a dicho sistema otro
sistema de control que contraponga la respuesta del primero a su entrada,
después de transformarla segtin la funcién &, (1) la nueva funcién de trans-
formacién del sistema corregido es (Véase hibliografia final) :

e () +
! by (1)
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§ 2. SOBRE LA MODERNA TEORIA DE LA INFORMACION '

El empuje dado durante la altima guerra a la téenica de la comunsca-
cién ha estimulado su estructuracién matemitica. Pieza clave de tal es-
tructura es el concepto de cantidad de informacidn. La agudeza desplegada
en los criterios de medida de dicha cantidad y el paralelismo. existente
entre las férmulas que dan esta medida y las que expresan en termodina-
mica estadfstica la magnitud fisica denominada entropia, bien merecen
fos intentos de divulgacién que permitan hacer captar su belleza al phbli-
co culto no especializado.

TA COMUNICACION Y SUS NIVELES

Para los fisicomatematicos cultivadores de dicha teorfa, comunicacién
¢s todo acto por medio del cual un ser influye en la conducta de otro.
De este modo incluyen en la teorfa de la comunicacién la mayor parte de
las manifestaciones de la vida de relacién humana: lenguaje, arte, ma-
sica, teatro..., y asimismo las relaciones entre animales, y, a mayor abun-
damiento, las conexiones entre ingenios y mecanismos.

Un sistema de comunicacién enlaza dos sujetos: remitente y destina-
tario. Conviene considerar el primero como elemento que selecciona el
mensaje entre una multitud de mensajes posibles, v el segundo, como un
wijeto expectante, cuya incertidumbre aprioristica, acerca del mensaje que
espera, corre parejas con la libertad de seleccién del emisor. La transmi-
«ién del mensaje se hace a través de un vehiculo o canal (material o in-

1 FEste trabajo recoge, en lo sustancial, las ideas expuestas por el antor en el dis-
curso gue pronuncié el dia 10 de noviembre de 1954 en la Real Academia de Ciencias
Tixactas, Fisicas y Naturales y fué publicado en la revista eArbors, del Consejo Su-
perior de Investigaciones Cientificas en mayo de 1955, néam. 111.
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material), pero antes precisa transformar el mensaje en sefiales transmisi-
bles por medio de tal vehiculo. Iillo obliga a interponer, entre el sujeto
emisor y el canal, un elemento transmisor que traduce ¢l mensaje en se-
fiales, y, asimismo, entre el canal y el destinatario un receptor que efecttie
la traduccién inversa, En resumen : el remitente selecciona, el transmisor
traduce, el canal transmile y el receptor interpreta para que el destinatario
reciba.

Noétese que los elementos transmisor y receptor, encargados de traducir
el mensaje en sefial, y viceversa, pueden ser muy complejos, segin lo que
juzguemos como sujetos remitente y destinatario, lo que consideremos como
mensaje y sefial, segin donde situemos, en definitiva, el origen y el tér-
mino de la cadena, Porque, si en un sistema de comunicacién telegrilica,
consideramos como mensaje el telegrama tal cual sale de las manos del
remitente, el sistema transmisor estd formado por el aparato Morse o tele-
tipo junto con el telegrafista que lo maneja; pero si consideramos el origen
del mensaje en el cerebro remitente, entonces se afiade al aparato trans-
misor anterior todo el sistema nervioso muscular de éste, capaz de dar
forma escrita al mensaje conceptual, Y aun en capas méis profundas halla-
rfamos todo el sistema logico intelectual sintético capaz de resumir en
pocos términos el complejo conceptual que se desea transmitir. Operaciones
inversas aparecen, naturalmente, en la traduccién y comprensién del tele-
grama por parte del destinatario. En cada una de estas fases pueden, pues,
surgir causas de error y perturbacién (noise), afectando no solamente a
la transmisién técnica de las sefiales, sino también a la transformacion o
traduccién previa y posterior del mensaje.

Segfin la capa més o menos profunda a que lleguemos en el origen y
en el destino de la comunicacién, asi resultan los distintos niveles a que
alude Warren Weaver en su interesante epilogo a la teorfa de Shanon *.
IE1 nivel téenico, en el que pretende situarse exclusivamente Shanon, estu-
dia simplemente la transmisién de simbolos o sefiales. El nivel semdntico
cala més hondo, estudiando la transmisién de conceptos. Finalmente, adn
cabe situarnos en nivel méis profundo que podriamos llamar psicoldgico,
estudiando la influencia que determina el mensaje transmitido en la con-
ducta del sujeto receptor.

Afirma Weaver, con razén, que los tres niveles no son tan independien-
tes como pueden parecer a primera vista v no permiten una divisién de-

a

2 SmanoN, Craupg : The Mathemalical Theory of Communicalion.
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y todavia habria que afiadir habitacién, si hubiera en el piso muchos hués-
pedes. Parece, pues, obligado admitir que la cantidad de informacién
necesaria para encontrar a un individuo en un colectivo erece con el niimero
de individuos del mismo; es decir, es una funcién creciente de dicho
ntimero, y sélo resta precisar qué funcién nos conviene elegir. Es natural
acdoptar una funcién tal que dé para dos individuos una cantidad de in-
formacién que sea la suma de las necesarias para cada uno de ellos. Akora
bien, el niimero de parejas de individuos que se pueden formar con los de
dos colectividades es el producto (no la suma) de los ntmeros de individuos
de una y de otra. Se comprende asi que la escala o funcién natural de
medida es la logaritmica, por ser la tinica que transforma el producto en
suma, Y con esto hemos dado el primer paso fundamental en el probleina
de la medida: la medida de la informacién necesaria para individualizar
un elemento entre un ntimero finito de cllos se obtiene tomando el logarit-
mo del niimero de individuos del conjunto. La base del sistema de foga-
ritmos dependerd de la eleccién de unidad. Este resultado, obtenido me-
diante un ejemplo sencillo, se generaliza luego convenientemente para
medir la cantidad de informacién en casos mis complejos.

Pero, antes de seguir adelante, permitaseme reforzar la naturalidad de
esta medida logaritmica de la cantidad de informacién con un ejemrplo
que me parece de la mayor oportunidad.

Entre los juegos de adivinacién son bastante conocidas unas tablitas.
de nfimeros (que el lector mismo podri construir después de leer lo que
sigue), tales que, elegido un nGmero al azar, basta sefialar las tablas en
las que se halla escrito para que ¢l poscedor de la clave acierte el nimero-
elegido. Consiste el secreto en sumar los nfimeros que encabezan las ta-
blas sefialadas,

Para comprender la esencia matemética del juego, basta imaginar los.
nfimeros escritos en sistema binario. Se manejan ntmeros que tienen (a
Jo sumo) tantas cifras binarias (0,1) como tablas examinadas. En la pri-
mera tabla escribiremos los nfumeros enteros cuya cifra de unidades de
primer orden es I (es decir, los impares 1, 8, 5...); en la segunda tabla
cseribiremos todos los que tienen I en las unidades de segundo orden,
empezando por el més pequeilo (es decir, 10, que significa 2, al que se-
guirdn 11 =8, 110 = 6, 111 = 7...); en la tercera tabla escribiremos
todos los que ticnen I en las unidades de tercer orden, y asf sucesivamente,
El ntimero que encabeza cada tabla es el menor de ellos, es decir, aquel
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nos que la palabra Guadalajara, por lo que esta dltima contiene mayor
grado de informacién.

Resumiendo : dos informaciones literalmente iguales (calle y niimero)
pueden contener cantidades de informacién totalmente distintas si recaen
sobre conjuntos (ciudades) diferentes, cuyo conocimiento se supone im-
plicito en el receptor. Por el contrario, dos informaciones pueden tener
idéntico valor, siendo literalmente distintas, por efecto de una distinta
codificacién geogréfica,

El ejemplo que precede, con toda su ingenua simplicidad, pone ade-
més de manifiesto las dificultades que introduce en la teoria de la infor-
macién el caricter seméntico de los mensajes. Si unos mismos atributos
(calle y nttmero) tienen valor informativo distinto, segfin el concepto (lu-
ear) sobre el que recaen (Madrid o Guadalajara), no es de extraiiar que lo
mismo ocurra para atributos més generales contenidos en la emisién de
cualquier juicio, ya que constituyen informaciones cuyo valor es variable
segin la amplitud del concepto sobre el que recae el juicio emitido, v,
por tanto, segtin la cantidad de informacién que el simple enunciado de
dicho concepto supone. Ante esta dificultad, la teoria de la informacién
intenta eludir el cardcter semantico de las frases transmitidas, considerando
éstas como simples conjuntos de letras del alfabeto, del mismo modo que
la informacién en el juego de las tablas es un conjunto de afirmaciones
o negaciones representables por un alfabeto de dos signos, 0 y 1.

Pero la dificultad que se soslaya por un lado surge por otro, compli-
cando las férmulas y exigiendo un anélisis muy fino de las mismas. Si la
cantidad de informacién de un telegrama ordinario formado por » signos
cifras binarias se formula razonablemente mediante el logaritmo de 292,
serfa erréneo formular por analogia, mediante ¢l logaritmo de 30R, la
cantidad de informaci6n necesaria para individualizar un ntmero de n
tomados de un alfabeto que tenga 30 en total, Aunque sea también 300
el nfimero de variaciones n-arias con repeticién de dichos signos, ocurre
en este caso que la mayor parte de tales variaciones son totalmente impro-
bables, no s6lo desde el punto de vista conceptual, por carecer de sentido,
sino aun desde el simple punto de vista fonético y ortogrifico. Ninguna
palabra castellana tiene, por ejemplo, consecutivas las letras ¢ », m las
i k, ni las » f... Aparece, pues, como esencial en estas cuestiones la no-
cién de probabilidad del mensaje, nocién que estaba ya latente en los
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MENSAJES ALEATORIOS

Ll conocimiento de la frecuencia estadistica de las letras aisladas, asi
como de sus combinaciones binarias, ternarias, etc., en el idioma, permite
aprovechar al miximo un canal preestablecido o proyectar el sistema o
canal mas econémico eligiendo una codificacién de sefiales conveniente.
Este aspecto ingenieril estadistico del estudio de un idioma no es total-
mente nuevo, ya que mis o menos racionalmente se hubo de tener en
cuenta en los sistemas taquigréificos al uso; pero la moderna técnica de
Ja comunicacién es la que ha permitido apreciar su trascendencia, ha-
biéndose tabulado en el idioma inglés las frecuencias no sélo de las letras
aisladas, sino también de sus combinaciones binarias y ternarias, y cosa
parecida se ha iniciado con las agrupaciones de palabras.

Shanon presenta, en su articulo ya citado, ejemplos de sucesiones de
letras construidas al azar teniendo en cuenta dichas probabilidades, y es
muy curioso comprobar cémo a medida que se tienen en cuenta més datos
estadisticos de esta naturaleza, més se van pareciendo los mensajes alea-
torios a los mensajes naturales.

A falta de tablas de probabilidades anilogas en castellano, y con ob-
jeto de presentar una ilustracién méis familiar para el lector, construyo
a continuacién una sucesién de mensajes aleatorios, aplicando al castellano
una técnica aniloga a la indicada por Shanon para el idioma inglés,

Primer mensaje aleatorio,.—ODbtenido sorteando las 27 letras de nuestro
allabelo y un espacio, y anotando la sucesién de signos sacados a Ia
suerte en los sorteos sucesivos., Ha resultado :

oe iakgzchpraymk jincyfchz icgdolxllbskrolly ...

Una secuencia que no tiene el menor vestigio idiomitico, por el hecho
de haber atribuido igual probabilidad a las 27 letras (y el espacio), lo que
no ocurre en castellano ni en idioma alguno.

Segundo mensaje aleatorio.—ODbtenido teniendo en cuenta las frecuen-
cias de las letras aisladas en castellano. Para ello hemos abierto un libro
(novela) al azar, y hemos anotado la letra o espacio que ocupa un oiden
designado al azar, en una linea igualmente elegida al azar. (M4s adelante
justificamos el hecho de que una novela pueda ser tomada como repre-
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Como curiosidad, indico a confinuacion las secuencias de cuatro letras
del texto que han dado origen aleatorio a la palabra muaaban:

Primer fragmento

- Tarse provia aleatorio donde aparece
za traza marina
am lwuriente
‘mu pasos mudos
mud trasmudados
uda saludables
Elal) se le mudaba
aba compraban
ban ansiaban a

Como se ve, a medida que se van teniendo en cuenta las frecuencias
estadisticas de agrupaciones de orden mas elevado, va creciendo la pro-
porcién de palabras con sentido propio, y la resonancia fonética de las
demdis va siendo cada vez mis castellana.

Efectuando anilogamente construcciones aleatorias con palabras, en
lugar de letras, se logra, a partir de las aproximaciones de segundo or-
den y tercero, hilvanar al azar frases con sentido sintictico y gramatical.
(Véanse en el citado articulo de Shanon construcciones de este tipo en el
idioma inglés.)

En resumen : las interrclaciones entre las probabilidades de los sig-
nos constituyen el reflejo estadistico que queda de su contenido con-
ceptual, de tal modo que, reciprocamente, las propiedades estadisticas
de las sucesiones de sfmbolos de un mensaje, permiten muchas veces
ascender a dicho contenido; es decir, descifrarlo. Tal es el objeto dc la
criptografia, cuyo fundamento matemético se halla en la estadistica y en
la teorfa de la informacién. De aqui que, criptégrafos e ingenieros de co-
municacién, coincidan en estudiar el lenguaje como conjunto de signos
relacionados estadfsticamente.

TESIS ERGODICA

Se comprende que al descifrar un mensaje aislado, atribuyéndole las
propiedades estadisticas del lenguaje, se establece una hipétesis sélo ad-
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LOS MENSAJES ARTISTICOS Y SU EVOLUCION

Como se dijo al empezar, la vida de relacién humana cabe en gran
parte dentro del concepto de comunicacién de que hemos partido. Toda
obra literaria o artistica, novela, poema, cuadro o pieza musical, puede
ser considerada como un mensaje, y hemos visto cémo el conjunto de
signos tipograficos estampados en una novela tiene propiedades estadisticas
representativas del idioma, reguladas por sus propiedades gramaticales
las cuales son trasunto en bloque de su contenido seméntico. Si de una
novela pasamos a un libro de versos rimados, se reflejardn, ademdés, en
las propiedades estadisticas de los signos, las exigencias de la rima. Pues
bien, este sencillo ejemplo de cémo las propiedades estadisticas de la for-
ma acusan la presencia de un contemido estético, sugiere generalizaciones
de mayor alcance. Pienso que algo parecido ocurre con las propiedades es-
tadisticas de la estriictura externa en los mensajes de pintores y misicos.
Me refiero, claro es, a la distribucién espacial de formas y colores en artes
plasticas; a la sucesién temporal de ritmos y tonos, armonias y timbres en
miusica, cuyas propiedades deben ser, asimismo, reflejo de las normas es-
téticas seguidas en la obra.

Ahora bien, parece al pronto que este género de mensajes escapan a
todo intento de medida por el pretendido carécter de continuidad que
atribufmos a su alfabeto, es decir, a la gama de tonos y timbres o a la
gradacién de formas y colores empleados en mtsica o en pintura.

Sin embargo, si analizamos la naturaleza de las estructuras orgénicas a
través de las cuales nos llegan tales mensajes, no hallaremos sino un n@-
mero finito de fibras que vibran, un nGmero finito de células excitadas,
un ntimero finito de excitaciones diferenciadas por umbrales de sensacién,
un némero ciertamente enorme de todos estos elementos y de sus combi-
naciones, pero finito.

Por otra parte, la teorfa matematica de la comunicacién ha elaborado ya
el instrumental matemético necesario para dar entrada a dichos mensajes
en la teorfa cuantitativa de la informacién. Pero al margen de esta teoria
matemdtica especializada, que no parece adecuado detallar aqui, quizé baste
recordar al lector la limitacién macro y microscépica de nuestros sentidos
para que ¢ste pueda concebir la cuantificacién de tales mensajes y la posibi-
lidad de tratarlos mateméticamente, como los mensajes discretos de la te-
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Centrado este articulo en torno al concepto y medida de la cantidad
de informacién, creemos que debemos poner aqui punto final a esta esca-
pada al terreno de los mensajes artisticos, escapada que, si bien nos ha
desviado del tema central, permite entrever las amplias perspectivas que

se ofrecen a la teorfa de la informacién en campos no especfficamente téc-
nicos,
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resolucién de problemas de cardcter l6gico. Los mismos robots clasifica
dores de la moderna técnica automitica resuelven en el fondo problemas
de carédcter légico al reconocer y agrupar elementos caracterizados por
grupos de cualidades (predicados) comunes, No sabemos, sin embargo,
que se haya construido, mediante recursos tan al alcance de todos, material
analogo al que presentamos hoy, capaz de permitir al alumno componer
por si mismo y rapidamente modelos de las funciones proposicionales méis
variadas y resolver jugando con ellos los problemas usuales de la lbgica
formal. En lo sucesivo, por las razones expuestas y ofras que se verdn més
adelante, designaré dicho conjunto de elementos con la denominacién
metaférica de «jugueten.

LAS FUNCIONES PROPOSICIONALES ELEMENTALES
Y SU INTERPRETACION MEDIANTE CONEXIONES

Como predmbulo conviene recordar dichas funciones ldgicas indicando
su interpretacién en circuitos de interruptores.

Representemos por p, g dos proposiciones légicas capaces de adquirir
solamente valores de verdad (1) o falsedad (0); representemos con las
mismas letras los estados de dos interruptores, cada uno de los cuales
establece contacto (1) o le quita (0) entre el par de bornas correspondiente.

I.—Obsérvese ahora la analogfa entre los valores de verdad de la pro-
posicién compuesta «p y g» y los estados de contacto entre las bornas
extremas en un acoplamiento en serie de los interruptores p y q.

n
roog g 1 o*
o— e— +—C ’3950"00
Fig. 1 Fig. 2 Fig 3

La conjuncién «p y gn es cierta solamente cuando son ciertas ambas
componentes p, q. En el acoplamiento en serie de dos interruptores existe
contacto entre las bornas extremas (circulitos blancos de la figura) cuan-
do, v solamente cuando establecen coutacto ambos interruptores $, gq. In-
terpretando cada proposicién mediante un interruptor, el acoplamiento en
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si p es cierta, p’ es falsa, y para que sea cierta p’ v  debe ser cierta g;
por tanto, efectivamente la verdad de $ implica (en el sentido ordinario)
la verdad de q. Esta implicacién no es reversible; puede ser cierta sin que
lo sea la reciproca, es decir, siendo ¢ verdadera y p verdadera o falsa. En
reswmen, la funcién p —> q s6lo es falsa cuando p es verdadera y q falsa.

Para construir un circuito representativo de tal funcién, $’ v g, habre-
mos de conectar en paralelo la negacién $ con g. Se comprende que es
necesario para ello poder llevar estados contrarios de la variable $ al cir-
cuito, y, por lo tanto, la conveniencia de representar dicha variable por
un conmutador en lugar de un simple interruptor.

V.—También es conveniente dar nombre y notacién especifica a la
relacién p’ v ¢°, la cnal es equivalente a la (p . g)’ ya que sélo es falsa
cuando son simultineamente verdaderas p y g (falsas p” y ¢q’). Por ello lla-
maremos a esta funcién incompatibilidad de  y q y adoptaremos para elia
la notacién de Sheffer: p | q.

Su representacién, mediante un circuito, exige el acoplamiento en pa-
ralelo de las negaciones de p v de g, y, por tanto, el uso de conmutadores
para representar ambas variables *.

En seguida veremos cémo la necesidad de llevar valores contrarios, 1o
s6lo de las variables sino también de las funciones, a circuitos compuestos,
nos impone no sélo la necesidad de conmutadores para realizar los estados
contrarios de las variables, sino también de acoplar, a los circuitos funcio-
nales, aquéllos que den valores contrarios para poder arrastrar simultdnea-
mente éstos. La inversién de resultados de conexién se realiza en telefonia
mediante relés, y en electrénica mediante triodos, pero la insercién de
unos y otros complica considerablemente los circuitos (por la necesidad de
generar corriente continua) y, dado el ntmero relativamente corto de va-
riables que utiliza la légica formal, nos ha parecido didicticamente pre-
ferible la solucién que proponemos de arrastrar dualmente las variables
y las funciones, ya que tal solucién de circuitos duales nos la proporciona
elegantemente la misma dualidad del Algebra de Boole. Digamos, pues,
dos palabras de sus propiedades formales,

4 Al margen del manejo de incompatibilidades, el interés teérico de la fun-
cién | radica en que en funcién de ella son expresables todas las demds, incluso lz

negacién p* = p | P (= ¢ v P')
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mera propiedad distributiva. I.a comprobacién de una y otra, viendo la
equivalencia de los circuitos compuestos que representan uno y otro miem-
bro, es igualmente sencilla.

PROPOSICIONES COMPUKESTAS

T'odas las propiedades que considera la l6gica de enunciados son expre-
sables, como las leyes que acabamos de indicar, mediante combinaciones
de las funciones elementales antes definidas. Nos limitaremos a poner al-
gunos jemplos familiares en mateméticas,

La relacién

(P—>q) = (@ —P) (7}

expresa la equivalencia entre un teorema y su contrarreciproco. Principio
basico de todas las demostraciones por reduccién al absurdo.
La relacién

(P—>q) .lg—>P=(@.qv.q) [=(=4q] (81

expresa la simultaneidad en la certeza o en la falsedad (y, por tanto, sa
equivalencia) de dos proposiciones que sean tesis e hipétesis de dos teore-
mas recfprocos. Se usa cuando se establecen condiciones necesarias y su-
ficientes (caracterizaciones, lugares geométricos...).

La relacién

(P q) . (g 1)ms (p—>17) (o]

expresa la transitividad de la implicacibs:, transitividad esencial en toda
teorfa deductiva.
La relaci6én, un poco més compleja,

p—>q) . r—8) . (Pvr).(qg]s)—> (q—P) .(s—17) [10]

expresa el llamado teorema de Hauber o de reciprocidad en teoremas com
puestos de varias hipétesis (dos en la férmula: p, #) con sus tesis corres-
pondientes (q, s). Afirma tal teorema, v eso es lo que expresa la férmula,
que si se verifican los teoremas directos, y sus hipétesis se complementan
al tiempo que sus tesis son incompatibles, los teoremas reciprocos son
ciertos,
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Resulta interesante comprobar cémo estas relaciones pueden desgra-
narse de las leyes formales del 4lgebra de Boole antes establecidas, pero
ello nos desviaria del objeto de nuestro trabajo, que es el de construir los
elementos necesarios para poder interpretar eléctricamente todas las rela-
ciones andlogas de la légica de proposiciones.

Iin los contados ejemplos indicados de proposiciones compuestas, se
observa la reiterada aparicién de la relacién de implicacién entre resulta-
dos de funciones méis simples. Como para interpretar una implicacién
hemos de conectar en paralelo las bornas representativas de la contraria
de la funcién implicante con las de la implicada (véase p. 75-IV), de aqui
la necesidad, antes aludida, de arrastrar no sélo los valores de las fuucio-
nes, sino también sus contrarios. Veamos cémo conseguirlo por aplicacién
de las leyes de dualidad (pag. 77).

CIRCUITOS FUNCIONALES DUALES

Interpretemos, desde el origen, cada variable mediante un conuutador
usual con dos pares de bornas y dos estados, de tal suerte que en uno de

vy

A A

/’ 7
Fig. 4 : Fig 5

ellos (pulsador en alto, por ejemplo) se establezca contacto entre las de un
par, y en el otro estado (pulsador bajado) queden en contacto las bornas
del otro par (fig. 3). Designaremos en los esquemas que siguen, mediante
circunferencias de trazo grueso, las bornas (negras en los modelos que
hemos realizado) que estin en contacto con el pulsador en alto, estado al
que atribuiremos el valor de verdad (1) de la proposicién; y con trazo fino
(bornas rojas en nuestros modelos) las que estdn en contacto con er pul-
sador bajo, estado contrario, valor de falsedad (0) de la proposicion re-
presentada.
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Si acoplamos dos estados de computacién p, ¢ de esta naturaleza,
conectando en serie las bornas superiores de ambos y en paralelo las bor-
nas inferiores, los dos nuevos pares de bornas terminales de una y otra
conexién nos marcarin los valores contrarios en la operacién . g (véa-
se fig. 4),

En efecto, en virtud de las leyes de dualidad, la conexién en paralelo
de las negaciones de las componentes dard como resultado p’ v ¢’ =
= (p . g)’, es decir, la negacién del producto.

Anélogamente, la ley ¢’ . ¢° = (p v g)’ sugiere Ias conexiones indica-
das en la figura 5 para interpretar la proposicién p v ¢ y su valor con-
trario.

De las definiciones antes establecidas se deducen ficilmente las cone-
xiones que siguen, para interpretar los resultados (y sus opuestos) de las
funciones de implicacién —> y de incompatibilidad | .

g

2 £

Fig. 6 Fig. 7

Obtenemos asi, en la doble borna de salida de cada circuito, los resul-
tados duales de la funcién elemental correspondiente, construfida con los
valores de las dos variables (o funciones) dualmente introducidas en los
dos pares de bornas de entrada. Cada funcién queda asi caracterizada pot
el sistema de conexiones entre tales bornas. Ello mos perimitird llevar
dualmente el resultado de cada funcién a nuevas funciones, y asf, sucesi-
vamente, para interpretar cualquier proposicién compuesta de la légica
proposicional., En seguida diremos cémo podemos comprobar entre tales
proposiciones compuestas, relaciones de implicacién, de equivalencia, o
verificar su carécter tautolégico.
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II. Elementos funcionales

Son las conexiones funcionales duales, expuestas en pag. 79, 80. Cada
una interpreta una funcién logica elemental compuesta con las dos variables
representadas. por los cuatro pares de bornas de entrada, dando el valor
dual de la funcién en los dos pares de bornas de salida. Cada juego de
conexiones representative de una funcién se ha montado sobre una pe-
quefia placa rectangular de plastico transparente (conexiones visibles),
dibujando en ella el signo de la operacién que realiza. Se ha repetido cada
funcién varias veces, segin la frecuencia de su aparicién en las férmulas.
Asf, la interpretacién de la relacién [10], exige el uso de cuatro funcio-
nes producto ., , de una funcién v de cinco funciones de implicacién y
de una funcién de incompatibilidad.

III. Elementos transportadores

Para transportar los estados dunales de contacto de las variables inicia-
les, asi como los de las funciones y funciones de funcién que se van for-
mando sucesivamente con ellas, necesitamos conectar los pares de bornas

Fig 9

de salida del cuadro inicial o de cada funcién con las bornas de entrada
de las funciones sucesivas. Tales transportes son, por consiguiente, cua-
drifilares, llevando cada conexién dos hilos negros (que se terminan en
los extremos con enchufes binarios del mismo color) y dos rojos (asimis-
mo terminados con enchufes binarios rojos). La operacién de transporte
se realiza sencillamente introduciendo los pares de enchufes terminales
en las bornas de entrada y de salida respectivas del mismo color. Si even-
tualmente conviene transportar el valor contrario de una variable o de
una funcién, basta invertir los colores en una de las conexiones de salida
o entrada. La inversién de enchufes al conectar permite, pues, realizar
en todo momento la operacién de negacién de la variable transportada.
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IV. Elementos de control. Verificacién de implicaciones, equivalencias
y tautologias. Construccidn de tablas de valores de verdad

Con los resultados R, v R, podemos seguir ahora dos caminos para
verificar eléctricamente si R, —> R,, es decir, para comprobar si cada vez
que existe contacto entre las bornas negras de R; (valor de verdad de R,)
también le existe en las bornas negras de R..

Un camino consiste en acusar eléctricamente los valores de verdad de
cada uno de estos resultados, conectando cada uno de ellos en serie con
una lampara de incandescencia alimentada por la red usual (a la manera
de un interruptor corriente) (fig. 11).

Cada vez que se encienda la ldmpara correspondiente, serd sefial de
que se habrd producido contacto entre las bornas finales a través del

red
(
L L hlane. ro/a
B2 (9 R T
[ wncon conlrolada
Hig: 1 Fig. 12

Jjuego de comexiones del aparato, Para verificar la implicaciéon R; —> R,
no tenemos més que comprobar si cada vez que se enciende la lAmpara de
control R, (verdad de R,), se enciende asimismo la de R, (verdad de R,).
Si asf ocurre (aunque la reciproca no sea cierta), podemos asegurar que la
implicacién R, —> R, es cierta.

Pa(a esta comprobacién nos bastarfa actuar con las bornas negras,
pero si conectamos ademés una lampara roja en serie con las bornas rojas
duales, podremos controlar también el comportamiento de las negaciones.
Como los pares de bornas rojas y negras tienen siempre, por construceién,
valores opuestos, si actuamos con dos ldmparas (blanca y roja) de control
para cada funcién, siempre estard encendida una, y sélo una, de ellas, con
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mente falsas. He aqui, pues, cémo también podemos detectar equivalen-
cias con dichas ldmparas de control, Asimismo podemos detectar relacio-
nes de contradictoriedad : caso en que las lamparas de control de una y
de otra funcién sean constantemente de colores distintos.

Finalmente, si para todas las posiciones posibles de los conmutadores
de las variables, una funcién formada con ellas da siempre luz blanca,
significard que la proposicién légica que traduce es siempre cierta, cua-
lesquiera que sean los valores de verdad o falsedad de las variables pro-
posicionales que en ella intervienen. Se trata entonces de una llamada
tautologia. Y asi es como podemos detectar las tautologias eléctricamente.

Ejemplo: Si, como se ha indicado en el esquema de la figura 10, se
llevan los resultados R, v R, a las bornas de entrada de una relacién de
implicacién, comprobaremos que el resultado en las bornas de salida es
una tautologfa. Este es el segundo de los caminos aludidos al comentar
dicho esquema, para verificar la certeza de la relacién que representa.

V. Ecuaciones légicas

Con los elementos de control descritos podemos asimismo resolver
otros problemas frecuentes en la légica de proposiciones. Son de esta na-
turaleza : Sabiendo que una cierta relacién légica es cierta (no idéntica-
mente, es decir, no tautolégicamente cierta), v conocido que sea el valo1
de verdad o de falsedad de una o varias de las variables proposicionales
que intervienen en ella, {qué consecuencia podemos obtener en relacién
con los valores de las variables restantes? Son problemas semejantes a los
de resolucién de ecuaciones del 4lgebra ordinaria, v los podemos llamar
similarmente ecuaciones ldgicas.

Por ejemplo: Sabiendo que (p—>¢q) * (r—>35)  (pvr) + (g]|s) =1
{es cierta), y que la proposicién s es falsa, ¢ qué consecuencia resulta para
las proposiciones $, g, r? Construyendo esta funcién con los elementos
del juguete (es la funcién R,) y acoplando el resultado final con un ele-
mento de control, fijaremos la palanca de la variable s en posicién de
negacién (bajada) y tantearemos las posiciones de las restantes tres pa-
lancas que den para la funcién el valor de verdad (luz blanca). En este
ejemplo no hay més que una combinacién que verifique esta condicién;
corresponde a los valores p cierta, g cierta, y 7 falsa.
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siempre contrarios, existird entre ellas una relacién de contradiccién. De
esta suerte podemos verificar cléctricamente las equivalencias, las contra-
dicciones y las implicaciones entre relaciones de equivalencia.
Combinando un elemento de control de equivalencia con un elemento
de control ordinario, podremos verificar andlogamente las relaciones de
implicacién, de equivalencia y de contradictoriedad entre una funcién de

Fig. 15

equivalencia f; = f, y una funcién légica de otra especie, o simplemente
con una variable.

La figura 15 reproduce, por cjemplo, la verificacién con el juguete de
1a relacién tautoldgica.

I(PEQ‘)E;I‘:‘;; bajo la forma lp.qvp .q)=q]=p.

EL ALCANCE DE NUESTRO (JUGUETE®

Aun concebido con finalidad didéctica, no deja de tener otras posibili-
dades interesantes. Las cuestiones de l6gica formal van penetrando mode-
radamente en las aplicaciones pricticas, por ejemplo, en los estudios de
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mientras mi juguete puede prolongarse indefinidamente por adjuncién de
nuevos elementos. Tal como ha sido descrito aqui es capaz para dieciséis
«statements» con cuatro variables distintas.

Si se mira al futuro se comprende, pues, cuin amplias perspectivas,
tanto did4cticas como comerciales, tanto epistemolbgicas como industria-
les, parecen destinadas a la légica formal, al 4lgebra de Boole y a los in-
genios que la realizan.

®], RECORRIDO DEI, CAMPO DE VARIABILIDAD

Acabamos de decir que quince segundos (a golpe por segundo) bastan
para recorrer todos los estados posibles de los conmutadores y para obser-
var los valores de una funcién construida con cuatro variables. (Las com-
binaciones posibles son 16, pero una de ellas ya estd presente en el momen-
to de conectar el elemento de control a la red.) Si las variables son 5, el
nitmero de golpes de conmutador necesarios son 82 — 1 = 31; y, en ge-
neral, 2 — 1 para = variables. Hasta siete u ocho variables el «scanning»
a mano del campo de variabilidad no exige sino unos dos a cuatro minutos
de trabajo.

Con el fin de metodizar las conmutaciones para no olvidar ninguna
combinacién, se puede acudir a una representacién geométrica del campo de
variabilidad que ya usé hace alglin tiempo en un método geométrico para
la sintesis de funciones de conmutacién , y que se muestra igualmente
fecundo para la interpretacién y la solucién de problemas légicos como los
que nos ocupan,

Una variable con dos estados notados 0 y 1, puede representarse por
los extremos de un segmento; dos variables por los vértices de un cuadra-
do. Los estados de tres variables por los vértices de un cubo, los de cuatro
por los vértices de dos cubos (v. fig. 16) y asi sucesivamente doblando el
namero de cubos y disponiéndolos seglin tres direcciones ortogonales, et-
" cétera. En el caso de cuatro variables $, g, 7, s, las tres primeras, p, g, 7,
pueden interpretarse como las coordenadas cartesianas 0, 1 de los vértices
de cada uno de dos cubos, que se distinguirdn entre sf por los valores
s = 0, s = 1 de la cuarta coordenada. Para recorrer lo més ripidamente
posible todo el campo de variabilidad no hay més que trazar un itinerario

7 V. P. Puic Anam, Métodos grifico y algebraico para el proyecto de circuitos
electrénicos de cdlenlo, «Revista de Ciencia Aplicadan, julio-agosto 1952.
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Se pueden construir elementos funcionales asociando varias variables
mediante las operaciones . 6 v, sin mis que acoplar en serie o paralelo to-
dos los pares de bornas sucesivas de las variables. Hemos preferido, sin
embargo, el uso exclusivo de funciones de dos variables por la posibilidad
de asociaci6n posterior, mucho mis adaptable a todos los casos, como
hemos visto en el ejemplo de la férmula [10].
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ciencia, o como simple técnica, toma cuerpo cuando los conocimientos ad-
quiridos por la humanidad empiezan a rebasar las posibilidades de asimi
lacién del educando, creando problemas de seleccitn, de sistematizacién y
de presentacién, es decir, de programa, de método y de modo, Por tltimo,
estos problemas pasan a la categorfa de problemas pedagégicos cuando se
enfoca con ellos no sélo la més eficaz transmisién de conocimientos, sino
ademds la huella formativa que dicho proceso de transmisién debe dejar
impresa en el educando. Pero dicho enfoque exige ya no sélo el conoci-
miento de las materias a ensefiar, sino también el de la psicologia del
sujeto a quien se ensefla.

Dejando, pues, en un discreto telén de fondo la didictica mateméatica
hasta el siglo xviIi, tomaré en estos comentarios como plano comparative
de arranque cl del nacimiento de la didéctica pedagdgica que vinculo en
Pestalozzi, y no habrd de extrafiarles que a lo largo de mi discurso refleje
inquietudes propias, ni que repita parrafos escritos al calor de ellas en otras
ocasiones. ‘

Pero quizd no esté de méis empezar precisando de modo més concreto
la distincién que acabo de apuntar entre didictica a secas y didactica pe-
dagbgica.

DIDACTICA ESTRICTA ¥ DIDACTICA PEDAGOGICA

He dicho que la transmisién de conocimientos crea problemas de pro-
grama, de método y de modo en cuanto los conocimientos acumulados re-
basan las posibilidades del educando durante su vida escolar, Se impone
entonces : una seleccién de resultados, una sistematizacién de ellos v una
presentacién adecuada de los mismos con objeto de conseguir la mixima
asimilacién con el més breve esfuerzo, Son los genios ordenadores y siste-
matizadores quienes se han encargado de tal tarea a lo largo de la historia
de la Ciencia, de los cuales la raza griega dié los primeros y soberanos
ejemplares, y entre ellos la figura sefiera de Euclides. A todos ellos les
lamaria yo los grandes did4cticos uen el sentido estricton, por cuanto, al
actuar de verdaderas amas de casa de la Ciencia y al presentarla ordenada a
los visitantes, han abreviado la tarea de asimilacién de cuantos se han aso-
mado a ella a través de sus admirables sintesis. Pero ¢{merecen asimismo
el nombre de pedagogos?
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He aqui, pues, por qué no basta para resolver acertadamente el pro-
blema didéctico el conocimiento cabal y sistemético de la disciplina a en-
sefiar, con sus problemas y métodos propios de resolucién e investigacion;
es preciso, ademdés, el conocimiento profundo del sujeto discente, de su
psicologia, y de la evolucién de sus facultades. Entroncado de esta sucrte
el problema didéctico dentro del més amplio problema pedagégico, adquie-
re su debida valoracién y perspectiva, tal como apuntdbamos més arriba. A
esta didictica pedagdgica habré de referirme en lo que sigue.

LOS ORIGENES DEI, MOVIMIENTO RENOVADOR

Como es natural, el sector de ensefianza en donde antes empezd a sen-
tirse la necesidad de una tal didictica, fué el sector de la ensefianza pri-
maria, v, sin que ello suponga desmerecer la labor de los filésofos y tra-
tadistas de épocas y escuelas anteriores que més o menos directamente in-
fluyeron en el progreso de la pedagogia, estimo que el primer pedagogo
que pasé del bello juego con las ideas a la dura lucha con las realidades
concretas de la escuela activa, llenandola de contenido experimental y de
verdadera trascendencia formativa matemética fue el suizo Pestalozzi a fi-
nes del siglo x1x, El fue quien introdujo en la ensefianza primaria el em-
pleo sisteméatico de la observacién y de la experimentacién, cuya necesidad,
aun en la ensefianza matemética, razonaré mis tarde.

Su famosa Ausschaungslehre, a mi entender mal traducida por Teo-
la de la intuicidn, fue sin duda uno de los puntales sobre los que insti-
tuy6é mas tarde Herbart su filoscffa de la educacién, basada en su teorfa de
las apercepciones, que no hemos de glosar aqui, pero cuya trascendencia
en el movimiento pedagégico del pasado siglo fue tan marcada. La huella
e Pestalozzi y Herbart fue seguida por Froebel, creador de los Kindergar
ten. El material experimental de Froebel fue mejorado més tarde notable-
mente por Marfa Montessori enn su famosa «Casa dei Bambini», mientras
otros pedagogos, como Decroly, prefieren extraer el material matemético
primario de la naturaleza misma...

Sea como fuere, asi germinaba a comienzos de este siglo la semilla sem-
brada por Pestalozzi, més de cien afios atrds. Habfa tardado en dar frutos,
peru éstos eran de la mejor calidad, v si la mayoria de las escuelas segufan
aferradas a los procedimientos tradicionales, ningin maestro titulado ig-
noraba los avances del siglo X1X en la Pedagogia elemental, avances que
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LA CUESTION DE FINALIDAD ¥ ILAS CONSECUENCIAS
DE UNA VISION ESTRECHA DEI, PROBLEMA

Empecemos, pues, por la cuestién fundamental de finalidad. La si-
tuacién a principios de siglo era ésta: I,a MatemAatica en primera ense-
fanza tenfa por finalidad primordial la adquisicién de las destrezas de
célculo mecesarias para la vida ordinaria y en la segunda enseiianza el des-
arrollo del sentido lbgico.

Las instrucciones del curso prusiano (1901) decian, por ejemplo, con
referencia a la ensefianza matemdatica media : «En todos los campos de esta
materia el objeto debe ser, por lo tanto, el de obtenér una comprensién
clara de los teoremas a desarrollar v de sus deducciones, asi como de la
practica y habilidad en usarlos.»

Es de justicia consignar que Shellbach yv Klein en Alemania, lo mismo
que Perry y Godfrey en Inglaterra, clamaban inmediatamente por una
mayor tendencia intuitiva y concreta; pero la tdnica general era la con-
signada, y no faltan citas de voces autorizadas que lo confirman, como
la de Withehead, quien afirmaba en el Congreso de Cambridge de 1912
que la eficacia de la ensefianza de la matemética residfa simplemente en el
desarrollo del sentido logico, Y si, pasando de la segunda ensefianza a la
primera, nos referimos a Espafia, todavia encontramos en 1933 libro de
‘Metodologia Matemaética elemental, en el que se afirma: «Pocas son las
actividades psicoldgicas del nifio que pueden ser utilizadas para el estu-
dio racional de la Matemdtica, justificando asi en cierto modo el aprendi-
zaje rutinario que durante tantos siglos se ha hecho...n «El ideal estara,
pues, en hacer de toda la enseflanza de la Matematica un campeonato conti-
110 en que la rapidez, la exactitud, la facilidad, la precisién v el rigor 16-
gico, la perfeccién, en una palabra, vayan aumentando sucesivamente de
acuerdo con las caracteristicas que como arte y como ciencia le hemos
asignado.»

Ll estrecho dilema y al propio tiempo el terrible salto en que se con-
densaba la vieja ensefianza mateméitica era, pues, ese: empirismo o logi-
cismo; del primero se saltaba al segundo sin gradaciones intermedias.
Mientras no pudiera obtenerse del nifio frutos de razonamiento légico no
gquedaba otra tarea que la de inculcarle destrezas, excitando, a falta de otro
interés, su espiritu de competencia y campeonato. Pero en cuanto apun-
taran sus facultades de raciocinio, jah!, entonces era llegada la hora de
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La Matematica es el filtro a través del cual el hombre estudia los fe-
ndmenos naturales; esquematiza la complejidad de los mismos por la sen-
cillez de unos entes de razén sobre los cuales pueda discurrir cémodamente
el razonamiento légico; obtenidos los frutos de éste, procede la interpre-
tacién de los mismos en el campo de la realidad. Hay, pues, tres fases en
el estudio matematico de los fenémenos naturales, una primera fase de
planteo o de absiraccidn, una segunda fase de razonamiento l6gico, y una

tercera de traduccién o paso de lo abstracto a lo concreto, operacién que
llamaremos de concrecién.

La ensefianza matemadtica clésica se ha reducido durante mucho tiempo
al cultivo de la segunda fase, se han ido transmitiendo de generacién en
generacion los conceptos mateméticos desprovistos de toda significacién real,
enrarecidos a fuerza de depurados, y de aqjui el divorcio entre la ensefian-
za mateméitica y la realidad, de aquf el tipo de hombre de ciencia incapaz
de conducirse con buen sentido en la vida, el tipo frecuente del ingeniero
repleto de ciencia matemética pero incapaz de plantear, con sentido pric-
tico, los problemas que la técnica le ofrecfa.

Si se quiere conseguir, pues, una formacién mateméitica completa que
habilite al educando para utilizar en su dia la Matemitica como instru-
mento vivo, no debe descuidarse en la ensefianza matemitica de ningfin
grado, el sentido de aplicacién en su doble aspecto de abstraccién y con-
crecién, Pero esto no se consigue limitdndose a poner problemas llamados
de aplicacién después de exposiciones tedricas abstractas (problemas la ma.
yor parte de las veces de aplicacién méis aparente que real), El remedio debe
atacar al mal en su origen mismo, es decir, en la etapa de formacién de
los conceptos matemditicos. Asi, antes de iniciar el método légico ha de
haberse acumulado en la mente del alumno un rico caudal concreto de ob-
servaciones, de experiencias y de intuiciones efectuadas desde los primeros
afios de la escuela y que, sedimentadas en lo inconsciente del nifio, sean el
€]l germen de los conceptos abstractos.

La facultad de abstraccién no se desarrolla razonando in abstracto sino
empezando por lo concreto. Si abstraer es prescindir de algo, es preciso
gque empiece por existir este algo de que se puede prescindir, La deficien-
cia de la ensefianza de tipo clasico en este punto consiste en dar las abstrac-
ciones hechas y no ensefiar a formarlas, que es lo til y lo eficaz.
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F1, PAPEL, DE LA INTUICION

Alora bien, si los entes abstractos, una vez elaborados, obedecen a le-
yes matematicas precisas, en cuyo desarrollo juega papel fundamental la
l6gica deductiva, ya no ocurre lo mismo en el proceso de elaboracién de los
esquemas abstractos, es decir, en la fase primera mencionada. Plantear, en
las complejas ciencias de la naturaleza, y no digamos en las sociales, es sa-
ber elegir las variables de influencia preponderante en el fendémeno, es
adivinar (sin efectuar las experiencias muchas veces de realizacién imposi-
ble) que los efectos de la omisién de otras acarrearia grave error, Es pre-
decir- el comportamiento de una realidad sensible saltando por encima de
ella, cerrando los ojos y viendo lo que ocurre (si vale la palabra) en una rea-
lidad interna nuestra imaginada. Es, en definitiva, hacer uso de la facul-
tad que en mateméticas llamamos intuicién (de in tuere, mirar dentro) y
que no debe confundirse con la denominada «intuiciénn por algunos psicéd-
logos y pedagogos, més cercana de la percepcién sensorial,

FAcilmente se comprende que yva no son los valores légicos los que nos
pueden guiar en esta seleccién previa de premisas, ya que la légica es sélo
apta para actuar sobre premisas previamente elaboradas, ni son tampoco,
en muchas ocasiones, valores légicos los que a la postre determinan las ideas
clave de las soluciones de los problemas, sino la clarividencia previa interna
de la fecundidad de una determinada asociacién de ideas y de la esterilidad
de las dem4s. Aun en la génesis y desarrollo de la propia ciencia matemitica
¢s reconocido por todos nosotros que el verdadero faro que ilumina y des-
cubre los nuevos senderos es la intuicién; el rigor légico viene casi siempre
detrds, limitAndose a cimentar sélidamente los descubrimientos de aquélia.

Til fracaso de muchos matematicos, més justo seria decir de muchos ma-
los matemaéticos, ante los complejos problemas de la vida, fracaso que mo-
tivé las anteriores criticas sobre ellos y sobre la matemética, no son sino
consecuencia de un defectuoso cultivo de esta sutilisima facultad en la que
principalmente radica el wesprit de finessen de que nos hablaba Pascal.

EN SENTIDO DE LO ESENCIAL

Se comprende ahora por qué la omisién del cultivo de la intuicién en
la ensenianza matemética la desvitaminiza al punto de motivar en los edu-
candos la falta de esta cualidad que podriamos llamar senlido de lo esen-
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cial, sentido tan indispensable en la T'écnica como en la vida en general.
Para tomar decisiones en la vida no basta saber hacer un minucioso ana-
tisis de las circunstancias que puedan influir en la situacién que pretende-
mos superar; es preciso tener la intuicién clara de aquellas de mayor peso
y no pretender soluciones mateméaticamente perfectas donde la naturaleza
del problema no las reclama, ni inhibirse por la presemcia de causas de
signo opuesto cuando alguna de ellas carece de importancia,

Quien en su educacién mateméatica haya cultivado la facultad de in-
tuir, cabe esperar que haya desarrollado el sentido de lo esencial a que
estoy aludiendo y que, sabiendo discriminar con acierto lo preponderante
e lo secundario, no se pierda en sutilezas.de juicio infitiles ni discuta en
wvano, ni actie torpemente en sus decisiones vitales.

CONCRECION YV APROXIMACION

Si lo anterior se refiere al cultivo de la fase de abstraccién, no era de-
fecto menos grave de la ensefianza matematica tradicional el descuido del
desarrollo de la facultad que hemos llamado de concrecidn, es decir, la
proyeccién al plano de la realidad concreta de los resultados suministra-
dos por los procesos resolutivos abstractos. YV jqué lamentables las con-
secuencias de tal descuido! La insensibilidad de muchos alumnos ante
resultados cuya absurdidad hiere ¢{a qué se debe sino a la falta de hébito de
aquella proyececién? .

En el mismo orden de ideas, hemos de achacar a este defecto de la
enseflanza tradicional la ausencia del sentido de aproximacién tan nece-
sario al cientifico como al técnico. Precaviéndose contra las consecuen-
cias de los pregonados campeonatos, habrfa que evitar desde la escuela
elemental competiciones de exactitud no sélo ilusorias sino atentatorias
al buen sentido. Al acordarme de aquel nifio (preparado en lo que se
llama «un buen colegion) que, al preguntarle por qué habfa dado con cua-
tro cifras decimales un determinado nimero de obreros, me contesté com-
pungido, «porque no habia tenido tiempo de sacar més», pienso en la con-
veniencia de la cruzada de la concrecidn, del sentido de aplicacién v apro-
~ximacién que haga desaparecer de Jos cuadernos escolares tales diezmi-
lésimas de obrero, asi como las fracciones de segundo en los tiempos
necesarios para realizar obras de albaiileria, o las de milimetro en distan-
cias topogrificas, y tantas y tantas cifras absurdamente ilusorias que
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aparecen en céleulos técnicos efectuadas con tablas de Schrdén sin des-
perdiciar ninguna de sus siete cifras decimales aun partiendo de coeficientes
empiricos de los que a duras penas si se conocen dos o tres cifras.

T.A CUESTION DE METODO.—LOS PERIODOS DE §U EVOILUCION

Entendida en los sentidos indicados la finalidad educativa que debe
rerseguirse en la ensefanza de la Matemditica en el Bachillerato, veamos
lag consecuencias didécticas que de tal critica se derivan en orden a los
problemas de método y modo. :

Sin dejarnos llevar por exclusivismos simplistas v apriorfsticos, pede
mos decir que los mejores métodos y modos son aquelios que sin olvidar
Ias finalidades apuntadas, se adapten mejor a la psicologia del escolar,

Podria caracterizarse la escuela antigua de la ensefianza de la matema-
tica por el desprecio, por la ignorancia de los problemas psicolégicos v
el cousiguiente predominioc sobre ellos de los problemas puramente 1égicos.

Se olvidaba que la légica y los intereses del nifio.no son los mismos
que los del adulto. Las exposiéiones légicas impecables no satisfacen las
upetencias analizadoras del nifio, ni siquiera sirven para cultivar en él ha-
hitos de sintesis, ya que tampoco se desarrolla precisamente esta capacidad
dando la sintesis hecha. | Qué engafiosa complacencia la de nuestros viejos
profesores al oirnos repetir demostraciones estereotipa_das'! i Qué candido
espejismo al imaginar que asi aprendiamos a discurrir! El resultado
conseguido en la mayor parte de los casos eran tan sélo el cultivo obsesio-
unante de la memoria para lograr tina pura y su:uple imitacién, bajo la falsa
apariencia de un raciocinio de prestado. '

Se olvidaba lo que Ilaman algunos psicélogos «el realismo intelectual
del nifion, es decir, su incapacidad para la comprensién prematura de las
relaciones légicas formales o abstractas, Asf vefamos usar prematuramente
las demostraciones por reduccién al absurdo antes comentadas a prop6-
sito de los estragos del sistema euclideo en los alummnos de tierna edad.
Se olvidaba, o se 1gnoraba, la ley biogenética, que si en Filosofia positivista
ha tenido derivaciones excéntricas, en Pedagogia sigue expresando una
analogia interesante, seg@in la cual el desarrollo del 1ndividuo reproduce
en pequefio el desarrollo de la especie, Y asi se presentaba la matemitica
escamoteando al nifio el proceso genético que en la humanidad ha tenido
nuestra ciencia. ‘
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Se olvidaba, por fin, que la evolucién mental del nifio sigue la misma
ley de continuidad que su crecimiento fisico; se saltaba, como hemos dicho,
de los procedimientos empiricos de la escuela primaria a los razonamientos.
euclideos de las obras venerables de‘matemaética clasica, sin temer en cuen-
ta que los alummnos de Euclides no fueron precisamente nifios.

i Cual era el resultado de todo este sistema? Ya lo hemos comentado :
la inadaptacién, la incomprensién y una aversién definitiva para la mayor
parte de las inteligencias que asi quedaban perdidas para la Matematica.

Con todo ello se llegé a fomentar la errémea creencia de que aun para
el cultivo de la matemética elemental hacian falta aptitudes especialisiinas.

A remediar todos estos males ha tendido el progreso de la Didictica
matemAtica en lo que va de siglo ¥ que puede caracterizarse por el impe-

rativo de la finalidad sobre las cuestiones de método, modo y programa, y

por el conocimiento de la psicologia del nifio ¥ de su evolucién.

.

Las simples leyes biogenéticas y de continuidad gue rigen esta evolu-
" ¢ién, han determinado la implantacién de los méiodos ciclicos que esta-
blecen la continuidad en el estudio de las materias sin fraccionarlas en
colos separados, asf como el uso preponderante de la intuicidén en los pri-
meros afios y la evolucién progresiva de:los métodos que, sin discontinui-
dades ni saltos bruscos, permitan desarrollar las actividades psicolégicas
del nifioc gradualmente desde su primera infancia hasta 1a Universidad.

SOBRE LA CUESTION DE MODO

En cuanto al problema de modo creo que la principal guia es atender
a los intereses del mifio. Me refiero, naturalinente, a los intereses como
apetencia volitiva del mismo.

FEl modo de ensefianza mas acorde con dichos intereses del educando es
el modo eunristico, en el cual el profesor tan sbélo sirve de gufa para que el
alumno vaya descibriendo por si solo las verdades o por lo menos se haga
la ilusién de ello. Como observa agudamente Rey Pastor, no es la posesidn
de los bienes, en este caso culturales, sino su adguisicidn, lo que depara
al hombre las mayores satisfacciones. '

Y ahi vemos también cémo el modo euristico tiende a acercar nueva-
mente los dos procesos a que me referi en.un principio v que la ensefianza
sintética tradicional divorcié: el proceso de gémesis de los comociniientos
v ¢l proceso de transmisién de los mismos; y en este sentido es el mode

-

-












108 EL, MOVIMIENTO DIDACTICO RENOVADOR

(v seguimos agotdndolo) con refinamientos de cardcter puramente téenico,
como, por ejemplo, el empleo del teorema de las tangentes y las férmulas
de Briggs para conseguir la resolucién de tridAngulos mediante el empleo
exclusivo de férmulas logaritmicas.

Si hoy nuestros bachilleres tienen ya por lo menos una idea de la po-
tencia de los recursos mateméticos aludidos, base de la ciencia determinista
dominante hasta los albores de este siglo, permanecen atin en la ignorancia:
:mis completa, por lo menos en lo que a Espafia se refiere, del poderoso
recurso de la estadistica, base de la nueva ciencia indeterminista de nuestros
dias y esencial para todas las profesiones (médicos, legisladores, economis-
tas, pedagogos, agricultores, etc.), cuya actividad opera sobre grandes co-
lectivos ¥ que no pueden analizar los complejos fenémenos que en tales
colectivos se presentan mas que por métodos estadisticos. Creo que ya scria
hora de dejar a un lado, por trasnochada, la preocupacién topogréafica y car-
togrifica, caracterfstica de los comienzos del XIX, y de empezar a decir
algo a nuestros bachilleres del manejo matematico de las colectividades a
expensas de algtin corte practicado a la Trigonometria o a otros capftulos

de la Matemfitica cldsica, que sblo se mantienen en los programas por una
heredada rutina *,

TAREA A REALIZAR EN MATERIA DE METODOS Y MODOS
LLAMAMIENTO A LA UNIVERSIDAD

Los pedagogos, por nuestra parte, debiéramos hacer uso constante de
los métodos estadisticos y de toda la técnica moderna de psicologia expe-
rimental, que tanto usa de ellos, para contrastar los progresos de nuestros
alumnos, humanizando los regimenes de pruebas, tan necesitados de pro-
funda renovacién, para estudiar la evolucién de sus facultades mentales,
para explotar sus posibilidades futuras, orientindolas profesionalmente des-
de el mismo Bachillerato (una de cuyas misiones primordiales es precisa-
mente la resolucién de este grave problema de orientacién), y, finalmente,
para comprobar la eficacia de nuestros propios modos y métodos de ense-
flanza mediante pruebas y fests de comparacién.

4 Después de la lectura de este discurso y casi simultdneamente con su publica-
cién se dieron a conocer nuevos programas el Bachillerato espafiol, en los que por
vez primera se introdujeron algunos conceptos estadisticos.
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método y modo son sensiblemente los mismos, con las modalidades y dite-
rencias propias de la edad. A toda edad es perjudicial el divorcio excesive
entre los procesos de génesis y de transmisién de conocimientos. A toda
edad es indicada la conveniencia del método eurfstico, vy a toda edad el
interés hacia la materia en estudio, habilmente despertado por el maestro,
sigue siendo el principal estimulo de la atencién y la mejor fuente de ener-
gia psfquica para vitalizar una atencién fatigada.

Pero... al llegar a este punto me empiezan a asaltar serias dudas acerca
de si yo mismo, después de tanto predicar sobre biogenética, eurfstica e
interés, no habré llegado a apagar el interés y a saturar la fatiga de mi
propio auditorio. Serfa realmente imperdonable; imperdonable y, ademds,.
ridiculo... Nueva duda: jSerfa o es? Seflores, por si acaso, terminemos,
y, sea como fuere, muchas gracias por vuestra gentil atencién.
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sencillez de las representaciones idealizadas, pudo hacerlas déciles al ra-
zonamiento puro; razonamiento que le permitié, primero, inducir leyes
simples que fueran como el substratum de todos los fendmenos esencial-
mente homogéneos, y deducir luego de dichas leyes consecuencias que, tra-
ducidas de nuevo al mundo fisico, le habilitaron para predecir el resuliado
de fenémenos desconocidos, de experiencias complejas alin no realizadas.
De la prediccién al proyecto, de la ciencia a la técnica, ya no quedd mis
que un paso.

Asi, las leyes de la Mecanica, inducidas de simples observaciones sobre
la caida de los graves, permitieron al hombre descubrir planetas ignorados
por el telescopio, y también proyectar y crear los mecanismos que nos
transportan y nos alivian el trabajo. De las sencillas experiencias obtenidas
sobre probetas en un laboratorio de resistencia de materiales, inducimos
leyes que nos permiten calcular las complicadas estructuras sobre las que
vivimos y circulamos. De las sencillas experiencias de Faraday sobre induc.
cién en circuitos se ascendié andlogamente a las leyes generales de electro-
magnetismo, que no sblo permitieron explicar complejos fenbémenos de
éptica, sino también proyectar generadores y motores eléctricos, lineas de
transmisién, emisoras y receptores de radio...

Lstos ejemplos, pocos entre los muchos que pudieran citarse, ponen de
manifiesto el doble juego inductivo-deductivo que caracteriza la Ciencia
toda, y el papel esencial que la Matemética ha desempeiiado en este doble
juego, gracias a su funcién esquematizadora. Sirvienta y reina de las cien:
cias la ha llamado alguien, vy, en efecto, asi es, en cuanto les sirve de sostén
v las domina a un tiempo,

MATEMATICA APLICADA Y MATEMATICA PURA

He querido recordar expresamente aqui el origen concreto y empirico
de la Matemditica, como también su intima conexién con la ciencia fisico-
natural, de la que sigue recibiendo acicate y estfmulo generador, porque
los matematicos nos olvidamos, con frecuencia, de este humilde origen y de
la simbiosis que la une a la ciencia natural. Como si' nos molestara recor-
dar que nuestra ciencia fue sirvienta antes que reina, fue aplicada antes
que pura.

Hemos visto que los conceptos mateméticos lo fueron en su origen sélo
a modo de transito, es decir, per accidens, para ser proyectados inmediata-
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entre sus simbolos representativos de tal suerte, que, combinando con co-
rreccién tales transformaciones, acaba el mateméatico por olvidarse del con-
tenido conceptual. Descansa de dicho contenido en las reglas simbélicas
que sabe le conducirdn a resultados infalibles, por ser traduccién cabal de
las leyes del razonamiento matemético.

Condensacién simbélica y formalizacién del razonamiento han hecho
posible la formidable progresién de abstracciones y generalizaciones cre-
cientes que constituyen la Matematica de hoy. Conceptos que se expresan
mediante formas nuevas, combinaciones de formas gue engendran a su vez
fiuevos conceptos, (ue se simbolizan mediante nuevas formas, y asi sucesi-
va e indefinidamente.

LEYES ¥ ESTRUCIURAS

Un buen dia, el Algebra (siglo x1v) llega a formalizar la Aritmética.

Poco después (siglo xvir), absorbe y formaliza la Geometria. Més taide,
en complicidad con el Cilculo, formaliza y sintetiza la Fisica y la T'écnica
todas. Y cuando hoy nos damos cuenta de que exigencias formales, como
la de la invariancia de las ecunaciones de la Fisica, acaba revolucionandola
conceptualmente, hasta dar origen a la teorfa de la relatividad, terminamos
por preguntarnos: ¢Quién gobierna a quién: el concepto a la forma o la
forma al concepto?

La pregunta tiene hoy su més estricta oportunidad, aun sin salirnos del
campo de la Matemética pura, Sabido es que, ya en el siglo xXvir, los alge-
bristas llegaron a calcular las soluciones reales de una ecuacién ctbica a
través de radicales imaginarios, carentes entonces de todo sentido matemé-
tico. Asimismo, a fines del pasado siglo, Heaviside, con su cilculo simbé-
lico, defectuoso de significacién mateméitica precisa, integraba correcta-
mente ecuaciones diferenciales en forma maés expeditiva que la entonces
tradicional, y que modernamente ha tenido su plena justificacién significa-
tiva mediante la transformacién de Laplace. Con estos y otros ejemplos, los
mateméticos se dieron cuenta de gue no sélo podian operar correctamente
olvidandose del contenido conceptual de los simbolos manejados, sino que
el manejo extrapolado de dichos simbolos llegaba a engendrar nuevos comn
ceptos, Asidos firmemente a las riendas de las leyes formales, vieron que
podian atravesar con ellas regiones desconocidas, acortande distancias, para
ilegar finalmente a puerto seguro, a resultados correctos.
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sefianza matematican, Me ha parecido conveniente empezar analizando la
evolucién de lo que es objeto de nuestra ensefianza, para poderla proyectar
sobre la evolucién de la ensefianza misma que vamos a considerar en los
capftulos siguientes. Con ello comprenderemos mejor las inquietudes que
se perfilan en el movimiento didictico matemético actual, al tiempo que
fas perspectivas genéticas trazadas nos permitirdn plantear en sus justos
v equilibrados términos los impetus naturales en toda innovacién,

II. LA EVOLUCION DL LA DIDACTICA

ENSENAR ¥ APRENDER

Si la evolucién moderna de la Matemética se resume en una tendencia
hacia la primacfa de la ley sobre el concepto, la evolucién de la didéctica
podrfa caracterizarse por una primacia del acto de aprender sobre el acto
de enseiiar.

El centro de la didactica clasica era el maestro; su accién, ensefiar.
Ensefiar bien era transmitir bien sus conocimientos, y en tal transmisién
56lo se atendfa al buen orden y a la claridad, entendidos siempre desdc cl
mismo punto de vista central, el maestro. Se admitia ticitamente que quien
tuviera la fortuna de ser asi ensefiado aprendia bien, porque aprender en
tal concepeién de la ensefianza era lo pasivo, lo condicionado, mientras lo
activo, lo determinante, era ensefiar.

Ante los fallos de tal pretendido axioma sc advirtié que aprender es un
acto mucho més complicado que la simple recepeién pasiva de conocimien-
tos transmitidos; que no hay aprendizaje donde no hay accién, y que, en
definitiva, ensefiar bien ya no es transmitir bien, sino guiar hibilmente al
alumno en su accién de aprendizaje. Esta accién del alummno terminé asi
primando sobre la accién del macstro, y al condicionarla totalmente, quedd
subvertida la primacia inicial de sus papeles. El centro de la ensefianza
ya no es hoy el maestro, sino el alumno. Esta verdad es tan sencilla, que,
de puro sencilla, muchos no la han asimilado todavia.

DIDACTICA ¥V PSICOLOGIA

Consecuencia inmediata de esta verdad: para ensefiar bien, mejor di-
<cho, para guiar acertadamente el aprendizaje, ya no basta conocer el objeto
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El método viene condicionado por la evolucién intelectual del nifio,
mientras el modo, que atiende a despertar su interés, estd relacionado con
su vida afectiva, con las posibilidades sociales y de ambiente en que se
desenvuelve la escuela y aun con factores tan simples como el nfimero de
alumnos en clase.

EVOLUCION DE METODOS

Se comprende cémo el mejor conocimiento de la evolucién intelectual
del nifio y de sus formas de razonar y pensar ha podido motivar la evo-
lucién de métodos didécticos. Iin lo que a didActica matemitica se refiere,
al desplazarse el centro didActico del maestro al alumno, el privilegio del
punto de vista 16gico, grato al primero, hubo de ceder ante las posibilida-
des psicolégicas del segundo. Kl realismo intelectual del nifio hizo ver lo
incomprensible que resulta para él el empefio en demostrar verdades de
clara evidencia extrayéndolas a viva fuerza de otras verdades no més evi-
dentes, v la insuperable dificultad en seguir razonamientos abstractos sin
imagenes concretas en que apoyarlos, y en especial las demostraciones por
reduccién al absurdo basadas en premisas no sélo desligadas de la realidad
sensible, sino aun contrarias a la realidad misma.

La ley biogenética, segfin la cual el desarrollo del individuo reproduciria
en pequeiio el desarrollo de la especie, hizo ver lo contraproducente del sis-
tema tradicional de ensefianza matematica elemental, en el cual se presen-
taba ésta racionalmente organizada por el genio griego, hurtando al nifio
todo el proceso genético previo, es decir, sus etapas experimental, inductiva
e intuitiva, por las que pasé en las civilizaciones anteriores a Grecia.

La continuidad en la evolucién psiguica del nifio indicé asimismo la
improcedencia de presentar las disciplinas mateméticas distribuidas en
compartimientos estancos (Aritmética, Geometria, Algcbra, Trigonome-
tria), estudiadas en cursos distintos y, por consiguiente, en edades dife-
1entes, y, por el contrario, la conveniencia de organizar la ensefianza ci-
clicamente, es decir, por desarrollos progresivos, en los que las unidades
légicas antiguas quedan reemplazadas por unidades funcionales globaliza-
das, al servicio de los intereses crecientes del escolar y de acuerdo con la
evolucién de sus posibilidades mentales,

En definitiva, el estudio de la evolucién intelectual del alumno deter-
mina la evolucién metodolégica, que podria ordenarse cronolégicamente
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apetencias creadoras. I,a did4ctica moderna no concibe ya la clase como
una sala de conferencias, sino como un taller de trabajo; ya la palabra
maestro se va pareciendo cada vez més a la de maestro de taller v cada vez
menos a la de conferenciante.

Estas son, en lfneas generales, las caracteristicas de la moderna ense-
fianza activa y eurfstica, en la cual el profesor sélo sirve de guia para co-
locar al alumno en situacién de descubrir por sf mismo los conocimicutos
que se desea que adquiera.

TRANSMISION Y GENESIS

Como dijimos al hablar de la evolucién de la Matemética, la ciencia
crece por procesos mixtos de andlisis y sintesis, de induccién y deduccién.
Todos estos procesos quedan ocultos en las exposiciones sintélicas de la
Ciencia utilizadas corrientemente en la ensefianza. Buscando una econo-
mfia de exposicion que suele ser méis ventajosa para el que expone que para
el que recibe, se ha ido acentuando cada vez mis las separacién entre dos
procesos que no debieron divorciarse nunca: el de la génesis de los co-
nocimientos y 2l de su transmisién.

Considerable progreso fue, sin duda, el reconocimiento de que la via
natural de acceso a la razén eran los sentidos; pero la pedagogia que de
la sola aplicacién de este principio surgié durante el siglo pasado, y que
pudo llamarse «intuitivo-sensualistan, olvidé una cualidad bisica del pen-
samiento : la cualidad activa, que hoy, repito, se reconoce esencial en los
procesos de aprendizaje. No basta con wmostrary, si el alumno permanece
pasivo en la contemplacién de lo que tan vistosamente se le presenta; es

preciso provocar, ademds, una actividad suya generadora del conocimiento
que ha de asimilar,

LA DIDACTICA ACTIVA

Ya lo he dicho, y no me cansaré de repetirlo: no hay adquisicién es-
table de conocimientos donde no haya accién que la provoque, sea esta ac-
cién derivada de una adaptacién del nifio al mundo fisico y social que lo
rodea, como cree Dewey, sea, como cree Claparéde y me parece més pro-
bable, una simple necesidad vital o funcional, la pura necesidad de hacer,
de actuar, Tanto uno como otro de estos dos grandes puntales de la pe-
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Los desniveles entre la Ensefianza media y la superior se acentfian de dfa
en dfa, tanto en el sentido ascendente como en el descendente; tanto en el
acceso de los bachilleres a la Universidad como en el regreso de los licen-
ciados a la ensefianza elemental en calidad de profesores. Y no son sélo des-
niveles, sino verdaderos cambios de actitud mental los que exigen estos
saltos, causando profundas desadaptaciones iniciales. El problema ha tras-
cendido del campo de la pedagogia y de la politica educativas al campo de
la propia matematica, ya que al lado de los maestros y reformadores de
planes, son ya hoy los mismos mateméticos los que se preocupan de la
trascendencia que la evolucién de nuestra ciencia pueda tener en la ense-
flanza.

COMISIONES INTERNACIONALES

Prueba reciente de ello es el hecho de que se haya creado, en el seno
de la Unién matemditica internacional, una Comisién especificamente dedi-
cada a las cuestiones de ensefianza. Pero con anterioridad a dicho brote
pedagégico de la comunidad matemética internacional, la iniciativa pri-
vada se habia ya organizado para atacar ¢l problema. La insatisfaccion ge-
neral por los resultados de la ensefianza matemética elemental, y la com-
plejidad creciente de la misma ante los procesos evolutivos aludidos, habian
reunido ya a varios matemdticos, pedagogos, psicélogos y epistemdbiogos
europeos famosos, en torno a esta preocupacién comfin, convencidos de
que solamente la coordinacién de esfuerzos en un plano internacional po-
dria realizar el anhelo de una reforma profunda y eficaz en los programas
y en los métodos todavia.tan deficientes en la mayor parte de los pafses.

Y asf nacié la «Comisién internacional para el estudio y mejoramiento
de la Ensefianza de la Matemética» que desde hace cinco afios viene promo-
viendo reuniones internacionales en las que se estudian los més variados te-
mas que afectan a las relaciones entre la matemética y su enseilanza, sus
aplicaciones, sus fundamentos y evolucién, su programacién y posibilidades
psicolégicas, reuniones a las que son invitados especialistas significados en
cada tema. La Comisién ha dado muy recientemente a luz su primera pu-
blicacién con un conjunto de articulos que dan idea del orden de estudios
didActicos y epistemolégicos que caracterizan el momento europeo actual.
Me detendré en dos de ellos por estimarlos acaso los més significativos.
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al alumno frente a situaciones que le obligan a formar por sf mismo las
estructuras mentales aptas en cada caso para la adquisicién del conocimiente
que se quiere abordar,

Fn 4lgebra dichas estructuias surgen de un dinamismo de reversibilidad
en las operaciones y de equivalencia en las expresiones, desarrollado en un.
juego que se mantiene en el plano abstracto. En cambio, en Geometria pre-
coniza el cultivo intensivo de la experiencia geométrica, entendiendo por
tal la adquisicién consciente de relaciones asociadas a una dindmica per-
ceptiva y activa realizada con el uso de instrumentos elementales. La necesi-
dad del rigor y sus exigencias progresivas surgen, segtin Gattegno, como:
fenémeno consecuente a la explicacién de dicha conciencia, espoleada pot
el deseo de comunicacién y de discusién con los compaiieros de estudio.
Experiencia, comunicacién y organizacién mental progresiva del alumno
son, en resumen, los puntales sobre los que Gattegno edifica su didactica
geométrica.

Me he detenido levemente en la exposicién de las caracteristicas de
tal diddctica no sélo por el interés que en sf tienen, sino también con el
deseo de resaltar este caso notable de un mateméatico moderno que, habien-
do comenzado su tarea cientifica con investigaciones de alto anilisis, ha
preferido luego dedicar su vida a la tarea didactica, consagrindose por
entero a los nifios, con tanto més ahinco cuanto més pequeiios son.

LA EXPERIMENTACION ESTADISTICA

Por lo demas, las soluciones en didéctica no son Gnicas, y las modernas
escuelas de diddctica matemaética en TItalia, Suiza, Inglaterra, Bélgica,
Alemania, Francia y Espafia... tienen cada una sus genéricas modalidades
que serfa largo aquilatar y que presentan a su vez especificas variantes se-
gin los pedagogos.

Las soluciones no son finicas, repito, y el problema de la eleccién ob-
jetiva de procedimiento didictico de ataque en cada caso es fundamental
en una didictica que quiera ser cientffica. Pero este problema sélo estd en
vias de solucién. En este asunto el juez decisivo es el alumno. Pero al
querer comparar la eficiencia de grupos de alumnos ensefiados por métodos:
distintos, cabe preguntarse hasta qué punto la diferencia de resultados
puede ser debida a los métodos y en qué medida puede ser atribufda a las
diferencias individuales o de grupo. Y éste es problema que entra de lleno
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preocupado por el porcentaje de éxitos de sus alumnos en las pruebas de
examen terminari olvidando el examen definitivo de la vida. Problema
pedagogico fundamental de nuestros dias, en todos los pafses, es el atenuar
esta inevitable antinomia entre preparar y formar, mediante una adecuada
readaptacién del régimen de pruebas, que evite en lo posible por si mis-
ma toda técnica preparadora.

IV. LA TAREA ESPANOLA

DESPERTAR DE UNA CONCIENCIA PEDAGOGICA
MEDIA NACIONAIL

‘I'ras la exposicién de los 1asgos caracterfsticos del actual momento
did4ctico matematico medio internacional; tras la expresién de mis propias
inquietudes y de los problemas que estimo pendientes de solucién, tiempo
es que analicemos objetivamente el momento espafiol y veamos cuil es
nuestra inmediata y nuestra futura tarea, lo mismo en lo referente al
perfeccionamiento interior que a nuestra colaboracién internacional.

Ante todo debo decir con sinceridad que la comparacién de la hora
actual con el panorama de hace algunos afios nos permite abrir las puertas
a una halagadora esperanza. El interés de las autoridades cientificas, aca-
démicas, eclesidsticas y politicas por los problemas didécticos y pedagb-
gicos del grado medio crece de dfa en dfa, manifestindose en hechos sig-
nificativos como la creacién de centros didacticos de consulta, formacién
v perfeccionamiento del profesorado, la creacidén de citedras de metodologia
v didéctica especiales, la organizacién de reuniones y congresos del pro
fesorado en accién, la creacién de centros de ensefianza experimentai, la
participacién de Espafia en reuniones internacionales dedicadas a pro
Dlemas de ensefianza, la alusién frecuente a tales problemas en discursos
de destacadas personalidades, etc.; todo ello parece indicar el alborear de
un movimiento renovador.

Ante este despertar de una conciencia pedagégica media nacional, un
primordial deber de colaboracién incumbe al profesorado oficial de Fnse-
flanza media, v a él me diriji en primer lugar, aprovechando la honrosa
invitacién de Radio Nacional para que desarrollara ante sus micréfonos
algin tema de actualidad cient{fica, Ninguno me patecié tan imperioso
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técnicos internacionales discutird acerca de los procesos de su realizacién
y utilizacién en las clases.

El Instituto de San Isidro prepara por su parte una modesta exposicién
local simultinea sobre «Material de ensefianza matematica extrafdo de la
propia vida», que, a modo de complemento de la exposicién técnica, tra-
tard de mostrar hasta dénde es posible sacar ensefianzas mateméiticas del
mundo observable en la vida diaria y hasta dénde pueden los mismos
escolares llegar a la realizacién de ideas y modelos mateméticamente ins-
tructivos mediante trabajos manuales efectuados con los medios mis sen-
cillos en el propio Instituto o en sus casas. No hay que decir cudnto
agradeceremos al profesorado espafiol toda aportacién que se nos ofrezea
en este empeiio que con tanta simpatia ha sido acogido por la Comisién
Internacional y por las autoridades nacionales. Correspéndeme dar aqui
las gracias por ello al excelentisimo sefior ministro de Educacién Nacional
y a los directores generales, de los que he recibido apoyo y aliento esti-
mulante en la tarea de organizacién de las referidas reuniones y expo-
siciones.

ENCUESTA NACIONAT, SORRE PROBLEMAS INMELIATOS.
INGRESO ¥ PRUEBAS

Pero, junto a la actividad desplegada en el orden internacional, hace
falta coordinar asimismo nuestros anhelos y tareas did4cticas nacionales.
A cste objeto promovi en mayo Gltimo una encuesta que intentaba re-
coger, entre el profesorado oficial y privado, el mayor ntimero de opiniones
acerca de ciertos puntos fundamentales en todo proyecto de mejora.

1 primero, v tal vez el mas urgente en lo que a Ensefianza media se
refiere, es la fijacién de un nivel serio y uniforme de ingreso. Es forzoso
reconocer que, la prueba actual, es notoriamente insuficiente tal como se
lleva a cabo, ya que, muchos de los declarados aptos, ni saben enterarse de
lo que leen, ni son capaces de seguir sencillos razonamientos intuitivos, ni
plantear el més elemental problema de Aritmética; a duras penas si
saben reproducir unos automatismos carentes de contenido conceptual.
Sin obtener, pues, el provecho que lograrian de haber ingresado con la
debida madurez, no son més que una rémora en las clases, en perjuicio
de los realmente aptos. ¥ no es cosa ficil desengafiarlos luego. Hay que
enfrentarse con la hiperexcitada sensibilidad de los padres de familia que
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dicién nos legd l6gicamente estructuradas: Aritmética, Geometrfa, Algebra
y Trigonometria, Las unidades l6gicas antiguas deben dejar paso a nue-
vas unidades estructurales que abarquen campos matemdticos cada vez
mas amplios, en progresién acorde con la evolucién de la mentalidad y de
los intereses del escolar. Hsta serd una de las importantes cuestiones que
habran de ser objeto de estudio en las préximas reuniones del profesorado
que se proyectan.

PUNTOS NEURALGICOS EN EI, APRENDIZAJE MATEMATICO

También hemos solicitado en la encuesta el sefialamiento de las cues-
tiones que ofrecen mayor dificultad a los alumnos de mateméticas en los
distintos cursos de bachillerato, asi como de los errores mis frecuentes en
ellos. Los lugares comunes sefialados ofrecen inmediato campo de estudio
metodoldgico, y algunos de ellos ya han sido objeto de clases experimen-
tales de ensayo ante pequefios grupos de prueba en mi catedra de Meto-
dologia y Didactica de la Facultad de Ciencias Exactas; citedra que des-
arrollo en el mismo Instituto de San Isidro con objeto de que los alumnos
de la Facultad puedan adiestrarse en vivo en mi presencia, y puedan apren-
der de los propios nifios mas que de m{ mismo.

EXPERIENCIAS DE ENSENANZA EURISTICA

Hasta abora me he contentado en tales practicas de ensefianza con lo-
grar exposiciones claras y comprensién del nivel del alumnado a que se
dirigen; pero, en la segunda mitad del curso, trataré de inculcarles las
esencias del método euristico, que ya llevo ensayado por mi cuenta en
puntos tan delicados como el manejo de fracciones entre nifios de primer
curso; la extraccién de la rafz cuadrada y la determinacién del méximo
comfin divisor y minimo comtin mfltiplo, en alumnos de segundo grado;
la iniciacién a las ecuaciones, la divisién de polinomios, en tercero, et-
cétera. n todos estos ejemplos que cito he conseguido, tras una adecuada
conduccién de la actividad el nifio, v no por procesos demasiado lentos,
el descubrimiento por el propio alumno del modo correcto de hacer, que
s6lo se ha explicitado en regla después de tal dominio posesivo.

Ls sorprendente la potencialidad, el ingenio y la inventiva desplegada
por los nifios y. el infatigable entusiasme que ponen en su tarea cuando
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de palabras, ya lo hemos dicho y lo repito una vez mas; ensefiar ¢s guiar
los procesos de aprendizaje, y, no existiendo auténtico aprendizaje sin
accién, se comprende que si entra en lo posible dirigir la actividad euristica
de treinta alummnos, hacer lo mismo con cien o con cuatrocientos simul-
tineamente es ya una quimera,

¢Que ello supondra algo asi como triplicar la cantidad y mejorar a
un tiempo la calidad de los profesores, con el consiguiente encarecimiento
de la ensefianza? Desde luego; pero la magnitud de la responsabilidad
lo requiere. Esta es la tarea que nos incumbe desde ahora: hacer sentir
el peso de esta responsabilidad, dignificar y revalorizar la funcién docente;
atraer la simpatia y la preocupacién social hacia ella. Sélo asi consegui-
remos que esa funcién pueda llevarse algln dia lo més selecto de la ju-
ventud. Cuando cada espaiiol considere la cducacién de sus hijos como
la mejor inversién a que puede destinar su hacienda, es probable que el
Iistado refleje este mismo criterio colocando en el primer plano hacen-
distico de sus atenciones la educacién de su infancia y adolescencia. De
esa adolescencia que tanto necesita de nosotros, de esa infancia que ni

protesta, ni amenaza, ni vota..., pero de la que depende el futuro de
nuestra Patria,

§ 3. BALANCE DE CUATRO ANOS DE LAB,OR
(Noty de la Redaccidn)

REVISTA DE ENSENANZA MEDIA, promotora de esta publicacién, desea aiia-
dir un breve comentario al presente capitulo. Las conferencias en él reproducidas y
que datan de los afios 1953 a 1956 resumen el proceso evolutivo de la Matemdtica y
de su ensefianza en el mundo actual, y trazan un magno programa de trabajos v
mejoras a realizar en la técnica docente espauola

En relacién con tal programa creemos conveniente resumir lo ya logrado en el
‘corto plazo transcurrido. Nos interesa, con tal resumen, alimentar, en primer lugar,
de esperanza la impaciencia que se adivina en los propésitos'y vaticinios del autor.
Son éstos inevitables en quien tiene conciencia clara de errores y remedios y com-
para la realidad con el deseo. Hs muy posible que.las reformas y miejoras no vayan
al ritmo acelerado que el autor anhela ; pero es muy posible también que, por estar
situado muy adentro de su propia obra, mo tenga la perspectiva exterior necesaria
para percibir el camino ya rccorrido por la ensefianza mateméitica espafiola en la
direccién que ¢é1 ha trazado,






134 EI, MOVIMIENTO DIDACTICO RENOVADOR

Ministerio de Educacién Nacional, y se ha organizado simultineamente la fabrica-
cién espaiiola dei material necesario para la aplicacién del método, de tal suerte que
hoy se exporta el material de fabricacién espafiola a los Estados Unidos, al Canadé,
a las repiblicas sudamericanas : Brasil, Colombia, Argentina, Uruguay; también
de Etiopfa y hasta de la misma Bélgica se han recibido pedidos de regletas espafiolas.

En el dominio de la Ensefianza Media propiamente dicha, Puig Adam, después
de organizar la encuesta a que se refiere la @ltima conferencia transcrita, ha diri-
gido e intervenido actlivamente en las reuniones de catedriticos de Matemadticas de
Instituto, organizadas por la Direccién General de Hnsefianza Media, para tratam
los problemas de su didédctica. Tres han sido las reuniones de catedraticos habidas
desde aquella fecha hasta el presente. En la primera, celebrada en marzo de 1956,
se discutié el signiente programa : 1.° Nivel de ingreso y pruebas; 2.2 Ciclos ma-
teméticos medios ; 3. La Matemdtica en el Bachillerato femenino y en el de Le-
tras ; 4, Puntos neurdlgicos de la enseflanza matemdatica media ; 5.° La matemi-
tica moderna en el Bachillerato; y 6.° Posibilidades actuales de la enseflanza ac-
tiva en nuestros Centros oficiales. En esta Reunién intervino el profesor Gattegno,
presente a la sazén en Madrid, al frente de otro cursillo simultineo antes referido.
Tn la segunda reunién, habida en octubre del mismo afio, se ampliaron los temas
anteriores estudiando : 1. Los fines de nuestra ensefianza; 2.° ILos obsticulos
que se oponen a su eficacia; 8. El problema de las pruebas objetivas, tanto
de curso como de grado; 4. El contenido matemético del curso preuniversitario ;
5° Los métodos de enseflanza curistica, con los cunales se dieron clases experi-
mentales ; y 6.2 Los modelos dinfimicos construidos en el Instituto de San Isi-
dro, para el planteamiento de situaciones did4cticas aptas para la aplicacién de
dichos métodos. Se considerd, asimismo, el problema de la atraccién de la ensefian-
za no oficial hacia los nuevos métodos, plantedndose la organizacién de reuniones y
cursillos dedicados a dicha ensefianza en los distintos Distritos Universitarios, bajo
la direccién de los Inspectores y profesores destacados de los mismos, La tercera
reunién, habida en diciembre, estudié: 1. Los errores méas frecnentes de los
alumnos en las clases de Mateméticas; 2.° La posible reorganizacién de los
Cuestionarios, especialmente del Grado Elemental, a través de unidades funciona-
las que aglutinaran y definieran los ciclos mateméaticos adecuados a los distintos
grados, acompaifiados de las orientaciones metodolégicas precisas; v 3.° Se con-
tinué el estudio del material didéctico, cuya creacién estimulé con gran insistencia
el Sr. Puig ante la inminencia de la Reunién Internacional que habia de celebrarse
en Madrid en la primavera siguiente, sobre el tema de dicho material, Finalmente,
fue estudiado el grave problema de la crisis del profesorado de Mateméticas en todo
el mundo, el cual empieza a hacerse patente ya en el acceso a las citedras y auxi-
liarfas de nuestros Centiros oficiales,

Los estndios y conclusiones a que se llegaron en estas remniones impresionaron
favorablemente a las antoridades, y reflejo de esta impresién se manifesté no sélo
en la orientacién dada a los Cuestionarios de 1957, de algiin modo inspirados en los
esquemas funcionales sugeridos en su dia por el Sr. Puig, sino que también en detalles
de organizacién administrativa tan importantes como es el nfimero de alumnos en
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lletin de I’Association des Professeurs de Mathématiques (Francia), Mathematics
Teaching (Inglaterra), Archimede, I1 Centro (Italia), Matematyka (Polonia),...). En
sus reseilas sobre la referida Reunién se comenta muy elogiosamente la partici-
pacién espafiola. Pero més elocuentes todavia que la comedida prosa de las revistas
profesionales son las efusivas manifestaciones privadas de simpatia y admiracién
contenidas en correspondencia particular que, precisamente por serlo, no nos con-
sideramos antorizados a publicar.

Si del marco de la Ensefianza Media propiamente tal, pasamos a la Enseflanza
Media profesional, hemos de consignar asimismo la labor realizada por el antor en
la Institucién de formacién del profesorado de Ensefianza Laboral, Designado en
enero de 1956 por la Direccién General de Insefianza Laboral para regir la Aseso-
rfa Matemadtica del Profesorado de Matemdticas de los Institutos Laborales, ha or-
ganizado en la referida Institucién cursillos de perfeccionamiento de dicho profeso-
rado, concursos de lecciones modelo y de material diddctico matemdtico, orientando
y aunando los esfuerzos del benemérito profesorado de estos Centros, el cual ha
respondido a tal estimulo de forma ejemplar. Desde entonces no falta la colabora-
cién matemética de algfin profesor de dichos Centros en los nfimeros del BOLETIN
PEDAGOGICO que publica aquella Institucién, v bajo cuyo patronazgo se ha pu-
blicado, ademas, la obra del autor «DIDACTICA MATEMATICA EURISTICA» en
la que se exponen los fundamentos y se describen las experiencias y resultados de
las clases experimentales de su Chtedra y Seminario Diddctico antes aludida, obra
cuya traduccién al italiano ha sido solicitada por asociaciones de profesores de di-
cho pais hermano. La participacién extraordinariamente meritoria del profesorado
de Matematicas de los Institutos Laborales en la Iixposicién Internacional, antes
referida, se detalla en la alundida obrita sobre «El Material didactico actuals, y da idea
cabal de la intensidad de la renovacién de métodos lograda en los Centros de Fn-
sefianza Medi:.. y Profesional.

Finalmente, la repercusién de las conferencias dadas por el autor ante las Insti-
tuciones de Ensefianza Media privada, refléjanse asimismo en la inquietud desper-
tada en dichos Centros y en las evidentes sefiales de nueva vitalidad que ya estéin
dando en la formacién de su profesorado, en sus Revistas, en el envio de colabora-
ciones, como las recientemente recibidas y publicadas en la REVISTA DE EN-
SENANZA MEDIA. (V. los nfims, 29-32 y 33-36.)

Creemos que este rapido resumen es suficiente para informar al lector de todo
lo que se ha conseguido en el corto plazo de cnatro afios que nos separan de la
iniciacién del movimiento renovador comentado y permiten sugerir una consolado-
ra esperanza para el porvenir.



CAPITULO IV

LOS NUEVOS PRINCIPIOS DIDACTICOS

§ 1. SOBRE LA ENSENANZA EURISTICA DE LA
MATEMATICA *

Una vez mas tengo el gusto de dirigirme a la Federacién de Amigos
de la ILnsefianza, amablemente invitado por su Secretariado, en esta su
XXVI Semana de Educacién, y lo hago con verdadero placer, porque he
entendido siempre que la ensefianza oficial y la privada deben actuar en
estrecha colaboracién en la tarea de mejorar sus métodos.

Todos los nifios espafioles, estudien donde estudien, son acreedores a
la misma atencién y tienen derecho a beneficiarse por igual de los avances
que en materia de pedagogia se promuevan en Espafia y fuera de ella.
En consecuencia, todo el profesorado espafiol, oficial y no oficial, tiene
el deber de sentirse unido, contribuyendo con su trabajo y experiencia al
mismo aliento de mejora, dejando a un lado antagonismos que no debieron
haberse suscitado ai alimentado fiunca, y con el pensamiento puesto tan
s6lo en lo que ha de ser objeto com@in de nuestros afanes: la mejor for-
macién-del nifio espafiol, = o '

LA POBREZA DE NUESTRA COSECHA

Decia hace pocos dias en Valladolid, en conferencia sobre la formacién
del profesorado, que esta formacién no termina nunca; que el pro:esor

1 Conferencla pronuncmda arite la Pederacmn de Am1gos ‘de la Ensenanza en
su XXVI Semana Pedagéglca el dia 28 de dlctembre de 1957 en el Salén de Actos
del Palacio de”Sindicatos. . .
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sigue mejordndola durante toda su vida; que continGa aprendiendo de
sus propios alumnos mientras vive y ensefia. I,a clase vivida es el mejor
de los textos donde puede ir descubriendo dia a dia las facetas descono-
cidas de la inteligencia del nifio. Desdichado del que se crea en posesién
de un modo de hacer tan perfecto que no admite retoques ni mejoras. V
desdichados sus alumnos; porque la inamovilidad de procedimientos y la
carencia de estimulos no es solamente signo de soberbia, sino también
de muerte. Cuando se tiene un sentido autocritico alerta y cuando se sabe
Jeer en el libro cternamente abierto de la clase, nunca se termina el pro-
ceso de acumulacién de experiencias y de mejora vy adaptacién comnsi-
guiente de procedimientos. ’

Leamos, pues, en este libro. ¢Cu4l es el balance de satisfacciones que
encontramos en é1? ¢{Qué nos dice, la experiencia, del éxito de nuestra
ensefianza? ;Qué interés hemos sabido despertar? ;Cuéntas vocaciones,
cudntas voluntades hemos sabido atraer hacia nuestros estudios? Confe-
semos nuestra decepcién. La Matemética sigue siendo el principal escollo
con el que tropieza la nifiez v la juventud que pasa por nuestras manos.
Y menos mal si no hemos dejado un lastre de odio hacia ella. Porque si
preguntais, no ya a los pequeiios, sino a los mayores, a los hombres de
mi generacién, de aquella que se formé a usanza cldsica, con la zarabanda
de postulados, teoremas, corolarios, escolios..., que llenaban nuestros tex-
tos, os declararan sin rodeos que la MatemAtica fue, para la casi totalidad
de ellos, no ya una disciplina diffcil, sino un galimatias de enunciados y
razonamientos que terminaron por aprenderse de memoria como un supli-
cio impuesto al margen de toda comprensién y de todo interés. Toda la
conviceién que adquirieron la mayoria de los varomes de nuestra gene-
racién. fue la de su incapacidad para las mateméticas. «No sirvon, era la
impresién que dejaba su estudio a la inmensa mayoria de los escolares de
comienzos de siglo..., y, claro es, el aborrecimiento definitivo a lo impuesto
e incomprendido era inevitable. )

ANALISIS DE CAUSAS

Pues bien, hay que empezaf por declarar muy alto que este Non pos-
sumus con el que se resignaban Jos alumnos, y al que asentian tAcitamen-
te los profesores, es una lamentable falsedad, resultante tan sélo de un
defectuoso sistema de educacién. No hay nadie, absolutamente nadie, que
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pueda declararse especificamente negado para las mateméticas. Existen,
si, diferencias de ritino en el aprendizaje de ellas, lo mismo que en cual-
quier otro aprendizaje; pero creer que para aprender mateméticas es ne-
cesaria una facultad especial, solamente reservada a cerebros de cierto
privilegio, es un error que hay gue combatir con energia, mejorando pre-
cisamente nuestros sistemas de ensefianza. Aquel verdadero horror a las
matematicas fué tan sélo la consecuencia de un verdadero error educativo.
Error de programacién; inadaptacién del método; ineficacia del modo.

Firrénea la programacién clisica por presentar la Matematica dividida
en compartimentos separados, dispuestos linealmente a lo largo del Bachi-
llerato : Aritmética, Geometria, Algebra y Trigonometrfa, tal como apa-
recieron histéricamente a través de los genios griego primero, y arabe
después. Equivocada, por no tener en cuenta la génesis del pensamiento
matemético de la humanidad v la evolucién, en cierto modo paralela, del
pensamiento matemético del nifio, el cual se desarrolla concéntricamente
en miltiples direcciones en lugar de agotar radialmente los recorridos;
que se organiza mejor a través de unidades funcionales progreswas que
en torno a las escuetas unidades deductivas clésicas.

Absurdo el método —método integramente légico, hipétético-deducti-
vo, tal como fué transmitiéndose de generacién en generacidén desde los
tiempos de Euclides— sin tener en cuenta que éste no escribié sus famosos
elementos para uso de nifios de once o doce afios. Del todo absurdo y
antiformativo, por escamotear el periodo intuitivo e inductivo seguido por
la humanidad hasta llegar a la madurez sintética griega; por olvidar el
largo proceso previo de edificacién de categorfas mentales, segiin grada-
cién de’ abstracciones que es prec1so ajustar al ritmo normal de crecm‘nen-
‘to del escolar.

Inoperante el modo, por descuidar totalmente Ia captacién de intereses,
pretendiendo suplir esta falta de atraccién natural del nifio hacia. el objeto
de estudio con el Gnico recurso de estimulos coactives secundarios, osci-
lantes entre la fiofieria y la crueldad; Ilamadas a la vanidad ¢ al temor;
espejuelo de premios, amenaza de castigos.

‘Una mas extensa critica de este tipo de ensefianza matemética tradi-
«cional y de sus consecuencias hallari, quien la apetezea, en la conferencia
pronunciada en Semana anéloga hace siete afios y publicada en' el nfiinero-
de ATENAs de marzo del 51. Si me he permitido recordar hoy nuevamente






SOBRE LA ‘ENSENANZA EURISTICA DE LA" MATEMATICA 141

AVANCES LOGRADOS EN MATERIA DE METODGS

Afortunadameénte, los progresos en el conocimiento de la psicologia in-
fantil en lo que va de siglo, y concretamente, los numerosos estudios rea-
lizados acerca de su evolucién intelectual han promovido una indiscutible
mejora en la cuestién de métodos. Asf, la implantacién de los métodos ci-
clicos, y de métodos intuitivos en los primeros afios de Bachillerdto, per-
mitieron ajustar mejor Ios' procesos de aprendizaje a la continuidad del
desarrollo intelectual del niiio, sdlvando el ab1sm0 que existia antes ‘entre
la Escuela y el Instituto, brusquedad de salto caracterfstica de una ense-
fianza matematica elemental montada sobre dos vacios: el empirismo ins-
trummental de la aritmética primaria y el logicismo prematuro de las ma-
teméticas clasicas del antiguo Bachillerato. )

. Espafia no ha ido a la zaga en esta saludable evolucién de métodos
CaSI me atreverfa a aﬂrmar que en algunos DGI‘lOdOS hemos ido. en van-
guardia, . 1gnorénd010 nosotros mismos. Me rf_ﬂero, por ejemplo, a la mo-
dalidad caractensﬁca de los métodos 1ntu1t1vos mtlodumdos en el. Bacln-
llerato espafiel hacia 1926 y 27, operando con un concepto de intuicién més
cercano al de la auténtica actividad descubridora y generadora del pensar
matemAtico que-al sentido que a esta palabra se suele ‘dar en la pedagogla
trad1c10nal Intuicién mis significativa de evidencias mtenonzadas, de
adivinaciones de experiencias 1mag11mdas que de observacxones y. expe
riencias reales que constituyen el estrato. inferior, la pnmera base sensible
de nuestro - conocumento. Intu1c16n que no excluye el uso del razonamien-
to, sino que se apoya,- por el contrario, en una intensa actividad razonadora
que todavia no es abstracta. ni reductiva, como la actividad rac1ona1 cla-
sica. Intuicién que busca el acceso directo e inmediato a la verdad,l,apl):
yando los razonamientos. en oportuno pedestal concreto, En- este modo.de
concebir la ensefianza 1ntu1t1va v en la amplisima y var;.ada ]lamada a-imé-
genes v:.tales con las que se empezd a fomentar en la mente del nifio. espa-
fiol la elaboracién subconsciente de abstracciones posteriores, radicé tal vez
la singularidad avanzada de nuestra solucién al problema de la ensefianza
intuitiva de la Matemdtica en los primeros grados. .

" Reforma que fue acentuada’ posteriormente -con la introduccién insen-
sible y progresiva de la evidencia l6gica reductiva;- desplazamiento gra-
-dual de las evidéncias sensible e }'ntuitiva'anteriores:. evolucién paulatina,
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de relaciones en la que ya no interesan los seres relacionados, sino las ac-
ciones relacionantes, es decir, ias operaciones y sus leyes o propiedades.

Se siente, en resumen, la necesidad imperiosa de una didactica no sélo
activa, sino euristica en el sentido de procurar que el alumno elabore por
si mismo los conceptos v conocimientos que haya de adquirir, mediante el
acicate de situaciones habilmente creadas ante él por el maestro, con ob-
jeto de que el interés funcional y directo por ellas despertado sea suficiente
para fomentar la actividad generadora. Mis que interpretar la Matemética
como un colosal depésito estratificado en los textos que las anteriores ge-
neraciones nos han legado, hemos de concebirla como una actividad pen-
sante en eterna produccién : la de ayer, la de hoy, la de mafiana. Para que
no falte esta tiltima formamos a nusstros alumnos hoy. Sélo cultivando el
espiritu de investigacién y de conquista se asegura, a un tiempo, la firmeza
de lo adquirido y la continuidad histérica del progreso. Y obsérvese c6mo
no perseguimos una didictica facilona y blandengue, sino, por el contra-
rio, una fortaleza de conocimientos v un impulso basados en el esfuerzo del
nifio estimulando éste convenientemente, al tiempo que se gradGa y dosi-
fica. No se trata, pues, de eludir dicho esfuerzo, sino de lograr que sea
deseado. ' '

EL GRAN PROBLEMA DIDACTICO ACTtTAL

Sin duda parecerA a muchos utépica quimera pretender que el nifio
guiera, que el nifio se interese espontineamente por el objcto del conoci-
miento matemético, vy -més quimérico atin que el nifio descubra sus mate-
‘méticas; y, sin embargo, ambos objetivos son alcanzables simultineamen-
‘te por ser con frecuencia inseparables, Preguntad a los que han vivido, a
los que han experimentado ya clases activas euristicamente concebidas.
Ellos os diran la asombrosa inventiva de que hace gala el nifio, aun a veces
los que en las primeras reacciones parecen manifestarse méas torpemente.
Ellos os dirdn la inmensa alegria del nifio que por propia inventiva des-
cubre la verdad, el goce de encontrar por si mismo el nudo resolvente de
un problema, el hallazgo de una ley, de una generalizacién, esa feliz son-
risa ante la evidencia primitivamente oculta. Ellos os dirdn también la
forma indeleble con la que estos hallazgos quedan fijados en la mente de
sus descubridores, V ¢ qué de extrafiar .tiene que el niiio descubra gozando
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de Londres, y estoy muy gozoso del éxito conseguido por el método de los
ntimeros en color, ya que estimo que la reforma de modos debe tener su
iniciacién desde los primeros grados.

EJEMPLOS VARIOS

Pero mo quiero hablaros hoy de las regletas. Se trata de una Semana
dedicada a la FEnsefianza media, y aunque también en algunos temas de ella
son las regletas utilizables y yo mismo he ideado algunas clases con ellas,
veo horizontes mucho més amplios en la concepcién de situaciones eurfs-
ticas aplicables a la segunda ensefianza. Me limitaré a citar solamente al-
gunos ejemplos, muy pocos, de iniciacién euristica de clases diversas con
las que dar forma concreta a los principios generales anteriormente ex-
puestos. '

Anunciad, por ejemplo, a un grupo de nifios de once o doce afios, que
vais a exponerles un criterio para averiguar si un ntmero es divisible o
no por 9; y empezad los razonamientos conducentes a tal fin. Miradles a
los ojos: ni uno solo brilla; pupilas neutras, inexpresién, aunque os es-
cuchen con la mis exquisita y disciplinada atencién. Al poco tiempo, fur-
tivas miradas al techo, a la puerta, a las hojas del arbol que se ve tras la
ventana, a la nube que pasa, a la mancha de tinta que sobre la mesa dibuja
la silueta de un extrafio perro..., pequeflos suspiros y bostezos rapidamente
contenidos; todo ello os acusard la impermeabilidad de los ofdos y el abu-
rrimiento y desinterés general, a menos que una oportuna pregunta y el
cero subsiguiente a la ausencia de respuesta venga a restituir la atencién
perdida.

Decid, en cambio, a los nifios que escriban un ntimero cualquiera, de
muchas cifras; que cambien el orden de ellas y resten los dos ntimeros asi
formados; que tachen de la diferencia obtenida una cifra, y adivinadles
esta cifra tachada, conociendo la suma de las restantes, y veréis como el
deseo de descubriros el trico mueve mégicamente el interés de toda la cla-
se y enciende luz en las pupilas apagadas. El truco no tarda en ser descu-
bierto, con general alegrfa; preguntadles entonces (como me atrevi a ha-
cerlo en pGblica y comprometida experiencia) si les basta con este descu-
brimiento, invitando incluso a dar la clase por terminada para aquellos que
no sientan necesidad de méas, y os sorprenderi ver espontanea en algan
nifio la curiosidad racional del {por qué? Un timido «Quisiera saber por
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qué» hace prender inmediatamente la curiosidad en los demss, de tal modo
que ya nadie quiere marcharse hasta satisfacerla. Entonces los razonamien-
tos que hagiis para satisfacer esta mecesidad provocada a través de una
adivinacién estimulante, razonamientos que son los del criterio de divisi-
bilidad por 9, serin acogidos con la auténtica atencidén que el propio in-
terés despierta, y que antes faltaba en absoluto,

Otro ejemplo en clase de Algebra: Preparad en el encerado una multi-
plicacién de polinomios y borrad el multiplicador y los productos parciales,
de tal modo que sélo quede escrito en el encerado, al entrar vuestros alum-
nos, el multiplicando y el producto. Pretextad contrariedad por haber sido
borrada parte de la operacién y ﬁedid ayuda a vuestros alumnos para re-
construirla. He aqui otra situacién estimulante que tampoco me ha fallado
para llegar a conseguir que los muchachos reconstruyan, j y con qué inge-
nio !, el multiplicador y los productos parciales, inventando asi ellos mis-
mos la regla para la divisién de polinomios.

Y si del campo de la Aritmética y Algebra pasamos al de la Geometria,
m4s sugestivo si cabe desde el punto de vista eurfstico, | qué ampiia varie-
dad de situaciones podéis crear para estimular el interés investigador de
vuestros alumnos alrededor de cualquier modelo, de cualquier movimiento
efectuado con figuras recortadas ante ellos, o mediante simples pliegues
de papel!; jhasta con los eletnentos mis corrientes de uso diario, como
carpetas, agujas, un paraguas, una falleba, un sencillo juguete de conte-
nido matemético, como los puzzeles, los mosaicos, el robbot méagico, el
mecano, ete. ! Porque no credis que el modo euristico necesile indispensa~
blemenie de una gran riqueza de modelos prefabricados.

Con un trozo de cordel podé&s intrigar a vuestros alumnos invitindoless
a describir a ciegas la mediatriz del segmento determinado por los éxtre—
mos, sostenidos por dos de ellos. Basta partir, naturalmente, del punto
medio, manteniendo tensas las dos mitades e ir acortindolas simultinea-
mente y por igual. Y podéis dar a continuacién una bella leccién a los ma-
yores sobre trazado de cénicas sin més que alterar el punto de partida
(con lo que describiréis hipérbolas homofocales) o deslizandole a lo largo
de la cuerda para dibujar elipses a guisa de jardinero. Cada accién desa-
rrollada ante ellos lleva aparcjada un concepto adherente, como también:
una intuicién anticipada del resultado del trazado, que podéis hacer objeto
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de amplia gama de preguntas con las que mantener vivo el interés de la
clase entera~ ° '

Con un sencillo trozo de cristal oscuro y transparente podéis crear, a
los ojos encandilados de vuestros-alumnos, toda una rica variedad de si-
tuaciones y problemas en los que juega esencialmente la simetria especular
que el cristal, colocado verticalmente sobre el papel, realiza en las figuras
dibujadas en éI. )

En abril de este afio tuvo lugar en el Instituto de San Isidro una ex-.
posicién internacional de material didactico matemético, simultidnea a la
XI Reunién de la Comisién Internacional para el estudio y mejoramiento
de la enseflanza matemdética, cuyo tema era el referido material, reunién
a la que asistieron unos cincuenta representantes extranjeros de doce pai-
ses, nueve de ellos expesitores. Fn esta exposicién tuve empefio, como
miembro de la referida Comisién, en presentar, junto a modelos didacticos
expresamente construfdos, gran namero de sugerencias de clases euristicas,
fundadas en el uso de material muy sencillo tomado de la vida misma, y
en particular de la vida del nifio, que es el juego y el juguete. No he de
cansaros ahora repitiendo lo que alli visteis o pudisteis ver. Quiero recor-
dar simplemente, a modo de ilustracién, la divertida leccién que sobre tra-
vectorias parabélicas puede desarrollarse con el juego llamado «Bolavén;
la que sobre progresiones aritméticas puede urdirse proponiendo calculai
la lengitud de una serpentina sin desliarla; la intrigante iniciacién al
calculo con expresiones irracionales cuadraticas mediante la propuesta de .
adivinacién del ntimero de piezas del rompecabezas que con el nombre de
«Rombon se expende en los bazaves; la excitante imiciacién a la Geome-
tria analitica y a la ecuacién de la recta conseguida con la problemética
alineaci6n de tres peones del juego llamado de «Cinco en linean...

Omito més ejemplos, asi como la referencia al material de filminas y
peliculas, hoy ya empleadas con éxito en la ensefianza matematica, porque
harian interminable esta charla, ¥ pudieran dejar por otra parte la [alsa
impresién de que para cultivar el modo euristico es necesaria una canti-
dad de material inasequible a los presupuestos de los colegios modestos.
No hay tal cosa, Bien esta si se dispone de material abundante con el que
se pueda variar el aliciente de las situaciones estimulantes, la novedad es
siempre factor infalible de interés; pero conste una vez méas que puede in-
teresarse fuertemente al alumnado con material muy sencillo y hasta sin
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material alguno, con la tiza y el encerado, con el lapiz y el papel, como en
los ejemplos antes citados.‘

LAS PRETENDIDAS OBJECIONES AL MODO EURISTICO

Y permitidme ahora que me anticipe a vuestra critica, critica que agra-
deceré al término de la conferencia, sin gue me contrarfe ni sorprenda;
pbrque no hay nada, por excelente que sea, que no tenga alguna contra-
partida de reparos. Tan es asf que, como os digo, quiero hacer yo mismo
un anélisis de las objeciones mis frecuentes que se me han formulado.

Primera objecién : Lentitud del procedimiento.

Es la critica mas generalizada. Dada nuestra'manera tradicional de ha-
cer, en la que tendemos a suministrar lo més pronto posible reglas de ac-
cién a los alummnos para que cuanto antes sepan a qué atenerse ante una
situacién de examen, se nos antoja perdido lamentablemente el tiempo in-
vertido en la espera de una solucién espontinea de los pequefios, cuando
en nuestra mano esta librarles del atolladero. Grave error. No sabéis todo
el fruto que los nifios obtienen de estos momentos de espontineo esfuerzo,
mientras se hallan intensamente acuciados por el interés directo de la cues-
tién planteada. Es necesario tener mucho aguante para la espera, lo com-
prendo; yo mismo me confieso a veces impaciente. Pero jcudn gratas
compensaciones proporciona el saber esperar ! Lo esencial es estar atento
a que el nifio no deje de actuar mentalmente, de combinar, de seleccionar,
de organizar sus ideas, actividad que se ve reflejada en los tanteos y ga-
rabatos emborronados, tan ricos de ensefianzas sobre los procesos de su
pensar matemAtico, en sus balbuceos, simplemente en sus movimientos de
cabeza, de labios, en este mirar introspectivo y acuciante... Procede a ve-
ces rebajar suave y gradualmente el nivel del peldafio que se le ha puesto
delante cuando es palpable que no va a superarlo; aunque en esto son fre-
" cuentes las sorpresas. | Cuidntas veces, como antes os decia, los nifios que
en un principio parecian mis torpes ¥ alejados de toda comprensién, ven
luego claro stibitamente, como si una luz providencial les iluminara y se
acomodan tan rdpidamente al ritmo de los demés que hasta incluso logran
aventajarlos ! Toda paciencia inicial es poca, y no se olvide que el tiempo,
que al principio parece perdido, se recupera luego con creces por la segu-
ridad con que el alumno asimila lo adquirido por. su propio impulso. De
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nadd sirve acelerar a la fuerza los procesos de aprendizaje si luego resulta
nula o casi nula la cosecha, y hay que repetir y repetir para conseguir una
fijacién - artificiosa de conocimientos.

Segunda objecién: La falta de h.omogéneidad de la clase.

No es, en verdad, objecién aplicablle' especificamente al método activo
eurfstico, sino también a cualquier otro método como, por ejemplo, el tra-
dicional de explicacién. Menos recursos tiene en éste el profesor para en-
terarse de la inadaptacién posible de su ritmo al de comprensién de la cla-
se. Precisamente ¢l hecho de acusar mas pronto los asincronismos del alum-
nado, constituye un tanto a favor del activismo euristico. Pero ello no nos
excusa de hablar del problema, El planteamiento en comin de las cues-
tiones estimulantes a un grupo de muchachos ofrece el natural inconve-
niente de que los mejor dotados se adelanten a dar la solucién a los demés
vy de que éstos terminen acomodéindose a que sus compafieros discurran por
ellos. Este inconveniente se presenta especialmente en las clases en las que,
bien sea por el elevado numero, bien sea porque la limitacién del material
imponga su manipulacién colectiva, resulta obligada -asimismo la for-
.mulacién de propuestas ante grupos. En tal caso es preciso vigilar
muy cuidadosamente que todos intervengan em el didlogo, menudeando
y distribuyendo las preguntas, procurando que las més faciles recaigan
en los menos dotados para que todos sientan motivo de satisfaccién
en participar, y conteniendo si es preciso la impaciencia natural de los
que inevitablemente se adelantan en ver claro o en imaginarse que lo
ven. Mejor resultado da en ocasiones invitarles a escribir en silencio las
soluciones y respuestas en hojas que el profesor revisa una a una reco-
rriendo constantemente las mesas, mientras plantea las preguntas y comen-
ta las respuestas. En este modo de proceder, como en el del didlogo, es
muy importante que los alumnos se autocorrijan, enfrentando las opinio-
nes y resultados contradictorios para que los mismos enfrentados decidan
quién tiene razén. YV cuando nadie acierte, en lugar de un expeditivo y
seco «est4d maln es preferible llevar el didlogo de modo que el error sea de-
tectado por los mismos alumnos ante consecuencias visiblemente absurdas.
Aun con ello resulta inevitable el desajuste de ritmo entre unos y otros,
sobre fodo cuando la clase es demasiado heterogénea. En este caso, el pro-
fesor debe tener un fino instinto de adaptacién a un ritmo intermedio para
que ni los mis capaces lleguen a perder el interés por pobreza de estimu-
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los, ni los menos rapidos lleguen asimismo a abandonarse, desalentados,
por no poder seguir a los demés. No hay que decir que, en cuanto sea po-
sible subdividir y organizar las clases, homogeneizando los grupos, ello
favorecerad esta adecuacién de ritmo y la simultinea vibracién de la clase
entera. En todo caso, no veo inconveniente en promover la ayuda de los
mejor dotados en favor de los menos, cuando se tenga la seguridad de que
éstos han dado de si cuanto podian dar,

Tercera objecién : El elevado nitmero de alumnos de nuestras clases.

Es, desde luego, el factor que puede influir mas decisivamente en con-
tra del modo euristico de ensefiar. En una clase concebida como salén de
conferencias, el profesor puede acaso mantener la atencién simultinea de
s11s alumnos, por numerosos que sean, con la magia de su palabra, o, por
lo menos, una apariencia de atencién impuesta por disciplina. | La ense-
fianza tradicional se alimenta de tantas apariencias! Pero cuando la clase
se convierte en taller y el profesor en auténtico maestro de tal taller; se
comprende que debe limitar el nimero de sus discipulos operarios a aque-
llos cuyo trabajo pueda simultineamente atender. La limitacién del nfime-
1o es esencialisima en el modo de hacer activo y euristico. Si no percibimos
esta necesidad en nuestra propia carne de maestros, si no sentimos el ru-
bor de la farsa que supone la macropedagogia, es indtil que hablemos de
mejora de métodos ni de modos. Pere tengamos cuando menos la honradez
de reconocer el fraude que estamos cometiendo en nuestra sagrada misién :
la educacién de nuestra juventud.

Para fijar un nGmero, internacionalmente admzttdo c0m0 tope, os diré
que ninguna clase de ensefianza media debiera exceder de treinta alumnos.
En una moderna institucién de Lausanne me confesaba el Director haberse
puesto de acuerdo con el arquitecto en lo relativo a las dimensiones de las
clases, con objeto de que los muros impidieran para siempre cualquier de-
bilidad administrativa que pudiera hacer exceder tal nmero de las 24 pla-
zas que justamente cabfan en cada local. YV resulta muy significativo el
hecho de que otros profesores suizos, en conversacién privada con un com-
pailero nuestro que recorria a la sazén los Centros de Ensefianza media de
la Suiza francesa, al preguntarles éste el nfimero de alumnos que tenfan en
sus clases, tuvieran no POCOS Teparos en informar que aunque legalmente
no debleran exceder de treinta, se habfan visto forzados, por circunstancias
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excepcionales, a tener (¥ aqul bajaban la voz muy confidencialmente) j has-
ta treinta y cinco!

i ¥ pensar que todavia nosotros mantenemos clases oficiales de 70, 80,
100 alumnos y aun méis! Paso extraordinario y esperanzador, por el pre-
cedente que establece, es la declaracion en la Jey de que no puedan exceder
nuestras clases de cincuenta, lo que a partir de este afio se ha puesto en
prictica ya en los cursos primero v quinto del nuevo plan. Niimero todavia
excesivo; pero, como digo, el hecho solo del reconocmuento legal de la
necesidad de la fijacién de un tope como pr1nc1p10 marca umn paso que,
aunque timido y tardio, merece toquemos a jibilo.

Por grande que sea la esperanza futura, no es mucho, pues, lo que de
thomento podemos lograr en la ensefianza oficial en sentido auténticamente
euristico con clases de cincuenta alumnos; pero no debemos acobardarnos
por ello. Son mfltiples los ensayos que llevg realizados en clases atin més

" numerosas, mediante una técnica de distribucién en grupos pequeilos y de
jerarquizacién de alumﬁos en ellos; ensayos con los cuales he obtenido )
siempre resultados mucho mejores que los que se desprendian del sistema
tradicional de explicacién y pregunta,

Pero si en la esfera oficial estamos todavia forzados a tener cifras ex-
cesivas de alumnos, que nos impiden el pleno desatrrollo de los nuevos mo-
dos, en la ensefianza privada y en Ios colégios yva no tenéis tal imperativa
contrariedad. Est4 en vuestra mano org‘anlzar y limitar los grupos docentes
en la forma mas eficaz para la ensefianza. Por eso fio mis de momento en
las posibilidades de reforma de modos en la ensefianza no oficial, si en
verdad la desean. Tampoco he de regatear para ella mi esfuerzo personal
si es requerido. Va en ello la felicidad de millares de nifios que sufren to-
davia estudiando mateméticas. So6lo .aspiro, en principio, a convenceros o
a poneros en camino para que los mismos nifios os convenzan. Yo sé que
una vez adquirida la conviecién, la voluntad y el entusiasmo no han de fal-
taros para el logro. En los todavia escasos contactos personales que he vi-
vido con elementos de viestro profesorado que han seguido mis cursos de
Metodologia y Didéctica, tengo muestras elocuentes de que mi esperanza
no es baldia.

Cuarta objecién: Mi fnico temor es que os acobarde la obsesién de
los exdmenes. Y aquf llegamos a la cuarta y tiltima de las objeciones que
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me formulo y replico, porque sé que responde a temores que podéis noble-
mente senftir, '

El régimen de pruebas constituye uno de los més graves problemas de
la ensefianza, Aqui y fuera de aqui. V ello debido a la inevitable antino-
mia que crea entre formacién y preparacién. Una reglamentacién defectuio-
sa del sistema de pruebas puede echar al traste el mejor de los planes edu-
cativos. Y puede destruirlo por errores cometidos a veces con la mejor de
las intenciones; pongo por ejemplo una intencién uniformadora o excesi-
vamente detallista. Me explicaré mejor.

Cuando a tal punto se detalla la prueba, se tecnifica, se automatiza, pot
asi decirlo, un examen, se crea autométicamente también otra técnica, la
de entrenamiento para dicha pruebd, para dicho examen. V la ensefianza,
que debiera ser ante todo formacién del educando, se convierte en prepa-
racién, que no es lo mismo, sino casi todo lo contrario.

En este punto las autoridades debieran actuar con extrema cautela.
Porque los profesores tendemos, ino es cierto?, a que se 108 fije y limite
estrictamente la naturaleza de las pruebas que habrian de sufrir nuestros
aiumnos, con objeto de asegurar su éxito en el examen, éxito del que de-
penders, seg@n juicio tradicional de padres y examinadores, el prestigio
del' profesorado y de los centros en que se han preparado. El verbo «pre-
pararn ha suplantado al de «formary en el lenguaje académico de los co-
mentarios : «j Qué bien preparados los presentan In No se nos ocurre de-
cir: «j Qué buena formacién Levan !» Y no lo podemos decir porque, en
rigor, los examenes s6lo han comprobado la preparacién y no la forma-
cibn, -

Asf resulta que el régimen de exdmenes, que debiera constituir una
verificacién de eficacia de sistemas educativos, una prueba anticipada de
la educacién de los futuros ciudadanos para la vida, que es, en definitiva,
la gran maestra y examinadora, se va convirtiendo poco a poco en un sis-
tema de cldusulas contractuales entre el Estado y el profesorado para re-
gular_rendiciones de cuentas en la memoria de los nifios a cambio de apro-
baciones de saldo que autoricen el pase. Y de aqui que cuanto mis estre-
chas sean dichas cldusulas, mejor se considere definidoe el contrato; cuanto
mejor satisfechas aquéllas, mejor cumplido éste. De aqui que sé tienda 2
fijar progiamas bien desmenuzados en preguntas que no puedan alterar
los examinadores, en suministrar listas bien delimitadas de problemas, y,
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a ser posible, colecciones de ellos, sobre las que forzosamente hayan de
versar las pruebas de examen. Y que no sean excesivas para que haya tiem-
po de explicarlos bien y repetirlos muchas veces durante el curso hasta
memorizarlos y convertirlos en clichés mentales que puedan traerse a la
memoria al estimulo del enunciado. Y jpor favor !, que no haya variacién
aviesa de enunciados, aunque: vengan a decir lo mismo, para que los alum-
nos no.se desorienten v ya no sepan a qué clisés corresponden. j Nada de
angustivas sorpresas ! Todo bien previsto y esquematizado. I,os nifios asi
preparados, convertidos en autématas, se lucirdn en el acto del examen,
mostrando lo bien que disparan la respuesta correspondiente a cada estimu-
lo predeterminado. El colegio que mejores autématas presente, aquel cu-
yos robols asi fabricados tengan mayor capacidad de almacenaje de refle-
jos, es el que se llevard la palma de «buen colegion,

Sefiores, quizd haya exagerado un poco la caricatura. Perd6neseme por
la amargura que este cuadro de costumbres académicas tan arraigadas en
‘nuestra Patria me produce. Va sabéis que la ironia es, con frecuencia, el
inico escape que se permite el dolor frenado por la discrecién. Pero {mno
os estremece también la subversidon pedagégica que este estado de cosas
supone? Porque decidme, en verdad, ¢ de qué van a servir luego estos au-
tématas cuando la vida les obligue a actuar ante la inmensa variedad de
estfmulos mprevistos y tantas veces contradictorios? Actuarin, sin duda,
porque la vida, gran maestra, les ensefiard también, llenando el vacio for-
mativo que acarrean; pero actuardn no gracias a su preparacibén, sino a
pesar de ella. _

¢ Solucién? No es ficil. Mientras las pruebas favorezcan a tal punto la
técnica preparadora, yo aconsejarfa a los profesores que tuvieran siempre
presente la responsabilidad que ante Dios tenemos contrafda de formar; por
encima de todo, a nuestros alumnos para su vida futura; para la vida
eterna ante todo, pero también para esta vida que nos ha tocado en suerte
vivir, tan llena de miserias como de maravillas. Aunque los padres, a
quienes debemos educar también a través de sus hijos, crean que nuestra
misién es procurar el lucimiento de nuestros alumnos ante el efimero tin-
glado de los tribunales de examen, nuestra misién es mucho més elevada :
se trata de hacerles fqtiles para Dios, para la Patria y para la sociedad en
que han de desenvolverse y vivir; y si no es posible abandonarles al azar
de unas pruebas, actuando como si no existieran, sea al menos el tiempo

Y
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invertido en la especifica preparacién de ellas reducido al minimo, para
que no se anteponga y absorba la esencial labor de formacién que nos in-
cumbe, Os daréis cuenta entonces de que un alumno bien formado leva
:tmpllclta tina fuerte preparacién, mientras la reciproca no es cierta.

Y en cuanto a las autondades no me cansaré de rogarles con todos los
respetos, que constrifian y automaticen lo menos posible la accién del pro-
fesorado, que no le pongan en trance de convertirse en meros preparadores,
que le dejen margen de libertad suficiente para desarrollar su personal la-
bor formativa: YV ya que no es posible prescindir en absoluto de un control
examinador (porque tampoco voy a incurrir en la utopia de creer en una
axiomatica excelencia de todo el profesorado), procure al menos que se
aquilate y mejore cada vez mis el sistema de pruebas; pero no en un sen-
tido detallista, sino en un sentido de ajuste a los procesos de la inteligencia
en accién del nifio ante los estimulantes vitaies, perfeccionando la técnica
de exploracién y medida de dicha inteligencia y de asimilacién auténtica
de conocimientos, ideando sistemas de pruebas que tiendan a detectar cada
vez mejor la madurez con preferencia al automatismo y al verbalismo me-
morista,

RESUMEN

Sefiores, antes de terminar quisiera que como impresién sustancial de
esta charla quedaran fijas en el recuerdo de mis oyentes las siguientes afir-
maciones, que constituyen su resumen :

Primera. La técnica de la enseflanza de la matemética necesita una
evolucién que la adapte a las necesidades del mundo moderno y a las po-
sibilidades intelectuales y reacciones afectivas del mundo infantil.

Segunda. La evolucién de modos de ensefiar es tan necesaria como la
de programas y métodos. No basta saber lo que el nifio debe y puede apren- ‘
der, sino que es indispensable lograr, ademés, que quiera aprenderlo.

Tercera. Un gran problema diddctico queda abierto en esta cruzada
<le captacién de voluntades para el aprendizaje de las mateméticas, cruzada
en-la que es necesaria la colaboracién de todo el profesorado, tanto oficial
como privado, Se trata de crear un vastisimo cuadro de situaciones esti-
mulantes y eslabonadas para que los nifios puedan gozar descubriendo las
matematicas que aprenden..
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Cuarta. La ensefianza de ]la matematica se ha de desenvolver para ello
en clima de clase activa, de clase. taller, y no de clase pasiva, de clase con-
ferencia. Se impone la reduccién de los grupos y el incremento y forma-
cién consiguiente del profesorado necesario.

Quinta. Esta cruzada es de trascendental urgencia social y patria,
dada la posicién axial que la matematica ha tomado en el mundo moderno
y en sus bases, esencialmente técnicas y econdémicas.

Sexta. Pero ademis, y esto es lo méis hermoso de nuestra tarea, es
obra fundamental de caridad, porque habri de llevar.la alegria del apren-
dizaje de las matemAticas a los millares de nifios espaiioles y de todo el
mundo que todavia sufren estudiandolas.



4. 2. DECALOGO DE LA DIDACTICA MATEMATICA MEDIA *

Se me piden normas diddcticas. Preferiria despertar una conciencia di-
dictica; sugerir formas de sentir antes que modos de hacer. Sin embargo,
por si valieran, ahi van las sugeiencias que estimo mas fundamentales :

I.—No adoplar una diddctica rigida, sino amoldarla en cada caso al
alumno, observdindole constantemente.

" II.—No olvidar el origen concreto de la Matemdtica ni los procesos his-
téricos de su evolucién.

IIT.—Presentar la Matemdtica como una unidad en relacidn con la vida
natural y social. '
IV.—Graduar cuidadosamente los planos de abstraccién.
V.—Ensefiar guiando la actividad creadora y descubridore del alumno.
VI.—Estimular dicha actividad despertando interés directo ¥y funcional
hacia el objeto del.conocimiento.
VIL.—Promover en todo lo posible la autocorreccién.
VIII.—Conseguir cierta. maestria en las soluciones antes de automatizdrlas.

IX.—Cuidar que la expresién del alumno sea lraduccidn fiel de su pen-
samiento,

X.—Procurar a todo alumno éxilos que eviten su desaliento.

Exceptuando el consejo primero de No rigidez o Adaptacidn, que es el
. més general, los demAs podrian agruparse y categorizarse del siguiente
modo :

Preceptos relativos a cualidades del método de ensefianza : II. Genelis-
mo.—III. Vitalismo.—IV. Gradacién. '

1 Publicado en la Revista «Gaceta Mateméticay, 1.* Serig, Tomo VII, nfime-
ros 5 y 6; 1955. .
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Preceptos relativos al modo: V. Eurismo.—VI. Interés.—VIIL. Auto-
critica.

Preceptos que pudiéramos llamar de plenitud: VIII. Maestria.—IX.
Expresién—X. Exito,

CE

Para precisar el alcance de cada uno de estos preceptos permitaseme
afiadir un breve comentario a cada uno de ellos.

I.—No adoptar una diddctica rigida, sino amoldarla en cada caso al alumno,
observdndole constantemente.

El centro de la ensefianza no es hoy ya el maestro, sino el alumno. La
accién de aprender ha arrebatado su antigua primacfa al acto de ensefiar.
Hoy ensefiar es estimular y guiart los procesos de aprendizaje. De aqui que
la accién del maestro quede condicionada en cada caso a dichos procesos.

Conviene recordar especialmente aqui este caricter general de la ense-
fianza con objeto de evitar que los profesores de matematicas busquen en
la didictica soluciones fijas y rigidas como las de la Matematica misma.

II.—No olvidar el origen concreto de la Malemdtica ni los procesos histéri-
ricos de su evolucién,

Este olvido engendra una estrecha idea de la finalidad educativa de la
Matemética, finalidad que no debe limitarse al desarrollo del razonamiento
l6gico abstracto, Las nociones y las operaciones mateméticas han tenido su
primitivo origen histérico en procesos de abstraccién y esquematizacién del
mundo fisico real. La humanidad sélo ha podido aplicar el mecanismo abs-
tracto a los problemas que dicho mundo le ha presentado, después de efec-
tuadas dichas esquematizaciones. Los resultados de esta elaboracién abs-
tracta se han proyectado de nuevo al campo de la realidad en la interpreta-
cién y ataque de nuevos problemas. Los procesos genéticos del pensamiento
matemAtico estdn lo suficientemente vinculados a su evolucién historica
para que no nos olvidemos de dicha génesis y evolucién,

III.—Presentar la Matemdtica como una unidad en relacién con la vida
nalural y social.

Para la inmensa mayoria de nuestros alumnos la Mateméitica no seri
mAés que un instrumento de enfoque en sus problemas vitales futuros. Xdu-
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carles mateméticamente es bastante més que presentarles el mecanismo abs-
tracto del instrumento en vacio. Habri que cultivar asimismo en toda la
ensefianza matemAtica el sentido de aplicacién en sus dos fases de abstrac-
cién y concrecién que preceden y siguen a tal mecanismo. )

Por otra parte este mecanismo tiene su unidad funcional. La divisién
de la ensefianza matematica en compartimentos estancos determiné progra-
mas lineales cuya unidad légica ha sido sustituida modernamente por uni-
aades funcionales ciclicas més adecuadas al desarrollo psiquico del alumno.
Ello favorece, al término de los ciclos, la propuesta de cuestiones de cierta
amplitud que abarquen teorias mateméaticas diversas, y aun conectables con
otras disciplinas como la Fisica, la Quimica, la Geografia, etc.

La amplitud de tales cuestiones podra dar ocasién a la ofganizacién de
trabajos en equipo, promoviendo hébitos fitiles de colaboracién social y de
autodisciplina de grupos en comunidad de trabajo.

IV.—Graduar cuidadosamente los planos de abstraccién.

Lo concreto y lo abstracto no son términos absolutos, sino relativos.

Lo concreto empieza siendo lo observable, lo que directamente perciben
nuestros sentidos; luego pasa a ser lo imaginable, lo intuible, lo represen-
table, Por abstracciones sucesivas edificamos categorias mentales en las que
se estratifican lo concreto y lo abstracto en orden de abstraccién creciente
y concrecién decreciente, de modo que cada estrato es abstracto respecto
del anterior v concreto respecto del siguiente.

T'al estratificacién de categorias requiere tiempo y sedimentacién y, por
tanto, cada categoria sblo es accesible a determinada edad mental que el
educador matemAtico tiene que tener muy en cuenta para graduarlas con-
venientemente no sélo de curso a curso, sino aun ocasionalmente de aium-
no a alumno, acudiendo a planos més concretos de comprensién en aque-
llos menos dotados.

V.—Ensefiar guiando la actividad creadora y descubridora de los alumnos.

El nifio no es un depébsito a Ilenar de conocimientos, sino un potencial
deseoso de convertirse en actividad. Encaucemos esta actividad en un sen-
tido educativo. Los procesos de transmisién de conocimientos no deben di-
vorciarse de los de adquisicién o descubrimiento, S6lo hay auténtica asimi-
lacién de un conocimiento cuando es fruto de una accién que motive su
génesis. La tarea del maestro es provocar la actividad creadora del alumno
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orientdndola en cada caso hacia la generacién del conocimiento que se trata
de adquirir. Es la tinica forma de conseguir firmeza y seguridad en la ad-.
quisicién, Los ejemplos y los problemas son los que han sugerido casi
siempre los conceptos y las teorias.

VI.—Estimular dicha actividad despertando el interés directo y funcional
hacia el objeto del conocimiento,

Pero el estimulante disparador de la actividad del nifio no debe ser la
coaccién o la fria propuesta de cuestiones que no despierten un interés di-
recto, es decir, que sea funcién exclusiva de las cuestiones en si. Por el
contrario debe ser dicho interés despertado por la situacién el que dispare
la actividad funcional del alumno. Sélo asi sacaré éste energias de su caudal
para vencer las dificultades. La afectividad del nifio juega en esta cuestién
un papel extraordinario, y resulta a veces mégico el poder creador que des-
arrolla el nifio cuando se acierta a llamar poderosamente dichos factores de
interés y afectividad.

La Matemética, contra Jo que muchos pueden creer, se presta 'grande-
mente a despertar estos potenciales de interés, si se sabe presentar sus pro-
blemas en la forma estimulante de un misterio a descifrar, de un apuro
vital a resolver en ficcién de juego. Aun en un terreno puramente abstracto
los conceptos matematicos son particularmente aptos para crear situaciones
de juego mental aderezéndolos convenientemente. Si ademés se sabe sacar
partido de las innumerables situaciones matemiticas creadas por problemas
de la vida real, uniremos a dicho interés auténomo el interés superpuesto
por la proyeccién a la vida, y atenderemos a la formacién matematica com-
pleta y vitalista esbozada en los puntos segundo y tercero,

VII.—Promover en todo lo posible la autocorreccidn.

Una de las potencialidades educativas de la matemAtica radica. en el
hecho de ser sus resultados autocomprobables. En la educacién del caricter
y de la voluntad el resorte de la autocritica es fundamental. Un educando
acostumbrado a corregirse a si mismo por el sencillo vehiculo de la com-
probacién de sus propios resultados, y, por tanto, de sus proi:)ios errores
cuando los cometa, sabrd acaso ser mis cauto en sus precipitaciones, méis
seguro en sus pasos, méas objetivo en sus juicios y acaso més humilde en
sus apreciaciones,
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Pero también el profesor debe aplicarse el precepto, procurando compro-
har objetivamente, por s{ mismo, los resultados de su ensefianza y mejorando
sus procedimientos a tenor de tales comprobaciones. Los métodos estadisti-
«cos le pueden aportar poderosa ayuda en su tarea experimental de perfec-
clonamiento.

VIII.—Conseguir cierta maestria en las soluciones antes de automatizarlas.

Suele ser expediente céomodo de preparadores suministrar cuanto antes
las reglas y repetir sus aplicaciones a saturacién. Pero procediendo de esta
suerte se crea en los alumnos el mas rigido automatismo mental. Hste pro-
ceder es tanto més peligroso cuanto que el alumno mismo, en su afan de
accién, acoge con alegrfa las reglas que le permiten actuar répidamente an-
tes de asimilar las esencias metédicas; alegria tanto mayor cuanto méas dis-
cursivos y aburridos son los procedimientos de asimilacién a que se le
somete. '

La necesidad de la regla no es sentida cuando la accién del alumno se
desenvuelve en los procesos mismos de adquisicién. Muchos pedagogos, pa-
sandose por ello a la reaccién contraria, abominan de toda regla ante el pe-
ligro de automatismo que pueda provocar. Sin embargo, la regla, cuando es
posterior al dominio del procedimiento, tiene un valor: el de Ia condensa-
cién expresiva del acto dominado. Pero s6lo es aconsejable cuando existe
tal dominio previo, dominio que significa flexibilidad de adaptacién a cada
caso particular y no rigidez de accién, Solamente cuando la sintesis expre-
siva del procedimiento no corra el riesgo de convertirse en imperativo sim-
plista de accién es cuando la regla resulta licita pedagdgicamente v aun
aconsejable como recurso Gltimo.

IX.—Cuidar que la expresidn del alumno sea traduccién fiel de su pensa-
miento.

El enunciado de las reglas y definiciones, hecho con posterioridad al do-
minio del proceso o del concepto, debe ser siempre producto de una elabo-
racién expresiva del propio alumno como resultado de tal dominio. No
debe impacientarnos el que dicho enunciado resulte en un principio de-
fectuoso. Sélo exigiendo que la expresién del alumno siga fielmente su
pensamiento, sélo invitindole a que enuncie «pensando en voz altan, ten-
dremos la garantia de que lo enunciado tiene un contenido subyacente y
no es pura repeticién de un clisé memorista estereotipado.

11
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En lugar de ridiculizarla, prefiramos una tosca autenticidad a una huera
imitacién; y aprovechemos los enunciados imperfectos como motivos ins-
tructivos de critica suave y persuasiva (no deprimente) que promueva la
correccion y perfeccionamiento por el propio alumno. Es muy dificil de-
finir bien cuando no se domina atn el lenguaje, tanto mas dificil cuanto
mis primario es el concepto definido, como ocurre con gran parte de los
conceptos mateméticos. No juzguemos como ignorancia de un concepto
o de una propiedad la dificultad de su enunciacién, Pese a esta dificultad
el nifio puede tener clara consciencia de uno y de otra y saberlos aplicar
impecablemente. En tales casos, antes de exigir prematuramente repeti-
ciones memoristicas, es preferible esperar a que la perfeccién expresiva
se alcance como consecuencia natural de la fidelidad al pensamiento y
del progresivo dominio del lenguaje.

X.—Procurar que todo alumno tenga éxitos que eviten su desaliento.

Quiz4 ninguna disciplina cree entre los alumnos desniveles tan acusados
como los que crea la mateméatica. Esto produce en los menos dotados ver-
daderos complejos de desaliento y de aversién hacia la matematica que ya
nunca tendrian remedio.

Todo ser humano necesita el alcaloide espiritual del éxito que estimula
su vida de relacién social; vy si las grandes dosis pueden ser funestas, las
pequeiias dosis son necesarias, Hay que procurar suministrarselas a los
alumnos menos dotados, homogeneizando cuanto sea posible los grupos v
proponiendo a cada grupo homogéneo ejercicios a su nivel,

Terminemos con un comentario a la totalidad :

Estos que pudiéramos llamar «consejos axiomaticos» tienden, como he
dicho, no a fijar normas de accién, pero si a crear una conciencia didéctica
capaz de sugerir dichas normas al vivir la ensefianza. De aqui su caricter
de generalidad. En su mayorfa son aplicacién de principios generales de
pedagogia a nuestra ensefianza,

El primero es, como se ha dicho, el mis general de todos. Los otros
resultan igualmente aplicables a otros grados de ensefianza, peto no en su
totalidad ni tan especificamente como en la ensefianza matematica media.
Asi, la gradacién de planos de abstraccién, por ejemplo, es problema de
singular relieve en la infancia y adolescencia, es decir, en los periodos de
evolucién maxima de la inteligencia, pero pierde su capital importancia.






§ 4. RECOMENDACIONES SOBRE LA LNSENANZA
DE LAS MATEMATICAS

Flevadas por la «UNESCO» y la «OFICINA INTERNACIONAL DE

EDUCACION» a los Minislerios de Imstruccién Piiblica de los paises

adheridos, en la Décimonovena Conferencia Internacional de Instruccién
Piiblica habida en Ginebra en julio de 1956 *

La Conferencia Internacional de Instruccién Publica, convocada en
Ginebra por la Organizacién de las Naciones Unidas para la Educacién, la
Ciencia y la Cultura y por la Oficina Internacional de Educacién, habién-
dose reunido el 9 de julio de 1956 en su décimonovena sesién, adopta, el
17 de julio de 1956, las siguientes recomendaciones :

La Conferencia : Considerando que las Mateméticas han tenido en todo
tiempo un valor cultural y prictico indiscutible y un papel importante en
el desarrollo cientifico, técnico, econdémico y, en particular, que nuestra
£época presenta una coyuntura matemitica sin precedente en la Historia,

1 Por indicacién del Sr. Puig Adam, miembro de la Comisién espafiola que par-
ticipé en dicha Reunién Internacional, en la que estuvieron representados 71 paises,
reproducimos aqui este cuadro de recomendaciones que constituye la sintesis inter-
unacional més completa de orientaciones metodolégicas en pedagogia matemética
moderna,

El Comité de Redaccién de estas instrucciones, designado por la Asamblea gene-
ral a propuesta de su Presidente Sr. Piaget, estuvo constitufido por los profesores
Servais (Bélgica), Puig Adam (Espaiia), Knani (Ttnez), Choukour (Afganistin), Cam-
pedellr (Italia), Markouchevitch (U, R. 8. S.) y Bisdorff (Luxemburgo). (V. acta del
13 de julio). En las referidas instrucciones se nota claramente la aportacién de nues-
tro compatriota, cuyas fundamentales ideas didécticas contenidas en su anterior De-
célogo, aparecen integramente aceptadas y encuadradas en el vasto marco abarcado
por la Comisién. (N. de la R.)
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ccondmica y social exigen cada vez méis conocimientos mateméticos co-
rrientes (cdlculo, geometria usual, representaciones geométricas, férmulas,
ecuaciones, funciones, tablas y graficos). Iistas nociones y medios funda-
mentales intervienen también en un ntmero creciente de profesiones.

3. Las Matemditicas y el estilo de pensamiento. que les es propio deben
ser considerados como un elemento esencial de la cultura general del
hombre moderno, aunque su actividad no sea cientifica ni téenica. Es de
desear que la enseflanza de las Mateméticas, en estrecha unién con la
ensefianza de otras ramas, conduzca a los alumnos a comprender el papel
que juegan las Matemaéticas en las concepciones cientificas y filos6ficas
del mundo actual,

4. Uno de los fines principales del curso avanzado en Matematicas
en los filtimos afios de la ensefianza secundaria debe ser la preparacién
a los estudios superiores cientificos o técnicos, cuya base mateméatica
crece de dia en dia.

LUGAR DE LAS MATEMATICAS

5. I.a ensefanza de las Matemdticas, obligatoria en las diferentes cla-
ses del ciclo inferior de las escuelas secundarias, debe disponer de un
niimero de horas adecuado.

6. Iin el ciclo superior de las secciones cientificas el curso de Mate-
maticas debe beneficiarse de un horario extenso.

7. Es de desear que los alumnos que manifiesten disposiciones especia-
les para los cstudios cientificos tengan la posibilidad de segnir una ense-
fianza mas desarrollada que les permita entregarse a estudios comple-
mentarios personales.

8. En los paises donde la ensefianza de las Matemaéticas no figure con
titulo obligatorio en ciertas secciones (Secciones Literarias, por ejemplo)
deberfa ser organizada una ensefianza matematica con tendencia cultural
wmas que puramente técnica, al menos a tftulo facultativo.

9. El coeficiente que afecta a las Mateméticas en el momento de la
calificacién de los resultados de los alumnos, cualquiera que sea el modo
de realizarlo, debe ser proporcional al valor que se reconoce a esta disci-
plina, Cuando ésta es obligatoria, y especialmente en secciones cientificas,
debera ser considerada como una de las ramas principales, fundamental-
mente en los pases de clase y en las certificaciones de fin de estudios.
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que tiene un origen ligado a lo real v un alcance eficaz en nuestra accidm
sobre él,

17. 'Todo debe disponerse para estimular y favorecer en el alumno el
aprendizaje activo de las Mateméticas por una participacién personal tan
grande como sea posible en su elaboracién.

18. Es necesario: a) excitar y sostener el interés de los alumnos tanto
para las Matematicas en sf como para sus aplicaciones, b) estar atento a la
trayectoria del pensamiento matemético juvenil, ¢) adaptar la ensefianza
a las capacidades individuales y a ia evolucién mental de los alumnos,
diferencidndolos sucesivamente segfin su destino,

19. Es preciso : a) partir, siempre que sea posible, de lo concreto para
llegar a lo abstracto, sobre todo en las clases inferiores y, cada vez que la
cosa sea fitil, hacer un llamamiento a la experimentacién real, figurada o
imaginada, para sugerir la definicién o la demostracién; b) darse cuenta
de que el conocimiento matematico nace y se desarrolla por la penetracién
de las acciones concretas y la organizacién de los sistemas operatorios;
c) aprovechar las cuestiones provocadas por las situaciones concretas no
solamente para mostrar la importancia prictica de las Matemiticas, sino
sobre todo para motivar los desarrollos teéricos.

20. Importa: a) Acostumbrar al alumno a formar las nociones v a
descubrir &1 mismo las relaciones y propiedades mateméticas antes que
imponerle un pensamiento adulto ya hecho; b) asegurar la adquisidén
de nociones y procesos operatorios antes de introducir el formalismo;
¢)- no confiar al automatismo mas que las operaciones asimiladas.

21. Ts indispensable : a) Hacer adquirir primero experiencia de los
entes y relaciones mateméticas e iniciar en seguida al alumno al razona-
miento deductivo; b) extender progresivamente la construccién deductiva
de las Matemaiticas; c¢) ensefiar a plantear los problemas, a buscar los da-
tos, aprovecharlos y apreciar los resultacdos; d) conceder la preferencia
a la investigacién euristica de cuestiones, méis que a la exposicién doc-
trinal de los teoremas; e) hacer tomar conciencia de la estructura de una
teoria hipotético-deductiva en la que, sobre la base de postulados, los
teoremas sean construidos por demostraciones v los términos nuevos in-
troducidos por definiciones, de modo que conduzcan a una exposicién
l6gica deductiva de la materia estudiada.

22. Es preciso: a) Estudiar los errores de los alumnos y‘ ver en ellos
un medio de conocer su pensamiento matematico; b) ejercitar a los alum-
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de las diferentes secciones y respetard para cada una de ellas la dosifi-
cacién entre el punto de vista préictico, las necesidades técnicas, el des-
arrollo tebrico y la preocupacién cultural.

27. Del uso de los medios auxiliares audiovisuales, de los modelos
matemaéticos concretos (existentes en la vida corriente, construidos por
los alumnos o los profesores, o también fabricados por firmas comerciales),
que tienen un lugar cada vez mis destacado en la ensefianza, conviene
sacar partido para que los alumnos adquieran de forma activa las abstrac-
ciones matemditicas.

PERSONAIL DOCENTE

28. En Mateméiticas, mis quizd que en otras ramas, el papel del pro-
fesor es primordial. La eleccién, la formacién y el perfeccionamiento
de los profesores de Matemdticas debe ser objeto de una atencién y una
solicitud particular por parte de las autoridades responsables de la educa-
cién de la juventud.

29. Los profesores encargados de ensefiar las Matemiticas en los Cen-
tros de Lnseflanza media, deben temer una formacién matematica de un
nivel netamente superior al de su ensefianza. Esta formacién debe implicar
no solamente el estudio de las mateméiticas teéricas, sino una parte de
matemdticas aplicadas, la historia general del pensamiento matemético,
la metodologia de la ciencia matemitica en si y el estudio de las mate-
méticas elementales consideradas desde un punto de vista superior,

30. Una preparacién pedagdgica y psicolégica adecuada debe ser el
complemento indispensable de la formacién mateméatica del profesor e
inspirarse en unconocimiento claro y bastante madurado de los fines ge-
nerales y de los principios de la educacién humana. En esta preparacién
debe insistirse en la evolucién estructural de la inteligencia en relacién
con la elaboracidn del pensamiento matematico. En ella se tratard de las
relaciones entre lo concreto y lo abstracto de modo a situar la metodologia
de los modelos en la ensefianza matematica. El futuro profesor serd en-
trenado en la observacién y en la experimentacién en materia de peda-
gogia matemAtica, Por encima de todo se le interesard por los adolescentes
y por sus aspiraciones, a fin de que pueda ser el animador y el gufa de
la juventud.
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ser elaborados en ¢l estadios superiores de cultura, si tal es el destino
del alumno.

¢ Qué valores utilitario y formativo debemos, pues, esperar de la ense
fianza de la Geometrfa en la Escuela Primaria? Para acertar en el trata-
miento del individuo recordemos una vez méas lo ocurrido en la especie.
La Aritmética nacié en cuanto el hombre quiso contar sus bienes; la Geo-
metria, en cuanto quiso medirlos y construirlos (acotar sus terrenos, cons-
truir sus viviendas, ete.)., En estas tres operaciones primitivas de la hu-
manidad : contar, medir y construir, estd el origen de la matemética y tam-
bién (salvada la diferencia de estimulos e intereses) la pauta de los pri-
meros balbuceos mateméticos del nifio en la escuela,

Dejando al cuidado de la Aritmética la operacién de contar y las téc-
nicas operatorias que a su alrededor se desarrollan (la adicién y la mul-
tiplicacién son cuentas, es decir, modos de contar abreviados), podremos
dar por alcanzada la finalidad utilitaria de la Geometria en la Escuela Pri-
maria en cuanto el alummo sea capaz de reconocer, medir y construir las
formas geométricas que se le hayan de presentar con més frecuencia en su
vida de relacién futura. Por construir entendemos, naturalmente, el dise-
fio o la realizacién de figuras esquemdticas representativas, no la realiza-
cién efectiva de objetos, labor de los distintos oficios, la cual se apoya
precisamente en aquella téecnica geométrica previa adquirida en la Iscuela,

¢V la finalidad formativa? Es error frecuente creer que la principal
finalidad formativa de la Geometria radica en el ejercicio légico que se
desprende de su encadenamiento de teoremas. Este error tiene su génesis
en un proceso histérico bien conocido. Sabido es que la Geometria empezé
siendo un conjunto de conocimientos empiricos de los antiguos construc-
tores y medidores orientales y terminé siendo el edificio racional mas bello
y perfecto legado por el genio griego. Desde entonces se adopté la ense-
flanza de la Geometria euclidea como la calistenia mental por excelencia.
Antes de Euclides, ya Platén hizo inscribir a la entrada de su Academia :
«Nadie entre que no sepa Geometrian, y dijo de ella que «atrafa el alma
hacia la verdad formando el espiritu filos6fico al obligarla a dirigir sus
miradas a lo alto y no a lo terreno»... *. Muchos siglos después, Pascal y
Spinoza:atin nos hablan del espiritu geométrico como sinénimo del espiritu
légico. Esta curiosa subversién de valores se debe a que la Geometria es,

1 Repiblica. Libro VII,
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todos los grados de enseflanza (tal es el wleitmotivy de mi credo pedagégi-
co, lo mismo en el Bachillerato que en la Ensefianza técnica) y con mayor
razén en la primera ensefianza, en la que resulta prematuro el sutil tejido
de la légica. Hs, precisamente, en la primera ensefianza donde debemos
acumular todas las vivencias sensoriales, experimentales e intuitivas, gue
sedimentadas en el subconsciente del nifio, constituiran los estratos bésicos
sobre los que asentard mas tarde todo el edificio racional abstracto.

No olvidemos que la Matemaética, como toda otra Ciencia, ha tenido
su origen empirico y experimental, mucho mis breve ciertamente gue el
de las otras Ciencias (por lo cual se estructuré cientificamente mucho antes
que ellas), pero no por ello ha dejado de existir, vy lejos de renegar de este
origen hemos de tenerlo muy presente en la educacién del nifio, cuva ela-
boracién de conceptos no puede diferir grandemente de la que ha seguido
la humanidad. En consecuencia, antes de pensar en la estructuracién ra-
cional de la Matemética v en particular de la Geometria, cuidaremos mu-
cho las fases de observacién, de experimentacién vy de intuicién habil-
mente distribuidas a lo largo de todo ¢l perfodo de ensefianza primaria
en sus distintos grados. '

En rigor, la observacién y el anilisis simple de hechos y cosas surgen
espontidneamente en el nifio micho antes de su asistencia a la escuela; se
inician con el desarrollo de sus sentidos que ya dejan en él sus primeras
vivencias espaciales, invariablemente unidas a sus primeras experiencias
motrices. En la escuela se iniciard la experimentacién, es decir, se pro-
vocaran nuevos hechos geométricos artificiales que agudizarin su obser-
vacién y andlisis (por ejemplo, comparaciéon de formas de que hablaremos
en seguida) induciendo analogias v desarrollando la transduccién (o paso
de lo particuiar a lo particular anilogo) como fase previa a la induccidn
(paso de lo particular a lo general). Finalmente, en un perfodo posterior,
se desarrollard su intwicién sustituyendo los hechos reales espontineos o
provocados, por hechos imaginados; la realidad externa sensible, por el
mundo interno de la fantasia; el nifio empezard a mirar dentro de si (in-
tuere) haciendo afirmaciones, no ya sobre lo que esta ocurriendo y viendo
realmente, sino sobre lo que ocurriria si tal o cual experiencia se efectuara,
v que él estd viendo en su imaginacién.

Il desarrollo de esta facultad de intuir se adapta perfectaments a la
evolucién psiquica de la primera y segunda infancia, v es extraordinaria-
mente interesante para una completa formacién matemitica del educando,
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posiciones varias ®. Fs interesante practicar en tales figuras recortadas la
cperacién de simetria cambiando la cara de apoyo sobre la mesa, al objeto
de habituar a reconocer la igualdad inversa de figuras planas simétricas.
(Esta igualdad se hace particularmente diffcil de reconocer espontinea-
mente sin este ejercicio previo). ' !

En este estado de conocimientos y de ejercicios es particularmente in-
genioso y adecuado el material montessoriano que convierte en juego, v,
por tanto, en actividad espontinea y deseada, la blisqueda de formas igua-
les mediante el ajuste de la figura recortada al molde vaciado en las placas
v cajas de juego. Tiste reconocimiento practicado a ojos vendados, asociara
la forma al movimiento, cultivando la destreza motriz preliminar al dibujo.

En cuanto al problema de lenguaje inherente al reconocimiento de tales
formas, bastari dar a cada forma su nombre sin pretender que el nifio de
los primeros grados asimile definiciones que se repiten de memoria sin
dejar huella alguna formativa. Mucho més interesante resulta esperar a
los grados superiores para que sea el mismo nifio quien intente dar defini-
ciones por su cuenta mediante el descubrimiento previo de propiedades
especificas de la forma que se trata de definir, y no debe importar que
tales definiciones se ajusten o no a las del texto al uso mientras sean geo-
métricamente correctas. Por ejemplo, pueden admitirse como igualmente
buenas las definiciones de paralelogramo: como cuadrilitero con los la-
dos paralelos dos a dos; cuadrilitero con los pares de lados opuestos igua-
les; cuadrilitero cuyas diagonales se cortan en su punto medio, etc., pues-
to que cada una de estas propiedades es privativa del paralelogramo y
sélo de él.

Las preguntas de contestacién afirmativa: un rectidngulo, un rombo,
un cuadrado, json paralelogramos?, y otras parecidas, dejardn en el
alumno la semilla de las nociones abstractas de género y especie, La cons-
truccién en alambre de modelos deformables permitird materializar el gé-
nero (por ejemplo, distintas formas de un paralelogramo) y la especie (caso
particular en que los Angulos son rectos). Todos estos ejercicios de par-
ticularizaciéon de una figura v denominacién correspondiente por género
préximo v diferencia especifica tienen, pues, la proyeccién futura deseada
en la formacién légica del educando.

2 Con el mismo fin se construyen en Italia pizarras giratorias, y el profesor Gar-
TEGNO hace uso del geoplano (tablero mévil con clavos, entre los cuales se tienden
gomas que dibujan las figuras corrientes de la Geometria plana).
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de méquinas), como a las exigencias teéricas que han removido los funda-
mentos de la Matemdtica en los dltimos tiempos.

Continuando en torno a las operaciones primitivas mencionadas, si
pasamos de la medicién directa (generadora de las primeras generalizacio-
nes del concepto de ntimero) a la indirecta, la cultura matemaAtica se en-
riquece considerablemente con la aparicién de nexos relacionales o fun-
cionales entre magnitudes : las que se pretende medir y las que en su lugar
se iniden realmente. No hicieron otra cosa los primitivos medidores de
extensiones de terrenos, de volliimenes y pesos de bloques de piedras, de
alturas, de distancias inaccesibles... cuando hubieron de acometer medicio-
nes imposibles de realizar por procedimiento directo (aplicacidén de la uni-
dad sobre la cantidad medida). La relaciéon aritmética mas sencilla usada
a tal efecto es la proporcionalidad. Con la proporcionalidad simple o com-
puesta, y con su aplicacién geométrica a la semejanza, puede lograrse la
medicién de distancias y alturas inaccesibles, y las de magnitudes geomé-
tricas y fisicas de cardcter compuesto, como las 4reas, los vollimenes, las
densidades, las velocidades, etc. Relaciones métricas derivadas de la se-
mejanza o de la equivalencia, como es el teorema de Pitidgoras, introducen
asimismo la medicién indirecta de diagonales, hipotenusas, catetos, etcé-
tera, utilizando la radicacién. Operacién inversa es ésta que, juntamente
a la directa de potenciacién, puede ser presentada en el marco indicado, es
decir, en el momento en que parece funcionalmente necesaria. Con todo lo
apuntado, asi como comn la mejora progresiva de las técnicas de cédleulo ini-
ciadas en el ciclo anterior (reduccién de fracciones a minimo denominador
comn, con el estudio previo necesario de la divisibilidad) es posible es-
tructurar racionalmente un segundo curso de Bachillerato (como asi se ha
hecho en el plan actual), en el que queda ya iniciado el concepto de fun-
cién que ha de tener mas amplio desarrollo en los ciclos sucesivos.

La teorfa de la proporcionalidad se proyecta inmediatamente a los pro-
blemas de Aritmética mercantil de un lado, v a la teoria de la semejanza
geométrica de otro, con sus aplicaciones a los mapas, planos, escalas, pan-
tégrafos, etc. El rico contenido concreto de unas v otras aplicaciones su-
giere abundantes motivaciones iniciales de arranque de las teorfas para
el ejercicio de la enseflanza intuitiva y euristica en este nuevo ciclo ele-
mental. Innecesario parece afladir todo el interés educativo que tiene «el
método de provectos», asi como las realizaciones constructivas de las es-
cuelas primarias modernas Dewey, Decroly, Claparéde..., métodos que
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adicién y de la multiplicacién sugiere ficilmente en el alumno la confu-
sién de una por otra en cuanto se simbolizan, y por tanto, también la con-
fusién de sus respectivos elementos neutros cero y unidad. Los clésicos
errores

at+tm a a -

_ = —=p; P at=x" (a+b)'=a+ bt Vattyi=atoy,
b+m b a

10 reconocen otro origen. Fl niflo, lanzado prematuramente a un complejo
automatismo, cuyas reglas no ha elaborado ni descubierto por si mismo,
las confunde y las extrapola con facilidad; y transforma y simplifica erré-
neamente, por simple y explicable confusién con transformaciones simila-
res perfectamente licitas

(a+m)—(b+m)=a—b; a—a=o0; x° a*=x°; (a+bn=an+bn;

otra, que el nifio vaya conquistando, pasc

o}
g
o]
@
[*]
ot

2

un proceso propio de autocorreccién que le habitlie a reconocer sus fallos,
a rectificarlos, adquiriendo asi seguridad y confianza en evitarlos. En
nuestro librito sobre Diddctica matemdtica euristica hemos descrito va-
rios ensayos de lecciones de célculo literal desarrolladas segin método
euristico, con el que los alumnos descubren por si mismos las reglas ope-
ratorias (incluso la divisién de polinomios) obteniendo mucha mayor segu-
ridad de cileulo que con los procedimientos usuales, fundados en la cémo-
da enunciacién de reglas y en la anticipacién consiguiente de automatis-
mos irreversibles generadores de tanta rigidez como inseguridad.

I.as mismas advertencias hechas a propésito de los comienzos del calcu-
lo literal pueden repetirse en lo que se refiere a la iniciacién a la teoria
de ecuaciones. Fs pena ver los estragos que ocasionan en nuestros alumnos
los procedimientos recetarios de todos aquellos profesores que se dedican
a preparar en vez de formar. La falta de todo criterio simplificador en la
eleccién de variables a eliminar en un sistema, la rutinaria eliminacién
por sustitucién de la x, aunque resulte mucho mais complicada que cual-
quier otro recurso eliminatorio que salta a la vista, la invariable aplica-
cién de la férmula general que da las raices de una ecunacién completa de
segundo grado, aunque la ecuacién sea incompleta, etc., son defectos no
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relaciones algebraicas que rigen las conexiones en circuitos eléctricos, del
manejo estadistico de colectivos..., que abrumarle con férmulas trigono-
métricas de utilidad casufstica. Con las de adicién de argumentos tendra
bastante para formular en su dfa el incremento del seno o coseno y poder
calcular sus derivadas.

ELABORACION INTERNA DEI, ESPACIO EUCLIDEO.
TRANSICION DE LO INTUTTIVO A LO RACIONAL

El espacio intuitivo se elabora en el nifio por un procesc interno de
idealizacién del espacio perceptivo, Experiencias fciles de realizar * per-
miten comprobar, por ejemplo, cémo el nifio se forma espontineamente los
conceptos de plano infinito v de recta infinita, aun partiendo de limita-
das representaciones materiales de los mismos. No hay, pues, peligro al-
guno en partir de tales representaciones para intuir las propiedades del
espacio euclideo, ya que, aun utilizando iméigenes materiales, el nifio las
idealiza espontineamente y elabora asi su visién interna del espacio eucli-
deo, Es de todo punto contraproducente pretender edificar dicho espacio,
como se hacfa en los cursos clisicos de Geometrfa (lo que afin recuerdo
con horror de mi nifiez) a fuerza de golpes de reduccién a lo absurdo.
«Supongamos que esta recta no cortara al plano...», y el nifio no podia
suponer tal cosa porque estaba intuyendo que tenfan que cortarse. Se le
desconcertaba asimismo admitiendo por evidentes ciertas propiedades
(axiomas) y haciendo depender de ellas a continuacién, tras largos razo-
namientos, otras verdades no menos evidentes. El proceso légico reduc-
tivo caracteristico de la escuela griega no tiene interés alguno para el nifio,
el cual repugna a todo aquello que no obedece a una necesidad sentida.
El nifio tiene también su ldgica, mis funcional que reductiva, y deatro
de ella es perfectamente consecuente.

La evidencia sensible precede necesariamente a la evidencia intuida y
ésta a la evidencia légica. I,a construccién racional del espacio requiere
un cierto grado de madurez mental y a ella debe llegarse progresivamen-
te. En un principio interesa sobre todo que el nifio adquiera miltiples
vivencias sensibles, que las interiorice convirtiéndolas en intuiciones, que
fomente asi la visién interna idealizada de las relaciones que ligan los

2 V., Capitulo siguiente,
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en los oficios y en el dibujo, a saber : los planos acotados, el sistema dié-
drico y la perspectiva caballera.

LICLO METODOT.éGIC.O‘—PENI‘}TRACI(_')N CONSCIENTL
EN EI, METODO DEDUCTIVO

Alcanzado que sea por el alumno un cierto grado de madurez mental
y acumulada suficiente experiencia deductiva a través de las cadenas que
2] estudio de la matemética le habrid ido ofreciendo a lo largo de cuatro
o cinco cursos de Bachillerato, es llegado el momento de darle una idea
de cémo se prolongan estas cadenas en ambos sentidos y de cémo se
enlazan hasta conseguir la red multipolar de proposiciones caracteristica
de toda ciencia deductiva.

Pero el modo maés eficaz de que el alumno penetre en este tejido no
es precisamente presentdndoselo va elaborado, sino invitindole a su elabo-
racién, Fue un grave error creer que el trinsito del método intuitivo al ra.
cional podia efectuarse de manera brusca, sometiendo, en un momento
dado, todos los conocimientos elementales, intuitivamente adaguiridos po1
el nifio, a una revisién nacional que partiese nuevamente de la nada para
reelaborarlos segin nuevos cuadros rigidos formados por los cldsicos axio-
mas, teoremas, corolarios... En este error incurrieron los programas ita-
lianos hace ya bastantes afios, como consecuencia del movimiento revi-
sionista de los fundamentos de la matematica de comienzos de siglo; y
en el mismo error incurrié el plan espafiol de 1934 al introducir el método
racional en tercer curso para reexponer en forma deductiva el contenido
de los dos primeros cursos desarrollados segtin método intuitivo. El nifio
no mostraba ningfin interés por esta repeticién, que le aburria soberana-
mente. No podia sentir tal interés puesto que el prurito reductivo de
unas verdades a otras ni se presenta a esta edad ni el alumno tiene voca-
cién reflexiva suficiente para que sea posible despertar en él este interés
a través de una accién pensante sugeridora. De aqui la conveniencia de
que el transito de lo intuitivo a lo racional sea gradual e insensible, adop-
tandolo a la natural evolucidn del escolar, y que convenga esperar el gra-
do de madurez necesario vy la experiencia deductiva suficiente para aflorar
¢n el alumno la conciencia del método légico reductivo, invitindole a
participar activamente en su elaboracion.
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den contribuir poderosamente a la creacién de este clima de interés de-
Juclive en la edad propicia.

Toda esta participacién activa del alumnado en la elaboracién meto-
dolégica de la ciencia matemética a su nivel no puede ser objeto de im-
paciencias ni de precipitaciones que fuercen el ritmo natural del alum-
bramiento y satisfaccién de los primeros deseos e intentos deductivos del
muchacho, Si los principios son lentos, los avances ulteriores son recu-
peradores e incluso a veces sorprendentes. La experiencia metodoldgica
realizada en el curso 1957-58 en el Instituto de San Isidro, con alumnos
de 5.° curso, se prolongéd durante mis de un trimestre de clase alterna. La
elaboracién de nuevas proposiciones a partir de la semejanza y del teo-
rema de Pitigoras permitié recorrer de nuevo, con regusto de nuevos de-
talles de originalidad deductiva, buen n@imero de propiedades ya conoci-
Gas de los alummnos (teorema de Pitidgoras generalizado, lugares de puntos
cuya suma y cuya diferencia de cuadrados de distancias a dos puntos fijos
es constante, potencia, eje y centro radicales) hasta descubrir nuevos lu-
gares geométricos y abordar temas que rozaron ya la matemdatica moder-
na: grupos de movimientos, 4reas orientadas,
po vy anillo, etc. El grupo de las traslaciones en el plano y el que forman
los giros y homotecias con el mismo centro, me permitieron establecer
una doble conexién operativa entre vectores planos, con lo que manejaron
sin dificultad alguna el campo complejo. Supuesto admitido el nmero
real, los vectores y los nlmeros complejos que representan resultan asi
mucho més asequibles que la propia génesis del ntimero real {(que en los
ciclos elementales sélo puede rozarse de pasada), y del que nos ocupare-
mos en el ciclo medio superior,

La prolongada experiencia referida me confirmé una vez méas en la idea,
defendida con anterioridad en otras ocasiones ante la superioridad y ante
mis compafieros de docencia, de que para la penetracién consciente en
la esencia del método racional o dedugtivo no se hace necesaria la revi-
sién total del bagaje matemitico que el alumno ha adquirido por via in-
tuitiva. Basta la adquisicién consciente de la calidad racional a través de
la actividad deductiva mencionada y, si se quiere, el desarrollo légico
sistematico de algfin capitulo de la mateméatica que permita redondear el
concepto de ciencia deductiva como tejido de proposiciones demostrables
a partir de ciertas proposiciones iniciales simplemente admitidas, y elabo-
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racién de conceptos complejos a partir de conceptos simples indefinibles,
. enunciados tan sélo como expresién de percepciones idealizadas.

_ La precisién de lenguaje inherente al método 16gico ha de adquirirse
asimismo a través de un proceso que haga sentir al mismo alumno su
necesidad, y el modo més natural de conseguirlo es fomentar el intercam-
bio de ideas entre ellos y el deseo de convencerse mutuamente. Las inter-
pretaciones torcidas que invariablemente sugieren los enunciados impre-
cisos o incorrectos obligan a la rectificacién y a la precisién consciente.
En el capitulo siguiente propongo varios procedimientos para despertar
esta actividad de afinamiento y precisién de lenguaje matemdético.

Por cierto que, al explorar el grado de penetracién consciente con que
los alumnos calaban en las estructuras demostrativas durante la experien-
'qia citada, registré algunas respuestas que, por lo sorprendentes; considero
de interés consignar aqui. Después de efectuado por un alummno el razo-
namiento que prueba la existencia del centro radical de tres circunferen-
cias, como punto de concurso obligado de los tres ejes radicales resultan-
tes de asociarlas dos a dos, se me ocurrié formular a toda la clase la pre-
gunta : ¢ Recordiis alguna ofra propiedad que guarde alguna analogia o
que se demuestre de manera anéloga? ¥V cuando yo esperaba la alusién
a alguno de los puntos notables de un tridingulo (circuncentro, baricen-
tro...), dos alumnos formularon (independientemente) respuestas aparen-
temente desconcertantes. Uno de ellos se refiri6 al hecho de que «dos
segmentos iguales a un tercero son iguales entre si», y el otro (simultinea-
mente y sin que influyera, por tanto, su compafiero), al hecho similar de
que «dos paralelas a una tercera son paralelas entre si»n. También hubo
varias alusiones a la analogia con el circuncentro; pero considero nota-
bilisimo el hecho de que los aludidos muchachos (por cierto no entre los
mejor calificados), saltando por encima de la analogia geométrica que pa-
rece més inmediata (concurrencia de tres rectas lugares de aniloga pro-
piedad respecto de pares de elementos de uma terna), ascendieran a la
esencia primera de su fundamento 1égico comiin, que es, en efecto, la
propiedad transitiva de la relacién de equivalencia (igualdad de segmentos,
igualdad de direcciones, igualdad de potencias...). Ello prueba que el ado-
lescente, y aun el nifio, tiene con frecuencia mis poder de abstraceién que
el qﬁe se le atribuye. La dificultad estriba en traer a un plano consciente
dichas abstracciones v sistematizarlas. Y ésta es precisamente la finalidad
‘epistemolégica del ciclo de iniciacién racional.

b,
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LOS CICLOS SUPERIORES,—EIL NUMERQ REAL ¥ LOS LIMITES.
INICTACION A LA GEOMRETRIA ANALITICA, AL CALCULO
Y A LA ESTADISTICA

La Geometria Analitica se inicia en el momento en que se utilizan las
grificas cartesianas para representar relaciones funcionales, y por consi--
guiente no puede considerarse privativa de los cursos superiores de Ba-
chillerato. En el capitulo siguiente resefiamos una experiencia realizada
con alummnos de primer curso de Bachillerato con objeto de explorar hasta
dénde es posible llegar, en edades tempranas, en el camino de sugerir y
de expresar relaciones lineales entre cantidades variables, y especialmente
las que‘ ligan las coordenadas de los puntos de un plano alineados con
dos puntos dados en. él. Cuantas experiencias he realizado en tal sentido
(aun con nifios de escuelas preparatorias) han conducido al mismo resul-
tado: los pequefios acaban contando los cuadros del plano cuadriculado
para caracterizar la alineacién, consiguiendo expresar correctamente la
relacién que existe entre los ntimeros de cuadros contados en un sentido
y en otro, Desde edades muy tempranas puede, pues, utilizarse el plano
cartesiano para representar relaciones funcionales. Como hemos tenido
ocasién de referir anteriormente, en tercero y cuarto cursos pueden re-
presentarse simultdneamente varias funciones lineales y aun de segundo
grado (trinomios} y resolver asi sistemas graficamente.

Ninguna dificultad suele ofrecer entonces un estudio méis detenido
de los problemas-relativos a rectas, as{ como los de parilelismo, perpen-
dicularidad, 4ngulos y distancias en sexto curso; ni tampoco la ofrece la
obtencién de las ecuaciones de los lugares geométricos de segundo grado
{circunferencia y cénicas). Las dificultades did4cticas surgen en cuanto
hay que aplicar el concepto de limite para el cdlculo de tangentes, 4reas,
etcétera, es decir, con las primeras aplicaciones del célculo.

Consideramos de indiscutible conveniencia la introduccién de unas
" nociones de célculo infinitesimal en el Gltimo curso de Bachillerato, ya
que fueron los métodos infinitesimales los que determinaron el enorme
progreso técnico logrado desde el siglo XVvII hasta nuestros dias. Pero este
cilculo se funda en el concepto de limite, y éste a su vez en la teoria
del nitmero real, y en esta teoria radica la dificultad: la de usar un len-
gu_a}e cientifico que no desmerezca del nivel de un bachiller y que le
sea al mismo tiempo asequible. Si los mismos matematicos todavia no
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se han puesto de acuerdo sobre el modo riguroso de edificar el continuo,
nada tiene de extrafio que la dificultad suba de punto al pretender cons-
truir este edificio en la mentalidad de un adolescente.

Por anticipado puede considerarse no sblo inftil, sino contraproducen-
te toda exageracién de rigor dogmético en la exposicién de la teorfa del
nimero real en Bachillerato, y hemos de contentarnos con que el necesario
empleo de un lenguaje inteligible para el alumno no le sugiera errores
que luego son dificiles de deshacer. A mi entender, la via méis natural
de introducir el nfimero irracional la suministra la misma medicién de mag-
nitudes escalares continuas. Ante la imposibilidad de expresar mediante
nimero racional alguno la medida exacta de la diagonal de un cuadrado
de lado unidad o la longitud de una circunferencia en él inscrita, ete., surge
espontineo el uso de las medidas aproximadas por defecto o por excesc
en menos de las unidades decimales de 6rdenes sucesivos. En la vida real,
en los oficios y en la alta técnica se adopta tan pronto una como otra de
estas medidas, segtin la exactitud deseada, de modo que, en definitiva,
lo que la humanidad conoce y maneja de cada una de tales medidas son
dichos valores por defecto o por exceso. Parece, pues, natural considerar
las sucesiones indefinidas que constituyen tales medidas y adoptarlas como
definicién de medida exacta. El concepto de exactitud adquiere asi desde
el Bachillerato la significacién potenciel que, en definitiva, Tirevalece alo
largo de todo el Anélisis al manejar el concepto de limite: la posibilidad
de hacer el error o diferencia tan pequefio como se quiera. Decimos estar
en posesién de la medida exacta de una cantidad inexpresable racional-
mente, cuando sabemos el modo de obtener medidas racionales aproxima-
das a ella por exceso y por defecto, tan cercanas entre si como se quiera.

En resumen, la via didactica més sencilla para introducir el nfimero
real es el método de las sucesiones mondtonas convergentes y en particu-
lar las sucesiones de infinitas cifras decimales, Las cortaduras o clasifica-
ciones resultan conceptos, a nuestro parecer, excesivamente abstractos para
un Bachillerato, v lo mismo cabe decir de cualquier procedimiento axio-
matico basado en las modernas estructuras algebraicas y topolégicas.

El cédlculo con nitmeros irracionales se reduce, con lo dicho, al cilcu-
lo con sucesiones de ntimeros aproximados que los representan. Para for-
mar la suma, diferencia, producto o cociente de dos némeros reales,
construiremos sucesiones de sumas, diferencias, productos, cocientes obte-
nidos con los términos correlativos de los datos, ordenindolos en forma
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se el uepsilonismon por el manejo de variables infinitésimas. La tendencia
a cero es un concepto de fuerte amarre intuitivo que esclarece y simpli-
fica notablmente los teoremas corrientes sobre limites.

La nocidén de derivada debe exponerse en conexién con los conceptos
geométricos y fisicos que le han dado origen (tangentes, velocidades;.
Sin incurrir en inexactitudes, tampoco debe recargarse la imaginacién
del escolar con exhibicién de excepciones eruditas, que despertarian un
escepticismo prematuro y contraproducente en el principiante. Salvo los
ejemplos de discontinuidades sencillas (saltos bruscos, puntos anguliosos),
las demds singularidades patoldgicas de curvas rebuscadas deben descartarse
de la segunda ensefianza (per ejemplo, continuidad sin tangente alguna).

Hemos defendido en varias ocasiones, y reiteramos aqui la convenien-
cia de ilustrar la ventaja y sencillez que el uso de los métodos infinitesi-
males introdujo, presentando algfin problema clasico, como el de la de-
terminacién de la ecuacién de la tangente a una pardbola, resuelto a la
manera como se trataban estos problemas en los tiempos inmediatamente
anteriores a la invencién del cilculo infinitesimal : consideracién de raices
dobles de las ecuaciones aque determinaban los puntos de intersecciéon de
las curvas con rectas secantes. Los alumnos se dan as{ cuenta de la gran
sencillez que introduce el concepto de derivada. I,a misma observacién
puede repetirse en lo que se refiere al cdlculo de 4dreas de figuras planas,
voliimenes de cuerpos geométricos corrientes, etc.

La iniciacién al calculo integral se vinculard asi a los problemas que
histéricamente le dieron origen. No es necesario en Bachillerato llegal
a adiestrar al alumno en una minuciosa técnica de derivacién y menos
atin de integracién. Como va hemos dicho, la finalidad especifica del Ba-
chillerato es mas formativa que propiamente técnica; pero ademas es de
‘notar que Ia simple derivacién e integracién de polinomios enteros permi-
‘te atacar v resolver un ntumero suficientc de problemas para que el alum-
no adquiera una idea clara del papel que el calculo infinitesimal ha desem-
peiiado en las aplicaciones. Es particularmente sugerente iniciar alguna
leccidon haciendo observar el hecho de que la expresién que da la longitud
‘de la circunferencia resulta al derivar la que da el area del circulo, v que
asimismo Ila que expresa el 4rea de la superficie esférica es la derivada
de la que da el volumen de la esfera. Agradable sorpresa constituye para
los alumnos comprobar este hecho y relacionarlo acto seguido con la po-
sihilidad de calcular el 4rea del circulo por suma de discos infinitesimales

15
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conducirse euristicamente iniciando una discusién acerca del nfunero que
convendria transmitar telegrificamente para dar idea, con un solo dato,
de la talla o del peso de los alumnos de la clase. La eleccién del promedio,
como primer parametro representativo, surge de modo natural y esponta-
neo, aunque no falte quiz4d quien proponga la llamada «moda» (raramente
la mediana), Ampliando el telegrama a dos datos, intuyen facilmente los
alumnos la conveniencia de caracterizar con el segundo dato el grado de
separacién o dispersién del conjunto alrededor de su valor medio, y el
primer pardmetro que se les ocurre tomar a tal efecto es la separacién entre
las medidas extremas. Al hacerles observar que en tal distancia sélo estan
representados los dos alumnos mdés alejados del promedio, es frecuente la
propuesta de promediar los valores absolutos de las diferencias con la me-
dia. La media cuadritica de tales diferencias o «desviacién tipica» tiene
que ser sugerida ante la consideracién de los inconvenientes que para el
caleulo tiene el uso de valores absolutos, por las discontinuidades que in-
troducen. El cédlculo de correlaciones es de méas dificil conduccién euris-
tica aunque siempre pueden aportarse factores de interés en la considera-
cién de correlaciones, si se plantean las que existen entre las calificaciones
de los propios alummnos en clases de diferentes asignaturas, segtin su mayor
o menor afinidad.

En resumen, la clase, como colectivo de sujetos medibles en un cierto
aspecto v medidores en otro, suministra gran riqueza de situaciones para
hacer atractiva la teoria y practica de la estadistica y, en este sentido, di-
cha disciplina constituye uno de los capitulos mis privilegiados de toda
la ensefianza matemética en lo que se refiere a la facil creacién a su alre-
dedor de centros de interés didactico.

CONSIDERACIONES FINALES SOBRE LA CUESTION
DE LOS PROBLEMAS °

Segtin los recientes congresos de los cibernetistas en Namur y Zurich,
la Cibernética puede definirse como «El arte de la eficacia en la acciénn.
Enfrentindonos con la cuestién de los problemas, nuestra principal accidn
como educadores no consiste en resolverlos, sino en idearlos, en plantear-
los, y, paralelamente, no debemos considerarnos satisfechos con ensefiar

I

Publicado en la Revista «Ensefianza Media», ntuneros 33-36 (enero-febrero 1959).
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3. Afirmar la adquisicién de las nociones y teorias repitiendo las
ocasiones de aplicarlas, de fijarlas en la memoria y de dominar su uso,
Son los problemas «ejercicios», los més usados en la ensefianza.

4.° Vigilar el aprendizaje del alumno. Problemas de pruebas o «exé-
menesy.

5.° Comprobar la eficacia de los métodos de enseflanza. Problemas,
wexperiencias» en cierto modo anilogos a los precedentes, pero cuyos Su-
jetos no son wya los individuos, sino los colectivos.

No pretendo teorizar aqui sobre los caracteres diferenciales de estas va-
tias especies de problemas y trazar una metédica de ellos, lo que ha cons-
tituido va el objeto de multiples obras, sin que se haya llegado a agotar el
tema. Voy a limitarme a subrayar algin rasgo com@in que haga destacar
su capital falta de eficacia educativa.

En cada prueba, «testn, examen, experiencia o simple ejercicio, hay siem-
pre varios elementos que actfian reciprocamente como elementos medido-
res y medidos. Si el profesor pretende medir a sus alumnos con el aparate
de los problemas, no es menos verdadero que los alumnos se hacen a su
vez mediadores de la eficacia de la prueba y ésta, como aquéllos juntos, re-
sultan también medidores de la objetividad del examinador y de la efica-
cia del profesor y de su método de ensefianza.

Precisamente en esta reversibilidad de juicios radica una de las més
graves consecuencias de la tecnificacién de las pruebas: la aparicién ine-
vitable de una técnica paralela de preparacién. La preparacién para los
exAmenes acaba por adulterar y desplazar completamente el impulso for-
mativo que debe tener toda pedagogia bien concebida, Para un preparador
(tal como llega a ser todo profesor obsesionado por la reciprocidad de jui-
cios antes citada) el fin de su accién no es ya la formacién de sus alumnos,
su éxito en la vida, sino méis bien su acierto en el acto efimero de la prue-
ba, He aqui, pues, un ejemplo elocuente, del campo social, en que la ob-
servacién (examen) obra lesivamente sobre lo observado (ensefianza), pro-
vocando una grave debilitacién de sus fines naturales.

Siendo el fin de la ensefianza de las matematicas el cultivo en el alum-
no de la actividad creadora matemética, basta pensar en la inmensidad de
factores que entran en esta actividad para comprender cuintos de ellos
dejamos de lado al proponer los problemas cldsicos. En el fondo, la causa
es siempre la misma. Salvo en la minoria de problemas lamados de «si-
tuaciénn (desgraciadamente muy poco usados aiin) se acostumbra a hacer
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ces imprecisos al establecer las generalizaciones, las analogias, las combi-
naciones conceptuales intuitivamente presentidas. j Qué abundancia de
datos, de condiciones, nos obligard a aguzar nuestra intuicién de lo esen-
cial para retener solamente lo indispensable de entre ellos!

Todos sabemos que aprender a plantear bien un problema es recorrer
el principal camino para resolverlo. {Por qué, pues, alejamos esta activi-
dad en el aprendizaje de nuestros alummnos, proponiéndoles siempre volver
a seguir caminos preparaditos? La limitacién de su libertad de seleccién
facilita, sin duda nuestra tarea de correccién, situandola en el camino de
las implicaciones necesarias, que nos resulta cémodo, pero ello va en per-
juicio de la formacién matematica completa de los alumnos, que no pucde
manifestarse en lo que tal vez pudiera tener de mAs personal y creador.

El mismo Polya, después de escribir el librito antes citado, al servicio
de la tradicién escolastica, sintié la necesidad de completarlo con una her-
mosa obra en dos volimenes: «Mathematics and Plausible Reasonnign,
en la que el razonamiento implicativo cede su lugar al razonamiento plau-
sible fundado en la induccién, en la analogia en la inferencia... Y, a mi
modo de ver, en esta obra se muestra mejor que en la primera el verdadero
genio de Polya, bien conocido ademés como el de uno de los mejores pro-
ponentes de problemas.

Estimo que hay, en resumen, toda una interesante tarea a promover y
a realizar, reconsiderando cuidadosamente los problemas en uso en nues-
tra ensefianza, poniendo en primerisimo plano su finalidad esencialmente
educativa y desligdndola de la de calificacién que le ha sido afiadida ar-
tificiosamente. Una vez bien asegurado este deslinde, es de desear que una
mayor libertad de seleccién y de combinacién deje manifestar y desarrollar
las facultades creadoras del alumno fuera de los términos habituales de los
enunciados y aun invirtiéndoles de forma que se consideren como metas o
soluciones a alcanzar los enunciados que hay que proponer.



CAPITULO VI

EL MATERIAL

§ 1. LO CONCRETO EN LA ENSENANZA MATEMATICA *

EIL MOMENTO ACTUAIL DE LA ENSENANZA MATEMATICA EN ESPANA

Espafia se halla actualmente en plena evolucién industrial. No puede-
quedarse rezagada. Le utrge colocarse al nivel de los pueblos que tienen:
una ciencia y una técnica propias, y aportar en lo posible su esfuerzo al
progreso universal. Ello exige, ante todo, una adecuada formacién mate--
mética de nuestra juventud. No he de insistir ahora en el papel fundamen--
tal que la matematica desempefia en el progreso técnico de la humanidad.
La técnica es en definitiva el dominio de las fuerzas naturales y no puede
lograrse tal dominio sin un conocimiento profundo de las fuentes -de ener--
gia v de las leyes con que se gobierna. Energética v cibernética, en sus.
aspectos nuclear y electrénico, respectivamente, son los grandes campbs
de actividad técnica presente y futura, v ya sabemos la magnitud del ins-
trumental matematico que tales técnicas necesitan.

Para la obra técnico-matematica del futuro se precisarin cuadros cada
vez més amplios de investigadores agrupados en equipos de estructura pira-
midal, es decir, edificados en estratos que vayan desde una amplia basél

1 Extractamos bajo este titnlo varios fragmentos de la Conferencia que el autor
pronuncié en el acto inangural de la XI Reunién de la Comisién Internacional paro
el estudio y mejora de la enseilanza matemética, que, acompafiada de una extensa
Exposicién internacional de Material Didactico, se celebré en Madrid del 21 al 27
de abril de 1957. '
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‘humana de eficiencia realizadora hasta singulares éftSpidCs creadoras" de ele-
vada perspectiva. . :

A nosotros los educadores nos corresponde asegurar loda la elevacién
posible de estas estructuras empezando por consolidar y amplificar sus ba-
ses en cantidad y calidad. Hacer la cultura elemental y media asequible
al mayor nmero de inteligencias, no sélo en el sentido politico de equi-
-paracién cultural de clases sociales, sino también en un sentido amplifi-
«cador de accesibilidad pedagégica. La Matemitica ha constituido tradi-
«cionalmente la tortura de los escolares del mundo entero. Y la humanidad
‘ha tolerado esta tortura como un sufrimiento inevitable para adquirir un
.conocimiento necesario. Pero la ensefianza no debe ser nunca una tortura.
¥ no serfamos buenos profesores si no procurdramos, por todos los medios,
‘transformar este sufrimiento en goce, lo cual no significa ausencia de es-
fuerzo, sino, por el contrario, alumbramiento de estimulos y de esfuerzos
.deseados y eficaces.

La coyuntura matemdtica actual éstd clamando por una revisién pro-
funda de modos v métodos de ensefiar que permitan cnsanchar los cam-
pos de eficiencia matemitica de nuestra juventud.

L]

LA ACTIVIDAD MATEMATICA

_Para esta conferencia inicial se me ha sugerido el tema «El papel de
To concreto en la Matematica», titulo que yo gustosamente invertiria, ya
‘que me parece méis justo referirse al «Papel de la Matemitica en lo con-
«creton, Trataré de explicarme sin pretender definir «la Matematica» ni
«lo conereton.

Para acotar un poco los términos de la cuestién diré que quisiera refe-
rirme a la Matemitica como actividad mental v no como cmulo de co-
mocimientos adquiridos mediante ella, y que, ante la imposibilidad de
definir «lo concreton, me referiré a este algo «inconcreton que en lenguaje
vulgar se contrapone a veces indebidamente a «lo abstracton. Prescin-
<diendo del juego paradéjico de adjetivos, quiero precisar, pues, que aban-
cono todo intento de deﬁnicién de lo concreto y de lo abstracto y que
quiero referirme tan sélo a la disyuntiva o a la simple comparacién que
los relativiza. '

Pero aun asf{ surgen dificiles interrogantes: ;Qué debemos entender
por actividad matematica? ;En qué consiste la distincién comparativa
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que permite situar en cada caso a un lado lo concreto y al otro lo abs-
tracto? Las respuestas que demos a estas preguntas acaso marcaridn un
sello especifico a nuestra enseflanza.

Si consideramos como actividad matematica estrictamente la operatoria
relacional entre conceptos ya elaborados, hemos de situarnos inicialmente
en un mundo de entes idealizados, bien sea considerdndolos como innatos,
como indirectamente definidos por sus relaciones o como resultantes de
procesos de idealizacién que caen fuera de la actividad matemética. Hste
es el punto de vista del mateméitico puro. Que no es ciertamente el mio
como educador. Como tal, yo no puedo dejar de pensar que la actividad
matematica de la gran mayoria de mis futuros alummnos se desenvolvera
partiendo de situaciones bastante menos depuradas que al paso les ofrezca
la realidad concreta. Y aqui hacemos uso, por primera vez, del adjetivo
concreto asocidndolo al ambiente real en torno al hombre futuro que serd
nuestro escolar. De poco le servird entonces toda la dinidmica ‘operacional
abstracta o semiabsiracta si no encuentra para su aplicacién los entes ya
depurados con los que se le adiestré.

Es axioma de la moderna educacién que el educador debe analizar sus
propios procesos de aprendizaje para tenerlos en cuenta al guiar el de sus
alumnos. Pues bien, yo me di cuenta por primera vez del vacfo creado
por la ensefianza matemética tradicional al comprobar. las dificultades de
planteamiento que encontraba en el estudio de los fendémenos de la técnica
del ingeniero. Analizando tales dificultades comprendi que procedian del
hébito de razomar sobre entes demasiado perfectos y que dificilmente podia
encajar en el complejo cuadro que la técnica me ofrecia. Para una tal
-adaptacién precisaba atrevidas ‘simpliﬁcaciones y una cierta intuicién aprio-
ristica de su posibilidad dentro del margen de aproximaciones que tal
técnica permitia. Comprobé que todo mi bagaje de célculo y de ecuaciones
diferenciales me servian de muy poco para la labor de. planteamiento,
cuando no me estorbaban induciéndome a la consideracién de sutilezas
innecesarias.

Toda la educacién matemitica de que me ufanaba no me habfa ense-
fiado a efectuar procesos eficientes de abstraccién, de seleccién de causas
predominantes, en los que juega més la intuicién que la légica. Y no se
escuden los profesores puristas en que ésta es tarea de educacién tecnolé-
gica posterior, Existe una cuestién de «hébito» que es preciso educar desde
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¢l principio, sin que con ello pretendamos los profesores de matematicas
invadir el campo especifico de tales tecnologias, Si no se educa este hébito
desde un principio, dificilmente el alumno podri construir por si mismo
esquemas légicos con buen sentido de aplicacién, y aun los que se le
presenten aparecerdn ante su sentido critico, exigente de pureza, como arti-
ficios que ha de admitir sin conviccién. La técnica necesita fundamental-
mente el cultivo de estas facultades esquematizadoras, y no ejercitarlas
desde un prinéipio entre los alumnos de nuestras escuelas superiores es
incapacitar a quienes en ellas se forman pard toda labor posterior de autén-
tica creacién. ) :

Y al ver esto claro en mi aprendizaje como técnico, aprendizaje que
simultaneaba con mis primeros afios de ejercicio como profesor de Mate-
méticas de Instituto, comprendi que este fallo era general en toda la edu-
cacién matemética elemental y tal vez uno de los importantes factores
contribuyentes a la general aversién de la juventud hacia el estudio de las
Matematicas; su desconexién con la realidad, en este caso, maturalmente,
la realidad infantil; su apartamiento del mundo de sus intereses concre-
tos, intereses que no coinciden con los primarios vitales del adulto, como
algunas escuelas han preconizado; su desconocimiento del mundo de sus
percepciones sensibles y de sus actuaciones, con las que juega y aprende a
un tiémpo inconscientemente.

SOBRE IO CONCRETO Y LO ABSTRACTO

Lo concreto empieza siendo para el nifio lo que percibe. Sobre estas
percepciones primneras actia elaborando analogfas de las que surgen con-
ceptos méis generales, méas abstractos, llegando a veces a procesos de abs-
traccién de rapidez insospechada.

T.a percepcién y la accién parecen constituir el binomio sobre el que
se desarrolla el aprendizaje mateméitico. Con su doble juego el nifie, y
también el adulto (nifio, al fin, en tanto aprende), elabora conceptos y
relaciones vélidas para clases de entes cada vez mis generales. V si en un
principio la base concreta parte de las percepciones sobre el mundo fisico,
los estratos siguientes de elaboracién generalizadora parten ya de las pri-
meras idealizaciones, que 'si representaron abstracciones resultantes de los
primeros procesos son luego a su vez base concreta sobre la que se apoyan
los procesos ulteriores.
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De aqui-se infiere que lo concreto y lo -abstracto no son -términos abso- -
lutos, sino relativos, en funcién del salto de cada estrato al siguiente, De
aqui también que podamos hablar de percepcién en un sentido no séle
seénsorial, sino también intelectivo. La percepcién intelectiva seria asi
como el alumbramiento de las tomas de conciencia de los sucesivos estratos
de abstraccién. Y lo virtual, que es muchas veces la esencia del pensa-
miento matemAtico, pasa a ser, a los efectos de concrecién consciente, tan
feal para el matemético puro como pueda serlo para el fisico el mundo
experimental. '

En los procesos matemdticos de abstraccién ha desempeuado un papel
decisivo la simbolizacién. Es la condensacién simbélica y la formalizacién
del razonamiento matemético lo que ha hecho posible la riapida y formi-
dable progresién de abstracciones y generaliz:icioneé crecientes que cons-
tituyen la Matematica desde Vieta hasta nuestros dias. Expresados los
conceptos mediante sfmbolos y traducidas las relaciones que los ligan me-
diante leyes formales entre los mismos, puede descansar la mente mate-
mética de los contenidos y operar sobre las simbolizaciones. De su com-
binacién surgen entonces conceptos nuevos que se expresan mediante nue-
vos simbolos, unidos por nuevas leyes, y asi sucesiva e indefinidamente.

La forma en Mateméticas ha ido de’este modo adquiriendo tal prepon-
derancia que al fin, la ley formal operante, ha terminado teniendo m4s
fuerza que los propios conceptos operados. Empezé anticipdndose a ellos
en el Renacimiento con la resolucién ciega de ecuaciones cfibicas me-
diante radicales imaginarios, cuando éstos carecian de todo sentido mate-
mético, y ha terminado dejando reducidos los entes mateméticos a ‘meros
ropajes concretos con los que pueden revestirse las estructuras. Pero cada
estructura, no deja de ser, a su vez, un nuevo concepto, base de ulteriores
especulaciones dentro de un cuadro de superestructuras méis amplias. El
Algebra de Boole, que admite ropajes concretos tan diversos como las
clases, las proposiciories, los conjuntos, los circuitos de interruptores v de
conmutadores, conexiones de valvulas ‘de vacio en las maquinas electré-
.nicas de célculo, no pasa de ser'a su vez un ejemplo muy singular dentro
de las familias mas generales de estructuras algebraicas con doble ley de
composicién, . e

La Matematica, que empezd desnudando al mundo fisico de sus atribit--
tos sensoriales para edificar sus primeros contenidos matemé4ticos concep-
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tuales (ntimero, espacio cuciideo, medida, etc.), ha terminado desnudan-
dose a sf misma de estos contenidos y quedéndose en las simples estruc-
{uras pragmaticas que los relacionan. Pero este proceso de generalizaciones
v de abstracciones no se sabe a ciencia cierta cuindo empezé ni cudndo
terminara... Sélo sabemos que el mundo fisico y social, que paralelamente
evoluciona, estimula de tanto en tanto estos procesos, sugiriendo conceptos
abstractos nuevos, que el matemético se afana luego en depurar y en
combinar para la creacién de nuevos conceptos derivados, y que también
este mismo mundo fisico se beneficia posteriormente de las creaciones abs-
tractas puras, hallando para ellas nuevas e insospechadas adaptaciones.
(Para mo citar mis que un ejemplo, recuérdese la misma Algebra de
Boole antes citada.) '

Ningtin profesor de Mateméticas debe olvidar esta monumental e in-
terminable simbiosis con la gue mutuamente se alimentan la matemética
v la filosofia natural. Con ello, no sb6lo podri vivificar los conceptos ma-
teméticos puros proyectindolos sobre la realidad fisica, sino que sabré
buscar en ésta los trampolines para nuevos saltos de elaboracién abs-
tracta.

KL, PAPEL, DEI, MATERIAT, DIDACTICO
EN LA ENSENANZA MATEMATICA

Nuestra XI Reunién tiene como finalidad el estudio del material mo-
derno de ensefianza mateméitica. FEste material : modelos, films, filminas,
visto por los mateméticos situados desde la elevada perspectiva abstracta,
son meras concresiones ilustradoras, simple ropaje conveniente para faci-
litar, momentineamente, compresiones dificultosas; pero, para el educa-
dor matematico que no pierda la perspectiva de los procesos iniciales de
abstraccién, este material es mucho maés; representa algo sustancial en
su funcién educativa. Este material estructurado en forma de modelos
tiene no sélo la funcién de traducir ocasionalmente ideas mateméticas, sino
también la de originarlas, de sugerirlas. .

Hemos de estudiar la manera mas acertada, pedagégicamente, de con-
seguirlo, y también los materiales mas dtctiles para su realizacién. Pero,
buesto que la percepcién y la accién son fundamentales en toda educacién
matemdatica, hemos de conseguir también que los modelos sean capaces
de provocar una y otra, de modo que traduzcan o sugieran creando situa-
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ciones activas de aprendizaje. Para ello habra que ir sustituyendo los clé-
sicos modelos de vitrina, de contemplacién pasiva, por modelos multiva-
lentes de nueva concepcién, manipulados por el propio alumno, y determi-
nantes de una actividad sugeridora del conocimiento que se trata de in-
culear. La vida misma, un simple juguete, nos lo ofrec2 a veces insospe-
rhadamente. Y tanto mejor si esta actividad se manifiesta en la creacién
de nuevos modelos ideados por el propio alumne, va que asi no s6lo ejer-
citard la concrecién de la idea matemAtica a ilustrar o traducir, sino que
también, al presentar su modelo a sus compaifieros, tendrd que pensar en
que sea capaz de sugerir en ellos la abstraccién de la que él partié, Véase
por dénde la confecciém de modelos puede ser vehiculo natural y eficiente
para la practica feliz de las dos actividades de abstraccién y concrecién
que, como he dicho tantas veces, forman parte de la integral actividad
matemdtica educativa




§ 2. GENERALIDADES SOBRE I,OS MODELOS !

SU SIGNIFICACION EN LA ENSENANZA MATEMATICA

En el articulo anferior hemos dicho que los adjetivos «concreton y
«wabstracton. tienen un valor més relativo que absoluto y que los conceptos
matemiticos se ordenan segiin jerarquias de abstraccién creciente v con-
fcreciéu_ decreciente, de tal modo que un concepto puede ser a la vez
-abstracto con respecto a los que le preceden en la _escala, y concreto con
respecto a los gue le siguen., Pues bien, de acuerdo con esto, ¥ desde un
amplio punto de vista, «modelo» en Matemiticas es toda particularizacién
e una idea mas general, toda interpretacién concreta de un concepto mis
abstracto. Todo modelo supone, pues, un descenso en los planos jerirquicos
e abstraccién aludidos. Asi decimos, por ejemplo, que el conjunto de
los nitmeros enteros en un wmodelo» de anille conmutative; que los mal-
tiplos de un nfimero entero constituven un «modelo» de ideal dentro de
aquel anillo; que ¢l espacio interior a un elipsoide y las transforinaciones
troyectivas que dejan invariante dicha cuidrica constituyen un «modeloy
de espacio no-euclideo y de geometria hiperbdlica,

En lo que sigue no nos referiremos a un concepto de wmodelo» tan
general, cuyo estudio nos llevaria demasiado lejos. Teniendo en cuenta que
el primer eslabén concreto, del que parte el nifio para empezar a edificar
sus abstracciones, es el mundo visible y tangible, nos referiremos a wmo-

delos» tomados del mundo material o realizados en él, bien sea con objeto

1 Resumen de las ideas esenciales del articulo del autor titl;lado' «Modéles
préts et modéles faits», publicado junto a otros por la Comisién internacional para
€] estudio y ‘mejora de la ensefianza matemdtica en el libro Le Maiérial pour
VEnseignement des Mathématiqgues (Ed. Delachaux-Niestlé, Paris, Neuchatel).
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“de interpretar conceptos matemaiticos o, lo que es mejor, de lograr que
¢l modelo los sugiera. En resumen, entenderemos aqui por wmodelo mate-
mético» todo material capaz de traducir o de sugerir ideas matematicas.
Ahora bien, concebida la ensefianza como guia de aprendizaje, en el
que la accién desempefia tan importante papel como la percepcién, habri
" que procurar que los modelos provoquen una v otra de tal modo que las
interpretaciones o sugerencias de que son portadores no sean meramente
contemplativas, sino que despierten la actividad necesaria en el acto de
aprender, En otros términos, los modelos deberén traducir o sugerir, crean-
do ademds situaciones activas de aprendizaje. '

CARACTERISTICAS DEL MATERIAL MODERNO.
DINANISMO Y MULTIVALENCIA

La actividad del alumno ante los modelos confeccionados estdticos, s
desarrolla principalmente en el sentido de abstraer de varios de ellos ¢l
contenido mateméatico subyacente comfin, lo que exige una multiplicidad
de modelos. En cambio, un modelo dindmico lleva en sf mismo la multi-
vlicidad de sus configuraciones y la génesis de los conceptos matematicos
derivados de los caracteres que permanecen invariantes durante su trans-
formacién, especialmente si ésta puede efectuarse de modo continuo. De
aqui la gran ventaja de los modelos dindmicos sobre los estiticos para
sugerir conceptos matemdticos y para ejercitar la actividad de abstraccién.

Pero si proponemos al alumno la traduccién de tales conceptos en nue-
vos modelos, la creacién vy la realizacién de ellos pondri en juego la acti-
vidad inversa de «concrecién», tan interesante. como aquélla. Esta activi-
dad creadora del alumno se favoreceri grandemente si se le suministra
material siultivalentie adecuado, es decir, elementos constructives capaces
de servir para muitiples realizaciones (varillas, articulaciones, fichas, mo-
saicos, blogues, barras, regletas, gomas, plastilina, etc.). Este material -
tiene ademés la ventaja de prestarse al juego libre como puro y simple
deseo de expansién activa, con lo que muchas veces termina asignindose
dicha actividad un fin intelectual que suele ir de lo estético a lo matema-
tico. La leccién experimental que sobre progreéiones aritinéticas de orden
‘superior describimos en el capitulo siguiente titvo su origen en una acti-
vidad de esta indole: formacién de.piramides con regletas de colores

16
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Al calcular y realizar asf sus proyectos y maquetas, los alumnos juga-
ran a ser anticipadamente ingenieros. Su interés por los problemas que
realizan aumentard considerablemente, beneficidndose con. ello-la calidad
de su trabajo, ya que los cilculos que para ello desarrollan no tienen por
meta la obtencién de unos resultados numéricos que les dejan indiferentes,
sino de las dimensiones que necesitan para levar a término una realizacién
tangible efectiva. :



§ 8. ALGUNOS EJEMPLOS DE MATERIAL DINAMICO
MULTIVALENTE

No es nuestro propésito describir en este articulo los multiples materia-
les utilizables para la confeccién de modelos: cartén, cartulina, tablex,
plexiglas y otros materiales plasticos, alambre, agujas met4licas, plastilina,
cola, bandas adhesivas, etc., ni la técnica de tal construccién con el mane-
jo de utensilios adecuados a-este fin. Nos limitaremos a recomendar al lec-
tor interesado en tal fabricacién, la lectura de los artfculos destinados a
dicho tema en la obra Le matériel pour Penseignenent des mathématiques,
ya citada con anterioridad, publicada por la Comisién Internacional para
el Estudio y Mejora de la Enseflanza de las Matematicas (Edit. Delachaux--
Niestlé, Neuchatel-Paris), y especialmente el interesante articulo del pro-
fesor J. W, Peskett, «Méthodes de fabrication de modéles et matériaux
nécéssairesn, que constituye el capitulo X de dicho libro.

Aunque més adelante nos hemos de referir a los modelos mateméticos
que nos ofrecen los objetos que nos rodean en la vida diaria, solamente
citaré aqui, al paso, algunos elementos aprovechables como material mul-
tivalente para la construccién de modelos dinamicos diversos: tubos de
cartén, botes de hojalata, cajas circulares, ani}las,'aros, bobinas de cintas
de maquinas de escribir, carretes de hilos, depésitos cilindricos de material
plastico de l4pices y plumas estilograficas, carpetas, agujas de tricotar,
pinzas y ojetes metélicos, varillajes de paraguas viejos, material eléctrico
vario que oportunamente detallaremos, etc, De todos estos elementos he-
mos hecho amplio uso en los modelos y lecciones que deseribimos en el
capitulo siguiente.

Quisiéramos en este articulo referirnos tan solo a unos contados mate-
riales, cuya eficacia y multivalencia est4 plenamente demostrada en la
ensefianza de la Aritmética y de la Geometria, '













.
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das, un material adecuado lo constitiuyen las fichas circulares corrientes.
en los juegos, especialmente si son coloreadas en varios tonos que perinitan
distinguir los conjuntos unos de otros. La Rvda. Madre Dolores Puig, del
Juniorado de las Escuelas del Sagrado Corazdn, de Valladolid, ha descrito-
interesantes muestras del uso de este material en la Revista «Ensefianza.
Median, nimero 33-36, material que expusoe asithismo en la Hxposicién de
Madrid en 1937,

Pero el comercio mismo suministra conjuntos ya agrupados (botones,
automaticos, alfileres, botellines, ete.), de cuyas agrupaciones puede obte-
nerse provecho en distintos temas de ensefianza. Asf, por ejemplo, la zi_c——
tividad de encajonar un cierto niimero de botellines en disposicién rectan-—
gular, sugiere la distincién entre nfinero primo y niinero compuesto, y aun
la técnica para su discriminacién.

Ia disposicién en grupos de los cierres automditicos de ciertas marcas.
nos ha brindado eficaz oportunidad para iniciar a los alumnos en la téenica.
de la descomposicién en factores *, Finalmrente, la agrupacién de estos mis-
mos elementos en tiras de diez, y cartones cuadrados de cien, permite de-
sarrollar a través de una actividad geométrica la estructura de la regla de
la raiz cuadrada (ver la leccién que se describe en el capitulo siguiente).

VARILLAS ENGARZADAS Y ARTICULADAS

Pasando al campo de la Geometria, las varillas de distintos tamafios,
acompafiadas de dispositivos convenientes para su engarce y su articula-
ciéil, constituyen el material multivalente més adecuado para la construc-
cién de poligonos v poliedros, para la ilustracién de sus prop1edades ¥ aun
para materializar transformaciones geométricas diversas,

Asf, por ejemplo, con treinta varillas de madera, iguales, terminadas
con hembrillas circulares que permitan atarlas de cinco en cinco, comcu-
rrentes en un mismo vértice, y encadenarlas tres a tres en cada cara, forma-
remos rapidamente un icosaedro regular desmontable.: ,

La construccién de este modelo surgié de un comentario en clase, des-
pués de haber aparecido destrozados antiguos modelos de dodecaedro v
cubo regulares (comstrufdos con varillas metalicas soldadas) mientras el
tetraedro, octaedro e icosaedro, de la misma coleccién, se conse}vaﬁén en

1 Véase P. PUIG ADAM : uDldactlca Matematma Durlstlcan, lngén Sobre des..
composicién en factores primos.”














































§ 4 MATERIAL DIDACTICO MATEMATICO EXTRAIDO
DE LA VIDA

Sin darnos cuenta de ello, vivimos rodeados de modelos mateméticos; y
el hecho es natural. La técnica que nos suministra el confort esta imprég-
nada de Matematica, Los ingenieros, al proyectar, y los obreros al realizar
lo proyectado, hacen constantemenfe uso de ella. Corresponde al profesor
de Mateméticas volver a hallar el contenido matemético de las cosas que
nos rodean y jugar con este contenido a efectos didacticos. He aquf una
actividad, en cierto modo inversa de la del técnico, que los profesores de
Mateméticas debemos ejercer y también hacer ejercer a nuestros alummnos.

Ya en el articulo .anterior nos hemos referido a las posibilidades didac-
ticas de algunos materiales de uso corriente : botones, cierres automAticos,
botellines, carretes, .bo_binas, ete. Queremos en este articulo proyectar pers-
pectivas més amplias en este mismo orden de ideas, presentando ejemplos.
variados de los conceptos y de las actividades matematicas que pueden
sugetir objetos diversos de la vida corriente.

LA VENTANA

Una simple ventana, por ejemplo, suministra infinidad de modelos, no
sb6lo los de mis trivial acceso, como son las figuras planas de sus marcos.
v vidrios, sino también los que se derivan de sus movimientos, del aj’uste
de batientes en sus marcos, ete. (giros, angulos diedros, determinacién de
planos, traslaciones en las ventanas de autobuses y vagones de ferrocarri-
les, etc.).

El error cometido en el célculo de la superficie de los cristales cuando
no se tiene en cuenta la parte cubierta por la masilla o por las pestafias
de los marcos, puede ofrecer una opertunidad para dar reglas de acotacién
de este error, asi como para introducir una nocién de diferencial ordinaria
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o logaritmica suficiente (aunque grosera) a los efectos de la ensenanza‘
elemental. :

La existencia de intersticios entre las hojas de la ventana y'enti'e éstas :
y el marco, pueden servir también para ofrecer problénias- de minimo en-"
friamiento, segtin las hipétesis que se formulen acerca de dicho enfriamiento:
-(-pmyccto de una ventana de enfriamiento minimo para una supérficie de
iluminacién dada, suponiendo, por ejemplo, el intersticio centrai. de -doble
enfriamiento, por metro lineal, que los intersticios de los bordes) ' ‘

La proyeccién del exterior sobre la superfi-
cie plana del cristal, permitird ilustrar las pro-
piedades de la proyeccién cénica con sus pun-
tos de fuga, escalas arménicas, etc.

Si la ventana tiene persiana, la proyeccién
estriada del espacio exterior, en el que puede
desplazarse una mira topografica vertical, per-
mitird ilustrar los principios de la telemetria
6ptica.

SIMETRIAS REALIZADAS CON UNA FALLEBA

Siempre en relacién con la ventana y sus
accesorios, se puede utilizar la falleba y sus
movimientos para obtener interesantes conse- — Plano de simetris
cuencias sobre simetrfas en el espacio. Si se dle la faliebs -
mmpara, por ejemplo, la posicién iniciai (1) _ .
con la final (8) de una falleba corriente después de dos movimientos de
simetria alrededor primero de un eje horizontal k, y luego de un eje verti«
cal v, la mayor parte de los observadores estiman que la relacién entre estas
dos posiciones es una simetria con respecto a un plano que pasa por el ejc:‘

vertical. Ahora bien, ningin movimiento es capaz de realizar una simetria
plana en el espacio; el zapato derecho no puede convertirse en otro 'p_aral
el pie izquierdo por mucho que se le mueva. La simetrfa que existe entre
ambas posiciones es otra : precisamente la simetria con respecto a un eje e,
perpendicular a los v y h. Si analizamos el error cometido nos daremos
cuenta de que se debe al hecho de que corrientemente la propia falleba tie-
ne in plano de sinretria, con lo que hemos ilustrado a la vez dos teoremas :
1.°, el producto de dos simetrias respecto a dos ejes k v v, perpendiculares
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entre si, es otra simetria con respecto a un tercer eje ¢, perpendicular a los
precedentes, y 2.°-el producto de esta simetrfa por la simetria (de la falle-
ba) con respecto a un plano que pasa por e, es a su vez una simetria con
respecto a un plano que pasa por este eje y es perpendicular al plano de
simetria precedente. Es precisamente esta filtima simetria la que primero:
salta a la vista, induciendo al engafio comentado. o

Realizando nuevas manipulaciones ' podemos relacionar las simetrias
con respecto a los ejes mencmnados, con la simetria respecto al centro en
que concurren. En resumen : La falleba constituye un ignorado y excelente
modelo para ilustrar las transformaciones que definen el grupo de simetrias
con respecto a los elementos de un triedro trirectdngulo. Permite también
ilustrar .otros muchos movimientos, obtenidos mediante productos de gires
alrededor de los ejes horizontal h y vertical v, lo que asimila sus grades
de libertad a los que tiene el teodolito, pero nos hemos limitado al grupe
de simetrias mencionado por su interés y vistosidad.

PROGRESIONES EN LAS PERSIANAS, TAPICES
¥ SERPENTINAS ARROLLADAS

Me he referido mdis arriba a la persiana desplegada como modelo ilus-
trador de la telemetria, Pero la persiana atrollada, asi como un tapiz arre-
llado o una simple serpentma ofrecen un problema interesante a la curie-

: sidad del alumno : i Qué longitud tendrin una
vez desarrolladas? Los alumnos suelen esque-
matizar acertadamente los arrollamientos como
circunferencias en progresién aritmética, y el
problema se resuelve sumando los términos de
la progresién. Los términos inicial y final se
obtienen facilmente por medicién directa de los didmetros interior y exte-
rior; el némero de términos se obtiene contando simplemente las capas su-
perpuestas (para facilitar este recuento se puede estirar la serpentina a mode
de cucurucho, de modo anilogo a como se deslizan oblicuamente las cuarti-
llas de un montén para contarlas). Todos estos modelos improvisados sumi-
nistran la estructura algebraica com@n a la suma de los términos de una
progresién aritmética, al drea del trapecie, y.al drea de la corona.

1 Véase P. Pulc ADsMm: Diddctica matemdtica euristica y Revista «Arquime-
des», nfim. 5-6. '
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LA GEOMETRIA QUE PUEDE HACERSE CON UN VIDRIO OSCURO

Ya hemos dicho que la Geometria se concibe modernamente como el
estudio de propiedades invariantes de las figuras con respecto a ciertos
2rUpos de transformaciones. Los instrumentos que realizan estas transfor-
maciones son; pues, los instrumentos naturales de la Geometria moderna :
juego de escuadras para la traslacién, papel de calco o transparente para
los movimientos, etc. Un trozo de vidrio plano (con borde rectilineo), situa-
do perpendicularmente al plano del dibujo, es el instrumento natural para

realizar simetrias en el plano. Si el vidrio es de color oscuro, pero trans-
parente, al mirar la cara anterior del vidrio, se reflejard en ella la parte
anterior del plano del dibujo, superponiéndose la imagen reflejada de di-
cho semiplano anterior con la imagen transparentada del semiplano pos-

terior. Esto permite realizar ficilmente las operaciones fundamentales si-
guientes : '

1. Hallar el eje de simetria de dos puntos (mediatriz del segmento que
los une) o de dos rectas (bisectriz del 4ngulo que forman).

Basta mover el vidrio hasta que queden superpuestas la imagen refleja-
da de uno (o una) de ellos con la imagen transparentada del otro (otra).
Til borde marcari entonces el eje. La operaciéon es aplicable a la construc-
cién de la bisectriz, sea o no accesible, en el dibujo, el vértice del dngulo.

2. Trazar la perpendicular a una *recté_ r por un punto P,
Basta situar el borde sobre este punto (esté o no sobre la recta), de ma-
nera que la imagen de la semirrecta anterior al borde, coincida con la vi-
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sién transparentada de Ia semirrecta posterijor. Reiterando la.operacién, se.
pueden trazar parale]as

3. Hallar el simétrico P’ de un punto dado P fegpecto de un.eje da.do I,
Sltuaudo el borde del vidrio en 7 bastari colocar la punta del lapiz. del
lado contrario a P, hasta que su imagen transparentada (o reflejada) coin-..

A

ot

. . \

cida con la imagen reflejada (o transparentada) de P Punto por punto
pueden obtenerse asi figuras simétricas.

4. Hallar la interseccién de una recta dada con una circunferencia de-

finida por su centro O y un punio P.

P | | P

‘Bastar4 situar el borde, pasando por O, de modo que la imagen de P
se sitGe sobre 7, o bien que la imagen de r pase por P. En ambos ‘¢asos,
el punto P’, simétrico de P, se situar4 sobre 7, proporcionando.la solucién.
Hay, naturalmente, dos soluciones correspondientes a dos posiciones::del
vidrio. :
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inverso de uno dado conocidos el centro y el radio de inversién, problemas
que’ parecen muy alejados de las posibilidades del aparato. Resulta par-
ticularmente elegante la construccién de cénicas como envolventes median-
te dicho instrumento combinado con el compis.

EI, PARAGUAS, MODELO MULTIVALENTE

El juego de varillas y el ¢je de un paraguas, nos ofrecen un modelo ma-
temitico, del que extraer muchas lecciones geométricas intuitivas. Pre-
sentamos algunos ejemplos :

Relaciones sencillas enire los lados y los dngulos de un iridngulo

Observemos el tridngulo ABC formado por el eje del paraguas, una
varilla corta b v el segmento a de varilla larga comprendido entre la cis-
pide B y la articulacién C. ' .

1. Cuando el paraguas estd cerrado AB = a + b, sin que se forme
tridngulo. Para que éste exista, es preciso abrir el paraguas, disminuyen-
do la longitud AB. Luego AB = ¢ << a + b.

2. Abriendo el paraguas, ei lado AB disminuye al mismo tiempo que
¢l angulo opuesto C: Propiedad de los tridngulos con pares de lados res-
pectivamente iguales. _

3. Se observa la igualdad de todos los triangulos formados sobre la
misma porcién de ceje AB: JTgualdad de los tridngulos con lres lados
iguales.

4. Si a = b, los dos sistemas de varillas @ v b se abren del mismo
dngulo. Todos los tridngulos formados son isésceles. Pero si a Z b, las va-
rillas b se abren gm'::;sl que las varillas a: Relacidn enire los dngulos y
los lados opuestos de un iridngulo.

5. 8i b es mayor que a, el paraguas puede invertirse, formandose in-
gulos obtusos en B. Estos angulos no son posibles si b es menor que a,
pero entonces, a partir de la posicién de b perpendicular al eje, el para-
guas se cerrard, de tal modo, que se podri obtener una misma abertura del
paraguas con dos longitudes AB: Ambigiiedad de un tridngulo definido
por dos lados y el dngulo opuesto al menor. Relacion entre los dngulos

A en ambas posiciones.
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6. Mantengamos fijo el punto C y abramos el paraguas conservando
el eje vertical. La varilla a gira en un sentido, describiendo un 4ngulo
igual al B. La varilla b gira en sentido contrario, describiendo otro igual

al A. Luego, el 4ngulo exterior C’ es igual a B + A. Y también
A+B+C=0C+ C =180 ..

Triedros v dngulos policdros

7. Consideremos dos juegos de varillas a, b, articuladas consecuti-
vas v los dos planos en que estan situados, Estos dos planos forman un
diedro. ; Aumenta este diedro cuando se abre o cierra el paraguas? ; Dis-
minuye? La naturaleza capciosa de estas preguntas provoea a veces res-

puestas erréneas, de las que se puede obtener provecho did4ctico. La co-
rreccién del error se sugiere de una manera natural, preguntando cuantos
de estos diedros componen los 360° en torno al eje. Los alumnos se ven
entonces obligados a reconocer la invariancia de estos diedros. {Qué es,
por tanto, lo que aumenta o disminuve? Las secciones oblicuas de ese

diedro.
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__ 8. Observacién de los triedros {isésceles) formados por el eje v los
pares de varillas a (consecutivas o no). Idem con las b.

9. ¢En qué posicién quedarin las varillas a situadas en el misme
-plano? ¢ Cu4l seri entonces el valor de la suma de los angulos formados
por estas varillas (consecutivas o no)? ¢Qué modificacién sufren estos in-
gulos cuando se cierra el paraguas? Limile superior de la suma de las
caras de un dngulo poliedro,

10. Consideremos una tela extendida entre 3 varillas a,, a., a;, con-
secutivas o no. Si se suprime la varilla intermedia a., ¢se mantendri ex-
tendida la tela? Propiedad de la cara a, a; de un lriedro de ser inferior a

Ay Qs + a., as.

Simetrias, rotaciones, homotecias

11. Observacién de las simetrias del paraguas al)ie{fto.

12. Observacién del grupo ciclico de rotaciones, segtin el ntmero de
sistemas articulados.

13. Observacién de la homotecia existente entre el sistema de pun-
‘tos de articulacién C y los extremos libres D de las varillas «a.

Algunos problemas que se pueden proponer sobre la variacidn
.de magnitudes, producida ol abrirse el paraguas por desplaza-
miento de 4

Llamaremos x al desplazamiento del punto A a partir de su posicién
.correspondiente al paraguas cerrado. Supondremos, ademis, el caso mas
simple: a = b.

14. Variacién de los dngulos A v B en funcién de w.

15. Variacién de la separacién entre dos articulaciones consecutivas C
(siendo n el ntunero de sistemas articulados).

16, Variacién del 4Angulo de las caras del dngulo poliedro formado
-por las varillas a.

17. Variacién del dngulo sélido S limitado por ese dngulo poliedro.

18. Variacién del drca v del volumen de la bipirdmide definida por
Jas varillas a v b,

19. Maximo del volumen anterior.
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20. Caleulo del desplazamiento x correspondiente a un poligono re-
gular (formado por los extremos libres) de. perimetro dado.

LA GEOMETRIA DEI, ATRIL
Tridngulos, iriedros, problemas diversos

El pie del atril tiene la misma estructura geométrica que un paraguas
finvertido) con tres pares de varillas articuladas. Se pueden obtener de ¢l
iag mismas situnaciones did4cticas expuestas en los parrafos anteriores

Mowimienlos espaciales

El deslizamiento de la varilla central a lo largo del eje, permite impri-
mir al atril movimientos de translacién a lo largo de este eje, movimien-
tos de rotacién en torno a él y movimientos helicoidales.

Deformaciones que ilustran las propiedades del arco capaz

El atril propiamente dicho, estd constituido por dos rombos articulados,
unidos por un lado. Este doble rombo proporciona varias situaciones di-
dicticas. Es un sistema articulado que hemos utilizado en alguna leccién *
sobre los 4ngulos inscritos y el arco capaz, de tal modo que si se fija la
rosicién de dos lados NB, N’B’ (o bien MA, M’A’}, dejando un solo gra-

do de libertad a la deformacién, y se suponen confundidos MN y M’N’,

2V, P. Purc Apasm: «E]l Material Didéctico matematico actuals, pag. 132.
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los 4ngulos B'MB y A’NA son invariantes durante esta deformacién y el
punto M (o el N) describe ¢l arco capaz de B’MB (o A’NA} sobre BB’
(o AA%),

Translacién plana

Si fijamos el lado A’B’, queda un sistema articulado con dos grados
de libertad, que permite describir al punto A una figura cualquiera (en-
tre ciertos limites). Simultdneamente, el punto B describird una figura
igual, transformada de la anterior por la translacién AB.

Inversién

Finalmente, consideremos el sistema articulado MOB, que enlaza los
vértices M, B,.de uno de los rombos; sistema formado por dos varillas
de longitud igual a la mitad de la diagonal del cuadrado obtenido por

deformacién del rombo. Si fijamos en el plano el punto O, el rombo NBAM
posee dos grados de libertad que permiten describir al punto A una figu-
ra plana cualquiera (entre ciertos limites), y la figura descrita por el vér-
tice opuesto N es inversa a la descrita por el punto A, respecto al cen-
i .
tro O, con potencia de inversién igual a — —— MA?® (puesto que el pro-
' 2
ducto QA . ON es la potencia df_z O respecto del circulo de centro M v
1
radio MA v vale MO* — MA*® = WMA® — MA®).










§ 5. LA MATEMATICA EN EL JUGUETE

UNA CLASIFICACION DE 1LOS JUGUETES

Si la vida corriente suministra tantos modelos y situaciones aptas para la
ensefianza matemadtica, es natural que busquemos, asimismo, modelos ma-
temdticos en los juguetes que tan esencial papel desempefian en la vida
del niflo, promoviendo su mas espontidnea actividad. Este acercamiento
entre matemdtica y juguete nos suministrara, sin duda, amplias sugeren-
cias para alcanzar la meta ideal de nuestra ensefianza, que es la de con-
vertirla reciprocamente en un juego para el nifio.

Segtn el género de actividad que preponderantemente desarrollan, po-
demos establecer varios géneros de juguetes, sin que ello signifique una
separacién tajante de actividades gue, en general, aparecen superpuestas
en un mismo juego; por ello hemos antepuesto el adverbio «preponderan-
tementen. Distinguiremos, pues:

1.° Juguetes de ejercicio fisico: pelotas, balones, aros, triciclos, bici-
cletas, patines, patinetes...

2.° Juguetes de destreza: bolos, billar, ping-pong; didvolo, tiro al
blanco, arcos y flechas, bolavi, trompos, cometas, planeadores, etc....

3.° Juguetes de ritmeo y sonido: trompetas, tambores, pianitos, guita
rras, citaras, xiléfonos... '

4.° Juguetes de compecién inteligente (con o sin azar) : dominé, da-
mas, asalto, ajedrez, mandarin, parchis, cha-cha-ch4, juego de quince, de
cinco en linea, ruletas, loterias...

5. Juguetes de creacidn constructiza: rompecabezas, mosaicos, meca-
inos, cajas de arquitectura, juegos de plastilina, imprentillas, carpinterias...
. 6.° Juguetes de observacién contemplativa: (estéticos) : caballos de car-
tén, muilecas, muebles, cocinas, barcos, soldaditos, circo...; (dindmicos):
trenes, coches v demds autdématas con cuerda, balanzas v pesas...
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No nos vamos a detener, por lo triviales y sabidas, en alusiones a las
formas geométricas que aparecen en tales juguetes: rectangulos (billar,
domind), cuadrados (damas, ajedrez), triAngulos, rombos (mosaicos), figu-
ras circulares (aros, fichas, bicicletas, ruedas), esféricas (balones, pelotas),
cilindricas (patines, tambores), cénicas (trompetas, didvolo), troncocénicas
(bolava), etc. De ellas puede sacar partido cualquier maestro para urdir
problemitas en relacién con el juego respectivo, por ejermplo, ntimero de
golpes de pedal necesarios para desplazarse de un punto a otro en un trici-
clo, etc. Deseamos abreviar, asimismo, las referencias al provecho que pue-
de obtenerse de los juegos de loteria combindndolos acertadamente con pro-
blemas de indole aritmética (véase lo dicho en el capitulo anterior a pro-
pésito de los lotes en el método de los nfimeros en color), asi como de la
contribucién que las disposiciones en filas de fichas y soldaditos pueden
aportar a la ensefianza de temas aritméticos diversos, como son las propie-
dades formales de las operaciones, las de los multiplos y divisores, name-
10$ primos y compuestos (véase el articulo anterior v los ejemplos alusivos
en nuestra coleccién de libritos didActicos elementales), etc.

JUGUETES DE ANALISIS Y JUGUETES DE SINTESIS.
JUGUETES CON DINAMISMO RELACIONAL

Considerando el juguete desde un punto de vista matematico algo mas
elevado, queremos fijar nuestra atencién especialinente en los tres iiltiinos
grupos, por la oportunidad que vemos en ellos de cultivar actividades men-
tales estrechamente relacionadas con la actividad matematica. Asi, hablan-
do en lineas generales, se entiende, llamarfamos a los juguetes del grupo
6.° juguetes de andlisis; a los del grupo 5.°, juguetes de sintesis, y a los del
grupo 4.°, juguetes de dinamismo relacional, v nadiec pondri en duda de
que, tanto el analisis, como la sintesis, como el dinamismo relacional, son
actividades esencialmente integrantes de la actividad matematica. Pero jus-
tifiquemos estas denominaciones :

Juguetes de andlisis.—JI,0s juguetes contemplativos, y muy en especial
los dindmicos, son un excitante desafio a la curiosidad del nifio: ;Cémo
estd hecho? ¢ Cémo funciona? Tarde o temprano el juguete sucumbe a tal
curiosidad, y en buena hora sucumba si resulta en provecho intelectual del
pequefio. Analizando, descomponiendo, aunque sblo sea mentalmente, sa-
tisfard el nifio su legitima curiosidad. YV es, en este anilisis o descomposi-
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cién mental o real, cuando el nifio puede hallar los posibles valores mate-
maticos del juguete cuya simple contemplacién no bastaba a satisfacerle.
En la mayor parte de los juguetes mecanicos late en el fondo una idea
matemética. En sus movimientos de avance y giro hallaremos mltiples
oportunidades para establecer relaciones de proporcionalidad entre longi-
tudes y 4ngulos, para calcular velocidades lineales y angularés, ete. Los
juegos de engranajes de tales juguetes mecdnicos permitirdin asimismo
ilustrar problemas de miltiples comunes y de m. c. m.

Juguetes de sintesis.—Mayor campo permiten a la fantasia creadora del
nifio los juguetes constructivos o de sintesis, entre los cuales va hemos
tenido ocasién de citar el Mecano como juguete multivalente, inapreciable
para la sintesis de figuras geométricas, tanto estiticas como dinimicas.
Es del mayor interés que el nifio no se limite a reproducir con el Mecano
los modelos de catidlogo, sino que sea él mismo creador de formas y combi-
naciones dindmicas nuevas a las que su fantasfa empezari superponiendo
objetivos funcionales imaginarios, hasta que estos objetivos terminarin
dominando y conduciendo la accién creadora. Lo mismo podemos decir
de los variados tipos de juguetes constructivos constituidos por bloques,
placas, arcos, vallas, y demdis elementos de evocacién arquitecténica y ur-
banistica, o simplemente decorativa como mosaicos, anillas, ganchos, bo-
litas coloreadas colocadas sobre redes de orificios, etc. En particular, los
rompecabezas (lo mismo que la actividad de recomposicién de piezas rotas
aludida en el articulo anterior) cultivan grandemente el reconocimiento
de formas geométricas ajustables. Simplemente el modo de formar mosaico
plano con cuadrildteros irregulares iguales entre si, es un juego que puede
improvisarse en cualquier momento v que contiene infinidad de ensefianzas
no triviales. Cabalgando entre este tipo de juegos sintéticos y el de juegos
relacionales, cabe catalogar el material de regletas coloreadas de Cuisenaire,
que se presta tanto a la sintesis constructiva como al juego dinamico
generador de las leyes de la Aritmética v del Algebra.

Juegos de dinamismo relacional.—Variadas y amplias estructuras rela-
cionales ofrecen los juegos citados de competicién inteligente, Cada uno -
de ellos se funda en reglas dindmicas de transformacién (v, por tanto, al-
gébmicas en sentido lato) interesantes de analizar, ya que ofrecen no pocas
oportunidades a la educacién matemAitica moderna. Para el matematico
moderno (me refiero concretamente a los de la escuela algebrista-forma-
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lista) la creacién matemdtica es algo asi como un juego en el gque se-su-
ponen dados ciertos elementos (simbolos), asi como ciertas reglas de juego
que los relacionan (leyes formales), con las cuales le basta al matemitico
para crear, jugando con ellas y cuidando de no transgredirlas. El conte-
nido conceptual de tales simbolos y de tales relaciones es algo que ¢l ma-
teméatico formalista puro deja a un lado. Mientras no llegue a dos jugadas
~contradictorias el juego es valido y la estructura tetdrica edificada sobre
este juego tiene toda la firmeza y estabilidad derivada de la no contradic-
toriedad de sus leyes formales fundamentales.

Presentamos a continuacién tres ejemplos de auténticos juegos que van
a ofrecernos considerable riqueza de estructuras matemadticas, y empezare-
mos concretamente con un juego mosaico, es decir, con um juego no ca-
talogado precisamente entre los de competicién, sino entre los construc-
tivos, con lo que nos brinda otro ejemplo de material educativo multi-
valente *.

ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS EN UN JUEGO MOSAICO ?

Material : Una o dos cajas de mosaicos de colores, con piezas de.dos
clases; triangulos rectangulos isGsceles iguales entre s{ ¥ romibos con an-
gulos agudos de 45° y lados iguales a los catetos de los tridngulos. Estos
mosaicos de juguete se venden en los bazares con el nombre de «Rombon.
La inconmensurabilidad de las areas (_1&r estas piezas me sugirié una leccién
activa sobre irracionales cuadraticos y su céleulo, que conduje del siguien-
te modo :

1
"W/’/ﬁ f%"f ,j’ 1
1 {*’x’}éﬁ?ff/fz@..

Empecé distribuyendo entre los alumnos (de 3.° v 4.° de Bachillerato}
piezas de las dos clases, y preguntandoles los valores de sus dngulos, el

1 En nuestro-librito sobre «Didictica matemdtica euristicas hacemos también

uso del juguete llamado «Bolaods, clasificado entre los de destreza, para urdir nna
divertida leccién sobre parabolas y trinomio de segundo grado. .

2 Articulo del autor publicado en la revista belga «Mathematica & Pedagdgiczi,
nim, 10, 1956-57. ' v
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de la hipotenusa del tridngulo (tomando el cateto como unidad); v el del -
4rea de una y otra pieza. No es raro que la del rombo ofreszca alguna pe-
queiia dificultad, Se puede ayudar a resolverla componicendo la figura ad-
junta o dejando simplemente que averigiien Ja-altura del rombo por apli-
cacién del teorema de Pitdgoras.

Resultados : Area del tridngulo, 1/2; 4rea del rombo, v'z?z.

Los escribo en ¢l encerado y propongo la siguiente cuestién: «Con
estas piezas del mosaico se pueden construir multitud de figuras diversas.
Si formamos, aparte, figuras solo con tridngulos y figuras que solamente
contengan rombos, ¢serda alguna de las primeras equivalente a alguna de
las segundas? De otro modo : ¢ Se puede sustituir un némero de tridngulos.
por un namero de rombos de modo que las 4reas sustituidas sean equiva-
lentes 7»

Los alumnos con los que operé va sabian por aritmética la inconnensu-

rabilidad de \/ 2. Tuve, sin embargo, que recordar su significado: Impo-

_om _ _
sibilidad de que V.2 = — o, de otro modo, imposibilidad de que n /2
n

sea ignal a m unidades (m, n enteros). Con este recuerdo, consegui ya que,
algunos de los alumnos, vieran la imposibilidad aniloga de que un cierto

NN 22 NN A SN
1 1 1 1 -

nfmero de veces JT‘Z!Q, drea del rombo, equivalga a otro cierto nimero
de veces el 4rea del tridngulo 1/2. Recalqué, diciendo: «Las areas de los
tridngulos v las de los rombos son como dos mundos aparte no intercam-
biables. Toda figura compuesta de tridngulos y de rombos tendri un irea
con una parte racional procedente solamente de los tridngulos que contiene
y una parte irracional, procedente de los rombos.»

Después de llegar a esta consecuencia, abro ligeramente una de las cajas
cuadradas del juego con objeto de dejar]es ver solamente un borde. En :él
ven la constituciéon de uno de los lados del cuadrado, cuya longitud consta

de cuatro lados de rombos (1) ¥ dos hipotenusas de tridngulos (V2) e in-
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mediatamente les propongo averiguar cudntas piezas de cada clase contie-
ne la caja, es decir, hay en el cuadrado. '

I'ras breve reflexién calculan el cuadrado de 4 + 2 q,"E
(4 +2vV2° =16+ 4.2+ 2.8.4/2 =24 + 16 J/2

de lo que resulta que la caja contiene 48 tridngulos y 32 rombos.

NN
N

¢

Repito la cuestién para cajas de distintos tamafios y aun para rectin-
gulos que los mismos alumnos pueden idear. Por ejemplo, el rectingulo

de dimensiones 3 + 2 /2y 1 + V2 exige 14 tridngulos y 10 rombos,
como se obtiene ficilmente calculando el producto

B+2V2)(1+ V2 =8+2.2+3V2+2V2=7+5y2

El célculo previo del ntmero de piezas necesarias de una y otra clase
facilita mucho la construccién efectiva, con la que puede terminar en
forma de juego instructivo la leccién.

Nora I.—Es preciso que los rectingulos propuestos sean efectivamen-
te de posible construccién; lo son efecto, excepto aquellos que tienen una
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dimensién racional, y la otra irracional. Es facil ver que la irracionalidad
en una dimensién exige el empleo de tridngulos rectangulos (la vV 2 sélo
procede de hipotenusas), lo que implica la aparicién de otra dimensién
irracional {su mitad) en la direccién perpendicular.

Pero, demostremos que esta condicién es suficiente. La construccién
efectiva de los rectangulos con dos dimensiones racionales es inmediata,

vz

V2 1 1 1 V2

asi como la de los rectingulos de dimensiones de la forma a V2 v b ND
{a, b, enteros). Tanto unos como otros, no exigen mas que el empleo de
tridngulos. :

.La construccién de rectangulos de dimensiones de la forma m + 2 «/_2-
v P V2 puede reducirse a la de p bandas de dimensiones m + n VTQ y

A/_E, que pueden obtenerse por medio de 2m rombos y 4n tridngulos cada

una, como muestra la figura en el caso particular (3 + 2 ¥ 2) . ~/2_, faeil
de generalizar. .

Para estudiar el caso general (m + = V2 (m’ + n’ v/2) analicemos,
ante todo, la construccién de un cuadrado de lado m + n V2. Colocando,
contigua a cada uno de sus lados, v hacia el interior,
una banda trapezoidal de altura ¥/ 52, formada de m
rombos y de 2n — 1 tridngulos, el problema se reduce a
a la construccién del cuadrado de lado m + (n — 1)
v/2. Una nueva banda de m rombos y de 22 —3
tridtigulos reducird el lado del cuadrado central a

77

m + (n— 2) ¥/2, v asi sucesivamente, llegaremos 1
a dejar en el centro la construccién de un cuadrado
de lado m, constructible mediante 2m* tridngulos. Es 1

facil comprobar que el ntmero total de tridngulos y
de rombos utilizados en esta construccién es respecti-
vamente 2m* + 4n° v 4mn, lo que corresponde a] ——— Ve
cilculo algebraico previamente efectuado.
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La.misma técnica permite construir todos los rectangulos de la forma
(m + n V2 (m + n 2

dejando en el centro el rectingulo mm’ orlado con n bandas.

El caso general (m + = V2) (m’ + n’ v2) en el que n’ = n + p pue-
de reducirse a los precedentes mediante la descomposicién en dos. rectin-
gulos como sigue:

(m + n V2 (m' + \/2)
(m + n V2 (m” + n J2) + (m o+ n \/"} p Ve

Un estudio semejante puede ser hecho para figuras con forma de rom-
bo, trapecio o méas complicadas. No es de esperar que los alumnos de la
edad indicada descubran los procedimicntos deductivos de construcc16n
expuestos. En general, aciertan después de reiterados tanteos.

Nora II.—Los lados y las 4reas de los tridngulos estudiados, COHStl-
tuyen un ejemplo simpatico de lo que en Algebra moderna se Ilama anillo
de integridad, salvo interpretacién de elementos negativos que podff.gn
realizarse por medio de piezas en negro. Si se efectiia, en efecto, las cons-
trucciones sobre fondo negro, la superposiciéon de piezas negras produce
el mismo efecto visual que la supresién de la figura cubierta.

Pero entonces, la posibilidad de las construcciones se complica.

ESTRUCTURAS MATEMATICAS EN UN JUEGO SOLITARIO .

1. En esta nota me propongo ilustrar como la consideraciéon de ideas
de simetria y dualidad, permite guiar la solucién de un juego solitario, bas-
tante difundido v de cierta dificultad cuando se intenta resolverlo sin una
conduccién racional de su estrategia. Lste jucgo se expende en el co-
mercio con el absurdo nombre de «Cha-cha-chén.

2. El juguecte consta de una placa con 33 orificios dispuestos en estruc-
tura de cruz, como indica la figura, a los que se ajustan otras tantas fichas
V) peoncs., '

Suprimida la ficha del orificio central, el juego consiste en eliminar
fichas saltando sobre ellas con otras en las cuatro direcciones, que lama-

*  Estndio publicado en «Gaceta Matemdticas, 1.5 serie, tomo IX, nfim. 1.
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remos, para abreviar, N, S, E, O, como si se tratara de los puntos cardina-
les de un mapa. Los saltos en diagonal estan prohibidos. Es preciso llegar
@ conseguir que quede una sola ficha en el orijicio central. :

Con objeto de describir la estrategia, designemos los orificios por los nii-
meros y letras de la figura; nmeros que permiten establecer criterios de
equivalencia aritmética, que sean reflejo de los de equivalencia resultante

OO @
@® G
olcleolcIelalo
PPR@E®E®
DOO®®E®
0@,

de las reglas de juego.

3. Considerando, en efecto, equivalentes los orificios que una misma
ficha puede recorrer por saltos (no hay en el juego otra clase de movimien-
tos) o las fichas que pueden ir a parar a un mismo orificio por saltos, ve-
mos que éstos orificios o fichas quedan clasificados en las cuatro clases
de equivalencia siguientes (los caracteres idéntico, transitivo y reciproco
de dicha equivalencia son evidentes) :

1.* 12 esquinas con némeros impares (congruentes, mod. 2}

lﬂl' -
2.* 5 centros de cuadrados con letras A, B. B, C, D ....... i SESES

3. 8 puntos medios de lados con mult. de 4, cero incluido.

. 2.° grupo
4.* 8 idem con nfimeros congruentes con 2 mod. 4 ... ... t srul
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4. Se observa que: .

I. Las fichas del primer grupo (formado por las dos primeras clases)
son las que saltan sobre las del segundo (formado por las dos dltimas), su-
primiéndolas, y recfprocamente. Serd, pues, thctica prudente mantener
equilibradas a lo largo del juego las fichas de uno v otro grupo para que
la falta de elementos de un grupo, no acarree como consecuencia la impo-
sibilidad de supresién de las del otro. Claro es que no es regla indispensable,
va que un salto mualtiple puede en ciertos casos restituir el equilibrio,

II. Suprimida inicialmente la ficha central, las otras cuatro, A, B,
B’, D, son las #tnicas que podran ocupar finalmente el orificio central. Ha-
bré, pues, que conservar alguna de estas fichas hasta el final, La inadver-
tencia de este hecho condena a la esterilidad la mayor parte de las ten-
tativas; por ello destacamos estas fichas de las demas, designindolas me-
diante letras,

III. Observando las multiples simetrias del sistema de orificios, que
son las mismas del cuadrado central, v de las que resulta la invariancia
de la figura respecto a un giro de 90 grados, parece natural tenerlas en
cuenta en la estrategia; es decir, seguir esquemas de movimientos de ten-
dencia simétrica o giratoria. YV digo sélo de tendencia, por cuanto la sime-
trfa ha de perderse necesariamente en todo movimiento que desplace de
su eje las fichas situadas en él. En la figura hemos realzado la simetria
respecto al eje NS, dando la misma designacién a ambos ladus, acentuan-
do los signos del lado derecho.

IV. Pero no solamente existen las simetrias geométricas menciona-
das, sino que el juego presenta también otra especie de simetria temporal
que resulta de su reversibilidad. Una estrategia correcta empieza, en efecto,
con un solo orificio en el centro ¥ termina con una sola ficha, también en
el centro. Bastard, pues, partir de esta ficha central y retroceder invir-
tiendo los saltos y colocando una ficha nueva sobre cada orificio saltado
(enr vez de suprimirla como en el proceso directo) para volver a llenair
toda la estructura, menos el orificio central. Ahora bien, esta estrategia
dual lo mismo puede seguirse en blanco (fichas) que en negro (orificios);
es decir, partiendo nuevamente de un orificio central e invirtiendo sim-
plemente el orden de los saltos de la estrategia primitiva. Cada solucién
que obtengamos swministrard, pues, autométicamente, otra solucién dual.
Y serd buena norma estratégica vigilar las primeras estructuras de orifi-
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cios obtenidas para intentar llegar al final a estructuras anilogas de fichas
ciue conduzcan inversamente a la posicién central deseada.

5. Con el precedente andlisis estructural del juego y con las normas
estratégicas generales que de él han resultado, podemos ya iniciar los en-
sayos v conducir las jugadas. Describiremos éstas indicando simplemente.
la ficha éuprimida en cada una, mediante Ia designacién del lugar ocu-
pado por ella en la figura. Cuando pueda haber ambigiiedad sobre la
ficha que salta, afiadiremos a continuacién la direccién del salto,
(N, S, E, O). Intercalamos las indicaciones que gufan la estrategia segui-
da en relacién con las observaciones anteriores.

Primera jugada: 4’ o cualquiera de sus tres equivalentes simétricas.

Segunda : Parece natural 3 (o su equivalente 38’). Se pierde la simetria.

Tercera: Ensayemos 4’N en atencién a la mejor posibilidad que ofre-
ce para jugadas sucesivas. Obsérvese ahora la estructura asimétrica de los,
cuatro orificios vacios, estructura en forma de L con el extremo del iado.
corto en el centro. .

Cuaria: 3’, restituyendo la simetria y equilibrando las fichas pares e
impares.

Siguen naturales los saltos sobre 2 y 2’, asi como 30, A v 3’, restitu-.
yvendo nuevamente la simetria. En este momento ha quedado suprimido,
todo el cuadrado superior. .

La sucesién de jugadas simétricas que siguen surgen de modo tan natu-
ral que apenas necesitan justificacién: 4, 4’, 6, 6’, BN, B'N, 3N, 3'N,
4, 4, 3, 3. Quedan ahora las fichas del cuadrado inferior y las dos la-
terales préximas al orificio central.

En este momento hay que movilizar la ficha 8", renunciando ya a la
simetria (los saltos sobre las fichas 6, 6, colocarian fichas en las posicio-,
nes 3 y 8’, sin posibilidad ulterior de retroceso). Hemos de conservar’
ahora la ficha D, Gnica que puede ir al centro, No podemos saltar sobre
ella, pero si rodedndola. Finalmente, en atencién a la observacién IV,
procuraremos llegar a obtener una estructura de cuatro fichas en forma
de I, con el extremo del lado menor en el centro. Estas normas permiten,
salvar este inico momento, de cierta dificultad, continuando con las si-
guientes jugadas: 9, 10, 12, 9S, 10, 9, 8’'N.

Llegamos a la estructura en I, deseada, dual y simétrica, respecto de,
la diagonal NE, de la obtenida después de la tercera jugada. Las tres ju-
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'gadas finales serdn, pues, duales y simétricas de las tres primeras, en
orden inverso: 6 E, 9', 6’,, y termina el juego. :

Claro es que saltando en la filtima jugada sobre B’ terminariamos con
fa ficha en 6’. En consecuencia, aplicando la estrategia dual podemos par-
tir de un orificio finico en 6’ ¥ llegar a una ficha tinica en el centro.

6. Sin pretender hacer un anilisis exhaustivo de todas las soluciones
posibles, indicaremos otras para dar idea de diferentes estrategias posibles.
Pasamos por alto, por consiguiente, las variantes que resultan de la es-
trategia anterior o de su dual por aplicacién de alguna de las simetrias o
giros del tablero de juego. ’

Otra solucién que conserva una cierta simetria respecto de una diago-
nal, es la siguiente : 4”7, 3, 4’N, A, 2, 30, 3’, 2’, 4, 3N, 4, 3, 6,N, B, 6,,
9, 8,98, 10,9, 12, D, 10, 9, 9°, &, 6, 9L, 8, 9 v 6,. Y su dual inversa
6", 9, 8, etc. .

Otra solucién que barre circularmente los cuadrados: 4, 3’, 4°N, A,
2’, 3K, 3E, 2, 4, 6,E, 9, 8, 6, 95, 10, 9, 8, 9', 8, DN, 9, 10’, 9'S,
8’, 9, 3N, 4’, B’, ¢, 8, 6',. ¥ su dual inversa.

Otra solucién que nos comunica amablemente el profesor Pascual Iba-
rra y que, ademas de reflejar estructuras simétricas respecto de una diago-
nal (jugadas 18 y 22), tiene la particularidad de conservar hasta el final
las cuatro fichas marcadas con letras {con el desequilibrio consiguiente
de grupos) es: 4, 3,47, 2,0, 2, 4,3, 8,2 2,9, 8,6, 90, 8,9, 10,
9N, 8, 9°,10°, D, 9, B, 3, 3, B'O, 6,, 3, 4",

7. Nos parece todavia interesante afiadir que el juego es realizable
nartiendo de orificios distintos del central. Al final del parrafo 5 ya hemos
hecho alusién a la posibilidad de partir de un orificio vacio en 6’, o cual-
quiera.de sus simétricos 6, 0,12, terminando asimismo el juego con una
ficha en el centro,

Finalmente, partiendo de un orificio vacio en cualquier otro punto
del tablero, puede resolverse el juego terminando con una ficha en el mis-
mo orificio de partida. Con objeto de simplificar el descubrimiento y la
descripeién de la estrategia en cada caso, todavia haremos aplicacién de
otro caricter general de la actividad mateméitica: La combinacién de es
tructuras simples (leyves formales de las operacionmes, por ejemplo) para
la' consecucién de estructuras més complejas (multiplicacién de polino-
mios, por ejemplo). Aqui la estructura operatoria simple es el salto. La
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combinacién de saltos permite obtener las reglas de transformacién indi-
cadas en las figuras (a}) v (b) ¥ sus equivalentes por simetria o rotacién.

(a) _ J
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Por combinacién de éstas se desprenden, a su vez fAcilmente, las trans-
formaciones mis complejas expresadas en las figuras (¢}, (d) vy (¢), v sus
equivalentes por simetria o rotacién.

Esta tltima transformacién es realizable, exista o no ficha en el ori-
ficio seiialado con una cruz. Si existe ficha en &1, se empezard suprimiciido
la terna vertical por (a) v luego se aplica (b). Si no existe ficha sc saltara
primero sobre la ficha central del cuadrado, se suprimird luego la terna
vertical v un salto doble termina la transformacion.

(c) (d)
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La aplicacién sistemaitica de estas transformaciones permite resolver
el problema de un orificio inicial descentrado, terminando con una ficha
en idéntica posicién. Exceptuamos las posiciones axiales 0, 12, 6, 6’, en
las que, como hemos dicho, se termina con ficha en el centro o en los
extremos del eje perpendicular. Bastard estudiar las posiciones 4’7, 3, 4,
5 v A, va que cualquier otra se reduce a éstas por simetria, He aquf las
soluciones : _

Orificio en 4”7 : Suprimir todas las fichas del cuadrado E (d). Dejar
s6lo la ficha 3 en el cuadrado N (e). Dejar s6lo © v 8" en el cuadrado S (¢}
Suprimir el cuadrado O (d). Saltar sobre C.

19
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Orificio en 3: Saltar sobre 4’’. Dejar s6lo 3 en el cuadrado N {e). De-
jar 6’; ¥y 9" en E (¢). Suprimir todo ¢l S (d). Dejar 3 y 6, en ¢l O (¢).-Su-
primir la terna 6,, C, 6, (a).

Orificio en 4: Saltar sobre 3 v 2. Suprimir todo el E (d). Dejar 3 en
N (e}, Dejar 9y 8" en S (¢). Dejar 3 en O (e}. Saltar sobre C v 3.

Orificio en 5 : Saltar sobre 4, 6,, 30, 4, B, 8, Suprimir E. Dejar 3 en N.
Dejar 9 v 8’ en 8. Saltar CN, 3, 6,, 4.

Orificio en A : Saltar 4. Suprimir E. Dejar 8 en N. Dejar 9 v 8" en
S. Saltar 9, 8, 90, 6, 8, 9, 3, 6,, 4. '

Claro es que puede terminarse también con una sola ficha en posicio-

nes diferentes a las del orificio de partida, pero las posiciones terminales
estin asociadas con las del orificio de partida, pudiendo elegirse entre
ellas, pero no entre las deméas. Es decir, y se comprende que asi sea, con
un orificio inicial en un lugar no puede terminarse con una ficha en cual-
quier otro lugar. No es dificil ver las asociaciones, pero como el objeto
de este articulo no es un estudio del juego en =i, sino de las aplicaciones
que en €] pueden efectuarse de ideas mateméticas para su simplicacién y
generalizacién, damos por terminado este articulo estimando nuestro pro-
posito suficientemente logrado.

ESTRUCTURA DE GRUPQ EN EL JUEGO DE LAS QUINCE FICHAS

Es bien conocido el juego (lamado «Taguin» en Francia, «Solitario
del 15» en Espafia, etc.), consistente en ordenar en una forma determi-
nada quince fichas cuadradas igunales, numeradas del 1 al 15, en un cua-
drado de cabida para dieciséis, partiendo de una ordenacién cualquiera
de las quince fichas, y corriéndolas en forma de que vayan ocupando las
posiciones del hueco sobrante; de modo que en cada posicién el hueco
sblo puede ser ocupado por las fichas colaterales al mismo.

De antiguo se sabe que 1o es posible la solucién en todos los casos y
que solamente la mitad de las 16 ! colocaciones posibles, pueden ser trans-
formadas de este modo en una ordenacién prefijada. Objeto de esta nota
es dar una breve demostracién de este hecho, relacionindolo con la teoria
de grupos de sustifuciones. Dado lo muy divulgado que ha sido el juego
y la naturaleza del mismo, sin duda no sera ésta la primera aplicacidn
que se haga de dicha teoria al juego; pero es también posible que esta
demostracién tenga zlguna novedad de enfoque, por lo que, sin Animo
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de emplear tiempo en consultas bibliogrificas, dada la escasa importan-
cia del asunto, la divulgamos a efectos puramente didActicos, como un
ejemplo mas de aplicacién de ideas matematicas a los juegos *.

Todas las transposiciones de fichas que se pueden obtener mediante
los movimientos del juego, forman evidentemente un grupo, y vamos a ver
que es precizamente un subgrupo del grupo (simétrico) de sustituciones
entre 16 elementos: el que conserva la paridad del ntunero de inversiones
de los guarismos grabados en las fichas, al considerar éstas invariable-
mente ordenadas, segin un orden fijo de lugares. Precisamos este con-
cepto :

Cada ficha lleva inscrito un nfimero v ocupa al mismo tiempo un lu-
gar, Establezcamos un orden invariable de lugares, por ejemplo, el orden
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marcado en la figura 1.%, en el gue el primero y Gltimo lugares son cola-
terales, asi como los consecutivos, cerrando un circuito de recorrido. Fi-
jado este orden, observemos, en cada disposicién de las fichas, la suce-
sién de sus signos numéricos en el orden de lugares convenido y conte-
nos las inversiones de esta sucesidn.

Llamaremos par o impar la ordenacidn, seglin que sea par o impar esle
ntimero de inversiones.

Por ejemplo, en la disposicién de fichas de la figura segunda, que en
el orden convenido es: 6, 9, 1, 10, 2, 8, 12, 7, 8, 5, 13, 4, 15, 11, 14, el

1 E] llbhro Matemdticas e Imaginacidin, de Kasxrr v NpwMmay, hace especial
mencién de este juego {que hizo furor en el siglo pasado) v cita como primer tra
tamiento matemditico del mismo el de Johnson v Story, en «American Journal of
Mathematicss (1879).
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ntmero total de inversiones es 35, mientras en la disposicién de la figu-
ra 3.%, de ordenacién 1, 2, 6, 10, 11, 7, 3, 4, 8, 12, 15, 14, 13, 9, 5, el
nimero de inversiones es 31. Ambas ordenaciones son, pues, impares.

Demostremos ahora cue:

Todas las transformaciones obtenidas por movimientos del juego con-
servan la paridad de la ordenacién de las 15 fichas.

Se observa, en cfecto, en la figura 1.%, que los ntimeros de orden de
lugares colaterales son de distinta paridad, lo que implica que cualquier
moviniiento de ficha a un hueco colateral, si es inmediato anterior o pos-
terior en el orden prefijado, no altera dicho orden, y si no es inmediato,
dicho movimiento equivale a permutar la ficha sucesivamente con las de
lugares intermedios, que son en niimero par, con lo que tampoco se altera
la paridad del ntumero de inversiones. (Recordemos que al permutar dos
fichas consecutivas, sélo se altera en una unidad el ntimero de inversio-
nes, puesto que varia el orden relativo de dichas fichas sin modificar el
orden de ellas respecto de las demds, y por tanto, un mimnero par de per-
mutaciones de parejas consecutivas no altera la paridad de la ordenacién.)

Reciprocamente : Todas las ordenaciones de fichas de igual paridad
son obtenibles mediante movinienios del juego, partiendo de una cual-
quiera de elias.

En efecto, por corrimiento de las fichas en un sentido de recorrido del
circuito ordenador, haremos correr el hueco en sentido contrario, con po-
sibilidad de colocarle en cualquicer posicién. Después de intercalar de esta
forma el hueco entre dos fichas consecutivas cualesquiera del circuito,
podemos correr toda la culebra de fichas del mismo hasta colocar dicho
hueco en posicién colateral de cualquier ficha no inmediata a &I, cuyo
lugar en el circuito difiera del ocupado por el hueco en un n@mero impar
de lugares. Entonces el corrimiento de la ficha al hueco dard como resul-
tado la intercalacién de dicha ficha entre las dos que lo abarcaban. Me-
diante movimientos del juego podemos, pues, alterar la posicién de una
ficha cualquiera en el circuito, saltando un nfumero par de fichas inter-
medias, v todo ello sin alterar el orden de las demés fichas en el circuito.
Hn particular, un salto de dos lugares equivale a una permutacién circu-
lar efectuada en el grupo de tres fichas: la que salta v las saltadas. De
todo ello resulta la posibilidad de llevar cada ficha al lugar deseado, me-
diante un nGmero par de transposiciones de fichas consecutivas, v, por
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tanto, la posibilidad de transformar una ordenacién en otra de la misma
paridad.

Estos teoremas nos permiten asi predecir la posibilidad de la trans-
formacion de una ordenacién en otra, sin mis que observar si ambas son
de igual paridad. Por ejemplo, la ordenacién de la figura 2.* es transfor-
mable en la de la figura 3.*, v he aqui indicados los primeros movimien-
tos que resultan de aplicar la estrategia indicada en el razonamiento ante-
rior : Colocacién del hueco en el lugar 16, o sea, junto a la ficha 6 (por
movimiento de las fichas 15, 11, 14). Corriendo a él la ficha 1, hemos
permmutado circularmente las fichas 6, 9, 1, obteniendo la nueva ordena-
cibn 1, 6, 9, 10, 2, 8, ete. (empezando en el lugar 16). La ficha 2 no
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podrid ahora pasar a continuacién de la I, conservando el orden relativo
de las demas fichas, por ser necesarias para ello tres transposiciones con-
secutivas. Pero pasando la ficha 8 delante de la 2 y de la 10, por corri-
miento de la misma al hueco, la nueva ordenacién serd 1, 6, 9, 8, 10,
2, ete., v queda preparada la ficha 2 para pasar al segundo Iugar mediante
cuatro transposiciones consecutivas. La sucesién de fichas movidas para
alcanzar este resultado, segiin la linea estratégica indicada, es 2, 10, 8, 9,
6, 1, 14, 11, 15, 4, 18, 5, 3, 7, 12, 2, 10, 8, 9, 6, 2. Se comprende la
posibilidad de proceder andlogamente para colocar las fichas restantes. Si
el cambio de lugar de cada ficha equivale a un nimero par de saltos conse-
cutivos, basta correr la culebra de fichas hasta enfrentar el hueco a ocu-
par con la ficha a transponer.. Si equivale a un namero impar de saitos,
transpbéngase previamente la ficha anterior o posterior de dos lugares, por
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encima de la que se desea transponer, ¥ procédase luego como en el caso
anterior.

Se comprende que esta estrategia, por su misma uniformidad, nos ha
sido ftil para demostrar brevemente la posibilidad del juego, pero no da
en general un proceso practico, por exigir excesivo namero de movimien-
tos. Asi para avanzar o retroceder un lugar toda ia culebra hacen falta
15 ‘movimientos. Se ve facilmente en cada caso la posibilidad de establecer
circuitos parciales oportunos que permitan colocar las fichas en su lugar
con menos movimientos y dun con el minimo de ellos, problema que no
enfocamos aqui.

Observacién.—Afiadiremos tnicamente que la paridad o imparidad de
una ordenacién depende, naturalmente, del orden establecido para los lu-
gares de referencia, de tal modo que al variar este orden puede variar la
paridad de determinada ordenacién de fichas. Pero, en cambio, se conser-
v invariante la igualdad o desigualdad de paridades entre dos ordenacio-
nes. Asi, si en lugar de considerar como fundamenta] de referencia el orden
de lugares de la figura primera consideramos como tal el de la figura
cuarta, las disposiciones de fichas de las figuras segunda y tercera pasan
a tener las ordenaciones siguientes : '

6,9, 1,8, 12,7, 3, 5, 13, 4, 2, 10, 15, 11, 14, con 38 inversiones
1, 2, 6,7, 8, 4, 8, 12, 15, 11, 10, 14, 13, 9, 5, con 28 inversiones

también ambas de la misma paridad, aunque distinta de la anterior.

Se comprende que asi resulte, interpretando la nueva ordenacién de
lugares, como una transformacién de la ordenacién anterior, y, por tanto,
perteneciente al grupo total de permutaciones posibles de las fichas (dan-
do al 16 el significado de hueco). Por el caricter multiplicativo del grupo,
las dos nuevas paridades serdn, pues, producto de las anteriores por la
paridad de una misma transformacién, y por ello conservan la igualdad
de caracter. Variar la ordenacién fundamental de referencia equivale en
el fondo a aplicar al grupo un automorfismo, lo que explica la invariancia
de las relaciones. _

Nueva demostracién del reciproco anterior.—La ordenacién de lugares
de la figura 4.* sugiere otra demostracidon de la posibilidad de realizar las
transformaciones de igual paridad. En efecto, en cualquier posiciéon del
hueco (que puede recorrer, como antes, todo el casillero sin alterar el or- '
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den de las fichas en el nuevo circuito) éste forma con las tres fichas que
le preceden, o que le siguen, un cuadrado en el que podemos permutar
circularmente las tres fichas sin alterar la ordenacién relativa de las de-
mas, Asi, en el cuadrado de la figura 5.7, formado por las tres fichas 10, .
2, 4, y el hueco, llevando a éste la ficha 4 obtenemos la permutacién circu-
lar 4, 10, 2; mientras por los movimientos 10, 2, 4, 10, obtenemos la per-
mutacién 2, 4, 10. '

Combinando estos movimientos podemos, pues, permutar circularmente
todas las ternas de fichas consecutivas que queramos, previa colocacién
del hueco en lugar adecuado. Como cada permutacién circular de tres
fichas equivale a dos permutaciones de parejas consecutivas, podémos
también, de esta suerte, alcanzar cualquier otra ordenacién que conserve la
misma paridad. -Toda transformacién que conserva la paridad de la orde-
nacién puede, en efecto, obtenerse multiplicando permutaciones circulares
de ternas consecutivas.



§ 6. LOS FILMS MATEMATICOS

FILMS Y FILMINAS

Quisiéramos referirnos ahora tanto a los films fijos o filminas como
a los méviles. Los primeros sustituyen a las antiguas proyecciones dia-
positivas y ya no se utilizan simplemente para comodidad del profesor
en sustitucidon del encerado; si asi fuera, representarian més bien un re-
troceso, va que el dinamismo combinado de accién y comentario sobre la
figura dibujada en el encerado durante la explicacién, dificilmente puede
sustituirse por la simple proveccién de figuras preparadas. La eficacia ven-
tajosa de las filminas sobre el encerado, debe buscarse en la multiplicidad
de figuras, dificilimente realizables en una sesién ante el aluinnado, bien
sea por su ndmero o por su complejidad, v, sobre todo, en su ordenacién
en secuencias sugeridoras de procesos de transformacién o de relaciones
que conduzcan a una enseiianza determinada. Siempre que no sea indis-
pensable o conveniente la continuidad de tales transformaciones, siempre
que el movimiento o deformacion continua no sean sustanciales en el pro-
ceso, pueden realizarse filminas eficaces. En cambio, la filmina fracasa en
cuanto pretende reemplazar al film mévil en todas aquellas ocasiones en
que la expresividad del movimiento es insustituible,

Lamentamos no poder suministrar aqui al lector una amplia informa-
ciébn sobre las caracteristicas y calidades de las filminas matematicas exis-
tentes en el mercado internacional, Durante la inica oportunidad que pude
tener de conocer multitud de ellas, a raiz de lIa XI Reunién de la Comisién
Internacional para el Estudio v Mejora de la Ensefianza Matematica, fui
honrado con la direccién de uno de los Grupos de trabajo sobre Modelos
matematicos, lo que me impidié la asistencia al Grupo especialmente de-
dicado a filminas. Nos remitimos por ello a los comentarios que, de se-
gunda mano, hubimos de’ transcribir en nuestro libro sobre Material di-
ddctico matemdiico actual, varias veces citado.

.
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EI, FILM MATEMATICO Y LA INTUICION.
MOVIMIENTO Y CONTINUIDAD

Pasando, pues. de lleno al tema del film matemadtico, veamos ante todo
el papel que en la educacién matematica le asigna el profesor suizo Ni-
colet, uno de los primeros v s eficaces entre sus creadores. Para Nicolel
10 hay conocimiento matemitico pleno que no tenga una base previa en
la intuicidn; intuicién matemitica que define como una «contemplacién
de imégenes» seglin procesos sugeridos por el subconsciente en el caso de
an espiritu creador, o aportados por el agente docente externo en el caso
del aprendizaje matemditico estimulado. La certeza intuitivamente descu-
bierta es la que, segiin Nicolet, despierta la necesidad de la demostracion..
La légica aparece, segin él, como un proceso limite de la intuicién. Mien-
tras ésa persuade, aquélla demuestra, complementindose ambas en vez de
0ponérse. ’

El mejor agente intuitivo externo para despertar en el alumno el alum-
bramiento de las verdades geométricas es, para Nicolet, el dibujo animado.
La certeza asi intuida adquiere de paso valores estéticos esenciales en la
educacién.

No ha de extraiiar al lector que, “entre los temas més indicados para
su desarrollo filmico, figuren aqueilos en los que el movimiento es funda-
mental en la génesis de la figura. Concretamente se cuentan entre las mas
felices realizaciones aquellas relativas a lugares geomélricos y sus pro-
picdades. La génesis del lugar (arco, capaz, cénica, cardiode, estrofoide,
eteétera) surge con una elocuencia, derivada del propio dinamismo gene-
rador y de su continuidad, que no admite comparacién ni aun con la de
los modelos dindmicos més apropiados.

FEn la generacién del arco capaz, la misma continuidad ofrece de ma-
nera natural la transicién a los casos Hmites extremos, en los que el dngulo
pasa de inscrito a semi-inscrito. La inclusién de los puntos extremos del
lugar, que deductivanente es preciso razonar aparte, con nueva demostra-
cién especifica, aparcce natural v convineente en el proceso genético des-
crito. La profesora Castelnuovo ' ve por ello en el film matemético la

L Profesora italiana del Liceo Tasso, de Roma, autora de un notable libro de
Geomelria infuitiva concebido segf@in un criterio historicista. Miembro de- la Co-
misién Tnternacional para el Estudio y mejora de la Ensefianza Matematica,
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considerable ventaja de introducir en la arquitectura euclidea el principio
de continuidad, del que tanto uso se permitia hacer Poncelet, para genera-
lizar ciertas propiedades proyectivas de figuras, pasando a posiciones lf-
mites mediante deformaciones proyectivas continuas.

A este respecto, es particularmente impresionante la elocuencia del film
.de Nicolet sobre generacién de las tres cénicas cuando, en el caso de la
hipérbola, el finisimo detalle de la regulacién de velocidades del punto
generador llega casi a dar material realidad a la imagen idealizada de
los puntos del infinito,

DINAMISMO, GENERALIZACION ¥V PARTICULARIZACION

Pero no es solamente en la generacién de lugares geométricos en donde
€l film matemitico puede aportar valores didicticos definitivos. Al animar
la figura relativa a una propiedad, variando, por ejemplo, las magnitudes
.0 las posiciones de ciertos eclementos, la figura adquiere una riqueza ex-
presiva mucho mayor que la que puede derivarse del frio razomamiento
euclideo efectuado sobre ella. Puede asi aparecer ante los ojos extasiados
del alumno como una particularizacién dentro de un cuadro mucho inds
vasto de posibilidades, afirmdndose ‘indeleblemente, como vinculadas a
tal particularizacién, las singularidades caracterfsticas de la propiedad que
se trata de realzar. La posibilidad de trinsito continuo de lo particular a
lo mas general, o reciprocamente, con la pérdida o ganancia consiguiente
de propiedades especificas, s lengnaje grifico que sélo estaba reservado
al film, o al dibujo animado.

Para no citar més que un ejemplo muy sencillo, haremos referencia al
film tal vez mas elemental de Nicolet v, sin embargo, lleno de sugerencias
del orden dicho en torno al hecho simplicisimo de quedar una circunfe-
rencia determinada por tres puntos. Estos tres puntos aparecen brillantes
sobre el fondo negro de la pantaila, Surge por un lado nna pequefia cir-
-cunferencia que circula libremente por -el plano hasta que tropieza com
uno de los tres puntos v queda prendida en él. Ha perdido parte de su
iibertad, pero todavia puede balancearse alrededor de este purto, v puede
-agrandarse y achicarse, hasta que queda prendida por otro de los puntos
fijos dados. Entonces todavia puede variar, pero sblo su radio, hasta que
-queda sujeta por el tercer punto, sin que ya entonces sea posible ulterior
variacién. La experiencia se repite con varias circunferencias que, de todos
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tamafios v por todos lados, van apareciendo, pasando por vicisitudes simi-
jares. Queda entonces patente la pérdida progresiva de los grados de li-
bertad de una circunferencia cualquiera, a medida que queda obligada a
pasar por uno, dos o tres puntos dados. Todas las circunferencias termi-
nan coincidiendo en una sola. El film no llega a durar dos minutos, pero
: cuanta riqueza de experiéncia visual suministra! La determinacién de
un circunferencia por tres puntos, no sélo ha quedado visiblemente su-
gerida, sino que lo ha sido en una forma y con una significacién que no
puede darle el clasico razonamiento sobre una figura estitica. La Gnica
circunferencia que pasa por los tres puntos, no es ya la que tiene el centro
v radio que el razonamiento euclileo y Ja construccién consiguiente de-
terminan; adquiere una riqueza psicolégica en la mentalidad del nifio
infinitamente mayor : es nada menos que el estado final a que llegan todas
las circunferencias imaginables en el plano cuando van perdiendo sus po-
sibilidades de movimiento y deformacién al ser sujetadas sucesivamnente
por los tres puntos dados.

De ahora en adelante, cuando se hable al nifio de una circunferencia

cualquiera que pase por un punto dado, va no verd solamente la que ¢l
o su profesor puedan trazar en el encerado, para apoyar el razonamiento
que sobre ella quiera efectuarse, sino que pensari en todo el conjunto de
posibilidades de posicién v tamaiio de aquella circunferencia variable del
-ﬁlm, cuando solamente estaba prendida por un punto. El concepto de
elemento geométrico genérico adquiere, pues, todo su valor en cuanto un
film ha materializado su variacién, mostrando imigenes evolutivas de sus
infinitas posibilidades. Cultivar la intuicién de variedades de clementos
genéricos es funcién de la mayor importancia en la educacién natemdtica
de la juventud,

En relacién con lo dicho, haga el lector la siguiente experiencia con un
grupo de nifios de segundo o tercer curgo de Bachillerato. Formftlense las.
clasicas preguntas sobre cudntas rectas o cudntos planos perpendiculares.
a un plano dado (materializado con una carpeta) pueden pasar por un
punto dado (extremo de un lapiz) y los aciertos son frecuentes. Pregtintese,
en cambio, si por una recta cualquiera dada (sin sefialar) pasa siempre uw
plano vertical, y los aciertos serdn raros. En el primer caso, el nifio ve el
1131'10, ve el punto, v la intuicién hace lo demés. En el segundo caso, tiene
gue imaginar no un dato, sino la i=finidad de datos posibies contemdos
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en el concepto una recta cualguicra (genérica). Si piensa, por ejemplo, en
una recta vertical, se aferrard a esta representacién y no cuidard de variar-
la si no lo ha hecho antes; veri, entonces, infinidad de planos verticales
pasando por la recta. Si no coloca la recta vertical es posible que no acierte
a ver plano vertical alguno. Cultivemos, en cambio, la intuicién de la va-
riacién del dato con imigenes animadas (por ejemplo, mostrdndole una
carpeta apoyada por su doblez en una aguja de tricotar, colocada en su in-
terior) y la contestacién serda mucho mas facil. Después de haber visto ¢6mo
en cualguier posicién oblicua de la aguja la carpeta encuentra por si sola
un posicién de equilibrio estable vertical, inientras que, al colocarse la
aguja vertical, la carpeta puede bailar locamente a su alrededor, la distin-
cién entre el caso genérico y el caso singular es algo que ha penetrado por
los sentidos. En este sencillo ejemplo el modelo material aventaja, sin
duda, a cualquier imagen filmica del mismo; pero no lo hemos traido como
guién de un posible film, sino como ilustracién del interés didactico que
tiene el cultivo de los conceptos genéricos en la enunciacién de las pro-
piedades v como ponderacidn de la ayuda que en este aspecto pueden pro-
porcionar los films en casos menos directos y triviales, suministrando la
posibilidad de ilustrar la variacidon de los elementos de referencia. Esta
misima posibilidad facilitard grandemente la ardua tarea de las llamadas dis-
cusiones en las soluciones de los problemas, mostrando toda la posible va-
riacién de los datos de los mismos.

TECNICA DIDACTICA DEI FILAL

Volviendo a las ideas bisicas de Nicolet insistiremos en que para él el
dibujo animado es el medio mas eficaz para hablar a la imaginacién del
nifio, aguzando de paso su percepcién sensorial e intelectiva. Nicolet in-
tenta con sus filims que el nifio recorra las etapas del conocimiento cien-
tifico por las que ha pasado el matemitico creador, y por ello reserva al
{ilm el papel de simple alwmbrador de intuiciones. Sobre el recuerdo visual
del film se operard la accién comentadora, descriptiva y analizadora, faci-
litando el paso de lo concreto a lo abstracto, y de lo intuido a lo razonado.
Hs en este momento, en que el nifio pasa de receptor a agente critico y ana-
lista, cuando el film ejerce su inés beneficiosa influencia educadora.

Para conseguir todo ello, elige Nicolet hechos geométricos muy concre-
tos y simples, de modo que la mayor parte de sus peliculas son extremada-
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mente cortas. El hecho es presentado escuetamente, en toda su mayor pu-
reza y sobriedad. Nada de letras, ni de rétulos, ni de comentarios escritos
que distraigan la atencién del nifio sobre la figura misma. Esta y su dina-
mica han de hablar por si solas. Ll lenguaje grafico asi empleado resuita
universal y directo.

El film se proyecta una o varias veces; las que sean precisas para la
memorizacién y descripcién por parte del nifio. Es impresionante la recep-
tividad de sus sentidos recién abiertos y dvidos de informacién. Bl nifio des-
cribe lo visto, y entonces el maestro puede sugerir con preguntas el proceso
analitico. ¢ Ddnde se movia el centro de la circunferencia cuando se balan-
ceaba alrededor del primer punto que la prendié? ¢ Sabrfas construirme
este lugar en el encerado? ;Qué linea describia el ceniro cuando la cir-

" cunferencia prendida ya por dos puntos se agrandaba v achicaba? {Sabrias
trazarlo en el encerado? VY, si en Iugar de estar prendida por estos dos
puntos, lo fuera por estos otros dos? Y si lo estd por los tres, jdénde estd
entonces el centro de la circunferencia?

Cotno puede apreciarse, a través de estas leves insinuaciones, el film ni
es una mera ilustracién de la propiedad, va que estid todo él presente en la
wénesis de la misma, ni puede reemplazar al maestro que, por el contrario,
se vale del film para la conduccién genética de la ensefianza. El film wvi-
vifica la geometria y permite la iniciacién de un didlogo cntre maestro y
alumnos, después de haber hablado silenciosamente a la intuicién de todos
ellos, Nicolet coloca en el término de este proceso la apariciéon de la demos-
tracién l6gica como necesidad que el mismo comentario analitico del filn
haya- despertado. '

HACIA UNA SINTESIS EXPRESIVA DEL FILM

El profesor inglés Fletcher, entusiasta del film matematico y creador
de varios de ellos, quiere llegar mas lejos que Nicolet en ¢l alcance didac-
tico de este medio visual de ensefianza; pretende hacer del film un 6rgano
o instrumento auténomo de comunicacién o informacién, mediante el em-
pleo de sus propios medios : sigilos y simbolos. Con ello plantea un inte-
resantisimo problema : el de la sintaxis expresiva del film como figura di-
namizada. '

" Analicemos con Fletcher el papel de la figura (estatica) en la geometria
criega. Era simplemente el soporte de los encadenamientos deductivos ver-



302 EL MATERIAL

bales conducentes a demostrar la propiedad que ilustraba. En la perfeccién
logica de tales encadenamientos y 1o en la elocuencia grafica de la figura,
era donde radicaba la fuerza persuasiva v convincente de los argumentos
euclideos. Desde los griegos, el rigor se ha hecho inseparable del contexto
légico verbal. Pero (acaso las palabras no son también simbolos v como ca-
les sujetos a espejismos? ¢ Con qué derecho hemos atribuido a los sfmbolos
verbales la exclusividad del rigor? ¢ Existe en verdad un rigor absoluto?

En estos o parécidos términos viene a colocar Fletcher el dedo eun la
llaga de un problema eterno: el del rigor matematico. Al pasar de la fi-
gura al lenguaje, acaso los griegos no hicieron més que liberarse del riesgo
de un género de falacias (de figtira) para caer en otro peligro mds sutil :
el de las falacias légicas, Quien haya profundizado en los fundamentos de
la l6gica matematica y haya calado las dificultades de sus tedricos moder-
nos para darle una base s6lida, comprenderd la profunda verdad de este
valiente reparo al exclusivismo del contexto verbal que se ha ensefioreado
de los habitos cientificos desde los griegos.

Fletcher justifica esta preferencia en el liccho de que la figura estitica
tradicional no era en verdad elocuente; carecfa de expresividad sintactica;
pero piensa que, en cuanto la figura se dinamiza, pueden los procesos trans-
formativos operados en ella, hacerla «hablar» y darle una sintaxis expresiva
capaz también de demostrar y de convencer. Asi, pues, para Fletcher el
film no sélo puede dar pie a una demostracidén légica sugiriendo su necesi-
dad (Nicolet), sino que puede llegar a ser capaz de demostrar por si mis-
mo con igual derecho con que lo hace la 16gica verbal. Esto, naturalmente,
plantea el problema de crear una sintaxis expresiva del filim, .una especie
de légica grifica con sus reglas licitas de transformacién del simbolisino
geométrico empleado.

.Se me ocurre pensar, por ejemplo, que si describimos en un film el
trazado de una elipse por el procedimiento del jardinero y repetimos litego
la’ secuencia, prolongando uno de los radios vecteres en un segmento os-
tensiblemente igual al otro, apareceri en csta segunda secuencia engendra-
do, junto a la elipse, el circulo foecal correspondiente al foco del radio
vector prolongado. Todavia podemos repetir nuevamente la secuencia, di-
bujando ahora, en cada posicién, la circunferencia variable que tiene por
centro cada uno de los puntos de la elipse, v por radio, el radio vector
transportado. Esta circunferencia aparecerd tangente en cada posicion a
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la focal, y la elipse como lugar de sus centros, es decir, 1. g. de centros de
una circunferencia variable que pasa por un punto fijo (foco) v es tangente
a una circunferencia fija (la focal). La imagen dinamizada lo habra asi
cxpresado todo y lo habrd dicho rigurosamente, en un lenguaje grifico
que no necesita del complemento del contexto légico, aventajindole en
s cardcter universalmente inteligible.

Pienso, ademds, que esta éxpresividad sintictica del film, puede ser lo-
grada, no sélo en los films de cardcter geométrico, sino también en otros
capaces de demostrar propiedades aritméticas o algebraicas. Creo que no
se ha obtenido todavia en los films matematicos todo el frute que puede
lograrse de los fundidos, desvanecidos, superposiciones, tan empleados como
recurso estético en los films espectaculares corrientes. Estimo que un uso
acertado y sistematico del desvanecido permitiria, por ejemplo, en muchas
ocasiones concrefizar (si vale la palabra) la operacién mental de abstraccién.

Asi, por ejemplo, si sobre una figura que represente un tejado trapezoi-
dal (dibujo o fotografia), superponemos a cada teja un punto bien visible y
desvanecemos luego las tejas dejando los puntos, habremos materializado
una abstraccién, la que sustituve el conjunto de tejas por el més abstracto
de sus puntos representativos. De cada teja sélo ha quedado representada
su pura v esencial condicién de existir, la {inica que interesa para la ope-
racién de recuento. Iista puede, a su vez, efectuarse por un segundo proceso
de abstraccién, reemplazando cada fila por el niimero de sus clementos
representativos. Surgira asi el concepto de sucesién de nimeros (uno para
cada fila) en progresién aritmética, como segundo grado de esquematiza-
cién abstracta del conjunto de tejas del tejado. Las propiedades relativas a
la equivalencia entre la suma de los términos extremos y las de los equi-
distantes de ellos y la que da directamente el célculo de la suma total de
la progresién, pueden visualizarse en el grado de abstraccién puntual, im-
primiendo un dinamismo de desdoblamiento al conjunto, seguido de un giro
alrededor del punto medio de uno de los lados oblicuos del trapecio, de tal
modo, que al duplicar el conjunto, lo transforma en otro de filas fedas igua-
ies (v a la suma de los términos extremos). La férmula que da la referida
suma apareceré asf con toda su pristina sencillez y podra asociarse, adem4s,
a las que resuelven los problemas analogos : determinacién de dreas Je tra-
pecios, coronas, etc., mediante un dinamismo de imagenes que acerque los
procesos. L.a asociacién de tales imigenes sugerird asi una fecunda nocidén

-
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«le isomorfismo que quedard indcleblemente grabada en la mentalidad del
espectador del film. (Brindamos este provecto de guidn a quien tenga tiem-
po v medios de realizarlo).

-

SOBRE LOS$ PROBLEMAS DE ESTETICA Y DE REALIZACION

Fletcher busca en sus filns el empleo de un simbolismo gue pueda ser
universalmente admitido. Primer intento de tal simbolismo lo constiluye
¢l uso del blanco y del negro en el trazado de lincas sobre un foundo gris
{en vez de negro como es en las realizaciones de los films de Nicolet he-
chas por Motard) para distinguir unas de otras cuando desempeiien papeles
que interesa diferenciar. El problema de tales diferenciaciones estd inti-
mamente ligado al de los procesos de realizacién material y a los problemas
estéticos ‘inseparables. :

Muchas veces, el objeto primordial de un film, puede no ser el de demos-
trar, sino el de componer, a la manera como combina motivos y armonias
un compositor musical, o valores plasticos un arquitecto, un pintor o un
corederafo. De aqui el valor trascendental, ya considerado por Nicolet, de
los valores estéticos del film aun en los especificamente matematicos.

En relacién con el problema de la belleza expresiva del film, intima-
mente ligado con el de sus posibilidades de realizacién, Fletcher busca un
amplio apoyo en la teoria de grupos v simetrias, tanto en el plano como en
el espacio. La confeccién del film es para Fletcher resultante de una adap-
tacién mutua de idea v material. La realizacién técnica queda asi vincula-
da a los problemas expresivos y estéticos, y la identificaciéon entre el pro-
yectista v el realizador acaba por crear un verdadero clima de investigacién
en la tarea realizadora, clima de espectacién ante lo imprevisto, que le ha
Ilevado a él mismo mucho mis alld de la intencién primera, a lo largo del
desarrollo mismo de la idea originaria.

Fletcher ha realizado hasta el momento presente tres interesantes films
de longitud vy alcance mavor que los antes descritos de Nicolet: uno, de
caricter mecdnico sobre las configuraciones teédricas de una cuerda vibran-
te; otro, sobre la recta de Simpson, y otro, sobre la cardiode. En ellos acu-
£a una téenica ya muy depurada de realizacién y una considerable densi-

" dad de contenido matemdtico. I,a experiencia adquirida en estas realiza-
ciones v los numerosos estudios realizados sobre los films de otros creadores,
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le ha permitido escribir un profundo y sustancial articulo «Les problémes
du film mathématique» que constituye el capitulo V de la obra tantas veces
citadas sobre e matériel pour 'enseignement des mathématiques de la
editorial Delachaux-Niestlé. A este articulo remitimos al lector interesado
en detalles y consejos técnicos de realizacién.



CAPITULO VII

MUESTRAS DE ENSENANZA EURISTICA

$ 1. SOBRE SISTEMAS DE NUMERACION

Hemos dicho en el capitulo V que cuando los nifios se dan cuenta de
la estructura del sistema de numeracién, llegan facilinente a operar en
bases distintas de la decimal. Queremos empezar este capitulo ilustrando
tal afirmacién con la resefia breve de las experiencias realizadas en este
sentido en nuestra chtedra de Metodologia v Seminario Didéctico anejo,
con nifios de primer curso del Instituto de San Isidro. )

La primera experiencia fue realizada por una alumna de dicha céte-
dra, dofia Evelia Ruiz de Castro, quien utilizé para tal fin el material
de regletas coloreadas de Cuisenaire. La leccién, una vez retocada y re-
dactada en francés, fue enviada en testimonio de homenaje al propio
Cuisenaire, quien la ha comentado con grandes elogios. No es exacta-
mente aquella experiencia la que reproducimos aqui, sino un resumen de
otras realizadas posteriormente, inspiradas en la misma técnica de empleo
de las regletas. : '

Empiezo proponiendo a los nifios que formen, con regletas, longitudes
de ntimeros sencillos de dos cifras, tales como 13, 26, 45... Sin titubear
colocan, una a continuacién de otra, tantas regletas de color naranja como
decenas v a continuacién la regleta correspondiente al valor de las unida-
des, o en su lugar tantas blancas como indican estas unidades. I,es hago
explicar detenidamente cémo han construido los niimeros, con objeto de
que adquieran conciencia de la agrupacién en decenas, y pregunto :

¢ Cuéntas cifras distintas necesitamos para escribir los nimeros, inclu-
vendo el cero? ¢ Cuantos colores de regletas para formarlos? (Por qué os
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parece que se les ocurrié a nuestros antepasados agrupar de diez en diez
las unidades, y no de siete en siete, o de cuatro en cuatro? ¢ Es que el
diez significa un nfimero importante para el hombre? ;Lo lleva acaso
encima? Si no saben responder, formulo la pregunta apoyando ostensi-
blemente mis dos manos sobre la mesa, con los dedos bien abiertos. ;Y
las decenas, cdmo s¢ agrupan? ;Qué significa el 2 en 205? {Qué es una
centena? Cuando las contestaciones de los nifios acusan consciencia clara
del papel fundamental de la base 10 en las agrupaciones, formulo nuevas
preguntas:

Si las gallinas tuvieran su aritmética, ¢ contarian también en decenas?
¢ Cuintas dedos tienen en cada pata? ¢Cémo agruparian las unidades?
Todos los nifios convienen en que las gallinas contarian por «ochenasn
{no ha faltado quien propuso la palabra «octena»). {Qué cifras necesita-
rfan, pues, las gallinas? ¢ Cémo escribirian el ocho u octena? ;Qué cla-
ses de regletas necesitarian?

Se separan grupos de regletas necesarias en el pais de las gallinas y
organizo un juego con dos bandos frente a frente: el bando decimal y el
hando galliniceo, de base ocho. Cada sujeto de uno de los bandos forma
una longitud con sus regletas, que el sujeto del bando enfrentado iguala
con las suyas. Por ejemplo, la longitud formada con dos regletas naranja
v una amarilla en el bando decimal (25) es igualada por tres regletas
marrones y una blanca en el bando de las gallinas (31), y reciprocamente la
longitud 27 del bando gallindceo es igualada con la longitud 23 del bando
decimal, etc. En un momento se obtienen, asi, jugando, multitud de
equivalencias entre pares de expresiones de nfimeros; equivalencias que
los nifios escriben en su papel o en el encerado después de haberlas cons-
truido materializadas con regletas:

2510 — 313 3 273 = 2310; 4‘05 E= 3210; 5010 = 623 ; ete.

El ejercicio se presta a variantes seglin quien toma la iniciativa en
la formacién o escritura previa de los niimeros a transformar. Tan pronto
puede ser un bando como el otro, como puede ser el maestro quien es-
cribe un nfimero en el encerado, especificando la base para que lo traduz-
ean en regletas en el bando correspondiente v lo transformen en su sis-
tema los del bando opuesto, escribiendo el otro miembro de la equiva-
lencia...
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Tras algunos ejercicios de traduccidn, directa e inversa de esta natu-
raleza es llegado el momento de prescindir de las regletas y de efectuar
mentalmente las transformaciones. Descubierta por los nifios, con el juego
concreto anterior, la dindmica de tales transformaciones, no les ofrece di-
ficultad alguna convertirlas en operaciones mentales, mientras los ejem-
plos se desarrollan en a4mbito reducido que sélo exija el uso de dos ciiras.
Ficilmente razonan que 35, significa 29 en nuestra base, ya que son
3 ochenas (24) v 5 unidades. Y asimismo invierten directamente 18,, =
= 22,, dandose cuenta de que en 1§ caben dos ochenas sobrando dos
unidades. Es curioso, sin embargo, que los nifios no parecen manifestar
consciencia de Ia division efectuada al explicar este resultado, que suelen
justificar por proceso directo de multiplicacién y summa. Asi justifican haber
escrito 22, porque dos «ochenasy méas 2 unidades dan 18 .

Empiezan a aparecer dificultades en cuanto se manejan ntuneros de mas
de tres cifras. Por ejemplo, al intentar traducir en base 8 el ntunere 67,,
es natural que escriban los nifios 83;. S6lo al caer en la cuenta de que la
cifra 8 es desconocida de las gallinas la sustituirdn por una ochena, es
decir, por 10, escribiendo finalinente 103;. Anéloga dificultad ofrece ini-
cialmente la interpretacién reciproca de 1854, por ejemplo. Algunos alum-
nos del bando decimal lo interpretan como 13 .8 + 5, y es preciso ha-
cerles ver que 13 también estd escrito en base 8, significando, por tauto,
8 + 83 = 11, con lo que rectifican escribiendo correctamente 135, = 11 .
.8 + 5 = 98,,. Analogamente, escrito el nlimero 253, hago interpretar
primero el nfamero total de ochenas 255, que es 2.8 + 5 = 21, y luego
continfto 21 .8 + 3 = 171, Si se trabaja con nifios mayores se puede
dejar indicado el esquema total de operaciones (2.8 + 5) .8 + 3, que
puede continuarse afiadiendo mas cifras a la derecha del nimero. Se ini-.
cia asi la estructura de la regla de Ruffini para el célculo de valores nu-
nméricos de polinomios como sucesién de productos (por el mismo factor)
v sumas (de coeficientes). La inversién del proceso por sucesién de divi-

1 No es de extrafiar esta dificultad en la adquisicién de consciencia del proceso
reciproco, ya que es propio de toda inversién. Cualquier operacién inversa implica un
‘anteo (mas o menos sistematizado, pero tanteo al fin} efectuado en la operacién
directa que la define. No nos debe, por tanto, causar extraiieza gue en el estadio
inicial del conocimiento en el qué la operacién inversa se estZ gestando, lo que la
consciencia del nifio refleje sea el auniéntico tanteo que la define.
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siones y restos da asimismo la regla general de transformacién inversa

én cursos méis avanzados. .

' Continuando con los ejercicios de traduccién, entre dos bandos de ba-

ses diferentes, se puede hacer entrar en juego (siempre con niimeros pe-

queiios) nuevas bases, y aun jugar a traducir entre ellas sin pasar por la

base decimal. Propongo, por ejemplo, al bando decimal pasar a perte-

necer a un imaginario pais de caballos contadores, cuya base natural

convienen inmediatamente en que seria cuatro. Los caballos contarfan por -
«cuatrenas», sélo necesitarfan las cifras 0, 1, 2, 3 y las regletas blanca,
roja, verde clara v rosa. Se proponen transacciones de algarrobas entre

el pafs de las gallinas y el de los caballos. Por ejemplo, un nimero de

algarrobas escrito por las gallinas 43; ;cémo lo escribirian Jos caballos

en su sistema?

Formado por el bando de las gallinas la longitud de cuatro regletas
marrén y una verde clara, el bando de los caballos forma la misma longi-
tud con ocho rosas y la verde, con lo que los nifios proponen, de momen-
to, escribir 83. Pero recordando objeciones analogas anteriores, no falta
entre ellos mismos quienes, ante mi pregunta de si es correcta tal escri-
tura en el pais de los caballos, caen en la cuenta de que no existe en él
la cifra 8, que es preciso representar como dos cuatrenas, es decir, 20,
escribiendo, en definitiva, 203;; o sea

~ 43, = 203,

Cualquier maestro puede repetir la experiencia en la forma transcrita
o con las variantes que aconseje la misma marcha de ella. Comprobari la
facilidad con que los nifios realizan estos ejercicios en un campo numé-
rico discreto. Cuando éste se extiende y es preciso reiterar el proceso para
efectuar agrupaciones de agrupaciones, con objeto de obtener nimeros de
més de dos cifras, es cuando surgen las primeras dificultades y es preciso
tratarlas eslabonadamente, dada la dificultad infantil de concebir direc-
tamente los complejos operativos que comporfan tales estructuras.
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Termino la experiencia con la siguiente serie de preguntas significa-
tivas ¢ '

«Un niimero tiene color blanco, ¢ qué color tiene su doble? (Y cu cua-
druple? ;Y el doble de su cuddruple? ;Por qué?» No sélo han sido con-
vincentes las respuestas, sino su explicacién,

«Un nGmero tiene color rojo, {qué color tiene su triple?»

«Un niimero tiene color verde (rosa},- otro tiene color blanco (rojo),
iqué color tiene su suma?» '

«Un ntmero tiene color cualquiera y. otro a'marillo, ¢qué color tiene
la suma?» La contestacién ha sido precisa: «el mismo cualquieran.

«Un namero tiene color verde (rosa) vy otro rojo (verde), ¢qué color
tiene el producto?»

«Un nfimero tiene color cualquiera y otro blanco, ¢{qué color tiene el
producto ?»

«Un nfunero tiene color cualquiera y otro tiene color amarillo, (qué
color tiene el producto?»

Las contestaciones a estas preguntas han resultado mucho més pre-
cisas iy 4giles de lo que vo podia sospechar. Me han hecho ver que los
muchachos de esta edad no tienen gran dificultad en penetrar en la esen-
cia de la estructura en anillo (conmutativo con unidad) de los ndmeros
en relacién de congruencia, El manejo directo del «conjunto cocienten re-
presentado por la gama de colores, en el que cada color representa todos
los nfimeros hermanos congruentes, supone el recomocimiento implicito
de que- el color del resultado de una operacién es independiente del her-
mano en color elegido en cada dato, lo que equivale en definitiva a re-
lacionar operativamente no sélo pares de congruencias, sino las infinitas
congruencias que relacionan entre si todos los hermanos de cada color.
El razonamiento que me ha hecho un alumno, al pedirle explicaciones, ha
sido- particularmente claro y preciso: «Si me fijo s6lo en las unidades...
al sumarlos tendr4 un nimero que terminari en... y al multiplicarlos en...»

Las preguntas en las que hago intervenir un dato de color cualquiera
tienen por objeto detectar la intuicién de los elementos neutros o idén-
ticos de la suma (amarillo) y del producto (blanco).

QObservacidn [.—Repetida esta experiencia con alumnos méis atrasados
fBrimero y segundo cursos), el resultado fue muy -parecidq, salvo acaso
ta explicacién comsciente de los resultados fltimamente consignados. En -
alguna ocasién he tenido que anticipar la formacién en filas para acelerar
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la captacién de la relacién de congruencia. FEn otras, por el contrario,
se ha explicitado riapidamente la igualdad del resto: «el ntimero més
pequefio de todos los hermanos en color», segiin dijo un nifio. En un:gru-
10 de 10 nifios de singular inteligencia me atrevi a preguntar : «Un ntme-
ro morado (=4) multiplicado por otro da un producto blanco (=1), ¢ qué
color tiene este otro?» La contestacién «moradon (=4) fué inmediata y
correcta. [La pregunta no puede, naturalmente, efectuarse con médulos
no primos. ]

Observacién II.—Puede utilizarse la misma disposicién de los alum-
nos en la clase segtn filas de pupitres, para dar, desde el primer dia, la
nocién de ntéimeros congruentes respecto a un médulo igual al ndmero
de alumnos de cada fila. La. misma técnica descrita para la colocacién
en filas de a cinco, sirve para la colocacién automatica de los alummnos en
la clase segtin filas iguales al médulo indicado. Los nfimeros congruentes
quedan dispuestos en colummnas.



§ 3. OTRA LECCION SOBRE CONGRUENCIAS
Y DIVISIBILIDAD

(MoépvLo 9)

" En las experiencias que acabamos de reseiiar para dar forma activa
y euristica a la ensefianza de la congruencia v sus propiedades, son los
‘alumnos los que personalizan los niimeros, mientras la clase residual' viene
representada por las regletas que se les distribuye o por los érdenes de
colocacién en las filas que forman. Este modo de proceder da, por ello,
buen resultado en clases numerosas, pero resulta poco adecuado para
gripos pequeiios. Ello me movié a ensayar otro recurso, en el que son los
propios nifios los que materializan la clase residual mientras son los ni-
meros los que se reparten '. Si se elije el médulo 9 se puede, al mismo
tiempo que se practican relaciones de congruencia, hacer descubrir el
caricter de divisibilidad” por nueve. ’

Pero antes conviene intrigarles con un juego de adivinacién. Se hace
escribir a cada nifio un némero de varias cifras en su cuartilla; se les dice
que alteren el orden de las cifras, formando asi otro nimero, y que resten
Tos dos nfimeros formados, TAchese luego una cifra distinta de cero de
la resta asi obtenida, y el profesor, sin haber visto ningfin dato, adivi-
naré la cifra tachada si se le da la suma de las restantes. Por ejemplo,
a la suma 21 corresponde la cifra tachada 6, a la suma 18 corresponde
la cifra 9, a la suma 34 corresponde la cifra 2, etc. Pronto descubren los
nifios el «truco» de la adivinacidén v se dan cuenta de que la cifra adi-

1 Efectué, por vez primera, este ensayo en la leccién experimental que desarrollé
pliblicamente en el Instituto de San Isidro, con nifios de primero y segundo curso
de Bachillerato del Liceo Francés de Madrid, ante los miembros de la Comisién
Internacional para ¢! Estudio y Mejora de la Enseilanza Matemdtica, en su XI Ren-
nién TInternacional. Véase El Material Diddctico Matemdtico Actual, por P. PUIG
ADAM. Publicado por «Revista Ensefianza Mediax.

-~
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vinada es lJa que hay que afiadir a la suma dada para obtener el primer
miltiplo de nueve inmediato superior. Pero no les basta el descubrimien-
to; la curiosidad suele calar mas hondo y desean saber «por quén. Es
el momento de iniciar la actividad euristica aludida.

Férmese un corro con nueve nifios, detrds de los cuales pueden si-
tuarse otros nueve, a los que se les asigna la misién de comprobar las
respuestas de los primeros. En la experiencia realizada en San Isidro,
los nueve nifios del corro eran de primer curso y los nueve situados de-
tras de ellos de segundo curso.

Se les dice que se les va a distribuir todos los niimeros, y es preciso
que presten atencién, ya que siendo infinitos los néimeros a distribuir, a

pesar de ello cada uno le tocard a un

> ® solo alumno, v cada alumno tiene que

R @ 15 saber muy bien los nimeros que le to-
! 13 @ : @ can. Entonces se va diciendo en rueda:

, atitetocael latiel2 atield.., a
l.« 12 ® . @fG ti el 9; v volviendo a empezar la rueda
L se le dice al primero: a ti te toca el-10,
- v al segundo, a ti el 11, y siguiendo
2017 @ o 77 la rueda, a ti el 12, a ti el 13, ete. Ter-

mina por segunda vez la rueda en el 18, .

@ @ y se continfia unos pocos nfimeros mas.

19 10 78 Acto seguido se formulan las preguntas
siguientes en este orden :

«¢ A quién le toca el 297, ¢y el 302, {y el 39?, ¢y el 40, 50, 60, 70, 80,
90, 100, 109, 110, 119, 120, 136, 140, 150, 190, 199, 200, 299, 300, 399,
400, 500, 600, 900, 1.000, 1.999, 2.000, 3.000?, ;a quién el 3.200?»

Como puede verse, la sucesiéon de nGimeros esté graduada en forma de
que insensiblemente los mismos nifios vayan tomando consciencia de que
agregando 9 o multiplos de nueve, como 99, 999..., se queda el nfimero
.en el mismo poseedor, mientras que al agregar 10 se corre un lugar, lo
mismo que al agregar 100 6 1.000..., y, por tanto, se corren dos lugares
al agregar 20, 200, 2.000..., y tres lugares al agregar 30, 300, 3.000, ete.
Al formular, pues, la pregunta relativa al poseedor del 8.200 ya empiezan
a sumar los 6rdenes de lugar 3 y 2. Particularmente e‘ocuente de esta
toma de consciencia fue la rectificacién de un alumno a su compafiero,
que habia sefialado el de segundo lugar: «No hombre, ahora tienes que
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empezar a contar des después de éste, sefialando el poseedor del 3.000.»
Adquirida esta consciencia, sea en forma de corrimiento sucesivo de ori-
gen o de suma equivalente de drdenes de lugares, sin dificultad se sefialan
los poseedores de nfimeros de més cifras significativas. ¢ A qmen el 3. 240?
i A quién el 3.245? ;Cémo lo habéis adivinado? o
¢A quién corresponde ahora el 2.435? ;Por qué corresponde al mismo
nifio? ;A quién el 7.264? ;A quién el 4.267? (Mejor escribirlos en el
encerado.) - ' o .
~ Seiialando a un nifio: «A ti te corresponde un nfmero a. {A quién
el 207 ¢A quién el a + 20? ;A quién el & 20?» Seiialando a otro:
«A ti te corresponde el n@imero b. ¢ A quién le corresponde la sumaa -+ b?
¢ A quién le corresponde la diferencia ¢ — b ?» '

«Ve diciendo los nGimeros que te corresponden a ti. Y a t1 ¢ Cémo
los forméis?n Aqui se puede dar la nocién de nimeros congruentes, si no
se ha dado con anterioridad, va que son congruentes (méd. 9) todos los
nimeros correspondientes a un mismo nifio. «¢Qué nGmeros son los que
.corresponden a este nifio (sefialando el noveno)}? ¢Qué condicién tendra
‘Ique cumplir la suma-de las cifras de un nfimero para que le corresponda
a cste nifio ?» )

wA ti te corresponde un ntumero y a este nifio (seflalando el noveno) le
correspondé otro, ¢a quién corresponde la suma? A ti te corresponden mu-
chos ntimeros, ja quién le corresponde la dif‘cfencm entre dos de ellos?
(Propiedad de los ntmeros congruentes.)»

«¢ A quién le correspondié el 7.2647 i Y el 4.267, formado por las mis-
mas cifras? "¢ A quién corresponde la diferencia? V si fueran otros dos
nfimeros que también tuvieran las mismas cifras uno y otro, aunque en
otro orden, {a quién corresponderia la diferencia? §Qué propiedad tiene,
Pues, la diferencia entre dos niimeros formados por las mismas cifras? Si
samdéis las cifras de esta diferencia, ¢qué podéis decir de ella? Si tacha-
mos una cifra de esta diferencia y os digo la suma de las restantes ; cémo
me adivinaréis, pues, la cifra tachada? ;Qué duda podria haber si esta
suma fuera un mitltiplo de 9? {Por qué dije, al empezar el juego, que
tachirais una cifra distinia de cero?

Con esta sucesién de preguntas (con intercalacién de algn eslabén- in-
termedio en caso necesario, improbable) se consigue la explicacion del
por qué del «trucon. Pero de paso los nifios han tenido ocasién de descu-
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“brir la regla de divisibilidad por nueve, v (lo que es mas interesante ’co-
-davia) la estructura anular del dlgebra médulo 9.

Nora.~-Material concrelo con el que puede amenizarse la adivinacidn

.de la cifra tachada.—E] juego inicial antes descrito, consistente en la
_adivinacién de la cifra tachada en un nfimero miltiplo de nueve (diferen-
cia entre dos de iguales cifras) por ser la necesaria a afladir a la suma de

‘las cifras restantes para completar el ndltiplo de nueve més proximo,
puede presentarse en forma todavia més

amena con el auxilio de naipes, de algu-

1o de los siguientes modos que se me

) \ . ' ! ocurrieron al realizar experiencias ana-

logas entre alumnos y personas mayores,

l ]E’ 3a Sobre un trozo de cartén o tabla se
fijan por el borde superior, con cinta

7a 42 ad'hesiva, nueve 1.1aipes de vallores lag
(si la baraja no tiene ochos ni nueves se

asignan estos valores a sotas y caballos)

64 5e vueltos de cara al cartén, en el orden y

segnin los valores que se indican en la fi-
;gura. La sujecién por un solo borde se hace a efectos de poder llevar el
~cartén preparado y poder girar cada naipe de forma que se vea su anverso.
Pero tampoco hay inconveniente en preparar los naipes sobre la mesa a Ja
‘vista de los alumnos. (No se trata de un juego de prestidigitacién, sino
.de un motivo de reflexién aritmética.)

Al preguntar a un alumno la suma de las cifras no tachadas, por ejem-
‘plo 13, se cuentan 13 (o en su lugar 1 + 3 = 4) lugares a partir de la
carta primera en el orden de la flecha; y la carta 13.* (o en su lugar la 4.%)
‘vuelta del anverso dara el valor (5) de la cifra tachada, complemento a 18
(a 9). El hecho, patente en la figura, de ser complementos a nueve los va-
‘lores de las cartas y sus nameros de orden ciclico suministra la facil ex-
-plicacién de la validez general del resultado.

Fntre personas mayores es todavia de mayor efecto llevar una baraia
.ordenada en ciclos de uno a nueve. Después de cortar (sin mezclar) repe-
tidas veces y dejar que al final corte la misma persona interrogada, se le
‘riuega que afiada al valor de la carta descubierta al cortar (por ejemplo 6)
la suma de las cifras no tachadas (13) (total 19, es decir, una decena y
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nueve unidades). Se levanta del paquete que queda debajo del corte una
carta por cada decena y por cada unidad de esta suma (o sea 10 en total).
La tltima carta descubierta da precisamente la cifra tachada (5).

En efecto, el sumando 6, valor de la carta descubierta al cortar, indica
el nfimero de cartas que hay que levantar (valores 5, 4, 3, 2, 1, 9) para re-
cder en la carta 9, a partir de la cual iremos obteniendo como valores
los complementos a nueve de los nameros de cartas que se levanten, o
de sus restos modulo 9.

21



§ 4." SOBRE LA «ESTRUCTURA OPERATORIA
DE LA RAIZ CUADRADA»

Exponemos en esta leccién el uso de uno de los ejemplos de material
did4ctico multivalente aludido en el capitulo anterior.

MATERIAL

Varios centenares de broches automaticos dispuestos en tiras de diez
{decenas) y en cuadrados de 10 x 10 (centenas). Durante cerca de una
hora me estuvo ayudando un grupo de alummnos de primer afio a dispo-
ner de esta forma unos 800 broches, habiéndoles prometido ensefiarles
i como premio! la manera de extraer raices cuadradas *. Es ésta una cues-
" tién cuya ensefianza tradicional ofrece dificultad por lo que es corriente
suministrar la regla operatoria sin razonamiento alguno.

‘LA NOCION DE RAIZ CUADRADA ENTERA ¥ DE RESTO

Sentado con mis operarios alrededor de una mesa empiezo preguntin-
doles, uno a uno, el valor de los productos de factores iguales como :
5.5; 6.6; 8.8: ... «Se llaman cuadrados.» Repito las preguntas en
la nueva forma: «Cuadrado de 5, de 6; de 8; de 3, etc.»n varias veces.

Luego invierto las preguntas: «Namero cuyo cuadrado es 49, 36, -
25, etc. Se llaman raices cuadradas.n Hago repetir los resultados: «Raiz
cuadrada de 25, de 49, de 16, etc.»

Sabitamente : «; Y la raiz cuadrada de 40?» Unos dicen: «No tiene.
Esté entre 36 y 49.»n Pero no falta quien propone (acaso recordando la
divisién entera) : «La raiz es 6 y sobran 4.»

1 No ironizo. Quien conozca el insaciable deseo de actividad del nifio, compren-
dera_ hien que, para el grupo a que ime refiero, tedo ello fué motive de interés y

regacijo.
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-Puede, desde este momento, -explicitarse la nocidn de rafz entera v de
resto o esperar todavia a que se desarrolle la accién posterior. .

Repeti. preguntas anélogas: «Raiz cuadrada entera de 21, de 42, de
63, etc.n,.hasta obtener seguridad en:la respuesta de las raices v de los
restos, Hstas respuestan exigen ya bastante trabajo mental.

. A modo de descanso: «¢{Tenéis hermanitos? ;Cuéntos afios tiene eI
més pequefio? ¢ Sabe contar ?»—«S6lo hasta 10.»—«Pues bien, tu herma-
nito puede extraer raices cuadradas sin saber la tabla de multiplicar.
Modo de hacerlo: Id formando, como yo, con los broches, cuadrados su-
cesivos de 4, de 9, de 16...» Después de completar un cuadrado pre-
gunto, de paso,‘cada vez: «{Cuantos broches necesito para formar el
cuadro siguiente ?» .

No es raro que den como solucién el doble de unidedes del lado for-
mado, olvidando la unidad de la esquina., Pero rect{ican pronto afiadien-
do dicha unidad. (Es muy importante no olvidar la es-
guina en toda esta leccidén.) -
- «Con 83 broches ¢ qué cuadrado podria formar tu her-  --—-=- ool

L] ee
manito? El de 25 es el mayor que se puede formar. I,a . : Y oi_a_i
raiz 5 se obtendrd contando los broches que tiene cada o o o o o
lado. Los 8 broches que han sobrado forman el resto. 2ee00

«¢V si sobraran 11?» La contestacién es esponténea : iz
«HEntonces se podria formar un cuadrado mayor de 6 uni- Frc. t

dades por lado.»
«Para que no se pueda formar un cuadrado mayor, el resto tiene,
pues, que ser menor que {...?» Se anota la propiedad en el encerado.

RAIZ CUADRADA DE UN NUMERO CON CENTENAS

Continfia el didlogo: «Dejemos esos ejercicios ficiles para vuestros
hermanitos y vamos nosotros a extraer la rafz cuadrada de un ndmero
mayor, tal como 674» (fig. 2). :

Les presento los 674 broches dispuestos en 6 cuadrados de 100, 7
tiras de 10 y 4 broches sueltos. «Para hallar la raiz cuadrada, ¢hara
falta deshacer la taréa que hemos hecho antes de agruparlos en cente-
nas, volviendec a los broches sueltos, para proceder como el hermanito
pequefio ?» L.a protesta es generali Al méas torpe se le ha ocurrido agru-
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par en cuadro los cartones cuadrados; es decir, las centenas, La figu-
ra 3 da la configuracién del material sobre la mesa en este momento
de la accién comentada (cada cartén cuadrado tiene 100 broches en
cuadro y cada tira 10 en fila). «A vosotros mismos se os ha ocurrido
hacer con las centenas lo mismo que antes hacifamos comn los broches
sueltos. Hemos formado asi un cuadro de 2 decenas por lado.n ILos
nifios ven la imposibilidad de poder obtener un cuadro de 3 decenas por
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lado, por no disponer de las 5 centenas més que harian falta. ¥ como 2 es
la raiz cuadrada entera de 6, anotamos:

La raiz cuadrada entera de las centenas da el nimero de decenas de la
raiz.

Han sobrado 2 centenas, 7 tiras y los 4 broches sueltos; es decir, 274
broches. Escribimos en el encerado el comienzo del esquema clasico de la
operacién. .

Pero los nifios no se conforman con esto. Estan impacientes' porque
ven que atin se pueden afiadir tiras a uno y otro lado del cuadrado for-
mado para engrandecerlo. «;Qué haremos para poder formar cuadrados
mayores ?n
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I.a respuesta es también espontinea: «Sacaremos tiras de las cente-
nas que han sobrado.» Con ellas y con las tiras sueltas dispondremos
de 27 decenas (lo que en el esquema operativo se traduce en la separa-
cién de las unidades del resto 274), . L

Un alumno advierte atinadamente: «Mejor dividir por la mitad cada
centena vy probar.» Este pequefio ha visto dos cosas a un tiempo: el des-
doblamiento impuesto por la necesidad de cubrir simultineamente dos
lados del cuadrado formado y la suficiencia de dividir por la mitad cada
centena al disponer de dos de ellas. Asi aparecen cinco decenas pegadas,
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en vez de sueltas, en cada mitad., Después de colocadas, atin podemos
efiadir una hilera més por cada lado. En este momento, la configuracién
del material es la de la figura 4.

«§ Hasta cuintas filas y columnas podemos afladir con las 27 decenas
disponibles?» Como cada lado necesita por hilera tantas tiras como dece-
nras tiene la raiz hallada y son dos los lados a cubrir, el nitmero de hileras
afiadidas es el cociente de dividir 27 por el duplo de la raiz hallada.
27 entre 4 da 6, y nos sobran 3 tiras (27— 6 . 4 = 3), y, ademas, los 4 br0~
ches sueltos, en total 34 broches.

La cuestibn que queda por resolver es si con éstos podremos rellenar
el cuadrado que ha quedado vacio en la esquina. Como éste necesita
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36 broches, no tenemos bastante y, por .tanto, . no podemos afia-

dir 6 hileras, La rafz tendri menos de 6 unidade:
- ¥l procedimiento -que acabamos de exponer y que es, sin duda, el

més espontdneo en la investigacién de los nifios, equivale a efectuar la
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mult1phcac16n de 46 por 6,
empezando nor la izquierda,
y sustrayendo simultinea-
mente del resto precedente
(274) las decenas de este pro-
ducto (24) y sus unidades.
(36). Pero si se efecttta la
multiplicacién empezando por
la derecha, como es costum-
bre, ¥y no se verifica la sus-
traccién hasta el final, se ob-
tiene el esquema operatorio
clasico. Repitiendo el tanteo
de esta forma con la cifra §
se ve que la sustraccién es
va posible, dando el resto 49.

Observacién.—Este procedimiEnto euristico espontdneo suministra una

demo strac1611 intuitiva °

V67 | 2

27 1 46
24 6
34
36

* de la regla de extraccién de la rajz cuadrada, que

V674 25

274 45
225 )

49 225

es, a.nuestro juicio, tan rigurosa como pueda serlo la demostracién abs-
tracta tradicional y 'que penetra, en cambio, mucho més hondamente en la

2 V. Matemdtica Elemental, niun, 2, afio 1932. P. PuiG Apas, <Demostracién
intuitiva de la regla de la raiz cuadradaw,

Esta lecci6n, en forma euristica, fué presentada por el autor en la reunién de
la UNESCO, en Ginebra (julio de 1956) ; uno de cuyos temas fué : «La enseilanza de
la MatemAtica en Jas escuelas. secundarias». '
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estructura interna de la operacién. No siempre una demostracién basada
en la reduccién a verdades anteriores, cualidad caracteristica de las deinos-
traciones de la escuela griega, es la que traduce las esencias de la propie-
dad demostrada, ni mucho menos la mis adecuada desde un punto de vista
didActico. Para los matemaéticos orientales, demostrar era reducir a la evi-
dencia directa, la cual percibe el nifio mejor que un encadenamiento l6-
gico,, del que no suele ver ni el alcance ni la necesidad.



§ 5. SOBRE LAS «NOCIONES DE PROPORCIONALIDAD
DIRECTA E INVERSA»

He aqui otra cuestién que el profesorado considera unidnimemente como
de dificil ensefianza. He llegado a pensar si la presentacién de la pro-
porcionalidad mediante ejemplos concretos de la vida, en los que se ma-
nejan simultineamente ntimeros y unidades, contribuye mas bien a embro-
llar los puras leyes estructurales que la caracterizan. Por ello me decidi
a ensayar un planteamiento activo de la cuestién, sustituyendo el interés
que pueda despertar una aplicacién real por el interés suscitado mediante
un simple juego de entretenimiento, desarrollado en un terreno puramente
abstracto.

Empecé escribiendo en el encerado las dos sucesiones de nfimeros

2 4 6 10 12
-0,5 1 1,5 8 4

y después de indicar a los alummnos gue las copiaran en su cuaderno, les
dije que lUenaran los dos lugares vacios (superior e inferior) con los nai-
meros que creyeran habian de convenir para el caso.

La lucha de los nifios con el misterio suscitado por los dos huecos,
ha resultado sumamente interesante. Dos de ellos han acertado inmedia-
tamente; pero a los demis no les resulta tan facil, v lo atribuyo a un
posible defecto de planteamiento. I.a sucesién 0,5; 1; 1,5 suscita una
idea de progresién que invita a pomer 2 a continuacién. Resulta muy
curioso que, al darse cuenta de que este 2 ya no corresponde al 10 de
encima, intercalan entre el 6 y el 10 un 8, completando las progresio-

nes asi: 6 8 10

1,5 2 25



PROPORCIONALIDAD DIRECTA E INVERSA 329

con lo que ya aciertan con el nitmero 2,5 correspondiente al hueco in-
ferior. Asimismo muchos empezaron escribiendo en el hueco superior 14,
en vez de 16, arrastrados por la progresién 10, 12. Sin impaciencias he-
terminado logrando que acierten los doce alumnos de primer afio con’ los
que opero, salvo uno.

Mientras los rezagados rectificaban sus errores, he propuesto otras
dos sucesiones para los adelantados

03 09 15 3 6
1 3 10 15 20

que han resuelto bien. _

La pregunta «;Cdmo habéis resielto el problema?» ha originado las
contestaciones mas variadas e interesantés, en las que aparece latente
toda la teoria de la proporcionalidad, que los nifios no habfan estudiado
todavia, ¥ que ha surgido al calor de la situacién planteada.

Ta solucién por progresién rectificada ha sido la més general y espon-
tdnea, pero las equivocaciones que ha originado han suscitado, como ge-
uneralizacién natural, la comparacién por razén entre ntimeros de cada su-
cesién. Asi, un nifio me dice: «Veo que 4 es el doble de 2 y que 1 es
también el doble de 0,5. Veo que 6 es el triple de 2 ¥ que 1,5 es también
el triple de 0,5. Como 10 es cinco veces 2 debo escribir debsjo cinco
veces 0,5.» _

Otros nifios, en cambio, se fijan en las razomes entre mtimeros que
se corresponden en vertical y me dicen: «0,5 es la cuarta parte de 2
vy tammbién 1 es la cuarta parte de 4. Debajo del 10 debo escribir la
cuarta parte 2,5. Encima del 4 debo escribir cuatro veces 4.»

- Otro observa que 6 es la suma 2 + 4 de los nimeros que le prece-
den en la fila ¥ que también debajo 1,5 es la suma de 1 + 0,5. Como
10, me dice, es la suma 4 + 6, he escrito debajo la suma 1 + 1,5 = 2,5.

Se ve, en resumen, que, con este juego, los niflos han descubierto:
1.%) la igualdad de razones entre pares de niimeros de las dos sevies, 2.°) la
razén constante enire los milmeros correspondientes de una vy otra serie
v 8.°) la correspondencia en la suma.

El profesor puede hacer explicitas estas propiedades o contentarse en

" el primer curso con la adquisicién implicita de ellas y su aplicacién co-
rrecta. Como se ve, los nifios van mucho mas alld de lo que podemos
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figurarnos; la dificultad principal a estas edades es la manifestacién cons-:
_clente v explicita de sus poderosas intuiciones; pero, ¢qué prisa hay en
. ello? Tos adultos tenemos tendericia a confundir el saber comn el saber,
expresar. ¥ aunque es cierto que quien sabe expresar un concepto con
claridad lo domina, no es menos cierto que, al forzar prematuramente,
una expresifn correcta mo espontdnea, no se consigue otra cosa que fo-
fnentar un memorismo palabrero vacio de sentido para el nifio. .

Por mi parte me limité de momento a escribir las igualdades de ra-
zones que los nifios habfan descubierto, a llamar proporciones a tales igual-
dades de razones y a decir, en consecuencia, que .las dos sucesiones de
ntmeros se llaman proporcionales.

Como quiera que el ejercicio se habia desarrollado en un piano com-
pletamente abstracto me parecié necesario un complemento de proyeccion
concreta. Les propuse, por ello, a confinuacién ejercicios andlogos con
magnitudes geométricas, segmentos y sectores, dibujando en la pizarra los
Jdos pares de sucesiones de figuras siguientes:

Supieron hallar los segmentos con bastante facilidad. En cambio, los
sectores ofrecieron dificultades. No es de extrafiar. Lo mismo nifigs que
adultos estamos mucho més acostumbrados a comparar cantidades longitu-
dinales que cantidades angulares

A la pregunta: «¢Tienen algo que ver estos problemas con los que
antes os propuse con nfimeros?», me contestaron : «Es lo mismo.»

Termino proponiéndoles que me den ejemplos pricticos de la vida
en los que se correspondan las dos series de ntimeros puestas al principio.
©Obtengo contestaciones realmente notables. Un nifio propone: «2 billetes
de 25 son lo mismo que 0,5 del billete de 100, 4 de 25 son lo mismo que
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1 de 100...». Otro dice: «2 naranjas valen 0,5, mientras 4 naranjas va-
len 1, v 6 valen 1,5...n. «A un chico que vende caramelos le dan 1,5 pe-
setas por cada 5 pesetas que vende {ejemplo correspondiente al segundo
par' de sucesiones propuestas).» o :

"Ha durado esta experiencia cuarenta y cinco minutos,

Con los mismos nifios realizo una segunda experiencia, dos dias des-
pués con objeto de iniciarles en la proporcionalidad inversa.--

Vuelvo a recordarles las dos sucesiones iniciales

2 4 6 10 12
0,5 1 1,5 3 4

v a preguntarles cémo se llenaron los huecos. Se hace explicito el hecho
de que '

- Al multiplicarse un valor de la primera serie por un n@mero, el valor
de la segunda serie queda multiplicado por el mismo nfimero.

También se recuerda que el cociente ertre dos niimeros correspondien-
tes es constante. ' '

Ahora les propongo Uenar los huecos en las dos series

2 4 6 10 12 1
60 30 20 10 4

Sélo lo resuelven correctamente dos de los doce alumnos, un tercero
parecia acercarse a la solucién. Los restantes estaban desconcertados.: (Me
pregunto si fué acertado anteponer el ejemplo de proporcionalidad direc-
ta, lo que hice a efectos de comparacién posterior, pero imno habfa insi-
nuado con ello la idea de la posible existencia de una relacién del mismo
tipo en las nuevas series?) En vista de la desorientacién general dejo
que se explicaran los dos solucionistas. Uno y otro dicen haberse dado
cuenta de que el producto 2.60 es igual al 4.30 y asimismo a los demads,
lo que les ha permitido acertar. Sélo ante esta declaracién aciertan ya
también los demés alumnos,

Se explicitan entonces las propiedades de esta segunda correspondencia.

Al multiplicar un valor de la primera serie por un namero, el valor de
la segunda serie queda dividido por el mismo ndmero.

El producto de dos nimeros correspondientes es constante.
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Insisto :
En el primer caso Coviente constante Si se multiplica en una
proporcronalidad direcla de las series se multtph—-
" ca en la otra. =
En el segundo caso Producto constante Si se multiplica en una
proporcionalidad inversa de las series se d1v1de en

la otra..

Al finalizar la experiencia les propongo que me traigan para el pré-
ximo dia rectdngulos de papel.de dimensiones diferentes y de igual 4rea.
gue la cuartilla que doy a cada uno (todas las cuartillas son iguales).
Puesto que el producto de ambas dimensiones es constante, ambas son
inversamente proporcionales. Colocados todos los rectdngulos adosados a

\ .

[ 2 4 ] b} 1?2

los lados de un marco rectangular, los vértices estin en una curva lugar
geométrico que se dibuja y se llama hipérbola. '

En los azulejos de la clase hago sefialar sobre una misma horlzontal
y a partir de un mismo punto, segmentos varios, por ejemplo, tomando
por unidad el lado del azulejo, los representativos de la serie numérica
primera: 2, 4, 6... y levantar, en los extremos, perpendiculares de di-
mensiones iguales a los niimeros correspondientes en la segunda serie . 0,'5,
1, 1,5... Sefialando en tiza los extremos de estas perpendiculares, ien qué
linea estdn situados?

Con estas experiencias han obtenido los nifios un avance de las re-
presentaciones grificas que desarrollardn més ampliamente en cursos su-
cesivos,

‘Nora.—De intento he respetado la redaccién de la experiencia sobre
proporcionalidad directa, tal cual la efectué por vez primera, incurriendo
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el el defecto de establecer términos en progresién aritmética, lo que in-
terfirié algo desfavorablemente la nitidez del concepto de proporcionali-
dad, ofreciendo, en cambio, una muestra muy interesante de los recursos
usados por los mismos nifios para rectificarse. En repeticiones posteriores
<le esta experiencia he evitado la aparicidn de progresiones escribiendo,
por ejemplo, las sucesiones

4 2 6 8 12 16 — —
— 05 15 2 — 4 5 55

-Sin dificultad se dan cuenta los alumnos de que los némeros de la
segunda sucesién son la cuarta parte de los de la primera, y éstos cuatro
véces los de la segunda. Para hacer surgir la consciencia de la correspon-
dencia en la suma escribo a veces en la linea superior 100, a continuacion
64 y luego (con orden de que contesten en seguida) 164. QOtras veces du-
plico, triplico un mismo ntémero de una fila, con lo que duplican, tripli-
can el correspondiente; finalinente, he escrito en la linea superior, por
e¢jemplo, 8a, 2x, v han escrito correctamente debajo 2a, 0,5x, dandose
cuenta de que al multiplicar el 8 de la fila superior por a, habia que mul-
tiplicar asimismo por a’'el 2 de la inferior, y andlogamente con el factor
literal x.



§ 6. UNA INICIACION AL IMPLEO DE LiI'RAS

Una de las dificultades de la transicién al Algebra, cuando en Aritmé-
tica apenas se ha hecho uso de la designacién literal de los ndmeros, es
la interpretacién que suele tener el escolar de los signos de las operacio-
nes como é4rdenes ejecutivas de las mismas. Para todo nifio acostumbrado
a tal interpretacién forzosamente ha de resultar turbadora una operacién
indicada entre letras, que es tanto como una orden que no pueden cum-
plir. Todos los profesores sabemos el trabajo que cuesta lograr que los
nifios dejen las operaciones indicadas cuando asi conviene a la resolucién
numérica de un problema que se presta a ulteriores simplificaciones. Ei
prurito de efectuar, sin dilacién, los cllculos numéricos parece algo irre-
sistible, Por esta causa aconsejo en el curso de Aritmética proponer pro-
blemas con datos tales que se presten a notables simplificaciones que les
impresionen '. Se trata con ello de hacerles valorar la ventaja que supone
el dominio de la dindmica operacional al ver que permite transformar
ciertas érdenes en otras equivalentes, més sencillas de cumplir.

Las transformaciones de esta dindmica son la base del Algebra, pero
no conviene didActicamente presentar este cilculo algebraico, como se
hace de ordinario, desligado de la cuna aritmética que le dio origen. Por
ello he aconsejado, en el Cap. V, § 3, la iniciacién al cdlculo literal a
través de procesos de generalizacién y condensacién en férmulas de las
soluciones de problemas aritméticos genéricos, especialmente los de la Arit-
mética mercantil. Un ensayo en este sentido podrd hallar el lector en
nuestra coleccién de obras diddcticas de Ensefianza media, escrita en co-
laboracién con dom Julio Rey Pastor °.

1 Véase en el § 13 de este capitulo un ejemplo de una de tales simplificaciones
jmpresionantes, aunque relativa a un problema de permutaciones,
2 Véase, por ejemplo, Ciclo mafemdlico, tercer curso, Bachiilerato laboral cle-

mental,

’



PROPORCIONALIDAD DIRECTA E INVERSA 335

A continuacién describimos una hreve leccién experimental, concebida.
dentro de la misma linea intencional pero en otro Ambito de ideas. Se
trataba de crear ante alumnos de doce afios, desconocedores del cdlculo
literal, una situacién sugeridora del empleo espontineo de letras y del
manejo de expresiones literales. Tenfa los alummnos sentados, de tres en
tres, en mesitas, segin la colocacién que indica la figura, en la que de-
signo con la misma letra todos los alumnos de coloca- B B
cién similar. Luego de entregar una cuartilla en cada
mesa, hago pensar a los alumnos A un m’lmer(; digito ADC AI:IC._
y les ordeno que lo dupliquen y afladan cinco unida- B g .
des,. entregando la cuartilla con el resultado al alum- ADC leC ,
no B de la misma mesa. Ordeno a los B que multipli- B 5
quen por cinco el niimero entregado y pasen el resul- ADC 2 E__IC:
tado a C. Ordeno a los C que agreguen a dicho resul- _
tado un n@imero digito libremente elegido por ellos, vy que me digan el
resultado final obtenido. Con el resultado de cada mesa vadivino» los mii-
meros digitos elegidos por A y C. ¢ Cémo descubrir el «truco» ?

He aqui una situacién fuertemente estimulante. No es ficil que des-
cubran la clave los alumnos en tiempo breve. Se les facilitara notablemente
el descubrimiento si en lugar de agregar inicialmente 5 se agrega 4. Ya.
no es dificil que se den cuenta entonces de que las cifras adivinadas son
precisamente las decenas y unidades después de restar 20 del }'esulta_ldo
final enunciado en cada mesa. Pero, aun acertado el «fruco», {cémo eil_b

plicar el por qué del mismo? _ '
‘ Uno de los alummos va a escribir en el encerado las operaciones que
se han ido efectuando en cada mesa con los nitmeros pensados por A y C.
Pero ¢(cémo podremos efectuar un razonamiento que valga para todas las
mesas? (Cémo designar el nfimero pensado por cada alumno A? Propo-
nen designarlo por a o por x. Al fin se acuerda la x, Se expresan entonces
de una vez las operaciones que se han hecho en todas las mesas, y el

.

aslumno escribe 2x + 4 el resultado que A entrega a B (en la segunda
versién del juego), ¥ (2x + 4) . 5 el resuitado que B entrega a C. { Cémo
designar ahora la cifra elegida por C? Se propone y. Pregunto: «iPor
qué no llamarla también x?» Contestan correctamente: «Porque puede
ser diferente.n En definitiva, el resultado final es*(2x + 4) .5 + ¥, que se
transforma en 10x + 20 + y. Restiandole 20 queda 10x + 3, que repre-
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senta un nimero de decenas igual a la cifra pensada por A y un n@imero
-de unidades igual a la elegida por C,
- Repetido el proceso segiin la versién primera resulta

(2x + 5) .5 + vy =10x + 25 + 9

aQué habrd que restar ahora del resultado final? Apliquese a los distin-
tos resultados suministrados por las mesas. '

El juego puede complicarse con intervencién de mas alummnos y adivi-
nacién de mas cifras. Por ¢jemplo: A piensa una cifra x, la duplica y
afiade 5; entrega el resultado a B, quien multiplica por 5 ¥ suma otra
cifra y; entrega el resultado a C, quien duplica y agrega 5; éste entrega,
finalmente, el resultado a D, quien multiplica por 5 y suma otra cifra z,
La secuencla de operaciones se indica ahora

][(2x-{—-5 B4 y].245].5+2={(10x +25-+4).2 45} .5+ =
= (20x -+ 2y -+ 55) . 5 + z = 100x -+ 10y -+ = -+ 275

4 Qué regla corresponde aplicar para adivinar las tres cifras x, y, z, co-
. nocido este resultado?

Estimamos que seria muy conveniente que, con anterioridad al estudio
de las ecuaciones se ejercitara a los alumnos en la expresién de secuencias
~anélogas de operaciones indicadas, partiendo de supuestos datos desco-
nocidos designados mediante letras. De esta forma quedarfa considera-
blemente facilitada la tarea posterior de planteamiento de ecuaciones, ya
que éstas se obtienen invariablemente sin mas que aplicar a la expresién
literal de la incégmita (o incégnitas) el conjunto de operaciones que se
desprenden del enunciado, para comprobar el cumplimiento de las con-
diciones contenidas en el mismo.



§ 7. MULTIPLICACION V DIVISION DE POLINOMIOS

En el capitulo V hemos hecho alusién a la conveniencia de conducir
euristicamente los procesos operativos del célculo literal, ¥ hemos afir-
mado la posibilidad de que ‘los alummnos descubran las reglas, incluso la
de la divisién de polinomios. )

Con objeto de no alargar excesivamente este capitulo omito la con-
duccién de los primeros pasos (reglas de signos, operaciones con mono-
mios, suma y resta de polinomios), que el -lector_ puede ver en nuestra
obrita tantas veces citada (Diddctica Matemdtica Ewristica), v reproduzco
de ella la leccién sobre multiplicacién y divisién de polinomios, que em-
pieza con la multiplicacién y divisién por un monomio.

«Os acordlis de aquel pais maravilloso en el que habia tres clases de
monedas : almendras, a; bombones, b; castafias, ¢? TUn alumno gana
cada dia 7a, pierde 3b y pierde ¢. ¢Qué ha ganado y perdido en cinco
dias?» Aciertan todos.

us Qué habéis hecho, pues, para multiplicar por 5 el polinomio 7a —
— 3b — ¢ obteniendo

(7a — 8D —¢) . 5 = 35a — 15b — 5¢™»

© «¢Qué haréis ahora para multiplicar el mismo polinomio por el mo-
nomio 5ab?» Contestan correctamente :

(7a — 3b — ¢) . 3ab = 35a*b — 15ab* — Sabc

Mis complicado atin: (— 3x* + 2xy — 537) . (— 4a°) = 122" — 8x'y +
+ 20x%yt,

Les hago hacer 'ejercicios propuestos por ellos mismos de multiplicacién
de binomio por monomio, permutando en cada mesa los proponentes de
los datos y los calculadores del resultado.

22
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Calculan ahora todos el siguiente producto propuesto en el encerado :
(— ax® + 3a®xy + 2x9%) . (+5x%) = — Saxty + 15a°x%y* + 10x°y*.

V a continuacién propongo reconstruir el primer paréntesis, que borro,
dejando el segundo y el resultado. Fllos mismos deducen la divisién.

Otra propuesta més diffcil. Borro todo el primer miembro y propon-
go formar un producto de trinomio por monomio equivalente al segundo,
Dan varias soluciones. Pido sacar el factor comidn mas elevado que se
pueda. La regla estructural jes la misma que la del m. c, d.!, y surge
espontineo el descui;rimiento.

Nuevo ejercicio de descomposicién en factores, sacando el mdximo
factor comdn.

6x%y® — 3y + 9x'y® = 8x%y(2y° —1 + 8x%y)

El término — 1 es jmuy interesante!, porque la mayoria no lo pone
(3x°y : 3x®y = 0). Insisto en la diferencia entre factor I (que no se es-
cribe, pero que no es 0) y sumande 1, que hay que escribirle. Hay que
insistir bastante en ejercicios de esta naturaleza,

Progongo ahora la primera multiplicacién de polinomios: (7a — 86 —
—¢). (@ + b); tengo aqui que ayudarles escribiendo a -+ b recuadrado

consideriandolo como simbolo o letra 7a [a + b]—38[ |—c| |, al

que restituyo inmediatamente su significado para aplicar nuevamente la

propiedad distributiva. !

Repito ejercicios (7a — 3b —¢) . (a—b); (7a —83b—¢) . (a®* — b);
(6x° — 2x + 3) . (4x — 2); (8x° — 4x® — 2x) . (5x°> — 8x), que ya re-
suelven solos y bien.

Les indico la disposicién préictica de la multiplicacién de polinomios
ordenados, haciéndoles ver que el término de mayor grado del producto
¢s el producto de los términos de mayor grado del multiplicando y mul-
tipticador.

Empiezo aplicando el esquema al producto de un polinomio por un
binomio

3a’— 4a°— 22

- 5x*— 3x

15 %5 — 20 x* — 10 2°
— 9x* + 121" + 627

152*—29x*+ 2x° + 6 x?

L
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y, una vez efectuado y comprobado, les recojo las cuartillas donde lo han
desarrollado y les planteo la Siguiente situacién: «Deseo conservar intacta
esta operacidn en el encerado para continuar la explicacién el préximo dfa,
pero imaginad que el bedel, mientras estoy distraido, la ha borrado casi
toda y que sélo llego a tiempo de impedir que borre el multiplicando v
el producto.» Borro yo mismo todo lo demés y dejo solamente lo dicho
en el encerado, para que 1o copien en nuevas cuartillas:

Multiplicando Ba8 — 45% — 22
Multiplicador (?) . .
Productos parciales (?) . . .

. * L L]
Producto 1545 —294% —k- 23 -+ 62

‘«Estudiad en vuestras casas ¢ como podriamos reconstruir toda la ope-
racién ?» Les doy la idea clave del jeroglifico planteado diciéndoles: «Re-
cordad cémo hemos dicho que se obtiene el término de mayor grado del
producto.» .

Reanudada la experiencia al siguiente dia todos afirman traer la solu-
cién vy haberla obtenido «sin trampa», es decir, como yo ies aconsejé, sin
mirar en el libro la leccién de divisién . . . o

De todos modos, para convencerme, ruego a uno (de los menos inte-
ligentes) que nos explique lo que ha hecho. Resulté sorprendente la 16-
gica reconstructiva del muchacho. El primer término del multiplicador
se halla dividiendo el primero del producto por el otro factor que lo for-
ma: primero del multiplicando. Una vez hallado el primer término del
multiplicador, reconstruye el primer producto parcial, y por resta, el otro,
que le da, en seguida, el segundo término del multiplicador.

1 A uno de ellos se le escapa, sin embargo, ¢l comentario : «Adenuﬁs, el libro
tampoco lo trae.» Inmediatamente cazan el gazapo cometido los otros y se rien al
. ver la ingennidad con que ha revelado su intencién «iramposa». Ha sido un bonito
atests. Ciertamente el libro no podia ayudarles gran cosa, por cuanto necesitan ma-
yor inteligencia para adaptarlo a la situacién que para resolver ésta directamente.
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.

Intervengo ahora, complicando el producto conm un término més em
el multiplicador. Borro, como el otro dia, toda la operacién, dejando sdlo

8" — 4 — 2«
fax*— 3x — 2

15 x* — 20 x* — 10 «°*
— 9t + 122 + 6 x°
— 6x*+ 8x*+ 4x

15x° —29x* — 42° + 142° +4x

el ﬁlultiplicando v el producto. La reconstruccién del primer término 5x*
del multiplicador es inmediata, y siguen, como antes, multiplicando 5x*
por todo el multiplicando y restando €l primer producto parcial asf ob-
tenido del producto dado, con lo que obtienen — 9x* + 6x° + 14x° + 4x.

¢ Cémo seguir? Aqui les tengo que ayudar: «Si del producto total he-
mos restado el producto del multiplicando por el primer término, lo que
me queda, ¢qué representa?» No les cuesta decir que es el producto del
mlsmo multiplicando por los términos restantes del multiplicador. Enton-
ces escribo aparte el 5x°, lo borro del esquema y he reducido el proble-
ma a la reconstruccién de una multiplicacién con un término menos.

Completan ya fAcilmente la operacién que luego esquematizo en la
forma clasica de (hwsmn, haciéndoles ver cémo dicho esquema reprodu-
ce paso a paso el proceso que ellos mismos han ideado, aunque disponien-
do las operaciones de otra forma hasta obtener nula la titima diferencia
o resto parcial.

Finalmente les digo que hemos obtenido resto nulo porque hemos par-
tido de un producto efectuado previamente. Ahora bien, el esquema de
operacién puede repetirse con un dividendo modificado: por ejemplo,
1525 — 29x* — 4x® + 16x* — x y entonces la diferencia nula de antes se
convertirfa en 2x° — 5x, ‘que por ser de grado inferior al divisor 3x* —
4x* — 2x, ya no permite seguir dividiendo. Como este resto r procede de
restar sucesivamente del dividendo D los productos de los términos de co-
ciente ¢ por el divisor d, este resto setrd r = D — dc¢ y tenemos la misma
identidad que para la divisién de niimeros: D = dc¢ + r, que permite ha-
cer la prueba de la divisién.

Les propongo efectuar esta prueba como ejercicio.



§ 8. SOBRE «ECUACIONXES LINEALES Y SISTEMAS»

Reproducimos a continuacién una sintesis de experiencias realizadas
con alumnos de primero y segundo curso de Bachillerato, con objeto de
iniciarles en la resolucién de ecuaciones, partiendo de situaciones acti-
vas creadas mediante equilibrio de balanzas. No hay que decir que los
alumnos carecian de toda mocién previa sobre 4lgebra. _

Material empleado : 1.°) Dos balanzas con sus pesas. No conviene que
sean excesivamente sensibles para que puedan realizarse con prontitud las
operaciones de equilibrado. 2.°) Objetos miltiples de varias clases y ta-
maifios (anillas, clavos, monedas...) de tal modo que los objetos de una
misma clase y tamafio tengan el mismo peso. '

1. Empiezo presentando a los nifios una balanza y pregunto si saben
pesar con ella,

Ejercicio 1.° Pesar una anilla (de 8 gramos).

En general efectfian la pesada colocando las pesas en un solo plati-
‘Ho (figura). :

anifly Sg 29 1Ig

C D5 G

Si al repetir los ejercicios se ve que no se les ocutre simplificar las pe-
sadas por resta, es decir, utilizando pesas en ambos platillos, se les puede
sugerir la idea mediante una experiencia que les resulta bastante divertida :

2. Partiendo del equilibrio de dos pesas de 100 gramos, colocadas en
un platillo con otra de 200 grames colocada en el otro, invito a un alumno
a que coloque un dedo sobre el primer platillo a modo de tope que impida
su subida al colocar nuevas pesas €n el otro. Le hago cerrar los ojos y,
«quitando una de las pesas de 100 gramos, simulo, con un ligero golpe dado
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simultineamente en el otro platillo, la colocacién en él de una pesa.equiva-
lente. A la pregunta « Qué he hecho?», todos los sujetos experimentados
responden al engafio creyendo que, en efecto, he colocado una pesa en el
segundo platillo, en vez de guitarla del primero. La sorpresa recibida al
abrir los ojos contribuyve a la fijacién de este hecho, que se escribe en el
cuaderno : _

Da lo mismo quitar un peso en un platillo que afiadirlo en el otro.

Otra experiencia que también he realizado en el mismo orden de ideas,
consiste en ecmpujar hacia arriba el platillo sostenido a tope por el alumno,

1009 100g 200y

mientras simulo igualmente la colocacién de pesas en el otro platillo, La
consecuencia es ahora: Una fuerza hacia arriba (signo —) en uno de los
platillos equivale a otra equivalente hacia abajo (peso de signo +) en
el otro. ‘

3. Hecho lo anterior, equilibro la misma anilla mediante dos pesas de
10 gramos y 2 gramos célocadas como indica la figura. (Si esta disposicién

2g a 10g.

de equilibrio-y pesada surgen espontineamente de los propios alummnos,
~ huelgan las anteriores experiencias, y més vale obtener la consecuencia
antes indicada mediante la propia explicacién del alumno que la haya su-
gerido.)
Designando por a el peso desconocido de la anilla se escribe la igual-
dad de pesos en ambos platillos

a+2=10
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que se denomina ecuacidn, en la que a es la incégnita, «; Cuanto vale
ésta?» Los dos gramos aifadidos em el primer platillo equivalen a dos
sustraidos del segundo. Por lo tanto,

a =10 —2 = 8 (gramos)

De otro modo : Se puede restar a los dos miembros de una ecuacién
un mismo namero. Hemos obtenido asi el peso de la anilla = 8 gramos.

4, Intentemos ahora pesar una peseta (8,5 gramos). '

Como las pesas mas pequefias de que disponemos son de un gramo,
fallan los tanteos. Sugiero: «;Por qué no pesiis dos o méis pesetas a un
tiempo, a ver si asi podéis lograr un equilibrio?» Ensayan con dos pese-
tas-y obtienen el equilibrio (x peso de la peseta) :

2x = 7 (gramos)

«¢ Culnto pesa, pues, una peseta?» «La mitadr,

. 7
x = — = 3,5 (gramos)
2

y anotan de paso: Se puede dividir los dos miembros de una ecuacién

por un mismo namero.
5. Formo ahora, al azar, un equilibrio con clavos de igual tamaiio y
pesas, de modo que hayan clavos y pesas en los dos platillos.

Primer platillo Segundo platillo

100 + 5x 127 + 2x

«¢ Qué haréis para averiguar lo que pesa un clavo? ¢ Por qué no em-
pezar simplificando el equilibrio de modo que no hayan mas que clavos en
un platillo y pesas en el otré (equilibrio andlogo al que nos permitié
antes pesar la peseta). ¢Cémo conseguirlo ?»

. A Jos mismos alumnos se les ocurre ficilmente suprimir primero cien
gramos de cada platillo (les hago escribir el nuevo equilibrio)

5x = 27 + 2x

v luego dos clavos, con 1o que queda
3x =27
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de donde, finalmente

x = 27:3 = 9 (gramos)

6. Repetimos (ahora ya sin balanza) problemas analogos: «Ocho ani-
llas y 25 gramos han equilibrado 12 anillas de igual tamafio ¥y un gramo.
-¢ Cuénto pesa cada anilla?» Por analogia con lo hecho antes operan ya
en abstracto a través de los mismos pasos: 8x + 25 = 12x + 1; 8x +
+ 24 = 12x; 24 = 4x; x = 24/4 = 6.

Pueden afnadirse a continuacién problemas sobre precios, en lugar de
pesos, y aun enunciados de ecuaciones puramente abstractas.

7. Finalmente formo con las dos balanzas un par de equilibrios en
los que intervienen pesas y dos clases de objetos, por-ejemplo, anillas
(peso x) y monedas de niquel (peso y). Los equilibrios obtenidos en am-
bas balanzas, que coloco reunidas en la misma posicién del esquema de
ecuaciones, son ’

Primera balanza: 2x + y = 10 (gramos)
Segunda balanza: 4v = 2x + 10 (gramos)

(1)

Después de observadas las balanzas y de escritas las ecuaciones en el
encerado, mi pregunta «¢Podriamos obtener, por combinacién de estos
equilibrios, un equilibrio nuevo en el que no hubiera mas que monedas
y pesas?»n, suscita una animada discusién, a lo largo de la cual surge la
idea de reunir los contenidos de los primeros platillos v de los segundos,
es decir, de sumar las ecuaciones miembro a miembro. En el nuevo equi-
librio obtenido '

2x + Sy' = 2x + 20 (gramos)

es inmediata la supresién de las anillas (eliminacién de la x), con lo que
queda . .
5y = 20 de donde y = 20:5 = 4 (gramos)

Al saber ahora el peso, 4 gramos, de cada moneda, éstas nos pueden
servir igualmente de pesas, y puesto que en la primera balanza teniamos
en un principio

2x + y = 10 (gramos)

es lo mismo que 2x + 4 g. = 10 g., de donde 2x = 6g. =x = 3 g.
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8.  Restituyendo los dos equilibrios iniciales (1), intenté luego ver
si se les ocurria el modo de elimirar la ¥, Pero mi nueva pregunta:. «;No-.
podriamos obtener ahora andlogamente un equilibrio sin monedas, es
decir, sélo con anillas y pesas?», no obtuvo solucién espontinea de los
alumnos. Tuve que ayudarles, sugiriéndoles la idea de igualar la cantidad
de monedas en ambas balanzas, como antes estaban.igualadas las anillas.
Para ello es preciso cuadruplicar ambos platillos en la balanza . primera
(idea tal vez demasiado artificiosa para la edad de los nifios con los que
operé). Resultan los equilibrios

enla 1.* balanza: 8x + 4y = 40 g. ; 4y = 2x + 10 g. en la 2.*

y aun asi hube de invertir luego ¢l orden de los platillos de una de ellas
para que vieran clara la suma y la eliminacién como antes. .

9. Las experiencias pueden completarse manejando sistemas homo-
géneos, obtenidos mediante equilibrios con tres clases de objetos (sin pe-
gas). Por ejemplo, con anillas de dos clases x (3 gramos), y (8 gramos)
v clavos z (9 gramos) hemos obtenido los eguilibrios

1.* balanza: 3z = x .+ 3v
2.* balanza: 2z + 2x = 8y
Sumando los contenidos de los platillos cruzados

3z + 38y = 2z.+ 3x + 3y
se elimina la ¥ ¥ queda

z=3x obien x=—z

Duplicando la 1.* v sumando, se elimina la x y gqueda

8
82=9y obien y=--2z
. : 9

Las ecuaciones s6lo permiten expresar dos de los pesos incégnitos en
funcién del tercero, como si éste fuera la unidad de medida. En este-caso
hemos operado como si la unidad de peso fuese el peso z de un clavo,
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en cuya unidad hemos pesado las dos clases de anillas. Anilogamenté po-
~demos pesar los clavos tomando por unidad la anilla x o la y. Asi z = 3x

: % 8 3 8
2 = —y, y finalmente de 8x‘= — y resulta x' = —y, ¥y = — «x.
8 : 8 8 3

Observaciones y comentarios.—Como se ha visto, el uso de balanzas
para la iniciacién eurfstica a la teoria de ecuaciones, parece tener indiscu-
‘tibles ventajas por la poderosa imagen concreta que ofrece a la transfor-
‘maeién por suma o resta de términos iguales, pero tieme asimismo una
liittitacién indudable: la de permitir solamente la interpretacién directa
de ecuaciones cuyos términos son todos positivos. Habida cuenta de tal
limitacién, mientras he manejado las balanzas, he evitado usar el concep-
~to de tramsposicién o paso de un’término a otro, para no sugerir la po-
sible confusién de transponer pesas u objetos de un platillo a otro, Clare
es que el cambio de signo inherente a toda transposicién va sugerido en
la experiencia realizada al empujar hacia arriba el platillo sujetado por
el alummno; experiencia cualitativa que habria de completarse compro-
bando la equivalencia cuantitativa de las fuerzas transpuestas. Fsto po-
dria lograrse mediante un sistema adicional de hilos y poleas que invir-

tieran el sentido de los pesos,tirando hacia arriba de los platillos; pero
resultaria ridiculo tanto armatoste para tan modesto alcance teérico.

Es interesante recalcar que, en las experiencias sobre sistemas, la eli-
minacién por reduccién es espontinea y euristica cuando los coeficientes
de la incégnita a eliminar estdn ya igualados y los términos representati-
vos situados en platillos enfrentados, La igualacién previa de coeficientes
no parece ficil de lograr espontaneamente y si, ademis, los términos igua-~
lados estin en platillos colaterales, suele resistirseles aGn la simple idea
de invertir los platillos de una de las balanzas, o,de sumar sus contenidos
cruzados. Claro es que también se resiste, en general, la idea de la in-
‘wversién de la igualdad, con parecernos tan sencilla a los adultos. ¥ es que
la nocién de reversibilidad suele ser caracteristica de un desarrocllo men-
tal algo elevado *. '

Finalmente, debo advertir otro inconveniente que limita bastante el
uso de este recurso did4ctico: La dificultad de comseguir colecciones de

" 1 Véanse los trabajos de PIAGET. por ejemplo : «De la logique de V'enfant a la
logique de 1’adolescent». ) :
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objetos de peso muy igualado. (Esta es la causa por la que he echado
maiio de monedas.) Aun cuando las diferencias de pesos individuales no
rebasen la sensibilidad de la balanza, al repetir los objetos en uno y oiro
platillo, la tal sensibilidad queda con frecuencia rebasada, con lo que se
corre el riesgo de que la balanza contradiga entonces, aparentemente, nues-
tras previsiones, desorientando al nifio.

En resumen: parece eficaz y aconsejable el planteamiento inicial eu-
ristico de la solucién de ecuaciones lineales y aun de sistemas muy sen-
cillos, mediante equilibrios en balanzas; pero una vez obtenida por via
concreta v espontinea la validez de ciertas transformaciones y traducidas
éstas en esquemas operatorios, conviene desprenderse pronto de tal ad-
herencia concreta para poder actuar imaginativamente y gemneralizar sin
las trabas de tal situacién.



§ 9. PROGRESIONES ARITMETICAS DE ORDEN SUPERIOR

Esta leccién ! constituye un ensayo un tanto audaz efectuado ante

los alumnos mas adelantados de sexto curso de Bachillerato, con objeto

de probar hasta dénde eran capaces de llegar euristicamente en un tema
considerado hasta ahora (al menos en Espafia) fuera de los limites de la
Ensefianza media. Qui-
se provocar para ello
un fuerte atractivo ini-
cial 1n.1teria1izando. pro-
gresiones aritméticas de
los tres primeros érde-
nes mediante estructu-
ras construidas con las
regletas coloreadas de
Cuisenaire, descritas en
otro lugar. He de ad-
vertir, para los lecto-
res no conocedores del
plan de estudio de Bachillerato, que tales alumnos conocian ya las propie-
dades y cilculo de los ntimeros combinatorios que forman el tridngulo de
Tartaglia.

Sobre un hoja de papel dividida en casillas rectangulares disponemos,
como indica la figura, nfimeros materializados con regletas, de tal ma-
nera que:

1.° Las casillas que encabezan las columnas y las filas contienen

simplemente la unidad, es decir, un cm® de madera.

1 Presentada, entre otras, por el autor en la XIX Conferencia Internacional de
[nstruccién Piblica, convocada por la UNESCO y por la Oficina Internacional de
Educacién, en Ginebra, julio 1956.

ty
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2.° El niitmero estructurado en cada casilla se obtiene agrupando (su-
mando) los de la casilla de encima y de la izquierda. En este agrupa-
miento y formacién de estructuras me han ayudado los mismos alumnos
que, con sélo verme construir las primeras de cada columna, han indu-
cido inmediatamente la ley.

Quedan asi en la primera columna los n@imeros de la serie o progre-
siébn natural 1, 2, 3, 4, 5...; mientras cada casilla de la columna se-
gunda, tercera..., contiene, de acuerdo con la ley de formacién, la suma
de ]a unidad en cabeza y de los nimeros de la columna a su izquierda,
sucesivamente sumados. L,os nimeros de tales columnas segunda, ter-
cera..., formardn de esta suerte progresiones aritméticas de segundo or-
den (sumas de las de 1.°), de tercer orden (sumas de las de 2.°), etc.

El esquema es, naturalmente, reversible, es decir, que, dada una co-
lumna podemos ir formando la anterior por cilculo de las diferencias su-
cesivas de sus términos y escribiéndolas a la izquierda. Las diferencias
de dichas diferencias daran los ntimeros de la nueva columna de la iz-
quierda, y asi sucesivamente,

‘Mi pregunta a los alumnos, una vez que hemos observado y discu-
tido en comtin la formacién reversible de tales estructuras, es la si-
guiente : «{ Cémo podriamos expresar y calcular de una vez un término
cualquiera de este cuadro, supuesto prolongado, por ejemplo, el térmi-
no n° de la progresién aritmética de orden k (columna k*)?» Les inclino
Ia hoja de modo que las diagonales del cuadro queden paraleias a la vista
i{horizontales] ; v si tardan en darse cuenta, les indico abiertamente que
I!observen las diagonales. Tanto los valores numéricos como su ley de
:Eormacién sugieren entonces el recuerdo del tridngulo de Tartaglia y los
miumnos reconocen la presencia en el cuadro de los ntimeros combina-
!torios ?, No hay mis. que contar el orden de la diagonal (n + £~ 1) a
que pertenece el término #° de la columna %k* (o también, observar el
siguiente cuadro) para ver que: _

El término »° de la progresién &* es el nfimero combinatorio

(1)

2 En caso de desconocimiento de ellos, se les puede definir mediante
; (m)zm(m—lj.. {m—n+1)
a 1.2.3...n

comprobando que esta definicién verifica la ley de formacién

() =G+ )

-~

.
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Una vez hallado esto, la generalizacién a progresiones de primeros
términos cualesquiera v ‘de diferencias iniciales no iguales a la unidad, no
ofrece grandes dificultades y puede.lograrse, ya en un plano abstracto,

kel ke2 K3  keb kel ke2 k3 kel
1 1 1 1 1 <1 1

R O[] 6]
1 3 6§ [ 0 | 1] R EROREE) (5;

i
L

B

1-4 _10‘-20“ Z 166061
Jsle1, Jolelel |

- formando el cuadro méis general que sigue y que los mismos alumnos des-

arrollan facilmente :

a b ¢ . d

r r+4a rt+a-4b r—l—a-‘i—brf—-c rdatbtectd
r| 2r+ta 3r+za;}—b 4r 432+ 26+ ¢ Sr+44a+3b4-2}d

r| 3r+a| brd+3¢a+5|10r+4 6a-+3b-c 15*-?-104—{-65-{-&—{—4{

e | erta | 10r 4 g2+ 5| 20r + 10 + 4b +c| 35r+ 200 4105 - de - d

Conviene -escribir en tizas de distintos colores, los coeficientes de r, .
de a, de b, etc., con objeto de que resalte la siguiente observacién: Si
prescindimos de los priineros términos a, b, c..., de las progresiones (lo
que equivale a considerar el término 7° de cada progresién como si fuera
el (n — 1)°), se observa que:

Los coeficientes de r forman el mismo cuadro precedente de niimeros
combinatorios.
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Los coeficientes de a, b, c..., son estos mismos ntimeros desplazados,

de uno, de dos, de tres..., lugares a la derecha. De ello resulta:
El término »° de la progresién k* es ahora un polinomio de la forma

[T T o

Por ejemplo, para k = 4 la expresién general del término »° de la,
progresién de 4.° orden (k = 4) es-

(n -z Q)r—}-(" -13— })a +( )b 4+ n—Nc+d

mientras para k =3 rf:sulta

(n -g- 'I)r +(;)0 +In— 1 b+ e

APLICACION AL CALCULO DE LA SUMA DE LOS CUADRADQS Y. CUBOS DE 10S,
7 PRIMEROS NUMEROS NATURALES,

I. Suma de cuadrados.

1 1

2 3 &

2 5 9.

’ 2 7 16,
) 9 25

Si colocamos en columna la sucesién de..los.cuadrados, obtenemos.
como diferencias a su izquierda la sucesién.de nlmeros imgpares, cuya,
cabeza es 1. Luego a = 1, b = 1, mientras las segundas diferencias son,
constantes r = 2. La sucesién de cuadrados.es, pues, una progresién de-
aegundo orden, y sus sumas una de tercero, en la que.c = 1, &k = 3. Sus--
tituvendo estos valores més arriba, resulta:.

== (" e 1)' 2 +(”)+ n— N+ 1= 2n%e 302 - n)
, 3 2 5 o
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II. Suma de cubos.

12
18
24

o - B> R« » I e >

19
37
61

1

8
27
64
125

Partiendo de la sucesiéon de cubos y procediendo andlogamente hasta
formar las diferencias terceras constantes r = 6, v completando las dife-
rencias primeras y segundas hasta hallar sus cabezas a =0, b =1,
¢ = d = 1 bastard sustituir estos valores en la expresién el término ge-
neral antes obtenida para las progresiones de 4.° orden y resulta:

PR I R
1

2

.



§ 10. LA DIVISION DEL ESPACIO EN REGIONES

En repeticiones posteriores de la leccién experimental anterior, efec-
tuada siempre con alumnos del curso superior de Bachillerato, he apro-
vechado el descubrimiento de la estructura y célculo de las progresiones
aritméticas de orden superior para mostrar a continuacién la aplicacién
‘de las mismas al cilculo del nimero de regiones en que un cierto ni-
mero de rectas dividen al plano, y un cierto nlimero de planos dividen
al espacio *. _

Empiezo preguntando a los alumnos: «f En cuéntos trozos dividen la
recta un. punto, dos puntos, tres, etc., de ella?» Las respuestas son in-
mediatas. Se explicita que cada nuevo punto divide uno de los trozos an-
teriores en dos, es decir, agrega un trozo més, con lo que se prueba la
generalidad de la lev : los nGmeros de trozos forman una progresién arit-
mética de razén 1; n puntos dividen la recta en n + 1 trozos. Les in-
vito a que formen la tabla I de correspondencia.

| dividen la recta dividen el plano | dividen el espacio
i 113 puntos en ﬂ+| trozos n rectas en Pn r‘egiones Hn P anes en Rn reginneg
I D 2 ] ) # I ¥ 2 »
3 3 ¥ z 3 4 » 2 4 ¥
3- 0 + 3 3 2 72 3 2 8§
4 0 5 » 4 3 1t » 4 5 »
C TABLAT TABLA II TABLA III

Formulo ahora pregunta anéloga referente a la divisién del plano por
rectas secantes dos a dos, pero que no sean concurrentes tres a tres. Di-
rectamente (o por construccién de la figura) contestan facilmente que una

' He seguido, en lineas generales, la linea inductiva expuesta en el interesante

libro de G. Porva «Induction and Analogy in Mathematicsy,
23
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recta divide el plano en dos regiones, dos rectas secauntes en cuatro re-
giones, tres rectas en siete regiones, cuatro rectas en once regiones (ver
figura). Para mayor numero de rectas el recuento directo se hace mas
dificil y se impone el descubrimien-
to de una ley. Invitados los alum-
nos a formar la tabla IT y a obser-
varla, no tardan en descubrir que
los niéimeros de regiones forman
una progresién aritmética de se-
gundo orden cuyas diferencias son
los de la primera (o también los
nameros de trozos de recta de la
tabla I, corridos un Ilugar). Asi
4=2+2 7=4+311=7+
+ 4... Llamando P, al ntmero de regiones en que el plano queda dividido
por # rectas, se induce, pues, la ley

. P, =Po, +n

Pero, ¢existe alguna relacién geométrica que permita deduciria?

Antes hemos razonado la validez del ntimero n + 1 de regiomes en
que 7 puntos dividen la recta, observando que cada nuevo punto parte
‘en dos una sola de las regiones anteriores, es decir, introduce una sola
regién nueva, Anilogamente podemos obtener P, afiadiendo a Py., el
‘nimero de regiones nuevas que introduce la recta n*, es decir, el nd-
mero de regiones atravesadas por ella, que es precisamente », puesto que
las lineas divisorias serdn precisamente los trozos que en esta nueva récta
determinan los # — 1 puntos de interseccién con las anteriores. Asi {(ver
la figura anterior), si tres rectas han dividido al plano en siete regiones,
ana cuarta secante de ellas atravesars cuatro, y solamente cuatro de es-
tas regiomes, por ser precisamente cuatro el nimero de trozos que en
ella - determinan las intersecciones com las tres rectas anteriores (trozos
en negro en la figura). La ley descubierta es, pues, completamente general,
y aplicando la férmula que da el término de n° de una progresién de
segundo orden se obtiene (k = 2, a = 1, b = 2)

1
P, =2 L2 — 2
(2)+{n ) -+ 2(n +n4+2
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que da, en efecto, P = 7, P, = 11, y permite calcular P, = 16, P; = 22,
etcétera. _ ) '

Generalicemos ahora el problema al espacio, qonsiderando_ planos se-
cantes dos a dos, pero no concurrentes tres a trés en una misma recta,
ni cuatro a cuatro en un mismo punto. Los alumnos enuncian ficilmen-
te que uno, dos, tres planos dividen al espacio, respectivamente, en dos
cuatro, ocho regiones. Més dificil les resulta ver las regiones en que yue-
da dividido el espacio por cuatro planos. Con éuxil_io de un modelo de
tetraedro e imaginando prolongadassus caras, llegan a contar correcta-
mente quince regiones. {La interior, cuatro triedros opuestos por los vér-
tices, seis diedros opuestos por las aristas, v las regiones exteriores con-
tiguas a las cuatro caras.) Para mayor nfimero de planos, la imaginacién
se pierde y se impone, como antes, la induccién de una ley que dé el na-
mero de regiones R, en que n planos dividen al espacio y la deduccién
subsiguiente. Invitamos a formar la tabla III y a comparar su segunda
columna R, con la segunda columna Py de la tabla II, los alummnos no
tardan mucho en descubrir que cada nimero de Ra es la suma de los
precedentes de ambas columnas. Asi, 4 =2 + 2, 8§ =4+ 4, 15 = 8 +7.
iSeri también general esta ley? Es decir, podremos obtener invariable-
mente el nlimero R, sumando al nlmero anterior R,., (de regiones
en que el espacio queda dividido por #—— 1 planos) el ntimero Pu.,
de regiones en que n — 1 rectas dividen al plano? Con lo que precede,
facil es concebir el camino para la demostracién de esta férmula

Ry = Rn--] + Py,

la cual seri cierta si, una vez dividido el espacio en R,.., regiones por
n — 1 planos, el plano #»° aifiadido atraviesa P,., de estas regiones. Y, en
efecto, asi es, puesto que los tabiques de separacién introducidos son pre-
cisamente las regiones que en el plano »° divisorio introducen las n —1
intersecciones del mismo. con los planos anteriores. )
Demostrada la validez de la ley y puesto que las diferencias de Ra
son los nfimeros P, de una progresién de segundo orden, los ntimeros
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de R. formardn una de tercero, cuyas diferencias pueden disponerse come
indica el siguiente cuadro: -

0 1 2

1 1 2 4
1 9 4 8
1 3 7 15
1 4 11

del que resulta ahora k = 8, r = 1,a =0, b = 1, ¢ = 2, y aplicandc la
formula general de la leccién anterior

Rn=("‘§1)+ (h—1) +2=%{n3+5n+6}.



§ 11. INICTACION A LAS MAQUINAS DE CALCULAR

Esta leccién va destinada a alumnos de doce a trece afigs, con inten-
cién de darles ideas muy esqueméticas y gradualmente ordenadas que les
permitan llegar a concebir progresivamente la posibilidad de realizar me-
cdnicamente las operaciones aritméticas. L,as cuestiones de detalles cons-
tructivos se han omitido deliberadamente (v aun a veces ligeramente fal-
seado) con objeto de aclarar los caracteres esenciales dé los esquemas.

M;&QUINAS PARA SUMAR Y RESTAR

Mdquinas de escalas mdviles.—Hacemos construir a los alumnos mo-
delos de cartén o madera, formados por dos escalas adosadas como indica

9]
LB
74
6-1
54
F.
34
2
1—
o4

s PRI e U =200

Lt

[

la figura. La escala de la izquierda va fija con divisiones equidistantes de
centimetro en centimetro y numeradas de cero a mueve. En la escala de

la derecha los trazos se sustituyen por orificios o rannras en las que penetra
la punta de un punzén que le imprime el movimiento de deslizamiento.
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En esta segunda regleta se inscriben asimismo las cifras de cero a nueve,
pero desplazadas de suerte que el cero aparece en la pequefia ventanita
abierta en el borde inferior del chasis de soporte cuando los dos origenes
de las escalas coinciden.

Desplazando, por ejemplo, la escala mévil dos centimetros hacia el bor-
de inferior el ntmero 2 aparece en la ventanita. La suma 2 + 5 se rea-
liza autométicamente por medio de dos traslaciones consecutivas de 2 + 5
centimetros obtenidas colocando el punzén en los orificios sucesivamente
situados delante del 2 y del 5 de la escala fija de la izquierda y empujin-
dolo hasta el borde inferior, El ntimero 7 aparece asi en la ventana. Seria,
naturalmente, "imposible sumar indefinidamente del mismo modo. Si que-
remos, por eje-_ﬁqplo, afiadir 6 unidades al 7 recién obtenido, como la su-
cesién de nfimeros de la escala no llega sino al 9, nos deberemos limitar a
obtener la cifra de las unidades de 7 + 6. Esto equivaldria a descender
G y subir 10, lo que equivale a subir 4, complemento de 6, hasta el tope su-
perior. La decisién subir o bajar el punzém seglin que la suma alcance
o quede por bajo de 10 se automatiza observando el color de la regleta
n10v11 (blanco, 'negro) frente al niimero a afiadir. Asi, por ejemplo, en la

suma anterior se observa que el orificio situado frente al 6 esti
en zona negra; hay, pues, que subir el punzén. En resumen :
hay que bajar el punzén si la ranura esta en blanco,. y subirle
si estd en negro, hasta el borde inferior o superior respectiva-
mente. El nimero de golpes de punzén dados sobre el borde
superior serd el nitmero de decenas transportadas. Con este
pequeiio modelo podemos, pues, efectuar sumas de columnas
" de cifras, si retenemos en la memoria ¢l nfunero de golpes su-
ﬁeriore’s. Pero este transporte de decenas puede también auto-
matizarse, si colocamos a la izquierda de la escala mévil otra
escala igualmente ranurada y graduada y si deslizamos el pun-
z6n a lo largo de una ranura en forma de cavado de la parte superior
que haga penetrar dicho punzén en la escala moévil de la izquierda ha-
ciéndola descender de un centimetro por cada decena transportada. He

aqui el fundamento de las maquinitas de escalas méviles corrientes en
el comercio.

T L LTIy

Mdquinas de cilindros vegistradores.—Si la escala de cifras de 0 a 9 se
inscribe sobre la superficie lateral de un cilindro, las cifras de las unidades
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~un lugar decimal a la derecha luego de efectuada la adicién del producto
rarcial anterior.

La divisién se efectfia inversamente, registrando el dividendo en el gru-
po de cilindros registradores v el divisor en el grupo de ruedas motrices.
T as cifras del cociente se obtienen por el nimero de vueltas que se puede
dar al bloque motor en sentido inverso (sustracién) antes de agotar el di-
videndo o sus restos parciales. Un simple contador de vueltas registra las

cifras de dicho cociente.
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ninguno de los dos. ¢ Cémo designarlo? 6.° El conjunto de los sellos que
faltaban a alguno de los dos. ¢ Cémo designarlo? 7.° El conjunto de los
sellos que faltan a la colecciédn reunida. ;Cémo designarlo? 8.° El de los
sellos que faltan en la coleccidén de los repetidos. § Cémo designarlo?
Comiparar 5 y 7. Comparar 6 y 8. Deducir las leyes formales de la suma
o reunién y del producto o interseccién de coleccionés complementarias :

(A+Ly=A.L; (A.L) =A + 1

Roberto tiene también una coleccién que refine con las precedentes.
Esquema de esta reunién en el tablero. Esquema del conjunto de sellos
comunes a las tres colecciones (interseccién). Comprobar el cardcter aso-
ciativo y conmutativo de las reuniones y de las intersecciones,

Comprobacién de la propiedad distributiva de cada una de estas ope-
raciones respecto a la otra (ver esquemas en el tablero) :

'(A +:L) . R - (A . R) + _{LI.'R}- (A, L) + R‘_: (A"+‘ R')_‘__(L_+ R)

Si el con]uuta de todos los sellos del mundo se representa pm «ln y el
con]unto nulo por «On, escribir los %egundos nuembros de '

A+A= A.A= . A+A-= TALAY
A+1= A l= . A+0= _A._O.—

~ Encontrar las porciones que interpretan A L7 y A’ L; escubu' el
complemento de su suma A . L+ AL, e 111terp1etmlo en el tablero

Nora —-En esta leccidn lucuno% uso de la notacmn de suma ¥ producto
para las operaciones de unién y de inlerseccién a efectos dlddICUCO.a_\de coln-
paracién con las propiedades de la suma y productﬁ: del :’d_gebra' ordinaria.
Pero sabidd es que.las notaciones corrientes en Algebra de conjuntos son U
para la unién de conjuntos, [} para la interseccién y C para el compie-

mento.



§ 13. SOBRE PERMUTACIONES

Al hablar a los nifios de la propiedad conmutativa de la suma, en el
primer curso de Bachillerato, varias veces he prgpuesto como ejeicicio or-
denar de todos los modos posibles tres sumandos de una_ suma, y he po-
dido notar que casi todos aciertan en la formacién de las seis permutacio-
res posibles; pero no falta, ademés, quienes las forman sistemdaticamente,
mejor diria reductivamente, colocando en el primer Ingar cada uno de los
sumandos y permutando luego los otros dos. Es curioso consignar el hecho
de que tales nifios (los menos), al preguntarles sobre la seguridad de
sus soluciones sisteméticas, no vacilan en afirmar que no les falta ninguna
nueva ordenacién y que tampoco han repetido ninguna; mientras los que
han procedido por tanteos dudan, vuelven a comprobar, a veces afaden
permutaciones ya consideradas, etc.; y se ha dadc; el caso de resolver la
duda ideando i)ara ello un proceso sistemdtico no seguido espontineamente
" en el primer intento. '

Estas observaciones me indujeron a repetir y a prolongar la experiencia
formulédndola en su pura esencia combinatoria, es decir, sin manejar datos
numéricos ni operaciones con ellos. Se trata, por ejemplo, de formar con
lapices o tizas de color todas las banderas posibles de franjas verticales,
empezando con sélo dos colores, amarillo y blanco, por ejemplo. Los alum-
nos pintan las dos banderas ficilmente, que luego se designan abreviada-
mente ab y ba, utilizando las iniciales de las palabras que designan los
colores amarillo y blanco. )

Adiadiendo otro color designado por ¢ (inicial de colorado), ¢cudles
seran ahora las banderas posibles con los tres colores a, b, ¢? Les indico
gue escriban la designacién de las banderas unas debajo de las otras, en
colummna, y he aqui reproducidas algunas soluciones de los nifios (de diez
a once afios) :

-~
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1.2 abe 2.2 ahe 3.2 abe 43 bhac 52 bac 6.0 abce
cha cab bea abc cab ach
bea bac cba cab abe bac
cab cha cab cha cba bea
bac ach ach bea bea cab
bea bea bac ach ach cha
ach
cba

Ia primera solucién fué corregida por el propio alumno en cuanto for-
mulé la pregunta si tenfa la seguridad de no haber repetido alguna ban-
dera. En la solucién quinta se aprecia el método seguido de dejar en cada
dos consecutivas el mismo color central invirtiendo el sentido de ordena-
cién. Tanto este nifio como el de la solucién sexta afirmaron estar seguros
de haber puesto todas las soluciones sin repetir ninguna. El nifio de Ia
solucién cuarta rectificé siguiendo la solucién sexta en cuanto se le inqui-
ri6 tal seguridad, «¢{Por qué estds seguro ahora y no antes? Explicalo a
tus compaiieros.» Con ello aprecian todos la ventaja de seguir un método.

Hago intervenir ahora otro color, que designo por d (sin preocuparme
va de que responda a la inicial de nombre de color, lo que los nifios acep-
tan sin dificultad alguna). El método. que un alumnc explicé para tres
cunde ripidamente v va todos van formando las permutaciones que emi-
piezan por a, luego las que empiezan por b, etc. En este punto pregunto
si me pueden anticipar cudntas banderas distintas llegarin a obtener. Fl
alumno de la solucién sexta no tarda en decirme al oido: «Dieciochon, ¥
tras breve pausa : «No, veinticuatro.» Espero a que los demés.vayan forman-
do las permutaciones, para preguntar al final: «;Cémo. pudo adivinar
vuestro compafiero que serfan veinticuatro antes de concluir de hacerlas?»
«¢ Culntas empiezan con el color a?» «; Por qué son seis?» «¢ Cudntas em-
piezan por b?» «{Culntos grupos de seis formamos asi?»

- Continfio: «V con cinco colores a, b, ¢, d, e, ¢ cudntas banderas pue-
den formarse ?» «¢Cuéntas empiezan por a?» «; Y por b?» «{Culntos gru-
pos de veinticuatro tendremos?» «; Cuédntas en total ?» «¢ 'V cudntas bande-
ras se podran formar con seis colores?» Al llegar a este punto la genera-
lizacién inductiva suele alcanzarse ya, con gran alegria de los pequeiios,
quienes calculan incluso mentalmente las sucesivas factoriales de 6, de 7
v hasta de 8.

Vario de imagen concreta: «¢Quién me sabe decir ahora de cuintas
crdenaciones diferentes pueden sentarse ocho personas alrededor de una
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mesa? ;Y siete? ¢ Y seis?» Les digo que estas ordenaciones se llaman per-
mutaciones y su namero se designa 2!, 3!, 4!, 5!... Hago resumir ei
cuadro de valores obtenidos hasta 8 . «i Qué operacién hemos hecho cada
vez?» «i Qué producto define 3!? Dejadlo indicado. ¢ Qué habrd que ha-
cer con él para obtener 4!? Dejadlo indicado. ¢Quién me sabe escribir
directamente el producto que define 5!? (VY los que definen 6!, 71, 81,
9!1%» . '
Algunas veces he terminado la experiencia proponiéndoles {(con la fina-
lidad apuntada en la leccién sexta) el siguiente problema: «Nueve per-
sonas quieren sentarse de todos los modos posibles alrededor de una mesa.
En cada minuto se sientan de cuatro modos diferentes. ¢ Cuintas semanas
tardarian actuando dia y noche?» )

Pero antes es conveniente prepararles con alg@in ejercicio previo sen-
cillo, como, por ejemplo: «Si el producto 120 . 8 lo dividis por 8, ¢(qué
obtendréis? Si el producto 8. 120 lo dividis por 8, {qué obtendréis? Si
el producto 4.5 .11 lo dividis por 4, iqué quedara? ;Y si lo dividis
por 5? ¢V si lo dividis por 20? § Qué quedara después de dividir 2.8 .5 .
.6 .11 por 6? ¢V per 10? ¢ Y por 60?» :

Con estos ejercicios previos se conduce ficilmente la rapida solucién
del problema planteado, que los nifios se sienten tentados de resolver cal-
culando, ante todo, el producto ’

2.3.4.5.6.7.8.9

que da el niimero de ordenaciones posibles, y dividiéndolo luego sucesiva-
mente por 4, por 60, ete. «No multipliquéis todavia. Dejad el producto
indicado, Si nos dicen que forman cuatro permutaciones en cada minuto,
é cuAntos minutos tardaran? ;Cémo efectuar la divisién por 4?» Los nifios
tachan el 4 del producto indicado. «¢ Cudntos minutos tiene la hora? { Cémo
obtendremos las horas que tardarfan? §Cdémo dividiremos por 60? Hste
resultado es el nmero de horas. § Cémo obtendremos el ntimero de dfas?
¢ Cémo dividiremos por 24? ¢Cémo obtendremos, finalmente, el nfimero
de semanas? ;Qué resultado da?» Los mismos nifios han ido tachando
sucesivamente los factores hasta quedar reducido el producto al factor 9.
Resultado : 9 semanas. «; Habriais terminado tan pronto si hubierais efec-
tuado el producto en vez de dejarlo indicado ?»

-,
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CTRO PROCEDIMIENTO DIDACTICO SOBRE EL MISMO TEMA

'Fl empleo de colores, letras u otros simbolos tiene la ventaja ‘de que
se pueden repetir éstos cuantas veces se quiera y, en consecuencia, se
pueden tener simultdneamente presentes todas las permutaciones forma-
das, lo que invita al método esponténeo de formarlas colocando sucesiva-
mente en primer lugar cada uno de los sfmbolos, constituyéndose asi gru-
pos afines que facilitan el recuento. Pero cabe también personificar los-
clementos mediante los propios alumnos, y realizar las permutaciones po- -
sibles con dos de ellos, con tres, con cuatro..., v asi sucesivamente. La
dinidmica formativa cambia entonces instintivamente de procedﬁniento comn
la agregacién de alumnos. Estos, al buscar sus posibles colocaciones, en
los grupos precedentes, sugieren una nueva ley de formacién, que se ge-
neraliza con igual o mayor rapidez.

Puede organizarse la leccién en forma de juego del siguiente modo :
Colocado con mis alumnos frente a un banco, ordeno que se sienten en él
dos alumnos vy pregunto de cuintos modos se pueden ordenar. Lo hacen.
Sentados en una de las dos ordenaciones invito a un tercer alumno a que
se siente con ellos y que lo haga de todos los modos posibles. «J¥n cuin-
tos lugares te puedes sentar?» Se coloca antes y después de la pareja.
-«¢No puedes sentarte de otro modo?» No falta entre los presentes quien
indica que puede sentarse también en medio de ellos. «FEstando como estan
los dos anteriores, {de cudntas maneras puede, pues, agregarse a ellos el
tercero?» De tres. «iV de cudntas maneras podia ordenarse la pareja
anterior ?» De dos. «De cuéntas maneras diferentes pueden ordenarse los
tres?» Luego de ligeras vacilaciones, complementando el razonamiento
con la accién si es preciso, dicen: «De seis.» En una de estas ordenacio-
nes de tres agrego un cuarto alummno y le pregunto : uéDe'cuéntas ma-
neras puedes agregarte td a este grupo de tres, sin que ‘ellos se cambien
entre si?» Cuenta los huecos y los extremos y dice sin vacilar : ‘«De cuatro.»
«;V de cuintas maneras hemos dicho que podfan cambiarse entre si los
tres ?» Entonces, ; de cu4ntas maneras os podéis colocar en total los cuatro ?»
No tardan en acertar : «De veinticuatro.» «En cada una de estas maneras
de sentarse los cuatro, ¢de cuintas maneras puedes agregarte tG? (sefia-
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lando un gquinto alumno)» «{De cuantas maneras pueden, pues, sentarse
cinco :a.lumﬁos en el banco.» La solucién 120 ha sido dada casi instanta- -
neamente por un alumno de los presentes. Desde este momento la inditc-
<ién ha sido alcanzada y los caleulos se contintian sin dificultad mental-
mente, como en la experiencia anterior.



§ 14. INICIACION A LAS SIMETRIAS EN EI. PLANO !

Un comentarioc al paso sobre las distintas posibilidades de colocacién
en su hueco de una loseta, cuadrada o exagonal, lisa, sin dibujos, me
sugirié una leccién de caracter euristico sobre la iniciacién a las propie-
dades de las simetrias en el plano, entre nifios de primer curso.

¥l material empleado no puede ser mis sencillo: De un simple trozo
de cartén o placa de madera se recortan diversas formas geométricas, como

las indicadas en la figura. Los mismos nifios pueden ayudar a dibujar y
a practicar los cortes, cuando se efectfia el modelo en cartulina. Conviene
un juego de cartulina, cartén o placa, con sus huecos y las figuras recor-
tadas correspondientes a ellos, para cada alumno o grupo de dos o tres,
con objeto' de que todos ellos tengan posibilidades de manipular.

Distribuidos los cartones y echadas en montén las figuras recortadas,

los huecos parecen atraerlas, v los nifios se dedican inmediatamente a re-

1 Esta leccién fué presentada en la NIX Conferencia Internacional de Instruccién
Phblica organizada en 1956 por la UNESCO y por la Oficina Internacional de Edu-
cacién, y fué publicada en la Revista «Archimeder con el titulo «Una lezione attiva
sull’iniziazione alle simmetrie nel pianos, afio VIII, niim. 4-5. La presente versién
se amplia con resultados de experiencias posieriores.

24
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llenar cada hueco con la figura correspondiente, sin necesidad de indi-
carlo expresamente, La bisqueda de las figuras origina preguntas y rue-
gos entre ellos: «¢'Tienes el trapecio? Acércame el cuadrado...», las cua-
les me permiten iniciar el didlogo con todos para precisar la nomenclatura
de las figuras (que suelen ya conocer). Se establecen, con tal motivo, las
distinciones entre los tres tridngulos: isésceles (1), equilatero (7) y esca-
leno*(5), as{ como entre el rombo (2), el paralelogramo (8), el rectangu-
lo (8) v el trapecio (10).

". El encaje de piezas planas (de planchas de hierro) en sus huecos fué
un héabil recurso utilizado por Maria Montessori para que los pérvulos
asocien, jugando, la forma de las figuras con su percepcién visual y hasta
tactil (haciéndoles operar a ciegas). Proponemos aqui el empleo de esta
actividad; afios mas tarde, en un sentido mucho mais amplio, como di-
namismo creador de las nociones de simetria, para lo cual no sirve ya el
material Montessori, no tanto por la limitada seleccién-de formas, sino
por la imposibilidad. de inversién de cara, operacién esencial en la génesis
del concepto de simetria con respecto a un eje. (Las plaquetas Montes-
sori llevan un botoncito adherido a una cara para su méas cémoda mani-
pulacién, botén que constituiria ‘aquf un impedimento.)

SIMETRIAS CON RESPECTO A UN EJE

La actividad investigadora de los nifios se inicia con la pregunta :

«¢ De cuintas maneras puede colocarse el tridngulo isbésceles en su
hueco ?»

La respuesta y manipulacién consiguiente les resulta facil: «De dosn,
y ponen tan pronto una como la otra cara encima, Entonces llamamos
(provisionalmente) simétricas todas las figuras planas que pueden colocar-
se de dos maneras en su hueco, cambiando de cara. «i Fxisten otras figu-
ras simétricas en el juego?» ILas analizan fécilmente;'-\Todas resultan si-
métricas, menos el paralelogramo y el tridngulo escaleno.

Una vez efectuada por ellos esta investigacién previa, les rido que
me dibujen en su cuaderno figuras simétricas més complicadas, libreimnen-
te. A continuacién reproduzco algunas de las muchas figuras que dibu-
jaron {la fantasia de los nifios es inagotable; ademis de las que aqui .
reproducimos, dibujaron 4rboles, puertas, ventanas, estrellas, hojas, mari-
posas, ete.}. :
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‘Por 'mi ‘parte, les presento un monigote simétrico de papel recortade
de una cuartilla plegada y les pregunto cémo he acertado a hacerlo tan
perfectzmente simétrico, Descubren el doblez v recortan otros del nnsmo

T

modo. Este doblez da la nocién de eje de simelria, v la
figura se llamari desde ahora simétrica respecto de dicho
cje. «Seiialadme los ejes de simetria de las figuras que
antes habéis dibujado.‘n Lo hacen facilmente, y entonces
descubren que algunas tienen mds de un eje de simetria.
«i Cuales son las figuras del juego que tienen tam-
bién més de un eje de simetria?» Después de animada
discusién, las descubren y van sefialando los ejes que en-
cuentran. «¢ Cuantos ejes de simetria tiene el tridngulo equilatero? ; Cuan-

tos el cuadrado? ¢ Cuantos el exdgono regular? ;Cudntos ejes de simetria
tiene el circulo? (Se pueden contar?»

Muchos ejercicios e ideas derivadas pueden intercalarse agui, si se de-
sea, sobre el manejo de ejes de simetria. Por ejemplo: indicar letras
del alfabeto con un eje, con dos ejes de simetria; forma que tendrid la
figura obtenida por un corte practicado en una cuartilla doblemente ple-
gada (con dos dobleces perpendlculares} dibujar dicha figura antes de
desdoblar la cuartilla, ete.

Pero es conveniente llevar en este momento la accién al encerado para
cnltivar la intuicién de la simetria de elementos geométricos mediante el
siguiente dinamismo : Empiezo trazando un eje vertical v un punto A
exterior a ¢él. «Si en este punto A cae el pulgar de la mano derecha de
un imonigote simétrico con respecto al eje trazado, ¢ddnde caerd el pul-
gar de la mano izquierda?» No les cuesta dificultad sefialurlo a ojo, con
aproximacién satisfactoria. La -dificultad empieza a presentarse cuande
repito el ejercicio inclinando el eje. Es frecuente que algunos alumnos
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intenten situar también ahora la mano simétrica en una misma horizon-
tal, tal es la persistencia implicita de la nocién de verticalidad del hom-
bre. «Pensad que un monigote puede tomar muchas posiciones y adver-
tid cémo he marcado su eje.» No les cuesta gran trabajo rectificar, y
entonces se precisa v se discute la mayor o menor inclinacién de la linea
de referencia sobre la que se situari el punto simétrico y la distancia del
mismo al eje, hasta explicar en forma precisa y concreta, con la inter-
vencién de todos, la posicién de dicho punto simétrico. Es curioso com-
probar una vez mis que la mayor dificultad en estas edades no es tanto
intuir la verdad como adquirir consciencia de ella y lograr expresarla.
Se cousigna en los cuadernos que «Dos puntos simétricos respecto de n
eje estdn en una misma perpendicular a él y a igual distancian,

Un juego muy interesante, desde el punto de vista formativo de la
intuicién de simetrias y que suele divertirles mucho, es el siguiente: Se-

faladc un eje vertical en el encerado, sitiio
un alumno a su derecha y otro a su izquier-
da, y propongo a uno de ellos que dibuje
libremente v poco a poco una figura de tra-
zos rectilineos, ordenando al otro que vaya
dibujando la figura simétrica. Cuando com-
pruebo que lo sabe hacer sin errores de con-
cepto (aunque con la inevitable torpeza de
movimientos) invierto los papeles, de modo
que sea ¢l quien conduzca la accién para que
el otro regule los moviinier_ltos simétricos. A
lo largo de este juego nueden surgir los co-
mentarios instructivos sobre la igualdad de
- longitudes y angulos simétricos. «Si el ope-
rador que «manda» cruza el eje, {qué hara
el otro?» (Eje como lugar de puntos dobles en la simetria.)

Si el operador que «mandan es el propio profesor, puede conducir
la actividad del nific que le hace réplica con miras a la més ripida ex-
plicitacién de las propiedades de la simetria, al tiempo que estudia y ana-
liza las reacciones del nifio que le sigue y de la clase entera. Es impor-
tante cruzar el eje de simetria; cuando el compafiero ‘de juego se da
cuenta de tal intencién acelera su trazado para concurrir 'en el eje si-
multineamente. Latente estd, pues, la intuicién de que el eje es el lugar
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de puntos dobles, Trazado un dibujo como el que la figura indica, la
réplica fue correcta (salvo las naturales imperfecciones del trazado a pul-
so0), como asimismo fueron correctas la contestaciones a las siguientes pre-
guntas (pese a su enuunciacién capciosa y a las imperfecciones de disefio
mencionadas) : _

wi Qué segmento es mayor, el a o el @ ?» «;Qué 4dngulo es mayor el
e 0 el e’ ?» «iQué podemos decir de los segmentos simétricos?n «Idem
de los 4Angulos simétricos.» «S1 una recta
es paralela al eje, ¢qué podemos decir de
la simétrica?» «Si dos rectas simétricas no

son paralelas, ¢dénde se cortan?» «Y si
una recta es perpendicular al ¢je, jcudl es
su simétrica?» No ha costado trabajo a los
nifios responder que «ella misman. Con el
trazado han adquirido la intuicién de la
existencia de rectas dobles perpendiculares
al eje.

Sefialo aliora dos puntos simétricos O
¥y O’ ¥ manipulo con un cordel como si
me dispusiera a trazar una circunferencia

de centro O, pero sin ilegar a trazarla. Pre-

gunto si han adivinado lo que voy a dibujar v quién es capaz de dlbu-
jarme la circunferencia simétrica. Inmediatamente wn -nifio ha cogido otro
cordel, lo ha ajustado al mio para igualar su radio, v se disponhe a tra-
zarla. Le interrumpo y antes de trazar una y otra circunferencia pre-
gunto a la clase donde se cortardn. La respuesta es inmediata: «En el
eje.» Entonces borro dicho eje v pregunto cémo podriamos reconstruirlo.
Las cirennferencias son trazadas inmediatamente y unidos los puntos de
interseccién. En esta forma enlazo las propiedades de la simetria con
las construcciones clisicas de trazado de mediatrices, perpendiculares, bi-
sectrices, ... con regla y compés. Por cierto que al sefialar en una cuar-
tilla dos puntos A y A’, diciendo que son simétricos, v al preguntar
«; Dénde estd su mediatriz o eje de simetria?», no ha faltado un chiqui-
llo avispado que ha resuelto instantineamente la cuestidon plegando la
cuartilla en forma de que guedaran superpuestos A v A’
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SIMETRIAS CON RESPECTO A UN CENTRO

La forma de conducir la actividad anterior sugerird ficilmente al lec-
tor, sin necesidad de fatigarle con mas detalles, el modo de iniciar el con-
cepto de simetria respecto a un punto y sus propiedades. Se puede partir
ahora de la colocacién del paralelogramo (3) en su hueco (Gnica de Ias
figuras del juego que tiene simetria central, sin tenerla axial). «iDe cuan-
tas maneras se le puede colocar?» También de ‘dos, pero con la diferencia
de que ahora no se puede cambiar de cara. Se comparan las dos coloca-
ciones posibles y se pregunta: «¢Qué movimiento hay que dar a la figu-
ra para pasar de una colocacién a la otra?» El giro de media vuelta, o
180 grados, alrededor de un punto (punto de interseccién de las diago-
nales en el paralelogramo) se Hama simetria respecto de este punto como
ceniro, «iQué otras figuras hay en el juego que sean simétricas respec-
to de un centro, y dénde esta colocado dicho centro?» «Indicar y dibu-
iar letras simétricas respecto de un centro.»

Dinamismo en el encerado sobre simetrias respecto a centros, andlo-
go al dinamismo anterior. Situacién de puntos simétricos. Se presentan
ciertamente dificultades para concebir ahora y realizar los movimientos
simétricos respecto de un centro, por la poderosa influencia de la sime-
tria anterior. Pero esta misma dificultad tiene la contrapartida; ventajosa
desde el punto de vista didActico, de estructurar de un modo eficaz y
profundo (puesto que en esta toma de conciencia participan simultinea-
mente los sistemas visual y motor) la diferencia entre las dos clases de
simetria, Me resulté particularmente digno de notar la facilidad con la
que descubrieron el paralelismo de las rectas simétricas.

Nora,—Al comentar con alummnos universitarios, presentes en tal ex-
periencia didActica, Ja facilidad con que son intuidas las propiedades de
las simetrias pof los nifios, en contraste con las dificultades que parecen
hallar alumnos mayores educados al modo clasico, les propuse la expli-
cacién psicolégica siguiente, que parece natural: Originariamente toda
simetria es una estructura sintética global de la que adquirimos cons-
ciencia antes que de la simetria entre elementos, El método clasico de
empezar definiendo la simetria entre puntos para ascender de ella a la
simetria entre figuras, es contrario a la génesis auténtica de la intuicién
de simetria, y constituye un ejemplo mis de lo discutible que es el afo-
rismo pedagégico de que la mente procede de lo simple a lo complejo.
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«Lo simple», en este caso el punto, es, por el contrario, una abstraccidn,
a la que se llega a través de lo complejo, la figura, Asi se explica ei
proceder de algunos niflos que para hallar el punto simétrico de uno dado
respecto dé un eje forman un tridngulo con vértice en el puntc y base
en el eje y construyen luego el tridngulo simétrico; en una palabra, su-
mergen el punto en una figura para hallar el punto correspondiente de
la figura simétrica. Lo did4ctico no es, pues, empezar definiendo la si-
metria entre puntos, sino cultivar directamente la simetria en figuras‘
v entre figuras, como hemos hecho, organizando estructuralmente sus
propiedades en la mente del nifio, ¥y haciendo tomar consciencia de ellas
por un anélisis estimulante de la situacién.



‘§ 15. SITUACIONES DIDACTICAS OBTENIDAS POR PLEGADO

Como acabamos de ver, el plegado de una hoja de papel es una ope-
racién que permite materializar la simetria de un plano respecto a un eje,
constituyendo un eficaz recurso para la verifica-
cién de sus propiedades. Esta simetria puede, asi-
mismo, realizarse directamente mediante la lAmi-
I na de vidrio vertical, con borde rectilineo, como
espejo transparente, descrita en el capitulo ante-

rior. Vimos alli cu4n interesantes construcciones

podian realizarse haciendo wuso oportuno de las

construcciones de simetria. No insistiremos aqui nuevamente sobre esa gco-
metria fundada en las operaciones de simetria,

Pero el plegado del papel puede ser utilizado también como ilustracién

concreta de varias leves del Algebra, de la Geometria, de la Trigonome-

1 2
b ab I'b
o ] [
1
| /4
|
a aa }dé
I
] =2

tria, etc. Presentamos algunos ejemplos obtenidos plegando hojas cuadra-
das y rectangulares.

I) (@+b)(c+d)=ac+bc+ad+5bd
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"I (a4 B =a*+b*+2ab
IIT) (a— b)* + 2ab—b* =a°

¢ ac | be | ¢?

- - — — = — e

bl ab | bk

{ - — mem———- 1___1___

bl fx % Y |

' I

2 . i o : oy ba a at :aé Ic:*c
1 I | |
i i | | h

x q ¥ a b c

IV) @+ b (x+2y)=ax+bx+2av + 2Ly
V) (a+b+c¥=0a"+0"+c" +2ab+2ac+2bc

E] modelo VI nos ofrece una ilustracién del teorema de Pitdgoras, en
la forma (b + ¢)* —2b¢ = a* y también de la relacién (b + ¢)* —
—4bc=(b—c)

El plegado del papel triangular (modelo VII) sugiere varias cuestiones :
1.* Cilculo de los dngulos de los tridngulos obtenidos por plegado.
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2.* Comparacién de las 4reas de los tridngulos CPA v CPB (i : n an-
tes; a: b, después del plegado). De donde, m: n = a: b (Teor. de la
bisectriz).

3.* Comprobar que la division CA’'MB es arménica (m: n = p: g =
= a: b).

4.* Demostracién tel teorema de las tangentes

1
tg — (A — B)
2 v a b a+ b a+ b
1 s P q P+ q a—2b
te — (A + B)
2

El modelo VIII, pentiagono regular obtenido por plegado, permite ob-
servar por transparencia los tridngulos semejantes isosceles formados p_br
las diagonales y los lados (dngulos de 36°, 72° 108°). Esta semejanza per-
mite deducir que el lado es la seccidn durea de la diagonal.

El hecho de que este nudo dé un pentigono regular se desprende de
las simetrias del plegado. Los 4ungulos contiguos a cada lado deben ser
iguales, por ser alternos internos entre los bordes paralelos de la banda al
desdoblar. Pero también dos dobleces consecutivos son simétricos (con eje
normal a la banda) por verificar ambos una misma condicién (el borde in-
ferior, después de cada doblez, tiene que pasar por el punto del otro doblez
en el borde superior), De estas simetrias resulta la' igualdad de los cinco 4n-
gulos, v, por consiguiente, también de los cinco.lados (secciones igualmen-
te inclinadas de la misma banda). ' '
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He aqui cémo conduje el descubrimiento intuitivo de dichas propieda-
les. Al partir de la posicién de equidistancia, la hipérbola sc transforma
:n recta bisectriz de los dos ramales (radios vectores). El movimiento del
»unto al engendrar la elipse partiendo de la misma posicién es de direc-
vion perpendicular en este punto a la anterior direccién. Pero, «/y en otra
sosicién cnalquiera en la que los radios vectores sean distintos?» Hago
sujetar el punto F’’ del ramal més largo situado a una distancia del punto
zenerador igual al ramal mas corto v pregunto: «Operando a ciegas, /1u0-
rariamos en seguida el cambio del segundo punto fijo (foco) sobre el radio
vector ?» El término en seguida lleva implicita la nocién de infinitésimo
v, aungue parezca escandaloso para una mentalidad rigurosa, es suficien-
te para sugerir que no se nota el cambio de
direccién en el instante inicial. También pue-
de emplearse si se quicre la locucidn, menos
aconsejable, wen el primer instante», qtic ca-
rece de sentido matematico, pero que tienc
sentido intuitivo suficiente para ellos. Si la
contestacién se resiste, se hace la expericicia
cambiando el radio en una circunferencia tra-
zada asimismo a cordel, Es curioso consignar
aqui el hecho de que, repetida la experiencia v la pregunta con alumnos
auténticamente ciegos, la interpretaron y contestaron correctamenfe de
modo inmediato.

Abreviando : Si las direcciones iniciales de los arcos de la elipse y de la
hipérbola trazados no varian al desplazar un foco a lo largo del radio vee-
tor, basta imaginar igualados en todo momento ambos radios vectores
para concluir que las tangentes siguen siendo Ias hisectrices de los angulos

cualquiera que sea la posicién de partida, la elipse v la hipérbola, traza-
das con ambos modos de generacién, son ortogonales entre sf. Natural-
mente que no pretendemos reemplazar con estas consideraciones intuiti-

formados por tales radios y sus prolongaciones, ¥ que, por consiguiente,

vas la demostracién rigurosa de la propiedad, cuya necesidaé puede surgir
como consecuencia del descubrimiento. Cambiando Ia longitud del cordel,
asf como del punto de partida, podemos obtener de este modo los dos ha-
ces de elipses e hipérbolas homofocales ortogonales.

Estos trazados nos sugirieron mas tarde la realizacién de un apara-
tito muy sencillo que permite Ja variacién de los pardmetros a voluntad






§ 17. POSICIONES DE RECTAS Y DE PLANOS

En el capitulo V hemos insistido en la conveniencia de fomentar la
intuicién directa de las propiedades del espacio euclideo antes de pro-
ceder a sun organizacién deductiva, muy especialmente en lo que se re-
fiere a Ia geometria del espacio. Descr1b1mos a continuacién un modo de
condumr la actividad euristica de una clase con alummnos de segundo cu1-
so de Bachillerato para iniciarles en las propiedades de 1nc1denc1’1 parale-
lismo y perpendicularidad entre rectas y planos en el espacio’

~ Materializamos las rectas mediante agujas de tricotar y los planos me-
.c_liante carpetas de cartén, corrientes en las papelerias, v también mediante
algunos trozos sueltos de cartén plano de contorno irregular. Hemos ele-
gido material usual barato v manipulable para hacer intervenir el gesto
y el movimiento en las adquisiciones de conciencia de las propiedades es-
paciales. Reparto, pues, carpetas, cartones y agujas entre los nifios, y co-
mienzan las preguntas y la accién.

INCIDENCIA

1. «iQuién ha visto un plano completo? Los cartones v las carpeta.%
que os he dado, (representan planos completos o trozos de plano?» (N nér
hay que forzar las respuestas, sino dejar que entre los mismos nifios las
comenten y las vayan rectificando y ajustando al resultado de los comen-
tarios.) «La superficie de la mesa, la carpeta v el trozo de cartén que hay
sobre ella ¢son planns distintos o trozos distintos de un mismo plano?
Colocando dos mesas una al lado de otra, ;sus superficies son planos di:s_;

1 En lineas generales esta experiencia coincide con la descrita en el librito sobre
Diddctica Malecmdiica enristica (leccion 24), repetidamente citado ; pero después de
introducir algunas variaciones, especialmente la de representar los planos no sélo
por carpetas, sino también mediantz trozos irregulares de cartén plano, con objeto
de neutralizar, cnando es preciso, algunas sugestiones inconvenientes de los bordes
rectilineos.



‘384 MUESTRAS DE ENSENANZA EURTSTICA

‘tintos o trozos distintos de un mismo plano? ;Y si las separdis? ¢ Varia
-e! plano al correr la mesa? § Podéis prolongarme este trozo de plano (pre-
-sentando en el aire una carpeta horizontal) con vuestras carpetas v carto-
nes? ¢ Estdn todas en un mismo plano? ;Podéis separarlas sin que dejen
-de estarlo? MAs separadas a(n, ;dénde termina el plano?»

2. Anilogo juego con las agujas, empezando por la pregunta: «Cada
aguja §representa una recta o un segmento?», v concluyendo: «iDoénde
termina la recta?»

3. «¢Quién ha visto un punto? ¢ Cuintos puntos hay en una recta?
¢Y en un plano? Sefialadme un punto en las agujas que os he dado, v en
las carpetas v cartones. Con las puntas de las agujas sefialadme tres puiltos
gue no estén en linea recta. Ahora sefialad dos puntos que no estén en
linea recta. (Tras un momento de perplejidad afirman que no puede ha-
cerse.) Entonces, idos puntos estan siempre en linea recta? ;Y cudntas
‘rectas pasan por estos dos puntos?»

4. «Sefialadme cuatro puntos que no estén en un mismo plaﬁo. Se-
fialadme tres puntos que no estén en linea recta y que tampoco estén en
tn mismo plano. ( No es posible? LEntonces, ;cuantos planos pasan por
estos tres puntos? ¢ Y si los tres puntos estdn en linea recta?»

5. «Colocadme una recta y un punto fuera de ella, de tal modo que no
estén en un mismo plano.» Los mismos nifios manifiestan la imposibili-
dad. «;Cuéntos planos pasan por una recta dada? ;Y por una recta y
un punto fuera de ella?y

6. «Colocadme una recta y un plano de manera que tengan un solo
punto comtn.» Los nifios suelen apoyar la aguja en la carpeta, Entonces
separo la aguja, deslizidndola sobre si mismma, y pregunto: «;VY ahora si-
guen teniendo un punto coman? ( Termina la recta en algiin punto? ¢ Tie-
ne la recta puntos del otro lado del plano? Colocadme una recta ¥ un pla-
no de modo que no tengan ningdn punto comtn. Diremos que son parcle-
las. (Tiene ahora la recta puntos a distinto lado del plano? ;Podéis
.colocarme una recta de modo que tenga dos puntos, y sélo estos dos puntos
comunes con el plano? ; Qué le pasa, pues, a una recta que tiene dos pun-
tos en un plano ?» _

7. «Colocadme dos planos de modo que no tengan ningéin punto co-
mnn. Diremos cue son paralelos. Colocadime dos planos de modo que ten-
gan un punto comin y nada mds que este punto. ¢ Es posible? ¢ Dénde
termina cada planc? El plano de la carpeta apovada por un punto en otro
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(ver.figura), ¢tiene puntos del otro lado de éste? ¢'Tiene otros puntos
comunes con éste? ¢ Dénde estin?» (En caso necesario se puede abreviar
la perplejidad girando la carpeta en su propio plano alrededor del vértice
de contacto hasta que se apoye por todo un borde.) «¢Esta la carpeta en
el mismo plano de antes? ¢ Qué tiene de comiin con el otro plano? ;i Coémo
enunciaremos este descubrimiento ?» (Puede aiia-

dirse. aqui, si se desea, la nocién de semiplano,

como antes pudo afiadirse la de semirrecta.)

8. «Colocad dos rectas que se corten.» Los e
nifios suelen colocar las agujas secantes o inci-
dentes en un extremo comun. Entonces las sepa- 'L
ro, manteniéndolas coplanarias sin que dejen de y
converger ostensiblemente, y pregunto: «V aho-
ra, ¢siguen cortandose? ¢ Est4n ambas rectas en un mismo plano? ;Po-
déis colocar estas dos rectas de modo que sean paralelas? ; Estan en un mis-
mo plano? ; Podéis colocar las dos rectas de modo aue no se corten ni
sean paralelas? ;Estdn entonces en un mismo plano? Se les da el nombre
de rectas cruzadas. Sefialadme rectas cruzadas en esta habitacién. ¢ Qué
podéis decir de dos rectas que no estin en un mismo plano? ¢Pueden
=er paralelas? ¢ Pueden cortarse? Colocad vuestras rectas de modo que
se crucen con la mia. Colocad vuestras rectas de modo que se corten con
la mia.» '

9. «Colocadme tres rectas de modo que cada una de ellas corte a las
otras dos.n Los nifios -suelen colocarlas formando tridngulo, es decir, en
un plano. Entonces les repito la cuestién afiadiendo la condicién de gque
no estén las tres rectas en un mismo plano. (La observacién de los titu-
heos suele ser muy instructiva.) Algn nifio suele acertar colocando las
tres agujas concurrentes en un vértice, formando triedro.

PARALELISMO

- 10. «Colocadme una carpeta ¥ un cartén de modo que sus planos sean
paralelos. Colocadine vuestra carpeta paralela a mi cartén. Vuestro carton
paralelo a2 mi cartén. Vuestra carpeta paralela a mi carpeta.» Los nifios
suelen colocar no sélo paralelos los planos, sino también los bordes, de
mo_dd que al girar en su plano mi carpeta, hacen intencién de girar tam-
bién la suva. Entonces tapo la carpeta con un trozo de cartén de borde

25
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16, «Colocad vuestros planos perpendiculares a mi recta. §Cuantos
de ellos se pueden trazar por un punto?» .

17. «Colocad vuestro plano perpendicular al mio. ¢Cuéntos podéis
trazar por un punto?» ;

18. - «Colocad vuestra recta perpendicular a mi recta. ¢Cuéntas. po-
_déis. trazar por un punto?» Desplazo mi recta paralelamente manteniendo
ellos la perpendicular trazada, de modo que ambas se crucen, y pregun-
to: uéSiguen siendo perbehdiculares?)l De” momento parecen dividirse
las opiniones, pero prevalece el criterio afirmativo. «iCémo sabremos,

" pues, si dos rectas cruzadas son perpendiculares ?»

19. «¢Podéis trazar por una recta cualquiera algin plano vertical?
"1 Cuéntos? V- si la recta es ella misma vertical, { cuédntos planos verticales
nasaran por ella? ¢ Podéis trazar por una recta cualquiera algtin plano per-
pend1cu1ar a mi plano? ;Cuintos? iV si la recta dada es ella ml-ama per-
pendicular a mi plano?»

20.. «Dos rectas perpendiculares a un mismo plano ¢son siempre pa-
ralelas entre si? (Y dos rectas perpendiculares a una misma recta? ¢ Dos
planos" perpendiculares a un mismo plano son siempre paralelos entre si?

"¢V dos planos perpendiculares a una misma recta? Dos rectas verticales,
¢son paralelas? {Y dos horizontales?»

ANGULO Y DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS CRUZADAS

21. Las situaciones y preguntas anteriores acaban de sugerir el des-
.plazamiento paralelo de una de las rectas cruzadas hasta cortar a la otra,
0, lo que es lo mismo, el trazado, -por un punto de una de ellas, de una
paralela a la otra. Esta operacién, si es facilmente asimilada por los alum-
nos, va a consentir la formulacién de. preguntas méis generales y dificiles.

La primera : «; Cémo averiguaremos el dngulo de estas dos rectas cru-
‘zadas?» I,as materializo con dos agujas, Con objeto de poder yo mismo
-intervenir en las manipulaciones de los alumnos, dejo las agujas clavadas
en una base de corcho o de madera,.

22. Ia seginda: «Cémo averiguariamos la distancia entre estas rec-
tas?» Esta distancia puede materializarse mediante una goma tensa entre
las dos agujas. Pero la .imprecision que el mismo rozamiento de la goma
produce invita a precisar en debida forma la posicién de la perpendicu-
lar comtn. Empiezo proponiendo el trazado por cada aguja de un plano






§ 18. VOLUMEN DE PRISMAS ¥ DE PIRAMIDES

La presente leccidén constituye una muestra del uso didictico de los
geoespacios descritos en el capftulo anterior. Empiezo recordando a los
nifios (doce afios) la obtencién del volumen de un ortoedrc o' prisma recto
rectangular. «Si os doy un metro, ¢ cémo hallaréis el 4drea del pavimento
de esta sala? ;Cémo hallaréis su volumen? ;Qué nueva medida habéis
necesitado? ¢ Cémo podéis enunciar la regla para obtener dicho volumen ?»
Enuncian : «El producto-de las tres dimensiones», o también: «Area de
la base por la medida de la altura.» Se razona la equivalencia de ambas
reglas. «Si os digo que esta pared tiene 50 m® y el ancho de la clase es
de 7 metros, jcuil es el volumen? ;Qué cara del prisma ha hecho aho-
ra de base?» '

.

VOLUMEN DE PRISMAS

1, Presento en un geoespacio un modelo de ortoedro, materializan-
do (fig. 1) cuatro de sus aristas paralelas mediante varillas metalicas (agu-
jas de tricotar), y las caras perpendiculares a ellas mediante cortornos rec-
 tangulares de gomas con una pareja de diferente color (amarillo y rojo cada

pareja) en cada cara. Pregunto a los nifios: «¢Qué cuerpo limitan las va-

rillas y las gomas? ; Como obtendriamos su volumen ?» Moviendo el geoes-
pacio acentfio la relatividad de la nocién de base y altura, ya apuntada
en el ejemplo anterior de partida. :

2. Desdoblo ahora, seglin diedros iguales, las parejas de gomas, como
indica la figura 2, de modo gue se han formado dos primas. Uno de base
rectangular, de gomas amarillas, ¥ otro de base paralelogramica, de gomas

“rojas. «¢Cual de los dos prismmas tiene mayor volumen?» Afirman sin ti-
tubear que ambos voltimenes son iguales. «; Por qué?» Ven que para pa-
sar del amarillo al rojo se le agrega un prisma igual al que se le quita
por el otro lado. Y lo mismo les ocurre a las dos bases, que sigiten siendo












394 MUESTRAS DE ENSENANZA EURISTICA

VOLUMEN DE PIRAMIDES -

9. Entrego ahora un geoespacio y gomas coloradas a cada tres alum-
nos y les ordeno que construyan con gomas de un solo color {por ejemplo
amarillo) una pirdmide de base triangular, o tetraedro. '

10. Inmediatamente les propongo que completen sobre cada pirdmide,

_con gomas de otro color (por ejemplo rojo), un prisma triangular con la
misma base ¥ una arisle lateral comiin con la pirdmide (muy interesante
la accién desarrollada y los titubeos y tanteos que implica, especialmente,
la construccién de la base superior}. La equidistribucién de ganchos en los
planos inferior y superior de cada geoespacio facilita poder asegurar la

. igualdad y paralelismo’de los lados de dichas bases. Por otra parte, este
paralelismo se aprecia visualmente con facilidad (las gomas paralelas se
rueden colocar en forma que, coincidan los planos visuales) (ver fig. 7).

11. Tras el cumplimiento de la indicacién anterior pregunto: «§Qué
cuerpo habéis afiadido a la pirdmide inicial (designada ABCD en la figura)

para completar el prisma?» Si 1o aciertan a desig-
A narlo inclino el geoespacio en forma de que la cara
] lateral BCMN "quede horizontal, No tardan en ver
que el cuerpo ABC_I\],[N es una piramide cuadrangu-
lar de vértice en A. «;Sabriais dividirlo en dos pi-
ramides triangulares ? Indicadlo con una goma.» T'ra-
van sin titubear una diagonal de la cara BCMN,
por ejemplo, BM. «;Dénde estd el vértice comin
de estas dos piramides triangulares? ;Cuiles son

D sus bases? ¢Qué son estas bases entre si? ¢Cuél
de estas dos pirdmides tiene volumen mayor?» Di-
cen sin dificultad gue ambos voltmenes son iguales.

'Y no falta quien lo explica en relacién con la pro-
piedad antes establecida sobre equivalencia de pirdmides. '

12. Inclino ahora el modelo de modo que B pase a ser el nuevo vértice
v MAC la nueva base del tetraedro BCMA. v digo que comparen los vo-

lamenes de las dos pirdmides dc vértice B y bases MCA y BCA. Esta se-
gunda piramide es la amarilla primeramente construfda. Dicen sin dificul- -
tad que tambiéu son iguales arubos volimenes. ‘I'enemos, pues, tres piri-
mides de igual volumen, que volvemos a seiialar. (FHa servido de término
comfin’ de comparacién la piramide ABMC que tiene aristas AM, BC.
opuestas en ambas bases del prisma. Su equivalencia con la pirdmide que'

A}
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contiene la base superior resulta de la descomposicién de la pirimide afia-
dida. La equivalencia con la pirdmide inicial resulta tomando las bases
en ¢l plano comfin de la cara lateral del prisma. Sirvan estas indicaciones
al maestro para guiar la comparacién en cada uno de los modelos cons-
truidos por los alumnos.) El prisma ha quedado descompuesto en tres pi-
rimidesde volfimenes iguales, una de ellas la pirAmide inicial. «;Cémo
obtendremos, pues, el volumen de esta pirdmide? *»

13. Indico ahora que formen pirdmides, cuadrangulares, pentagona-
les..., v que las descompongan en pirdmides triangulares por planos diago-
nales (trazando diagonales por un mismo vértice de la base). «j Cémo ob-
tendremos el volumen de cada pirdmide parcial? {Cémo el volumen total ?»

: 1
Se formula la regla general : «El volumen de toda pirdmide es igual a —
del drea de la base por la altura.n =



§ 19. INICIACION A LA FUNCION LINEAL
Y SU REPRESENTACION GRAFICA-

Preocupa hoy internacionalmente el retraso en que van c‘uc.dando lu:,‘
programas de Matematicas en Enseflanza Media respecto de las necesida-
des técnicas y econémicas en un futuro inmediato. Se plantea el probivina
de la posibilidad de poner a tono los programas y las ensefianzas col,:as.
necesidades actuales de las Universidades y Escuelas técnicas y el de hacer
asequibles a edades mas tempranas tépicos mateméticos que parecian hasta
ahora reservados a miveles superiores. Buena parte de las experiencias di-
dacticas descritas en este capitulo responden a esta misina preocupacién
y al deseo de hallar soluciones auténomas, realizadas y realizables en nues-
tros propios medios escolares * :

Dentro de esta misma linea de investigacign didactica se halla un con-
junto de experiencias que pasamos a resumir, realizadas en nuestro Se-
minario Didactico del Instituto de San Isidro, con objeto de comprobar
hasta donde es posible descender la iniciacién al manejo de relaciones Ii-
neales v su representacién grifica cartesiana. Siempre, de manera activa
v euristica, hemos ido adaptando sucesivamente la experiencia a alumnos
de tercero, segundo ¥ primer curso, finalizdndola con alumnos de las Es-
cuelas preparatorias cuya edad oscila entre nueve y diez afios. Se trataba
de lograr la expresién correcta de relaciones de caricter lineal v de inter-
pretarlas, asimismo, en el plano cartesiano, Describimos a continuacién
la leccién desarollada con el grupo més elemental aludido.

Empiezo atrayendo la atencién de los nifios con un relato imaginario
acompaiiado de accién ante ellos: «Un antiguo caballero castellano tenia
vna hija .llamado Ximena y un hijo llamado Yago (alusién a Santiago).

1 Obsérvese que varios de los temas abordados no figuran en los programas co-
rrientes de Bachillerato, y otros pertencen a cursos mucho mis avanzados que el
nivel de los sujetos ante quienes se han desarrollado las experiencias.



FUNCION LINEAL ¥ SU REPRESENTACION GRAFICA 397

(lada uno de ellos poséia una hucha. Esta cuartilla representa la hucha de
Ximena y esta otra la de Yago» (y sefialo dos cuartillas sobre la mesa,
visiblemente encabezadas con las letras X e Y).

«El padre preferia a Ximena, y por cada dos monedas que echaba en
su hicha ponfa una sola en la de Yago.» Acompafio la accién a la palabra,
'tolocando dos fichas representativas sobre la cuartilla X y una sobre la
‘cuartilla Y luego otras dos a X v una a Y, y as{ repito dos o tres veces
_mas, hasta formar dos pilas. «De esta forma procedi6 el caballero durante
ruucho tlempo Al final no sabemos lo que habria en 1a hucha de Ximena
ni en la de Yago; pero, { podéis decir qué relacidn habia entre los tesoros
de ambos?» Unos dicen : «Ximena tenfa el doble de Yago.» Otros : «Yago
tenfa la mitad de Ximena.» «5i llamamos x a lo que tenia Ximena e y a lo
tenfa Vago, ¢cémo podéis escribir esta relacién?» Actuando con los pe--
quefios. suelo escribir previamente en el encerado la frase gramatical, ¥
debajo escriben. ellos la igualdad que la traduce, con lo que acentio el
papel de verbo que desempefia el signo =

El tesoro de Yago  es  la mitad del  tesoro de Ximena
1
¥ = — x
2
«Otro modo de escribir: x = ...» Completan facilmente la 1guaidad

con el segundo miembro 2y.
‘Contintia la narracién : «Pareciéndole injusta tanta desigualdad de tra-
“to, un ‘buen dia el padre vacié las huchas y, favoreciendo siempre a Xi-

;E7b/§ 7 By

2 Fig. 3

[llﬂl

Fig. 1 - Fig.
mena, fué colocando tres monedas en la hucha de ésta por cada dos colo-
cadas en la de Yago.» (Y acompafiando de nuevo la palabra a la accién
'qmto las fichas de antes v voy formando dos nuevas pilas segin la nueva
ley, ver fig. 1.) chmenl sabrfa escribirme ahora la-relacién que existe
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entre ambas pilas?» No tardan en escribir correctamente en los cuader-
2
nos 3 = — «,
3 .
«Pero un dia llegé una visita y, con deseo de compensar a Vago, eché
una moneda en su hucha (coloco una ficha sobre la cuartilla ¥ visiblemente
's_ep_s,rada de su pila (fig. 2). ¢ Podriais escribirme ahora la relacién qué

2 .
hay entre los dos tesoros?» La soluecién correcta y = — a1 + 1, 0 su equi-
2 3 '
valente ¥ =1 + — x no tarda en surgir. Algunas Aeficientes, como
. 0 3
¥ =1 + —, son rectificadas por los mismos nifios o ante su estricta in-
3 .

terpretacion. Conviene que las soluciones incorrectas sean discutidas por
Jos propios alumnos,

Intervengo entonces insistiendo en que ¥ representa siempre, en todo
nuestro juego, el tesoro de Yago, y x el de Ximena, El tesoro de Yago nc
es ahora Ia pila sola, sino ésta méis una momneda. «;Qué tendriamos que
hacer con este tesoro para que volviera a ser justamente los dos te_rcios
del de Ximena?» Dicen : «Quitarle una monedar, con lo que se escribe en

2
esta otra forma la relacidén y — 1 = — x,
3

«Y si la visita hubiera afiadido t{res monedas a la hucha de Yago en
lugar de una (lo realizo con fichas), ¢ cuél seria entonces la relacién? ¢ Qué
tendrfamos que quitar del tesoro de Vago para que siguiera siendo los
2 \ 2
— de x?» Escriben correctamente: v — 3 = — x,

3 3

En este momento afiado dos monedas a la hucha de Ximena (fig. 8)
«; Cémo podriamos escribir ahora la relacién? ¢ Cu4ntas monedas tendria-
mos que quitar del tesoro de Ximena y cuédntas del de Vago para que si-

2
guieran estando en la relacién —. Dicen : «Quitar tres a Yago y dos a Xi-
mena», y escriben y — 8 = —'x.— 2. Pregunto le interpretacién del se-

gundo miembro. «; Qué quiere significar?» Hallar los dos tercios de x y
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luego restar dos, o bien Testar primero dos y hallar luego los dos tercios.
del resultado. Convienen en esto ltimo, v les hago ver la necesidad de
emplear paréntesis para evitar confusién. Se escribe -correctamente
9 ' \
y—38=—(x—2).
3

Si se estima necesario puede repetirse el juego con nuevos planteamien-

3
tos conducentes a relaciones de tipo anilogo y —4 = — (x — 3);
3 4
y—2=—(x—38);...
o 9

Inicio ahora un nuevo juego, como si se tratara de un descanso en la.
actividad anterior, aunque de estructura matematica idéntica, Me con-
tento con-que esta identidad actfie en lo subconsciente sin forzar la toma.
de conciencia de ella, lo que no es raro que ocurra espontineamente a lo:
largo del juego, con gran alegria de los pequefios. Me valgo-para ello del
juego llamado de los «Cinco en linean, cuyo material estd constituido por
un simple tablero cuadriculado con doble rayado horizontal y vertical,
acompafiado de pecnes de distintos colores.

Si son pocos los alumnos, de forma que puedan sentarse alrededor de:
una mesa, me basta con este juego. Si la clase es mas numerosa me valgo
de un tablero mayor de cuadriculas bien
visibles, cuyos puntos de cruce del ra-
yado (de coordenadas enteras) se hallan

perforados para que puedan ajustarse en
los orificios peauefios pivotes colocados
en la base de los peones. De esta suer-
te los peones se sostienen aun colocan- | || | ||
do el tablero en posicién vertical para { :
actuar a la vista de todos. b esnd

Empiezo situando dos peones (en ocasiones los uno con una goma), uno
en el origen de coordenadas y otro en el punto (4,2), vy luego de invitar a
los nifios a que se fijen bien en su colocacién, oculto con una cuartilla o
carpeta el primer pebén y casi todo el rectingulo que determinan las coor=
denadas del segundo, dejando éste bien visible, y les ordeno que me sitten.
peones que se hallen en linea recta con los dos va colocados. La ocultacién.
del primer peén les impide, naturalmente, proceder a ojo, v las primeras.
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ssojugiones son de puro tanteo. Descubro lo cubierto; comnprueban el error;
les invito a que observen de nuevo la colocacién relativa de los dos peones.
“Vuelvo a cubrir y a repetir el juego. Y asi continfio hasta que alg@n nifio,
con alegria de iluminado, tiene la feliz idea de contar los cuadros que van
de uno a otro peén y de repetir los intervalos en ambas direcciones.
Fs precisamente este chispazo, que intuye la posibilidad de resolver un
‘problema geométrico mediante recursos aritméticos, el que es clave y base
de toda la Geometria analitica y el que he tratado de provocar eurfstica-
mente con el dinamismo descrito.

Comprobada la correcta alineacién de sus peones, el descubridor de la
idea se explica. Es frecuente la expresién «corre cuatro cuadros a la de-
recha y subo dos». No hay inconveniente en mantener esta espontinea
terminologia de «correr» y «subirn o en introducir ya las denominaciones
de abscisa (lo que se corre a la derecha a partir del origen) y de ordenada
flo que se sube a partir del origen). Designadas una y otra por x 2 y, res-
Tectivamente, siguen varias preguntas: «Si corro ocho a la derecha, ¢ cuan-
“to he de subir para que el peén esté en la misma recta? Si x vale diez,
¢cuanto ha de wvaler ¥? Si x vale siete ¢ cuianto ha de valer 4? E{cribid
I:la relacién.» Lo hacen sin dificultad.

Vario ahora la situacién inicial del segundo pedn colocindole en cl
punto (2,8), v se repite el juego de colocacién de peones alineados ta-
pando el origen, y luego de expresién de la relacién entre las x e y de los

2

peones colocados. No suele ofrecer dificultad que escriban ahora y = — x,
) 3

v no ha faltado nifio que ha recordado con regocijo: «Es lo mismo que

con Yago y Ximena.» . )
Resuelto el caso anterior (v sin quitar los peones alineados afiadidos

por los nifios), vario la situacién de los peones iniciales subiendo ambos

un cuadro, es decir, colocdndolos en los puntos (0,1) v (4,3). «iQué ien-

Aréis que hacer con los otros peones» ? Inmediato: «Subirlos también un

cuadro.» «i Cémo escribiriais ahora la relacién entre las abcisas y las or-

' o

denadas?» Tras alguaos titubeos escriben correctamente y = — x + 1.
’ * 3
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«; De qué otro modo podemos escribirlo? § Qué tendriamos que quitar

2

ahora de todas las'y para que fueran los — de las x. (8i no aciertan, acom-
3

pafio nuevamente la accién a la palabra cubriendo con un papel grande la
primera hilera de cuadros horizontales, de modo que el borde superior
del papel marque el nuevo eje x.) Ven asi que al quitar una unidad a
todas las ¥ queda la misma relacién de antes, com lo que se escribe

2

v — 1= — x. Subo a continuacién dos, tres, cuadros los dos peones ini-
3 2 2

ciales y escriben correctamente y -—2 = —x, v — 3 = — x.

3 3
A partir de esta Gltima posicién traslado ahora los peones iniciales
de un cuadro a la derecha. «iQué habri que hacer ahora con la x para
escribir la nueva relacién?» Me disponia a simular andlogamente el des-
plazamiento del eje de una unidad hacia la derecha, cubriendo la ban-
da necesaria con un papel, es decir, restando visiblemente a todas las x
una unidad, cuando ya habian escrito algunos nifios correctamente

2 . )
3 — 38 = — (x — 1). Desplazo luego los peones dos lugares a la derecha
3 .

v aciertan también sin dificultad.

A partir de este momento la adaptacién de la ecuacién de la recta a
nuevos pares de puntos iniciales {aﬁn variando la pendiente) se realiza sin
tropiezos. Los doce nifios con los cuales realicé la experiencia llegaron a
escribir correctamente la ecuacién de la recta que pasa por los dos puntos
de la figura:

Vs ]

y—4=—(x—3)

[#1]

26
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Esta y otras experiencias ponen de manifiesto que los nifios son capa-
ces de asimilar mucho més de lo que nuestros prejuicios sobre sus posi-
bilidades intelectuales nos han inducido a creer defectuosos métodos de
enseiianza. Todo es cuestién de graduar las dificultades y de encontrar
vias psicolégicas concretas de acceso adecuadas a cada abstraccién. En la
experiencia descrita la dificultad m4s grave a vencer era llevar al alum-
no, de un modo natural, de la funcién » = a x + b, concebida como con-
junto de operaciones que hay que efectuar con la variable x para obtener
la funcién y, a 1a relacién equivalehte.y — b = a x. Esto, que tan sencillo
tesulta en Algebra, implica una nocién de reversibilidad dificil de mani-
festarse en un plano consciente a estos miveles. De ahi los esfuerzos en
hacer alcanzar esta toma de consciencia por via concreta.

Parece innecesario afiadir que nos hemos movido deliberadamente en -
el primer cuadrante cartesiano con rectas de pendiente positiva, por ca-
recer los alumnos con los que operibamos de toda nocién de nimero ne-.
gativo, Pero la generalizacién a otros cuadrantes y a pendientes negativas
no presenta dificultad mayor en cuanto tal nocién es.adquirida,  -lo que
también puede alcanzarse antes de lo que los programas usuales precep-

' taan.



§ 20. INTRODUCCION EURISTICA s, 2 Ul s 2R RUOs
DE LENGUAJE

Las continuas llamadas a la intuicién que hemos venido empleando
a lo largo de las lecciomes anteriores, buscando en la mentalidad infantil
un terreno de apoyo para el punto de arranque necesario en cada caso,
pueden haber dejado la falsa sensacién de un descuido sistematico de los
valores racionales de nuestra Ciencia. Acaso se pregunte alarmado alg(in
profesor : «Y el rigor, {dénde queda?» ’

No hay que confundir el rigor en cada razonamiento, construido con
sus premisas adecuadas (el cual no hemos descuidado, sino adaptado al
nivel mental del alumno en cada caso), con una edificacién racional re-
ductiva de todo el conjunto. Va hemos indicado en el capitulo quinto que
los recursos 16gicos reductivos sélo deben iniciarse cuando la intuicién del
nifio no le permita el asalto directo a la verdad en términos de accién
perceptiva. Sé6lo asi aceptari el nifio de buen grado su necesidad. Una li-
mitacién a prieri de.la validez de sus intuiciones nos parece francamente
contraproducente y creemos preferible esperar a que sea el contraste de
ias mismas con las intuiciones de sus compafieros el que motive la nece-
sidad de un sistema y de una explicita formulacién de puntos de partida
para enténderse mutuamente. La necesidad del rigor 16gico tiene asi su
aparicién natural coincidente con la necesidad de una creciente vida de
relacién con los demais, y por ello ha dicho el profesor Gattegno, con fra-
se un tanto esquemética pero feliz, que el rigor matemiético es un fené-
meno de comunicacién social.

Esta comunicacién exige no sblo la conduccién correcta del pensa-
miento, sino también precisién dehlenguaje. ¢ Coémo promover esponta-
neamente el esfuerzo necesario para lograr una y otra, en forma que in-
terese activamente a los alummnos?

Yxponemos a continuacién, a modo de muestra, algunos de los recur-
sos que hemos empleado en este sentido.
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EJERCICIOS DE INICIACION' A LA PRECISION
DE LENGUAJE MATEMATICO

Si en los primeros afios de Bachillerato es preferible contentarse con
que los nifios sepan actuar antes de forzar una espontdnea precisién en
el saber decir, en los posteriores, y especialmente en los Giltimos afios, debe
cultivarse fundamentalmente la precisién del lenguaje, siempre procuran-
do que ésta se logre a través de una critica depuradora y autocorrectiva,
y no como imposicién cémoda de un memorismo vacio de contenido con-
ceptual.

He aqui un juego de iniciacién del que he obtenido gran eficacia .en
este sentido, por el interés que desperté en la clase toda : B

Situado ante el encerado un alumno A, muestro al resto de la clase
una figura, como, por ejemplo, la adjunta, dibujada en lamina o encerado
aparte, sin que la vea A. Propongo a otro alumno
B que dé a A la descripcién necesaria, y lo mas
concisa posible, para que pueda A reproducir dicha
figura en el encerado. Todos deben juzgar si la des-
cripeién estd bien dada por B y bien interpretada
por A. En caso de error de B o de A se hacen inter-
venir otros alummnos hasta lograr una descripcién vy una interpretacién acer-
tadas. Los ganadores tienen luego derecho a proponer una figura de su
invencién. ' '

Otras modalidades del juego sobre la misma idea:

Dibujar dos o tres figuras en el encera-
do y proponer la redaccién de un telegra-
ma imaginario dirigido a los compaifieros
del mismo curso en otro Insttiuto, descri-
biéndolas para que puedan dibujarlas en
su encerado. En caso de existencia de dos

_ . secciones del mismo curso en el propio Ins-
tituto pueden cruzarse telegramas de' uno a otro.

El mismo juego puede lograrse, sin intervencién del encerado, divi-
diendo la clase en dos mitades: bancos de la derecha y bancos de la iz-

. quierda. Los compafieros de cada banco o hilera de la derecha forman
un equipo que idea una figura y la describe en nota telegrafica, que pasa
al equipo similar de la izquierda, para que la reproduzca sin ver, mien-
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tras este equipo hace lo reciproco. Cada equipo practica asi el doble juego
de. descripcién e interpretacién, y yo actlio a la postre de arbitro, sefia-
lando los desaciertos y puntuando los aciertos en uno y otro sentido.
Vence la mitad de la clase que alcanza puntuacién mayor. Los errores
de uno y otro tipo son frecuentisimos. Pocos equipos puntan al principio.
Pero el juego despliega un interés enorme y una inventiva extraordinaria
en idear figuras para hacer caer -al equipo contrario, cayendo, en general,
antes el propic equipo en la descripeién insuficiente de lo que €1 mismo
complic6. En los comentarios arbitrales, la mejor manera de promover
ta autocorreccién de descripciones erréneas es su interpretacién literal
mediante contraejemplos. Asi es como se procede de hecho en las discu-
siones entre cientificos.

FN EJERCICIO 1L6GICO DE IMPLICACION

La lectura de una anécdota aparecida en la seccién de amenidades
de un periédico me sugirié un ejercicio que propuse a unos cincuenta
alumno$ de sexto curso. La anéedota constituye una jronfa sobre los apa.
ratos detectores de mentiras, y dice textualmente:

«Un individuo se hallaba recluido en un manicomio dando seiia-
les en todo de hallarse en pleno uso de sus facultades mentales, ex-
cepto en lo que concernia a afirmar que él era Napoleén. Llegando
a temer que se tratara de un simulador que por algo quisiera per-
manecer recluido, pensaron en convencerle aplicAndole un aparato
detector de mentiras, E] perturbado se asusté mucho y para terminar
pronto, en cuante le aplicaron el detector, exclamé: «Reconozco
que he estado mintiendo y que no soy Napoleén.»n Pero el aparato
registré6 que entonces era cuando mentfa.»

Leo la anécdota entre los alumnos y formulo a continuacién las dos
cuestiones, preguntando si es posible contestarlas categéricamente :

1.* ;Se trataba, en efecto, de un perturbado?

2.* ¢Funcionaba el aparato bien?

Clasifiqué las respuestas obtenidas segiin el siguiente cuadro:

INDIVIDUO
Sano  Perturbado
biem ......... 9 25

A 10
parato mal .......... 8 5
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lo que supone 33 respuestas légicamente correctas y 14 légicamente ma-
las. (No contabilizo respuestas artificiosas, como la gque supuso que el
individuo se llamaba, en efecto, Napoleon de nombre, etc.) Les exphque
la finalidad didActica de este éjercicio :

ILa primera pregunta no puede contestarse Categéx_‘icamente, sino A
modo de conjetura. La redaccién de la anécdota parece dar a entender qué
se trata de un auténtico perturbado, pero éste es un criterio de hecho
que escapa a la légica y puede categorizarse como verdad comjeturable.
Considero por ello como igualmente vélidas desde un punto de vista 16—
gico estricto ambas posibilidades.

Pero, una vez contestada la primera pregunta, la respuesta a la sé-
gunda queda ya condicionada légicamente. ¥l ejercicio estriba precisamen-
te en explorar el reconocimiento de la implicacién légica de ambas res-
puestas. Si el individuo estaba sano, el aparato funcionaba mal, puesto q::e
acusaba mentira cuando decia verdad. Si el individuo estaba perturbado,
creyendo en efecto que era Napoleén, mentfa al afirmar lo contrario (meri-
tia respecto de su verdad) y el aparato funcionaba bien. Un aparato rio
puede, naturalmente, registrar verdades nji mentiras absolutas, sino rela-
tivas respecto a la creencia del sujeto explorado, de otro modo nos podria
resolver todas las dudas cientificas,

Los criterios de verdad en Mateméticas son de naturaleza aniloga;
estdn supeditados a las premisas establecidas como axiomas, y sélo pue-
den darse por ciertas o falsas en relacién con tales premisas (Geometrias
1no euclideas, imposibilidad de la cuadratura del circulo, etc.).
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I. SOBRE LA FORMACION DEL PROFESORADO
DE MATEMATICAS DE GRADO MEDIO !

LOS TRES VERBOS DE LA DIDACTICA ¥
LOS CORRESPONDIENTES ATRIBUTOS EN
EI, MAESTRO

Voy a empezar recordando lo dicho en otra ocasién.

La Didactica estd guiada por tres interrogantes inseparables del apren--
dizaje del nifio v que determinan su proceso :

¢ Qué es lo que el nifio debe aprender?

¢ Qué es lo que el nifio puede aprender?

¢ Como lograr que el nifio gquiera aprender?

Las necesidades sociales de ¢ada momento histérico, junto a la cons-
tante del destino eterno, marcarn lo que el miio debe aprender.

Ia evolucién psicolégica de su inteligencia nos dird lo que el nifo
puede aprender en cada etapa de su desarrollo.

Pero tan importante como todo ello es que el nifio guiera. Sélo asi su
aprendizaje serd auténtico, por ser natural y no forzado. Hay que atraer
su afectividad al objeto del conccimiento. Despertar en él la voluntad del
esfuerzo antes que imponérselo como un sacrificio.

La consecucién de estos objetivos exige en el maestro los correspon-
dientes atributos:

1.° Cultura, en nuestro caso matemditica v cientifica, para saber las
exigencias de su época en orden a la materia que ensefia.

Este articulo ha sido publicado en el «Boletin Pedagdgico de la Instituciéon de

Formacién del Profesorado de Enseiianza Laborals, afio IV, nim. 21. Contiene casi
integra la conferencia dada por el autor sobre el mismo tema en la Escuela del
Magisterio de Valladolid, el 14-X11-1957, con motivo de las sesiones de clausura de:
Cursillo sobre Metodologia de la ensefianza de la Matematica, organizade en aquella
‘ Hscuela. '

\
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2.° Conocimientio del niito v espiritu observador para darse cuenta en
cada caso de las posibilidades del alumno y de sus reacciones.

38.° Arte para atraerlo, para captar su interés.

Centraré, pues, en la adquisicién de estos atributos el problema de la
formacién del profesorado. .

Se me objeta;é:, acaso, que mientras la cultura puede adquirirse y la
observacién ejercitarse, los artistas nacen, pero no se hacen; y es cieito,
entendiendo la palabra artista en su més elevado sentido. Los artistas
personales, los creadores, los dotados de inspiracién que les permite re-
novarse a cada instante, los que marcan época, lo mismo en Bellas Artes
que en Pedagogia, son artistas natos, cuya obra se desenvuelve al margen
de concepciones académicas y aun en pugna con ellas. Pero desgraciada-
mente no abundan los dotados por Dios de intuicién creadora. Los demés
tienen que nutrirse de un arte menos espontianeo, arte si queréis trans-
mitido, contagiado, arte menor que pudiera llamarse artesania o técnica
did4ctica, pero que serd siempre més eficiente que la inexperiencia y la
desorientacién,

LA CULTURA CIENTIFICA DEI PROFESOR DE MATEMATICAS

Aunque la Matemitica es una, la cultura matemaética debe tener sus
cualidades especificas, segiin la finalidad a que se destine, y asi podemos
distinguir entre : ) '

1. La cultura matemética del investigador, que es la que parece cui-
dar especificamente la Universidad: Cultura en elevacién (creacién abs-
tracta) v también, algunas veces, en profundidad (anilisis de fundamen-
tos).

2. La cultura matemética del técnico, directamente comectada con el
mundo fisico sobre el que se proyecta en un sentido de aplicacién. Cultura
hoy extensisima v variada por la multiplicidad de los sectores técnicos a
los que debe dirigirse, y la cantidad de aplicaciones que se van descubrien-
do y que originan un constante movimiento del pretendido umbral ae
separacidén entre Matemética pura y aplicada.

3. La cultura matematica del profesor, cultura epistemolégica e his-
térica (conocimiento de las grandes corrientes de génesis y evolucién del
iaensamiento matemadtico); cultura que el maestro debe considerar en el
momento en que actiia y no en un sentido estitico, sino dinidmico, de
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proyeccién al futuro, ya que prepara a las generaciones que le siguen.
Cultura que debe nutrirse con la confluencia de las dos anteriores, de la
abstracta y de la aplicada, percibiendo asi en su propia formacién la
simultaneidad de los dos fines, educativo v utilitario, que constituyen su
misién.

EL PROBLEMA DE LOS FINES

Ta alusién al problema de los fines me incita a intercalar dos palabras
insistiendo en su importancia, palabras que pueden parecer obvias y que
no lo'son, por la frecuencia con que desenfocamos nuestras actividades,
‘olviddndonos del problema fundamental de su finalidad.

Toda obra humana debe nutrirse de un aliento (podria llamarse filosé-
fico) de finalidad, asi como de unas realidades concretas de partida, reali-
dades que, en nuestro caso, son el nifio y el ambiente. Por muy bien que
conozeamos estas realidades, .nuestra ensefianza carecerd de rumbo si nos
falta una conciencia clara de sus fines. ¢’I'enemos presente siempre los
profesores de Mateméiticas que preparamos a nuestros alummnos para su
vida? iQue la inmensa mayoria de dichos alumnos no aprenden Mate-
maticas para investigar sobre ellas ni para transmitirlas, sino para apli-
carlas a sus problemas futuros? j Qué pocas veces nos detenemos en anali-
zar la trascendencia que puede tener para’ el futuro de nuestros alumnos
la actividad que ante ellos desplegamos o la que de ellos exigimos en
nuestro cotidiano hacer! Seguimos transmitiendo en reata lo que nos ha
sido transmitido sin la menor inquietud proyectada al exterior de los es-
labones de la cadena en la que por rutina nos hemos situado, sin pregun-
tarnos su fin ni su finalidad.

Necesitamos la guia fija de los fines de nuestra obra para percibir los
baches de nuestra ensefianza, tanto en lo que se refiere a programas. como
a métodos y modos de ensefiar; ellos nos orientarin en lo utilitario v en
lo educativo, dando a nuestra enseflanza un sentido auténtico de servicio
al nifio y a la sociedad. Por esta razén estimo que no es la sola formacién
abstracta la que ha de permitir al Licenciado en Exactas obtener una
visién clara de su misién futura en la Ensefianza Media. Es necesario que
perciba a lo largo de su formacién un panorama de aplicaciones lo su-
ficientemente amplio, que se ejercite en el doble juego de abstracciones y
concreciones que tales aplicaciones exigen, que se empape de la funcién
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esquematizadora de la matematica’ en el estudio de los fenbémenos del
mundo fisico y social, para que a su vez sepa en el dia de mafiana orien-
tar su ensefianza ejercitando a sus alumnos en procesos andlogos de gé-
nesis y aplicacién de esquemas matemaéticos, en el grado en que su ense-
fianza habrd de desenvolverse. En la formacién del profesor, como tal,
quizd mds que el cuadro de aplicaciones en si, interesa el hecho de que el
profesor ejercite el sentido de aplicacién en el doble aspecto indicado y
que tantas veces he comentado en anteriores escritos. .

Este sentido de aplicacién ha sido tenido muy en cuenta en los Cur-
sillos de Perfeccionamiento destinados a Profesores ILicenciados en Exac-
tas organizados por la Institucién de Formacién del Profesorado de En-
sefianza Laboral, no sélo mediante el cuadro de conferencias (Economia,
‘Contabilidad, Estadistica) tendentes a facilitar la conexién del Profesorado
de Matemdticas de los Centros de Ensefianza Media y Profesional, con
¢l medio social en que estdn enclavados, sino también organizando Cur-
sillos breves de temas mateméticos aplicados a Industria, Topografia, et-
cétera, cuya esencial misién era el cultivo del doble sentido de abstracciér
¥ concrecién aludido.

LA CULTURA HISTORICA, EPISTEMOLOGICA
V HUMANA DEL PROFESOR DE MATEMATICAS

También es necesario, como antes he dicho, una cultura matemética
histérica que fije los hitos principales del progreso matemético y su para-
lelismo con el progreso técnico general humano. Muchas veces, el plan-
teamiento retrospectivo de una situacién matemética, es de gran eficacia
formativa, porque permite revivir la génesis histérica del conocimiento
que se desea inculcar. Para no citar mds que un ejemplo, puedo referirme
a la iniciacién en el problema de la determinacién analitica de tangentes
a una parabola. Si se resuelve primero a la manera del siglo XvII, es decir,
interpretando la abscisa del punto de contacto como rafz doble de Ia ecua-
ci6bn que da las de los puntos comunes a la pardbola y a una secante, y
se pasa luego a su resolucién inmediata utilizando el concepto de deri-
vada, la comparacién de ambos caminos permite al alumno apreciar la
simplificacién y el avance que supuso la introduccién de los métodos 1nfi-
nitesimales.

-~
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"Maés esencial atn en el profesor de Matemiticas es la cultura episte-
molbgica, el conocimiento de los fundamentos de la ciencia que ensefia
y de sus métodos especificos de investigacién, es decir, la metodologia
propiamente dicha de la Matemdtica. El andlisis concienzudo de los pro-
cesos propios de adquisicién de conmocimientos, y de _losamétodos de tra-
bajo en esta actividad denominada MatemAitica, es lo primero que nos
permitird entrever algo de lo que puede basar en la mente de los alumnos

. ante los problemas y situaciones a que les sometemos; y de este modo
podremos acaso comprender mejor sus fallos y dificultades. No nos impa-
cientarfamos tan pronto ante los reiterados errores cometidos por nuestros
alumnos en la aplicacién de las leyes formales del célculo algebraico si
volviéramos la vista hacia nuestros propios errores e incertidumbres en
el manejo de las téenicas que nos son nuevas (Algebra de Boole, calculo
tensorial, cdlculo operacional, por ejemplo). La concepcién metodologica
de la Matematica, juntamente con la de sus aplicaciones, creard en el
profesor una visién de la misma como actividad, concepcién infinitamente
mas interesante para la ensefianza que la concepcién estitica usual que
resulta de considerar la Matemaética como el contenido de un conjunto de
textos que el esfuerzo de matemaiticos anteriores mos ha legado. Porque,
repito nuevamente, nuestra misién como ensefiantes no es la transmisidn
exclusiva de este legado, sino la educacién de aquella actividad en la ge-
neracién que nos sigue, haciéndola apta para ampliarlo y aplicarlo.

Finalmente, no hay que olvidar la necesidad conjunta, en el profesor
de Matematicas como en todo otro profesor de Grado Medio, de una am-
plia cultura humana. El profesor de Matemiticas, especialmente, debe
prevenirse contra los estragos deshumanizantes de una especializacién ex-
cesiva. Dado el caricter abstracto de nuestra ciencia, necesitamos, nos-

- otros quizd con més exigencia que los restantes profesores, un calor de
comprensién de la inmensa variedad de matices y apetencias espirituales
de nuestros alummnos, para que éstos no vean en su profesor de Matemi-
ticas (como desgraciadamente ocurre) un ser visionario, insensible a todo
lo que no sea la inferencia légica_ y la consecuencia necesaria. Yo aconse-
jarfa muy insistentemente a todos los profesores de Matematicas el cultivo
de la sensibilidad artistica, literaria, plastica, musmal ..y com la etﬂn
de textos escogidos, la concurrencia a- e*cposmmnes de arte, la ﬁls’fengl
a conciertos, etc. Esta cultura le permitirid darse cuenta de lafi e
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variedad de formas de actividad creadora del espiritu humano y apreciar
en muchos de sus alumnos el germen de esta actividad, tan rica en com-
binaciones y selecciones felices como pueda serlo la nuestra, y reveladoras
de una madurez y de una inteligencia que parecia de medida casi nula
con nuestro aparato de medida, exclusivamente sensible a la evidencia
légica. El calor humano y la sensibilidad estética adquiridos en contacto
con el arte vivo permitirdn, ademéis, proyectar estos factores estéticos de
sensibilidad en su propia ciencia ¥y en su tarea docente.

LA FORMACION PSICOLOGICA DEL PROFESOR DE MATEMATICAS

Nadie discute ya la necesidad que tiene el profesor de Ensefianza Me-
dia del conocimiento de la materia prima sobre la que opera: el nifio,
asi como de la transformacién que esta imateria experimenta a lo largo
de sus estudios, es decir, la evolucién psicologica del escolar en su fase
de la nifiez a la adolescencia, Precisamente nosotros, los profesores’de
Ensefianza Media, cruzamos en la vida del nifio en el periodo més delicado
de su evolucién. :

Quiero anticipar que no soy partidario de lo que pudiéramos llamar
una inflacién de tales estudios de Psicologia en la formacién del profesorado
secundario; y menos atin de una psicologia filoséfica, nominalista v dog-
matica, fruto {a veces exuberante y bello} de introversiones de pensadores
y creadores de escuelas filoséficas. Pienso més bien en una psicologia de
conductas, y mas concretamente atin de la conducta del escolar en el
ambiente de la escuela, familia y amistades. La psicologia que necesita.
conocer el profesor es, pues, una psicologia aplicada, de caricter mis ex-
perimental que escolastico.

Nos interesan, por ejemiplo, los problemas de la fatiga escolar, de su
medida, tan vinculados al problema del rendimiento. Necesitanios tener
una idea de las principales caracteristicas de la evolucién de la inteligencia
del nifio, y nosotros, concretamente, de la evolucién de su pensar ma-
teméatico, del proceso natural de génesis de su mundo numérico, de su
mundo espacial y temporal, Nos interesa asimismo conocer la evolucién.
de sus intereses para proyectar sobre ecllos nuestra obra didictica. No-
podemos permanecer ignorantes ni ajenos a los problemas de su vida afec--
tiva, tan rica de matices en el periodo de la adolescencia. | Cuéntos com-
plejos de inferioridad podemos. crear nosotros, los graves profesores de:
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Matematicas, sin tener idea del dafio que estamos haciendo, con el latigo
hiriente de la ironfa, con el palmetazo del absurdo ! El nifio tiene también
su verdad, verdad que no es la inexorable matemética, y la verdad del
maestro ha de situarse piadosamente entre las dos, para acercarlas en vez
de alejarlas con ironfas o proscripciones definitivas.

Necesitamos también saber cémo se detectan hoy en psicologia expe-
rimental las aptitudes, porque nuestra misién de -guias no sélo nos confia
el alumbramiento de vocaciones, sino su orientacién adecuada y certera.
i Cuanto bien podemos hacer a nuestros alumnos, y cuantos desengafios
podemos evitarles con un fundado consejo dado a tiempo ! '

No creo, pues, que sea desorbitado pretender que el futuro profesor
-de Ensefianza Media adquiera ideas claras de todos estos problemas y del
modo de resolverlos en la prictica efectiva de la ensefianza, cursando para
ello un estudio regular y metédico de la psicologia experimental que los
enfoca. Considero fundamental iniciar al profesor medio en la técnica de
los tests, instrumento de medida y exploracién de la Psicologia Experi-
mental, v no s6lo en su calidad de ensefiante, sino también en su as-
pecto, desgraciadamente inseparable, de examinador.

Uno de los mas graves problemas de la ensefianza lo constituye el ré-
gimen de pruebas, por la ineludible antinomia que crea entre preparacién
y formacién. No se.trata de un problema espafiol, sino universal.

El conocimiento bésico de la técnica de exploracién y medicién de la

inteligencia es necesario para ir reformando el sistema de pruebas en el
sentido de detectar cada vez mejor la madurez con preferencia a la in-
formacién. _ _ . .

Los profesores de Mateméaticas podemos prestar, ademds, un sefialado
servicio, en este terreno, a las otras disciplinas, porque la traduccién de
las baterias de tests en médulos de medida es una técnica matemética
basada en la estadistica; y tan interesante como su aplicacién a la cali-
ficacién y orientacién profesional de los alummos es su proyeccién ins-
trumental al campo de la propia experiencia pedagdgica, es decir, como
instrumento mateméitico para planear correctamente una prueba compa-
rativa de eficacia de métodos y para medir el. grado de confianza que
puede atribuirse a las hipétesis que intentemos sentar sobre los resulta-
dos obtenidos. Esta técnica estadistica, .em verdad no demasiado facii,
habri también de adquirirse integrada en el plan general de estudios de:

.
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nuestra carrera, procurando que apunden en ella los ejemplos de aplicacion
-a la enseflanza, al menos para los que estudian nuestra Licenciatura con
-tal intencién profesional.

En resumen, ningin profesor de Matemaéticas debiera igmorar: cémo
-evoluciona la inteligencia de sus alumnos, con objeto de ajustar a ella los
-diversos planes de abstraccién matemdtica; cémo obran los procesos de
fijacién de conocimientos, y como los defectos en estos procesos pueden
-originar los errores mateimdticos sobre los cuales nos mostramos tan ine-
.xorables y que, sin duda, son debidos a una defectuosa técnica ensefiante,
y cémo se manejan los iests llamados de inteligencia, en muchos de ios
-cuales existe, por cierto, riquisimo contenido matematico. Seguro estoy
-de que si profundizdramns en esta técnica todos los profesores de Mate-
‘méticas, podriamos aportar una eficaz contribucién a la mejora de los
trabajos de los psicdlogos experimentales.

LA FORMACION DIDACTICA DEI, PROFESOR DE MATEMATICAS

Entremos ahora en el tercer punto, el mas delicado : el de la formacion
~did4ctica. Dijimos que, en el fondo, se trata de la adquisicién de un
-arte, y que el artista, si no nace ya creddor, sélo puede ir haciéndose a
fuerza de contagio. ¢Solucién? Pues esa precisamente: el contagio. Ver
.actuar a profesores acreditados y actuar en seguida ante ellos atendiendo
-sus observaciones y aprendiendo a observar las reacciones de los alumnos.
“Una vez que se aprende a leer en sus reacciones y a sacar comsecuencias
-cbjetivas de ellas, la clase es el mejor maestro del maestro en formacién.
Instintivamente, el profesor que sabe observar a sus alummnos, va adap-
tando a ellos su didéctica, vy la va concibiendo como algo flexible y mol-
~deable, en perpetua evolucién y adaptacién a las circunstancias, asimismo
variables y evolutivas de la clase.

.Es esencial inculcar bien este principio de variedad y adaptacién de
“la did4ctica para no intentar resolver el problema didactico con soluciones
rigidas, vy necesitamos tener esto presente, en especial los profesores de
Matematicas, por lo acostumbrados que estamos por nuestra educacién a
“buscar soluciones de caricter univoco.

El aprendizaje de la ensefianza frente a una clase en accién desde el
-primer dia no excluye un estudio simultineo de principios sobre los cua-
les la didactica se asienta. Lo que ocurre es que los principios no son
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tan elocuentes dictados dogmaticamente a priori, como cuando resultan de
la experiencia ante una clase vivida. Si patrocino el método euristico
en la ensefianza de las matemdticas a los alumnos, légico es que lo acon-
seje asimismo en la formacién del profesor de Mateméticas como tal. Y
asl, en mi clase de DMetodologia y didictica destinada a los alumnos de’
cuarto curso de la-Facultad de Ciencias Exactas, matriculados en la sec-
cién dedicada a la ensefanza, procuro que los alummnos actien desde el
segundo dia de clase como profesores de grupos experimentales de nifios.
A este efecto doy estas enseiianzas en el mismo Instituto de San Isidro,
donde profeso, el cual ha tenido la gentileza no sélo de albergar esta
Citedra, sino también de organizar el horario de estudios de tal modo que
me sea posible disponer, para dicha Cétedra, de grupos de nifios de los
primeros cursos en las horas en que dan normalmente sus cursos de Ma-
teméticas, De este modo, el grupo experimental recibe la misma leccién
que en su clase ordinaria, pero dada por uno de los alumnos de la Fa-
cultad. Cada actuacién es observada por los deméds y comentada Iuego
por todos y por mi mismo {(en ausencia de Jos niflos, claro es). De esta
suerte procuro no ser yo encargado de la asignatura, el centro de la clase,
sino los nifios a los cuales deben observar mientras actan, y de los cua-
les deben aprender mas que de mi mismo. De lo observado y comentado
surgen entonces los consejos y, los principios diddcticos que se estructuran
en unas pocas verdades esenciales; verdades que es preciso viyrir para
conocerlas v para fijarlas, de modo que se proyecten permanentemente
en toda la vida profesional futura del maestro en formacién. Cuando ya
todos los alumnos han actuado como profesores, actiio yo también ante
los nifios. A decir verdad, intervengo, asimismo, durante las clases expe-
rimentales, cada vez que lo considero indispensable para que la experiencia
no redunde en notorio perjuicio de los nifios; por ejemplo, pdra fijar un
concepto mal hilvanado, para restituir una atencién perdida hacia el
c¢hjeto de la leccién.., De no ser asi dejo simplemente actuar al profesor
en formacién, y admito la critica de los futuros docentes, ya que no es
mi propésito imponer esquemas de lecciones-modelo ni de estimular la
imitacién creando una rigidez de procedimientos estirilizadora. Procuro
mas bien alentar la personalidad de los profesores en ciernes, crear en ellos
un espiritu, una conciencia profesional en el arte de ensefiar y en el que,
como he dicho, muchas soluciones son posibles y licitas.

v
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Para no hacer interminables estas notas, omito la enumeracién de los
problemas didécticos generales que a lo largo de tales experiencias se sus-
citan : desde los de ambientacién y disposicidén de la clase, influencia del
ntmero de alumnos sobre los modos de ensefiar, uso de material didactico,
‘libros, modelos, filminas, peliculas, etc. ¥ no he de decir que procuro
proyectar y supeditar e] problema didactico al problema- pedagdgico més
‘general. Aunque la mayor parte de los problemas que se presentan al pro-
fesor en accién en su clase son de indole particularmente didictica, no
podemos, por ello, desconocer que la Didéctica es sélo una faceta de la
Pedagogia, cuyos problemas generales nos afectan en todo momento. Con-
cretamente en el caso de la Matemdtica son, por ejemplo, problemas de
cardcter pedagdgico: la contribucién que la educacién mateméitica puede
aportar a la formacién del caricter del educando, al cultivo de la verdad
y amor al trabajo desinteresado; y problemas m4s generales atin el de la
gradacién de estimulos y la preferencia de los estimulos directos (interés
sobre la materia objeto del conocimiento) sobre los indirectos o secunda-’
rios (premios, castigos, etc.), a la vista de los pros vy los contras del uso
v del abuso de estos ltimos, ete., ete.

POSFORMACION

Después del estudio de los tres puntos fundamentales en la formacién
del profesorado matemético: cultura cientifica, conocimiento del nifio y
arte did4ctico, en correspondencia con los tres problemas del aprendizaje
del alumno planteados al principio, podria dar por terminado este articulo
si de hecho considerara terminada la formacién del maestro o profesor al
recibir su titulo y habilitacién correspondiente. Pero venturosamente no es
as{. En nuestra profesién, como cn todas, no se acaba nunca de aprender
o bastante; sigue-el profesor formandose mientras vive y da clases, Como
antes dije, cuando-se tiene un sentido autocritico despierto, y cuando se
¢abe leer en el libro abierto de una clase, nunca se termina el proceso de
acumulacién de experiencias y mejora y adaptacién consecuente de pro-
cedimientos. ’

Desdichado del que se cree en posesién de un modo de hacer perfecto
que no sea susceptible de mejora. Su inamovilidad de conducta y su ca-
rencia de inquietu'des no sélo son signos de soberbia, sino de muerte. En
muchas ocasiones esa actitud se arropa con repliegues de escepticismo vy
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de resentimiento contra el cuerpo social que tan poco suele estimar nues-
tra misién. ¢ Pero qué maestro auténtico piensa en esta subestimacién ni
en el abuso consiguiente de los Estados e Instituciones que explotan los
entusiasmos vocacionales, para dejar de sentirse vibrantes y renovados a
cada nuevo contacto con la clase?

Nuestra formacién, repito, dura toda la vida. Cada dia aprendemos algo
nuevo y maravillose de nuestros alumnos, y entonces surge espontineo el
deseo de comunicar todo este venero de experiencias vividas a nuestros
compafieros, para que ellos a su vez nos transmitan algo de las suyas, para
cotejar resultados, vivencias y observaciones, etc. De aqui la necesidad
ulterior de una intensa vida de relacién entre el cuerpo ensefiante, base
indispénsable de su posformacién. ' '

Por otra parte, el profesor aislado, en ambiente alejado de los grandes
centros de cultura, pierde contacto con el mundo cientifico en gestacién,
deja de percibir sus latidos, como no se alimente de tanto en tdnto su
comunicacién con él por medio de envio de revistas, organizacién de cur-
sillos de ampliacién de conocimientos, intercambios, reuniones. Esta for-

~macién poscitedra es complemento necesario de la anterior, y yo dirfa que

casi tan importante como ella. El Centro de Orientacién Did4ctica, creado
por la Direccién General de Enseflanza Media, consciente de esta necesi-
dad, empezé precisamente sus actividades promoviendo reuniones varias
de catedraticos de cada disciplina, para suscitar el estudio conjunto de te-
mas did4cticos planteados por la reforma de planes. De estas reuniones
han surgido puntos de vista interesantes v conclusiones que han podido
orientar considerablemente a la Direccién General. El intercambio de ex-’
_periencias permitird, adem4s, proyectar una beneficiosa y cordial accién
del profesorado oficial de Enseflanza Media sobre el profesorado privado
que necesite de orientacién, mediante la organizacién de cursillos breves,
como los que ya se han desarrollado.

La Institucién de Formacién del Profesorado de Ensefianza Laboral,
cuida asimismo con ahinco de la organizacién de cursillos para su profe-
sorado, tanto méas cuanto que, como es sabido, este profesorado se nom-
bra inicialmente por concurso y permanece en situacién de interinidad
durante siete afios antes de acceder al concurso-oposicién que le afirmard
en sus puestos vitaliclamente. Sobre la organizacién de estos cursillos, soia-
mente me referiré aqui al vinculo de unidad que se establece entre el
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profesorado todo de cada disciplina a tfavé_s de las asesorias correspomn-
dientes, Por lo que a mi caso se refiere, al ser encargado de esta asesoria
hace dos afios, consideré fin primordial de la misma mantener ante todo
levantadoe el espiritu del profesorado, alimentando en él un sentimiento
colectivo de fe en la tarea comin. Pensé que en el aislamiento intelectual
en que se hallan la mayor parte de nuestros profesores serfa para ellos
motivo de considerable aliento sentirse comnstantemente asistidos y acom-
pafiados en una tarea que es de todos y a la que cada uno debe aportar el
grano de arena de su experiencia variada en todos los dmbitos de trabajo
de Esgaﬁa,' v estimé que mi funcién como asesor no habria de servir
tanto para dar orientaciones uniformes como para mancomunar y aglu-
tinar esfuerzos variados, recogiendo la multipliéidad de experiencias ad-
quiridas por todos, ¥ en las que todos tenemos algo que decir ¥y mucho
que aprender,

Inspirado en este sentir, se inici6 mi correspondencia con todos los
profesores de Mateméticas, inicialmente en forma de circulares abordando
iemas y preguntas que a todos podian interesar, promoviendo experiencias,
cnsayos de elaboracién de material nuevo, estimulando criticas y comen-
tarios y contestando personalmente a las preguntas que tales inquietudes
-originaban, formulando a la vez nuevas circulares cuando tales consultas
¥y respuestas podfan tener un interés general.

Magnifica ha sido la respuesta del profesorado de Matematicas de los
Tnstitutos Laborales, tanto en lo que se refiere a los deseos manifesta-
-dos, a los trabajos monograficos publicados sobre economias comarcales,
a los articulos de colaboracién enviados por ellos, a las experiencias
did4cticas y lecciones-modelo, a los proyectos y magnificas realizaciones
de material didactico que tan elocuentemente llamaron la atencién en la
Exposicién Internacional de Material Didactico celebrada en Madrid re-
cientemente.

Esta actividad demuestra la vitalidad con que se manifiesta la vocacién
de ensefiante cuando encuentran ecos y resonancias en que tomar nuevo
impulso. ¥V he querido citarla aqui no tan sélo como ejemplo de lo que
puede hacerse en el &mbito de la posformacién aludida, sino también como
elogio merecido a un cuerpo que con tanta voluntad y eficacia ha respon-
dido a una simple{ llamada,



II. LA VOCACION MATEMATICA'®

PROBLEMA VOCACIONAL, PRORLEMA DE EDUCADORES

No cabe duda, sefiores, Germain es un excelente psicélogo. Sabe do-
minar toda resistencia con carifiosa insistencia. Adiving, ademas, que me
atraeria el tema v que terminaria aportando de buen grado mi tributo al
trascendente problema que motiva este ciclo. .

Correspéndeme hacerlo mas como educador que como matemético. Sin
falsa modestia os digo que, en el dominio de la estricta creacién matema-
tica, debiera ceder esta citedra a varios de mis colegas de la Academia
y de la Universidad. En cambio no la cedo a nadie en preocupacién por-
el problema educativo, sin despreciar por ello la investigacién. Un inves-.
tigador puede, acaso, despreocuparse de los procesos de ensefianza. Un,
profesor, en cambio, tiene que haber creado para saber estimular la crea-.
cién entre .sus alumnos, ya que ensefiar no es transmitir, sino. guiar pro-
cesos de aprendizaje. ‘

Los que nos dedicamos a la enseflanza de la Matemdtica no hemos de
concebirla como un legado a transmitir, sino como una actividad a cultivar
para incremento de aquel legado. De aqui que el problema que habéis.
planteado sea también entrafiablemente nuestro, de educadores. ¥ asi com-
parezco; con intencién de pensar con vosotros, mis que para reclamar
vuestra atencién sobre mis propias reflexiones.

i Dichoso quien puede meditar de veras en el torbellino en que vivimos !
A mi no me es facil hacerlo. Un alumnado universitario necesitado de
orientaciones didacticas, una ensefianza laboral en plena organizacién, una

1. Conferencia dada por el autor el 18 de mayo de 1959 en el Instituto Nacional
de Psicologia Aplicada y Psicotecnia. perteneciente al Curso sobre-Vocacién, organi-
zado por el Instituto durante el afio 1959. La publicamos gentilmente autorizados por
este Instituto y por la «Revista de Psicologiax.
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ensefianza técnica en tréinsito de audaz reforma y un Bachillerato en es-
tado de moderna evolucién, constituyen una encrucijada en la que no
cabe reposo para la meditacién voluntaria; ni siquiera para la invo-
luntaria sedimentacién de ideas en un subconsciente agitado por ecos de
clarinazos apremiantes, por tic-tacs medidores de un trabajo cronometrado,
por imAgenes temblorosas de folios esperando una puntuacién y un fallo,
y tras de cada folio una vida, tal vez una vocacién rota...

Apeféce escapar de tal angustia aunque sea unos instantes, recogerse
en remansos de paz como éste, donde me imagino ante todo invitado a

cerrar los 0jos v a evocar...

RECUERDOS PERSONALES

- ©f; recuerdo perfectamente, Estoy viendo el Claustro de la Universi-
dad de Barcelona por el que tenian acceso divgrsaé aulas de la Escuela
de Ingenieros, en la que acababa de ingresar. Huyendo del ajetreo de
la planta baja, repasaba mis lecciones en la tranquila galeria del piso
superior. Era otro mundo. En aquel silencio acogedor, unos rétulos seve
ros: «Cosmografia y Fisica del Globo», «Astronomia esférica y Geode-
sian... me inducfan a pensar en la belleza de un estudio desinteresado,
sin més finalidad que la alegria del conocimiento en si mismo, i sin pr'i'-
sas !, con todo el plazo necesario para la penetrﬁcién reposada y profunda
en la verdad...; penetracién que me resultaba vedada en un plan de es-
tudios que, en pocos afios, pretendia poner a mi alcance toda la técnica
industrial. .

_ V he aqui cémo, mis ambicioso acaso que el plan, o simplemente de-
seoso de escapadas liberadores, me decidi a simultanear los estudios ,dllc
ingenierfa con los de la Facultad de Ciencias Exactas. Poco tardaron estos
altimos en pasar a un primer plano, desviandome de la trayectoria in-
dustrial primera, en la que, por cierto, tenia asegurado un porvenir de-
rivado de circunstancias que no son del caso. Tal vez lo sea citar, con
emocién que disculparéis, la generosa comprensién de mi padre, que, mis
atento a mi felicidad que a la suya, en ningtin momento intenté torcer
mis tendencias vocacionales...

No quiero significar con estos recuerdos que un patio y una galerfa
fueran en mi caso los determinantes de una vocacién matematica, pero si
que un factor ambiental, aparecido en momento oportunc en consonancia
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con apetencias insatisfechas, pudo determinar la toma de conciencia-de
una vocacién latente, én contraste con otra vocacién, para la que tampoco
carecfa de aptitudes y para la que parecia socialmente predestinado. Acaso
no- me hubiera apartado de ésta de haber hallado a tiempo, al cultivarla,
aquellas satisfacciones puramente espirituales que.echaba de menos. Supe
verlas mas tarde cuando, catedritico ya de San Isidro, decidi terminar la
carrera de ingeniero en busca de.panoramas que permitieran completar
mi formacién cientifica, Necesitaba un sentido de aplicacién para provec-
tarlo al campo de la ensefianza en la que era ya respomsable, v esto me:
préporcioné también no pocos goces. -

Pero era ya tarde para volver sobre mis pasos; la matematica me habfa
prendido sucesivamente por tres amarres: el de la mediﬁaci_c’un pura, el
de la investigacién aplicada y el més fuerte a(in de la docencia. V en este
triple aspecto de mi vocacién lograda he sido, y sigo siendo, plenamente
feliz, pese a la dispersién que antes lamentaba y que no estd en mi mano
remediar. Cuando se concibe la vida como servicio, el tiempo ya 1no'es
caudal propio, sino ajeno. Por eso estoy aqui.

Mas no he venido para relatar tan sélo el expediente mas o menos
ingenuo de mi vocacién vy de su logro. Mi doble faceta éientiﬁca y pro-
fesional os hace supomner, l6gicamente, que me habrin interesado las intros-
pecciones de mateméticos ilustres, gue habré tratado personalinente diver-
sos cultivadores de la misma Ciencia v que, a'lo largo de mi vida de
profesor, habré asistido al alumbramento de vocaciones diversas, entre las .
cuales prestarfa singular atencién a la misma que decidié mi vida, y que
de tales lecturas, tratos y experiencias podré acaso aportar alguna con-
tribucién al problema de la orientacién vocacional de la juventud, en lo
que al cultivo de la M?.temética se refiere. )

Trataré de complaceros, si bien 0s confieso la dificultad en que me veo
para extraer, de la diversidad de impresiones y vivencias recogidas, un
cuadro de ideas que sirva para enfocar satisfactoriamente el problema,

LA CURIOSIDAD Y LA APTITUD, DETERMINANTES
INTRfNSECOS DE IA VOCACION MATEMATICA

No recuerdo quién fue el primero en enunciar esta verdad que estd en
¢l dnimo de todos. La Ciencia estd formada por aproximaciones sucesivas.
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Permitidme, pues, que comience por estructurar, en primera aproximacion,
1o que pienso sobre la vocacién matematica. Voy 4 hacerlo en torno a la
sigulente opinién: Nuestra vocacién se ceba coi la curiosidad y se ali-
menta de la aptitud. Razonémosla.

Ia curiosidad (en su elevado nivel, se entiende) se manifiesta como
una avidez de informacién, de peneétracién que dispara el deseo de satis-
facerse y la accién consiguiente para lograrlo. La aptitud para tal accién
determinard la magnitud del esfuerzo necesario. Si éste es asequible, la
curiosidad alimentada buscarid nuevos motivos de satisfaccién v la voca-
ciébn encontrard su cauce caminando con paso firme hacia su plenitud.
Pero si el esfuerzo resulta insuperable por aptitud defectuosa, es pro_bable
‘que la curiosidad se desaliente y que la vocacién se extinga. Por el con-
trario, si la aptitud existe sin que un atisbo de interés la ponga en movi-
miento, la vocacién estari tal vez latente, pero permanecerd perennemen-
te oculta sin manifestarse.

Curiosidad y aptitud, interés y talento especificos son, pues, conjun-
tamente necesarios para que prenda la Hama de la vocacién y para que no
se apague. Pero hay variedad de cebos y de alimentos, de llamas y de com-
bustibles, como existen varios tipos de curiosidad y de aptitud matema-
ticas. ¢ Cémo caracterizarlos? Entramos con cllo de lleno en el terreno de
lo que pudiera llamarse una psicologia matemética, en gran parte desco-
nocida, incluso de nosotros mismos, los educadores. De aqui nuestro ge-
neral fracaso en el alumbramiento de vocaciones matematicas, Demasiados
prejuicios nos vendan los ojos, de tal modo que los mismos alumnos nos
sorprenden cuando aprendemos a ver-sus reacciones con criterio objetivo.

Los problemas. especificos de una tal psicologia matemdtica no perte-
necen solamente al mundo intelectivo (el mas inmediato a la exploracién),
sino también a los mundos afectivo v wvolitivo, de resortes mdis ocultos.
No se trata tanto de averiguar la psicogénesis de los conceptos matemaéticos
(tema central de élgunos psicélogos, por ejemplo Piaget) como de deter-
minar cuéles son los procesos mentales del matemético en accién y sobre
todo de conocer los agentes afectivos disparadores de esta actividad; de
estudiar, en suma, los factores de curiosidad y de aptitud que acabo de
presentar como determinantes inirinsecos de la vocacién matematica.
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LGS FACTORES GENERICOS DE LA APTITUD

Del mismo modo que no existe una definicién exhaustiva de la Mate-
mdtica, taiupoco Darece posible categorizar exhaustivamente la aptitud.
matemdtic.. En el canipo de la invencién, Hadamard ha intentado esta-
blecer una tipologia matematica de la que Iuego hablaremos, la cual  se
imbrica, naturalmente, ccn las tipologfas de orden més general que pueden.-
establecerse para todo dominio de conocimientos. ' )

Yo veo como primera actividad necesaria para todo' cultivador de co-
rocimientos, una actividad asimiledore que requiere especial facilidad y
agilidad de captacién del pensamiento ajeno; una receptividad informa--
tiva, una adaiataciéu ripida a los lenguajes, a las sintaxis expresivas de
Jas maés diversas entalidades, receptividad que tiene modalidades dife-
rentes segiin los individuos (auditivos, visuales).

La aptitud asimiladora debe complementarse con otra memorizadory
en la que ya entra en funciones la facultad de asociacién, que tan impor-
tante papel desempeiia luego en la creacién matematica, aunque aqui se:
manifieste solamente en funcién sujetadora méis que relacional.

Se comprende la importancia de la memoria en la dinamica matema--
tica relacional. Cuanto mds surtido esté de ideas el ahnacénfmental', mas.
posibilidades tendremos para relacionarlas y para seleccionar luego las.
relaciones fecundas. Porque es sabido que la invencién se atribuye pre-
cisamente a estas dos facultades: la de relacionar v la de seleccionar.
(Observa ya San Agustin que cintelligere» significa velegir entren), Poin-
caré, autoanalizando los procesos internos de su invencién matematica,.
situé gran parte de tal actividad inventiva en un yo subconsciente «su-
bliminal» (conciencia marginal segiin otros), el cual, estimulado y puesto
en marcha por la voluntad consciente de penetracién, combina y selec-:
ciona incesantemente, aun en las horas de reposo y sueilo, entregando al
consciente los frutos de su trabajo en los momentos mds inesperados, con
trecuencia en los primeros instantes de lucidez consecutivos a un suefio
prolongado. Queda luego el trabajo consciente, la tarea de verificar los.
frutos tan generosamente ofrecidos, de elaborarlos sistemdticamente y aun.
de elegir en eliminatorias sucesivas las combinaciones mas fecundas.

Comparando los procesos descritos por tales matemiticos con los que:
manifiestan poetas como Valéry, con los que experimenta también el
compositor infisico en sus respectivas actividades creadoras, nos damos.
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cuenta de que tanto en el Arte, como en la Ciencia, las llamadas inspi-
raciones son productos de la misma actividad sub o supra-consciente ex-
citada por la bfisqueda de la belleza o de la verdad, ¥y de que tanto agota
en esta porfi_a el hallazgo de combinaciones como su seleccién posterior:

No todos estdn conformes en el emplazamiento de tales actividades
{Valéry, por ejemplo, no cree en el subconsciente), pero, radiquen donde
radiquen, quedan -enunciados los cuatro factores genéricos de la aptitud:
la facultad de informacién, la de memoriz':icién, la de combinacién y la
de seleccién. Con las dos primeras suele contentarse el erudito; las dos
tltimas son necesarias al creador. Unos ¥ otros suelen llamarse investi-
gadores, pero en mateméticas reservamos tal adjetivo a los verdaderos
creadores. '

LA VOCACION DESCUBRIDORA V LA SISTEMATIZADORA

Pero se puede investigar o crear lo mismo en las ramas que en las
1aices del 4rbol de la ciencia matemitica. E: la red de implicaciones que
la teje podemos seguir el orden natural de lo implicante a lo implicado,
descubriendo o creando consecuencias, actuando de ariete a'la conquista
de lo desconocido. Pero también podemos seguir el orden descendente,
investigando las causas primeras, tendiendo los enlaces que constituyen
sistemas, buscando el tronco y las raices comunes de ramas aparentemente
dispares, También en este sentido se manifiesta una poderosa actividad
mateméatica v, por. ende, una aptitud de modalidad algo diferente de la
anterior, .

A tales aptitudes corresponden estimulos especificos : la curiosidad del
«qué» del wcémon, acucia la vocacidon descubridora; la curiosidad del:
«por quén ‘despierta la vocacién sisiematizadora, v es notable que una y.
otra puedan manifestarse ya desde la nifiez. En una clase experimental
que realicé ante los congresistas v pitblico asistente a la XI Reunidén de la
Comisién Internacional para el Estudio y Mejora de la Ensefianza de
la- Matemdtica, con un grupo de niiios de diez y once afios del Liceo Fran-
cés de Madrid (v en la que traté de explorar la génesis de los conceptos
.de maltiplo y divisor, en sus distintos grados de generalidad), deseoso de.
analizar al méximo el juego de reacciones de los pequeilos, terminé la
-experiencia plantedndoles una situacién relacionada con el tema: la adi:
vinacién de una cifra tachada en el resultado de restar de un namiero
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cualquiera la suma de sus cifras. El secreto de mi infalibilidad al adivi-
narles las cifras tachadas, dindome la suma de las restantes, desperté in-
mediatamente en todos la acuciante cuwriosidad del cémo, y el truco mo
tardé en ser descubierto con la alegrfa consiguiente. Pero ahi viene lo mas
hermoso de la experiencia: a mi indicacién de que podian retirarse los
satisfechos, los que no desearan saber més, no falté nifio que planted ti-
mnidamente : «Je voudrais savoir pourquoin. Este interés de categoria su-,
perior : la curiosidad del por qué, surgido espontdneamente en aquel cere-
bro de diez afios, prendié inmediatamente en los demais, v ya nadie quiso
marcharse, lo que me permitié llevar el final de la experiencia relativa a
la divisibilidad por nueve, por los cauces de razonamiento que deseaba:

Resumiendo, podemos distinguir, en primera aproximacién, estas dos
grandes categorias de vocacién matemditica : la vocacidén descubridora y
la sistematizadora, Ambas aptitudes suelen actuar conjuntamente, ya que
no hay descubrimiento sin sistema ni sistema sin juego de implicaciones
reversibles; pero en el ir y venir, a lo largo del encaje deductivo mate-
mético, es frecuente que los matematicos manifiesten su preferencia hacia
un sentido sobre el otro, 1o que imprime un sello especifico a su obra. En
el mundo antiguo son claro ejemplo de la vocacién descubridora un Ar-
quimedes y de la sistematizadora un Euclides. En el mundo moderno la
diferenciacién es mis dificil por ser el tejido méas complejo, pero acaso
pudiera presentarse como ejemplo de los primeros a un Poincaré v de los
segundos a un Hilbert.

.~ La vocagién descuibridora, el interés por el problema concreto, por la
rama y el fruto, suele preceder a la vocacién sistematizadora, al interés por
el tronco, por la rafz, por lo abstracto comtn. En primer lugar, porque
las analogias sélo se descubren cuando existen muititud de campos cul-
tivados comparables, v en segundo lugar, 1501' un factor psicolégico que
hiere méas pronto el interés del individuo. Me refiero al desafio que para
la inteligencia humana constituye todo problema matemditico sea proce-
‘dente del campo puro o del campo fisico aplicado. No aludo tanto a la
vanidad excitada en sentido de competicién con otros cerebros, a la ma-
nera de las histéricas luchas entre Cardano y Tartaglia en defensa de la
primacia de sus soluciones a la ecuacién de tercer grado; me refiero inis
hien al acicate que para el amor propio estimulado suelen promover los
sabrosos interrogantes de las teorfas matemAticas cuando se hallan en
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pleno desarrollo. Este factor que pudiera llamarse deportivo v que cabalga.
entre lo intrinseco y lo extrinseco de la vocacién, ha nutride una parte
considerable de la investigacién matemmitica, v la ha nutrido licitamente
en cuainto, repito, no ha constituido vanidad, sino honorable porfia del
investigador, surgida en el intimo didlogo entre su voluntad y su inte-
ligencia. .

La vocacién sistematizadora, la curiosidad hacia la verdad profunda,
hacia el origen y tronco comiin de teorfas diversas, es estimulo de mas alta.
categoria ética, y también estética, puesto que la acompafia una apeten-
cia de orden, de armonfa y belleza. I,a palabra curiosidad parece, pues,
demasiado pobre y acaso peyorativa para designar tan elevado interés.
Sélo los cerebros excepcionales, de dilatadas perspectivas, son capaces de
crear las grandes sintesis en nunestra ciencia matemaitica, sélo ellos pueden
llegar a las elevadas cumbres desde las cuales se otea la convergencia de
los caminos. ‘ '

' Y aun afiadirfa que en tales cerebros la aptitud sistematizadora se com-
pleta con otra que responde no sélo a la curiosidad del «por quén, sino del
«por qué no de otro modo». Supervisién distintiva de caminos y laberintos y
cuva apetencia late en el fondo de toda vocacién mateméatica completa.
A ella se debe sin duda la insatisfaccién que sentimos con frecuencia, des-
pués de haber seguido pasa a paso los porqués de una demostracién sin-
tética que nos deja frios, y la preferencia por aquellas otras demostracio-
nes de caricter més analitico, menos breves, pero més sinceras, en el
sentido de que manifiestan la necesidad del camino seguido o de sus ven-
tajas respecto de otros. Sélo entonces experimentamos la satisfaccién de
tna posesién plena de la verdad, ya que es satisfaccidén légica y psicoié-

gica a un tiempo, que nos hacé en cierto modo participes de la aventura

genética de la verdad poseida.

TENDENCIAS HACIA LO PURO Y HACIA IO APLICADO

Parece natural la tentacién de asociar la vocacién de conquista, la cu-
riosidad del «qué» y del «céHmon a los matematicos con tendencia a las
aplicaciones, v la vocacién sistematizadora, la curiosidad del apor quén a
los matematicos puros; pero en rigor se trata de categorias diferentes que
35 admiten tan simplista correlacién.

.
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E] mateméitico puro necesita cultivar esencialmente el descubrimiento
de cadenas de enlace entre premisas abstractas y sus consecuencias alti-
mas, o inversamente entre presuntas proposiciones y sus posibles causas
primeras: su juego de implicaciones suele operar sobre abstracciones ya
elaboradas. El matemdtico aplicado (llamémosle asi illli)l‘Ol)ialllellte para
abreviar) necesita elaborarlas él mismo al esquematizar los problemas ﬂ-_
sicos que somete al andlisis matemético. Su funcién constante es la de
iender puentes entre el mundo concreto v el mundo abstracto y esta fun-
cién le sensibiliza extraordinariamente para la deteccién de analogias e
isomorfismos, sobre los que el matematico puro edificard mds tarde sus
¢levadas sintesis. Vo no considerc que sea tarea reservada al fisico la crea-
cién de esquemas matemdticos adecuados a su mundo; su dictamen es
necesario para apreciar la adaptabilidad de tales abstracciones; pero la
elaboracién propiamente tal de éstas es tarea esencialinente matemdtica.
I.a matemética no es, acaso en el fondo, més que eso: la ciencia de los es-
quemas, y su origen va involucrado a tal funcién. Véase, pues, cuin di-
latado debe ser el horizonte de conocimientos y de sistemas abstractos
de que ha de disponer un buen matemdatico aplicado ‘para atisbar las es-
tructuras esenciales en los fendmenos naturales o sociales que atraen su
atencién. En este sentido, el matematico vertido hacia las aplicaciones,
debe participar tanto de la vocacién descubridora como de la sistematiza-
dora; por donde se aprecia cuédn ingenua resultaria la pretendida corre-
lacién antes enunciada.

LOS PROBLEMAS DEL MUNDO FISICO v SOCIAL
COMO INCENTIVOS DE LA VOCACION MATEMATICA

Con lo que acabo de decir se comprende ademés cémo el mundo fisico
v social despiertan la acuciante necesidad de creacién de nuevos esque-
mas matematicos. Insisto, una vez mads, en el criterio que he mantenido
en otras ocasiones de que es precisamente en el mundo fisico donde se
halla el origen (inmediato o remoto) de la creacién matematica.

No es tesis grata a los matemiticos puros, lo sé. Celosos de la pureza
“e independencia de sus mis queridas elaboraciones; repudian toda cuna
concreta que estiman bastarda, Pero no es otra nuestra heraldica. Los
primeros conceptos aritméticos, las primeras relaciones geométricas alum-
braron en la mente humana ante la necesidad de contar los rebafios, de
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medir los terrenos para conservarlos. El Algebra nacié més tarde con ob-
jeto de sistematizar y automatizar la resolucién de problemas aritméticos
v en especial las complicadas cuestiones de herencia, a las que eran tan
dados los testadores 4rabes. El Calculo Diferencial hallé su origen en

T

problemas concretos sobre velocidades y aceleraciones; el Integral, en la |

medicién de 4reas'y voltumenes, y todo el Anilisis Infinitesimal, que tomé
cuerpo a partir de tales problemas, ha ido prosperando por las neéesidades
‘de la Mecanica v de la Fisica.

Lo que ocurre es que, una vez elaborados los conceptos matematicos
como abstracciones transitorias que el fisico necesita para el estudio cuan-
titativo de sus problemas, la mente matemética los combina y relaciona,
proliferando con ellos conceptos nuevos, origen a su vez de nuevas abstrac-

_ciones que se estratifican en planos sucesivos de elevacién jerarquica.

Los conceptos matematicos que en un principio lo fueron «per acci-

_dens», terminan siéndolo «per se», ciudadanos con personalidad propia
en nuestra mente, con los cuales nos complacemos en crear estructuras
legislativas, teorfas abstractas tan alejadas ya de todo mundanal ruido que
olvidamos desdefiosamente su auténtico y humilde origen.

Si lo recordaramos, acaso no presumiriamos tanto de anticiparnos al
mundo fisico, cuande hallamos maravillados en &l nuevas aplicaciones e
interpretaciones de lo que libremente hemos creado paftiendo de aquellas
primeras abstracciones que en €l tomaron su origen. Es cierto, por ejem-
plo, que Einstein hallé el lenguaje matematico adecuado a su teoria de
la relatividad generalizada en el célculo diferencial absoluto de Ricei y
Levi-Civita, fruto de las m4s puras elaboraciones efectuadas sobre los es-
pacios métricos creados medio siglo antes por Riemann. Pero no lo es
menos que, unos y otros, tomaron pie de la ‘&eorfa_ intrinseca de superficies
ideada por Gauss en los albores del siglo XIX, como comsecuencia, sim
duda, de las arduos problemas que sobre el geoide terrestre habia plan-
teado la medicién de arcos de meridiano consecutiva al establecimiento
del sistema métrico.

En la aparente antinomia entre lo puro y lo aplicado no corresponde
hablar de posturas equidistantes, reconociendo distancias que el tiempo se
encargard Iuego de anular. Preferible es mantener un acercamiento y uua
mutua comprensién de afanes. Injusta es, ciertamente, la escéptica pre-
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gunta: «;VY esto que estd usted investigando para qué sirve?», con la
que se menosprecia el legitimo amor a la verdad desinteresada; pero ri-
diculo resulta asimismo la respuesta que en reaccién suele darse: «Es que
me gusta investigarlo precisamente porque no sirve pafa nada.»

Bien esti defender la libertad de eleccién de temas y legitimar ésta
en la satisfaccién de goces puramente intelectuales; pero proclamar in-
dignos de eleccién ciertos temas por el solo hecho de prestar utilidad a
otros cerebros tan legitimamente buscadores de la verdad en su mundo,
como lo es el matematico en el suyo, resulta inadmisible y pedante. En
todo orden de creacién existe belleza.

Ademis, de nada sirve proclamar como garantia de pureza de un pro-
ducto el total desprecio hacia las aplicaciones del autoclave intelectual en
que se ha cocido. El producte queda y la posteridad se encarga, como
he dicho, de encontrarle con frecuencia utilidad y aplicacién, pese a la
voluntad contraria de su creador. Son muchos' los ocultos factores cul-
turales v sociales que interfieren la pretendida independencia y libertad
del investigador y de los cuales ni él mismo se da cuenta al elegir su ruta.
El incesante trafico de ideas que constituye la Historia de la Ciencia per-
mite predecir que la matematica pura de hoy serd matematica aplicada de
maiiana, L,a mayor parte de las creaciones abstractas de los tiempos de
Newton y Leibniz, ¥ aun de los posteriores de Euler, no es hoy solamente
matemética aplicada, sino incluso. matematica utilitaria, la instrumental
del técnico en su labor diaria, y por ello, debidamente modernizada, se
estd ensefiando en los programas minimos de muestros cursos formativos
en las escuelas de ingenieria.

Ejemplos mas modernos los hallamos en la trayectoria conceptual que
va de los trabajos de Gauss a los de Einstein, antes citada, asi como en el
dlgebra que Boole creé a mediados del pasado siglo para esquematizar
las leyes de nuestro pensamiento deductivo y que hoy se aplica a los cir-
cuitos con interruptores, conmutadores, relés y vélvulas electrénicas. Cul-
tivemos, pt{es, una reciproca estimacién entre puros y aplicados v reco-
nozeamos que todo el progreso cientifico se debe precisamente a la colosal
simbiosis entre la Matemdtica y las Ciencias de aplicacién, -resultante del
mutuo estimulo y del constante didlogo.
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LA PERSEVERANCIA, RERUERZO DE LA APTITUD

En primera aproximﬁcién hemos seiialado la curiosidad y la aptitud
-como factores intrinsecos, respectivamente afectivo e intelectivo, de la
-vocacién matemAtica. Pero en una segunda aproximacién corresponde afia-
.dir un factor volitivo,” de’ cardcter, muy importante: la perseverancia.

En el equilibrio entre el deseo promovido por la curiosidad v la capa-
.cidad de satisfaccién del mismo alimentada por la aptitud, juega, como
‘hemos dicho, el factor desaliento que aparece en cuanto el esfucrzo ne-
«cesario para satisfacer las curiosidades iniciales, resulta una y otra vez

- de dificil superacién,

Ahora bien, la aptitud se beneficia con el ejercicio, y si entre las fa-
«cultades de caricter del individuo cuenta la de saber perseverar, es muy
posible que tal perseverancia termine conduciendo la aptitud hasta el
‘nivel suficiente para vencer las dificultades primeras, y entonces la vo-
cacién se afianza gracias a tal virtud.

Por eso el papel de la perseverancia es esencial en la vocacién matema-
‘tica, quiz4 méas que en ninguna otra. En efecto, la matemaética, al edificarse
por estratos, exige que cada uno de ellos tenga la solidez necesaria, no
-s6lo para sostenerse a sf mismo, sino para servir de base a los de en-
cima. Cualquier fisura producida en una de estas capas superpuestas, por
relajamiento transitorio en el esfuerzo durante su sedimentacién, hara pe-
ligrar el edificio entero. De aqui la desgraciada frecuencia con que los mu-
<hachos fallan en mateméticas sin carecer de aptitud intelectual para
ella. Resulta dificil que a lo largo de todo el proceso educativo la forina-
-cién matemitica no haya sufrido alglin bache, motivado, bien sea por una
-ensefianza deficiente, bien sea por una minoracién pasajera de la salud,
de la voluntad o de otras facultades del individuo. Sélo la perseverancia
en el esfuerze puede remediar entonces el fallo, reconstruyendo con te-
nacidad lo parcialmente debilitado. ' '

Esto explicaria la escasez de vocaciones mateméticas en paises de ele-
vados niveles de curiosidad y talento, pero de ténica temperamental poco
perseverante, No remedia el mal la aparicién en ellos de singularidades
-excepcionales, ya que no pueden desarrollar cumplidamente su misién por
falta de una extensa tradicién en qué apoyarse. Cada pueblo tiene una
cultura vinculada a su tradicién y es trabajo de titanes influir en esta
«cultura creando tradiciones nuevas.
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LA INTUICION MAFEMATICA.—INTUITIVOS,
LOGICOS ¥ SIMEBOLICOS

Del mismo modo que hemos hecho entrar en escena la perseverancia
como factor volitivo que refuerza la aptitud estimulada por la curiosidad
inicial, parece necesario tomar también en cuenta la. intuicién como fa-
cultad intelectiva que abrevia y simplifica las operaciones relacional y
selectiva, integrantes de la invencién. . .

De la intuicién matematica se han dado casi tantas definiciones como
tratadistas la han considerado. Si etiniolégicamente uintelligere» puede
interpretarse como «elegir entren, «intuere» puede leerse como «ver den-
tro»; de modo que la intuicién serd la adivinacién introspectiva del re-
sultado de procesos en el mundo fisico o en el mundo intelectual antes de
su verificacién material o de su comprobacién légica. Por eso se ha asig-
nado a la intuicién el papel de gufa de la invencién o creacién matemdtica,
mientras.se reserva a la légica el papel verificador o afianzador.

Pero también 1a‘ intuicién actt’ta en los mismos procesos Iégicos Me

‘més corto entre premisas y consecuencms remotas Lo corriente es que
s6lo se aprecie la posibilidad de acortar el camino de acceso cuando yva
se ha llegado a la meta, pero no antes; exactamente lo mismo que ocurre
con los rodeos que suele dar el excursionista al escalar una altura. Sdlo
cuando se tiene la referida intuicién geodésica, es cuando se adivina, por
instinto, las vfas més rapidas y cémodas de acceso, antes de verlas desde
la propia altura conquistada. Cuando esta clase de intuicién adorna al
matemético, sus demostraciones tienen de primer intento aquella elegancia
v aquella belleza que con razén asocian algunos a la economia de pensa-
miento. )

Ya aparicién de la intuicién en los mismos procesos légicos me hace
ser un tanto escéptico acerca de la clasificacién de los mateméticos en
los dos grandes grupos 16gico e intuitivo de la que nos habla Hadamard ®
Hste gran matematico francés intenta categorizar uno y otro grupe segfin
la profundidad de las capas del subconsciente que actiian en los procesos
respectivos de invencién. Segiin él, estas capas serian muy profundas en

2 J. HaDAMARD, Ps:calo gia de la invencién en el campo matemdtico. (Espasa-
Calpe.) :

28
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los matemaéticos intuitivos y poco profundas en los légicos, en el sentido
de que cuanto mas préximas se hallen de lo consciente los procesos de in-
vencién, més facil resulta darles una estructuracién légica. Pero reco-
noce acto seguido que si, aun actuando la invencién en capas muy pro-
fundas, las ideas surgen con claridad en el consciente por su propio poder
de penetracién, el matemitico parece entonces 16gico, siendo en rigor in-
tuitivo,

Considero, pues, en resumen, dificil categorizar a los matemiticos en
uno u otro sentido; porque, ademis, sélo podemos hacerlo a través de
sus obras vy en ellas no, es frecuente que manifiesten los procesos genéti-
cos en virtud de los cuales han sido creadas. La sintesis, ya lo he dicho
en otras ocasiones, suele ser hipéerita, y 1o tanto por deliberado afin de
ocultacién de recursos inventivos, como por imperativos de un estilo que
tradicionalmente en matemaéticas se exige sobrio y conciso. Asi he llegado
a sospechar que el propio Hilbert, campeén del formalismo 1égico, es en
el fondo también un gran intuitivo. Sin embargo, cifiéndonos estrictamen-
te a la apariencia de su obra, habriamos de categorizarle como a Weiers-
trass, entre los 16gic05,-mientras habrfa que clasificar a Riemann v Klein
entre los intuitivos. '

Vo me inclinaria més bien a diferenciar categorias de intuicién, de
tal modo que la intuicién imaginativa, espacial, sin duda relacionada con
la facultad que en psicologia suele llamarse eidetismo, pasaria a ser ca-
racteristica de los comtnmente llamados intuitivos, mientras la intuiciém
racional, que he llamado antes geodésica, pasaria a ser la intuicién carac-
teristica de los légicos. - )

Pero queda sin considerar otra categorfa: la de los formalistas o alge-
bristas, es decir, de los que intuyen y razonan mejor con simbolos que
con imagenes propiamente tales; los que perciben y distinguen con cla-
ridad las estructuras legislativas que gobiernan tales simbolos y sus trans-
formaciones y saben jugar 4gilmente con ellas.

El papel del simbolismo ha sido fundamental en mateméticas. Un
inadecuado simbolismp puede frénar la evolucién (como ocurrié en el mun-
do latind con la Aritmética y la numeracién romana), mientras un sim-
bolisino acertado se traduce pronto en economfa de pensamiento, derivada
de la ‘automatizacién del mismo a través de las leyes formales que lo ex-
presanhdecuada v abreviadamente. En la captacién y dominio de tales
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automatismos se manifiesta la intuicién simbélica, intuicién poco frecuen-
te, que se desarrolla a través de largo ejercicio, por lo que resulta im-
procedente acelerar la mecanizacién formalista en el periodo escolar. A
tales anticipaciones se deben la mayor parte de los errores que en todo el
mundo cometen los alumnos de los primeros cursos de Algebra.

FACTORES EXTRINSECOS EN LA VOCACION MATEMATICA.
LA DERIVACION PSEUDO-DEPORTIVA

Deliberadamente he dejado para ser considerados brevemente en ter-
cera aproximacién los factores que podriamos llamar extrinsecos de la
vocacién matemética y que, por ser sensiblemente los mismos que inter-
vienen en otras vocaciones, constituyen tema general de estudio més pro-
pio de psicélogos. Me refiero, claro es, a la diversidad de influencias que
pueden afirmar o alterar la decisién del adolescente en el momento en
que su vocacién empieza a manifestarse : voluntad de los padres; presién
del ambiente, de la sociedad; afan de lucro, de gloria, de lucha y com-
petencia; vanidad, amor ijropic, estimacién social; - apetencia de recogi-
miento, de entrega y sacrificio; ejemplo de maestros, etc.

Inatil serfa pretender agotar aqui los motivos que favorecen o entor-
pecen la auténtica vocacién. Esta viene predeterminada por los factores
intrinsecos que los especialistas hemos sido invitados a analizar en cada
una de nuestras actividades. Sin embargo, la importancia, a veces decisiva,
‘que tiene lo externo para afirmar o para torcer una vocacién, obliga a te-
ner también en cuenta, aun cuando sea someramente, aquellos factores
extrinsecos que mis directamente parecen afectar a la vocacién especifica
de que se trata. o

En el caso de la mateméatica, por ejemplo, es muy a considerar la ten-
dencia deportiva, aludida con anterioridad, y que, si resulta licita en
tanto es placer interno del investigador en lucha tras la verdad oculta,
resulta de muy inferior categoria en cuanto se manifiesta en simple afan
de competicién y vanagloria. Y, sin embargo, forzoso es.reconocer que
la Matematica debe también, en buena parte, su desarrollo a tales afanes,
por deleznables que parezcan. Acaso no lo sean tanto cuando hasta las
mismas Academias fijan metas y promueven premios v honores a guienes
primero las alcanzan. Recuérdese el gran premio ofrecido por la Academia
de Berlin al primer demostrador del teorema de Fermat, perteneciente a
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la teoria de ntimeros, uno de los capitulos de la matematica mis alejaido
de las aplicaciones. V en plano més reciente y elemental no faltan paises;
como Rusia, que consideran como pieza clave de su sistema educativo el
establecimiento de olimpiadas matemdticas (que asi las llaman) entre su
juventud. ' _ . '

Sin embargo, aun cuando se me tilde de idealista en exceso, es instinti-
va en mi funcién de educador la repugnancia a organizar cucaflas cienti-
ficas entre mis alumnos. Me colma de alegria, eso si, verles embelesados
por el interés intrinseco de las situaciones problemdticas creadas ante ellos
con objeto de ‘atraer fuertemente su atencién; y si no lo logro, me con-
ceptlio fracasado y. busco otros caminos. Todo el artificio de premios ¥y
. castigos con el que suele estimularse a los escolares, cuando no se tiene
inventiva para lograrlo de otro modo, me parece recurso de inferior .ca-
tegoria, que exacerba el individualismo sin desarrollar la personalidad. Estg
se desenvuelve mejor en clima de intimo reconocimiento que en clamor
de exterior ostentacién.

Por otra parte, la ciencia actual necesita mis equipos tjue destacadas
individualidades, y es maravilla comprobar cémo los grupos educades en
el trabajo en comtn saben organizarse jerarquicamente, procurando por si
mismos la mayor eficacia en su funcién,

En este aspecto consuela poder presentar en la historia de la mate-
mética, en contraste con el histérismo de los altercados ptablicos medie-
vales, como los de Tlartaglia y Cardano. antes recordados, cordiales inter-
cambios epistolares de ideas v de dificultades, como la correspondencia
entre Cantor y Dedekind, y més recientemente a(in, la enorme y ejemplar
labor de equipo de todo un grupo de matematicos franceses contempora-
neos que bajo el seudénimo (un tanto humoristico) de Nicolds Bourbaki
estdn rehaciendo la fundamentacién de toda la ‘matemitica actual.

LA SUBESTIMACION DEL MEDIO

De los factores extrinsecos favorecedores de la vocacién matematica pa-
samos ahora a los de signo negativo, como es el temor a la indigencia.
Temor plenamente justificado en una sociedad que en nada estima los es-
fuerzos cuyos resultados no percibe palpablemente; esfuerzos en cabeza
de los cuales figuran los afanes mateméticos en particular y los cientificos
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puros en general.. Inttil resulta argumentar que son siembra de cosecha
lejana. Tan lejana se pone, que la sciedad no acierta a verla v desconfia..

En los tiempos en los que el arte y la ciencia vivian de la munificencia
de reyes y principes bastaba el convencimiento de tales protectores, con-
vencimiento casi siempre implicito en la naturaleza misma de protector,
fundada en innata afinidad hacia lo protegido. Pero al democratizarse cien=
cia y arte, se hace preciso llevar tal convencimiento a las masas. De aquf
la necesidad de acrecer su nivel medio cultural. Sélo asi podrid propa-
garse entre ellas el interés hacia la ciencia pura. Sélo asi podremos afir-
mar sobre més ai‘nplias bases humanas la mayor elevacién de las clspides.
Sélo asi podremos finalmente anoyar en una auténtica estimacién popular
la justa consideracién y estima de la administracién que interpreta su
sentir, .

No pretendemos con ello insinuar que la atraccién hacia la ciencia:
pura y en particular hacia la matemética deba promoverse con el espe-
juelo de las més brillantes situaciones, Dudosas vocaciones serfan las que
asi se alimentaran. Lo que si exigimos es que la subestimacién social no
sea tan grande que llegue.a torcer vocaciones auténticas como estd ocu-
rriendo. Y si la sociedad pessiste en su ceguera, en su imptrevisién y en
su injusticia, reaccione siquiera en puro amor hacia quienes son al fin
sus grandes nifios, convertidos en nifios grandes. Me explicaré.

El nific abre sus sentidos a la vida avido de enterarse. Pronto pre-
gunta el porqué de las cosas y no ceja en su pregunta persistente y ob-
sesiva. Kl mundo estd lleno de maravillosos interrogantes para su curio-
sidad inquisidora. Ya adolescente, en cuanto adquiere conciencia de su
personalidad incipiente y pugna por manifestarla, le asaltan otros inte-
rrogantes no tan mavarillosos como angustiosos. I.os por qués del adoles-
cente implican més rebeldia que curiosidad. Apertura de cauces propios
antes de ser encauzado. - T '

Vencedora o vencida suele ceder algin dia la tensién, v los por qués‘
desaparecen con la adaptacién del individuo al medio. Desaparecen, excepto
para los que permanecen inadaptados o para los eternamente insatisfe--
chos. Me refiero, naturalmente, a los artistas cuya vida entera serid bfis-
queda de cauces nuevos, viviendo en tal sentido siémpre en tensidén de
adolescencia, y a los sabios cuya curiosidad siempre sedienta y despierta.
les hard vivir en clima frecqente de nifiez.
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Esto sélo debiera hacerles acreedores a la méxima estima y compren-
sién, De ella necesitan nifios y adolescentes de cualquier edad y condi- -
cién. Pero no suele ser asi. La masa disfraza su desprecio, cuando no su
indignacién, contra toda singularidad antigregaria, con falsa admiracién
que ‘traduce en honores simbélicos, pero no’ en una verdadera y auténtica
compensacién de sacrificios. La vocacién de artista, como la de sabio, debe
contar de antemano con la incomprensién.del medie y debe anticiparse a
aceptarla como algo inevitablemente humano; tnico modo de hacerse
perdonar de la vulgaridad la humillacién a que involuntariamente la so-
mete todo acusado relieve: Pero no debe dejar por ello de defenderlo y.
de reclamar, si es preciso, sus prerrogativas en la estricta medida nece-
saria. Consideremos ahora finalmente :

LAS FUNCIONES DEL EDUCADOR MATEMATICO
EN ORDEN A LA VOCACION

Veo tres de ellas diferenciadas y fundamentales: el alumbramiento,
la deteccién y el cultivo.

El alumbramiento de la vocacién, se resuelve en la invenciéon y des-
pliegue de situaciones: capaces de encender ia llama del interés del mu-
chacho hacia los distintos panoramas que la matemética ofrece.

La deteccién se obtendra, no sélo midiendo la aptitud, sino observando
.también cualitativamente las reacciones emocionales que aquellas situacio-_
nes provocan. Si tales reacciones son rebeldes a la cuantificacién, tampoco
es comoda la factorizacién y medida de la aptitud matematica, problema
que estimo por resolver v al que me referiré en Gltimo lugar.
 El cultivo se organizard disponiendo la ensefianza en tal forma que,
graduadas las dificultades, se renueven constantemente los motivos de in-
terés y curiosidad, encauzando los esfuerzos para satisfacerla; pero no en
un sentido facilitén y reblandecedor, sino ténico y ‘estimulante.

LA ENSENANZA EURISTICA COMO ALUMBRADORA
¥ CULTIVADORA DE LA VOCACION MATEMATICA

Los procesos de alumbramiento y cultivo de la vocacién son, en’ defi-*
ritiva, los mismos que caracterizan la ensefianza activa y euristica, que
vengo desde hace tiempo preconizando.
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No basta que la sociedad, deseosa de hacer del educando un hombre
atil, determine lo que ¢l nifio debe aprender; hace falta metodizar el
aprendizaje de modo que el nifio. pueda aprenderlo, y finalmente es pre-
ciso también que el nifio quiera, es decir, que se sienta atraide plenamen-
te hacia el objeto del conocimiento; pues solamente en este clima de es-
pontaneidad lograremos obtener de él aquel esfuerzo voluntario y DUro
generador de todas sus posibilidades. T
~ Como he dicho en otras ocasiones®: No pretendamos educar maté-
maticamente a la juventud limitindonos a transmitirle, ordenadaménte,
los conocimientos que nos han sido dados, Procuremos que sea el alumuo
mismmo quien los elabore.

Por elevada que sea la autoridad de su maestro, dificilmente toma el
alumno interés por asimilar sintesis en cuya gestacién no ha participado.
Lo que se aprecia y asimila de verdad no es tanto lo que se recibe como
lo que se conquista, Y si la actividad es una necesidad vital del nifio,:en
el caso del aprendizaje de la matemdtica es ademés una necesidad episte-
moldgica. .

El maestro no debe, pues, asumir el papel de centro transmisor de co-
nocimientos, sino de gufa del aprendizaje de sus alumnos; aprendizaje
estimulado por situaciones interesantes y sugeridoras de las ideas que se
desea inculcar, : B

LA DETECCION DE LA APTITUD MATEMATICA. ESTRUCTURAS -
 MATEMATICAS V ESTRUCTURAS MENTALES. LOS PROBLEMAS

Segtin los métodos de medida corrientes en la psicologia experimental..
la deteccién objetiva de la aptitud- matemética es problema que estimo,
como he dicho, atin no resuelto, al menos en la incompleta informacion
bibliografica de que dispongo. De ellas saco la impresién de una tenden-
cia a desarrollarse en pruebas analogas a los problemas usuales, muchos
de los cuales acusan méas informacién y destreza adquirida que disposi-
cién innata propiamente tal, Aunque parezca paradégico he visto méas sus-
tancia intrinsecamente matemdtica en muchas baterias de «tests» de in- -

3 Malemdtica, H :‘sio'ria.,‘ Ens.;:ﬁaﬂea v Vida. Conferencia dada en el Aula Magna
de la Universidad de Valladolid el 12 de diciembre de 1957, y ‘publicada en la «Re-
vista de Educacién», nim. 72, .
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teligencia general (como por ejemplo los de Raven) que en los declarados
como de especifica inteligencia matemaitica; -y es que, el campo abarcado
por la actividad matemadtica, es tan amplio que se hace muy dificil deli-
mitar y precisar todos los factores que en ella intervienen. En este as-
pecto, el analisis factorial, que con tanto-dominio cultiva nuestro queride
VYela, aportari sin duda una decisiva contribucién en la discriminacién ¥
medida de las distintus facultades que integran el genio matemético. Va-
rias posibles de ellas (anilisis, sintesis conceptual y expresiva, aptitud in-
ductiva, generalizadora, relacional, intuicién espacial de la forma, de la
magnitud, de la posicién, implicacién 16gica, sentido de lo esencial, etc.)
traté de explorar por separado y en su conjunto en pruebas objeti'v}as que
hace’ ya tiempo preparé para el Instituto de Seleccién Escolar, cuando el
anélisis factorial afin no habja penetrado en Espafia. Absorbido siempre
més por la tarea propiamente didactica que por la seleccionadora, perdi la
-pista de aquel ensélyo, que hoy harfa falta reanudar con todo el abruma-
dor aparato de célculo que el analisis factorial comporta, y para el que
carezco de tiempo; pero ello no obsta péra que reconozca el interds que
tendria reconsiderarlo. '

Y acaso, -més ann qite tal factorizacién del genio o aptitud inatematica
en funciones, tendria interés actual la exploracién experimental (si es po-
sible) de las estructuras mentales de categoria mateméatica que, segin ma-
tematicos y psicblogos modernos (Piaget, Gattegno %), forman parte de
nuestro soma, predeterminando en cierto modo la dindmica relacional que
constituye la creacién matemética. Para Gattegno *, la matemética no crea
conceptos, sino s6lo relaciones, y la naturaleza de ellas va implicada por
nuestras estructuras mentales (tanto somAaticas como adquiridas). Segin
estos nuevos puntos de vista, la linea conceptual genética en la que he-
mos apoyado nuestros argumentos (preexistencia de un mundo real, idea-
lizacién v esquematizacién del mismo, elaboracién de estructuras abstrac-
tas, nueva proveccién de ellas sobre lo real), quedaria fundamentalmente
modificada al admitir como preexistentes estructuras mentales de con-
Aextura matemdtica a través de las cuales podriamos fnicamente tener

1 Véase Pracer, «Les structures mathématiques et les struclures opératories de
Iintelligences, cap. I de la obra L’enscignement des mathémaiiques. (Delachaux-
Niestlé-Neuchatel, 1955.)

5 C. GATTEGNO, «Structures mathématiques et structures mentales». Bulletin de
I’Ass. de Prof. de Math. Paris, marzo 1958.
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acceso al mundo real. Los valores matematicos que hallamos en él serfan.
entonces simple proyeccién de nuestras propias estructuras mentales. EL
hombre no descubrirfa, crearia la ciencia, cuyos valores objetivos sélo.
podrian resultar de la comunidad de estructuras en el grupo humano. Los.
problemas metafisicos de lo objetivo y lo real pasarfan a ser problemas

psicolégicos. No encontrariamos en la Ciencia més que las huellas de nues-
tro propic paso. Me limito a consignar la postura; sblo afiadiré que el pro-

blema de la discriminacién de la aptitud matemética se plantearia entonces..
en términos de medida de riqueza de tales estructuras mentales innatas.

- Mientras no se hagan unas u otras investigaciones no nos queda otro.
recurso para prospectar la aptitud mateméitica que la tradiciona:, fundada

en observar las reacciones intelectuales del alumnado durante los procesos:
de aprendizaje, en anotar las respuestas significativas en los didlogos que
a lo largo -del mismo se producen y en analizar las soluciones a los pro-
blemas que se les proponen como ejercicio o como comprobacién del ren-
dimiento escolar.

Pero todos sabemos lo que ocurre. Si el profesor pretende medir a sus-
alumnos con el aparato de los problemas, no es menos cierto que los alum-
nos miden la eficacia.de la prueba, y que tanto ésta como aquéllos resul-
tan, a su vez, medidores de la objetividad del examinador y de la eficacia
del profesor ¥ de sus métodos de ensefianza. Para discriminar esta rever-
sibilidad de causas se ha puesto a prueba recientemente el dificil instru-
mento del andlisis de varianzas. Pero entretanto, en esta misma reversi-
bilidad radica una de las més graves consecuencias de la tecnificacién de
pruebas, que es la tecnificacién paralela de la preparacién para las mismas.

El tema que con esto se abre nos llevaria demasiado lejos v el tiempo
normal de atencién sin fatiga, se agota. Me limito, pues, a sefialar lo que
con mayor detalle he subrayado en ocasién reciente ®: Que siendo tan
vasta la actividad matemaética, los tipos de problemas al uso en la tra-
dicién docente no hacen sino aflorar una pequefia parte de la misma, de-
jando inexplorados un sin fin de matices que pueden tener rica presencia
en las posibilidades de nuestros alumnos v de las cuales ni nos enterainos.

" Asf nos vemos sorprendidos tantas veces con contestaciones inesperadas.

6 P, PuiG ApaM, «Un punto de vista cibernético sobre el programa de los proble-
mass, Revista de Ensefianza Media. Enero-febrero 1959. -
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Y lo.que decimos en el orden-intelectual, al fin y al cabo asequible a
la medida j qué no diremos en el orden emocional de la vocacién, siemi~
pre tan misterioso ! Preguntad, como yo he hecho a varios cultivadores de
vuestra misma actividad, .cuil fué el origen de su vocacién y a buen se-.
guro que recibiréis taijj:as_ categorias de respuestas como preguntas. Cada
individuo es un caso. Desde los que vieron en la Matemdtica el encanto.
de la posesién de comnocimientos sin concesién de crédito, la seguridad
basada en la’ autoverificacién; su precisién; su fuerza humanistica; su
acercamiento a valores filosdficos de categoria trascendente... hasta los
que, discurriendo en su terreno, de transito para otros caminos, volvieron
a ella de rebote de obstaculos presentados en los mismos; desde el que
encuentra en sus problemas los motivos de lucha que apetece, hasta el
que busca en ella remansos de sosiego y de paz; desde el que :iuedé pren-
dido en sus redes por arte del profesor que supo hacerle sentir su encanto,
hasta el que (j guarden el secreto !) atribuye el origen de su vocacién a.
una reaccién de tenacidad que le impulsé a penetrar en reductos que ma-
los profesores habian hecho inasequibles y aborrecidos...

i Cuantos caminos dispares confluyendo en una misma meta voca-
cional !

EL MISTERIO VOCACIONAL

VY con este comentario termino, rubricando mis observaciones con la’
linea sinuosa de una interrogacién, * '

Recordaréis tal vez la anécdota del principe que eligié entre sus pre-
suntas novias aquélia que no supo explicarle por qué le gueria. Pues bien, -
ino ocurrird con la vocacién lo que con el amor de tal preferida? Sen-
tido tréfico de la inteligencia llama Rey Pastor a la vocacién, comparin-
dola con el hambre ¥ el amor, que son los sentidos tréficos de conserva-
cién en el individuo y en la especie,

El que ama fuerte razona-mal. Mas intenso que el amor basado en
wpor qués» es el que no sabe explicarse, vy mas aln el que se impone
ua pesar de», amor nacido en raices tan profundas que el mismo individuo
las desconoce.

Promovamos, bien estd, encuestas, introspecciones y extrospecciones;
preguntemos a nifios y varones cl por aué de sus dedicaciones preferen-
tes; archivemos, clasifiquemos y analicemos las respuestas... Por desgra-
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cia o por ventura,.siempre quedari vibrando en el mundo de la emocién
vocacional el teinblor de alguna incégnita, un margen poético de inde-
terminacién, clave, acaso, estimulante de vuestra propia vocacién de psi-
célogos; un rescoldo misterioso, de este maravilloso misterio que se en-
cierra en el ingenuo y elocuente sonrefr de un nifio al levantarse de hom-
bros y responder sencillamente «no sé». '



III. EN LA ENCRUCIJADA.—CONSEJOS DE UN GUIA?

Por deseo expreso de nuestro querido director, para guien no sé tener
una negativa, correspondiame deciros unas palabras en ocasién de la fies-
ta de Santo Tomas. Temi entoncés que cualquier disertacién filosélico-
cient{fica que pudiera pergefiar hiciera sonreir a mis compafieros y bos-
tezar a mis alummnos, y pensé gue acaso serfa para éstos de mejor prove-
cho y agrado una charla afectiva, a modo de consejo.paternal, ante la
préxima partida de los que hoy terminan el Bachillerato.

Quiso 1a Providencia que aquella solemnidad académica se empafiara
con el luto por un compafiero querido, que en la gloria se halle, y la
tristeza me impuso entonces silencio, con lo cual aquellas mis inéditas
palabras de despedida vienen a cobrar hoy actualidad, y quiere nueva-
mente el director que se digan.

- Voy, pues, a dirigirme principalmente a Ja inmediata promocién de
bachilleres. A aquella muchachada que llené mi clase de sexto curso el
afio pasado, y con la cual en méis de una ocasién dialogué, al margen
Je las MatemaAticas, en términos de afecto familiar y de acercamiento
cordial; aquellos entre guienes crei escuchar en varias ocasiones algin
eco de mis sentimientos y de mis palabras; aquellos que, muy a mi pe-
sar, y por exigenciés de horario, no he podido tener en este curso a mi
cuidado (si bien han estado en excelentes manos) y para quienes seré
ésta la finica v Gltima leccién que pueda darles ya. Pero dirigitme a
¢llos con preferencia no significa hacerlo con exclusividad; asf, pues,
atiendan también los demés alummnos presentes, pues que el planteo de:
problema afectar, més pronto o més tarde, a todos por igual,

1 Despedida a los alumnos del Tnustituto de San Isidro que terminaron el Ra-
chilierato en el curso 1944-45.
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Estais en un momento crucial de vuestra vida. Entre juegos y risas,
con deleitosa inconsciencia, habéis cruzado el jardin de vuestra infancia
v llegéis a un Iugar donde la anchurosa via se fracciona en miitiples
senderos. A la entrada de cada uno de ellos estais viendo ya luminosos
letreros que os prometen bien sea la gloria, bien sea el dinero; en unos
la sabiduria, en otros el poder, ya sea el goce estético, ya el amor de
.vuestros semejantes..., senderos cuyo horizonte se cierra pronto a vues-
tra imaginacién en un angustioso interrogante que estimula vuestra in-
quietud v curiosidad. Acaso pensiis que al ir en pos de la gloria os sefd
tal vez megado el bienestar material; que si alcanziis el-poder os serd
tal vez negado el afecto; que si llegdis a la cima de la Ciencia os puede
ser prohibido el goce inefable del Arte. Sentis ambicién, temor, dudas
v deseos de marchar a la conquista; v, atraidos por una v otra sendas,
acaso 10 sepdis qué camino seguir,

Pues bien; lo primero que quiero deciros es que no credis que exista
tanta divergencia en los caminos, si se siguen con un sentido de eleva-
cién y con un propésito constante de honradez.

No hablo sélo con un criterio sobrenatural de la vida, en el que, ya
se sabe, la meta no es méas que una, y a ella habrin de conducir a la
postre los senderos todos, si son buenos; hablo también en un sentido
estrictamente humano, de humana comprensién.

En las cuestiones que no conciernen a Dios o a la Patria, no os plan~
teéis nunca los problemas de la vida en términos de irreducible anta-
gonismo : riqueza o miseria, ingenuidad o malicia, ciencia o arte, es-
pecializacién o enciclopedismo... Procurad dulcificar las tendencias ex-
tremas o exclusivistas que parecen implicar estas supuestas antinomias,
peﬁsando que son, por ejemplo, perfectamente compatibles: la previsién
con la generosidad, el candor con la sabiduria, el culto a la verdad con
el amor a la belleza, la profundidad y perfeccién de. vuestro trabajo
especffico con la amplitud de vuestros horizomtes espirituales, y que de
la habil y prudente proporcién con que mezcléis estos ingredientes de-
penderi en gran parte el equilibrio y la perfeccién de vuestra vida entera.

Desmenucemos, si queréis, un poco mas:
Ved aqui la primera antinomia que se presenta en la eleccion de
camino. jldealismo o utilitarismo? ;Debo consagrar mi vida al ideal, con
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desprecio de toda utilidad o debo perseguir sélo la utilidad con olvido
del ideal? Facilmente adiviniis la respuesta: ni lo uno, ni lo otro; lo
Gltimo, por zafio; lo primero, por erréneo. :

Cierto es 'qmz, en el reparto social de valores, no suelen ser ricos los
mis sabios ni sabios los mas ricos, v es natural que asi ocurra con cier-
ta nivelacién compensadora. Pero ello no significa que la indigencia haya
de acompafiar inexorablemente al sabio, y la estupidez al poderoso. No
negaré que fueron muchos los sabios y los artistas que murieron en la
miseria; pero no creo que esta miseria haya sido condicién mnecesaria a
su sabidurfa o a su genio artisiico, antes al contrario, un poco mis de
atencién a los problemas materiales, aun con pasajeras mortificaciones de
amor propio, lhubiese acaso prolongado su existencia, haciendo més co-
pioso todavia su magnifico legado a la Humanidad. jSabe Dios cuantos
frutos de ingenio y de belleza se han perdido por este desprecio de lo
material, tan caracteristico en los iluminados!

Voy a leeros, como entretenimiento e ilustracién, algunos fragmen-
tos de la carta que escribié el astrémomo Kepler a su protector, Rodol-
fo II, poco después de precisar, tras laboriosos cilculos y observacio-
nes, la trayectoria del planeta Marte, y ved en ella con cudnta claridad,
y al mismo tiempo con cuanta donosura, reclamaba el dinero necesario
para'proseguir sus investigaciones astrondmicas, que, como sabéis, le
condujeron al descubrimiento de las leyes que rigen el movimiento de
los planetas,

Dice asi la carta: ¢

«Yo traigo a Vuestra Majestad un noble prisionero, fruto de una
guerra dificil y laboriosa emprendida bajo vuestros auspicios... En vano
los astrénomos prepararon todo para la lucha; en vano pusieron en juego
todos sus recursos’'y en el campo todas sus tropas. Marte,_bﬁrléndose de
sus tentativas, destruyé sus méiquinas, desbaraté sus planes y anulbé sus
esperanzas, encerrandose franquilamente en el impenetrable secreto de
su imperio y ocultando sus estudiados movimientos a la inspeccién del
enemigo. ..

wDurante las incertidumbres de la lucha hemos tenido desastres y
calamidades que han asolado nuestro campo. La pérdida de un jefe ilustre,
la sedicién. de las tropas, las enfermedades contagiosas, todo contribuia
a aumentar nuestra angustia, Ias alegrias como las tristezas domésticas
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tobaban a las negociaciones un tiempo que me hacfa falta. Los soldados,
faltos de todo, desertaban en masa; los nuevos reclutas no estaban he-
chos a las maniobras, v, para colmo de desdichas, faltaban los viveres.
(Como veis, Kepler alude aqui hébilmente a las dificultades materiales
de todo orden con las que tenia que desenvolverse.)

»Por fin—afiade—, el enemigo se avicne a la paz y, por medio de
su madre, la Naturaleza, me envia la confesién de su derrota; se cons~
tituye prisionero bajo palabra, y la Aritmética y la Geometria le escoltan
sin resistencia hasta nuestro campo. Desde entonces ha dado pruebas de
lealtad, y sélo pide una gracia de Vuestra Majestad. Toda su familia re-
side en el cielo: Japiter es'su padre; Saturno, su abuelo; Mercurio, su
hermano, y Venus, su amiga v hermana. Acostumbrado a esta augusta
sociedad, los echa de menos, se impacienta por encontrarlos 'y desearia
verlos en su compaiiia, disfrutando, como él hace hoy, de vuestra hos-
pitalidad. Para esto es preciso continuar con tesén la guerra, la cual ya
no ofrece peligros, puesto que Marte estd en nuestro poder. Pero vo su-
plico a Vuestra Majestad que piense que el dinero es el nervio de la
guerra y se sirva dar dérdenes a su tesorero para que envie a vuestro ge-
neral las sumas necesarias para reclutar y poner en pie de guerra.nuevas
tropas.» ' '

Es gracioso, en verdad, el contraste entre los hibiles eufemismos en-
pleados para describir el poético cautiverio de Marte bajo sus calculos
y la descarnada rudeza en reclamar el dinero mecesario, asi como suena,
«el dinero», sin retéricas ni metaforas, para preseguir sus trabajos.

No nos engafiemos. Caballero del ideal era Don Quijote, y Cervan-
tes, al crearlo, puso a su lado a su escudero Sancho, hecho de barro,
para enderezar E_le tanto en tanto sus genialidades v curarle sus desca-
labraduras. He aqui la férmula dual de que estamos hechos. j Quijotes
y Sanchos! Espiritu y materia somos, y necesitamos de ésta para sos-

“tener aquél. Pero entendedlo bien : sélo en la medida necesaria para esie
sostén; rebasada esta medida, se salta insensiblemente de la miseria fi-
sica a la miseria espiritual. Que si no puede volar con la libertad que
deseara el espiritu acuciado por necesidades materiales v rodeado de un
cuadro de indigencia, mis prisionero todavia se halla el alma adormecida
por el opio de las comodidades materiales u oprimida por las torturas de
una avaricia sin los perfumes de la generosidad; y afin mdas pobre que
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el mfés miserable harapiento es aquel que carece de la tabla de salvacién
.de un ideal en las grandes tempestades de la vida,

Y veamos ahora otra de la antinomias que se presentan hoy dia al
hombre culto: GEspecializacién o universalismo? ¢ Debo orientar mi cul-
tura en un sentido de profundidad o de extensién?

El progreso actual imponé a tal punto la divisién del trabajo, gue no
s facil hallar retribucién digna si no se especifica el esfuerzo en algo,
ahondando lo mis posible en el cultivo de dicha especialidad. Es como
na exigencia de la colectividad en aras de su progreso material; pero
.es también una esclavitud odiosa para el individuo, va que le oprime
y le cierra horizontes («Les spécialistes nous sommes dans un troun, me
decfa, en su tltimo viaje a Espaifia, el famoso matemético francés Fréchet),
y funesta a la postre también para la colectividad, que queda disgregada
.en grupos que no se entienden, pues tienen distintos afectos, manejan
-distintos conceptos y hasta hablan distinto lenguaje; ¥ al no entenderse
.no pueden amarse, aumentando la desconfianza y la desunién en el géuero
‘humano. ° .

Observad la tendencia que tienen los hombres a despreciar aquello
‘que ignoran; tendencia que suele ser tanto mas acentuada cuanto inds
cerrado tienen el horizonte en la cidrcel de su especialidad.

¢ Quién no ha escuchado alguna vez a un gran artista hablando ho-
arores de las Matemdticas, mientras acaso un matemético, insensible y
-distraido, colgaba su bufanda de una escultura?; oid al magnate de los
ﬁegocios manifestando su regocijada indiferencia por la teoria de la re-
latividad, y, a su vez, al sabio escupiendo su olimpico desdén sobre las
*- finanzas; al general calificando la mfsica como el més inocente de los
ruidos, y, a su vez, acaso, al musico ironizando sobre la marcialidad del
-general, y al técnico burlindose del filésofo enredador de las cosas de
sentido comiin, mientras éste desprecia aItivamentg el motor de explosion,
v al fillogo riéndose del cazador de insectos, vy a éste burldndose del
amusa musaen..., v asi tantos y tantos ejemplos.

VY ipor qué se rien los unos de los otros? Pues, sencillamente, por
ignorancia reciproca de los intereses y de los afectos en que se desen-
vitelven las vidas respectivas. Parece como si con este desdén cada cual
se consolara v justificara inconscientemente de su lamentable incompren-
si6n. Tan lejos estin unos de otros, que hasta son incapaces de imaginar



CONSEJOS DE UN GUfa 449

la, posibilidad de una vida espiritual fuera del estrecho munde de sus
ambiciones. Razonan como aquellos peces que no podian comprender la
existencia de seres vivos fuera del agua. Y esta triste incomprensién es
consecuencia cabal de la atomizacidén del trabajo a que antes aludia, y
constituye uno de los dolorosos tributos que los hombres civilizados pa-
gan-en aras de su propia civilizacién.

Procurad, pues, redimiros de la esclavitud que os imponga vuestro
trabajo especializado, atendiendo, en toda la medida que os permitan las
L_l‘p:r_'as que os deje libres, el desenvolviiniento integral de vuestro espiritu.
Ved las exposiciones, asistid a los conciertos, no os pérdais manilestacién
alguna en que vuestro espiritu pueda recibir las caricias de wuna savia
nueva. No os burléis' nunca del esfuerzo del vecino porque los frutos
cultivados en su huerto no sean los mismos frutos del vuestro. Acercaos
con respetuosa curiosidad a todos los afanes dignos, y con sélo un poco
de buena voluntad veréis qué bellos v nuevos panoramas se abren a vues-
tro espfritu, y notaréis también cuénta gratitud brotard del incompren-
!_di_do si ve por un momento resonar en vosotros sus propias inquietudes.
La ‘Ciencia v el Arte actuales estin poblados de solitarios; almas en pena
(:qu.e se cruzan sin atraerse y se alejan_sin emocién. _

) Pueblo equilibrado y venturoso el de Grecia, cuyos hombres suiic-
ron comprender y amar, cultivando a un tiempo la fuerza, la sabidurfa,
la belleza y la virtud! | Tiempos venturosos los del Renacimiento, en
fos cuales florecieron tantos sabios artistas, filésofos humanistas, almas
abiertas a toda inquietud espiritual !

Bien es verdad que el desarrollo embrionario de la Ciencia y del Arte
de aquellas épocas permitié, en vidas muy intensas, el cultivo de todas
las ramas del saber y del hacer, hasta significarse y descollar en todas
ellas, como en ‘el caso de un Leonardo, por ejemplo; pero va que hoy
no es esto posible, ya que la frondosidad de lo creado impide sobresalir
en todos los terrenos, sea al menos permitido y deseable su humilde ex-
ploracién, aun cuando sea en un plano infantil y robinsoniano. Resu-
miendo : tended a ser un poco aprendices en todo, para vuestro bien, v,
al menos, maesiros en algo, para bien de los demds.

‘Pero ante esta sencillisima férmula que os brindo oigo levantarse el
clamor de los escépticos. Para ser un poco aprendices en todo hace falta
tiempo; para ser verdaderos maecstros en algo hace falta genio; para quien

»
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carezca de tiempo y genio, la férmula es inaplicable; como si dijérantos,
es una ecuacién de raices imaginarias.

Pues bien; invoco aqui mi autoridad de catedratico de Matemdéticas
y la refuerzo con la de mi querido colega en citedra, sefior Masip, para
afirmar, en los términos més categéricos, que las rafces de esta ecuacién
podran ser mayores o menores, pero gue son siempre reales y positivas,
Vamos a demostrarlo. . )

" El tiempo, hijos mios, es un tesoro que Dios reparte a todos por
igual. Es el Gnico bien comfn por antonomasia. El dia tiene 86.400
segundos, lo mismo para el sabio que para el artesano, para el europeo
que para el meozelandés, y la misma duracién tuvieron los dias de Ar-
guimedes que tienen hoy los de Einstein. El rendimiento que de este
tiempo se obtenga depende del arte en administrarlo.

Son numerosisimos los ejemplos que citan los libros sobre las grandes
cosas que se han hecho aprovechando tiempos perdidos. Smiles cita, entre
otros muchos ejemplos, el caso de un doctor que tradujo a Lucrecio yendo
en su carruaje de un enfermo a otro. | Pobres enfermos !, pensaréis; pero
no fue asi, El doctor llegé a ser igualmente célebre como médico v como
latinista,

Pero, ;para qué ir a buscar ejemplos al extranjero? Conozco perso-
nalmente a dos colaboradores que en el invierno del afio 1926 planearon
conjuntamente el plan y numerosos detalles de una obrita de Geometria
intuitiva (cuyo fin era nada menos que el de reformar los métodos de
la enseiianza de esta Ciencia en Espafia) mientras volvian juntos por la
noche a sus casas en el tranvia desde Santa Barbara a Argiielles. No te-
nfan otro momento del dia en que poder estar juntos. Uno de ellos, por
cierto, escribié a poco un tratadito de Cosmografia aprovechando una
travesia de Espafia a América, y el otro, que empez6 a rato perdido ton-
teando sobre um piano, hace'va muchos afios, tiene hoy el atrevimiento
de hacer cantar coros a ocho voces v de enfrascarse en partituras or-
guestales, con las cuales dice que-aprende y se divierte extraordinaria-
mente.

Es inconcebible todo lo que puede llegar a realizarse sumando ra-
tos perdidos. Pero quizd me diglis: (qué tiempo queda entonces para
el descanso? Sobre este particular me atengo a una definicién que he
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dado varias veces, y que tal vez os Sornrenda Descansar es trabajar en
otra cosa.

Para ilustrar esta aparente paradoja, ved a aquel joven contable de
un Banco regresando de la Sierra en la noche de un dia festivo. Después
de haber barajado miles de guarismos durante la semana entera, apol-
ironado en polvoriento rincén, vuelve hoy sudoroso, jadeante, tostada la
cara, con su imponente cargamento a la espalda, mocgila, manta, es-
gufes...; con los zapatos destrozados, viene de recorrer leguas y mas
leguas subiendo pendientes, escalando crestas, deslizidndose por peligro-
sas vertientes, vadeando rios, cruzando valles..., hasta volver rendido a
su casa; en una palabra: viene de pasar un fin de semana de completo
descanso. En el portal de la calle encuéntrase con su vecino el cartero,
el que a diario recorre largo itinerario urbano en pencsa peregrinacién,
remontando miles de peldafios, vaciando entre el vecindario sn cartera
repleta de misteriosa carga de ilusiones y desengafios. Vuelve hoy a su
retiro, libre de inaterial peso; pero la rubicundez de sus orejas delata
pronto de dénde viene: acaba de participar en una refiida competicién
ajedrecistica; seis horas con la atemcién fija sobre el tablero, los pies
frios y 1a cabeza ardiendo. Otro que ha descansado también plenamente
v a su gusto.

Preguntad a cada cual la opinién que le merece el descanso del ve-
cino. Para el escalador de pisos resultard absurdo el asueto del excur-
sionista; para el escalador de sumas resultard inconcebible el ocio ajedre-
cistico. El primero reposa fisicamente poniendo en tensién su cerebro;
el segundo adormece su intelecto poniendo en accidén sus mfisculos, Para
uno y otro, el descanso es sencillamente eso: una nueva actividad com-
pensadora, distinta de la habitual.

Meditad sobre cualquiér suerte de descanso que poddis apetecer, y
veréis asimismo cémo en todo caso existe tensién y fatiga. Ved los ner-
vios contraidos del jugador habitual; el calvario del critico teatral, obli-
gado a asistir a todos los estrenos; la fatiga del miisico en los ensayos,
y asf mil ejemplos més, y os daréis cuenta de cémo lo que para el resto
de los mortales constituye motivo de agradable esparcimiento, se con-
vierte para ellos en una fatiga como cualquier otra con la persistencia

y la reiteracién.
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V no me habléis de reposo absoluto, de no hacer absolutamente nada,
- porque son frases ciue tal vez carecen de sentido. Mientras tenéis los ojos
abiertos a la luz, colores y formas atraen e incitan vuestra atencién; si
cerrdis los parpados, quedan a@in atentos los ofdos a todos los rumores
y misicas lejanas, y si logriis aislaros en el silencio v en la oscuridad
més completas, entonces vienen a atormentaros vuestros pensamientos, que
no os dejan punto de reposo: lo que no dijisteis y debierais haber dicho,
aquel célculo que sali6 fallido, aquella melodia obsesionante, los recuer-
dos de scres desaparecidos, el angustioso interrogante del maifiana... j Qué
terribles v fatigosas las horas insommnes en la oscuridad y el silencio de
la nochel... Y si, al fin, logriis dormiros, es todavia el subconsciente y
el neurovegetativo el que trabaja, manteniendo alerta el ritmo de vues-
tra vida. '

Desengafiaos : el reposo absoluto no llega méas que con la muerte, La
vida es ritmo y es trabajo, y ibendito sea Dios, que asi lo dispuso para
estimulo de nuestro sacrificio y para merecimiento de nuestra ventura!
Si, pues, el reposo es un espejismo ¥, queramos o no, todos los minutos
de nuestra vida son de esfuerzo, todo es cuestién de saber administrar
y encauzar debidamente este tiempo y este esfuerzo en aras de nuestra
elevacién espiritual; y convengamos en que la falta de tiempo podri ser
acaso la justificacién de un dia, pero nunca de una vida entera.

Veamos ahora qué fundamento tiene la pretendida invocacién a la
falta "de aptitudes, el famoso mito del genio, comodin de haraganes.
El talento ya no es un bien comumnista. La Providencia tiene sus ele-
gidos, conforme; pero ello no significa que autorice a los deméis a cru-
zarse de brazds, en cémoda actitud de impotencia. La diferencia de talen-
to establece tan sélo una diferencia de ritmo, de velocidad; pero tened
por seguro que a donde llega un hombre puede llegar otro hombre, més
pronto o mis tarde. Todo es cuestién de tiempo y perseverancia. Yo fio
siempre més en los alumnos dotados de mediocre talento, pero de firme
voluntad, que en los inteligentes y aphticos. Estos llegan antes, pero se
cansan pronto y, al fin, son rebasados por la tenacidad de las tortugas
intelectuales., En la constelacién de nombres gque brillan en el firma-
mento cientffico son muchos méis los trabajadores perseverantes que los
talentos de primera fila; claro es que cuando se dan ambas cosas re-
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sultan estrellas de primer{sima magnitud; pero por cada una de elias
hay miles de pequefios soles que, a pesar de su pequeiiez, Ilegaron a bri-
llar con luz propia. ‘ . )

Pensad que son pocos, muy pocos, los grandes inventos deparados al
"genio por la casualidad; los mis son fruto de la constancia y del tra-
bajo, de la paciencia y de la tenacidad, Me impresionéd, por ejemplo,
profundamente, la lectura de los infinitos ensayos realizados por Edison
hasta dar con el filamento que necesitaba para su lampara de incandes-
cencia. El autogiro de muestro compatriota La Cierva fue labor perse-
verante-de méas de veinte afios de trabajo, y aun sorprendid la muerte a
su inventor en plena actividad para perfeccionarlo. Pero, ia qué citar
ejemplos individuales? Sin temor a equivocarme puedo afirmar que to-
dos, absolutamente todos, los nombres que por su celebridad os son fa-
miliares, en las distintas disciplinas que estudiis, fueron los de los gran-
des tozudos de la Ciencia, de Ia Filosofia, de la Literatura, del Arte... -

. ¥, sin necesidad de remontarnos a los grandes héroes, la vida coti-
diana nos brinda infinitos ejemplos de heroismo, no por ocultos menos
meritorios. Hace ya muchos afios, preguntaba un dfa a un obrero—de
discreto talento, sin ser excepcional—cémo, sin maestros que le guiaran,
habia llegado a asimilar las obras universitarias de Rey Pastor, hasta
presentar notabilisimas soluciones a problemas nada ficiles de la «Revista
Mateméatica Hispano Americanan, v me contestd, entre humilde e inde-
ciso, como quien no supiera qué decir, con una respuestas lapidaria, una
sola palabra que valia por todo un poema: «;Porfiando!»

i Cuidntas veces he pensado con verdadero escalofrio en todo lo que
encerraba esta palabra: «j Porfiando!n Horas v mas horas robadas al
suefio, en persecucién de una nueva verdad,- de un nuevo horizonte, y
acaso también, ¢por qué no?, de una mejor condicién de vida para sus
hijos.

Vosotros, que ain tenéis el privilegio de que alguien vele vuestro
suefio y prepare vuestro sustento, mientras podéis dedicar integramen-
te vuestro esfuerzo a la pror'a instruccién y formacién, pensad y tomad
ejemplo de aquel que, porjiando, se formé a s mismo y redimié a ios
suyos de la miseria. '

No agotéis nunca vuestros afanes ni vuestras esperanzas. -No os aco-

barden los reveses. Renovad dia por difa vuestras ansias, que os serdm
)
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bilsamo perenne de juventud. Un aforismo indic dice que la vida se
alhimenta de esperanzas cuando afln carecemos de recuerdos y que se
nutre de recuerdos cuando ya no nos quedan esperanzas. Aforismo que
tiene toda la nostalgia de una civilizacién que pasé. De corazén os de-
seo que el tesoro de rccuerdos que vayiis acumulando en la vida (y en
el cual ocupardn lugar preferente, estoy seguro, los afios transcurridos
en estas aulas) no vacie vuestra alma de anhelos y de inquietudes con
qué alimentar esperanzas nuevas.

Y volvemos al punto de partida, cuando os dije que todos los cami-
nos que delante tenéis terminan por enlazarse si los seguis en recto sen-
tido. Nos ha co‘l(_)cado Dios en una ladera, de tal modo que en cualquier
actividad o canfino podemos seguir un sentido ascendente o descendente.
Si vais cuesta abajo, veréis qué pronto se multiplican los caminos y
atajos que os conducen a las penumbras del valle o a las tinieblas del
barranco. Id cuesta arriba y veréis como cada vez mis se enlazan y con-
funden los senderos hacia un mismo fin, acaso inaccesible, la cima del
monte, la perfeccién del alma; pero no os desaliente la engafiosa pers-
pectiva del terreno si, escalado un repecho, otro nuevo se ofrece a la
vista, renovando el ansia de subir. Son las nuevas esperanzas que Dios
pone en vuestro camino como nuevo aliento y motivo de vida, como una
nueva promesa de auiora, y a medida que ascendiis aspiraréis un aire
mas puro, v a la luz diidfana del cielo podréis contemplar cada vez mejor
la bella armonia de la obra del Creador.
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Hace dos afios, en fiesta dedicada a los alummnos que terminaban el
Bachillerato, se me encomendé la platica de despedida. Me parecié que
¢l mejor modo de cumplir mi misién era decirles adiés con palabras que
les sirvieran de consejo y orientacién en la eucrucijada de dilemas que in-
quietan el alma del adolescente al comenzar su lucha por ia vida. Y no
ot choque: que os hable ya de lucha, porqué cabalmente entrdis en ella
en el momento mismo en que salis de esta casa; desde el instante en
que termindis una ensefianza de tipo formativo para comenzar otra de
tipo profesional. Hasta ahora acudisteis diariamente a estas aulas en co-
munién que os hermanaba; savia desinteresada recibisteis por el tronco
comiin que habri de alimentar las ramas todas de wvuestra especialidad
futura. Lo que vais ahora a buscar a otras aulas es ya pertrecho de com-
bate y de competencia. Y bien sabe Dios que al pronunciar estas pala-
bras, de corazén le pido que nunca perdiis la noble estimacién al com-
pafiero, y que jamds os amargue la sensacién de ver proyectada en la
imagen del amigo la sombra del competidor.

Pues bien, en aquellas palabras de deépedida, repito, traté de hacer
ver a cuantos alumnos me escuchaban, la perfecta compatibilidad que
puede existir en tendencias aparentemente opuestas, cuando preside en
todas ellas bondad de corazdén y buen sentido. La esencia de aquel men-
saje se refleja en uno de los parrafos iniciales que voy a repetir:

«No os planteéis nunca —-decia— los problemas de la vida en tér-
minos de irreductible antagonismo : riqueza o miseria, ingenuidad o ma-
licia, ciencia o arte, especializacién o enciclopedismo... Procurad dulci-
ficar las tendencias extremas que parecen implicar estas supuestas anti-

# A los alumnos del Instituto de San Isidro que terminaron el Bachillerato en
el curso 1946.47. )
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nomias, pensando que son, por ejemplo, perfectamente compatibles la
prevision con la generosidad, el candor con la sabiduria, el culto a la
verdad con el amor a la belleza, la profundidad y perfeccién de vuestro
trabajo especifico con la amplitud de vuestros horizontes espirituales; y
que de la habil y prudente proporcién con que mezcléis estos ingredientes
dependerd en gran parte el equilibrio y la perfeccién de vuestra vida
entera.» )

Por temor a hacerme pesado, no insistiré hoy en repeticiones sobre
aquellos temas. Bl mismo temor me indujo entonces a silenciar la solu-
cién para una de las antinomias enunciadas y que quedé sin respuesta.
A ella voy a dedicar la charla de hoy. Hs la siguiente: ¢Ingenuidad o
malicia? Al salir a los caminos del mundo, ;qué actitud es aconsejabl'e_,
la de recelo o la de confianza? Vais a cruzaros con otros muchos cami-
nantes. Algunos serin dignos de vuestra amistad, otros tratarin agas’c_i
de expoliaros. Por ahi llega el primero. Nada sabéis de é1. Acaso os pre-
guntéis perplejos: ;Cémo debo mirarle? ¢Como amigo? Como ene-
migo? : : - '

'Sobre este particular empezaré refiriendo un cuento judio (al menos
como tal me lo contaron), cuento tipicamente revelador de umna postura.
Un padre, llegada que fue la mayor edad de su hijo, le prepar6 su hatillo
de ropa; le afiadié unas monedas v provisiones; v después de larga ora-
cién, abundante en consejos y advertencias, entre las que descollaba so-
bre todas la de no fiarse jamds de nadie, le ordené partir. Afin no habia
traspuesto el portal cuando le Hamé de nuevo. Desconfiando de la efica-
cia y persistencia de sus consejos, querfa sellar su leccién tebrica con
un refrendo practico contundente. Le mandé subir a la mesa v, colocan-
dose ostensiblemente a su orilla con los brazos abiertos, ordenéle volver-
se de espaldas y dejarse caer. Obedecié el hijo confiadamente; v en lu-
gar de caer en los brazos del padre, dio con su cabeza en las losas estre-
pitosamente. Este, que habia bajado los brazos exprofeso para dar paso
al hijo en su caida, se apresur6 a comprobar la eficacia del experimento,
y mientras acariciaba el abultado chichén, le dijo: Ahora si, ahora va
puedes ir por esos mundos sin que la leccién se te olvide: j Para que no
te ffes ni de tu padre! )

Vuestras risas abrevian mi comentario. Pero no es tanto cuestién de
risa como de lanto. Son muchas'las almas deformadas por la misma pos-
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tura. Del coro de todas ellas surgi6 el dicho popular: «Piensa mal y
acertarasn. Por esto quiero tomar pie de la anterior chirigota para tratar
en serio la cuestién, busciandole a un tiempo solucién practica y cristiana.

No parecen necesarios grandes esfuerzos para probar.lo inmoral y lo
amargo de una preconcebida y sistemética desconfianza. Ademis, no creo
en ningfin modo que sea precisa para conseguir éxito en la vida. Por otra
parte, el solo hecho de imaginarnos estar constantemente rodeados de ene-
migos nos harfa esta vida sencillamente insoportable. j Cudntas psicosis
manfacopersecutorias se han incubado en tales espejismos, originados sabé-
Dios por qué remotas lesiones espirituales! La brutalidad del padre del
cuento no radica tanto en la herida fisica ‘con la que pretendié vacunar
al hijo, como en la herida moral, en la ponzofia de hostilidad a los se-
mejantes que, con la pretendida vacuna, inoculaba.

Con mis cuarenta y siete afios a cuestas, transcurridos a través de los
panoramas méas azarosos de la vida espafiola, yo quiero aferrarme todavia
a la postura opuesta. En contraposicién al «piensa mal y no erraris» del
dicho, creo prudente y sabio replicar todavia «piensa bien y es mas pro-
bable que aciertes».

Pensad bien. Dad amplio crédlto de nobleza, que mientras asi pen-
séis, seguiréis, al menos, siendo jévenes de espiritu. La tesitura escéptica
de los desengafiados adolescentes siglo XX, superpipiolos que se concep-
tian de vuelta de todas las experiencias, es tan impropia de su edad
como ridicula.

Sé, por desgracia, que la norma que 0s aconsejo tieme sus fallos,
pero también sé que proporciena graudes satisfacciones. V aunque no ias
proporcionara, aunque sélo fuera con el afan de mantener viva una ju-
ventud espiritual, valdria la pena de preferir la ingenuidad a la malicia.
Permitidme, a este respecto, una lejana evocacién.

Un dia, hace unos doce afios, llamé a mi puerta un nifio pidiendo la
limosna de un libro. Tal como lo ois, de un libro. Lo insdlito del caso
me movié a hacerle algunas preguntas. Aparentaba unos nueve afios. Sa-

bfa leer, Asistfa a una escuela piiblica, pero carecia de libros; su fami- °

lia no podia proporcionarselos. Habia visto el ir vy venir de mis hijos al
colegio y pensaba que acaso les sobrara alguno. Y asi fué como una de
esas manidas Enciclopedias escolares hizo la felicidad del nifio aquel, y:
también la mia, momentanea, al presenciar su alegria, Como una exhala

—
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cién se fue escaleras abajo, en cuanto entrd en posesién de su tesoro, sin
darme tiempo a preguntarle siquiera cémo se llamaba ni dénde vivia.

Un impulso me llevé tras é1; criatura tan decidida y avida de saber
merecia atencion y proteccién mayores. Pero, sin querer, cruzb por mi
memoria el recuerdo de un largo episodio de proteccidn que habia -tenido,
justamente en aquellos dfas, lamentable epilogo de estafa; y un impuiso
cobarde me contuvo. ¢Es que no tenfa yo escarmiento? ;Me disponia,
acaso alegremente, a comenzar otra historia similar?... El dardo de la
duda paralizé la sana intencién primera v nada inds volvi a saber de aquel
niio, Sélo supe inmediatamente la profunda amargura que tal cobardfa
me costé. No me avergiienza confesaros "que 1lloré a solas. Acababa de
sentir por ver primera que algo en mi habia envejecido espantosamente. -
Sin culpa por mi parte, la vida habia volcado sobre mi alina los primeros
afios de vejez. prematura. Pocas veces se habrin derramado 1agr1mas tan
sinceras.

Pero no nos pongamos tristes. No era tal mi proposito., Quise sola-
mente, con esa evocacidn, haceros ver ¢ue mi consejo de fe y confianza
no se basa en un papanatismo ignaro ni mucho menos en falta de expe-
riencia ‘adversa. Se basa, fundamentalinente, en una necesidad vital,
bre todo a vuestra edad: la necesidad de amar al préjimo y, por tanto,
de creer en él, .

Ahora bien; esa postura inicial de confianza que-os aconsejo, no debe
vendaros los ojos a posibles hipocresias. Poi el contrario, es preciso man-
tenerlos abiertos para atisbar con claridad todo intento de traicién y
para saber atajarla a tiempo. Tras la postura inicial de crédito y cordciali
dad, la atencién vigilante y verificadora.

Amad al hombre, pero desconfiad de la masa. El hombre aislado no
€s, en general, tan malo como nos Jo pintan. Se envilece al contacto con
los demas hombres, aunque sean buenos. Los unos malean a los otros por
un proceso incomprensible y fatal de estupidez multitudinaria. Constituye
un hecho curioso que la moral colectiva sea, con gran frecuencia, muy
inferior a la moral individual. Buscad mil personas honradas, sencillas,
confiadas; reunidlas en colectividad y veréis qué pronto empiezan a des-
confiar unos de otros y cémo esta mutua desconfianza les lleva a las ma-
yofes aberraciones. Los prudentes, se vuelven osados; los discretos, se
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tornan groseros; los inteligentes, se convierten en listos, que no es pre-
cisamente lo mismo. La colectividad suele llamar listos a todos aquellos
que saben situarse, que, en definitiva, significa saber aprovechar para su
medro personal los defectos de sus semejantes. Poco se aplicarin, por
ﬁmto, en intentar corregir esos defectos, ya que sobre ellos asientan el
sutil mecanismo de sus marrullerfas. El oportunismo es su teorfa y su
credo.

Yo llamaria, en cambio, inteligentes (quizé en confra de la opinién
de algfin psicélogo) a todos aquellos que ven claramente los fines por
‘encima de las contingencias y cuvo camino hacia la meta no se perturba
por circunstancias ocasionales y de trdnsito, por muy tentadoras que sean.
Ahora bien; los fines se perciben con claridad en la soledad de nuestra
conciencia cuando dialogamos a solas con Dios, pero esta claridad queda
pronto turbada al contacto de la relacidén social, y entouces, para tran-
. quilizar nuestra indecisa conciencia, acudimos a los consabidos tépicos:
«Otros lo han hechoy... «Otros lo harény...

Tn verdad que empezamos a estar ya cansados de tanto hombre listo,
de tanto hombre prictico. Vedlos medrar; crecer v escupir desprecio. Son
los que creen haber resuelto el problema del enriquecimiento rapido, los
¢ne en definitiva han conseguido tan sélo el envilecimiento del dinero,
procurando la pobreza de todos y, por tanto, también, a la larga, la de
ellos mismos. Los descubridores de la cuadratura del circulo econdmico,
los que no cejaron hasta ver convertidos los circulos de ore en rectingu-
los de papel.

Pero no temiis que siga deslizandome por el resbaladizo terreno de
la economia politica. Volvamos, pues, a centrar la cuestion.

Deciamos que las colectividades actfian en un sentido de acelerar la
pérdida de la moral vy de la dignidad humana. Hombres que en la soledad
de su conciencia se avergonzarian de ciertas actitudes, se jactan, en cam-
bio, de ellas, en presencia de los demis. Hasta el humor, la bendita gracia,
se achabacana. Basta imaginar al moderno gracioso' slibitamente aislado
de su corro de jaleadores v contemplando sus propias dislocaciones en la
soledad de un inmenso desierto, y percibiréis al punto todo el dramatismo
de su inmensa ridiculez.” Es precisamente el contacto y presencia de los
demas lo que valoriza, por triste paradoja, toda nuestra estulticia.
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Estamos presenciando en la actualidad un fenémeno universal de re-
lajamiento y de envilecimiento colectivo de esta naturaleza; triste secuela
de la tragica conmocién producida por la guerra. Por eso os son mas tie-
cesarias que nunca palabras de aliento y de fe que os preserven todo 1o
posible del mal. j Pero qué pobres e insignificantes mis palabras-en com-
paracién con los peligros que os acechan!

La creacién o la revalorizacién de una moral colectiva es una de las
grandes necesidades del momento en todos los paises. Me diréis que bas-
taria seguir las normas de -la moral cristiana para tener resuelto el prb;

" blema, va que nuestra moral no hace distingos entre la bondad individual
y la colectiva. Ninguna duda cabe sobre el particular. Pero acuégtoé
hombres creen con fe suficiente para hallar en ella los resortes necesarios
con qué hacer frente a la relajacién de las masas? §Cuéntas conciencias
existen hoy realmente despiertas? ¢Saben, en verdad, los hombres listos,
a que antes nos referiamos, todo el mal que hacen? ¢ No serfa conveniente,
#nto a la prictica de la moral religiosa, el conocimiento profundo y la
técnica del bien colectivo para venir en su ayuda? No sé si se juzgari
atrevido este juicio, pero entiendo que poco se consigue fidndolo todo al
aldabén de nuestra conciencia, si ésta permanece sumida en un letargo
a prueba de aldabonazos. El conocimiento cabal del mal inferido al pré-
jimo ha de despertar previamente las conciencias para que sobre ellas
puedan actuar con fuerza y eficacia Ios impulsos de la fe. En este aspecto,
entiendo que Ia sociologia puede aportar ayuda poderosa a la Religién, y
repito insistentemente el concepto de ayuda para que no se confunda con
el de suplantacién. Los racionalistas que un dia pretendieron sustituir los

“méviles del mundo sobrenatural por el frio silogismo de la razén, se estre-
llaron en la esterilidad de un fracaso porque los ‘juicios, por hébilmente
que se manejen, nunca engendrardn voluntades. Como dice Poincaré, con
premiisas en tiempo indicativo no podremos nunca sacar consecliencias en
imperativo. '

Finalmente fracasarin también quienes crean que un Estado puede,
por los simples medios coactivos de la ley v de la administracién, pro-
mover en los gobernados normas de sana conducta. Cuando la moral so-
cial estd en quiebra, los propios organismos estatales se resienten de ella.
y lo que habrfa de ser instrumento de justicia se convierte en encubri-
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miento de immoralidad. Atended, si no, a la siguiente sabrosa pardbola,
- original de un texto egipcio: '

. «Erase una vez un sultdn que capturé un leén y resolvié guardarlo
para su placer. Designé a un funcionario encargado de cuidar del animal,
para cuyo sustento se habia dispuesto, por orden del emperador, la entrega
diaria de seis libras de carne. Immediatamente el cuidador pensé que no
'se perjudicarfa a nadie si alimentaba a su mudo protegido con cuatro Ti-
bras de carne, guardindose las dos restantes. Asf lo hizo, hasta que poco
@ poco disminuyé la tersura y fuerza del leén, de tal manera qﬁe llamé
la atencién del sultdn. «Aqui ocurre algo extrafion, dijo éste.‘«Designaré
un funcionario superior para tener la seguridad de que el primero cumple
fielmente su deber.» Apenas realizado este propésito, el guardian se di-
rigié a su superior y prontamente le convencié de que la carne estaria
mucho mejor empleada quedindose ellos con el beneficio de dos-libras,
en lugar de alimentar con ellas al leén. Convinieron, pues, en guardar el
cecreto y repartirse la ganancia. Pero la golosina del robo no tardé en
estimular el apetito del nuevo funcionario. Aconsejése con su subordinado,
v les fue ficil legar a la conclusién de que se podria reducir perfec-
tamente la racién del leén a tres libras diarias. Hambriento y consumido,
¢l pobre animal languidecié en su prisién, alarmdndose el sultdn méis que
‘antes. «Designaré a un tercer funcionario,” dijo, para que vigile a los
otros dos...»

Abreviando, ya os podéis imaginar la continuacién v la consecuencia...
¢ Por qué no habrfa de poder seguir viviendo el animal con dos libras en
lugar de tres? «De esta suerte —termina la fibula—, el leén siguié pa-
deciendo, casi muerto de hambre, despojado y saqueado por los guardia-
nes que habfan sido designados para su cuidado, y que cuantos més eran
en nfimero, méis padecimientos le ocasionaban» 1.

Ved, pues, céomo sin el aliento de 1n potente estimulo interior, ni la
razén, ni el Estado, son suficientes por si solos para promover una sana

conducta.
- L)

No quisiera despedirme sin hacer todavia alusién a algunas toxinas
espirituales de las que vo deseo veros libres, por cuanto engendran estados

1 De la interesante antologia de textos antiguos de E. SvLveEstre, «Sobre la
indole del hombres, ) B
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febriles capaces de perturbar el equilibrio individual y la paz colectiva,
drogas que casi siempre se os servirdn bajo las méas bellas etiquetas, He
aqui dos de tales etiquetas : Libertad, igualdad. Hermosas palabras, con-
ceptos sublimes, dignisimas aspiraciones por las que la humanidad ha de-
rramado tanta sangre y tantas lagrimas; jcuéntas iniquidades se han co-
metido, sin embargo, en su nombre ! Antes de dejaros arrastrar por ellas,
comprobad bien lo que se trata de serviros bajo su envoltura; comprobad,
sobre todo, si vuestro propio impulso es, en efecto, un sano amor a la
jgualdad v a la libertad o es téxico de la envidia o insana tendencia al
libertinaje. '

Ante Dios todos somos igunales. Todos podemos alcanzar la misma fe-
licidad eterna en la observancia de sus leyes. En lo temporal parece como
si las cosas variaran. Dios ha distribuido las facultades ‘desigualmente,
mejor dicho, de distinta manera; y si algunas nos parecen privilegiadas,
por la preferencia que les concedemos respecto de otras, lo corriente es
(ue existan compensaciones entre ellas; que la mejor inteligencia no lleve
aparejada la mejor salud, ni la mayor fuerza fisica, ni las virtudes de
tenacidad y constancia. j Por qué no tratamos, pues, de conformarnos con
el lote que nos haya caido en suerte?

El secreto de la felicidad temporal acaso no estribe mas que en esto
simplemente : en la conformidad. Es algo que ha de venir de dentro a
fuera, y no al revés. Ya conocéis, sin duda, el cuento de aquel infeliz
monarca cargado de poder v de riquezas que, sumido en la mayor amar-
‘gura, quiso aplicarse el remedio que un mago le aconsejara: vestir la ca-
misa de un hombre feliz. . Movilizé toda 'su Corte, por supuesto tan des-
dichada como el soberano. No quedé sitbdito que no’ fuera interrogado.
Nadie era feliz. Hasta que apareci6é el méas desamparado del reino, un ha-
rapiento sin hogar, el cual manifesté, con general sorprésa, ser completa-
mente feliz. En la paz de su comciencia, era el inico hombre feliz del
teino. jel finico!, pero... no tenfa camisa.

La felicidad 'Hno se alcanza con cainisa alguna, es decir, con ninguna
envoltura exterior; repito que es, ante todo, algo que ha de fluir de dentro.
Es indtil que intentéis buscarla acumulando riquezas. Tampoco se con-
sigue, como creen los idélatras de la cultura, atesorando conocimientos.
Si un necio con dinero es sbélo digno de listima, mds compasién todavia
inspira un intelectual con-tendencia a creerse desheredado, pues, cuanto
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més culto, mds sensible serd a su pretendida desdicha, mis disconforme
se hallard con su suerte y, por tanto, mis desgraciado.

Conformidad no implica, naturalmente, conformismo. Se puede vivir
en paz sin negar las esencias mismas de la vida. La resignacién con la
voluntad suprema es perfectamente compatible con el noble afin de supe-
racién. Pero, en lugar de clamar contra las desigualdades, i no seria me-
jor eliminar del lenguaje social la palabra desigualdad?

Somos, entre todos, células de un complicado organismo, cuya vida exige
la ordenacién y el engranaje de miltiples tareas. Todos los tejidos son
importantes para la vida. Si el cerebro conduce la conducta del estémago,'
1o deja de ser por la cuenta que le tiene. Si ingrata es la tarea de amasar

peptonas, no es menos envidiable la de estar alerta sin reposo a los in-

numerables mensajes de los 6rganos v de los sentidos, y la de dar 6rdenes
inmediatas para regular la vida comin. ¢Cuiles son aqui las células pri-
vilegiadas? :

Pues lo mismo ocurre en el organismo social, Envidia el que ohedece
al que manda, sin pensar que casi siempre es més facil obedecer que
mandar. Eunvidia el que acciona al que piensa, olvidando que el pensa-
miento es también accién y de mayor fatiga. Con el ansia de mejorar
nuestra suerte, que siempre creemos inmerecida, vamos corriendo tras un
Ixenestar que no alcanzainos nunca porque su secreto estd, ante todo, muy
dentro de nosotros, de suerte que no le vemos, y también porque se halla
en gran parte en el bienestar de los demds, del que torpemente nos cree-
mos desligados.

Tan enemigo es, pues, de la ignaldad el que odia por creerse mal do-
tado, como el que desprecia por estimarse selecto. De la necedad de uiros
v otros nacié un odio de clases que es, en definitiva, lo mas antisocial del
movimiento social preconizado por ciertas escuelas.

Contribuye, ademais, -a fomentar esos odios una singular cojera espi-
ritual del hombre. Registramos y anotamos solamente los hechos que con-
trarfan nuestra voluntad, y solemos relegar al olvido aquellos otros que nos
complacen, por la sencilla razén de que juzgamos la satisfaccién de nues-
tros deseos como la cosa mas natural del mundo. Pero este modo de ra-
zonar y proceder lleva como resultante la acumulacién exclusiva de ren-
cores, es decir, de valores negativos en las funciones de relacién con los
demés hombres, sin la contrapartida consoladora del atesoramiento de
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gratitudes. V asi veréis a muchos hombres sumidos en el desconsuelo de
una pretendida pretericién. | Todos sus semejantes se han portado inal
«con ellos! Cuando un ser, al término de su vida, estima no haber cose-
.chado mas que ingratitudes de los demds, hay motivos para preguntarse
si no serd su propio terreno el gue es yermo para la flor del agradeci-
miento. Sed, pues, agradecidos, lo cual no significa- devolver dadiva por
favor; pagad con algo que satisfard mucho mejor vuestra alma v la de
vuestros semejantes: pagad con el recomocimiento intimo y el recuerdoe
constante de los bienes recibidos. Veréis cémo con ello mejora vuestra
felicidad interior y adquiere colores mds bellos el mundo que os rodea.

Finalmente, amad la libertad, amadla mucho. Al extremo de que este
amor os libre de las peores esclavitudes, que son las que se engendran en
«] interior de nuestra propia-alma. La esclavitud del odio, la esclavitud
-de los sentidos, la esclavitud de la envidia, la esclavitud de la vanidad.
‘Ved cuénto necic anda por esos mundos prisionero en las rejas del falso
mito de talento, en las que él mismo se ha encerrado. Amad vuestra li-
bertad infinitamente, pero amad también infinitamente la libertad de los
demss, En otros términos, reclamad vuestros derechos con la misma fuer-
7a con que respetéis los ‘derechios de vuestros semejantes, derechos que se
traducen en deberes para vosotros.

La libertad bien entendida no es més que eso : equilibrio entre derechos
v deberes. La libertad entendida en términos absolutos es una colosal
wutopfa. No hay gesto libre nuestro que no coarte en algo la libertad de
los demés. El solo hechc de ocupar un lugar en el espacio restringe en
la pequefia parte correspondiente el volumen de movimientos de los de-
‘mas. Haced ahora extensiva la grosera, pero tangible, imagen del voluinen
material, a los espacios impersonales, y veréis qué pronto se derrumba el
concepto mas o menos absoluto que podiis tener de la libertad. '

Son las cinco de la mafiana, estoy en mi casa, nadie turba mi paz, me
siento, al fin, més libre que nunca. ¢ Creéis que es el momento oportuno
para sentarme al piano y entretener mi insomnio con una brillante pole
nesa? { Por qué no? Porque a mis derechos de hombre libre, v entre ellos
estd como de los més sagrados el derecho a la emocién estética, antepongo
€l derecho no menos sagrado de mis vecinos al descanso, La convivencia
exige, en lgica perfecta v en todo momento, el debido reajuste del con-
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tepto de libertad; pero el hombre rebasa con frecuencia el equilibrio que
debe existir entre sus derechos y sus deberes, en el sentido de tender a
abolir éstos y de reclamar aquéllos. Quiere ir siempre mas alla de los justos
limites que impone a su propia libertad la libértad de los demis, y asi
pudo afirmar un filésofo que el hombre aspira no tanto a su libertad como
a sojuzgar la ajena. Libraos de esta abefracién y pensad que la simple
coexistencia de dos hombres en presencia entrafia ya el respeto de derechos
y deberes mutuos. En resumen : la libertad absoluta no seria posible mis
aque para un hombre aislado, solo en el espacio. { Es, acaso,‘ésa la meta
de su felicidad?

Después de analizar por separado los dos conceptOS de ignaldad y li-
bertad, "juntémoslos ahora en el plano comiin de nuestras humanas as-
piraciones. Pronto nos daremos cuenta de que las fuerzas con que nos
atraen son opuestas; y en esta oposicién-radica precisamente la clave
- del antiquisimo conflicto entre individuo y sociedad.

La libertad es aspiracién individual; la igualdad es tendencia colectiva.
En nombre de la primera nos desligamos de nuestros semejantes; en nom-
bre de la segunda se nos sujeta a ellos. Libertad es aire, ¢s expansién, es
fantasia, vuelo de golondrina. Igualdad es inercia, es masa, es sujecién
pendular, pesada lenteja social que busca el nivel mas bajo de equilibrio
estable... )

Pero el péndulo seguird moviéndose indefinidamente, y ese movimien-
to serd signo de vida, y el hombre oscilard sin fin entre los dos amores,
traiciondindolos por turno y contradiciéndose a si mismo en su hermoso
dilema, gue es a un tiempo fuente de sus caras ilusiones y de sus amargas
desdichas. :

B

Fuerza es que terminé. En nombre de mis compaiieros de Claustro, ¥
después de haber preparado entre todos vuestro modesto hatillo cultural,
os decimos paternalmente adids; ﬁero, a diferencia del judio del cuento,
nuestros brazos permanecerin siempre abiertos para recibiros si alguna
vez el temor o el dolor de una caida os iinpulsa a venir a ellos, a volver
por estas aulas para renovar la pureza de vuestros sentimientos v el en-
tusiasmo de vuestra fe juvenil, que quiera Dios conservaros de por vida.

30
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Profesorado de Enseiianza Laboral. Madrid, 1956.
«Bl Material Did4ctico Matemético actuals. Publicacién de la Revista Ewnsefianza
Media,
«La DMatemdtica y su Enseflanza actaals. Publicacién de la Revista Ensefianza Media.
cAmpliacién de Mateméticas», para el Curso Preuniversitario.



TRABAJOS DE MATEMATICA PURA ¥ APLICADA

«Sobre algunas propiedades de las redes arménicas» (Rev. Mai. Hisp. Am., 1922),

«Resolucién de algunos problemas elementales en Mecanica relativista restringidas
(tesis doctoral publicada en la Revisia de la Real Academia de Ciencias y en las
publicaciones del Laboratorio y Seminario Matemético, 1923).

«Construcciones métricas en proyeccién estereogrifica» (R. M. H. A., 1925).

«Algunos problemas de minimo en la catenaria» (dnales de la Asociacién de Inge-
stieros del I. C. A. I., 1925).

«Sobre las catenarias de tensién minima» (Asociacién FEspafiola para el Progreso
de las Ciencias. Congreso de Coimbra, 1925).

«Sobre la representacién cartesiana de las funciones homogéneas de dos variables»
(R. M. H. A., 1998).

«Oscilogramas de induccién y de torsibn en materiales ferromagnéticos» (dnales
de la Asociacién de Ingenieros del I. C. A. I., 1930).

«Sobre la estabilidad del movimiento de las palas del autogiros (Revisie de Aero-
ndutica, 1934).

«Nota sobre la determinacién de orbitas de esirellas dobles» {Rewista del Centro de
Estudios Clentfficos de San Sebastidn, 1934).

«Contribucién al estudio matematico de la absorcién de la energia cédsmica por la
atmésfera» (R. M. H. A., 1935).

«Demosiracién simplificada de la férmula de Moivre-Stirling y acotacién grifica deil
error» (R. M. H. 4., 1939).

«Curvas tedricas de distribucién por edades de una colectividad profesionals (Aso-
ciacién Espafiola para el Progreso de las Ciencias, Congreso de Zaragoza, 1941).

«Ensayo de una teoria matemética de escalafones cerrados y sus aplicaciones a
problemas de Hacienda y Previsiénw (R. M. F. 4., 1941).

«De los axiomas de ordenacién al teorema de Jordan para recintos poligonaless
(R. M. H. A., 1945).

«Sobre la individualizacién de los sentidos en las curvas planas cerradas de Jordan»
{(R. M. H. 4., 1945).

«Revisién critica de la teoria de la equivalencia de poligonoss (R. M. H. A., 1947).

«Un teorema general sobre integrales de funciones compuestas y sus aplicaciones
geométricas y fisicasn (R. M. H. A., 1949).

«La transformacién de Laplace en el tratamiento matemético de fenémenos fisicoss
(R. M. H. A., 1951).

«Las fracciones continuas de cocientes incompletos diferenciales y sus aplicacioness
(R. M. H. A., 1951).

«Les systémes lineaires retroactifs en chaine et les fractions continues» (Coloquio
de Paris sobre «Les Machines a Caleculer et la pensée humaines, 1951).

«I'ransformées de Laplace des fonctions empiriquement données» (Cologuio de Paris)..

«Matemética y Cibernéticas. Discurso de recepcién en la Real Academia de Ciencias
Exactas, Fisicas y Naturales de Madrid, 1952,



«\lgunas generalizaciones del algoritmo de las fracciones continunas de elementos ’
diferencialess (R. M. H. 4., 4.7 serie, tomo XII, nam. 3, 1952),

«Sur 1és limites de certaines fonctions de partitions (R. M. H. 4., tomo XIII, ni-
mero 1, 2, 1953).

«Sobre algunas propiedades de las fracciones continuas de elementos diferencialess
{Asociacién Espafiola para el Progreso de las Ciencias. Congreso de Oviedo, 1953,
Publicado en la Revista Las Ciencias, ailo XX, nim. 2).

«Reducidas ascendentes y reducidas descendentes en el algoritmo de las fracciones
continuas de elementos diferencialess {Revista de la Ral Academia de Cien-
cias, 1954).

«Métodos grifico y algebraico para el proyecto de circuitos electrénicos de célculox
(Revista de Ciencia Aplicada, julio-agosto, 1952),

«Sobre algunas propiedades de las funciones convexas» (Gaceta Maiemdtica, 1.7 serie,
nimeros § v 6).

«Un ingenio eléctrico para la resolucién de problemas de légica formaly (Revista
de la Real Academia de Ciencias, enero de 1959). ‘

«Un 7jouet” électrique pour l'enseignement de la logique des enoncés» (Rev. L’En-
seignement des Sciences, mim. 2, septiembre-octubre 1959. Traduccién del articu-
lo anteriormente resefiado, con adicién de complementos).

«Sobre la ecnacién funcional de Cauchy» (Asociacién Espafiola para el Progresu de
las Ciencias. Congreso de Madrid, 1958. Publicado en la Revista Las Ciencias;
afio XXIV, nam, 3),

«Recensiones miltiples de articulos sobre Andlisis y sus aplicaciones a circuitos
eléctricos». Publicadas en el Zentralblati fiir Mathematik entre 1950 y 1957.

TRABAJOS DE CARACTER PEDAGOGICO Y DIDACTICO

«Series divergentes cuyo término general tiende a cero» (R. M. H. 4., 1924).

«Sobre el problema inverso del célculo aproximado» (R. M. H. 4., 1926).

«Dos palabras acerca de la pedagogia matemética en la Segunda Ensefianza»
{Rev. de Seg. Emns., 1926).

«Klein, el Instituto ¥ la Universidads (leido en sesién de homenaje al profesor Klein
v publicado en la Rev. de Seg. Ens., 1927).

«Interpretacién grafica del error en el método de andlisis directo» {R. M, H. 4.,
afio 1928).

«Notas sobre pedagogia matemética» (R. M. H. A., 1929).

«Los conceptos de derivada e integral en la Segunda Enseilanza» (Rev. El Institulo,
namero 1).

«Construccién de una regla de célculo didactica» (Rev, El Instituio).

«Demostracién intuitiva de la regla de la rafz cuadradar (Maf. Elem., enero 1932).

Tres conferencias sobre diddctica matemdética a los maestros cursiilistas de 1933.

«La Matematica en la primera exposicién de trabajos practicos de los Institutos de
Enseflanza Media» (resefia publicada en Mat. Elem., ano 1943).

Ponencia sobre formacién y seleccién del profesorado de Hnseilanza Media (Pri-
mera Semana de Ensefianza Media Oficial, 1942),



Cursilios de Aritmética para obreros en la Escuela Especial de Ingenieros Indus-
triales (1943 a 1943).

«Orientacién, seleccidn y deformaciény {Rev. de Psicologia General vy Aplicada, 1947).

«El valor formativo de las Matemdticas en la Ensefianza Media» ({confercncia lefda
en la sesién inaugural de la XIX Semana de la F. A. E. v publicada cn Afenas,
Revista de Informacién y Orientacién Pedagdgica, marzo 1951).

«La evolucién de la Didé4ctica Matemética en nuestra generacién» (Asociacién Espa-
+flola para el Progreso de las Ciencias. Discurso inangural de la Seccién de
Exactas del Congreso de Oviedo, 1953. Publ. en la Rev, Las Ciencias, ailo XX,
niimero 1).

«Sobre la ensefianza de la Geometria en la Escuela Primaria» {Publ. en la Rev. Bor-
don, de la Soc. Esp. de Pedag., aiio 1958, ném, 35).

«Decélogo de la Didédctica Matematica Media» (Gaceta Matemdtica, 1.0 serie, tomo
VII, nfim. 5-6).

«La Comisién Internacional para el Estudio y Mejoramiento de la Enseiianza Mate-
matica» {Rev. de Educacién Nacional, diciembre 1955).

Critica del libro «I/’Enseignement des Mathématiquess, de la C. I. E. M. E. M., pu-
blicada en Revista de Educacign Nacional, diciembre 1955,

«Tendencias actuales en la Enseflanza de la Mateméticas. Cuatro conferencias ra-
diadas por Radio Nacional de Espaiia entre el 25 y el 28 de enero de 1936,
v publicadas en Rewvista de Educacidn Nacional, nfims. 41 a 43, afio 1956).

«Tres muestras de clases euristicas en los primeros cursos de Matemiticas del Ba
chillerato» (Boletin Pedagdgico de la Institucién de formacién del Profesorado de
Ensefianza Laboral, nfém. 5, aiio I, 1956}.

«Una lezione attiva sull’iniziazione alle simmetrie nel l)mno» (I\ev Afc.lzrmede fas-
cicnlo 4-5, 1956, Roma).

Aportacién de material pedagégico y de resefias de experiencias didécticas varias
en la XIX Conferencia Iuternacional de Instruccién Piblica habida en Ginebra,
julio de 1956, sobre el tema «L’Enseignement des Mathématiquess.

Participacién activa en la redaccién de las Recomendaciones internacionales ema-
nadas de la referida Conferencia, como miembro electo de su Comité de Re-
daceidn. :

«Structures algébriques dans une mosaique jouets (Rev. de la Societé belge de
Professeurs de Mathématiques Mathematica & Paedagogia, nium. 10, 1956-57).
«Modeles préts et modeles faits» (Capitulo XI del libro «Le Matériel pour PEnseig-
nement des Mathématiques», publicado por la Comisién Int. para el Est. v Me] de

la Ens, Mat., Delachaux-Niestlé, Peris-Neuchatel, 1957).

«Progressions arlthmet:ques d’ordre supérieur» (Apéndice del mismo libro).

«Un juego de adivinacién de cardcter matemético» (Publ. en Gacela Matemdtica,
1.» serie, tomo VIII, nfum. 6-7, 1957),

«Un nuevo material para la Ensefianza euristica de la Geometria del Espacio» (Re-
vista Ensefianza Media, nim. 3, enero 1957). _

Cursillo sobre Didictica Matemética para profesores de ensefianza primaria y de
ensefianza media, con exposicién de material. Santander, agosto 1956,

Cursillo sobre Did4ctica Maremitica para Profesores de Ensefianza Laboral. Ma-
drid, junio-julio 1956,



. ¢

Crganizacién v direccién de tres Reuniones de Esindio de Catedriticos de Matenié-
ticas de Ensefianza Media sobre temas de la Pedagogia de la especialidad. Ma-
drid, marzo-octubre y diciembre 1956).

«Estructuras matemdticas en un juego solitario» (Gacela Matemdtica, 1. serie, tomo
IX, nam. 1} ) ) :

«Dos lecciones de Diddctica Matemdtica enristicas (Rev. Arquimedes, 1937).

Exposicién de rmaterial diddctico matemético para cuarenta lecciones de caracter
curistico, con explicacién de las experiencias didacticas correspondientes. Apor-
tacién a la Reunién Internacional celebrada en Madrid, en abril de 1957, por
la Comisién Intern. para el Est. v Mej. de la Ens. Mat. (Elogiosamente co-
mentada en las revistas Mathematics Teaching, de Londres ; iMathemaiica Paeda-
gogia, de Bruselas ; Bulletin de PAdssociation de Prof. de Math., de Paris, y en
Archimede, de Roma.)

«Sobre la Enseflanza Furistica de la Matematicas (conferencia dada ante la Federa-
cién de Amigos de la Enseflanza, y publ. en la Rev. Atenas, enero-febrero 19358).

Cursillo sobre Didactica Matemética organizado por el Centro de Orientacién Di-
déctica de la Direccién General de Ensefianza Media, para los profesores de
enseflanza no oficial. Madrid, febrero 1958.

Conferencia ante el Profesorado de MatemAticas de las Hscuelas de Formacién Pro- .
fesional Industrial sobre «Bl material de ensefianza matemética que la vida nos
ofreces, Madrid, mavo 1958.

«La matematica en el jugneter. Conferencias dadas ante la Agrupacién de Univer-
sitarias espafiolas (Madrid) y en la Hscuela del Magisterio de Valladolid (1957).

«Sobre la formacién del Profesorado de Matemdticas de grado uniedion. Conferencia
dada en la Escuela del Magisterio de Valladolid (diciembre 1957). Publ. en el
Boletin Pedagdgico de la Institucién de Formacidn del Profeserado de Enscitanza
Laboral, abril 1038, .

«Les Mathématiques et le concret» {Rev. Math. & Paed., nim. 12, Bruselas ; repro-
ducido en el Bulletin de VAss. de Prof. de BMath., nfim, 187, Paris; traduccién
posterior al polaco en Mathentatyvka, nim. 1 (51), Varsovia, 1938).

«La Matemadtica y lo concretor (Rev. drgquémedes, afio III, 5-6. Reproduccién integra
del discurso inaugural de la XI Reunién de la Comisién Internacional para el
estudio y mejoramiento de la Ensefianza Matematica).

«Modelos mateméticos extraidos de la vida» (Rev. Arqufmedes, afio III, 5-6).

«Il material para la Ensefianza de la Matemdticas (Critica del iibro de igual titulo
publicado por la C. I. E. M. E. M. Rev. Eusciianza Media, ntims, 24-26, 1958).
«Iaire des polygones au géoplan» (Rev. Mathematica & Paedagogia, nium, 13, 1938).
«La enseflanza de la Aritmética en la Escuela Prinmiarias (Rev. Fida Escolar, 1959).
cLa Didactica Matemadtica a lo largo de los ciclos medioss (Revista de Educacién

Nacional, nams. 95 y 97, Madrid, 1959).

«Un punto de vista cibernétice sobre el problema de los problemas» (Rev, Ensefianza
Media, nims. 33-86, enero-febrero 1959). ' )

«Sobre los films Didacticos Matemadticos» (Boletin de la Inst. de Form, del Prof.
de Ens. Laboral, niim. 23, 1959).

Cursillo de Didéctica para Profesores de Enseflanza Laboral. Junio 1959.



TRABAJOS VARIOS, CONFERENCIAS ¥ ENSAYOS

Articulos cientificos varios de ia Enciclopedia Hspasa: «Geometria no euclidean,
«Gravedads, «Gravitaciéns, «Polaridad», «Polos» {Movimiento de los), «Real» (Na-
mero), etc,

«Don José Maria Plans y Freyres (nota necrolégica en colaboracién con don Ter-
nando Peiia, publicada en R. M. H. A., 1934).

Discurso necrolégico en memoria del mismo (publicado en la Revista Las Ciencias,
afio 11, nhm. 2).

«La Matemética como Ciencia aplicadas {conferencia dada en el Instituto de Inge-
nieros Civiles, 1934).

Colaboraciones varias en la R. M., H, A, desde 1924 a 36. Propuesta y resolncion
de problemas, criticas de libros, etc.

«La Matemitica y la Belleza» (conferencia lefda en el Instituto Francés de Madrid
y publicada en la Rev. Mai. Elent., 1941).

" Dos mensajes de despedida a los bachilleres del Instituto de San Isidro (afios 1943
y 1947).

«Apologia de la inutilidadr (discurso lefdo en la Escuela Especial de Ingenieros
Industriales de Madrid en la -sesién de entrega de titulos a la Promocién de
Ingenieros de 1946).

«BEn memoria de don Hsteban Terradas» (Dyna, junio de 1950).

Prélogos de las obras: «Problemas de Matemdtica especials, de don Antonio Mo-
reno Torres ; «Tratado de Matemdticas superiores para Ingenieros v Fisicoss, de
Bernhard Baule (trad. espafiola de Ed. Labor), y «Matemética Superiors, de
Rothe (trad. Ed. Lalor).

«Sobre Cibernética. Génesis y problemas» {Revista de Psicologia General y Aplicada,
afio 1952). .

dAutomdtica antigua, automdtica moderna y Cibernética» (Rev. Origen, niim. 6, 1953).

«Torres Quevedo, el Calculo mecinico y la Automaticar (discurso leido en la sesién
necroldgica dedicada a Torres Quevedo el 11 de febrero de 1953 en la Real Aca-
demia de Ciencias y publicado en la Revista de dicha Academia, nfun. 1, 1953),

«El ingeniero espafiol don Leonardo Torres Quevedor (Boletin informative del Ins-

¢ titulo de Ingcuicros Civiles de Espaiia, afio I, ntun. 2).

«Sobre la formacién Matemitica del Ingeniero» (Rev. Acero ¥ Energia, afio IX, nfi-
mero 54, Barcelona).

uInformacién, Entropia y Caos» (discurso inangural del curso 1954-55 de la Real
Academia de Ciencias).

«Una vida excepcional : Esteban Terradas» (Boletin de informacién del Instituto
de Ingenierves Civiles de Espaila, octubre 1954),

«Sobre la moderna teoria de la informaciéns (publicado en la Rev. Arbor, marzo 1955).

«La Matemitica y el Hombre» (prélogo del tomo de Matemaéticas de la Enciclopedia
Labor, 1958).

«Mateméatica, Historia, Ensefianza y Vida» (conferencia dada el 13 de diciembre
de 1957 en el Aula Magna de la Universidad de Valladolid, Publicada en la Re-
vista de Educacién Nacional, nhm. 72, enero 1958).

«Don Julio Rey Pastor. En el aniversario de una jubilacién» (Gacela Matemdtica,
afio 1959).

.











