SECUNDARIA OBLIGATORIA

.--"/

BRRL T T
GUIA DE USO DE LOS

MATERIALES
MATEMATICAS
Segundo ciclo
Profesorado
12

Ministerio de Educacion y Ciencia




MATEMATICAS

GUIA DE USO
DE LLOS MATERIALES
DEL 2° CICLO
DE LA E.S.O.

— Profesorado—

Salvador Caballero Rubio
Francisco Jesus Garcia Garcia

(Proyecto Mosaico)




Coordinacion de la edicion:

CENTRO DE DESARROLLO CURRICULAR
DEPARTAMENTO DE PUBLIGACIONES

Ministetio de Educacion y Ciencia

Secretaria de Estado de Educacion

Diraccidn General de Renovacion Pedagdgica

Centro de Desarrollo Curticular

Edita: Centro de Publicaciones. Secretaria General Técnica
N.LP.O.: 176-95-340-2

1.8.B.N.: B4-369-2776-1

Depésito legal: M-43343-1595

Realiza: IMARIN ALVAREZ HNOS




NOTAS PRELIMINARES

Esta Guia de uso de los materiales de Matematicas del segundo ciclo de
la Educacion Secundaria Obligatoria completa los materiales, elaborados por la
Conselleria d'Educacio i Ciencia de la Generalitat Valenciana y coeditados
conjuntamente con el Ministerio de Educacion y Ciencia, que han sido enviados a los
Institutos de Educacion Secundaria.

Dichos materiales constituyen una propuesta, que entendemos de gran utilidad,
para organizar y distribuir los contenidos del area de Matematicas a lo largo de toda la
etapa, aunque carecian de una guia de uso para el segundo ciclo.

Para paliar esta carencia. el Centro de Desarrollo Curricular encargo a los
autores de dicho trabajo la elaboracion de este documento con la finalidad de dar una
coherencia a las actividades preparadas para el segundo ciclo, con ejemplos de varias
Programaciones que establecen una seleccion y organizacion de las mismas, ademas
de incluir aclaraciones concretas acerca de:

« Orientaciones didacticas paratodasy cada unade las actividades, explicando

brevemente de que trata cada actividad, qué se pretende con ella, qué

dificultades pueden encontrar los alumnos y alumnas, posibilidades de
ampliacion, etc.

+ Propuestas de organizacion de los materiales y orientaciones para la

evaluacion.

+ Modelos de programaciones comentadas, para tercer y cuarto curso,

elaborados en algunos centros escolares a partir de los materiales para el

segundo ciclo.

De todas formas, hay que tener en cuenta que esta guia se ha elaborado para
la utilizacién de los materiales del segundo ciclo realizados a partir de los criterios
definidos en el curriculo de la Comunidad Valenciana. Si bien éstos son compatibles,
engran medida, con los establecidos paralos centrosincluidos en elterritoriode gestion
del M.E.C. y es facil su adaptacion.

El principal objetivo de esta guia es el de facilitar el uso de los materiales de 3.er
y 4.7 curso de la E.S.O. para la planificacion de las Programaciones de dichos cursos por
parte de los Departamentos.

Servicio de Secundaria del
Centro de Desarrollo Curricular
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INTRODUCCION

El presente libro cierra un proyecto de elaboracion de materiales de Matematicas para
toda la Educacion Secundaria Obligatoria. En €l se comentan con detalle los materiales
para los alumnos, publicados aparte a razon de cuatro carpetas por cada uno de los dos
cursos del segundo ciclo de la etapa. Consecuentemente, en muchos de sus apartados, las
paginas que siguen no son autosuficientes y para su lectura resulta conveniente, cuando
no imprescindible, tener a mano dichos materiales.

Con la pretension de que los comentarios didacticos a las actividades propuestas en las
mencionadas carpetas no queden reducidos a un mero solucionario de problemas, se ha
dedicado parte del libro a exponer las ideas que sustentan la filosofia del proyecto y a
detallar las decisiones que han debido tomarse hasta llegar al resultado final que
muestran los materiales para los alumnos.

Concretamente, se aportaran argumentos para justificar la adopcion de un modelo de
aprendizaje de las matematicas en espiral en el que desde perspectivas distintas, cada
concepto, destreza o estrategia, es retomado constantemente con profundidad vy
complejidad crecientes. Como consecuencia del modelo se deriva la apuesta por un
tratamiento metodologico de la materia que permita el trabajo individual, el trabajo y
debate en grupo, la comunicacion entre estudiantes y profesor, la ejecucidon de proyectos,
el desarrollo de investigaciones, la resolucion de problemas y la realizacion de ejercicios;
tratamiento alejado intencionadamente de las metodologias conductistas que reducen la
actividad matematica a oir explicaciones, tomar notas al dictado y reiterar calculos.
Asimismo, se expondran los criterios tomados en consideracion para construir la
secuencia de contenidos, que incluye no solo hechos y conceptos sino también
procedimientos, actitudes y estrategias generales.

Gran parte del presente libro es fruto de un dilatado proceso de prueba y contrastacion
en distintos centros educativos de la Comunidad Valenciana que ha generado un
volumen ingente de experiencias, parte de las cuales se ha recogido en un anexo que
contiene una muestra variada de programaciones disefiadas y desarrolladas en vivo en las
aulas a partir de los mismos materiales para los alumnos.

Es para nosotros motivo de gran satisfaccion dejar constancia de las continuas y valiosas
aportaciones al desarrollo del proyecto de los profesores de los centros experimentales y
de implantacion anticipada de la Educacion Secundaria Obligatoria, que han sabido
arrancar frutos didacticos jugosisimos en un ambiente a menudo hostil. No menos
valioso ha sido el esfuerzo de la amplisima nomina de autores de los materiales para los
alumnos, que en condiciones de trabajo dificiles han sido capaces de compaginar su
autonomia creativa con las expresas exigencias de un guidn del que somos responsables
en exclusiva los firmantes de este libro.

Finalmente queremos agradecer a D. Miguel Soler, director del Centro de Desarrollo
Curricular, y a D. Javier Brihuega, asesor del mismo, la oportunidad que nos ha brindado
de publicar este trabajo y la atencton y facilidades que nos han dispensado.
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CAPITULO 1
INTRODUCCION

Las cuestiones educativas
rara vez son tajanies
Orton (1990)

1. PRESENTACION

El conjunto de materiales para la Educacion Secundaria Obligatoria desarrolla la
definicion general que para el area de Matematicas establece el Real Decreto de
Ensefianzas Minimas 1007/1991, constituyendo un paso intermedio entre éste y la
programacion de aula. Tal Decreto implica cambios importantes que afectan no solo a los
contenidos, sino también y sobre todo, a la propia concepcion de la educacion, la
configuracion de las etapas educativas, los objetivos del area de Matematicas, los criterios de
evaluacion y, finalmente aunque no de modo prescriptivo, a su metodologia. Pero sobre todo,
otorga a los centros educativos la posibilidad de disefiar un proyecto curricular del area de
Matematicas que tome decisiones sobre

- los contenidos matematicos concretos
- la secuencia con que se presentan
- la metodologia apropiada para cada tipo de contenido
- los objetivos que se persiguen
- los procedimientos de evaluacion de
. los materiales que se utilizan
. los alumnos
. los profesores
. el propio proyecto adoptado

En el caso de los materiales de matematicas que nos ocupa, el proyecto curricular de area que
los sustenta ha tenido una génesis dinamica y no lineal, en la que han interactuado
consideraciones relativas al gué ensefiar con la toma en cuenta de quién aprende y la
reflexion sobre como y cudndo hay que hacerlo para mejorar la eficacia del proceso de
aprendizaje, amén de otras consideraciones derivadas de las anteriores y del escenario
educativo en el que actian. Asi, cabe citar que el proyecto curricular del area aspira atender,
de modo abierto y flexible, entre otros, a los siguientes aspectos:

1) El conjunto de foda la Educacion Secundaria Obligatoria, de modo que los dos ciclos que
la componen no pueden ser entendidos aisladamente. En la practica esto quiere decir que en
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aquellos casos transitorios en los que los alumnos de 3° de Secundaria no hayan cursado
previamente los dos primeros cursos de la ESO, cualquier programacion basada en estos
materiales debe tener en cuenta también las actividades que se proponen para el primer y
segundo curso.

2) Las caracteristicas generales de la etapa, los objetivos, la estructura, las orientaciones
metodologicas y los criterios de evaluacion generales que van mas alla de las propias
Matematicas.

3) Los contenidos de Matematicas prescritos para la etapa en sus dimensiones conceptual,
procedimental y actitudinal.

4) Criterios de secuenciacion tales como

- el caracter priortario de aquellos contenidos basicos para la formacion matematica,
posiblemente terminal, del escolar y de aquellos otros fundamentalmente instrumentales
para las restantes areas de conocimiento y para las propias Matematicas.

- los resultados de ciertas investigaciones didacticas, aqui aceptadas y hasta cierto punto
contrastadas, que recomiendan la presentacion escolar de determinados contenidos, que
sugieren el momento adecuado para hacerlo y que orientan sobre la forma mas eficaz de
introducirlos y hasta las pautas para su valoracion y evaluacion.

- la dificultad de asimilacion, generalmente reconocida, de los conceptos matematicos,
que aconseja sean retomados cada cierto tiempo.

5) La diversidad en el aula; la existencia de alumnos con distintas capacidades, variadas
motivaciones e intereses no necesariamente coincidentes, la existencia de dos opciones
distintas en el cuarto curso de Enseflanza Secundaria Obligatoria. De este modo, los
materiales contienen actividades con distintos grados de dificultad que pueden cubrir un
amplio espectro de diferenciacion en el tratamiento didactico.

6) Las aportaciones resultantes de la experimentacion de los materiales en un gran numero de
Centros, implicando a un nimero de alumnos y de profesores considerable.

Como ya se dijo, este proyecto representa un paso intermedio entre el Decreto de Ensefianza
y la programacion de aula. Las grandes opciones que aqui se toman, como por ejemplo la
secuenciacion por ciclos que se presentara en el proximo apartado, forman parte esencial del
proyecto curricular del area, pero deben ser adaptadas por el departamento de cada centro
segun sus caracteristicas, adecuandolas a cada ciclo, determinando la secuenciacion por
curso, y disefiando cada profesor, en ultimo caso, su propia y definitiva programacion de
aula.
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2. OBJETIVOS

Como consecuencia de todo lo expuesto, los materiales de matemdticas se plantean
explicitamente los siguientes objetivos:

| Atender a los objetivos de la etapa y del area para contribuir a su consecucion.

2. Presentar las Matematicas de forma que se pueda captar su wunidad entre la diversidad de
contenidos y la diversidad de aplicaciones de cada concepto o método particular, de forma
que al final el estudiante logre actuar usando matematicas.

3. Mostrar la utilidad de las Matematicas para resolver problemas y analizar situaciones que
se generan cotidianamente.

4. Poner de relevancia la conexion de las Matematicas con las otras areas de la Ensefianza
Secundaria, tomando conciencia de que todas en conjunto contribuyen a profundizar en el
conocimiento de la realidad.

S. Contemplar las Matematicas desde un punto de wvista amplio, que incluya los hechos
basicos, los procedimientos y las actitudes como elementos complementarios para
reflexionar tanto desde las Matematicas como sobre las Matematicas.

6. Establecer un marco de trabajo claro y preciso en los ambitos previos a la programacion
de aula, que permita a cada profesor asumir la responsabilidad de tomar las decisiones
necesarias para concretar su plan de actuacion en el aula.

7. Formular una propuesta de trabajo que permita al estudiante asumir el papel protagonista,
adquiriendo modos de hacer propios de la actividad matematica y valorando e integrando los
recursos disponibles para el trabajo matematico en su actuacion diaria, y forjar con todo ello
una actitud positiva hacia el trabajo matematcio y hacia las Matematicas.

8. Facilitar la  evaluacion de forma que los departamentos puedan someter las
programaciones disefiadas a partir de los materiales de matemdticas a una valoracion general
y dispongan de un banco de actividades para eventuales modificaciones.

9. Ayudar a que el profesorado de Matematicas adquiera y consolide una actitud activa e
investigadora que le permita analizar el proceso de enseflanza y aprendizaje y actuar
autonomamente.

10. Establecer un marco de actividades de referencia que permita a los profesores contrastar
sus experiencias y analizar colectivamente los problemas particulares que se plantean en sus
actuaciones didacticas.






CAPITULO 11
LAS MATEMATICAS EN LA E.S.O.

Los entes matematicos solo existen en
el pensamiento del matematico

Y no en un mundo platonico
independiente de la mente

[-..] los entes matematicos son entes
de razon: aparecen en el momento
en que el matematico los define y no
con anterioridad a todo matematico.
Apery (1988)

3. NUESTRA CONCEPCION DE LAS MATEMATICAS

Las Matematicas constituyen una rama del saber caracterizada por el estudio de las
propiedades de determinados entes abstractos (nameros, formas, simetria, relaciones,...), y, al
mismo tiempo, un poderoso método para comprender conceptual y practicamente las pautas
manifestadas por una creciente lista de fendmenos naturales, técnicos y sociales. Estan
actualmente tan profusamente diversificadas, han extendido tanto su campo de aplicabilidad y
han acumulado tantos conocimientos y técnicas, que resulta ingenuo pretender ni siquiera una
descripcion sucinta de sus apartados ni de sus previsibles tendencias.

Esta realidad obliga a definir qué coleccion, forzosamente reducida, de resultados, métodos y
actitud matematicas deben caracterizar a la disciplina en cada etapa de la ensefianza, y en
particular en la Secundaria Obligatoria sobre la que versa este proyecto curricular de area.

Las ideas matematicas se generan para resolver problemas previamente aceptados como tales

0 para sistematizar soluciones ya obtenidas con anterioridad. Este proceso de génesis incluye
descubrimientos de conexiones y relaciones entre las ideas matematicas, refinamientos y
simplificaciones de los resultados conocidos, planteamientos de nuevos problemas,
observacion de propiedades, deteccion de regularidades e intencion explicita de demostrar,
generalizar, formalizar y sistematizar.

La resolucion de problemas es, pues, la esencia y la razon de ser de las Matematicas. No
puede hablarse estrictamente de actividad matemdtica si ésta no comporta la aceptacion y la
busqueda de soluciones de problemas calificables de matematicos.
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La caracteristica esencial del trabajo matematico es la resolucion de problemas matematicos
y, como efecto, la toma de conciencia de que se pueden abstraer prepiedades muy generales
que aparecen en una multitud de situaciones concretas, y de que las abstracciones formuladas
en axiomas o postulados son susceptibles de ser utilizadas a su vez para comprender con
mayor profundidad, no solo las mismas situaciones concretas, sino también otras que
aparentemente no tenian relacion con ellas.

Sin embargo, el estado final de las Matematicas como producto elaborado puede no reflejar
en absoluto el proceso de genesis. Tal y como dice Apéry (1988. p. 225), la actividad
matematica comporta dos fases, no necesariamente separadas de modo estricto en el tiempo.
En la primera fase, la actividad es mental, subjetiva, independiente del lenguaje, ligada
estrechamente a la intuicion. En la segunda fase, el matematico introduce notaciones,
formaliza, traduce parcialmente sus intuiciones en términos comunicables y, eventualmente,
comprensibles.

El postulado basico que subyace en este proyecto curricular es que la actividad matematica
entendida en los términos antes expuestos se puede desarrollar en la ensefianza secundaria,
resolviendo problemas, analizando juegos, consolidando destrezas, con la conviccion de que
tal actividad despliega cualidades y propicia actitudes intrinsecamente interesantes y permite
crear conocimientos y ampliar destrezas Utiles para el individuo y para la sociedad. En otros
términos, para aprender matemdticas es necesario hacer matematicas. Es mas, al prestar
atencion a la actividad matematica, se amplia el centro de gravedad de la ensefianza,
incluyendo a los contenidos per se vy a los procesos que permiten el aprendizaje, otorgando
protagonismo diferenciado al profesor y al estudiante y considerando la transmision de
conocimientos como capacitacion para construirlos y articularlos.

Por otra parte, la enorme cantidad de informacion acumulada y la rapidez de acceso a la
misma que posibilitan los medios técnicos actuales, hace que no valga la pena memorizar gran
cantidad de datos, sino mas bien saber de su existencia, conocer su esencia y, eventualmente,
poder usarlos e integrarlos para satisfacer necesidades personales o profesionales.

Las Matematicas proporcionan el lenguaje preciso y conciso que necesitan las ciencias para la
formulacidn, interpretacion y comunicacion de las observaciones que realizan. La aplicacion
de los métodos matematicos a otros ambitos de las ciencias y las tecnologias, produce
importantes resultados practicos, tanto en la elaboracion de modelos explicativos de los
fendmenos que estudian, como en la recogida y analisis de los datos necesarios para la
validacion de los modelos.

El lenguaje matematico, ademas, extiende su dominio de aplicacion mas alla de las fronteras
de la especializacion cientifica. El desarrollo tecnoldgico y la creciente importancia social de
los medios de comunicacion, crean en la poblacion la necesidad de conseguir la preparacion
suficiente para recibir grandes cantidades de informacion -codificada frecuentemente con
simbolos, graficos, tablas, formulas, diagramas,...-, comprender y expresar descripciones de
caracter cuantitativo y geométrico, y analizar criticamente los mensajes emitidos en lenguaje
matematico. Contempladas también desde esta perspectiva, las Matematicas tienen que
contribuir a ampliar las potencialidades expresivas de los estudiantes, incrementando su
vocabulario y desarrollando la capacidad de discursar logicamente, argumentar y convencer.
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En este proyecto se entiende que la Ensefianza Obligatoria debe asegurar que todos los
estudiantes tengan la oportunidad de capacitarse para cubrir las necesidades matematicas
-contar, clasificar, razonar logicamente, medir, interpretar datos y graficos, calcular,...- que
genera, mas que nunca, una sociedad altamente tecnificada como la actual. Al mismo tiempo,
es preciso tener en cuenta que las capacidades cognoscitivas del escolar, las caracteristicas de
los procesos de aprendizaje y la propia naturaleza de la disciplina, aconsejan concebir el area
de Matematicas en la Ensefianza Obligatoria como una accicn de creacion de conceptos y de
practica de destrezas que continuamente se retoman y consolidan, mas que como el estudio
de un cuerpo de conocimientos logicamente estructurado, que no parece conveniente
presentar siempre en una fase terminal de elaboracion, obviando los caminos que es necesario
recorrer para la creacion efectiva de conceptos.

El nivel de abstraccion que conlleva el uso de muchos simbolos en contextos muy variados; la
complejidad intrinseca de las reglas, los procedimientos y métodos, no carentes muchas veces
de arbitrariedad aparente; la dificultad de comprension e interpretacion de los resultados,
constituyen obstaculos que se agudizan especialmente en Matematicas y que, caso de no ser
tomados en consideracion permanentemente, pueden conducir a indeseables situaciones de
bloqueo del aprendizaje.

La actividad matematica, entendida como se ha descrito anteriormente, desencadena procesos
que permiten desarrollar capacidades de caracter muy general (explorar, clasificar, analizar,
generalizar, estimar, inferir, abstraer, argumentar,...); desarrolla el pensamiento légico y la
capacidad de razonamiento (deductivo, inductivo, analdgico), educa la percepcion y
visualizacion espacial, estimula la actitud critica, agudiza la intuicion, fomenta la creatividad,
la perseverancia en el trabajo y la confianza en las propias posibilidades. Unas matematicas
basadas en ese tipo de actividad matematica, que incluye la resolucion de problemas, ademas,
contribuyen en gran medida a la preparacion para la toma de decisiones individuales y
colectivas y el enfrentamiento con situaciones nuevas, habilidades que cada dia son mas
necesarias para desenvolverse en la sociedad.

Las matematicas son una herramienta Gtil para las diferentes areas presentes en el curriculo.
Continuamente se extiende su uso en los estudios sobre el medio fisico, econdmico, social y
tecnologico. Los estudiantes deben conocer e intentar dominar toda una serie de conceptos y
técnicas que les sirvan para comprender la realidad en que estan inmersos y que les doten de
la formacidn suficiente para hacer frente a las necesidades que se les planteen. Esta realidad
determina una relacion simbidtica de las Matematicas con los demas campos del
conocimiento, que se traduce en el recurso continuo a ejemplificaciones y contextos que
provienen de mas alla de las Matematicas, pero sin que este proyecto contemple como
objetivo satisfacer todas las demandas que, eventualmente, pueden realizarse desde otras
areas, ni asume la responsabilidad de todos y cada uno de los métodos y técnicas requeridos
por ellas. Las destrezas matematicas, al igual que por ejemplo las potencialidades expresivas,
se deben consolidar en cualquier materia que las utilice y, por la generalidad de su caracter,
no pueden ni deben ser circunscritas en el espacio o el tiempo. Del mismo modo, este
proyecto recoge de las otras areas y de la vida cotidiana todo aquello que le ha parecido de
interés y amplia de esta manera la consideracion que del tema se pudiera tener sin la
intervencion de las matematicas.

Puesto que las Matematicas proporcionan contextos idoneos para alcanzar mayores niveles
de abstraccidn y formalizacion, los materiales para el alumno y el profesor que forman parte
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de este proyecto proponen una graduacion tanto de los temas de trabajo como del nivel de
complejidad, teniendo en las capacidades cognoscitivas y las competencias ldgicas de cada
edad, la diversidad existente entre unos estudiantes y otros y la experiencia docente de los
profesores.

Uno de los objetivos de este proyecto es posibilitar la forja de una actitud positiva de los
estudiantes, y en consecuencia de los adultos del futuro, hacia las Matematicas, planteando un
trabajo de interés, que produzca motivacion y placer ante las actividades matematicas, deje
traslucir el proposito, el poder y la relevancia de las Matematicas, genere satisfaccion derivada
de la sensacion de progreso,... con el convencimiento de que las actitudes positivas ayudan al
aprendizaje. Si bien en la adquisicion, desarrollo y mantenimiento de las actitudes positivas
hacia las Matematicas influyen también las concepciones respecto a éstas de la sociedad en
general; es en el entorno escolar, y a través del profesorado en particular, donde se puede
consolidar decisivamente esa actitud positiva.

En tanto que las Matematicas contribuyen a la formacion integral de los alumnos y de las
alumnas en colaboracion con el resto de areas del curriculo, se ha prestado también atencion
a aquellos aspectos que, por su actuacion directa sobre capacidades cognoscitivas generales y
de pensamiento logico en particular, trascienden a objetivos especificos de la disciplina.
(responsabilidad coeducativa, medioambiental, valores sociales,...).

4. APRENDIZAJE MATEMATICO

Seria deseable disponer de una teoria que detallase y explicase los procesos mediante los que
se produce el aprendizaje de las Matematicas. Lamentablemente, en la actualidad sélo existen
aproximaciones muy parciales que bosquejan de modo incompleto tales procesos. Como dice
Orton (1990, pag. 20),

[.-.] ignoramos lo que los chicos pueden aprender, solo sabemos lo que parecen haber
aprendido.

Por el contrario, si se pueden encontrar propuestas abstractas acerca del aprendizaje en
general que arrojan algo de luz sobre qué cabe esperar cuando el individuo se enfrenta con
situaciones nuevas y de las que parece razonable suponer que contienen al aprendizaje de las
Matematicas como caso particular:

Que los humanos aprenden es autoevidente. También es obvio que los humanos
construyen nuevos conocimientos, ya que el almacén de los conocimientos en cualquier
cultura aumenta con el tiempo. Lo que no es evidente son los procesos mediante los
cuales los humanos construyen nuevos conocimientos [...[J. Crear nuevos conocimientos
es, por parte del creador, una forma de aprendizaje significativo. Ello supone a veces el
reconocimiento de nuevas regularidades en hechos u objetos, la invencion de nuevos
conceptos o la extension de los viejos, el reconocimiento de nuevas relaciones
(proposiciones) entre conceptos y, en los saltos mas creativos, la reestructuracion
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importante de estructuras conceptuales para ver nuevas relaciones de orden superior.
(Novack, (1988)).

Siendo conscientes de que, como dicen Coll y Solé (1989),

Todas las propuestas curriculares sin excepcion, en la medida en que trasmiten
proyectos educativos, participan de una determinada manera de entender el aprendizaje
¥, en consecuencia, de una forma concreta de concebir la ensefianza.

no cabe disimular que el presente proyecto se alinea con las concepciones constructivistas del
aprendizaje, postulando que los conceptos y las ideas significativas, tal y como las concibe
Ausubel (1963, 1968), son construidas por el estudiante; se encuentra, ademas, en sintonia
con la denominada ensefianza por diagnostico, concepto ampliamente desarrollado por Bell
(1984) vy otros, que trata de basar la actividad docente en la deteccion de las concepciones
erroneas para actuar en consecuencia; y cree en la eficacia del conflicto cognoscitivo, como
técnica para sacar a la luz las ideas matematicas de modo que puedan ser sometidas a
discusion y propicien la adquisicion y articulacion de nuevos conocimientos.

En consonancia con esas concepciones, aqui se ha entendido que un primer contacto con los
conceptos no es suficiente para asimilar y dotar de significado a los mismos ni para
integrarlos eficazmente en la estructura conceptual del estudiante.

Este principio queda en la practica reflejado en una retoma continua de los temas tratados o,
como dice Bruner (1972), por un fratamiento en espiral de los contenidos, que se traduce en
sofisticacion creciente en cada vuelta de tuerca y en presentacion de enfoques diferentes del
mismo concepto, con objeto de enriquecer y diversificar las imagenes mentales que lo
sustentan. En no pocos casos, este proceso incluye fases manipulativas, en las que el
concepto es visualizado, bien por medio de objetos fisicos, bien a través de representaciones
matematicas especificas.

Por ejemplo, la construccion o el desarrollo plano de poliedros regulares facilita la creacion de
conceptos abstractos de la geometria del espacio que, abordados de otro modo, podrian
devenir en carentes de significado por la ausencia de referentes, amén de que el contacto
fisico con los cuerpos espaciales tiene su importancia intrinseca. Del mismo modo, la
busqueda de ejemplos o contraejemplos de parejas de nimeros naturales que cumplan o dejen
de cumplir determinada propiedad, como la de ser numeros amigos (la suma de los divisores
propios de cada uno iguala al otro numero), ilustra, es decir crea una concepcion, acerca de lo
que debe entenderse, del significado que hay que atribuir, a las proposiciones matematicas.

Las matizaciones que se revelan en los conceptos al ser presentados en situaciones que los
enfocan de manera distinta, favorece el mantenimiento de cierta tension entre lo que uno cree
conocer y su nueva manifestacion, en un proceso que en definitiva conduce a completar, que
no a agotar, el conocimiento de esos conceptos. La resolucion de problemas es el medio
ideal para la creacion de conflictos que pongan al resolutor en disposicion de ampliar sus
conocimientos o de reestructurarlos para hacerlos mas accesibles o eficaces.

Algunas de las actividades de los materiales estan disefiadas para hacer aflorar los errores, o
mas precisamente los conocimientos incompletos; para actuar sobre ellos, considerandolos
no como negativos, sino como una manifestacion normal de la viveza del proceso de
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aprendizaje. Las equivocaciones o concepciones erroneas de los estudiantes no son
actuaciones punibles, en tanto que se da por supuesto que nadie quiere equivocarse, sino
datos de inestimable valor sobre el estado del aprendizaje. El reconocimiento del papel que
Juegan los errores debe extenderse ademas a los propios alumnos, propiciando una actitud de
sensibilidad para la localizacion de las equivocaciones propias y ajenas, que alejen la
sensacion de ridiculo en el aula y que mantengan un ambiente en el que las ideas se expresen
libremente, sin temor y con receptividad a las sugerencias y argumentaciones de los demas.

El diagnostico sobre las concepciones del tema objeto de estudio, y en particular de los
errores o incompletitudes que puedan tener los estudiantes, debe orientar a cada profesor en
cada clase concreta sobre la manera de particularizar el desarrollo del mismo o de corregir el
disefio que haya planificado, adaptandolo a las necesidades detectadas.

Por ejemplo, si bien se encuentran catalogados los errores tipicos que suelen producirse en el
significado que se atribuye a las letras en la introduccion al tratamiento del algebra
(Kicherman (1981)), un diagnodstico previo permite centrar la atencion en los aspectos mas
relevantes de estos para conseguir una elevacion del nivel algebraico, aspectos que pueden
variar de unos grupos a otros o con el tiempo.

Los conceptos matematicos no tienen entidad aislada, de modo que el establecimiento de
conexiones ricas y agiles entre ellos es uno de los objetivos de este proyecto. Asi, la intencion
es integrar cada idea nueva en una red conceptual que se va haciendo mas densa a medida
que el bagaje de experiencia matematica crece, permitiendo a su vez la captura de nuevas y
mas sutiles ideas.

Esta concepcion holistica de las Matematicas queda concretada en la definicion  (véase
capitulo VI) de una coleccion de grandes temas transversales que, sin ser propios de ninguno
de los bloques de contenido, lo son a la vez de todos ellos. Con ese listado de grandes temas
se tiene la intencion de explicitar tales redes conceptuales, recorriendo posibles hilos de su
entramado. Al mismo tiempo, esos mismos grandes temas ponen de manifiesto la dificultad
de particionar estancamente los contenidos de area de Matematicas y justifica alguna de las
decisiones adoptadas para la presentacion, tratamiento y secuenciacion de los contenidos. Al
fin y al cabo, la demostracion creativa del conocimiento humano rara vez ocurre
reproduciendo los elementos que lo componen, sino mas bien estableciendo conexiones entre
los mismos, conexiones que resultan de utilidad para resolver situaciones problematicas o
para profundizar en el mismo conocimiento.

Por otra parte, parece claro que el desarrollo y comunicacion de las ideas mateméticas
descansa en cada individuo sobre dos columnas que, aunque interactian mutuamente, son
bien distinguibles, a saber,

- la representacion espacial, y
- el lenguaje.

Esta distincion viene a coincidir a grandes rasgos con lo que del modo més rudimentario se
puede observar en las aulas, de modo que su razonable concordancia con la intuicion docente
viene a tender un esperable, pero no por ello menos inquietante, puente entre aprendizaje y
funcionamiento de la mente. Al fin y al cabo, como dice Orton (1990, pag. 14).
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Ll aprendizaje es una actividad mental. Por esa razon tendremos una mayor
comprension de éste si sabemos mads sobre el funcionamiento del cerebro como
procesador de informacion. [...] debe ponerse en claro que se podrd entender mucho
mds respecto del aprendizaje, como un aspecto de la psicologia, cuando sepamos mds
sobre el funcionamiento del cerebro como un aspecto de la fisiologia.

Cuan lejos pueda llevar la exploracion de esta relacion es algo que se nos escapa, pero no hay
ninguna razon para ocultarse que

existen cada vez mas pruebas de fndole fisioldgico de que estos dos aspectos del
aprendizaje de las Matematicas pueden hallarse ligados a las actividades de diferente
mitades del cerebro. En general, el pensamiento espacial se efectua en el hemisferio
derecho, mientras que las funciones lingiiisticas estan a cargo del hemisferio izquierdo.
(Dickson, 1991, pag. 16)

Habra que estar atentos a lo que el futuro proximo tenga que decir sobre esta linea de
exploracion, no sélo porque pueda generar explicaciones coherentes sobre la enorme
diversidad de comportamientos de aprendizaje que se observan a flor de piel tanto en el aula
como en cada individuo concreto, sino porque ademas probablemente vendran acompafiadas
de valiosas pistas sobre como tratarla didacticamente.

Otro tanto cabe decir acerca del cierto pero todavia impreciso papel de la memoria en el
aprendizaje matematico, el alcance del cual plantea un problema que, desde luego, tendra que
ser dilucidado en el terreno cientifico y no en el de la adscripcion de cada docente a una u
otra corniente implicita de opinion. Y también resulta prometedor lo que a este respecto
puedan revelar los investigadores:

Los psicologos han expresado la opinion de que poseemos tanto memoria a corto como a
largo plazo. Mas recientemente se ha introducido el concepto de memoria operativa,...
Lo que ciertamente deseamos lograr es un almacenamiento a largo plazo junto con una
inmediata memorizacion [...[ La retencion y la memorizacion son mas faciles si lo que se
ha aprendido es significativo en relacion con la estructura de conocimientos ya existente
en la mente del que aprende. (Orton, 1990, pag. 39)

Todas las observaciones anteriores vienen a apuntar en una misma direccion sobre la que ya
se habia llamado la atencion con anterioridad: el aprendizaje de las Matematicas y las
Matematicas mismas son algo mucho mas rico que una mera disciplina logica, y por lo tanto
constituiria un tremendo desacierto enfocar todos los problemas del aprendizaje matematico
en exclusiva desde el prisma de la logica. Por citar un ejemplo, quedaria fuera de ese campo
de visién la ya mencionada relacion entre aprendizaje y lenguaje, como advierte el también ya
citado Orton (1990, pag. 16):

Una seria complejidad en el aprendizaje de cualquier materia es la relacion con el
aprendizaje del lenguaje. [...] hay muchos ejemplos del lenguaje peculiar y de palabras
familiares utilizados de modos diferentes o muy especificos en Matemadticas.
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5. APRENDIZAJE Y RESOLUCION DE PROBLEMAS

El conocimiento de la heuristica de resolucion de problemas es basico para actuar en
Matematicas. Enfrentado con un problema, el alumno debe saber como tiene que actuar. La
resolucion de problemas tiene pues una componente metodologica fundamentada en la propia
esencia de las Matematicas. Esta componente necesita ser conocida e interiorizada por los
alumnos, formando parte del compromiso que se debe establecer explicitamente entre el
profesor y la clase.

Es preciso advertir, no obstante, que resulta muy dificil, por no decir imposible, sincronizar el
aprendizaje heuristico de varias personas. Los diferentes ritmos de aprendizaje que se derivan
de esta situacidn exigen una atencion tendente a la individualizacion, que debe ser
compatible con una actividad matematica con una fuerte componente social que permita el
despliegue de aquellas capacidades de comunicacioén y razonamiento que solo tienen sentido
si existe interlocutor que las haga posibles. La planificacion de la actividad en el aula ha de
atender tanto a los alumnos que tienen facilidad y avanzan rapidamente en los temas como a
los que tienen dificultades, de modo que se consiga el desarrollo de las capacidades
individuales de todos en funcién de sus posibilidades. Curiosamente, pero de ninguna manera
ilogicamente, la estrategia mas efectiva para la consecucion de este fin es el trabajo en
pequefios grupos con problemas que admitan distintos grados de profundizacion. Por el
contrario, no es eficaz recurrir a la diferenciacion que supone proponer ejercicios monotonos
y rutinarios a los estudiantes con dificultades, mientras que se plantean problemas sugerentes
y motivadores a los aventajados.

En resumen, a lo largo de la Educacion Secundaria Obligatoria se considera prioritario un
aprendizaje matematico activo, que busque la comprension antes que la formalizacion, que se
enfrente con los conceptos y procedimientos en contextos variados y proximos al entorno de
relaciones y experiencias de los estudiantes. La adecuacion entre los problemas que se
propongan y el nivel de competencia matematica, aumentara, por otra parte, la confianza de
los estudiantes en sus posibilidades y estimulara su interés, condiciones necesarias para vencer
las dificultades intrinsecas de los conceptos matematicos propios de esta etapa.
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CAPITULO III
LOS CONTENIDOS MATEMATICOS

6. TIPOS DE CONTENIDOS

Si se conciben los contenidos como el e¢je alrededor del cual se organiza la accion
didactica (Coll y Solé, (1989)), es necesario tener en cuenta tres tipos diferentes que
intervienen en el proceso educativo, fundamentalmente de caracter conceptual,
procedimental y actitudinal.

En Matematicas resulta muchas veces de gran dificultad la distincion entre unos y otros,
no solo porque la mayoria de los conceptos llevan asociada una carga conceptual y
procedimental, cuando no también actitudinal, sino ademas porque las propias
Matematicas constituyen al mismo tiempo una disciplina especifica y una herramienta
utilizada por otras areas del conocimiento.

Tal dificultad representa, por citar un ejemplo, con las fracciones, entidades que solo
adquieren sentido si son asimiladas desde una estructura que acepte su multiplicidad
conceptual que les hace intervenir a veces como numeros pero en otras 0casiones como
operadores, y alrededor de las cuales se dan cita procedimientos como los algoritmos de
calculo, el algoritmo de paso a decimal y viceversa o conceptos mucho mas amplios
como el de proporcionalidad. Utilizando precisamente este ejemplo, Orton (1990) dice:

[...] nuestro entusiasmo por iniciar a los alumnos en todo lo que de interesante
podemos concebir en esta materia nhos impide ver la magnitud de todo aquello con
lo que se enfrenta el promedio de los alumnos [...] fue Kemp (1964) quien formulo
la opinion de que las fracciones proporcionan el ejemplo obvio de una idea
matemdtica, antes considerada como elemental, y que el andlisis de los conceptos
revela que dista de ser simple.

Es preciso pues hacer una llamada de atencion sobre el peligro que pueden suponer
aproximaciones simplistas a la categorizacion, clasificacidon y ubicacidon de los contenidos
en el tiempo, al menos sin tener en cuenta las aportaciones que la ciencia didactica pueda
formular al respecto. Asi, después del estudio fenomenolégico de las fracciones de
Freudhental (1983) no queda mas remedio que extender el estudio de las fracciones a lo
largo de toda la ensefianza obligatoria si es que se quiere, como parece deseable, recoger
toda la riqueza del concepto.
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Es desde este punto de vista, consciente de la complejidad de la mayoria de los conceptos
y procedimientos matematicos, que la propuesta, desplegada mas adelante, de secuencia
de los contenidos expuestos en el Decreto de Ensefianzas Minimas, no debe interpretarse
con la clave de linealidad que parece sugerir su presentacion visual, sino mas bien
aceptando que la idea basica que subyace en esa secuencia es la de un tratamiento de los
contenidos en espiral, tal y como fue definido por Bruner (1972), implicando una
presentacion en distintos momentos del tiempo, tal vez en distintos cursos y hasta en los
dos ciclos de la etapa, con una complejidad creciente.

Es mas, la pretension de que los conocimientos construidos sean significativos, esto es
enriquecedores de las conexiones previamente establecidas entre unos conceptos y otros,
precisa, ameén de la retoma periodica de los mismos temas, de una diversificacion
sincronica de los contextos en que se presentan:

Los significados construidos por los alumnos son siempre incompletos o, si se
prefiere perfeccionables, de tal manera que, a través de las reestructuraciones
sucesivas que se producen en el transcurso de otras tanta situaciones de
ensefianza/aprendizaje,  dicho  significados  se  enriquecen y  complican
progresivamente, con lo que aumenta su valor explicativo y funcional. (Coll y Solé,
(1989))

Esta conveniencia de simultdneo despliegue en vertical (a lo largo del tiempo) y en
horizontal (durante el mismo curso) de los contenidos puede ser ilustrado con el
tratamiento de la proporcionalidad. Durante un mismo curso se aborda su estudio desde
perspectivas diferentes como la geométrica, numérica, probabilistica o funcional, y a lo
largo de los cursos se incrementa la complejidad del tratamiento.

De todas maneras, la planificacion de las situaciones de aprendizaje en el tiempo debe ser
sistematica y rigurosa, que no rigida e inamovible, contemplando, como minimo, tres

aspectos:

a) las caracteristicas de los contenidos y su relacion con los objetivos
correspondientes:

Aprender contenidos no debe ser asimilado a acumular informacion.
(Coll y Solé, 1989)

b) las competencias de los alumnos y los conocimientos previos que se pueden
detectar de los mismos:

Adaptarse al pensamiento del alumno quiere decir, en primer lugar,
acepiar que existe. Que las ideas previas que posee no son fruto del azar,
que Jerne negaba incluso de las células, sino el reflejo de un sistema que
tiene mucha mas coherencia de lo que le puede parecer a un adulto que
lo contemple desde otro sistema. (Moreno, 1986)

c) los distintos enfoques metodologicos que podrian permitir un tratamiento
adecuado de tales contenidos.
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7. BLOQUES DE TRABAJO

La propuesta de secuencia que se formulara mas adelante incluye los contenidos del
Decreto de Ensefianzas Minimas desarrollados y agrupados en cinco bloques de trabajo,
de titulos respectivos,

Numeros

Geometria

Estadistica-Probabilidad

Algebra-Graficas.

Resolucion de Problemas

epigrafes bajo los que se ha elaborado el material de trabajo para los cuatro cursos de la
Educacién Secundaria Obligatoria.

Como ya se ha dicho, la 1dea basica que sobre el aprendizaje se adopta en este proyecto es
que las matematicas se aprenden matematizando en contexto, de modo que se ha de
construir, resolver problemas, investigar, actuar, en definitiva, matemdticamente, en toda
la extension de la palabra. Tanto es asi que el area de Matematicas tiene fundamentalmente
un caracter procedimental: trata de desarrollar habilidades, estrategias generales, formas

de actuar y razonar.

Es por eso que el eje vertebrador del trabajo debe ser la resolucion de problemas,
proceso intimamente ligado a la realizacion de investigaciones, construcciones y uso de
materiales:

La resolucion de problemas ha de ser el punto central de atencion del curriculum de
matematicas. (N.C. T.M. Estandares Curriculares, 1991, pag. 21).

Mas aun, la resolucion de problemas es

[...] en las matemadticas escolares, método y contenido. Como contenido supone la
reflexion sobre procesos comunes en la resolucion de los problemas planteados en
cada parte de las matemdticas. (Decreto 47/1992 de la G. Valenciana, DOGV 6/4/92.

pag. 349)

Dando por sentada esta ubicuidad de la resolucion de problemas, se ha tenido en cuenta la
conveniencia de un tratamiento temporal diferenciado de cada bloque de contenidos en
cada curso. Por ejemplo, el bloque numérico se puede y se debe trabajar con mas
intensidad al principio de la etapa que al final, un poco al contrario que lo que ocurre con
el bloque de Algebra. La secuencia de los contenidos procedimentales ha sido llevada a
cabo conjuntamente con la de los contenidos conceptuales.

En lo relativo a la extension temporal de cada bloque, es preciso resaltar que parece
conveniente dedicar tanto tiempo como sea necesario para asimilar con tranquilidad la
esencia del bloque y los procedimientos asociados, sin que esto signifique prolongarlos
tanto que llegue a producir cansancio ni impedimento para el desarrollo de los otros
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bloques. A modo indicativo, se incluye a continuacion un cuadro en el que consta el
numero de meses en cada uno de los cuatro cursos de la etapa que la experimentacion de
los materiales parece recomendar para cada una de las carpetas que desarrollan los bloques

de trabajo:

CARPETAS 1° 2° 3° 4°
NUMEROS 3 3 2 -
ALGEBRA- GRAFICAS 3 3 3 3
GEOMETRIA 1,5 1,5 2 3
PROBABILIDAD- ESTAD{sTICA | 1? LS | 2 2
RESOLUCION DE PROBLEMAS ; ; ; 1

En los proximos capitulos se presentan los contenidos de cada uno de ellos, secuenciados
tanto en horizontal (cada ciclo en conjunto) como en vertical (evolucidn de cada bloque a

lo largo de la etapa).



CAPITULO IV

SECUENCIA POR CICLOS

8. CONSIDERACIONES GENERALES

La secuencia que a continuacion se presenta estd referida a los contenidos que
desarrollan las carpetas de materiales de matematicas bajo los mismos epigrafes, que se
corresponden a su vez con los de los bloques de trabajo descritos en el capitulo anterior.

La secuencia se presenta distribuida por bloques y esquematizada en forma de cuadros
escuetos. Comentarios extensos sobre cada uno de los bloques pueden encontrarse en el
Capitulo V.

Aunque no era estrictamente necesario, se ha incluido también la secuencia
correspondiente al Primer Ciclo de la Educacion Secundaria Obligatoria y ello por dos
razones:

- porque junto con la secuencia del Segundo Ciclo aporta una vision de conjunto
sucinta, y por lo tanto clara, de la etapa, que como ya se dijo es considerada como la
unidad académica de referencia.

- porque algunos contenidos del Segundo Ciclo ya se introdujeron en el Primer Ciclo.
Cuando es el caso, para evitar reiteraciones incomodas, se ha optado por incluirlos
solamente en el listado del Primer Ciclo, dando por supuesto que cabe entender que
su estudio se prolongara también durante el Segundo Ciclo.

Esto ultimo, por otra parte, no es la excepcion sino la norma puesto que el modelo de
aprendizaje en espiral que se ha adoptado basa su estrategia didactica en la revision
continua de los conceptos ya conocidos, sin caer en la ingenuidad de darlos por
definitivamente aprehendidos.

Por sus especiales caracteristicas no se ha esquematizado el Bloque de Resolucion de
Problemas, que se discute con amplitud suficiente en el Capitulo V.
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9. NUMEROS

E.S.O.

PRIMER CICLO

SEGUNDO CICLO

NUMEROS

Numeros naturales, nimeros enteros,

fracciones y decimales.

Operaciones con €sos numeros: suma,

resta, multiplicacion y division.
Algoritmos de las operaciones.

Calculo mental.

Multiplos y divisores: nuimeros
primos, maximo comun divisor y
minimo comun multiplo.

Potencias de exponente entero.
Propiedades.

Numeros grandes y pequefios.
Notacion cientifica: comprension y
uso con calculadora.

Concepto de radicacion, algoritmos
iterativos con calculadora.

Proporcionalidad y tanto por ciento.

Sistema métrico decimal.

Utilizacidon adecuada de la
calculadora.

Estimacion numérica.

Estimacién y céalculo mental.
Uso correcto de la calculadora.

Fracciones. Operaciones con
fracciones y algoritmos de las
operaciones. Relacion con
decimales y tanto por ciento.

Proporcionalidad numérica.

Potencias de exponente entero y
fraccionario. Propiedades.

Radicacion y relacion con las
potencias.

Notacidn cientifica.
Manipulacion de expresiones en
notacién cientifica. Relacion con
los multiplos y submultiplos de
las unidades fundamentales del
SMD.

Los nimeros y la medicion: El
Sistema Métrico Decimal, la
medida del tiempo.

Tanto por ciento y tanto por
uno.

Numeros no racionales.
Conocimiento de su existencia.
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10. GEOMETRIA

ESO. PRIMER CICLO SEGUNDO CICLO

Acercamiento al espacio y al plano | Percepcion espacial. Conocimiento

y sus mutuas relaciones. Percepcion | del espacio y del plano.

espacial.
Poligonos y poliedros. Relaciones

Conocimiento y clasificacion de entre sus elementos.

cuerpos espaciales y de figuras

planas. La circunferencia y otras figuras
elementales.

Poliedros. Elementos de los

poliedros: Teorema de Euler. Estimacion y calculo de superficies
y volumenes.

GEOMETRIA | Poligonos. Reconocimiento de sus

elementos y de algunas relaciones
entre sus elementos.

Teselaciones. Traslaciones,
simetrias, giros.

Lugares geométricos.

Estimacion y calculo de longitudes
y superficies. Toma de contacto
con la estimacion y calculo de
volimenes.

Sistema métrico decimal.

Proporcionalidad geomeétrica.
Semejanza. Tales.

Uso adecuado de regla y compas.
Localizacion de objetos en el plano

dotado de un sistema de ejes
coordenados.

Sistema metrico decimal. Relaciones
entre las unidades.

Coordenadas y sistemas de
referencia

Proporcionalidad geométrica.

Triangulos. Teorema de Pitagoras.
Resolucion de triangulos.

(*) Trigonometria elemental.
Medidas indirectas.

Notacion vectorial

(*) Ecuacion de la recta en el plano
Lugares geomeétricos.

La esfera. Geometria de la esfera.

Manejos de instrumentos de medida
y de representacion geométrica.
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11. ALGEBRA - GRAFICAS

Interpretacion:

.Tablas de valores.
.Graficas.

.Formulas
Descripciones textuales.

Manipulacion de férmulas.
Ecuaciones de primer grado.
Meétodos iterativos y de "ensayo y
error' para la resolucion de

ecuaciones.

Resolucidn de problemas por métodos
algebraicos.

E.S.O. PRIMER CICLO SEGUNDO CICLO
Simbolizacion. Sucesiones y cadencias. La
calculadora.
Establecimiento de relaciones y
generalizacion. Obtencion de férmulas y
expresiones literales.
Obtencion de formulas y expresiones
literales. Sustitucion en formulas. Sustitucion en formulas.
ALGEBRA
(*) Manipulaciones algebraicas
Sistemas de referencia.
Representaciones graficas. (*) Ecuaciones de segundo grado.
Resolucion.
GRAFICAS Relaciones entre dos variables.

Sistemas de dos ecuaciones
lineales con dos incognitas.

(*) Sistemas de dos ecuaciones
con dos incognitas

Estudio de algunos modelos
funcionales:

Funciones lineales.

Funciones cuadraticas.
Funciones exponenciales.
Funciones de proporcionalidad
inversa.

Funciones logaritmicas.
Funciones periddicas.
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12. PROBABILIDAD - ESTADISTICA - COMBINATORIA

Disefio de cuestionarios para la
recogida de datos. Encuestas

Analisis de juegos de azar.

Cuantificacion de probabilidades en

tantos por ciento y en tantos por uno.

Simulaciones. Tablas de numeros
aleatorios.

Relacion Probabilidad - Estadistica.

Sucesos dependientes e
independientes.

Combinatoria.

ESO. PRIMER CICLO SEGUNDO CICLO
Tablas de frecuencias: absolutas, Recopilacion de la informacion
relativas. estadistica en tablas y graficos.
Datos: discretos-continuos, Medidas de centralizacion.
simples-agrupados. Interpretacion.

PROBABILIDAD | Pproporcionalidad: frecuencias en Medidas de dispersion.
tantos por ciento. Interpretacion.
ESTADISTICA Di§tintas formas de rep}re.sentaciones Encuestas y muestreos.
graficas de datos estadisticos
Analisis critico de la actividad
Medidas de centralizacion. estadistica.
COMBINATORIA

Analisis critico de la utilizacion de
los resultados estadisticos en los
medios de comunicacion,

(*) Regresion - Correlacion.
Analisis de juegos de azar.

Sucesos dependientes e
independientes.

Calculo de probabilidades.
Sucesos contrarios, sucesos
compuestos.

Simulacién y caleulo de
probabilidades.

(*) Contenidos que requieren un tratamiento distinto en cada una de las dos opciones del
ultimo curso o que estan incluidos solo en la opcion B.







CAPITULO V

FUNDAMENTACION DIDACTICA DE LOS
BLOQUES

13. NUMEROS

No es concebible la cultura sin el concepto de numero. Es mas, es imposible la vida en
socledad sin la codificacion numérica y las operaciones con numeros. El desarrollo numérico
ha ido historicamente parejo al desarrollo cultural y cientifico y desde siempre ha sido un
elemento configurador del pensamiento y de la cultura.

No es de extrafiar en consecuencia que los numeros sean imprescindibles no solo para
entender aunque sea rudimentariamente el mundo fisico, sino, y tal vez sobre todo, para
comprender y producir comunicacion, gran parte de la cual contiene elementos cuantitativos
que encuentran en el numero el medio natural de expresion que actGa como calificativo y
determinativo que completa y precisa los mensajes.

Las Matematicas son las encargadas del trabajo numérico especifico, de la reflexion,
unificacion, sistematizacion, generalizacion de las relaciones cuantitativas, su reglamentacion,
su representacion y su rango de aplicabilidad, posibilitando, en definitiva, establecer las
comparaciones que abren la puerta a la comprension de la realidad.

Aunque las Matematicas son algo mas que numeros, estos constituyen su instrumento de
trabajo basico en todos sus apartados. Elemento primigenio de abstraccion, los nimeros son
fuente de posteriores abstracciones por las multiples y bellas relaciones y regularidades que
presentan, propiciando un manantial de actitudes favorables hacia las Matematicas.

Asimismo, los numeros generan de modo natural multitud de problemas y permiten plantear
gran cantidad de investigaciones que facilitan la profundizacion en el conocimiento del mismo
campo numerico y en la interiorizacion de los procedimientos de trabajo matematicos.

Por otra parte, no se puede negar la importancia pragmatica del calculo en general, y mental y
escrito en particular, en tanto que buena parte de la relacion cuantitativa del individuo con el
entorno social consiste en transacciones comerciales convencionales (compras, ventas,
presupuestos, financiaciones,...). Del mismo modo, esencialmente el ciudadano se relaciona
cuantitativamente con el medio ambiente fisico a través de la medicion, esto es de la
cuantificacion de magnitudes.

Los grandes nucleos tematicos del trabajo en el campo numérico durante la Educacion
Secundaria Obligatoria giran entorno a los siguientes aspectos:
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* La estructura numérica decimal, sus distintas representaciones y expresiones.
* Las diversas clases de numeros: naturales, negativos, fraccionarios, decimales,. .

* Las operaciones con los diversos tipos de nameros, sus propiedades y las reglas o
algoritmos que las automatizan.

* La proporcionalidad numérica: fracciones y porcentajes y sus relaciones con los
dectmales.

* La divisibilidad numérica.

* El calculo mental

* La calculadora.

* La estimacion de cantidades y de resultados de operaciones.

* El establecimiento de relaciones y pautas numéricas y su simbolizacion abstracta.

* La contextualizacion en el resto de las Matematicas, en las demas areas del curriculo,
en la ciencia y en la vida cotidiana.

Si bien es cierto que los nimeros aparecen de modo natural en todos los bloques del area de
Matematicas y en determinados temas de estudio de las demas areas del curriculum, no lo es
menos que la reflexion numérica requiere un fiempo y un espacio propio en el que en esencia
la atencidn se centra en los numeros, mientras que el resto de los contenidos del area -y de
las demas éareas- juegan un papel instrumental, subsidiario o auxiliar destinado a enriquecer
los conceptos sujetos a estudio. No es de extrafiar entonces que en los materiales de
matematicas para los alumnos se haya presentado el campo numérico relacionandolo
intensamente, y conscientemente, con la gran mayoria de los demas campos del saber (véanse
los cuadros de la siguiente pagina).

En consonancia con ese principio, es fundamental presentar los numeros en diferentes y muy
variados contextos, cada uno de los cuales aporta matices que en conjunto dotan de
significado a las abstracciones numéricas. Es imposible exagerar la variedad de contextos
(véanse cuadros de la pagina siguiente) a los que se puede recurrir para estudiar los numeros,
realizar calculos, establecer relaciones o descubrir pautas numéricas, pues la mera
observacion o constatacion de la existencia de diferencias conduce al establecimiento de
comparaciones que, a su vez, se traducen en las cuantificaciones que constituyen una de las
bases mas sélidas del conocimiento humano.

Para la secuenciacion de los contenidos del bloque numérico se ha tenido en cuenta,
primordialmente, la necesidad de garantizar una presencia continua de los nimeros en todos
los cursos, con una profundizacion en los conceptos, las destrezas y, en general, el sentido
numérico a lo largo de la etapa. Se ha dado un mayor énfasis al estudio especifico de los
nimeros en el primer ciclo para otorgar mayor peso en el segundo ciclo a la integracion
instrumental de los nimeros en los demas contenidos matematicos.
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ESTIMACION
‘ Y OPERACIONES
CALCULO MENTAL
MANEJO —— |CALCULADORA| —— JUEGOS
. CONOCIMIENTO
NOTACION DE LOS
CIENTIFICA . NUMEROS

Los contenidos numéricos basicos son muy amplios, tanto por el gran nimero de apartados
que se pueden tomar en consideracion, como por la dificultad intrinseca de las estructuras y
relaciones numéricas, que distan mucho de ser triviales, tal y como ponen de manifiesto los
estudios didacticos (véase, por ejemplo, en Freudenthal (1983) un exhaustivo estudio sobre la
complejidad de las fracciones). Mas aun, todos y cada uno de los grandes apartados de
trabajo numérico se encuentra en intima relacién con los demas, de modo que en conjunto
estructuran una densa red en cuya construccion es menester invertir esfuerzos, por el caracter
que tiene de sustrato basico para la adquisicion de conocimientos matematicos generales.

Precisamente a causa de la complejidad de las mencionadas relaciones estructurales, debe
hacerse especial hincapié en que la inclusion en el primer ciclo de algunos temas y exclusion
en el listado del segundo ciclo (como por ejemplo los nimeros enteros) no significa que se
considere finalizado el estudio en el primer ciclo. La conceptualizacion numérica requiere una
toma en consideracion de todos los tipos de numeros y de las operaciones con ellos a lo largo
de foda la etapa.

La estrategia didactica que se ha disefiado para el bloque de numeros en el Cuarto curso
requiere algunas matizaciones. De forma general, en este curso se entiende que el trabajo
numérico se desarrolla al abordar el estudio de los demas bloques de contenido. En esencia,
los campos numéricos han sido introducidos en los cursos previos, y en este afio se trata de
consolidar los conceptos y los procedimientos. Por esta razon, y porque en la carpeta de 3°
se agotan todos los contenidos numéricos especificos de la secundaria obligatoria, no existe
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una carpeta de Numeros para el Cuarto curso, donde en todo caso se podrian retomar, si asi
se considerase, algunas de las actividades de 3°.

Entre los recursos didacticos que requieren los problemas propuestos la carpeta de Numeros,
destaca con diferencia la Calculadora, bien cientifica bien grafica, sin la que no tiene sentido ni
el conjunto del bloque, ni la inmensa mayoria de las actividades seleccionadas. En algunos
casos son también imprescindibles la regla, el compas y papel tramado.

14. ALGEBRA - GRAFICAS

En la historia reciente, el algebra ha sido el nucleo central de la ensefianza de las Matematicas
en los niveles equiparables a la actual Secundaria. Este hecho ha generado un
comportamiento inercial tendente a equiparar calidad matematica con cantidad algebraica.
Esta tendencia se ve reforzada por la demanda algebraica abustiva por parte de otras areas de
conocimiento del curriculum, especialmente la Fisica, que tiende ha concebir unas
matematicas meramente instrumentales y sin valor formativo propio. Lamentablemente, parte
del profesorado de Matematicas, confundiéndolos con cantos de sirena, se ha dejado
embaucar por estos berridos de monstruo marino, arriesgandose a convertir sus clases en
dictados de reglas sintacticas que, amén de aburrir a todo el mundo, profesor incluido,
demuestran un concepto muy poco estimable de las Matematicas y, lo que es peor, del
algebra.

Ninguna conclusion esta mas alejada de las anteriores consideraciones que la de deducir de
ellas que el area de Matematicas debe declinar sus responsabilidades en la formacion
algebraica de los estudiantes de secundaria. Mas bien todo lo contrario: el algebra merece un
tratamiento didactico serio que optimice la eficacia de su aprendizaje, que por cierto se
encontraba bajo minimos. El algebra aparece en multiples contextos (geométricos,
probabilisticos, estadisticos,...) pero ademas hay que procurar que el trabajo algebraico sea
desarrollado en todos los bloques y areas del curriculum.

Son ya clasicos los numerosos estudios (constltese Hart (1981) para un caso paradigmatico,
y Azarquiel (1991) para una traslacion a nuestro entorno) que demuestran que todos los
adolescentes del mundo escolarizado, con caracter universal, tienen las mismas dificultades
con el algebra, la formalizacion simbdlica y la manipulacién abstracta de simbolos.

El problema parece estribar no tanto en qué cantidad de algebra se debe ensefiar sino en
cuanto dlgebra con significado es posible aprender, teniendo en cuenta que la eficacia
didactica del trabajo mecanico y aislado con expresiones literales (algebra abstracta de
polinomios o de fracciones algebraicas) es tendente a cero.

Sin embargo, el algebra posiblemente constituye un bloque capital en el aprendizaje de las
Matematicas, pues contribuye de manera decisiva a desarrollar las capacidades necesarias
para alcanzar los objetivos mas ambiciosos de la Educacion Secundaria, relacionados con los
procesos que caracterizan al algebra. De la observacion de la realidad en bruto puede
sefialarse en lenguaje natural a veces la existencia de alguna relacion entre las indefinidas
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variables que la describen parcialmente. El refinamiente en la descripcion de estas relaciones
pasa ineludiblemente por su codificacion, bien numeérica, bien grdfica. bien algebraica. Estas
tres técnicas de codificacion especializada de informacion, cada una con sus propias reglas,
constituyen el maximo exponente de lenguaje abstracto y formalizado, que simplifica,
condensa y permite comprender mejor las relaciones entre variables. Parte consustancial al
propto lenguaje es la habilidad, que debe ser aprendida explicitamente, de traducir la
informacion de unos a otros tipos de codificaciones. Si de entre todos ellos, el lenguaje
grafico constituye la piedra angular pues, al sustentarse en la visualizacion, favorece
especlalmente la creacion de imdgenes mentales que refuerzan el proceso de
conceptualizacion.

El bloque algebraico debe ser planificado para un tratamiento conscientemente muy lento vy,
en contra de algunas concepciones que sostienen que el algebra debe ser postergada hasta el
estadio de desarrollo formal del individuo, aqui se apuesta por una introduccion lo mas
temprana posible, no porque no sea cierto que determinadas manipulaciones algebraicas son
solo comprensibles una vez alcanzada esa etapa formal, sino porque hay otras entradas al

algebra, mas naturales y suaves, que no necesitan esperar a ese estadio formal y que
contribuyen positivamente a alcanzarlo.

Otro peligro a sortear estriba en la reduccion del algebra a un tratamiento sistematico de los
errores habituales y persistentes en los estudiantes. La terapéutica de los errores no puede ser
el fundamento del algebra. Por ejemplo, esta catalogada como una dificultad algebraica tipica
la conceptualizacion de las letras como variables independientes, pero ese hecho
incuestionable no deberia traducirse en un apartado del algebra dedicado a tratar letras como
variables independientes. Otro tanto ocurre con la generalizacion o la simbolizacion, que
deben ser parte del trabajo matematico cotidiano y su dominio se obtiene solo después de
mucho tiempo y no como resultado de una unidad didactica de un mes en un curso.

El objetivo general del bloque de algebra es conseguir que fodos los estudiantes comprendan
que determinados enunciados expuestos verbalmente pueden modelizarse matematicamente
dando lugar a graficas, tablasy formulas (funciones o ecuaciones).

Para la utilizacion de las carpetas de algebra es imprescindible una calculadora, papel
milimetrado e instrumentos de dibujo. No es imprescindible pero si conveniente tener
acceso a software de representacion de funciones (calculadora grafica u ordenador).
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15. GEOMETRIA

En sus aspectos mas elementales, el mundo fisico en el que nos desenvolvemos puede ser
descrito gracias a un proceso de abstraccion de propiedades y formas que dan lugar a la
geometria. Cualquier aspecto de la realidad fisica tiene una componente geométrica, mas o
menos sofisticada, pero aceptada socialmente hasta el punto que forma parte del mismo
lenguaje, que resulta esencial para su comprension.

Aunque no exclusivamente, el ser humano abstrae las formas del mundo exterior
fundamentalmente a través del sentido de la vista, de modo que no es de extrafiar que la
propia morfologia (dos ojos) permite apreciar las mas elementales caracteristicas geométricas
(tridimensionalidad) que atribuimos al espacio. Esta capacidad de abstraccion se adquiere
rudimentariamente de modo natural pero se puede aprender a mejorarla sensiblemente. La
educacion de la percepcion espacial contribuye a enriquecer las imagenes mentales y sus
relaciones, facilita su creacion y su analisis, en definitiva, desarrolla potencialidades que
parecen relacionadas con la misma esencia del pensamiento humano y su capacidad y eficacia
para influir sobre el medio.

Historicamente, la geometria ha estado intimamente ligada al conocimiento humano, del que
ha sido un motor y una de sus primeras expresiones. Es harto conocida la influencia de la
geometria en la filosofia griega, el cartesianismo o la teoria especial de la relatividad. Esta
influencia sostenida a lo largo del tiempo ha engendrado una concepcion geométrica del
mundo, decisiva en la consolidacion de la creencia en la comprensibilidad de la realidad, la
creacion del método cientifico y sus consecuencias tecnologicas.

Gran parte de la creacion artistica se materializa geométricamente (forma, volumen,..). Hasta
las artes menos plasticas (literatura, musica, danza, cine,...) contienen indisimulables
componentes geométricas o encuentran ocasionalmente en la geometria una fuente de
inspiracion. Grandes artistas de todos los tiempos han recurrido a ideas geométricas basicas
para sus creaciones y, viceversa, algunos han contribuido al desarrollo o popularizacion de las
ideas geométricas (Durero y la perspectiva, la geometria proyectiva, Escher y las teselaciones
del plano, Picasso y el cubismo,...) y hasta a construir teorias de sustrato geométrico (Platon y
la proporcion aurea, Leonardo, Luca Paccioli, Le Corbusier, ...).

Muchas otras parcelas del conocimiento estudian parcialmente aspectos o aplicaciones de la
geometria. Las Ciencias Sociales recurren a técnicas cartesianas para representar los
accidentes geograficos (mapas cartograficos, globos terraqueos,..) o los frutos de la actividad
humana (planos, rutas,..); las Ciencias Experimentales describen geométricamente muchos
aspectos de los fendomenos que estudian (trayectorias, campos,...).

El concepto de medida tiene uno de sus pilares basicos en los nimeros y el otro en la
geometria, que, a su vez, propicia un mejor conocimiento y un uso mas sofisticado del
sistema métrico decimal, cuyas unidades mas usuales tienen fundamento geométrico. Esta
fuera de toda duda la utilidad practica y conceptual del calculo y estimacion de medidas en
general (en particular superficies, longitudes y volimenes), de la comprension y uso de
escalas y planos, de la confeccion de esquemas y croquis, del entendimiento de los husos
horarios y las referencias geograficas planetarias y celestes, de la apreciacion de la magnitud
de tamafios y distancias del macro y del microcosmos, ...
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La geometria es una fuente inagotable de problemas e investigaciones matematicas. Algunos
problemas clasicos de la geometria griega (triseccion del angulo, cuadratura del circulo,
duplicacion del cubo, la independencia del quinto postulado de Euclides,..) no sélo tuvieron
en jaque a los matematicos durante muchos siglos, sino que permitieron abrir nuevos y
fructiferos campos de desarrollo que con el tiempo han demostrado ser esenciales.

El estudio mas elemental de las formas y figuras permite la observacién de regularidades y
pautas, la generalizacion y abstraccion (establecimiento de relaciones numéricas y algebraicas
con base geomérica), la formulacion de conjeturas y leyes geométricas, la generacion de
destrezas algoritmicas basicas (construir, dibujar, trazar perpendiculares, paralelas,
mecanismos de giros, detectar simetrias, describir movimientos,...), intentar explicitar
justificaciones y demostraciones, usar instrumentos y materiales, etc. de gran valor formativo
y de importancia didactica tal que la exageracion es imposible.

La geometria contribuye, por otro lado, a la capacitacion expresiva y comunicativa de modo
esencial. La potencialidad descriptiva se enriquece sustancialmente gracias al vocabulario
geométrico y al conocimiento de las relaciones y propiedades caracteristicas de la geometria
y al papel que la geometria juega como codificador en el lenguaje iconico. Conceptos
complejos de la propia matematica y de otras disciplinas (como la relaciéon de dependencia
entre variables) se comprenden mejor recurriendo al lenguaje geométrico.

La geometria contribuye de manera esencial a la consecucion de un amplio espectro de
objetivos generales de la Educacion Secundaria Obligatoria y del area de Matematicas, entre
los que cabe destacar:

* El desarrollo de la intuicién espacial.

* La consecucion del vocabulario, lenguaje y formas de expresion geométricas
apropiadas.

* El desarrollo del sentido estético y creativo.

* La introduccion a la idea de demostracion de las propiedades que se observan y de
justificacion de los métodos que se utilizan.

La geometria se presta especialmente a la utilizacion de muchos y variados materiales,
la construccion de cuerpos, maquetas, desarrollos,.. y la realizacion de mediciones;
procesos que requieren invertir tiempo y que generan multiples lineas de trabajo y
profundizacion, que tienden un puente entre la manipulacidbn concreta y la
abstraccion, sugiriendo ideas y generando conceptos y métodos. Recursos didacticas
susceptibles de ser empleados en el trabajo geométrico son también el uso de
transparencias, la proyeccion de diapositivas y videos, la programacion de visitas a
exposiciones 0 monumentos, el disefio de proyectos que involucren a todo el
centro, ...
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16. PROBABILIDAD. ESTADISTICA. RECUENTOS SISTEMATICOS.

Dios no juega a los
dados con el Untverso
A. Einstein

Dios no solo juega a los dados,
sino que a veces los arroja
donde no podemos verlos

S. Hawking

Si Dios jugara a los dados, ganaria
1. Stewart

Una de las caracteristicas basicas de la concepcién moderna del mundo es el convencimiento
de que la incertidumbre no solo proviene del desconocimiento parcial o total de las variables
objeto de estudio, sino que forma parte esencial de la realidad. Fenomenos tan distintos
como los fisicos sociales, economicos o biologicos,... comparten la propiedad de no dejarse
describir bien desde punto de vista mecanicista que supone la existencia de causas bien
precisas que provocan univocamente efectos.

Es notorio por otra parte que las clases de matematicas se convierten muchas veces en
transmisoras de una concepcion de la ciencia de cortas miras deterministas, que acaba
identificando matematico con exacto.

Es necesario que desde muy temprano el estudiante tome contacto con una amplia gama de
experiencias que vayan forjando la idea de que las situaciones azarosas son también
controlables en cierto sentido, en primera instancia a base de consideraciones cualitativas
relacionadas directamente con la intuicidén y el lenguaje cotidiano (probable, incierto,
imposible, seguro,... son palabras de uso comun) y posteriormente cuantificando e
identificando las leyes que rigen algunos fendmenos aleatorios y dotando de precision al
vocabulario probabilistico.

El entorno en el que se desarrolla la actividad diaria del estudiante contiene multitud de
situaciones aleatorias que proporcionan una aproximacion al concepto de incertidumbre. De
hecho, los juegos de azar han constituido siempre una parte importante de la actividad social
(hasta el punto de que el volumen de negocios en torno a los juegos de azar es bien respetable
y que la ludopatia es una enfermedad reconocida y tratada), generando ideas intuitivas acerca
del azar tan arraigadas como para atribuirle la responsabilidad de todos aquellos fenémenos o
sucesos que no son explicables.

Estas ideas intuitivas se ven constantemente reforzadas debido a la presencia profusa del azar
en los medios de comunicacion, especialmente los audiovisuales, que incluyen
invariablemente en su programacion juegos, loterias, sorteos,... El mismo Estado ha
intervenido reglamentando y acotando los juegos de azar, cuando no organizandolos y, en
cualquier caso, administrando, via tasas impositivas o porcentajes sobre la recaudacion, los
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recursos que captan. En parte, esa reglamentacion tiene como objeto proscribir los abusos
producidos en timbas, partidas con apuestas incontroladas, .., pero al mismo tiempo conduce
a la promocion y proliferacion de los juegos legalizados.

Por otro lado, la mera existencia y popularidad de los juegos de azar abre las puertas al
planteamiento de problemas, al menos combinatorios, estadisticos o probabilisticos, en torno
a su estructura y a importantes ideas, creencias y actitudes subyacentes, que los convierten en
un inapreciable recurso para el aula. No de menor importancia es la posibilidad de reflexionar
y valorar criticamente la relevancia social de los juegos de azar con la intencion de conseguir
una actuacion personal mas consciente del estudiante en su relacion con las apuestas y una
predisposicion a analizar los juegos en general.

El estudio del azar presenta la ventaja de producir recompensas inmediatas: permite controlar
y comprender y hasta predecir fenomenos que a simple vista parecen estar gobernados por
elementos misteriosos, arbitrarios, ocultos, fatales, irracionales o divinos, pero que empiezan
a clarificarse inmediatamente si se realizan los mas elementales analisis de los mismos.

Otro tanto cabe decir del estudio de la estadistica que abre las puertas a la interpretacion y
comprension de gran parte del volumen informativo que emiten los medios de comunicacion.
Las estadisticas publicadas reflejan el estado de ciertas realidades (opiniones, niveles
economicos, intencionalidad de voto,...) pero al mismo tiempo influyen sobre ellas,
especialmente las relativas al comportamiento social (sondeos electorales,...) y las susceptibles
de ser modificadas por intervencion administrativa (accidentes y sus causas, indice de
precios al consumo, listas de espera en los hospitales, ..). Precisamente debido a la repeticion
de las observaciones, estos estudios estadisticos pueden ayudar a corregir tendencias innatas
o ideas naturalmente equivocadas sobre la posibilidad de ocurrencia de los sucesos. En otros
términos, la estadistica conduce a la acertada idea de probabilidad de nacimiento de varén o
hembra es 0’5, y al mismo tiempo, a la creencia, esta vez errénea, de que después de tres
caras consecutivas es mas facil un resultado cruz en el cuarto lanzamiento.

Las técnicas de recopilacion, sintetizacion y esquematizacién de datos propias de la
estadistica, contribuyen a ampliar las capacidades expresivas de los estudiantes, en cuanto a
los procesos de comprension, simbolizacion, abstraccion y modelizacion que desencadenan.

La profusa utilizacion del lenguaje vy las técnicas estadisticas (medios de comunicacion,
compaiiias de seguros, administracion, politica, control de calidad, estudios de produccion y
mercado,..) ha convertido en basica la necesidad de interpretar y emitir mensajes codificados
estadisticamente, de modo que resulta ineludible traer a primer plano las destrezas
imprescindibles para la comprension tanto de la actividad estadistica en su conjunto como de
los resultados de la misma.

Tan extensa es la utilizacion de los recursos y resultados estadisticos que se ha convertido en
moneda corriente el uso interesado, parcial o sesgado de los mismos, de manera que la
interpretacion de los datos elaborados debe ser complementada con una actitud critica que
permita analizarlos en todas sus dimensiones. Tal es el caso, por ejemplo, de la proliferacion
en periodos electorales de encuestas y sondeos, que no reducen sus pretensiones a describir
determinado estado de opinion sino también a influir sobre €l.
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El estudio completo del proceso estadistico (la eleccion del tema de estudio, la seleccion de
las variables relevantes, la eventual confeccion de los cuestionarios pertinentes, la recogida de
informacion, la tabulacion y el analisis de la misma, la presentacion de los resultados,...) es
fundamental para producir en el estudiante el convencimiento de la utilidad del método de
trabajo matematico, para desarrollar capacidades basicas (analisis, sintesis, autonomia,
tenacidad, responsabilidad en el trabajo, toma de decisiones individuales y colectivas), y
para producir la sensacion de aplicabilidad de las matematicas en la modelizacion y
comprension de la realidad.

Las estadisticas proporcionan datos para definir indicadores de fendmenos mas o menos
complejos (calidad de vida/estatura media de los quintos, calidad de vida/consumo de calorias
por persona, renta per capita, rendimiento de una maquina, certeza de un misil,...) que abren
las puertas a la cuantificacion, y por lo tanto a la posibilidad de detectar regularidades y
predecir el comportamiento de aspectos muy amplios de la realidad. A pesar de que, en su
sentido mas profundo, las ideas propias de la modelizacion estadistica requieren un fuerte
nivel de abstraccion que tal vez escapa a las pretensiones de la ensefianza secundaria, un
acercamiento informal a las mismas es posible, deseable y conveniente. Por ejemplo, ciertas
consideraciones acerca de la normalidad de determinadas poblaciones (o de la ausencia de
normalidad en otras) no solo pueden ser formuladas aun antes de estudiar la propia
distribucion normal, sino que parecen ser necesarias si se quiere respetar un tratamiento de los
conceptos que dirija el proceso de aprendizaje de lo simple a lo complejo y de lo concreto a lo
abstracto.

Incluso en la Educacién Secundaria, no se puede ocultar que muchos aspectos de la realidad
requieren  modelos de tipo estadistico-probabilistico, que describen relaciones no
estrictamente funcionales entre variables (peso/talla, coeficiente intelectual/rendimiento
académico, ... correlacion) y que se utilizan cada vez mas, permitiendo la incorporacion del
lenguaje, la abstraccion y la metodologia propias de las matematicas a todas las disciplinas
sociales y humanas, que de este modo quedan elevadas a la categoria de ciencias en
propiedad, capaces de formular modelos y validarlos prediciendo resultados que se pueden
verificar. Asi, no solo la Medicina, la Ecologia o la Biologia recurren a registros y técnicas
estadisticas para articular sus conocimientos (evolucion de las enfermedades
infectocontagiosas como el SIDA, efecto invernadero, estimacion de poblaciones, eficacia de
los métodos anticonceptivos,...) sino que en gran medida la Psicologia, Sociologia, Geografia,
Historia, Psicolingtistica,... requieren métodos estadisticos para analiar y extraer conclusiones
de los datos que recopilan.

La combinatoria o recuento sistematico de posibilidades, es especialmente apropiada para
desarrollar la capacidad de analisis exhaustivo de las situaciones, para construir estrategias
personales y para ejercitar la capacidad de demostrar que la técnica elegida completa
efectivamente el trabajo propuesto. Intimamente ligada al campo numérico, en tanto que trata
de completar conteos, al campo algebraico, pues las relaciones que se producen son
expresables -con mayor o menor dificultad- con férmulas, y al campo probabilistico, en la
medida que la asignacion de probabilidades en casos finitos requiere contar casos posibles y
casos favorables a la realizacion de un determinado suceso, la combinatoria se presta a
alcanzar niveles de abstraccion elevados, procesando informacion muy refinada, razonando a
partir de datos, justificando los procedimientos elegidos, ...
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La combinatoria esta en la base de muchos juegos y, por extension, de muchas situaciones de
la vida real. De hecho, el vocabulario de uso comin ha importado términos, normalmente
mal aplicados, propios de la combinatoria al igual que de la estadistica y la probabilidad.
Dotar de precision a ese conjunto de términos de uso comun (combinaciones, variaciones,
permutaciones, normal, término medio, seguro, probable, incierto,...) constituye uno de los
objetivos basicos de este bloque de contenidos.

La combinatoria, la estadistica y, sobre todo, el azar han sido frecuentemente fuentes de
inspiracion literaria y filosdfica, de modo que no es dificil encontrar textos o narraciones en
las que son protagonistas principales y que pueden ser utilizados bien como recursos para
introducir o desarrollar algunos apartados, bien como elementos para reflexionar sobre
acercamientos no estrictamente matematicos a la combinatonia, la estadistica o el azar.

Aqui se supone que en la ensefianza primaria todos los estudiantes han tenido un contacto
introductorio con el bloque, de modo que las ideas basicas no se presentan por primera vez.
El trabajo del bloque es pues una continuacion y profundizacion en el ya realizado en aquella
etapa.

Si en general se ha postulado aqui un esquema de aprendizaje no lineal, tal que los temas sean
tratados en espiral para permitir sucesivos contactos de profundidad creciente, en particular
ese principio es especialmente importante en este bloque de contenidos. Asi, en las carpetas
para los alumnos, se propone un contacto desde el principio con una amplia gama de modelos
y situaciones probabilisticas y estadisticas, de modo que aparentemente parecen no ampliarse
los contenidos de un ciclo a otro. Esta circunstancia no debe interpretarse como una
inexistencia de facto de progresion en el aprendizaje, puesto que el mencionado contacto
amplio desde el principio no supone un agotamiento de ideas que, aunque solo fuese por su
profundidad y complejidad, son siempre matizables y perfeccionables.

Un criterio esencial para la seleccion de los problemas propuestos ha sido permitir el
contacto de los conceptos propios de este bloque con los de los demés bloques de contenido.
Por ejemplo, el apartado de proporcionalidad incluye modelos tipicamente probabilisticos vy,
viceversa, las relaciones numéricas entre tantos por ciento, fracciones y decimales se
enriquecen desde su aplicacion a la medida de la incertidumbre.

Por otra parte, aunque los titulos de los apartados coincidan a veces en el primer y segundo
ciclo, el nivel de abstraccion de los mismos no es equiparable en cada caso. En el primer ciclo
el trabajo es mas comprensivo, intuitivo si se quiere, dedicado fundamentalmente a la
asimilacion de las relaciones que aparecen, mientras que en el segundo ciclo es factible
intentar expresar esas mismas relaciones en términos mas abstractos o algebraicos.

Todos los temas fundamentales del bloque se abordan a lo largo de toda la etapa, excepto tal
vez el titulado regresion y correlacion, que es especialmente atendido en el segundo ciclo,
especificamente en el cuarto afio, sin menoscabo de que algunas de las ideas del tema sean
tratadas informalmente en los otros cursos.
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17. RESOLUCION DE PROBLEMAS

Una de las funciones de la
inteligencia humana es
resolver problemas. Otra,
todo hay que decirlo, es
crearlos.

José Antonio Marina

La resolucion de problemas es la actividad matematica mas caracteristica. Buena parte de las
propias Matematicas ha sido construida como consecuencia de los esfuerzos invertidos en la
resolucion de determinados problemas fructiferos, de modo que no resulta sorprendente que
los aspectos esenciales de la actividad matematica queden recogidos en la resolucion de
problemas.

El término problema es aqui entendido, en un sentido amplio, como un interrogante que exija
la toma de decisiones activa del estudiante en diversos niveles:

* Encuadrar o plantear matematicamente la situacion problematica.
* Diseflar la estrategia de actuacion.
* Elegir procedimientos y técnicas adecuadas a la situacion.

* Vertficar la verosimilitud de la solucion o de las soluciones, o de la ausencia de
soluciones.

* Interpretar los resultados.

* Comunicar inteligiblemente el proceso de resolucion, los resultados y su significado
a otras personas.

La resolucion de problemas tiene en estos materiales un caracter universal y transversal de
modo que todas y cada una de las actividades que se proponen en los distintos bloques son,
en un sentido mas o menos estricto, problemas que se proponen en conexion con los
conceptos y técnicas matematicas que se estén abordando en ese bloque. Esta continua
actividad de resolucion de problemas es inseparable de la reflexion sobre los procedimientos
y métodos empleados en la resolucion de cada caso concreto. La explicitacion de las distintas
fases que ha supuesto la resolucion de un problema y la sistematizacion de las estrategias
heuristicas empleadas con éxito, constituye una ayuda y una guia para actuar ante nuevas
situaciones problematicas y para revisar criticamente los problemas ya resueltos.

No obstante, el forzoso desarrollo secuencial del curso puede mermar, y en muchas ocasiones
eliminar, el esfuerzo de encuadre o planteamiento matematico que requiere una genuina
situacion problematica. Asi, el planteamiento, la estrategia de resolucion y las técnicas
necesarias para atacar un problema pueden deducirse en ocasiones mas O menos
mimeticamente de la tematica o unidad didactica que se esté en ese momento abordando. La
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consecuencia indeseada puede ser el empobrecimiento o anulacion de parte, sino de todas, las
decisiones a tomar y la mecanizacion o devaluacion en mayor o menor grado de la actividad
de resolucion de problemas que se transforma en una actividad de realizacion de ejercicios.

La carpeta de Resolucion de Problemas pretende crear las condiciones de laboratorio
necesarias para paliar las anteriores limitaciones. Su mision es plantear algunos problemas
que no se dejen facilmente encasillar para cubrir objetivos tales como

- Reconocer problemas matematicos en situaciones genéricas.

- Formular modelos matematicos de situaciones realistas.

- Disefiar estrategias para resolver problemas.

- Tomar las decisiones necesarias para atacar problemas.

- Reflexionar sobre el proceso y las fases que comporta la resolucion de problemas.

Los problemas propuestos constituyen, en conjunto, una seleccion de situaciones apropiadas
para desplegar algunas de las estrategias de resolucién de problemas mas basicas y mas
generales: simplificacion, analogia, particularizacion, generalizacion, induccion, razonamiento
por reduccion al absurdo, analisis de las posibilidades, etc.

La resolucion de cada uno de ellos requiere tiempo suficiente para analizar su enunciado y
formular matematicamente la situacion, elaborar conjeturas y someterlas a prueba, disefiar la
estrategia de actuacion y llevarla a buen término, interpretar los resultados y comunicarlos
adecuadamente. Debido a este requerimiento de tiempo, tal vez seria suficiente con
plantear exclusivamente dos o tres problemas en un curso a la generalidad de los
estudiantes, pero este numero puede ser incrementado sensiblemente si existen grupos o
individuos mas activos o aventajados.

Los comentarios a los problemas de la carpeta que se incluyen a continuacion requieren
tres advertencias previas.

La primera es relativa al estilo de los comentarios. Estos no se cifien a las soluciones de
los problemas sino que hacen hincapié esencialmente en el proceso y las fases de la
resolucion tal y como las desarrollaron resolutores reales de problemas. Se sacrifica
pues la concision que permitiria una exposicion formalizada de Jas soluciones en
beneficio de la riqueza que aporta la presentacion evolutiva del proceso de resolucion.

La segunda advertencia se refiere a un denominador comun a todos los problemas
plantcados que se cita aqui de una vez por todas para evitar su repeticion mondtona en
cada caso: todos ellos son problemas dificiles. Pero son problemas dificiles no por su
complejidad técnica o el bagaje de conocimientos que presuponen sino, esencialmente,
porque requieren vencer la resistencia inicial a empezar a pensar y exigen perder el miedo
a adentrarse y explorar un territorio aparentemente hostil. Su dificultad es pues mas
actitudinal que técnica.

Finalmente cabe advertir que la resolucion de un problema es un proceso vivo que a
veces presenta vericuetos insospechados. El papel del profesor, en tanto que experto
resolutor de problemas, es vital para animar la exploracion de los territorios que se
vislumbren interesantes y para ayudar a sortear las trampas y caminos muertos que
pueblan los mundos matematicos. Es imposible capturar en unas pocas paginas la
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inmensa riqueza conceptual que puede generarse en la resolucion de un problema, sobre
todo porque en relacion simétrica con la actividad de resolver problemas se encuentra la de
plantear problemas.

En efecto, existe una fuerte relacion entre la capacidad de resolver problemas y la de
plantearlos. Tal relacion, que estd bien establecida en la propia historia de las matematicas,
confiere a la actividad de plantear problemas valores formativos genuinos:

* Estimula la capacidad de resolver problemas.

* Induce un metaconocimiento de las matematicas.

* Establece multiples conexiones entre los distintos apartados de la matematica.
* Desarrolla ]a capacidad de comunicacion.

* Fomenta la creatividad y la imaginacion personal.

El planteamiento de problemas obliga a una continua toma de decisiones para controlar la
completitud y coherencia de los datos, exige precision lingiiistica y produce implicacion
afectiva. En definitiva, la actividad de plantear problemas constituye una importante aliada de
la actividad de resolver problemas, cubriendo una serie de objetivos que, complementando,
los sefialados anteriormente, amplian considerablemente los valores formativos de la
resolucion de problemas. Entre estas ampliaciones cabe citar:

- Invertir el papel habitual del estudiante frente a los problemas.

- Controlar el alcance de las proposiciones formuladas por uno mismo.
- Analizar y elaborar en bruto informacion.

- Controlar sistematicamente datos.

- Expresar con precision las ideas propias.

- Discutir e interpretar enunciados de problemas.

- Analizar criticamente enunciados de problemas.

El binomio plantear/resolver problemas tiene un complemento natural en un tercer tipo de
actividad intelectual, el andlisis de problemas resueltos por terceras personas, especialmente
indicada para desarrollar la capacidad de critica. A este tipo de actividad esta dedicada la
ultima parte de la carpeta de Resolucion de problemas. Alli, cada enunciado de problema
viene acompafiado de una o varias soluciones redactadas por estudiantes, con objeto de que
puedan ser sometidas a analisis critico.

Es cierto que para analizar un problema resuelto no es necesario resolverlo previamente
porque uno mismo no necesariamente resolveria el problema atacandolo por los mismos
flancos. Pero no es menos cierto que sin estar metido en cierta forma en el problema no es
viable ningun analisis de resultados. Asi pues, esta actividad analitica no es, curiosamente,
intercambiable con la de resolver problemas, aunque obviamente esta relacionada con ella.

En este libro no se comentaran expresamerte las resoluciones que se proponen para analizar
en la carpeta de Resolucion de Problemas. Baste indicar con caracter general que han sido
seleccionadas con el criterio de presentar una amplia variedad de tipologias, incluyendo
distintas aproximaciones a un mismo problema -por ejemplo geométrica versus analitica-,
diferentes grados de refinamiento -por ejemplo soluciones expuestas intuitivamente, otras
comentadas ampliamente, algunas claramente insuficientes-, y diversas acfitudes subyacentes,
frente al problema: soluciones escuetas al enunciado, formulacion de nuevos problemas,
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aperturas de investigaciones sugeridas por la resolucion, presentacion mimada de los
resultados, etc.
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CAPITULO VI

TEMAS TRANSVERSALES

Atravesando todos los bloques de contenidos descritos en el capitulo anterior, puede
detectarse la existencia de determinados temas que per se tendrian entidad matematica
suficiente como para articular en torno a ellos una estrategia didactica propia. Tal es el caso,
por ejemplo, de la medida, la proporcionalidad, la simetria, los algoritmos, los juegos o las
actitudes matematicas. En este capitulo se comenta esta pequefia, pero significativa, coleccion
de esos grandes temas de trabajo, caracterizados por su interés intrinseco, su ubicuidad en
todos y cada uno de los bloques a lo largo de toda la etapa y por la generalidad de su ambito
de aplicacion.

18. LA MEDIDA

Las magnitudes sobre las que fundamentalmente se desarrolla el concepto de medida son la
longitud, la superficie, el volumen, la capacidad, la masa, el angulo y el tiempo. Sobre todas
ellas los estudiantes han acumulado cierta experiencia, comparando en situaciones concretas
extensiones, amplitudes o duraciones, pero ahora se plantea la necesidad de incrementar el
nivel de abstraccion estableciendo comparaciones mas alla de los objetos concretos con
representaciones de los mismos, asignando significado a las unidades y comprobando la
potencia descriptiva que poseen esas mismas unidades.

Por ejemplo, de la medida directa de longitudes de objetos a la representacion a escala de los
mismos y viceversa hay un salto conceptual de tal grado de abstraccion que no se puede
esperar que se comprenda sino es a lo largo de toda la etapa.

La estimacion y el calculo de medidas son destrezas muy generales, aplicables a un gran
namero de situaciones, que no deben reducirse a las que provienen de la experiencia directa
del entorno familiar del estudiante, cuyo emntorno intelectivo puede abarcar tamafios
(astronomicos o microscopicos) o duraciones (escalas geologicas o microcdsmicas) fuera del
rango directamente observable, pero interesantes para abrir las puertas a la comprension
cientifica de la realidad.

Por otra parte, las matematicas de la Educacion Secundaria contemplan la necesidad de
producir una trasposicion del concepto de medida a campos mas refinados que los
directamente geométricos o temporales, tales como el azar (medida del grado de
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incertidumbre, calculo de probabilidades), las razones entre magnitudes (velocidad, pendiente
de la recta), el tratamiento de datos (medidas centrales o de dispersion), o fendmenos
contextualizados (efectividad en lanzamientos de baloncesto, dificultad de ...); todo ello en
aras de enriquecer el concepto de medida acumulando experiencias y proporcionando
imagenes mentales variadas.

La clave de esta pretension es doble. Por una parte, las distintas ocurrencias de fendmenos
sujetos a variacion son susceptibles de ser comparadas entre si, abstrayendo las caracteristicas
esenciales para cuantificarlas o medirlas. En la posibilidad de desplegar esta actividad
intelectiva descansa parte de la aplicabilidad de las matematicas, precisamente en el punto en
que estas conectan con la concepcion cientifica de la realidad.

Por otro lado, el uso de la medicion es una constante social (compraventas, valoraciones,
distribuciones horarias, célculos de distancias y superficies, mezclas, parametros de salud, ...),
de modo que es deseable aspirar a una cierta destreza en el manejo de la medida, teniendo en
cuenta las multiples situaciones practicas en las que interviene. Entre las que figuran en las
actividades de las carpetas, cabe citar:

* la realizacion de mediciones directas con instrumentos diversos: reglas, cronémetros,
transportadores de angulos, tramas planas, policubos, gonidmetros, ruletas, dados,
chinchetas, ...

* la formulacion de estimaciones y la realizacion comprobaciones para forjar una
apropiada intuicion de los tamafios de las cosas y de las unidades de medida.

* el recurso a procedimientos indirectos de medicion, incluyendo entre tales la
construccion de expresiones algebraicas y su utilizacion para predecir.

* la construccion fisica de determinados instrumentos de medicion directa 0 mas o
menos relacionados con el proceso de medida (por ejemplo, el pantografo) ...

* ]la toma de conciencia de la imprecision intrinseca a toda medicion.

Asociado a la medida hay un vocabulario especifico, con simbolos reconocidos y aplicados
internacionalmente, que debe ser conocido y utilizado con profusion por el estudiante. En
aquellas situaciones que asi lo permitan, la especificacion de las unidades en que se miden las
magnitudes que intervienen debe ser uno de los objetivos explicitamente manifestados. El uso
de unidades de medida construidas sui generis o de ambito local no es incompatible con una
estandarizacion progresiva que centre el interés en el sistema métrico decimal y en el sistema
sexagesimal (medida de angulos y del tiempo), en tanto que codigos ampliamente aceptados
por la comunidad internacional.

Los esquemas que se incluyen a continuacion resumen y describen el papel que juega la
medida en las carpetas del alumno en relacion con otros elementos conceptuales.
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19. LA PROPORCIONALIDAD

La proporcionalidad es un concepto con multiples facetas y, en consecuencia, complejo.
Como ocurre con todos los conceptos complejos, su comprension sera tanto mas completa
cuanto mas contextos distintos se analicen e integren en un esquema capaz, al menos, de
disociar las situaciones susceptibles de ser analizadas en términos de proporcionalidad de
aquellas que no lo son.

Intimamente conectadas con la medida, las cuestiones de proporcionalidad se plantean de
modo natural cuando se reflexiona sobre los resultados de las mediciones y sobre las
eventuales comparaciones que con ellas se pueden establecer.

El estudio de la proporcionalidad admite muchos grados de complejidad dependiendo de los
intereses que se persigan. En las carpetas para los alumnos se plantean problemas que
abordan desde los casos mas simples de proporcionalidad numérica y geométrica, hasta las
aplicaciones inmediatas de la trigonometria, que son una consecuencia de la semejanza y por
lo tanto de la proporcionalidad.

El papel y la relevancia que juega la proporcionalidad en todos los bloques de contenido
queda puesto de relevancia en el siguiente esquema:

( NUMERICA ) [ ALGEBRAICA )

N/

PROPORCIONALIDAD —-—[ GEOMETRICAj

[ GRAFICA )

( ESTADISTICA )




Temas transversales 61

20. LOS ALGORITMOS

Algoritmo es todo conjunto finito de instrucciones, ordenadas secuencialmente y exentas de
ambigledades, que definen un procedimiento que resuelve un determinado problema o una
coleccion amplia de problemas del mismo tipo.

El algoritmo que resuelve un determinado problema no es necesariamente tnico. Cuando un
individuo se enfrenta con un problema y lo resuelve, puede generar un algoritmo propio
capaz de ser aplicado a problemas, en cierto sentido, iguales o parecidos. Tales algoritmos
propios suelen ser muy cercanos a los conceptos envueltos por el problema, muy
posiblemente seran diferentes a los construidos por otras personas y generalmente son
susceptibles de mejora o refinamiento.

No obstante, para poder hablar en propiedad de la existencia de un algoritmo, éste tiene que
ser comunicable a los demas y, por lo tanto, con tal grado de precision que sea hasta cierto
punto independiente de la persona que lo ejecute, que no necesariamente tiene que
comprender ni el proceso que lo ha generado, ni la razén de ser de cada una de las
instrucciones que finalmente lo componen.

Sin embargo, en el aula, los algoritmos son fruto de problemas compartidos por todo el grupo
y existe entonces una sintonia en torno a lo que se pretende, de modo que la comparacion,
comprobacion y refinamiento de los algoritmos es factible y harto deseable.

La ejecucion de algoritmos es una destreza de caracter muy general, hasta el punto que se
puede afirmar que vivimos algoritmicamente. Hay algoritmos cotidianos (incluso muchos de
ellos registrados por escrito explicitamente en forma de instrucciones o reglamentaciones), y
otros que tienen que ver mas expresamente con el ambito matematico, por ejemplo, los que
permiten la realizacion de calculos, escritos o mentales, los que facilitan la realizacion de
medidas, los que dictan la construccion de cuerpos y figuras geométricos o los que describen
la estrategia Optima de un juego.

Algunos algoritmos son tan eficaces que se estandarizan, como por ejemplo los algoritmos de
corte algebraica o los relativos a construcciones geométricas o calculos aritméticos. Conviene
conocer y ejecutar con destreza los mas importantes de estos algoritmos, presentandolos en
distintos contextos y relaciones, graduando su introduccion y evitando de entrada la
presentacion en su fase de elaboracion terminal. Sin embargo, es preciso tener en cuenta que
el caracter estandar de los algoritmos no es inmutable, algunos se quedan desfasados con el
tiempo o caen en desuso, como ocurre por ejemplo con el calculo de la raiz cuadrada que se
puede realizar con mas eficacia con calculadora, recurriendo bien a la funcion correspondiente
de la maquina, bien, si se desea situarse en un plano mas conceptual, mediante tanteo y error
con la tecla de multiplicar. Otro tanto ocurre por ejemplo con los célculos a base de tablas
logaritmicas o trigonométricas que tanto tiempo ocuparon a generaciones enteras de
estudiantes.

Por definicién, los algoritmos tienen que estar ausentes de ambigtiedad, requiriendo en
consecuencia gran precision en la descripcion de las etapas que los componen. La precision y
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la sintesis requeridas en los algortmos, contribuyen a enriquecer las potencialidades
expresivas y lingtisticas de los estudiantes. Para ilustrar la cuestion considérese el siguiente
problema:

Cortar un cubo de styropor con una cuchilla de
modo que la superficie del corte sea un tridngulo
equildtero.

Una vez solucionado, se puede requerir a los estudiantes que comuniquen con precision la(s)
soluciones obtenidas, en otras palabras, que escriban las insfrucciones necesarias para
obtener el tniangulo deseado. Este tipo de actividad algoritmica obliga a detallar muchas
secuencias implicitas, cuya carencia se pone de manifiesto cuando otro intenta reproducir la
solucidn siguiendo estrictamente las instrucciones escritas por el compaiiero.

Otra cosa diferente totalmente es el aprendizaje o memorizacion de algoritmos de libro. La
propiedad de ser mecanizables de que gozan muchos algoritmos, especialmente los
numéricos y algebraicos, resta importancia a aprendizajes que antes requerian mucho tiempo
de dedicacion. El ejemplo mas notorio ha sido ya citado. Si la calculadora obtiene rapida y
fiablemente la raiz cuadrada, ya no es necesario en absoluto aprender un procedimiento largo
y complicado cuya Unica mision es calcular la raiz cuadrada. Este ahorro libera tiempo para
centrar la atencion en los conceptos y para tomar en consideracion nuicleos tematicos que
tienen mayor utilidad practica y mayor valor formativo, como la educacion de la intuicion
espacial o la experimentacion de la incertidumbre, que el mero adiestramiento en la ejecucion
de instrucciones.

[ NUMEROS ] ( GEOMETRIA )
e operaciones e manejo instrumentos
o calculo mental e construir
e calculadora e laberintos
e [ocalizar

ALGORITMOS

\

_azar )

e experimentar
: e simular
( RESOLUCION ] e contar
PROBLEMAS  probabilidad
e Jeer
o plantear
e resolver

e comprobar
e generalizar
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21. JUEGOS

La natural tendencia del ser humano a crear juegos, jugarlos y modificar sus reglas es
aprovechada en las carpetas para introducir o profundizar algunos temas matematicos.

El sorprendente parecido entre la estructura logica de los juegos -con sus reglas, su desarrollo
y sus estrategias Optimas- y de las propias matematicas -con sus axiomas y sus teoremas- no
solo provee de un atractivo pretexto didactico para motivar a los estudiantes, sino que brinda
la posibilidad de emprender exploraciones y efectuar analisis que ayudan valiosamente a forjar
conceptos y a consolidar destrezas.

Este tipo de actividad analitica -bivalente en el sentido de que actua a la vez sobre el juego
propiamente dicho y sobre la estructura matematica subyacente- contiene en general un
intrinseco valor formativo. Por poner un caso, estudiar como se transforma un juego cuando
se modifican sus reglas, constituye un auténtico proceso de investigacion que eventualmente
puede conducir a una generalizacion del juego o a una transformacion controlada del mismo.
Pero contribuir a desarrollar la capacidad de generalizar y de transformar estructuras es uno
de los objetivos de las matematicas en la Educacion Secundaria.

Un juego es un ejercicio recreativo sometido a reglas. Estas ultimas determinan su esencia -
que puede ser muy variopinta: juego de azar o determinista, de estrategia o de rol,
competitivo o cooperativo, de mesa o de calle, de manos, de pelota, de ingenio, .- pero el
aprovechamiento didactico de los mismos es una cuestion mucho mas compleja que puede
estar relacionada o no con la esencia del juego. Desde luego para que exista ejercicio
recreativo tiene que haber recreacion, esto es atraccion. Pero esta es solo una condicion
necesaria pero no suficiente para que un juego tenga valor matematico en un contexto
tematico determinado. Para ello tiene que existir una finalidad expresamente formativa que
puede oscilar desde la mas elemental utilizacion del mismo como cebo para captar la atencion
hasta la aspiracion de contribuir a desarrollar la capacidad de critica frente a reglas
inconsistentes o pobres, pasando por el disefio de intencionalidades mas especificas.

Para ilustrar qué se quiere decir, piénsese por ejemplo en el popular juego de la batalla naval
sobre papel cuadriculado. Como es bien sabido, este juego puede ser utilizado como
estrategia didactica para introducir el concepto de coordenadas cartesianas del plano. Pero
aparentemente no seria aprovechable para tratar temas de azar... a no ser que se planifique
adecuadamente este aprovechamiento. Asi, bastaria cambiar la arbitrariedad -es decir, en el
fondo, la aleatoriedad implicita- con que cada contendiente elige sus disparos por el disefio de
un mecanismo explicitamente aleatorio de disparo para que se puedan plantear y resolver
problemas (;como elegir al azar un mimero natural entre 1y 10 con un dado cubico?) que
nada tienen que ver con la geometria cartestana.

Asi pues, la categorizacién matematica de los juegos es algo tan relativo como que depende,
entre otros factores, del propio docente que los selecciona.
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22. ACTITUDES MATEMATICAS

Entre los objetivos prioritarios de las carpetas de matemadticas para los alumnos figuran
algunos de tipo actitudinal que se pueden resumir en una unica proposicion: es imprescindible
que el grueso de los estudiantes que finalizan la enseflanza secundaria desarrollen una actitud
positiva hacia las matematicas.

Actitud positiva significa, por encima de todo, conviccion de que el aprendizaje de las
matematicas no solo no es traumatico o aburrido sino que puede llegar a ser placentero y a
producir satisfacciones intelectuales. Esta conviccion es, por otra parte, la resultante de
muchas componentes: la apreciacion de la aplicabilidad y potencia de los contenidos
estudiados, la toma de conciencia del papel que juega la matematica como instrumento
posibilitador del conocimiento profundo de la realidad, la constatacion del poder de
comunicacion del lenguaje matematico, inigualable en cuanto a precision y sintetizacion, ...

Es obvio que la forja de esta disposicion hacia las matematicas no es una actividad que pueda
ser programada para un corto periodo de tiempo, sino que tiene que impregnar los objetivos
de todas y cada una de las actuaciones que se emprendan en clase.

Si bien es imposible listar una coleccion reducida de recetas para propiciar o conseguir este
objetivo, alguno de los elementos que catalizan la reaccion positiva hacia las matematicas
debe ser tenido sistematicamente en cuenta. A saber,

* actitud positiva del propio profesor hacia las matematicas.

* diversificacion concienzuda de las exigencias matematicas segun la estimacion del
profesor de las capacidades de cada alumno.

* reconocimiento de los logros y progresos, aunque sean inicialmente escasos.

* mantenimiento de un clima no traumatico de respeto y colaboracion en clase

* valoracion del trabajo en grupo y de la comunicacion entre los estudiantes.

* utilizacion profusa de calculadoras y recursos didacticos que tiendan puentes entre el
mundo de lo concreto y las abstracciones matematicas.



CAPITULO VII

METODOLOGIA

[...] debemos tener en cuenta que todos
poseemos una capacidad mayor de
aprendizaje cuando realmente queremos
aprender. No podemos ignorar el efecto
que en la calidad del aprendizaje tienen
la motivacion, el interés, la
determinacion y el deseo de triunfar.
Orton (1990)

23. FUNDAMENTOS METODOLOGICOS

Sin restar importancia al papel que la seleccion de contenidos juega en el aprendizaje,
cuando tales contenidos han sido ya fijados, el como deben presentarse y ser tratados
deviene en la cuestion esencial para optimizar el rendimiento, la cantidad y la calidad, del
aprendizaje. Por otra parte, es razonable que las reflexiones y las decisiones tomadas
respecto al como, influyan forzosamente en la determinacion de cudndo deben ser
presentados los contenidos.

Como ya se ha confesado reiteradamente, aqui se ha supuesto que el estudiante aprende
al interaccionar con el medio y tratar de comprenderlo. En buena medida la clase de
matematicas es un entorno artificial en el que las condiciones ambientales pueden ser
planificadas por el profesorado para intentar que el aprendizaje matematico sea
significativo, entendiendo, como afirman Coll y Solé (1989), que

aprender significativamente supone la posibilidad de atribuir significado a lo que
se debe aprender a partir de lo que ya se conoce.

Para dotar de significado al aprendizaje, es fundamental, en consecuencia, conocer las
ideas previas que tienen los alumnos sobre el tema que se va a desarrollar. Una estrategia
eficaz para conocer lo que saben los alumnos -que puede tener poco que ver con lo que
creen o declaran que saben- consiste en proponer actividades motivadoras que
provoquen un conflicto con lo que saben, de forma que se vean forzados a formular
conjeturas, dar explicaciones, airear lo que piensan y justificar qué hacen y por qué lo
hacen. En general, en el desarrollo de tales actividades matematicas, saldran a flote gran
cantidad de concepciones erroneas, de errores sistematicos, de fallos en el razonamiento,
de deficiencias en las explicaciones, de creencias injustificadas o de métodos infundados.
Todo ello, ademas de natural y en muchos casos previsible, debe ser considerado en su
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aspecto positivo desterrando cualquier acciéon punitiva, y debe ser utilizado como el
principal motor del aprendizaje.

La atribucion de significado a las actividades matematicas, requiere determinar
cuidadosamente la distancia dptima entre lo que saben los estudiantes y lo que se les
propone aprender, sin que necesariamente este requerimiento implique la intencién de
que en todo momento se produzca un avance del conocimiento de forma gradual,
paulatina o paso a paso, pues el aprendizaje también se produce mediante conflictos,
rupturas o catdstrofes cognoscitivas que provocan una remodelacién o reconstruccion
radical de las estructuras conceptuales.

Los materiales de matematicas para los alumnos presentan situaciones que aconsejan,
siguiendo las recomendaciones formuladas en el informe Cockroft (1985) practicas
metodologicas variadas que enriquezcan las clases de matematicas. Asi, es apropiada
una intervencion pedagogica que combine:

- La resolucion de problemas matematicos.

- La realizacion de trabajos de investigacion.

- la realizacion de trabajos practicos.

- La discusion entre el profesor y los alumnos, y de los estudiantes entre si.
. La aplicacion de las matematicas a la vida cotidiana.

- La consolidacion y practica de las destrezas basicas.

- La exposicion por parte del profesor.

Por trabajos practicos se entiende la realizacion de proyectos que requieran el uso de
materiales y que comporten foma de decisiones sobre las acciones a desarrollar, los
planes a establecer y su ejecucion material hasta la presentacion de un producto
terminado. Este tipo de trabajos puede ser abordado de forma individual, pero tiene mas
sentido si se planifica para ser desarrollado en grupos, de modo que se propicie la
asuncion de responsabilidades concretas dentro de un plan colectivo, se forje el espiritu
de colaboracidn y se busque la toma de acuerdos. Por otro lado, los trabajos practicos
constituyen un vehiculo natural para la utilizacion y construccion de instrumentos
diversos, la puesta en practica de mediciones y la captacion de la interaccion de la
matematica con el mundo tangible.

La discusion entre el profesor y los alumnos, y de los estudiantes entre si, debe ser
habitual en el aula. Contribuir a la capacitacién para exponer y defender las ideas
propias es uno de los objetivos basicos de la educacion secundaria, no solo por su valor
intrinseco sino porque es un procedimiento de asegurarse de que el conocimiento es
compartido, de sacar a la luz los esquemas conceptuales de los estudiantes, de contrastar
el grado de afianzamiento de las concepciones y de observar la capacidad de comunicar
las imagenes mentales que se van forjando los estudiantes. El dialogo con el profesor es
para éste una fuente inapreciable de datos.

La consolidacion y practica de las destrezas, asi como la formalizacion de conceptos y
técnicas, es mas efectiva si se varian los contextos de aplicacion que si se sostiene un
monopolio de lo abstracto. Un ejemplo. La relacion fraccidn-decimal-porcentaje y la
visualizacion y representacion de la relacion parte-todo, es tan compleja y se presenta
con tantos matices (situaciones puramente numéricas, geométricas, de medida,
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probabilisticas, estadisticas,...), que la consolidacion de las destrezas asociadas no debe
entenderse como el final de un largo proceso, que todo el mundo desearia por cierto que
ya hubiese terminado cuando recibe a sus alumnos el primer dia de clase, sino como el
proceso mismo que arranca desde la presentacion de las primeras situaciones numerico-
geométricas y que no tiene fin.

La intervencion del profesor para explicar constituye una estrategia necesaria desde
muchos puntos de vista. La explicitacion a comienzo del curso de las intenciones que se
tienen para el desarrollo de las clases de matematicas, la presentacion de las actividades
que se proponen, la discusion de los criterios que se utilizaran para la evaluacion;
constituyen explicaciones imprescindibles para crear en la clase un clima de respeto y
trabajo que posibilite un acercamiento activo de los estudiantes a las matematicas. Por
otro lado, la formalizaciébn de los conceptos, la introduccién de terminologias
estandarizadas, en definitiva, la concordancia entre el conocimiento construido y
compartido por la clase y el de la comunidad matematica, cientifica o social, debe ser
asegurada por el profesor por medio de aclaraciones, matizaciones y explicaciones. No
obstante, no siempre debe ser toda la clase la destinataria de las explicaciones, a veces se
deben dirigir a grupos pequefios de trabajo o a un unico interlocutor.

Si bien no es facil determinar sin referencias concretas cual es el momento oportuno para
extenderse en explicaciones, ni qué destinatario (el individuo, el grupo o toda la clase) es
el procedente, parece aplicable aqui el principio de apelar a la moderacion. la explicacion
tiene por objeto dirigir el trabajo de los estudiantes y no debe ser confundida con un
soliloquio del profesor.

La actividad en el aula debe ser planificada de modo que estas ideas previas puedan salir
a flote para poder actuar sobre ellas. Para ello tienen que cumplirse varias condiciones:
el estudiante debe aceptar su papel de protagonista; la interaccion entre el docente y el
estudiante debe generar en el aula un clima de respeto, de confianza en las propia
capacitacion para actuar matematicamente, y de aceptacidon mutua que propicie la libre
circulacion de las ideas y la discusion en profundidad de las mismas. En otros términos,

LI concepto de aprendizaje significativo pone de relieve la accion constructiva de
la persona que aprende, accion que consiste en un proceso de atribucion de
significados mediante el concurso del conocimiento previo [...]. No es razonable
esperar que los alumnos construyan de una vez por todas los significados
correspondientes a un nuevo contenido de ensefianza cuando se les presenta por
primera vez, aunque este se plantee y se ejecute a la perfeccion. [...]. Los
mecanismos y estrategias que adopte la intervencion pedagdgica deben estar
regidos por un principio general: la accion didactica debe partir del bagaje, de los
conocimientos previos del alumno, pero no debe quedarse en este punio, sino para
hacerle avanzar mediante la construccion de aprendizajes significativos en el
sentido que marcan las intenciones educativas. (Coll y Solé, (1989))

El profesor debe desempefiar un papel dual, de observacion sistematica, por un lado, y
de intervencion consciente y diferenciada por otro lado. En palabras de Kamii (1986), la
mision del profesor es
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"[...] animar(los) [...] a que tengan sus propias opiniones y dejar que ellos mismos
decidan cuando hay otra idea mejor. Las ideas erréoneas han de ser modificadas
por el(los), no pueden ser eliminadas por el maestro [...]. Debatir la superioridad
de una respuesta sobre ofra es bueno porque (les) anima [...] a pensar critica y
honestamente, relacionando entre si distintas opiniones. En estos debates, [...]
modifican sus viejas ideas cuando estan convencidos de que hay otra manera que
es mejor.”

De todo lo expuesto no debe extraerse la conclusiéon de que el drea de Matematicas
queda reducida a una coleccién de orientaciones metodologicas que desplazan las
Matematicas a un rango secundario. Todo lo contrario:

Centrar la ensefianza en favorecer la evolucion de los sistemas intelectuales que
posibilitan el conocimiento no quiere decir olvidar los contenidos del aprendizaje,
sino, por el contrario, dar un nuevo sentido a esos contenidos, planteandose la
exigencia diddctica de que el alumno, lejos de adaptar los conocimientos que se le
intentan trasmitir a su sistema, modifique éste para que los conocimientos puedan
serle comprensibles. (Moreno (1986)).

24. MATERIALES Y RECURSOS

Por material de trabajo o recurso para el aula entenderemos todo elemento que el
profesor utiliza o pone a disposicion del estudiante con objeto de desarrollar una
estrategia didactica que supuestamente propiciara el aprendizaje.

Estableceremos aqui una distincion entre los materiales que denominaremos escrifos -las
carpetas para el alumno- y el resto -que no se facilita con ellas- , pero dejando por
sentado que tal clasificacion no refleja la multiplicidad de conexiones que hay entre uno y
otro de los dos tipos: los materiales escritos se apoyan constantemente en otro tipo de
materiales y, viceversa, el trabajo con determinado tipo de materiales puede iniciarse o
desembocar finalmente en actividades planteadas por escrito.

Los libros destinados al estudiante articulan los contenidos en forma de problemas que
tratan ciclicamente los temas, no dandose éstos por agotados en su primera presentacion,
graduando paulatinamente su complejidad y la densidad de las conexiones que se
establecen entre unos y otros. Contienen una gran cantidad de actividades propuestas
que intentan atender la diversidad de intereses, motivaciones, capacidades y formacién
que inevitablemente existe en las aulas. Cada profesor, dependiendo de la situacion
concreta del grupo para el que programe, debera atribuir a las actividades que seleccione
el papel de troncales, complementarias, de consolidacion o de ampliacion, tomando
conciencia de la escasa eficacia didactica que tienen los tratamientos sistematicamente
uniformes.

El material escrito para el alumno se distribuye en bloques, detallados para cada uno de
los cuatro cursos de secundaria. Los bloques estan concebidos de modo que permiten un
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trabajo significativo y plural, pero sin ser tan extensos como para producir sensacion de
cansancio o monotonia. La amplitud de los materiales escritos permite -y de hecho asi ha
ocurrido en el proceso de experimentacion- programaciones distintas en centros
distintos, tal y como se muestra en el anexo.

Las actividades de matematicas propuestas en esos materiales, estan indisolublemente
ligadas a la utilizacion de una gran variedad de materiales y recursos que juegan un
importante papel conceptualizador al mediar entre lo concreto y lo abstracto. El trabajo
con materiales, especialmente con aquellos que son  directamente manipulados,
constituye la mejor forma de introducirse en los temas matematicos y de crear una
disposicion activa hacia los mismos, creando un estilo de trabajo que permite al
profesor la toma de decisiones para orientar el desarrollo de la clase en la direccion que
apunte como mas prometedora. Los materiales didacticos fisicamente presentes en el
aula son, por una parte, catalizadores del proceso de abstraccion, que se catapulta de
modo atractivo desde lo concreto y no desde el vacio, y por otra parte, maquinas
generadoras de problemas y sugeridoras de investigaciones.

Con materiales manipulables, la matematica se convierte en tangible, los conceptos se
visualizan y las ideas pueden ser sometidas a experimentacion y contrastacion. Las
imagenes mentales sustentadas en experiencias de trabajo con materiales se pueden
manipular mentalmente con tanta seguridad y certeza como los objetos fisicos para
ampliarlas, enriquecerlas, estandarizarlas y conectarlas con firmeza a otros conceptos y
técnicas.

Todos los materiales requeridos para la utilizacion de las carpetas del alumno estan
comercializados a bajo precio o son facilmente construibles. Habitualmente los
problemas propuestos sugieren su utilizacion individual, pero a veces conviene un uso
colectivo: por ejemplo, las trasparencias y diapositivas son materiales para compartir
que no se manipulan con las manos sino con la vista.

Existen recursos didacticos para casi todas los temas matematicos de la Educacion
Secundaria, algunos de ellos de gran versatilidad, como la calculadora o como los cubos
que, sean de madera, de plastico o de styropor, sirven para estudiar y construir cuerpos
espaciales, para simular sorteos o para analizar pautas y regularidades numéricas.

Is preciso advertir que el uso de materiales manipulables obliga a reservar un cierto
tiempo, menos del que pueda parecer pero desde luego no nulo, para cubrir una fase
imprescindible de familiarizacion con el recurso didactico. Por ejemplo, el dia que se
llevan a clase por primera vez espejos para estudiar angulos o simetrias los estudiantes se
llevan una sorpresa. Resulta chocante contemplar un objeto tan cotidiano en un escenario
tan alejado del habitual y se desencadena espontaneamente una sucesion desordenada de
experiencias infantiles: mirarse, mirar a otros, pintarse los labios, jugar con el reflejo,
libre juego con el espejo, dirigir el reflejo del sol a los ojos del profesor,... Esta reaccion
no es enfermiza sino natural y predecible: siempre ocurre Incluso cuando los estudiantes
son adultos. También cuando los espejos se presentan por primera vez a un colectivo de
profesores de matematicas.

El tiempo empleado en la familiarizacion con un recurso didactico no es una inversion a
fondo perdido: se exploran las posibilidades del recurso, se consume la capacidad de
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sorpresa y se asimila la ampliacion conceptual supone descubrir que tal objeto va a ser
utilizado para aprender matematicas. En definitiva, se sientan los cimientos para que sea
postble una conceptualizacion rica en imagenes

Recursos como la calculadora cientifica, la calculadora grafica o el ordenador, abren la
posibilidad de estudiar temas que de otro modo serian inviables o dificultosisimos,
porque requeririan inversiones desproporcionadas de tiempo en calculos o representacion
de graficas. Tal es el caso por ejemplo de la Estadistica, en la que el tratamiento de datos
subyacente se hace verosimil solo si se recurre a medios mecanicos de computo, o del

analisis funcional elemental.

25. INTERDISCIPLINARIEDAD

En la Educacion Secundaria Obligatoria existen una serie de temas que son abordados en
paralelo por distintas areas. Como principio general, seria deseable un tratamiento simbiotico
de tales temas entre todas las areas, tratamiento que podria requerir cierta coordinacion de
secuencias. Este requerimiento no debe ser asumido por los docentes como una penalidad
sino mas bien como una oportunidad de colaboracion para adquirir una visién mas integral del
proceso formativo de sus estudiantes y para ampliar las miras en aspectos tan importantes
como las lineas de actuacion metodologica y los criterios de evaluacion, que superarian
entonces en cierta medida el ambito de cada area concreta

Los temas que se planifican conjuntamente desde varias areas permiten una conceptualizacion
mucho mas completa y un enriquecimiento de contextos que supone un acercamiento amplio
y no parcelado a determinados aspectos de la realidad..

Ningun tema es, por otra parte, intrinsecamente interdisciplinar o no. La interdisciplinariedad
es un enfoque didactico creado por el equipo de profesores y por lo tanto, al menos a priori,
siempre es posible en algin grado. No obstante, algunos temas en especial han sido objeto de
tratamientos interdisciplinares con mayor intensidad, han acumulado mayores experiencias en
este sentido y admiten en consecuencia mas facilmente planteamientos plurifacéticos. Entre
¢stos se pueden citar:

* La proporcionalidad numeérica y geométrica esta presente (escalas y mapas, por
ejemplo) en las Ciencias Sociales, la Tecnologia y la Expresion Plastica y Visual.

* Las graficas, funcionales o estadisticas, son utilizadas profusamente en las Ciencias de
la Naturaleza y las Ciencias Sociales.

* La Geometria del plano y del espacio (uso de instrumentos de dibujo, construcciones
geométricas, teselaciones, ) es también parte importante del area de Expresion

Plastica y Visual.

* El texto discursivo y la argumentacion logica, la comprension y la expresion de forma
general y en contextos matematicos en particular son también objeto de estudio en el

area de Lengua (Castellana, Valenciana, etc.).



Metodologia 71

* Los procedimientos y formas de hacer de la Estadistica (encuestas, indices,
parametros, ..), nutren parte de las Ciencias Sociales.

26. DIVERSIFICACION

Cada dia esta mas claro que la calidad de un sistema educativo esta en funcién de la
diversidad formativa que puede ofrecer. Salvando las distancias, esa misma ley es
aplicable a cada clase concreta. La escasa eficacia didactica de un tratamiento
sistematicamente uniforme a todos los alumnos de un grupo no sélo es algo previsible
sino también demostrado. La uniformidad acaba siendo siempre un despilfarro tanto de
las energtas del profesor como de las potencialidades de los alumnos.

Los materiales de matematicas para el alumno han tenido bien presente este principio, y
contienen actividades con distintos grados de dificultad técnica y de complejidad
conceptual para intentar atender la diversidad de intereses, motivaciones, capacidades y
formacion que inevitablemente existe en las aulas.

Para finalizar, conviene dejar constancia de que, a pesar del estado incipiente de los
estudios relativos a esta cuestion, parece existir un cierto consenso en torno a la
caracterizacion de las personalidades en proceso de aprendizaje matematico en dos
tipos basicos:

- el dominado por la verbalizacion, ducho en lenguaje, propio del razonamiento
paso a paso y asociado a la actividad cerebral levohemisférica.

- el dominado por la visualizacion, la representacion espacial, la totalizaciéon o
concepcion holistica de las situaciones y asociado a la actividad cerebral
dextrohemisférica.

Aunque puede ser prematuro aventurar qué consecuencias tendra para la enseflanza de
las matematicas esta tipificacion, no resulta arriesgado tenerla presente, aceptando que
personas distintas pueden sentirse mas comodas visualizando que verbalizando, o
viceversa, y que, en particular, el trabajo o representacion espacial puede ser un punto
de arranque apropiado para la toma de contacto con los conceptos matematicos mas
abstractos, tal y como sugiere (Dickson (1991), pag. 16):

Los alumnos no son igual de eficientes en ambos tipos de actividad y en muchos
casos encuentran mas accesible y grato un enfoque espacial y que éste enfoque de
pie a la introduccion de vocabulario adecuado y provisto de significacion,
valorando el importante papel de la comunicacion oral espontanea en el
aprendizaje de las matematicas.

En consecuencia,

[...] salta a la vista que uno de los objetivos fundamentales de la educacion matematica
habra de ser la capacitacion de los nifios para expresar verbalmente sus ideas. Una
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capacitacion que supone la aptitud para hablar y oir hablar de matemadticas, lo mismo
que para leer y escribir acerca de ellas. (Dickson (1991)).
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CAPITULO VIII

NUMEROS

27. ORGANIZACION DE LA CARPETA

El bloque de numeros se halla dividido en doce apartados tematicos (La Calculadora,
Cdlculo mental, Potencias y raices, Numeros grandes y pequeiios, Propiedades
geométricas de los numeros, Cdlculo aproximado, Numeros enteros, Fracciones y
repartos, Numeros irracionales, Fibonacci y Tartaglia, Los numeros y el dinero y
Numeros en la prensa) que proponen problemas adecuados para realizar aproximaciones
diferentes a los distintos campos numéricos, extendiendo el conocimiento adquirido de
los numeros y sometiendo a analisis la conceptualizacidon que de ellos tienen los
estudiantes.

Los problemas propuestos estan numerados correlativamente y constituyen un extenso
banco de datos de situaciones numéricas del que cada profesor podra extraer la seleccion
que considere oportuna dependiendo de la programacion que haya efectuado. Esta
versatilidad no debe ocultar que la unica utilizacion posible de estos problemas que
mantenga la coherencia con el disefio de conjunto de los materiales debe garantizar, con
mayor o menor intensidad, el mantenimiento de las siguientes propiedades:

a) la utilizaciéon de la calculadora como instrumento de calculo y, sobre todo, como
laboratorio para introducir conceptos y reflexionar sobre ellos. Especialmente indicados
para cubrir este aspecto son los apartados titulados La Calculadora, Potencias y raices,
Numeros grandes y pequefios y Los numeros y el dinero.

b) la utilizacion instrumental de los nimeros en determinados contextos que afaden la
necesidad de comprender a la de calcular. Actividades apropiadas se pueden encontrar
en los apartados Numeros grandes y pequefios, Propiedades geométricas de los
numeros, Fracciones y repartos, Los numeros y el dinero y Numeros en la prensa

c) el estudio de pautas y regularidades numéricas, detectando, describiendo vy
generalizando propiedades aritméticas. Ejemplos abundantes se proponen en Potencias y
raices, Propiedades geométricas de los numeros y Fibonacci y Tartaglia.

d) la reflexion comedida sobre la naturaleza de los numeros y las formas de
representarlos mas usuales. Véanse a este respecto los apartados Potencias y raices,
Numeros grandes y pequerios, Numeros enteros, Fracciones y repartos y Niumeros
irracionales.
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e) la reflexion comparativa sobre los procedimientos de calculo mas utilizados, sus
cualidades y sus limitaciones. Esta reflexion se deja plantear con especial facilidad en los
problemas de las secciones tituladas La Calculadora, Cdlculo mental, Potencias y
raices, Numeros grandes y pequeiios, Calculo aproximado y Los numeros y el dinero.

28. LA CALCULADORA

No cabe ninguna duda de que la calculadora es por excelencia el recurso mas
universalmente utilizado para realizar calculos, sean éstos simples o complejos, cortos o
largos. Su universalidad -debida tal vez a su fiabilidad y sencillez- supera con mucho a la
difusion que en su dia tuvieron la regla de calculo, las tablas de logaritmos, los
algoritmos de los algebristas renacentistas o el abaco. A menos que incomprensiblemente
se desee cerrar los ojos ante este hecho evidente, no se puede, ni se debe, concebir el
aprendizaje del calculo con numeros sin aprender simultdneamente el manejo de la
calculadora en todos sus aspectos: como se introducen los datos y los operadores, como
presenta los resultados, cuando calcula exactamente y cuando redondea. El aprendizaje
de este tipo de conocimientos es responsabilidad explicita del area de matematicas,
constituyendo una de las mas relevantes contribuciones de ésta a la formacion cultural de
los estudiantes de secundaria.

Este apartado del bloque de Numeros contiene un conjunto de actividades destinadas a
explorar con un poco de minuciosidad la calculadora concreta que cada estudiante tenga.
No es en absoluto necesario -en muchos casos ni siquiera es conveniente- que todos los
alumnos tengan la misma marca de calculadora, exactamente por el mismo motivo que
uno espera aprender en la autoescuela a conducir y no a conducir el modelo X de la
marca de automoviles Y. De hecho una misma persona cambiara varias veces en su vida
de calculadora de bolsillo y utilizara ocasionalmente las de otras personas, sin que esto
tenga que suponer cada vez empezar desde cero su formacion técnica en este campo.

La disposicion de las teclas, las memorias, el procedimiento de borrado, los paréntesis, la
prelacion de los operadores, la reiteracion de operaciones, la notacion cientifica, los
tantos por ciento y muchos otros detalles pueden variar de unos modelos a otros. Esta
variacion es una riqueza y no un castigo, aunque pueda producir a veces resultados
aparentemente diferentes en los calculos o se necesiten procedimientos de actuacion
parcialmente no coincidentes.

Si asi se considera oportuno, se puede también optar por distribuir las actividades de este
apartado entre las de otros apartados de este mismo bloque o de otro bloque de trabajo.
Por ejemplo, el problema 12 encajaria bien entre las actividades de algebra o en el
estudio de funciones. De todos modos, esta constatado que da buen resultado dedicar
algo de tiempo a una familiarizacion explicita con la maquina. La duracion y
concentracion de esta dedicacion dependera un poco de los habitos preadquiridos por los
estudiantes en el manejo de la calculadora cientifica. El objetivo no es aprenderse todo el
manual de la maquina ni siquiera aprender qué hacen todas y cada una de sus teclas.
Tiempo habra en todo el curso para sacar partido creciente de este instrumento y para
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asentar una eficaz relacion entre el hombre y la maquina en la que sea aquel el que juegue
el papel dominante.

A modo de ejemplo, y con las salvedades hechas sobre la dependencia entre la solucion
concreta y el tipo de calculadora, presentamos a continuacion un modelo de respuesta
para el problema 11:

La suma de nimeros consecutivos de 1 hasta 100 requiere pulsar sélo tres teclas distintas

(1) () ()

conforme a la siguiente secuencia

OO E® 6@ -

Otras soluciones menos econdémicas en numero de teclas empleadas son obtenidas con
soltura por los estudiantes.

29. CALCULO MENTAL

El calculo mental es el reverso de la moneda del calculo con maquina. Todas las
indicaciones didécticas que se hicieron en el apartado anterior son validas pues para este.
Concretamente, el calculo mental, como el calculo mecanico, no se puede acotar a un
momento del tiempo, sino que se desarrollard en todo momento y en cada actividad
matematica que se resuelva.

Las actividades propuestas en este apartado no agotan por lo tanto el calculo mental,
sino que reservan un poco de tiempo para reflexionar especificamente sobre métodos
particulares de completar algunos calculos mentales.

Hay una moraleja o conclusion general que se pretende extraer: los procedimientos y
algoritmos que se utilizan para calcular con ldpiz y papel no son siempre los mds
efectivos para calcular mentalmente. Lo mas curioso es que los métodos de calculo
mental mas eficaces son los que uno mismo inventa, del mismo modo que la regla
nemotécnica mas util para recordar nimeros -por ejemplo telefonicos- es la creada por
cada individuo explotando su propia experiencia y estableciendo complejas -y a veces
dificilmente justificables- asociaciones no trasferibles a terceras personas.

Otros procedimientos de calculo mental son atajos o pequefios trucos que son usados, o
pueden ser aprendidos y usados, con facilidad. He aqui algunos de entre una infinidad,
formulados como lo suelen hacer los estudiantes, es decir en términos extremadamente
particulares, pero facilmente generalizables a otras circunstancias:

Para multiplicar por 5 se afiade un 0y se divide por 2
Para multiplicar por 6, se multiplica sucesivamente por 2 y por 3.
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Para restar 999 se resta 1000 y se afiade 1.
Para multiplicar un numero por 101 se aiiaden 2 ceros y se suma al resultado el
numero.
Para dividir por 25 se divide por 100 y se duplica dos veces el resultado.

Facilitar la oportunidad de que este tipo de enunciados sean descubiertos, expuestos en
la clase, justificados y practicados, es el objetivo de este apartado.

30. POTENCIAS Y RAICES

En este apartado se propone una toma de contacto con algunos aspectos
fenomenologicos de las raices y las potencias de exponente no natural. Esta introduccion
no pretende ser en absoluto exhaustiva y el profesor debe ser consciente de la
complejidad conceptual que conlleva esta tematica, en la que subyace continuamente el
numero real y el choque conceptual que supone la apariencia de la representacion de los

numeros reales (v.gr. v/ 2 ) como operaciones inacabadas.

Entre los aspectos fenomenolégicos mencionados cabe citar especificamente los
siguientes:

La raiz cuadrada de los nimeros naturales es un nimero representable geométricamente
como la longitud de un segmento. (problema 20).

Las propiedades de las potencias de exponente natural permiten extender la potenciacion
a exponentes enteros (problema 21) y a exponentes racionales (problemas 22 y 23).

La extensiéon de la potenciacién a exponentes decimales da lugar a una operacion
efectuable mecanicamente (teclas X* y X" de la calculadora cientifica) y que
proporciona un resultado de magnitud que no es arbitraria. (problemas 23, 24 y 25).

Las potencias son operaciones y su resultado se puede por lo tanto estimar razonando
sobre el significado de la operacion sin necesidad de calcularlo con precision (problemas
26y 27).

Junto a esta muestra iniciatica, se plantean algunas cuestiones que requieren manejar
radicales sencillos para describir medidas o pautas de regularidad. Asi por ejemplo, en el
problema 20 se necesita descubrir que solo los radios de la espiral cuyo ordinal coincide
con el duplo de un cuadrado perfecto (2, 8, 18, 32, 50, ...) contienen un nimero entero
de veces al segundo radio; y en el problema 29 se necesita inducir por observacion y
comprobacion que el cuadrado de la suma de las raices cuadradas de dos numeros
consecutivos, coincide con el resultado de coger los dos numeros, sumarlos, elevarlos
al cuadrado, restar una unidad y sumar la raiz cuadrada de este ultimo mimero y su
siguiente:

(Va +b)" =J(a+b)’ -1 +\/(av+b)2
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O mucho mas elegantemente:

Il cuadrado de la suma de las raices cuadradas de dos numeros consecutivos
cualesquiera es la suma de las raices cuadradas de dos numeros consecutivos. Ademds,
estos nultimos numeros son, uno, el cuadrado de la suma de los numeros consecutivos
iniciales y, el otro, su anterior: ’

(Va +va+1) =VB=1++5

con b = (ata+1)%
Los problemas 20, 28 y 29 requieren algunas indicaciones.

El problema 20 necesita combinar un recuento sistematico con un razonamiento métrico.
La primera cuestion es inmediata: dos puntos situados en un cuadrado estaran a la mayor

distancia posible (\/5 ) si se colocan en vértices opuestos. Supdnganse ya fijos esos dos
puntos. Si se afiade un tercer punto simultdneamente lo mas alejado posible de los dos
anteriores, debera estar sobre la mediatriz de aquellos: en cualquier otra posicidn esta
mas cerca de alguno de los dos. Asi este tercer punto debera ser colocado en uno de los
vértices libres del cuadrado, de modo que la distancia entre los dos puntos mas cercanos
es ahora 1. Otro tanto ocurre con el cuarto punto que se coloca. El quinto claramente

debera estar en el centro del cuadrado, siendo /2 /2 la distancia mayor posible entre los
dos puntos mas cercanos.

e 4 - —*

La reiteracion de este argumento resuelve el problema para los nueve puntos que se
indican en el enunciado.

El problema tiene una extension natural. ;Se puede decir algo acerca de esta misma
situacion cuando se continiia colocando puntos en el cuadrado sujetos a la misma
condicion?

La respuesta es afirmativa e interesante por varios motivos. En primer lugar porque, tal y
como sugieren las figuras, la situacion se reproduce a escala menor, esto es admite un
andlisis recursivo. En segundo lugar porque plantea un problema comunicativo: jcoémo
describir lo que geométricamente se ve?. Confeccionar una tabla es una posibilidad:

distancia 1/2 1/4 1/8

niim. puntos

36

12

que deja traslucir la pauta subyacente, pero no la tnica.
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El problema 28 constituye esencialmente una referencia histérica. Numéricamente es
resuelto sin dificultad por los alumnos con calculadora, dotando de significado a la raiz
cubica. Sin embargo, para que se entienda bien por qué la duplicacion del cubo fue un
problema conviene combinar esta actividad con la titulada La duplicacion del cuadrado
del cuaderno de Resolucion de Problemas.

El problema 30 presenta una situacion planteada desde un objeto familiar, la camara de
fotos, con datos rigurosamente reales. Como en tantas otras ocasiones, el objetivo es
analizar la secuencia numérica para desentraiiar la pauta o ley que la rige. Se puede estar
seguro de que una primera comprension parcial de dicha ley se producira con relativa
premura si el profesor obliga a que cualquier observacion, importante o no, sobre las
propiedades de la secuencia sea comunicada y comentada. Por ejemplo, la afirmacién de
que los niimeros enteros que aparecen son pares no es decisiva pero puede propiciar
otros descubrimientos:

2’8 4 56 8 11’3 16 22°6
Estos descubrimientos pueden ser expresados de diversas maneras.

Mayoritariamente los alumnos acabaran formulando una observacion crucial en términos
parecidos a cada numero sombreado es el doble del anterior sombreado. Pero a veces
también se producen respuestas mas elaboradas, como que los numeros sombreados son
potencias sucesivas de 2.

Lo mas curioso es que estas observaciones cruciales tienen un poder de conviccion
aplastante y arrastran tras de si las sucesivas exploraciones que se realizan para
comprobar si el resto de los numeros se comportan de modo parecido. Asi, si primero se
observo la propiedad de la duplicacion, se tiende a buscar el namero por el que hay que
multiplicar cada término para obtener el siguiente:

28 x1'42= 4 'xI'4= 56 x142= 8 x 1'41= 113 x14lL= 16 - x14l= 2276

0 a comprobar, como asi ocurre, si los numeros no sombreados verifican la misma ley de
duplicacion.

Por el contrario si se detectdo la presencia de potencias de 2, se puede sugerir la
comprobacion con la calculadora de si son o no fodos los numeros de la secuencia

potencias de 2.

31. NUMEROS GRANDES Y PEQUENOS

Este apartado esta dedicado a la notacion cientifica, al calculo con nimeros codificados
en notacion cientifica y a la estimacion de magnitudes relevantemente grandes o
pequeifias. Colateralmente se tocan tambié€n conceptos relacionados con la medida del
espacio y del tiempo, la relacion existente entre las unidades lineales, de superficie y de
volumen, y la construccion de escalas practicas para representar graficamente
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magnitudes grandes. A veces de manera explicita, y siempre implicitamente, los
problemas propuestos en esta seccion tienen mucho que ver con la capacidad de imaginar
o construir metdforas numéricas que ayuden a comprender cémo de grande -o de
pequefia- es determinada magnitud. Por ejemplo, la cantidad de agua que cabe en el aula
es mucha y se puede estimar, pongamos por caso, en 150 mil litros. Una persona tendria
agua suficiente para beber toda la vida es una metafora numérica.

A continuacidn se incluyen algunas observaciones muy particulares para alguno de los
problemas:

En el problema 35 se pueden buscar las medidas reglamentarias de un campo de futbol,
pero mejor todavia es estimarlas a partir de la imagen mental que cada uno tenga del
estadio.

El problema 36 necesita que el profesor previamente introduzca el afio-luz como unidad
de longitud.

El problema 37 ofrece un buen pretexto para utilizar -tal vez para introducir- el calculo
del volumen de un cilindro.

El problema 39 puede ser concebido como un proyecto a desarrollar en equipo. Por
encima de todos los obstaculos que hay que vencer, que no son pocos (interpretacion de
los datos, comprensién de la proporcionalidad, asimilacion de que la unidad astronomica
es una medida de longitud relativa, indagacion de datos necesarios, establecimiento de
relaciones entre los datos, ...) destaca uno: la eleccidon de las escalas adecuadas para que
el croquis sea aceptable e ingeniar como compaginar la representacion de los dos tipos
de datos (diametro ecuatorial y distancia media al sol) disponibles. Por nada del mundo
debe el profesor dar indicaciones de como sortear este obstaculo.

32. PROPIEDADES GEOMETRICAS DE LOS NUMEROS

Los problemas de este apartado suponen un primer contacto sistematico y abstracto con
el razonamiento inductivo a través del analisis de propiedades de los nimeros enteros
mas o menos simples visualizadas mediante disposiciones geométricas de losetas o
cuadrados de lado unidad.

Es preciso subrayar que el objetivo es generalizar o inducir y no realizar calculos
simbolicos con expresiones algebraicas. Esto significa que no debe establecerse la
preocupacion prioritaria en la introduccidn de letras en las expresiones o la utilizacion de
signos, como el sumatorio, para abreviar tales expresiones.

Sin excluir estas posibilidades, es preferible concentrarse en el propio proceso de
generalizacion, manteniéndose, si, en el terreno de los nimeros, pero atravesando la
frontera de la aritmética generalizada que es una de las puertas de acceso a la
simbolizacion con sentido.
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Aunque después de resolver y discutir algunos problemas se acelera la comprension de lo
que se esta haciendo, los primeros ejercicios cuestan mucho. Concretamente, es
verdaderamente notable el esfuerzo imaginativo necesario para ir construyendo la idea de
equivalencia entre propiedad numérica y disposicidn geométrica. El profesor prestara
pues especial cuidado en pausar y pautar adecuadamente la seleccion de probiemas de
esta seccion. Es indispensable disponer de abundante papel cuadriculado o tramado.

33. CALCULO APROXIMADO

El calculo aproximado, el calculo mental y el calculo mecanico son las tres patas que
mantienen la estabilidad del conocimiento aritmético elemental. La ausencia o debilidad
en el conocimiento o utilizacion de uno cualquiera de los tres hace resentirse y cojear a
todo el edificio aritmético.

Este apartado se dedica a plantear algunas cuestiones en las que el interrogante
fundamental est4 intimamente relacionado de manera directa con el calculo aproximado
y, mas indirectamente, con el calculo mental y el célculo automatico.

En otro plano, el calculo aproximado adquiere su mas rica dimension conceptual en
relacion con los numeros reales, y con la estimacion de errores absolutos vy relativos.

Asi, el problema 54 se dedica a una primera aproximacion aritmético-geométrica al que
es sin duda -y curiosamente, pues no se trata de un nimero entero, ni racional ni siquiera
algebraico- el mas popular de los nimeros: 7.

El resto de los problemas tratan de introducir comprensiblemente el significado de error
absoluto (problema 55), error relativo (problema 56) y arrastre del error con las
operaciones aritméticas (problema 57).

34, NUMEROS ENTEROS

Los problemas de este apartado no se relacionan con ningtn contenido nuevo. Los
niimeros enteros ya han sido introducidos y utilizados en el primer ciclo de la Educacion
Secundaria Obligatoria y aqui se abordan de nuevo para consolidar las ideas principales y
para enriquecer los contextos. El hilo procedimental de casi todos ellos es la observacion
de propiedades numéricas concretas para permitir un esfuerzo de generalizacion
aritmética. Los problemas propuestos pueden agruparse a su vez en tres subapartados
tematicos:

1) Abarca problemas relativos a las propiedades fundamentales de la divisibilidad de
numeros enteros, nUMmMeros primos y compuestos, concepto de maximo comun divisor y
minimo comun multiplo y sistemas de numeracién no decimales. Forman parte de este
subapartado los problemas 59, 61, 62 y 68.
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Las soluciones a las dos primeras cuestiones del problema 59 se obtienen por
observacion directa de lo que ocurre en algunos casos particulares. Debe aspirarse, no
obstante, a formalizar una argumentacion razonable que explique por qué ocurre lo
observado. Por ejemplo, el resto de dividir un numero primo entre 6 no puede ser 2,
porque los numeros que dan resto 2 al dividirlos por 6 (el 8, 14, 20, ...) son pares y por
lo tanto no pueden ser primos, etc. La ultima cuestion de este problema requiere
desentrafiar la pauta determinante de la ultima cifra de las sucesivas potencias de 2.

En el problema 62 se necesita disefiar un algoritmo para obtener con calculadora el
cociente y el resto de la division entera. Basta con que la descripcion de los pasos o
etapas del algoritmo sea verbal: cojo el cociente decimal obtenido, le resto su parte
entera y multiplico el resultado por el divisor.

2) Problemas sobre descomposiciones de nimeros enteros en sumas y productos y
especificamente sobre consecuencias numeéricas del teorema de Pitagoras. Forman parte
de este subgrupo los problemas con numero 58, 60, 63, 64, 65, 66, 67, 69, 70.

Los problemas 64, 65, 66 y 67 tratan especificamente sobre ternas pitagoricas, es decir
sobre el teorema de Pitagoras aplicado a nimeros enteros. Todos ellos son accesibles a
la destreza media de los estudiantes. Solo el ultimo apartado del problema 66 presenta
una dificultad importante: buscar un procedimiento para generar infinitas ternas
pitagoéricas. El profesor valorara si merece la pena plantear el apartado a toda la clase o
solo a una seleccion de la misma. En cualquier caso debe tener en cuenta que hay muchas
gradaciones posibles en la complejidad del procedimiento no necesita generar todas las
ternas sino solo infinitas de ellas: si (3, 4, 5) es una terna pitagorica entonces (2x3 , 2x4
, 2x5) es también pitagorica y por lo tanto también (12, 16, 20) y (24, 32, 40) y (48, 64,
80)y ...

El problema 69 es una pequefia investigacion con numeros enteros. Unas cuantas
comprobaciones son suficientes para que se enuncie una primera hipotesis de trabajo
para el caso general: si la suma de los dos numeros es par el mdximo producto entero
posible es la cuarta parte del cuadrado de dicha suma. Si la suma es impar el mdximo
producto es la cuarta parte del cuadrado de la suma disminuida en una unidad.

Por experiencia puede asegurarse que esta ley numeérica, descubierta con relativa
facilidad para el caso par y con algo menos para el caso impar, proviene de
comprobaciones empiricas que se cifien exclusivamente a nimeros positivos. El profesor
debera llamar la atencidn sobre este defecto para que se valide o no el mantenimiento de
la propiedad para los nimeros enteros negativos.

El problema 70 es complementario del anterior y sugiere un procedimiento de organizar
las comprobaciones empiricas que se han realizado para justificar que responden todas
ellas, y no solo los valores maximos que se enunciaron en forma de ley, a pautas
numéricas que se pueden describir. La tabla organizada admite multiples lecturas, todas
ellas con alguna regularidad interesante: por filas, por columnas, en diagonal de izquierda
a derecha, en diagonal de derecha a izquierda, ...

3) Ejercicios sobre el papel de los nimeros negativos como codigo geométrico en las
representaciones graficas cartesianas. Corresponden a este tipo los problemas numero
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71,72, 73, 74, 75, 76 y 77, que graduan paulatinamente la complejidad de la asociacion
entre numeros e imagenes geométricas cartesianas.

35. FRACCIONES Y REPARTOS

En esta seccidon se persigue un objetivo general similar al del apartado anterior, pero
trasplantado a los niameros racionales en su doble version de fracciones y decimales:
consolidar las ideas principales subyacentes, enriquecer los contextos y experiencias
relativas a estos numeros y realizar operaciones aritméticas con ellos.

Especificamente, se presta atencion al reconocimiento y codificacion numérica y
geométrica de la idea de parte del total (problemas 78, 80, 81, 82, 86 y 90); a la
identificacion, cuando es procedente, del total con la unidad (problemas 78, 79, 81; 82,
83y 86); al refuerzo de la idea de fraccion equivalente (problema 81, 82, 83, 84y 85); a
la interpretacion de las fracciones con numerador mayor que el denominador (problemas
81, 84 y 86), a la utilizacion de fracciones equivalentes en las operaciones suma y resta
de fracciones (problemas 85, 86 y 87), al concepto de multiplicacion y division de
fracciones (problemas 86 y 88),; al papel de las fracciones como operadores en los
porcentajes y repartos proporcionales (problemas 79, 88 y 89) v a la identificacion
conceptual y técnica entre decimales periddicos y fracciones (problema 91).

36. NUMEROS IRRACIONALES

Esta seccion contiene problemas dedicados a la reflexion sobre los nimeros irracionales,
y a esbozar sus relaciones con fracciones y decimales. Habida cuenta del caracter
tremendamente escurridizo del concepto de nimero irracional, no es recomendable que
esta seccion de problemas forme parte del nucleo basico de actividades que se
propongan al conjunto de la clase.

Ahora bien, usados a discrecion estos problemas constituyen una introduccion directa a
las propiedades que caracterizan y distinguen a los nimeros irracionales de los racionales
que sera tremendamente reveladora para los estudiantes que puedan sintonizar con ellos
y que el profesor, sin duda, sabra detectar.

37. FIBONACCI'Y TARTAGLIA

Este apartado contiene propuestas de trabajo para analizar dos estructuras de origen
independiente que finalmente acaban relacionadas entre si.
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Una de ellas, las sucesiones numéricas recurrentes, se introducen a partir del clasico
problema de los conejos de Fibonacci, y la otra, las tablas recurrentes, se introducen a
partir del clasico triangulo de Tartaglia. Ambas estructuras estan relacionadas no sélo
por compartir la propiedad de la recurrencia sino porque, y este dato no deja de ser
sorprendente, una esta contenida en la otra.

Las propiedades de las dos estructuras son presentadas ampliamente en forma de
problemas que las estudian desde multiples los puntos de vista: el de la descripcion
verbal, el algebraico, el de la generalizacion, la particularizacién a casos concretos, la
variacion o relajacion de las condiciones, etc. No obstante, el elemento dominante y el
eje vertebrador de todos ellos es el numérico y el procedimiento apropiado de trabajo es
el de la observacion de las pautas o regularidades que presentan estas estructuras
recurrentes.

En el problema 97 se introduce historicamente el problema de los conejos de Fibonacci y
se sugiere una representacion para construir un esquema organizador que describa la
evolucion de la familia de roedores. La comprension de este esquema organizador, que,
por asi decirlo, es prenumérico, y que responde en definitiva a una estructura en arbol,
permite el seguimiento de qué ocurre al cabo de unas -pocas- generaciones, que es el
objetivo propuesto en este problema.

El problema 98 traslada el centro de atencion de la estructura de arbol antes mencionada
a la sucesion numérica abstracta que describe la evolucion del tamafio de la poblacion. El
objetivo de este problema es incitar al estudiante a, combinado el analisis del arbol con el
de los nameros de la sucesion, descubrir la ley recurrente que permite construir
indefinidos términos de la sucesion sorteando el obstaculo técnico que supone una
ampliacion ilimitada del arbol esquematico: cada numero de la serie se obtiene sumando
los dos precedentes.

En el problema 99 se expone otra propiedad recurrente de la sucesion de Fibonacei que
necesitara a discrecion indicaciones del profesor:

De la sucesion originaria
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233 377,610,987, ...
se construye la sucesion de los productos indicados en el enunciado
2,3.10,24,65,168 442 1155 ,3026,7920, ...
que se puede escribir como
1+1, 4-1, 9+1, 25-1,64+1,169-1, 441+1, 1156-1, 3025+1 , 7921-1, ...
12+1, 2%-1, 3%+1, 5%-1, 82+1, 13%-1 , 21%+1, 34%-1, 55%+1, 89%-1, ..
en donde reaparece la sucesion originaria

1,2,3.5,8,13,21.,34,55,89...



86 Provecto Mosaico. Guia de uso de los materiales del 2° ciclo de la E.S.O.

La reescritura de cada término de la serie 2, 3, 10, 24, 65, 168, ... en forma de binomio
con un sumando cuadrado perfecto es la clave que resuelve el problema. Es en este paso
donde tal vez sea mas necesaria una ayuda en forma de pista o indicacidén que permita
salir de un eventual atasco. En ese caso puede sugerirse que se compare la serie de los
productos con la serie de los cuadrados de la sucesion de Fibonaccl.

Otra propiedad reproductiva se propone en el problema 100. En este caso el problema
consiste en interpretar que las parejas que nacen se obtienen restando cada termino de la
sucesion de Fibonacci del anterior.

Los problemas 102, 103 y 104 sugieren como se debe modificar la sucesion de Fibonacci
para dar lugar a otras sucesiones recursivas que pueden modelar matemdticamente mas
efectivamente la evolucion de una poblacion, sea esta o no de seres vivos. Construir un
modelo matematico es esencialmente un acto creativo, de modo que las propuestas que
se formulan en estos problemas son solo muestras de otros muchos posibles.

Por ejemplo, si inicialmente hay 100 parejas de animales que tienen descendencia al cabo
de dos meses con una media de cinco nuevas parejas por pareja y mes, y al cabo de tres
meses por término medio muere cada animal, la evolucidn de la poblacidén queda descrita
por la sucesion

100, 100, 500 , 900 , 3300 , 7300, 22900 , ....

En el problema 105 se inicia una serie de actividades dedicadas a la exploracion
inductiva -observar y generalizar- de algunas propiedades del triangulo de Tartaglia que
se comentan brevemente a continuacion:

La propiedad recursiva (problema 105) que define la tabla es al mismo tiempo la que
posibilita su construccion completa. Si se tiene oportunidad, no debe dejarse pasar la
ocasion de construir la tabla con una hoja de célculo.

La fila tercera del triangulo contiene tres nimeros, cada fila contiene un nimero mas que
la anterior, luego la fila enésima contendra n nimeros (problema 106).

Hasta la fila 4 hay 1+2+3+4 nameros en el triangulo; hasta la fila 7 hay 1+2+3+4+5+6+7
numeros en el triangulos, /uego en la fila enésima habra 1+2+3+ ... +n numeros.
(problema 106). Obsérvese que los resultados de las sucestvas sumas 1+2+3+... aparecen en
la tercera diagonal de la tabla.

1 6 15 20
1 7 21 35 35
1 8 28 56 70 56
1 9 36 84 126 126
1 10 45 120 210 252
1 1 11 55 165 330 4062 1
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Si se suman los numeros de cada fila del triangulo de Tartaglia, se obtienen las sucesivas
potencias de 2 (problema 107).

La sucesion que se obtiene si se suman todos los nimeros que estan por encima de una fila
dadaes 1, 3, 7, 15, 31, 63, ..., esto es una unidad menos que las sucesivas potencias de dos
(problema 108).

St se restan y suman alternativamente los elementos de una misma fila el resultado es siempre
0. En el caso que la fila sea par (esto es que ocupe un lugar par en el tridngulo) esta propiedad
es una consecuencia de la simetria de la tabla (problema 109).

Aparte de otros muchos, los numeros primos no figuran en ninguna fila del triangulo -
exceptuando aquellas que estan en una posicion prima (por ejemplo las filas tercera, quinta o
séptima)- y por lo tanto tampoco en la fila 1000. (problema 110).

Si se deja caer una bola por la maquina de Galton, el nimero de caminos que conducen hasta
el punto A sera la suma de los caminos que conducen hasta los puntos B y C (véase la figura)
en la fila inmediatamente superior. Esta es precisamente la ley de recursividad que genera el
triangulo de Tartaglia (problema 111). Para que esta conclusion sea obtenida con claridad, se
puede indicar a los estudiantes que analicen una maquina de Galton mas simple (con menos
clavos) y que cuenten los caminos hasta descubrir la regla de recurrencia e identificarla con la
de Tartaglia.

°
® o
®cO® 30

o o0 o

Si se suman los elementos de una diagonal cualquiera hasta uno dado, el resultado es
precisamente el numero que corresponde en la tabla a la siguiente fila en la diagonal
inmediatamente inferior a la considerada (problema 112)

1 1 6 15 15 6 1

1 1 17 2 35 21 7 1

1 2 1 8 28 56 28 8 1

1 3 1 36 84 126 126 8 36 9 1

1 4 1 10120 210 252 210 120 45 10 1

1 5 1 1 11 BEERR 165 330 462 462 330 165 55 11 1
v
10?

La suma de dos elementos consecutivos de la tercera diagonal del triangulo de Tartaglia es un
cuadrado perfecto (problema 113).

El resultado de tomar tres elementos consecutivos de la cuarta diagonal del triangulo de

Tartaglia y sumar el primero, el tercero y cuatro veces el segundo, es un cubo perfecto
(problema 114).
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St se suman los elementos de la diagonal transversa del triangulo de Tartaglia, se obtiene la
serie numeérica

1, 1, 1+1=2, 142=3, 143+1=5, 3+4+1=8
146+5+1=13,  4+10+6+1=21, 1+10+15+7+1=34,  5+20+21+8+1 =55, .

esto es, sorprendentemente, la sucesion recurrente de Fibonacci (problema 115). No debe
dejarse que los alumnos se conformen con este descubrimiento. ;Por qué ocurre esto? es una
pregunta obligada: cada elemento de la diagonal transversa es suma de dos elementos, cada
uno de ellos miembro de las dos diagonales transversas inmediatamente anteriores. Esa es
precisamente la propiedad recursiva que caracteriza a la sucesion de Fibonacci.

Dada una fila del triangulo de Tartaglia, la anterior se obtiene conforme describe el siguiente
algoritmo:

a) el primer elemento de la fila es 1.

b) el i-ésimo elemento de la nueva fila se obtiene substrayendo el elemento anterior de
esta nueva fila al i-ésimo elemento de la fila dada. (problema 116)

1| —— 10] —— 45| ——

1\11\55\165

38. LOS NUMEROS Y EL DINERO

En este apartado se plantean algunas de las mas clasicas cuestiones de proporcionalidad
relacionadas con el mundo financiero. Todas ellas seran abordadas con la calculadora, que, si
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ya era imprescindible en otros apartados, en este es el instrumento que hara plausibles los
enunciados propuestos.

El problema 117 saca a la luz uno de los errores conceptuales relativos a la proporcionalidad
mas naturales y mas dificiles de combatir porque se parapeta detras de una atractiva ilusion de
simetria:

Si A se incrementa en un p% para dar lugar a B, entonces un decremento del p% de B da
lugar a A. Este tipo de espejismo queda brutalmente desacreditado con los datos del
enunciado: e/ 120% de 35 es 42, de modo que segun esa regla el precio del pan deberia
haber sido en 1980 de -7 pesetas lo que, obviamente, es absurdo.

Hay dos salidas posibles a este bloqueo.

La primera es propiciar un razonamiento proporcional de tipo indirecto que es esencialmente
algebraico: denominese A al precio desconocido del pan. Si ese precio se incrementa el 120%
el resultado es 35, luego

A+Ax1'2=35 Ax22=35, A=35/2°2=15"909090 ptas.

Este argumento, aunque formalmente simple, es conceptualmente muy elaborado y de hecho
cala en un porcentaje muy reducido de estudiantes.

La segunda posibilidad es decantarse por el procedimiento iterativo de ensayo y error,
puramente numerico, mas directo e intuitivo y no menos eficaz que el algebraico.

La iteracion tiene que empezar partiendo de un valor inicial que debera ser estimado:

Si el precio del pan ha subido en esos afios el 120%, quiere decir que desde entonces se ha
mds que duplicado. En aquellas fechas su precio seria algo menor que 35/2 = 17°5.

Escojamos 16, por ejemplo, como hipotesis inicial para el precio.

l
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El 120 % de 16 es 19°2, cantidad que representa el aumento del precio, que en la actualidad
ascenderia hasta 16+19°2 = 35°2. Esta cantidad es algo mayor que 35. El precio escogido,
16, es una sobreestimacion. Probemos con un valor menor que 16, pongamos por caso 15’5.

El 120 % de 15,5 es 18’6, cantidad que representa el aumento del precio, que en la actualidad
ascenderia hasta 15°5+18°6 = 34’1, Esta cantidad es algo menor que 35. El precio escogido,
15°S, es pues inferior al valor buscado, del que ademas ya sabiamos que no llegaba a 16.
Puede probarse ahora con un valor entre 15’5 y 16, por ejemplo 15’8 ... y asi sucesivamente.

La actividad 118 plantea un problema de decision que requiere el analisis de las dos opciones
que oferta el banco para poder establecer una comparacion. Se supone que el cliente preferira
aquella opcion que mas dinero le produzca.

Aparentemente -y esta apariencia sera el punto de vista generalizado entre los estudiantes con
poco o nulo conocimiento del concepto de interés bancario- las dos opciones son
equivalentes: tanto da recibir el 12% anual que el 1% mensual. Y, escuetamente, asi es. Lo
que ocurre, y aqui es donde se produce el milagro del dinero, en la opcion B una parte de los
intereses se recibe antes y por lo tanto el cliente, si asi lo desea, puede reinvertir esa cantidad
para que le produzca mas dinero. EI dinero, decia Galbraith, no es solo aritmética. Fs
ademas tiempo.

El problema 119 es complementario del anterior. Ahora para tomar una decision es necesario
cuantificar con detalle, construyendo una tabla que permita establecer las comparaciones
oportunas:

cantidad depositada
intereses 50.000 80.000 100.000 470.000  1.000.000

VVB 0 3.900 6.500 54.600 120.350

AA 0 0 2.800 54.600 128.800

Como se deduce de la tabla, la preferencia por uno u otro banco depende de la cantidad que
se vaya a depositar.

El problema 120 es una extension en otro contexto del problema 117. En este caso, sin
embargo v a diferencia de aquel, la via algebraica es intransitable pero no asi la numérico-
iterativa que, al igual que entonces, requerira de un valor inicial estimado para el importe total
del recibo, que sera fijo, y del que se deduciran los demas datos necesarios. Los calculos se
pueden organizar en forma de tabla, que se va cumplimentando fila a fila.

A continuacion se incluyen a modo de ilustracion los calculos correspondientes a un valor
estimado inicial del recibo de 350.000 ptas., esto es, algo mas de la tercera parte del dinero
solicitado como préstamo. Los valores de la columna 2 se deducen directamente de los
valores de la columna 1 aplicandoles el % correspondiente de intereses (el 1% mensual). Para
cada fila, el valor de la columna 3 es la diferencia entre el valor de la columna 4 y el valor de
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la columna 2. La columna 5 es la diferencia entre la columna 1 y la columna 3. Finalmente, los

valores de la columna 1 coinciden con los de la fila anterior de la columna 5.

Capital pendiente
antes del recibo

Intereses pagados en
rectbo

Capital devuelto con
sl recibo

Importe total del
recibo

Capital pendiente

después del pago

RECIBO 1 10.000 340.000 660.000
1 2 3 5
Capital pendiente Intereses pagados en | Capital devuelto con | Importe total del Capital pendiente
antes del recibo recibo el recibo recibo después del pago
RECIBO 1 10.000 340.000 660.000
RECIBO 2 660.000 6.600 343 400 316.600
| 2 3 5
Capital pendiente Intereses pagados en | Capital devuelto con | Importe total del Capital pendiente
antes del recibo recibo el recibo recibo después del pago
RECIBO 1 10.000 340.000 1 660.000
RECIBO 2 660.000 6.600 343.400 316.600
RECIBO 3 316.600 3.166 346.834 -30.234
1 2 3 5

La ultima cantidad obtenida en el computo, -30.234, al ser negativa, indica que con la
asignacion a cada recibo de 350.000 se acabaria devolviendo mas dinero (exactamente
30.234 ptas.) de lo necesario. Es decir, 350.000 es una sobreestimacion del valor del

recibo.

Si éste ascendiese a 340.000, por ejemplo (los intereses, a la vista de la tabla anterior,
rondan las 20.000 ptas. que repartidas en tres plazos de aproximadamente 7000 ptas.
deberan sumarse a las aproximadamente 333.333 ptas. de devolucion de capital por
recibo) se obtendria:

Capital pendiente

Intereses pagados en

recibo

Capital devuelto con
el recibo

Importe total del

Capital pendiente
después del pago

RECIBO 1 10.000 330.000 670.000
RECIBO 2 670.000 6.700 333.300 336.700
RECIBO 3 336.700 3.367 336.633 67

1 2 3 4 5

El valor positivo de la altima cantidad obtenida en el computo, 67, indica que un recibo
mensual de 340.000 ptas. mensuales no es suficiente para devolver, con los intereses
correspondientes, un millon de pesetas en tres meses. La cantidad ajustada debera ser
pues menor que 350.000 ptas. pero mayor que 340.000 ptas. Como en este ultimo caso
hay un déficit de 67 ptas., la estimacion del valor del recibo deberia incrementarse en
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alrededor de la tercera parte de 67, esto es aproximadamente en 23 ptas., pasando a ser
en consecuencia de unas 340.023 ... y asi sucesivamente.

39. NUMEROS EN LA PRENSA

Que los nimeros constituyen un elemento esencial en la comunicacion es algo que esta
fuera de toda duda. Basta echar un vistazo a cualquiera de los mass-media para
cerciorarse de que buena parte de la informacion, la opinion y la difusion  necesita
expresarse utilizando como vehiculo los nimeros. Ningin medio de comunicacidon
escapa a esta inexorable tendencia a la cuantificacion, pero donde, por sus caracteristicas
propias, alcanza una mayor preponderancia es en la prensa. Todas las publicaciones
periddicas -incluso las aparentemente menos proclives a ello, como las del corazon- en
todas sus secciones recurren al soporte numérico para comunicar y argumentar.

A diferencia de lo que pueda ocurrir en el aula, donde puede ser caracteristica una
tendencia a domesticar los numeros o, en el mejor de los casos, a presentarlos en un
espacio protegido; los datos y nimeros publicados estan en bruto, lanzados a bocajarro
con intencionalidad no siempre confesada y con consistencia no siempre garantizada de
antemano. La consecuencia es bien clara: la comprension y utilizacion cabal de tales
numeros requiere un esfuerzo suplementario de comprension del contexto en el que estan
expuestos y de contrastacion de su verosimilitud.

Este apartado, los numeros y la prensa, contiene una seleccion de recortes de prensa
similares a los que pueden encontrarse en cualquier publicacion a diario, siempre
relacionados con los numeros, de tematica variada -deportiva, econdmica, politica,
publicitaria, recreativa, cultural, militar, artistica,... - con objeto de permitir ejercitar la
lectura y comprensién de la informacion cuantitativa que contienen. Esta lectura
comprensiva genera dos tipos de actividades bien diferenciadas:

a) la lectura genérica del texto y los datos o nimeros que contenga, poniendo en relacion
ambos: qué dicen los nimeros, como complementan el texto, porqué se citan, ... En
otros términos, se trataria de realizar un comentario de textos numérico rapido -que
puede ser hasta verbal- generado por la primera impresién producida por la seleccion.
Este tipo de actividad esta relacionada directamente con la capacidad de estimacion y
con el calculo mental. Sus elementos mas caracterizadores son la rapidez, la
preponderancia de los aspectos mas cualitativos de la lectura numeérica y la proximidad a
la propia actividad que ordinariamente realizamos el comun de los mortales con la
prensa, que, no se olvide, al fin y al cabo no se estudia sino que se lee.

b) el analisis exhaustivo del texto y los datos, destripando las noticias, sacandoles todo
su jugo numérico, que a veces es mucho. Esta actividad analitica es mucho mas compleja
que la anterior, requiere no solo una lectura mas minuciosa sino también formularse
preguntas, dudar de la consistencia de los datos, buscar intencionalidades, deducir
consecuencias numéricas, etc. Los enunciados que acompaifian a la antologia de recortes
de prensa sugieren como se pueden explotar éstos para llevar a término analisis
exhaustivos.



CAPITULO IX

GEOMETRIA 3°

40. INTRODUCCION

En geometria, la visualizacion es una componente de primer orden: es mas complicado
explicar qué es un circulo que dibujarlo; se captan mas facilmente muchas ideas mediante
las imagenes/graficas que las sustentan, que mediante cualquier otro procedimiento de
descripcion o definicion. De todas formas, los dibujos, con ser mucho, no son suficientes
para comprender las ideas geométricas. Es mnecesario también precisar significados,
establecer, ofrecer explicaciones, desentrafiar propiedades, definir elementos.

La wisualizacion geométrica no es, por otra parte, una actividad intelectual
contemplativa, sino profundamente activa que se sustenta en la realizacion de
construcciones geométricas, en el trazado de graficas, en el analisis del por qué y el
como. Esta vertiente practica, experimental, en contacto fisico con los elementos
geométricos (la visualizacion supone ya este tipo de contacto), permite conocerlos,
apreciar sus cualidades, describir sus propiedades, establecer comparaciones, formular
conjeturas sobre propiedades o relaciones generales, y realizar comprobaciones. No es
de extrafiar, consecuentemente, que en geometria sea fundamental medir fisicamente -y
manejar los instrumentos de medida-, dibujar -y manejar los instrumentos de dibujo-,
construir y aprender a apreciar y valorar la cantidad y variedad de geometria que nos
rodea, con la que estamos permanentemente en contacto.

El primer apartado de este bloque de Geometria incide en las construcciones geométricas
y en el estudio de relaciones en el plano. Para ello, se parte de la hipotesis de que la
geometria se ha trabajado algo en los estudios previos, pero se plantean situaciones muy
accesibles de utilizacién de regla y compas con el fin de conocer las propiedades basicas
de los poligonos fundamentales y de la circunferencia.

La multiplicidad de relaciones que es posible establecer al comparar distintas figuras
geométricas puede favorecer su formulacion con diversos grados de precision y
refinamiento, y, por lo tanto, generando variadas rutas de acceso a los procesos
matematicos de definir, comprobar, vahdar y demostrar. Esta multiplicidad de
acercamientos posibles y de analisis plausibles convierten a la geometria en uno de los
campos matematicos mas fecundos a las hora de plantear verdaderas investigaciones que
son sugeridas rapida y naturalmente por casi cualquier situacion geométrica que se
aborde.
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Otra capacidad esencial intimamente relacionada con la geometria es la de expresion. Las
formas, relaciones y propiedades geométricas pueden describirse con diferentes lenguajes
(verbal, grafico, numérico o algebraico) que requieren codigos especializados y que
cubren aspectos distintos de la comunicacion.

La geometria constituye en si misma un contexto apropiado para favorecer el gran salto
que supone elevarse de la observacion, de la experiencia, de la practica, del mundo fisico,
a la abstraccion de formas y relaciones.

41. CONSTRUCCIONES E INVESTIGACIONES

REGLA Y COMPAS

Nada mas “elemental” que estudiar algunas construcciones con regla y compas. Hay
muchisimas construcciones que se pueden realizar de entrada. Tantas que el problema
esencial al desarrollar esta actividad consistira en establecer acotaciones, pues en caso
contrario cada alumno se lanzara a dibujar figuras sin orden ni concierto.

En una segunda fase del problema, se pide sistematizacion, criterios para determinar qué
figuras se pueden dibujar con esos instrumentos. Si fuese necesario, por ejemplo porque
faltan iniciativas interesantes entre los estudiantes, se pueden sugerir algunas indicaciones
como la de dibujar los poligonos regulares aumentando el mimero de lados.

Pronto se observara que la tarea no es tan facil como parecia a primer a vista y que es
necesario proceder de modo pausado, examinando en primer lugar los casos mas
propicios como el hexagono o el octogono, que son asequibles a la inmensa mayoria de
los estudiantes. Se puede esperar a partir de ahi la formulacion de alguna regla general,
por ejemplo, que se puede construir el poligono con doble numero de lados que uno
dado.

Otro modo diferente de abordar esta misma actividad es adoptar un punto de vista
algoritmico. El profesor entrega las instrucciones que permiten dibujar algunos poligonos
-los elementales y los que no, como el pentagono regular- vy los estudiantes ejecutan las
instrucciones reflexionando sobre ellas.

En definitiva esta es una actividad volcada en lo que sera una constante en la geometria
de la Educacion Secundaria Obligatoria: el uso de instrumentos de dibujo para
representar figuras y cuerpos geométricos. Un uso que, como el de cualquier
instrumento, necesita de un periodo de adiestramiento que no siempre se produce con la
suficiente intensidad.

Segun el interés que despierte, la actividad se puede prolongar mas o menos, y en ciertos
casos puede suplir a algunas de las actividades que se comentan posteriormente, como
por ejemplo la de dibujar poligonos regulares inscritos en una circunferencia.
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CIRCUNFERENCIAS

Presenta un conjunto de situaciones que pueden permitir la observacion y formulacion de
algunas propiedades de la circunferencia, como las que se incluyen a continuacion:

Por un punto pasan infinitas circunferencias (de centro cualquier otro punto del plano).

Por dos puntos pasan infinitas circunferencias. Todas ellas tienen su centro en la
mediatriz del segmento que los une. La menor es la que tiene los dos puntos A y B como
puntos opuestos de su diametro.

Solo hay una circunferencia que pase por tres puntos no alineados. Encontrar esta
circunferencia circunscrita supone trazar al menos dos de las tres mediatrices de los
segmentos que unen los puntos. Por otra parte, los alumnos suelen dibujar los tres
puntos “al azar”, de modo que raramente aparece espontaneamente la conclusion de que
no hay circunferencia que pase por tres puntos alineados.

Para cuatro o mas puntos ya hay que hacer puntualizaciones similares. Esta actividad de
establecer puntualizaciones o acotaciones es esencial en matematicas y no debe
sortearse: si tres 0 mas puntos alineados no es posible trazar la circunferencia deseada
(;por qué?). En caso contrario, se toman tres de ellos, se traza la circunferencia
circunscrita y se comprueba st pasa por los otros puntos.

Existen infinitas circunferencias tangentes a una recta. Dado un punto exterior, éste sera
el centro de una circunferencia tangente cuyo radio esta determinado por la interseccién
entre la recta y la perpendicular a ella trazada desde el punto.

En el plano hay dos situaciones posibles de tangencia a dos rectas. Si estas son paralelas,
todas las circunferencias tangentes son de igual tamafio con centro en la recta paralela a
ambas que equidista de las dos. Si son secantes, las circunferencias pueden variar el
tamafio, y su centro esta en la bisectriz del angulo que forman las dos rectas.

LLA PISTA DE BAILE

El objetivo de la actividad es analizar las distintas posiciones relativas de dos
circunferencias y asignar la denominacion técnica estandarizada (fangentes externas,
concéntricas, secantes o exteriores) a cada una de ellas.

La idea intuitiva de superficie bailable inducira la necesidad de conocer como calcular la
superficie del circulo y brindara la ocasion de introducir la formula S = 1t - .

La superficie para bailar fuera de concurso sera la resta de las superficies de los dos
circulos, si bien se puede aceptar que, normalmente, cuando hay concurso no se baila
fuera, y cuando no hay concurso se puede bailar por toda la superficie ttil.
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POLIGONOS INSCRITOS

El problema consiste en dibujar el triangulo equilatero y el cuadrado, puesto que los
otros dos poligonos que se presentan con sus nombres (no descritos s1mplemente) se
pueden obtener a partir de los anteriores.

Esta es una buena oportunidad para practicar con los instrumentos de dibujo y para
pensar con ellos. Vale la pena hacer notar expresamente como, al coincidir el lado con el
radio, se puede inscribir el hexagono marcando los vértices sobre la circunferencia, y
cémo a partir de él se puede dibujar el triangulo equilatero.

ANGULOS EN UNA CIRCUNFERENCIA

Habida cuenta de la estrecha relacion entre geometria y mundo fisico, el lenguaje
ordinario esta lleno de términos geométricos, no siempre bien empleados, de modo que
el vocabulario, con no ser el objetivo esencial del estudio, es uno de los aspectos que no
debe descuidarse. La geometria es el mejor baluarte para impulsar el aprecio por la
precision terminologica y la mejora del conocimiento que permite. A veces es dificil
discernir si el lenguaje preciso es una consecuencia de la claridad conceptual o una de las
condiciones necesarias para que se produzca.

Asi, términos que aparecen en esta actividad son, entre otros, el de cuerda -cada
segmento como PA o PB-, radio -segmento como OA y OB-, dngulo central -OB-,
angulo inscrito a la circunferencia -APB, que tiene su vértice en ella y los lados estan
sobre dos secantes.

Por otro lado, es relativamente facil comprender que existe una relacion numeérica entre
el angulo inscrito y el angulo central, que se cuantifica con doble o mitad segiin como se
comparen (el angulo inscrito es la mitad del angulo central correspondiente).

No es tan intuitiva, por el contrario, la posible ampliacién de estudiar qué pasa al ir
variando P de lugar sobre la circunferencia, manteniendo fijos A y B para concluir que el
angulo se mantiene constante.
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La demostracion no es evidente y quizas requiera analizar previamente el caso en el que
un lado del angulo inscrito (PB) pase por el centro de la circunferencia (O).

En este caso, se traza una paralela a PA por O, asi los angulos APB y MOB son
iguales (por correspondientes), y la medida de los arcos AM y PN es la misma, por
estar comprendidos entre paralelas. PON y MOB son opuestos por el vértice, por lo
tanto ,los arcos PN y MB miden lo mismo. Asi, la medida del angulo APB (o) es la
mitad de la medida del arco AB, que a su vez coincide con el valor del angulo central
AOB tomando como unidad de arcos el arco correspondiente a la unidad de angulos -lo
que permite medir con el transportador arcos y angulos centrales indistintamente. Los
otros casos se reducen a este.

PERPENDICULARES

Lo importante de este problema es captar la perpendicularidad como algo esencialmente
distinto a la verticalidad o al paralelismo a los bordes del papel. Ya se habia comentado
anteriormente que no es facil trazar perpendiculares a una recta desde un punto exterior
y la situacion planteada va complicando los requerimientos, desde el trazado con
escuadra y cartabdn -simple, pero que necesita también aprendizaje-, pasando por la
construccion con regla y compas, hasta el trazado mediante pliegues que no es dificil en
ninguno de los casos planteados.

Una posibilidad de realizar la perpendicular a la recta desde el punto en que alcanza el
borde se facilita si se realiza algin plegado por una zona media y se aprovecha este para
completar el pedido.

PUNTOS Y RECTAS NOTABLES DE UN TRIANGULO

Ya se debe saber trazar, si se hecho algunas de las actividades anteriores o en cursos
pasados, las lineas que sirven para encontrar el incentro, el circuncentro, el ortocentro y
el baricentro de un triangulo. Si no, esta es una buena ocasion para hacerlo,
comprendiendo esencialmente qué es una bisectriz y como trazarla.

El enunciado pide expresamente que la determinacion de los puntos notables se realice
mediante plegados. La idea es permitir una vision alternativa a la de la construccion
geométrica con regla y compas, manejando triangulos recortados, tocandolos,
moviéndolos y analizandolos fisicamente.

DOBLANDO PAPEL

Esta actividad facilita ejemplos motivadores sobre como obtener distintos poligonos
regulares plegando papel. Se aprovecha también la situacion para disefiar los algoritmos
que permiten esas construcciones. Si bien comprender la situacion grafica puede resultar
mas facil en unos casos que en otros, es siempre dificil la elaboracion del algoritmo que
permite la construccion traduciendo las imagenes a secuencias de instrucciones que
conduzcan de forma precisa a su reproduccién. Y es que para comprender que
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instruccion de algoritmo es sinonimo de ausencia de ambigiedad se necesita
entrenamiento con ejemplos concretos, comprendiéndolos, desmenuzandolos 'y,
finalmente, produciéndolos.

Todos los estudiantes deben pasar de forma ineludible por la experiencia de presentar
una propuesta de algoritmo para que los demas la interpreten, convenciéndose de” que
cuando lo que para él esta claro puede no estarlo para otros y de que merece la pena
emplear tiempo en afinar y precisar las descripciones que se hacen.

Conviene que en clase se elaboren varios algoritmos, no necesariamente muchos, con el
tiempo suficiente analizarlos con tranquilidad, tomando la decision de cudndo esta un
algoritmo concreto lo suficientemente detallado como para, sin instrucciones
redundantes, contener informacion clara y exacta sobre la situacion.

TANGRAM

Mucho se ha escrito sobre el tangram chino y se han disefiado muchas actividades a su
sombra. La que aqui se propone consiste en trocear para reproducir con las piezas
resultantes las figuras que se adjuntan. Se pretende con ello contribuir al desarrollo de la
intuicion espacial visualizando figuras que en principio no estan visibles, pero que
aparecen con pequeflas transformaciones. Debe quedar claro que las figuras que se
obtienen a partir de todas las piezas del tangram tienen la misma area, pero que el
perimetro puede variar.

A partir de esa observacion puede investigarse qué figuras son las de mayor perimetro y
cudles las de menor.

LOS PUEBLOS

Mediante circunferencias de distintos colores -el mismo para todas las que se tracen con
el mismo centro- y la observacion de los datos proporcionados por el enunciado, el
problema se resuelve con cierta facilidad aunque requiere un poco de paciencia y
atencion.

Conviene llamar la atencion sobre la existencia de una escala especialmente apropiada
para dibujar en este caso, precisamente por las cantidades que aparecen en los datos: si
representamos por 4’2 cm. la distancia de 42 km., entonces, sin cdlculos, 8’7 cm. sera la
distancia correspondiente a 87 km., etc.

Como de A a B hay 42 km,, de B a C hay 45 km. y de A a C hay 87 km. se deduce que
los tres pueblos estan alineados. Se toma para A un punto cualquiera del plano y sobre
una recta cualquiera que pase por A, a distancias 4’2 y 4’7 se situan los pueblos B y C
respectivamente.

Desde C se traza una circunferencia de radio 4’8 cm. y desde A otra de radio 8’2 cm.. En
cualquiera de los dos puntos de corte debe situarse el pueblo D. Para encontrar la
situacion de E se pincha con el compas en D y se traza una circunferencia de radio 9’1
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cm. E se encuentra en el corte entre esta y la que se traza desde A con radio 6’4 cm.. Asi
se obtienen dos soluciones simétricas. Una de ellas es:

OCHO LADOS

Se presenta aqui una situacion apropiada para criticar soluciones “faciles”. Un buen
criterio para elegir los lados de cada cuadrado, que han de dividirse en tres partes
iguales, es tomar como lado la longitud de tres cuadrados de la trama. Pronto se ve que
no se obtiene un octégono regular porque cuatro de los lados corresponden a
hipotenusas de tridngulos rectangulos isosceles cuyos catetos son los otros lados del
octogono. El problema de obtener un octdégono a partir de un cuadrado se plantea
también, presentandose alli las soluciones aportadas por dos alumnas, en la carpeta
Resolucion de Problemas de 4°.

RECTIFICACION DE LA CIRCUNFERENCIA

El calculo de la longitud de una circunferencia es un problema historico, uno de los
primeros problemas geométricos formulados explicitamente y el que dio lugar a la
definicion de 7. La determinacion de la naturaleza de m es muy reciente y a lo largo de
los siglos precedentes la constante de la proporcion entre la longitud de una
circunferencia y su didmetro ha sido aproximada de muy diversas maneras. Aqui se
presentan dos de ellas.



100 Provecto Mosaico. Guia de uso de los materiales del 2° ciclo de la F.S.O.

El objetivo es estudiar/cuantificar las medidas que se van integrando en el proceso de
rectificacion. Para evitar que el proceso resulte complicado en primera instancia, vale la
pena introducir medidas concretas para el radio (1, 4, 10, ... la que se considere). Sera
necesario aplicar sucesivamente el Teorema de Pitagoras para calcular la longitud de la
hipotenusa de un triangulo rectangulo o las relaciones de proporcionalidad entre
triangulos rectangulos con lados perpendiculares dos a dos.

Analicemos el primer método:
En ABC: Si AB=BC=r1r = AC =r+2
En ACE: Si CE=r = (AE) = (t4/2)+r = AE =143
La longitud de la circunferencia rectificada L, es doble de la del segmento 1-2, esto es:
L,=2 (AE +AC)=2(r+/3 + r+2)=2r (/3 + +2)
Y como se ve, se ha realizado una aproximacion de © por ( 3+ a2 ).

Luego hay que compara este ultimo valor V3 + 42 = 3714626436994, con el
valor dado de pi, o con el que le asigna una calculadora, y se obtiene:

(\B + \/E) -t = 0°004671716... que ya da una idea de la magnitud del error que se
comete: alrededor de un 5 %o para . La aproximacion es muy buena.

El error que se comete al medir la circunferencia de radio r es:
L-L=2r(J/3+ +2)-27mr1=2r"00046. .

En el segundo método conviene saber o establecer ad hoc las relaciones de
proporcionalidad que  cumplen los triangulos rectangulos que tiene sus lados
perpendiculares dos a dos, como es el caso de la construccion que se hace. De esta
manera, si AB = d y se construye una espiral en la que cada nuevo lado se obtiene a
partir de los dos anteriores (cuadrado del anterior dividido por el anterior de este):

AB_BC
BC CD

_BC?

=D = —
AB

relacion que se vuelve a repetir para DE y EF y que permite obtener los resultados:

4
CD=Ed , DE:id, EF:g—5—6d
9 27 81

Asi

il

EF que es la longitud de la circunferencia rectificada L, , es aproximadamente la

. . . . . 256 o
longitud de la circunferencia de radio r, con ol como aproximacion de m. La
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aproximacién no es tan buena como el método anterior, pero no necesita compas,
aunque si dividir el segmento AB en tres partes iguales.

26 -m = 0'890117. ..
81

El error, pues, que se comete al calcular L, como longitud de la circunferencia de

radior es:

L.-L = %r— nr= r 01890117, .

Queda para el lector el desarrollo del tercer método.

EL RECTANGULO DE ORO

Son libros enteros y extensos los que se han dedicado a estudiar la proporcion aurea, su
presencia en el arte, en la naturaleza, sus propiedades numéricas y geométricas, y la
influencia que ha tenido en la historia de la humanidad desde que fuese objeto de culto a
traves de estrella de cinco puntas de la escuela pitagorica.

St la figura siguiente es un rectangulo de oro, esto es, verifica que al quitarle el cuadrado
construido con su lado el menor, el rectangulo que queda sigue siendo aureo, y tomamos
como longitud del lado menor la unidad, se debe cumplir, por proporcionalidad:

v

r' S

X

“— x-]1—

1445
- e x=] 5xXex o120 = x= +‘/—:1’6180339887...,

x—1 2

X
1

Este ultimo es el nimero de oro o proporcion aurea, esto es la constante de la relacion
proporcional entre los lados del rectangulo -y de los rectangulos que sucesivamente se
forman con esas condiciones-.

De nuevo se trata, a continuacion, de analizar un algoritmo, comprobar que funciona, y
de elaborar otro que permita la construccion de un rectangulo aureo. Como ya se dijo,
nunca se insistira en exceso sobre la importancia que tienen los algoritmos tanto en
matematicas como en otras areas del conocimiento o en la vida cotidiana, y, en
consecuencia, la importancia que tiene desarrollar competencias relacionadas con su
analisis critico y su creacion.
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ESTRELLA PITAGORICA Y PENTAGONO REGULAR

Continuando con la constatacion de la extensa presencia de la razon aurea en geometria,
se desea ahora considerar un pentdgono interior como origen de la figura total y por
tanto del pentagono exterior, para acabar detallando el algoritmo que permite pasar de
un pentagono a otro (también puede hacerse a la inversa, claro). La continuacion natural
es aplicar el algoritmo recién disefiado a la obtencion del pentagono exterior siguiente (o
interior en su caso), y analizar la multiplicidad de propiedades que pueden sefialarse en
relacion a la proporcion aurea.

TRIANGULOS DE SUPERFICIE 1

Uno de los objetivos de esta actividad es calcular areas de triangulos diversos y analizar
las relaciones que verifican cumplen los triangulos que sobre la trama tienen la misma
superficie. En esencia, la formula que permite calcular el area de un tridngulo, base por
altura partido por dos, permitira visualizar tridngulos distintos que tienen area 1, por
ejemplo basta considerar los triangulos que tienen por base la longitud de dos cuadrados
de cualquier fila excepto la primera, entonces, sin variar esa base (de medida 2), con el
tercer vértice sobre cualquier punto de la linea superior de puntos, se obtiene un
triangulo de area 1.

Al menos para algunos de estos triangulos, en los que no es tan facil ver que su area es 1,
cabria entretenerse en disefiar una justificacion geométrica.

Un ejemplo: en la figura siguiente, se muestra como 4 triangulos iguales de lados 2 y
1, se unen de forma que ocupan 4 cuadrados, es decir, cada tridngulo tiene area 1.

A
~

CUADRADOS EN UN GEOPLANO

Esta actividad tiene apartados mas asequibles y otros que lo son menos, pero siempre
permite avances a todo el que intente resolverla.

Antes de empezar, de forma inmediata, se ve que hay cuadrados de distintos tamafios.
Hay 9 x 9 puntos en el geoplano, esto es 81 puntos.

Cuadrados de lado 1, con area 1, son los mas faciles de analizar junto con los de tamafio
8 x 8 de 4rea que es el mas grande y solo hay uno. Hay 8 por fila, total 8 x 8 = 8 = 64.
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Cuadrados de lado 2 (y area 4): Hay 7 con vértice superior en la primera fila de puntos.
Y 7 filas en la que poder considerar vértices con esta consideracion (2 x 2). Total 7x 7
=77 =49,

Cuadrados de lado 3 (y area 9): 6 x 6 = 6> = 36. Haciendo una tabla:

lado del cuadrado ] 1 2 3 4 5 6 7 8
N° de cuadrados |8 7 6% 5° 42 32 22 ]

Y ya van 204 cuadrados. Estos serian los cuadrados distintos que se pueden observar en
un tablero de ajedrez si se pone la condicion de que los cuadrados considerados deben
tener lados sobre las lineas del tablero. Aqui, al considerar los puntos y cuadrados que
tengan sus veértices en ellos, el nimero de cuadrados se amplia.

Pero el area pasa de ser 1 a 4 cuando se pasa de lado 1 a lado 2. jHay cuadrados de area
2?7 ;y de area 3?7 ;y de area cada uno de los numeros naturales intermedios a los

anteriores?.

Para empezar a responder a estas cuestiones, céntrese la atencion primero en la busqueda
de cuadrados con area 2. Cuando se encuentre uno, se cuentan todos los similares que
haya en el geoplano. Estos son los que tienen el lado sobre la hipotenusa del cuadrado de

lado 1. Su lado -Pitagoras- mide /2 . Si bien es cierto que mediante la division por las
diagonales y comparacion con el cuadrado de area la unidad, se puede llegar a la
conclusion de que se trata de un cuadrado de area 2, como se muestra a continuacion -
0jo que hay muchos alumnos que no admiten los cuadrados ladeados, esto es, que no
tiene sus lados paralelos a los bordes del papel o del suelo-.

/

Si se pone el numero de cuadrados de area 2 al comienzo de cada diagonal, sale la suma:
1+2+3+4+5+6+7+6+5+4+3+2+1= 49 Graficamente:

. . L] - [ .
L . [} . . [
[} [} L] [] L) .
. ] L] [ . e
e [ [ ° . .
. . . . . .
[ ] L] L [ ] [ ] [ ]
. . L) [ [ .
3 e ° e . .
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Hay otras longitudes de segmentos que tienen sus extremos en puntos de la trama. Por
ejemplo:

V5

/

La lista de longitudes distintas que se pueden conseguir es extensa. Si se toma un cateto
de longitud 1, el otro puede tomar los valores de 1 [se obtiene NG (va esta visto)], 2

(w/g ), 3,...,8. Con un cateto de longitud 2, el otro puede tomar los valores desde 2 a 8,
con un cateto 3 el otro toma los valores 3,...,8, etc.

Lo que debe quedar claro es que el problema completo es muy amplio, pero si se desea
se puede analizar por partes que tengan cierta completitud. Por ejemplo, se podria
plantear el problema exclusivamente para el tablero de ajedrez, o sélo para cuadrados de
area 2 en una trama de puntos nx n, etc.

UNA MESA DE BILLAR

En este problema conviene, en primer lugar, dar la oportunidad para de realizar pruebas
libremente, para dar paso a posteriores sistematizaciones y a formular conjeturas como
las siguientes:

“En las mesas 3 x n ocurre que la bola acaba siempre en uno de los agujeros B; o B,. Si
n es impar en By, y sin es par en B,”.

“Cuando n es multiplo de 3, el numero de cuadrados que se recorrenesn, ysi n=3 -y,
el nimero de bandas que toca la bola es (y- 1), mientras que si n no es multiplo de 3, el
numero de cuadrados que se recorren es 3 xn”.

n... B,

A T B,

La confeccion de una tabla apropiada ayudard a recopilar y organizar los datos relevantes
del problema:

Final Cuadrados Bandas

Mesa de billar B, B, pasados que toca
3x1 X 3 2
3x2 X 6 3
3x3 X 3 0
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Ix4 12 5
3x5 15 6
Ix6 6 1
3x7 21 8
3x8 24 9
3x9 9 2
3x10 30 11

Con tablas similares a esta es mas facil establecer conclusiones, validar o desechar

conjeturas e intentar justificar el por qué de las conclusiones establecidas.

CUATRO PUNTOS

Después de unas pocas pruebas, queda claro que la solucion que se facilita en el
enunciado como ejemplo es la sencilla y que no es inmediato encontrar otros puntos que
cumplan las condiciones requeridas. El instrumento adecuado para buscar equidistancias

es el compas. El analisis cuidadoso hara el resto.

St los tres puntos son A, By C, se tendra entonces:
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DIAGONAL 10

Si la diagonal se mantiene fija y midiendo 10, la figura que describen los vértices de los
rectangulos de diagonal 10 unidos por esa diagonal, es una circunferencia que tiene el
centro en el centro de la diagonal y de radio la mitad, esto es, que pasa por sus extremos.
Cuesta un poco encontrar rectangulos de diagonal 10.

FUTBOL Y GEOMETRIA

La porteria es AB. Si se traza una circunferencia que pasa por los tres puntos A, By M, ,
la relacion entre un angulo inscrito y el 4ngulo central correspondientes al mismo arco es
(véase el comentario a ANGULOS EN UNA CIRCUNFERENCIA)de 1 a2

Esto ocurrira para cualquier punto M, My, M,,... del arco mayor de la circunferencia.

El angulo de tiro que se tenga desde el punto N comparado con el que se tiene desde M
dependera de la situacion de N respecto de la circunferencia que pasa por MAB. Si N
esta en esa circunferencia el angulo sera el mismo, si es interior mayor y si es exterior
menor.
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FIGURAS QUE DAN TUMBOS

El enunciado de este problema requerira explicaciones por parte del profesor, pues son
numerosos los estudiantes que no acaban de entender la situacién. Una sugerencia que
puede ser clarificadora es la de observar qué ocurre en los ejemplos que se facilitan.
Otra, recortar un rectangulo, moverlo sobre una linea trazada en un folio como se indica
en la figura del enunciado y analizar qué pasa.

El problema requiere tiempo. El estudio de cualquiera de las figuras propuestas necesita
una fase de realizacion de pruebas, usando compds, regla y cartabon. Se requiere
también completar el seguimiento de varios puntos en una vuelta completa para poder
ltegar a formular hipotesis y tratar de verificarlas y demostrarlas.

El trabajo en grupo y la comunicacion entre unos grupos y otros acelerara enormemente
el proceso de resolucion. Los ejemplos serdn mas numerosos y se obtendran mas
rapidamente y la discusion entre los alumnos enriquecera el proceso y permitira llegar
mas pronto a conclusiones mas elaboradas.

42. ESTIMACION

En este apartado se aborda la estimacion geométrica. Se ilustra como la estimacidon es
una necesidad social y se hace hincapié en la necesidad de aprender a estimar distintas
magnitudes y a la vez a controlar el error soportable por cada medicidon concreta. Este
aprendizaje es una cuestion eminentemente practica: si se practica la estimacion se
aprende a estimar, y se desarrolla un cierto sentido del olfato que desestima la pretension
de medir la distancia Madrid-Alicante al milimetro o que induce a utilizar 30 y 25 como
factores para averiguar aproximadamente el coste de un cajon de 24 botes de refresco
que se anuncia a 31 pesetas/ bote.

Las situaciones que proponen atienden a un amplio conjunto de magnitudes: longitudes,
superficies, volumenes, cardinalidades, pesos, ... Stempre que sea posible, y desde luego
con caracter obligatorio en algunos casos, la formulacion de estimaciones debe
completarse con la realizacion de mediciones de las magnitudes estimadas. El registro de
las estimaciones y la explicitacion de las justificaciones que las sustentan permitira una
cierta clase de retroalimentacion a partir de las mediciones que redundara en una mejora
de la capacidad de estimar.

Hacer participes a los estudiantes y no tener prisa en agotar el tema son las dos claves
didacticas de este apartado. Para ilustrar qué se quiere decir con hacer participes a los
estudiantes baste un ejemplo: para estimar cuantas personas caben en una plaza,
concéntrese toda la clase en una parte despejada del aula y dedlizcase una superficie por
persona razonable para utilizar como patron.
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Respecto al tiempo dedicado es necesario remarcar que, ademas de este apartado en el
que se trata explicitamente, la estimacion es una actividad matematica que se debe
realizar con mucha frecuencia y en temas muy diversos, que abarcan desde los puramente
numéricos hasta los probabilisticos, de modo el desarrollo de la capacidad de estimacion
no se confla en exclusiva al periodo que abarque este apartado sino que se extendera a
lo largo de toda la etapa. '

43. VOLUMENES

El tema de la medida es complicado por muchas razones.

La cantidad de magnitudes que se acaba manejando (longitudes, superficies, volimenes,
capacidades, pesos, tiempos, valores, amplitudes,...) acaba siendo considerable y con
ellas se multiplican las unidades, multiplos, submultiplos y las relaciones que las ligan.
Por otra parte coexisten sistemas distintos de medicion (sexagesimal, centesimal),
distintas proporcionalidades (lineal, cuadrética, cubica), y multitud de magnitudes
derivadas (velocidad) que a su vez generan relaciones que mezclan entre si distintas
magnitudes y sistemas (Km/h, longitud/tiempo, centesimal/ sexagesimal).

Por otra parte, la sistematizacion de la medida genera formulas que establecen un vinculo
entre algebra y geometria que a veces va mas alla de la generalizacion, abstraccion y
manipulacion de expresiones algebraicas para invadir el campo funcional o el tratamiento
de datos numéricos.

A pesar de ello, o precisamente por ello, la medicion es un tema clave dentro y fuera del
area de matematicas. Su importancia social es incuestionable. Los humanos nos pasamos
la vida midiendo y comparando hasta cosas tan dificilmente medibles y comparables
como puede ser la inteligencia, el grado de bienestar personal o la satisfaccion que
produce determinada musica.

Tanto es asi que se ha puesto especial cuidado en que los materiales de la etapa
introduzcan mas o menos extensamente todos los topicos citados de la medida.
Especificamente, se ha dedicado especial atencion en el material de 2° a la superficie y
en este de 3° al volumen.

Se ha partido aqui del supuesto, muy razonable por otra parte, de que los estudiantes
tienen cierta experiencia adquirida sobre el concepto de volumen y su medicion. No se va
a descubrir a estas alturas qué es un litro, qué es un metro cubico o que 33 cl. es el
contenido de un bote de refresco. Cabria no obstante asegurarse de que todo el mundo
ha tenido contacto con ciertas experiencias basicas que sustentan fundamentalmente la
abstraccion del concepto de volumen y capacidad, tales y como la observacion de
modelos fisicos de distintos cuerpos geométricos (paralelepipedos, conos, cilindros,
esferas), la construccion de policubos o el establecimiento de comparaciones de
capacidades utilizando cuerpos transparentes y agua o arena.

En este apartado se centra la atencion en el calculo de volimenes, planteando actividades
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que, con el formato de problemas abiertos o pequefias investigaciones a realizar,
combinan el descubrimiento de formulas para calcular volimenes con la utilizacion de las
mismas o de otras que se facilitan sin mas. En el apartado de Laminas del material del
estudiante de 4°, se facilita un listado de formulas de areas y volumenes de algunas
figuras y cuerpos geométricos que puede usarse a discrecion.

De entre todas las actividades propuestas algunas merecen un comentario especifico.

RECTANGULOS QUE RUEDAN

Conjeturar, probar libremente y discutir en grupo son las claves metodologicas para que
esta actividad tenga éxito.

Aunque se tenga acceso a la formula del volumen del cilindro,
V = Superficie de la base x altura

el problema no estard resuelto, pues se deben determinar la superficie de la base
conociendo la longitud de la circunferencia que la delimita:

8 4
2nr=8 => r=-—=12732... = V=xn (—)"12=61.115...
2r T

12 6
2rr=12 > r=—=— = V=n(—)"8=91673...
2T T

Una extension sobre el problema: ;Es posible que sea indiferente la forma de hacer el
cilindro en alguna ocasion?.

EQUIPAJE DE VUELO

Este problema plantea la busqueda de las dimensiones optimas de un prisma sabiendo
que la suma de las tres es 1’80 m.

El procedimiento de busqueda consistira en confeccionar una tabla con distintas
posibilidades, pero debe dejarse algun tiempo de reflexion para intentar que esta idea
clave surja de los estudiantes.

Algunos detalles accesorios pueden requerir la intervencion inmediata del profesor. Por
ejemplo, a veces, con la sana intencion de simplificar, surge la idea, en principio buena,
de cambiar las unidades de metros a decimetros (18) o a centimetros (180) con lo que se
hace desaparecer del dato del problema los molestos decimales. Pero esta estrategia,
tiende a inducir una busqueda de las dimensiones deseadas restringida innecesaria y
fatalmente a los numeros naturales. Sin embargo esta trampa queda sorteada si se
mantiene la estructura, incomoda es cierto pero sin dobleces, decimal inicial.
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Six, y, z son las tres longitudes buscadas, se debe cumplir: x + y + z = 18. Despejando
una de las variables: z=18 x-y.

De todos estos valores se debe aquel o aquellos que consigan maximizar el valor del
volumen.:

X

V=x-y-z Estoes: V=x-y-(18x-y) = 18x-y-x'y-x)’.

Si se computa esta expresion para distintos valores de x y de y, resolviendo el
problema -que no es solamente técnico- de inventar un procedimiento efectivo para
registrar los datos, puede llegar a localizarse una buena solucion al problema.

Puede evitarse que la formula anterior aparezca tan cargada si se particulariza para
valores de una de las dos incognitas:

1 2 3 4 5

<<

V1 =X (17-x) {y2=2x (16-%) |y = 3x(15-X) |ya=4x(14-x) |ys = 5x (14-x)

Se obtiene asi para cada valor de y una funcion de x que da el volumen.

Expondremos ahora como representa una calculadora grafica esas funciones, para
valores de y entre 1y 9, (yi, ...,yo), con los gjes entre los valores 0-18 para la x, y 0-
300 paralay.

Todas juntas aparecen en la primera grafica, por separado las cinco primeras y;-ys en la
grafica que la acompafia y las cuatro siguientes en la central izquierda.

Ya en la primera se observa que el maximo se produce en V = 6x (12 - x), de todas
formas, la gréfica central derecha presenta un zoom de la zona superior de las graficas en
las que solo aparecen las ys = 5x (13-x), ys = 6x (12-x), y7 = 7x (11-x); el maximo se
produce en el punto (6,216).

La grafica inferior presenta la interseccion de ys e ys (7, 210), que tiene un punto
simétrico en la interseccion de y¢ € y7(5,210) - el maximo ys se produce en (6’5,
211°29), y eldey;en (5°5,211°75)-.
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Resumiendo en una tabla algunos de los datos que se han obtenido:

y 5 6 7
X 6’5 6 5.5
z 6.5 6 5.5
\% 211°25 216 211°75

Estos datos muestran que para la forma de paralelepipedo, el volumen maximo se
alcanza con el cubo, cuando las tres dimensiones son iguales a 6. (Se puede ver que si en
lugar de 5 y 7 se toman valores mas cercanos a 6 se obtienen funciones que van
acercando el valor de su maximo a 216).

LA TIENDA INDIA

En este problema se plantea una situacion que combina la estimacion -cuanta superficie
util de piel, para utilizarla en la construccion de una tienda, proporciona un bufalo- y el
calculo exacto que proporciona la formula de la superficie lateral de un cono de
revolucion:
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2r g
.
— [ —>»

S=nrg=nr-1+5 =n*5. puestoque. g = (2r) +r> =145

Ahora vendria la estimacion: si suponemos que cada bufalo aporta, por término medio,
una superficie s, y tenemos 25 de ellos, la superficie total serd de 25 s. La altura sera el
doble de lar, que se obtiene desde:

25s=nr2\/§.

Si estimamos que un bufalo reporta 1 m* de piel para la tienda,

r?= B =3.5588... = r = 1,886... m. = Altura aproximada de la tienda 3.77 m.

s

El area habitable es la superficie de la base del cono:

S=x 1’ = 43 m’

UN PEQUENO ERROR

Es muy llamativo que una diferencia de 1 cm. en ia medida del diametro de un depdsito
pueda suponer un importante desvio en la cantidad total de contenido del depdsito.

La formula del volumen de una esfera de radio r puede introducirse ahora para aplicarla
al caso que nos ocupa.

4
Vi= o 835 = 2438.641924... m’

4
V,= P 8°36° = 2447.414009... m’

La diferencia es V, - Vi = 8.772085.. m’

Estas tres cantidades son m’., que traducidos a litros (dm’.) suponen una diferencia de
8772 litros, cantidad que se adivina respetable. Ahora solo falta tener en cuenta cuantos
litros contiene, por término medio, una botella de butano. Segun informacion de la
propia compaiiia, cada bombona tiene una capacidad de 26’4 litros, se llena hasta el 85%
y cada litro de gas pesa 0’572 kg. En una bombona se embotella por término medio,
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22’44 litros de butano, lo que permite calcular la cantidad de botellas que se puedan
llenar con los 8772 litros del error: mas de 391 bombonas.

44. TEOREMA DE PITAGORAS

Como es bien sabido el teorema de Pitagoras establece la relacion numérica que deben
guardar los tres lados -los dos catetos y la hipotenusa- de un triangulo rectangulo, pero
también constituye un eficaz método para verificar si un tridngulo dado es rectangulo o
no conociendo las longitudes de sus lados.

El teorema de Pitagoras tiende pues un puente entre el concepto de perpendicularidad y
el de medida. Todas las actividades de este apartado transitan por ese puente.

CONSTRUYENDO TRIANGULOS

Esta actividad centra la atencidon en el procedimiento de construccion de triangulos
cuando se conocen las longitudes de los lados, método que se aplica ahora para
distinguir los triangulos rectangulos de los que no lo son.

En esa tarea se comprobard que no es suficiente con disponer de tres cantidades
cualesquiera para obtener un triangulo (no existe un triangulo que tenga como medida de
los lados 2, 2 y 8, por ejemplo). Se debe intentar encontrar la relacion que deben guardar
las tres longitudes entre si para determinar un triangulo: todo lado mide menos que la
suma de los otros dos.

El problema utiliza también el concepto de perimetro en una situacion bien concreta. No
aparece ningun tridngulo con perimetro menor que 12. El primero aparece justo con ese
perimetro y es el que tiene los lados con longitudes 3, 4 y 5 (en la figura del enunciado
de la actividad).

Una ampliacién del problema consiste en investigar qué ocurre cuando el perimetro es el
doble o el triple, o un factor cualquiera de 12, con objeto de descubrir que los triangulos
rectangulos correspondientes serian semejantes al anterior.
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EQUILATERO
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Equilatero significa que todos los lados miden igual, luego dos lados no pueden ser
perpendiculares: en este caso el triangulo seria rectangulo y no equilatero. Por lo tanto si
un lado discurre horizontalmente (o verticalmente) en la trama de puntos, ninguno de los
otros puede hacerlo verticalmente (respect. horizontalmente). La figura muestra un
segundo intento -infructuoso, por supuesto- de localizar puntos de la trama situados a
una distancia entera del centro de la circunferencia y que no estén en su misma fila o
columna.

Este es un buen problema en el que se debe llegar a la conclusién de que no es posible
construir triangulos equilateros exclusivamente con longitudes que sean maltiplos
enteros de la unidad que genera la trama. Una situacion similar era la planteada en la
actividad de titulo CUADRADOS EN UN GEOPLANO vy, como alli, la busqueda de la
figura deseada debe realizarse analizando una por una todas las longitudes no enteras que
pueden construirse uniendo dos puntos de la trama.

PITAGORAS Y LAS BALDOSAS. ROMPECABEZAS PITAGORICOS.
Se trata de comprender el significado del teorema mediante recortes o rompecabezas, el

primero de las baldosas es el mas elemental y claro. En conjunto, los rompecabezas son
un recurso didactico muy aleccionador y de éxito seguro.

.SERA POSIBLE?

Se plantea aqui una aparente paradoja. Los rectangulos numerados de 1 a 4 son los
mismos en las dos figuras, y unos pueden considerarse como mera traslacion de los
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otros. Sin embargo, en una de las figuras, los rectangulos ocupan en conjunto un area de
13 x 5 = 65 cuadraditos, mientras que en la otra ocupan 8 x 8 = 64 cuadraditos. Lo
cual no es posible.

Una manera de resolver el enigma consiste en observar la linea que hace de diagonal
mayor del rectangulo 13 x S y comprobar que es unica, esto es, que mantiene la misma
pendiente en todos los tramos.

PITAGORAS Y ALGEBRA

Con este problema se pretende llegar a la expresion algebraica que caracteriza al teorema
de Pitagoras a partir de figuras que representan esa relacion. Quede claro que ya antes se
podia haber llevado a cabo esta tarea algebraica que tiene, al menos, el doble fin de
mostrar la validez de representar algebraicamente relaciones geométricas y viceversa, y la
de mostrar la generalidad del teorema, ya que las figuras geométricas a las que se aplica
son triangulos rectangulos variados -isosceles y no-.

UNA DEMOSTRACION DINAMICA

Se presenta una impactante demostracion geométrica del teorema de Pitagoras.

Los triangulos moviles son los que aparecen en blanco en la secuencia. Su
desplazamiento se produce por los cuadrados dibujados sobre la hipotenusa y los catetos,
rayados o cuadriculados en la figura.

PITAGORAS Y EUCLIDES

Esta historica demostracion geométrica no es elemental, y para algunos estudiantes
puede resultar todo un desafio interesante.

SEGMENTOS

Plantea un caso particular de CUADRADOS EN UN GEOPLANO, que ya se describio
y comento6 entonces. Se trata esencialmente de recurrir al teorema de Pitagoras en una
de sus mas tipicas aplicaciones.

INFINITOS TRIANGULOS

Esta curiosa sucesion geométrica, creciente y decreciente, basada en el teorema de
Pitagoras tiene dos vertientes, una geométrica, la comprension del procedimiento, del
algoritmo que genera las figuras, y otra numérico-algebraica, el calculo de perimetros y
areas de las mismas.
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CHING CHANG SUAN SHU. DIAGONALES .
En estos problemas se plantean aplicaciones diversas del teorema de Pitagoras

El problema del junco en el estanque tiende a ser resuelto en clase de esta manera:

1 m.

S m.

10 m.

La primera figura es el estanque visto desde arriba. La segunda vista muestra un corte de
forma que p designa la profundidad del estanque. En la tercera se constatan los datos
relevantes de que se dispone, y se aplica el teorema de Pitagoras.

(p+1Y =p> + 5° = p=12m = Laaltura del junco es de 13 m.

Pero, jqué se entiende por acercar el junco a la orilla de un cuadrado? ;y si para que el
> b 6
junco quede a ras se debe acercar a la orilla pero en una esquina?. ..

Se ha resuelto el problema que muestra la figura adjunta,
llevando el junco a la orilla de una manera equivalente a (1)
(1). Se puede pedir que consideren la manera equivalente a (2)
y las intermedias, claro.

2

GENERALIZANDO

Como su titulo anuncia, esta actividad esta dedicada a la generalizacién geométrica del
teorema de Pitagoras considerando sobre los catetos y la hipotenusa no sélo cuadrados,
sino cualquier otra figura, mostrando que la esencia del teorema se encuentra en la
semejanza de las figuras que se construyen desde los lados del triangulo. Algunas figuras
llegan a generar bellas composiciones.
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45. INTRODUCCION A LA TRIGONOMETRIA

En este tercer curso se sientan bases suficientemente solidas para comprender los
fundamentos de la trigonometria, planteandose un conjunto de actividades que se inician
alrededor de la medicion de angulos para pasar después a estudiar las relaciones de
proporcionalidad existentes entre los lados de tridngulos rectangulos semejantes.

Ademas se establece una primera relacion entre estas proporciones y las funciones
trigonométricas de la calculadora cientifica.

Finalmente se muestra sucintamente como las conclusiones obtenidas facilitan el calculo
de distancias inaccesibles conociendo determinados angulos y determinadas distancias.

46. MOVIMIENTOS EN EL PLANO

El estudio se inicia considerando algunas situaciones mas o menos elementales relativos a
simetrias y giros del plano, y que probablemente no resultan nuevas para los estudiantes.
A continuacion se pasa rapidamente a estudiar el giro con mas profundidad y a explorar
las posibilidades de combinacion de varios movimientos. Para ello hay que tener en
cuenta que el punto de partida presupuesto es la utilizacion de instrumentos de medida y
de dibujo, y el puerto de llegada previsto es la formulacion algebraica que permite
describir los distintos movimientos y sus combinaciones.

BILLAR

El procedimiento es actuar desde el final, elegir la Gltima banda en tocar la bola 1 antes
de chocar contra la bola 2, que puede ser cualquiera de las cuatro.

En la figura adjunta, supongamos que es a la ultima, la anterior seria cualquiera de b o
d. Si es d, la anterior serd ¢. Se trata de un problema de simetrias que se realizan
sucesivamente sobre cada eje , y en orden inverso.
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Trayectoria de la bola
----------------------- Eje de simetria/Banda
______________ Linea que llegan a simétricos respecto a los ejes
Linea que traza la trayectoria minima

ROTACIONES EN UN GEOPLANO

Estas son las 24 soluciones:




Geometria 3° 119

EL JUEGO DE LAS ISOMETRIAS

En este juego, como se indica en su presentacion, intervienen simetrias, giros,
traslaciones y sus combinaciones. Estos movimientos se conocen como las "isometrias
del plano", y de ahi el nombre del juego.

La idea fundamental sobre la que descansa la concepcion didactica de este juego es que
la consolidacion y practica de las destrezas, asi como la formalizacion de conceptos y
técnicas, es mas efectiva si se ejercita en distintos contextos.

Por ejemplo, la identificacion entre la ecuacidon de una recta y el grafo correspondiente
trazado en un sistema cartesiano es una destreza particular que se convierte en
especialmente dificultosa en casos especificos como las rectas de pendiente negativa o las
rectas paralelas a los ejes. Asi, entender que x=5 es también la ecuacion de una recta,
ademas de un nimero representado en el eje X, requiere una cierta especializacion de las
destrezas relativas a representacion de rectas, al dejar de funcionar la estrategia
Jfuncional de calcular una pareja de valores (x,y).

Un acercamiento desde un contexto diferente al funcional consistiria en hacer entrar en
juego tal tipo de rectas y de ecuaciones especiales desde el principio, con la finalidad de
que la esencia de la cuestibn vaya captandose con el uso geométrico, sorteando la
secuenciacion paso a paso que implica el esquema clasico desde la representacion punto
a punto a la construccion de tablas y, finalmente, a la representacion grafica.

Tal enfoque es el que se ha adoptado en este juego, en el que las ecuaciones de las rectas
horizontales y verticales intervienen como un recurso lingiiistico que, sin duda,
representa con la practica un primer paso de abstraccion y bosquejo de la destreza
identificadora recta/ecuacion. Como ya se dijo, se pretende la identificacion de rectas
verticales, horizontales, giros, traslaciones y simetrias por la via de su uso, por los
efectos que producen antes que por la introduccidon axiomatica de los mismos.






CAPITULO X

PROBABILIDAD, ESTADISTICA,
COMBINATORIA 3°

47. TABLEROS Y LAMINAS

En el apartado Tableros y Laminas se presenta un material complementario que ha sido
seleccionado para, en cada caso concreto:

- ser utilizado en una actividad determinada que aparece referenciada en la propuesta de

trabajo homonima.
- sugerir propuestas de trabajo alternativas que cada profesor concreta en su momento y

a su manera.
- disponer de material de apoyo que puede ser rentable en algin momento

indeterminado.

CARRERAS DE CABALLOS, CAER AL AGUA, LAS TRES RULETAS 1Y
LAS TRES RULETAS 2

Facilitan ampliaciones de los tableros que acompaiian las actividades del mismo nombre

en el apartado de juegos.
Para hacer mas atractivo y duradero el tablero se puede pintar, pegar sobre cartulina dura

y plastificar.

TABLA DE NUMEROS ALEATORIOS

Es necesario disponer durante el curso de una tabla de estas caracteristicas, 2000 cifras
aleatorias -pseudoaleatorias- agrupadas de 5 en 5 para facilitar recuentos y referencias,
con el fin de utilizarlas para simulaciones probabilisticas.

LAMINAS ESTADISTICAS I-V y LIGA ACB91/92 1 y II

Presentan material basico para estudiar estadisticas publicadas en los medios de
comunicacion -diarios, revistas, ..-. La muestra contiene representaciones graficas
variadas -pictogramas, diagramas de barras, diagramas de sectores, series temporales,
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que abundan de forma variada en los medios de comunicacion, se pueden aprovechar
para trabajar en clase contenidos estadisticos, con el aliciente de poder tratar temas
actuales que interesan. Posteriormente se proponen actividades en dos sentidos, uno que
parte de una grafica determinada para dar pie a un trabajo especifico y otro que propone
un trabajo que necesita encontrar la grafica (tabla, etc.) adecuada para poderse realizar.
Se puede afiadir una tercera via de trabajo derivada del tiempo que haya transcurrido
desde la publicacion de la estadistica hasta su utilizacion en clase: servir de referencia
para comparar como ha evolucionado el tema en cuestion.

48. JUEGOS

Los materiales del segundo ciclo no son independientes de los del primero. Hay una
continuidad entre los dos que hace recomendable tener en cuenta las actividades del
bloque que se han desarrollado con anterioridad, dependiendo del proyecto de centro y
de las programaciones llevadas a cabo, para poder recurrir, si asi se considera, a aquellas
que en una primera instancia fueron descartadas por una u otra razon.

El apartado de juegos, como se recomendd en el primer ciclo, contiene propuestas de
trabajo que conviene considerar en conjunto para todo el ciclo, a fin de establecer un
plan general de actuacion que distinga las que se deben utilizar como actividades
introductoras y las que pueden utilizarse durante el desarrollo de contenidos
probabilisticos o estadisticos concretos. Todo ello teniendo en cuenta simultaneamente
los dos cursos de la etapa, las precisiones que se adopten para cada opcion de cuarto
curso y las previsiones que se tengan para sobre el tratamiento de la diversidad.

CARRERAS DE CABALLOS

Plantea un problema de situaciones no equiprobables pues no se obtienen los resultados
0, 1, 2,..., 6 con la misma probabilidad. El tablero apropiado esta en el apartado
correspondiente, los dados y las fichas son faciles de conseguir. La solucion pasa por un
recuento bien hecho, que se facilita con una tabla de doble entrada como la que muestra
la Tabla I, o con un diagrama en arbol.

Tabla 1
1° dado
T T273]4]s5]s
1 0 1 5 3 4 5 A la vista de la tabla, de los 6 x 6 = 36

2 [ 1 0 1 5 | 3 4 resultados posibles, el nimero
d 3 5 1 0 ] 5 3 de ocasiones en que se
a 4 3 2 0 0 11 5 produce resta 0, 1, ... es:
d 5 4 3 2 1 0 1
0 6 5 4 3 2 1 0
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0 1 2 3 4 5 6
6 10 8 6 4 2 0

Esta ultima tabla mide las posibilidades de avance de cada caballo, que traducidas a
probabilidades son:

p(0)y =636  p(l)=10/36 p(2) = 836 p@3) =636 p(4d) =4/36
p(5) =2/36 p(6) =0

En cada tirada, la probabilidad de que avance un caballo X viene dada por la
probabilidad de que al lanzar los dos dados se obtenga la diferencia X. Esta claro que si
algun despistado ha colocado una vez su ficha en la casilla , no vuelve a repetir esta
estrategia, pues se da cuenta inmediatamente de que no avanzara nunca: salir diferencia 6
es un suceso imposible. Salir 1 (diferencia 1) es lo mas probable, después salir 2, después
-igualados- salir 0 y salir 3, después salir 5, y lo menos probable es salir 6 que es
imposible. Es posible establecer algunas comparaciones, como por ejemplo que salir 4
tiene doble de probabilidad que salir 5, y la mitad que salir 2. Sera mas probable que
ganen los caballos que se coloquen en los niameros que tienen mas probabilidades de
obtenerse, el 1, el 2, etc., sin que esto quiera decir que no puedan ganar en una partida
otros caballos, pero lo haran en muy pocas ocasiones, porque ademas para ganar hace
falta que salga 10 veces el numero propio antes que otro llegue a 10 también, lo cual es
dificil.... Y mucho mas si se alarga el tablero.

CAER AL AGUA

El tablero con el mismo nombre esta en el apartado de Tableros y Laminas. El
mecanismo del juego es similar al d¢ CARRERAS DE CABALLOS, al que puede
complementar o sustituir. La tabla de posibles diferencias y expectativas para cada una es
la misma de aquel caso. El aspecto diferenciador es que aqui se deben estudiar todos los
resultados posibles e interpretarse con vistas a establecer una estrategia de colocacion
de las fichas en las casillas.

Pronto se ve que no es buena la estrategia de poner todas las fichas en la casilla del 1,
aunque sea este el resultado que mas probabilidad tiene de producirse, y que es mejor
repartirlas en varias casillas porque los resultados del lanzamiento de los dados varian.
La cantidad de fichas que se pone en cada casilla debe respetar un poco la
proporcionalidad con la probabilidad del numero de la casilla. Asi, no se pondra ninguna
en la casilla 6, pues ese resultado no saldra nunca. Poner al juego una limitacion de
tiradas hace que no se eternice y le da agilidad. 30 tiradas son suficientes para apreciar
qué tipo de estrategia funciona mejor y se aproxima a la optima.

Se puede proponer a los estudiantes que por grupos discutan y elijan una estrategia de
colocacion de fichas con la que enfrentarse a otro grupo, y organizar un torneo.
Después de haber visto varias veces como funciona la estrategia se puede discutir si
modifican la estrategia adoptada o no y como saber qué estrategia es mejor (hacer una
estadistica sobre un determinado y amplio nUmero de partidas jugadas, elaborar o
proponer la elaboracion de un programa que simule el juego en una calculadora grafica o
en un ordenador, etc.)
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LAS TRES RULETAS

También tiene el tablero homoénimo en el apartado correspondiente. El juego se debe
practicar primero para ver qué conclusiones se extraen. Hay que examinar las ruletas dos
a dos y compararlas. Y como en toda comparacién se ponen en juego estrategias de
analisis de semejanzas y de diferencias y de razonamiento 16gico que enlacen entre si las
observaciones. Los dos juegos de ruleta propuestos permiten una buena introduccion al
analisis de juegos que aparentemente son justos, equiprobables o indiferentes.

En cada ruleta se produce uno de los dos resultados con igual probabilidad 1/2, por lo
tanto se puede simular con un dado poniéndole a las caras esas puntuaciones con papeles

adhesivos en igual proporcion (A: tres cincos-tres treses, etc.), o con una moneda.

Para decidir qué ruleta es preferible, se analizaran las tres posibilidades de partida que se

pueden dar:

AconB

Sten B sale 1 pierde, independiente del resultado de A, pueses 3 0 5.
Si en B sale 6 gana, pues es mayor que cualquier resultado de A.

B gana en la mitad de ocasiones y pierde en la otra mitad con respecto a A y viceversa.

Veamoslo en una tabla:

En Asale | EnB sale | Gana Gana cada ruleta
3 1 A
6 B P (gana A)=2/4=1/2
5 1 A p (GanaB)=2/4=1/2
6 B
AconC
En A sale | En Csale | Gana Gana cada ruleta
3 4 B
2 A P (gana A) =3/4
5 4 A p(GanaB) =1/4
2 A
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B con C
En B sale | En Csale | Gana Gana cada ruleta
1 4 B
2 B P (gana B) =2/4 =1/2
6 4 A p(GanaC)=2/4=1/2
2 A

Se puede concluir entonces que las ruletas A y B, y las ruletas B y C permiten juegos
equitativos, pero no asi la A y la C (no hay transitividad de la relacion). La eleccion de la
ruleta A fuerza al contrario a elegir la ruleta B para que al menos el juego sea equilibrado
en cuanto a posibilidades de ganar. La eleccion de la ruleta C es mala, pues el contrario
elegira la A y tendra mas opciones de ganar. La eleccion de la ruleta B hace que sea
indiferente para el contrario elegir la A o la C, ya que con ambas mantiene un equilibrio
en cuanto a posibilidades de ganar.

Las ruletas que vienen en la lamina LAS TRES RULETAS 2 presentan una situacion
mas curiosa que la anterior, pues procediendo como en el juego anterior, construyendo
las tablas que permiten la comparacion -o por cualquier otro procedimiento que se haga-,
se llega a la conclusion que A es preferible a B, B a C, y C a A en las dobles
comparaciones que se realizan.

Con lo cual, se llega a una situacion en la que lo peor es elegir primero, pues el contrario
puede encontrar una ruleta que le ofrezca mas posibilidades de ganar.

TRES MONEDAS

Se basa en un recuento sistematico de los posibles resultados que se producen al lanzar
tres monedas y asignar a cada jugador los que le son favorables. Asi se consigue la
probabilidad tedrica y orienta en la eleccion de qué jugador se desea ser.

La segunda parte del problema se centra en aspectos estadisticos. De nuevo hay que
prestar atencion a las afirmaciones precipitadas sobre los casos posibles Hamando la
atencion sobre la necesidad de un analisis cuidadoso mediante enumeracion exhaustiva
usando un diagrama en arbol o simple listado.

La descompensacion es muy clara y debe ganar la ficha A en muchas mas ocasiones
(6:2)
EL FERIANTE

Se trata de conjeturar y probar y, luego, de justificar si ganara o no el feriante y cuanto
ganara.
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Parece evidente que los que ofrecen juegos lo hagan para ganar y para ello ofrecen
algun premio tentador, pero el que juega debe saber qué pasa con el juego realmente y
asumir riesgos.

La esperanza de ganancia del juego es de 3/6 x 4 +2/6x 6+ 1/6 x 12 = 6 duros.
Luego, a la larga, saldra ganando el feriante.

El razonamiento que lo justifica no es facil, pero alguno llega a decir que como todos los
resultados tienen la misma posibilidad, basta con analizar lo que ocurre en una serie de
ellos -ver como queda cuando sale 1, 2, ..., 6- ya que luego sera pura repeticion; lo que
conduce a los calculos hechos, que se compara con el pago que hay que adelantar para
jugar de 8 duros. El estudio estadistico se puede realizar st participa toda la clase y se
conjuntan los resultados.

49. PROBABILIDAD

LA MONEDA

En experimentos aleatorios con resultados equiprobables la tendencia a considerar que
los resultados, cuando se realiza un numero elevado de pruebas, deben estabilizar sus
proporciones de aparicion, sus frecuencias relativas, conduce a olvidar que el resultado
de cada prueba es independiente del resultado de la anterior. Si se piensa que se puede
producir cara o cruz en el lanzamiento de una moneda pero, cuando se produce una
racha de uno de los resultados, se tiende a pensar que aumenta la probabilidad de que se
produzca el otro. Esta conclusion se conoce por el nombre de Falacia de Montecarlo,
pues en su famoso casino los jugadores tienden a apostar rojo después e producirse una
racha de negro, o viceversa.

La propuesta pretende plantear el problema y provocar que se considere, que se imagine,
la situacion, que los alumnos piensen y expresen sus ideas y que planteen como se podria
estudiar de forma que, aportando datos, se llegue a alguna conclusién.

Didacticamente se puede orientar hacia la realizacion del experimento aleatorio que
reproduzca la situacion, utilizando la tabla de nimeros aleatorios. Se estudiara si después
de obtener tres resultados iguales -0 cuatro- al lanzar una moneda, el siguiente resultado
es diferente con mayor probabilidad. Simulado por toda la clase, el resultado estadistico
debe acercar a la idea de equiprobabilidad para el cuarto lanzamiento.

Esto en teoria es asi, en la practica se ha registrado la anécdota historica en el citado
Casino de Montecarlo, en el que el resultado rojo se produjo en 32 ocasiones seguidas,
siendo la causa de grandes pérdidas por parte de algunos jugadores, que pensaron debia

aparecer el negro antes y apostaron fuerte (Weaver, 1950). La probabilidad tedrica de
V2

que ocurra eso es de (EJ , aproximadamente una vez en cuatro mil millones.
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LOTERIA PRIMITIVA

Plantea el problema qué combinaciones tienen mayor probabilidad de salir en el juego
homonimo. Todas las combinaciones posibles, una a una, tienen la misma oportunidad
de aparecer, debiéndose a preferencias personales jugar unas u otras. Pretende provocar
la discusion en torno a las ideas previas sobre combinaciones que no pueden salir, porque
son dificilisimas, las mas sensatas, combinaciones fijas, con nimeros relacionados con
acontecimientos familiares, etc. La idea es que se llegue al concepto de juego de azar
independiente de nuestra intervencion.

LOTERIA

De nuevo el tema de que ambos nimeros son unicos y tienen la misma probabilidad de
salir. Se trata de que aparezca la idea de que obtener todas las cifras consecutivas es
dificilisimo, pero que obtener una secuencia predeterminada de cifras no consecutivas es
igual de dificil.

BONOLOTO

Cabe observar lo mismo que en el problema anterior. S6lo jugando se tiene la posibilidad
de ganar, pero, hay que insistir, el juego es en cada sorteo independiente, no tiene
memoria.

SUPERSTICIONES

Es una creencia y una practica muy extendida la de poseer objetos o realizar ciertas
acciones que proporcionan buena suerte. Se puede discutir las actitudes y creencias
personales de los estudiantes de la clase. Sin mas comentarios.

EL DADO

Plantea la necesidad de predecir un resuitado basandose en el conocimiento de qué pasa
al lanzar un dado cubico de numeros 1 a 6, en el que tedricamente, la probabilidad de
aparicion de cada cara es la misma (1/6). Una buena estimacion seria esperar 5 veces
cada numero si el dado se lanza 30 veces. Como la mitad de las caras son pares y la otra
mitad impares, una buena primera asignacion cifraria en 15 las apariciones impares
esperadas. La practica mostrara, se supone, la diferencia que hay entre lo esperado y
obtenido experimentalmente.

Si no se ha hecho antes, sera necesario exponer previamente qué es la frecuencia relativa
y calcularla.

Ademas, se puede reflexionar sobre las siguientes propiedades:

P(sale 6) y P( sale impar) son numeros comprendidos entre O y 1.



128 Proyecto Mosaico. Guia de uso de los materiales del segundo ciclo de la E.S.O.

P(sale 6) < P( sale impar).

BARAJAS

La actividad pretende que se realicen asignaciones probabilisticas en espacios discretos
con sucesos elementales equiprobables. Cada suceso simple tiene una probabilidad de
1/40 y cada suceso compuesto tiene una probabilidad que depende del nimero de
sucesos elementales que lo componen. Merece la pena prestar atencion a la forma de
calcular P(no as) y explicitar que P(no as) = 1 - P(as) (y que P(as) + P(no as) = 1), asi
como al célculo de los otros dos sucesos compuestos en los que, en ambos, hay
interseccion de sucesos no vacia.

P (caballo de copas) = 1/40 P(as) = 4/40 = 1/10
P(no salga oros) =30/40 = 3/4 P(no salga as) = 36/40 =9/10

P(figura o copas) = 19/40 P(par o multiplo de 3) = 24/40 = 3/5

URNA I

Supondremos que las bolas del mismo color son indistinguibles entre si (en caso
contrario, que las distingan y que procedan de modo similar), una buena manera de
proceder es modelar la situacion mediante un diagrama en arbol, otra forma es mediante
una tabla de doble entrada, otra, mediante asignacion de areas de un cuadrado. Otra,
mediante simulacion, asignando los nimeros 1,2,3,4 para las bolas amarillas y el resto a
las verdes y realizando dos extracciones (tomando una pareja de nimeros aleatorios).

A RS

A &S

N 3

A N,

v y

\%

\4 R

\Y

\Y ‘

\Y Ix

Tabla de doble entrada para analizar la situacion
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MAS DADOS

Se plantea reflexionar sobre el concepto de espacio muestral, reflexion que puede
dirigirse a considerar otros experimentos aleatorios y su espacio muestral asociado, vy,
posteriormente, a la consideracidén de sucesos contrarios y al calculo de su probabilidad,
ideas que ya han aparecido anteriormente en la actividad BARAJAS. En este caso, el
contexto es de dados, y el control de los casos es facil. Se puede considerar la suma y la
resta de fracciones en contexto y con niimeros asequibles; asi como el paso a decimales y
la realizacion de los célculos adecuados.

La asignacion de probabilidades que se pide pretende hacer aparecer la idea de la
experimentacion como recurso, y la idea de regularidad y simetria, que se manifiesta en
las seis caras del dado y que permite asignar "a priori" la probabilidad 1/6 al resultado de
cada cara.

URNA II

Se plantea el analisis de extracciones de bolas en una urna con y sin reemplazo, para
comparar los resultados entre si. Cuando se devuelve la bola tras cada extraccion no
varia la probabilidad inicial para cada color, mientras que si se retiene la bola extraida, si.
Ademas, se plantea el problema del orden de extraccion de las bolas, ya que no es lo
mismo que las dos primeras sean blancas y la tercera negra que dos sean blancas y una
negra (que incluye el otro caso). Un detallado diagrama en arbol facilitara la
comprension de la situacion y el calculo consiguiente.

Con reemplazo: P(b,b,n) = 10/20 - 10/20 - 2/20 = 1/40
P(2by 1n) = P(b,b,n) + P(b,n,b) + P(n,b,b) =3 - 1/40
Sin reemplazo: P(b,b, n) = 10/20 - 9/19 2/18 = 1/36

y, P(2by1In) =3 - 1/36

CLARA O SUSANA

En principio cualquier serie de resultados se puede producir, por extrafia que sea, pues
en cada lanzamiento puede resultar cara o cruz con la misma probabilidad. No hay por
qué pensar, pues, en que ninguna ha hecho trampa. Admitiendo que la sospecha se
produce por causas externas, observariamos las series para intentar detectar la trampa,
confeccionando una tabla con los unos y ceros (caras y cruces) de las series.

Caras Cruces
Clara 78 72
Susana 67 83
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Lo que tampoco aclara nada, los dos resultados estan dentro de las posibilidades
normales de producirse. Cabe pensar que como los lanzamientos que se hacen son 150, y
uno de los resultados se acerca mas al intermedio se podria haber buscado intencionada
y fraudulentamente este resultado, pero también se podria sospechar que el otro
resultado se aleja intencionadamente de ese 75-75. Insistimos, los dos resultados, como
fruto de una experiencia, son igualmente creibles.

MESES DEL ANO

Este es otro ejemplo de calculo de probabilidades en el que se debe en primer lugar
determinar el espacio muestral, discreto, y a partir de él, realizar las asignaciones
probabilisticas correspondientes. Se plantea la probabilidad de sucesos contrarios y
sucesos condicionados. En este ultimo caso, cambia el espacio de referencia, el espacio
muestral: se sabe que acaba en O -se reducen a 7 los casos posibles- y se pide la
probabilidad de que sea Enero, es decir, 1/7. El caso de la probabilidad condicionada
requiere atencion expresa. Se puede empezar a abordar el problema de la simbolizacion:

p (Junio) = 1/12 p (no Junio) = 11/12
p (mes de verano) = 3/12 = 1/4 (interpretar este resultado como una de las cuatro
estaciones del afio). p (no V) =9/12 =3/4.

p (Enero/termina en O) = 1/7

LABERINTO PARA CONDENA

Plantea el problema del calculo de probabilidades condicionadas, de diagramas en arbol,
en un laberinto en el que seguir por cualquiera de las ramificaciones tiene la misma
probabilidad. En clase se resuelve de varias maneras, pero se debe exigir que primero se
formule una estimacion de la solucion, para pasar a precisar, posteriormente, realizando
los calculos necesarios. Esto se hara asignando probabilidades en términos de porcentajes
o de fracciones en cada rama (Grafico I), o mediante el modelo geométrico de
asignacion de superficies (Grafico 1I):

Grafico 1
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Siguiendo el Grafico I -adaptacion de la figura del problema-, se ve qué finales de los seis
que hay conducen a A y a B, y se calcula el porcentaje o [a fraccion que acaba en cada
final. Ast,

p (acaba en A)=p (1) + p(5) + p(6) = 7/18

p (acaba en B) = p(2) + p(3) + p(4) = 11/18

Si se calcula con los porcentajes que le corresponde a cada rama, se obtiene:

p (acaba en A) = 38'88 y p (acabaen B)=061'10

Con lo que la suma no totaliza el 100 %, y se puede preguntar por qué ocurre esto.

Grafico 11

La asignacion geométrica se hace considerando un cuadrado de area 1 y teniendo en
cuenta las ramificaciones que se producen. Hay tres franjas rectangulares iguales porque
en X hay tres ramas con asignacion equiprobable, lo que divide el area total en tres
partes. Cada tercio tiene en cuenta sus ramificaciones propias, que evidentemente
afectaran a su area. Uno de los tercios se dividira en dos partes iguales, el otro no se
dividira y el tercero lo hara en tres partes. La letra A aparece en tres zonas y la B en
otras tres, pero no ocupando la misma superficie. Solo hay que saber calcular esas areas
-problema geométrico-, en cantidades numéricas que coinciden con las anteriores y con
iguales consideraciones (porcentajes, fracciones, decimales).

Si se quiere ayudar al condenado, en el sentido de evitarle en lo posible el leon, queda
claro que éste se debe situar en la zona A. Resultado que, a primera vista, sin efectuar
calculos, se podia haber estimado.

Esta es actividad proporciona una buena ocasion para relacionar fracciones, decimales y
porcentajes y para intentar comprender la probabilidad condicionada, pues, por ejemplo,
la probabilidad de que el condenado acabe en (1) es la probabilidad de que pase por las
dos ramas que conducen a (1). Esto es,
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p (acaba en (1) ) = p (pasa hacia (1) por Y) - p (pasa hacia (Y) por X)

Para acabar, se puede proponer a los alumnos que inventen un problema que reproduzca
en esencia la situacion y que les sirva para analizar como influyen las variaciones que
introduzcan.

FICHAS

La primera sensacion que se produce en clase al leer el enunciado es que, si se sabe que
una cara es roja, debe haber un poquito mas de probabilidad de que la ficha escogida sea
la que es roja por las dos caras. Pero pronto razona alguien que s6lo hay dos fichas y que
es cierto que se ve roja, claro, pero la de detras igual puede ser roja -ficha roja-roja, RR-
o azul -ficha RA- por lo que las probabilidades son del 50% , 1/2, o una de cada dos.

El profesor debe tener preparadas unas fichas adecuadas uniendo dos fichas
relativamente grandes, del mismo color , rojas, y dos fichas del mismo tipo y tamafio, una
roja y otra azul. Solo hay que poner algo en el borde de las dos dobles fichas de forma
que sean aparentemente iguales pero cumpliendo las condiciones del problema.
Poniéndolas en una caja saca una de cara a los alumnos y sugiere que intenten adivinar
de qué color es la cara que no ven -si es roja o es azul-. Asi se hace 20 veces, en las que
el profesor toma nota del color de la cara que no muestra, y se hace al final el recuento.
Asi se puede ver como piensa cada uno y quién, a la vista de los resultados que se
obtienen, mantiene o cambia sus ideas iniciales. La estadistica es clara, mostrando
tendencia a que sea doble el namero de veces que aparezca la ficha RR que la ficha RA.

La explicacion no es facil, pero para intentar aclarar la situacién se puede hacer un
diagrama en arbol o una tabla como la siguiente:

1% cara 2% cara Resultado
Ficha RA A R AR
R A RA
Ficha RR R R RR
R R RR

que muestre como de los tres resultados que tienen como primera cara R, hay dos que
tienen como segunda cara R y una que tiene A.

BOLAS BLANCAS Y NEGRAS

La primera parte es comprensible y asequible. Se trata de una probabilidad condicionada,
se extrae una segunda bola sin devolver la primera, con lo que el computo se hace sobre
las tres bolas que quedan.

p (2% bola blanca/ 1%, extraida, blanca) = 1/3.

La segunda parte es méas dura, queda fuera del alcance de la primera intuicion y solo
pretende que se discuta qué se podria hacer para averiguar lo que se pide. Se puede
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realizar una estadistica entre toda la clase para observar que se acerca a 1/3. Si se hace
un diagrama en arbol se puede razonar sobre el hecho de que, sin saber cudl es la
primera bola, la segunda puede ser blanca o negra con igual probabilidad; pero cuando la
primera es blanca, la segunda sélo lo es en proporcion de 1/3 . En cambio, cuando la
primera es negra la segunda es blanca en proporcion de 2/3. De todas las bolas blancas
que aparezcan como segunda bola, un tercio ha sido aportado cuando la primera
extraccion ha sido blanca y 2/3 cuando la primera extraccion ha sido negra. Por lo tanto
esa debe de ser la proporcion pedida 1/3.

DADO ICOSAEDRICO

Una primera idea para la resolucion es hacer una estadistica de los ceros y de los unos
obtenidos: 43 y 77 respectivamente. Puede ayudar mas si se hace la estadistica
recogiendo los datos por cada fila de las seis que hay. Se obtiene:

8 8 7 7 6 7 | Total: 43
1 12 12 13 13 14 13 | Total: 77

La proporcién de ceros y de unos ( 43/120, 77/120) indica estrictamente que en una serie
de 120 lanzamientos de un dado icosaédrico en 43 ocasiones se ha obtenido 0 y en el
resto 1. Pensemos esto en primer lugar, que es uno de los resultados posibles al lanzar un
dado de veinte caras con diez ceros y diez unos. Pero, desconociendo la proporcion
real, alguna conjetura se puede hacer sobre la distribucion de unos y de ceros en el dado.
Si el dado estuviera equilibrado en el reparto, la probabilidad de cada cifra seria la
misma. Confeccionemos una tabla con distintas proporciones de ceros y de unos en ese
orden y los resultados esperados para 120 lanzamientos:

Proporcion 1:1 | Proporcion 1:2
60 40
1 60 80

Sin mas informacidn, parece que las series de 20 tiradas muestran indicios de que la
proporcion de unos y de ceros no es la misma. Un poco mas ajustado seria entonces
proponer que el dado ha sido numerado en una proporcion 1:2 y confeccionar una ruleta
con la misma proporcion para simular sus tiradas. La idea basica que implica esta
actividad es la de construir un modelo que se ajuste a los datos disponibles, sin
pretender mas que cuestionar lo que parece evidente buscando planteamientos acordes a
los datos y explicaciones posibles.

CARMEN E ISABEL

La intuicién falla en muchas ocasiones. La probabilidad no es 1/2 que parece ser la
primera idea que surge y la que seria correcta st cada una gana a la otra la mitad de las
veces. Pero resulta que hay ocasiones en que empatan.
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Dado de Carmen

1{2|3|4|5]|6
I|1|-|Ccjc|CcicC|C
s|2|T1|-]C|CiC|C
a| 3|1 |I]|-]C|]C]|C
b|4| 1|1 ]|I1]|-1C|C
eS| I|T|T|T1]|-]C
1|6 | T | T |1 1|1} -

La probabilidad pedida, la de que la puntuacion de Carmen sea superior a la Isabel es de
15/36.

BALONCESTO

Conviene realizar algun tipo de grafico que ayude a asignar las probabilidades, bien
construyendo un diagrama en arbol, bien recurriendo al modelo geométrico de
superficies, por ejemplo. Se puede dibujar un cuadrado 10 x 10, para facilitar los
'repartos’.

« 30%> — 70 % ———

Vayamos por apartados:
70 % del 70 % (49 %)

a) Que obtenga 2 puntos.
b)p(0)=03 > p(1)= 021

cyp(l)=021 < p(2)=0'49 @
d) p(0)=0"3

e) p (acertar primer lanz.) = 0'7

Dp(2)=049 30 % del 70 % (21 %
p (obtener 2/ acertado el primero) = 0'7 © (21%)

g)p(162)=07

CON DOS DADOS

La puntuacion media que obtiene en 6 tiradas es la suma de los puntos de las caras para
cada dado, y para 12 tiradas, el doble para los dos. Los puntos del primer dado Dj

suman 21. Los del segundo D suman 22. No es justo el juego: al cabo de 12 tiradas la
puntuacion esperada de Dy es 44 y la de Dy es 42. Esa sera la proporcion en la que
deberian apostar para que el juego fuera justo.

CON GAFAS
Trata de relacionar las estadisticas que se elaboran con la probabilidad.
Supongamos que en el centro de 400 alumnos se cumple numéricamente la estadistica

que afirma que el 25% de las estudiantes lleva gafas. Habria 100 con gafas. Si se
consideran los datos conforme estan, la probabilidad de que un alumno elegido al azar
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lleve gafas seria del 25% (cumpliendo la estadistica). El segundo alumno,
estadisticamente, tendria una probabilidad de 100/399 (si suponemos que hay 100 y no
llevaba gafas el primero que se elige, quedan 100 sobre 399).

BOLAS DE COLORES

Se puede practicar primero el juego, anotando qué pasa y como quedamos al final de las
20 partidas. Para ver qué pasa a la larga hay que comparar lo que se paga con lo que se
puede ganar, esto es, con la esperanza de ganancia del juego.

A lalarga se sacar la distribucion de la bolsa de bolas, es decir que de cada 8 veces que
se juegue se esperard obtener 5 rojas (R), dos verdes (V) y una amarilla (A), con lo que
st se paga 80 pesetas (10 pesetas por partida) se podra ganar. 2 -20 +1-30=70
pesetas. La ganancia esperada es negativa, con lo que a la larga se perdera dinero.

EL ANALISIS

No es facil interpretar lo que plantea el problema en el terreno cuantitativo. El problema
es facilmente asimilable a la posibilidad de que pase realmente. De hecho es un problema
planteado socialmente y con repercusiones personales importantes, baste pensar en que a
una persona concreta se le puede asegurar que padece una enfermedad incurable o
simplemente que es portador del virus del SIDA, cuando realmente no esta enfermo.
Hasta que se aclare la situacion mediante la repeticion de analisis o el seguimiento de la
enfermedad y se descubra que no esta enfermo, se pueden haber causado dafios fisicos,
debidos a la aplicacion de farmacos improcedentes, y psiquicos. Estas ideas pueden
animar a abordar el problema, pero no lo simplifican.

Un diagrama en arbol o una tabla, ayudan a razonar sobre la situacion .

+ ......... > E y +
o 0’98 %
0°05 % 0’02 %
e » E y -
o 4 e » HOE y +
0'95 %5 0702 %
S
0’98 %
(OE) L e eeeee » no EY‘

La probabilidad de que una persona elegida al azar esté enferma (E) y dé positivo (+) se
obtiene multiplicando las probabilidades que tienen sus ramas. En este caso:

p(Ey+)=p(E) p(+/E)]= 005098 =049
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La probabilidad de que habiendo dado positivo esté realmente enfermo es
p(E/+)=P(Ey+H/ p()

Esto es equivalente a considerar los casos favorables a que la persona esté enferma y
haya dado + sobre los casos totales que dan positivo. Dan positivo dos ramas del arbol,
que totalizan una probabilidad de 0'05-0'98 + 0795 -0'02 = 0'68

Luego, p (E/+)=049/0'68 = 0'720... Aproximadamente, el 72% de los casos que
han dado positivo confirman luego la enfermedad. Desde luego es para preocuparse.

COLERA

Es un problema duro que trata de presentar como se trabaja con las tablas de
contingencia y su utilidad. No es ésta una actividad adecuada para ser abordada por toda
la clase. Supone conocer bien el trabajo con tablas, su funcionamiento, y disponer de
ciertas destrezas algebraicas nada elementales. No obstante, mediante ensayo y error
sobre una de las cantidades (por ejemplo la que aparece como 0'01x) se puede llegar
rapidamente a la solucion. La cuestion es resolver como a partir de los datos que nos
dan podemos pasar a rellenar la tabla, consiguiendo los numeros que verifiquen las
condiciones expresadas. De alguna forma, se obtendra una tabla numérica que habria
podido proporcionar las informaciones resumidas en forma de tasas.

Conviene comprobar y agrupar los datos que recoge la informacion, realizando los
calculos que sean necesarios para disponer de toda la informacion posible:

358.890 + 134.953 + 12.568 + 311 + 26 = 506.789  son los casos totales.
Los muertos son M = 16.707, por lo que los que no han muerto son: no M=490.091

La tasa tedrica de mortalidad del cdlera tratado es del 1%. El 1% de 506.798 totaliza
5.068 muertes.

La tasa teodrica de mortalidad del colera no tratado es del 60%. El 60% de 506.798
significa 304.079 muertes.

Hay 16.707 - 5.068 = 9.639 muertes de colera de no tratados.

Del mismo modo, 16.707/ 506.798 0 = 0'0329657... & 329 % es la tasa global de
mortalidad

Hagamos una tabla de contingencia con los datos que tenemos y hagamos valer los
indices tedricos de la noticia. Llamemos x al nimero de personas tratadas (T)



Probablidad, Estadistica, Combinatoria 3° 137

T noT Totales

M 0'01x 16707 - 0'01x 16.705
no M 0'99x 490091-0'99x | 490093
Totales X 506798 - x 506798

Si consideramos la tasa tedrica de mortalidad del colera sin tratamiento, 60% de (16705
- 0'01x),

0'6 (506798 -x)=16707 -0'01x = x 487.074

La tabla completa queda:

T noT Totales

M 4871 11834 16.705
noM 482203 7890 490093
Totales 487074 19724- 506798

que permite pasar facilmente a la que pide el problema.

50. ESTADISTICA

CALCULADORA I

Es la primera actividad especifica de Estadistica en este curso y trata de remarcar la
importancia que tienen los medios técnicos de calculo en su estudio; en este caso, y por a
la vez que asequible de precio, eficaz, la calculadora. Es necesario conocer el
funcionamiento para calculos estadisticos de la calculadora, como introducir los datos y
como interpretar los resultados que proporciona, para facilitar en gran manera la
obtencién de conclusiones, evitando largos y tediosos calculos, y permitiendo la
concentracion de esfuerzos en entender qué se hace y para qué sirve. Realmente, los
avances tecnoldgicos suponen un importante catalizador que facilita el estudio de la
Estadistica y su presencia en la sociedad.

Como actividad introductoria que es y con la finalidad antes expuesta se propone el

calculo de la media aritmética (media a partir de ahora) x realizando los calculos
intermedios oportunos y utilizando los calculos directos que incluye la calculadora. Se
trata de que los alumnos vean como se hacen estos cédlculos y aprendan a estimar el
resultado previsible, controlando los resultados de la calculadora dentro de un margen
razonable, de forma que un resultado disparatado por parte de la calculadora dispare una
alarma mental que avise de que lo mas probable es que se hayan equivocado tecleando
datos. El calculo de la media ponderada no debe descuidarse, dado que muchos alumnos
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tienen tendencia a repetir los valores tantas veces como aparecen antes de considerar
valores agrupados.

En este caso, CRiAS, la media es x = 2.7 ;y en PETALOS, la media es x =
8.173913... y al ser numeros decimales, cuando se trata de nimero de crias y de pétalos,
que deben ser cantidades enteras, da pie a reflexionar sobre el sentido del parametro
estudiado, como medida que es de centralizaciéon, y a pensar si al introducir el dato 0
varia o no la media.

PULSACIONES

Esta actividad ya plantea un pequefio estudio estadistico alrededor de la media y su
calculo. No se facilita una tabla con valores, sino que ésta se ha de confeccionar. Para
ello se ha de realizar en clase el estudio personal de la medicion de pulsaciones y la
recogida de datos dispersos. Se trata de una medida discreta, se necesita una tabla que
recoja los registros personales y se puede hacer con numeros exactos puesto que los
datos no son muchos y si la actividad que realizan es la misma, la variacion no es
excesivamente grande.

Cabria preguntarse por el sentido de “el nimero de pulsaciones medio de la clase” y la
informacion que aporta sobre la pulsacion de un alumno en concreto, asi como sobre la
pulsacion de otro de otra clase del mismo nivel en las mismas condiciones de recogida de
registro para la comparacion. Esto da pie a realizar un estudio comparativo de clases del
mismo nivel o de distinto, para ver si influye la edad, etc.

Al pedir que se realicen registros variando las condiciones y que se dé una explicacion a
los distintos resultados que previsiblemente se obtengan, se puede iniciar un estudio de
dos variables que interesen y representar graficamente los resultados. Por ejemplo, se
puede considerar para cada alumno sus pulsaciones en condiciones normales y después
de haber corrido 100 metros, y representar en un diagrama cartesiano cada par de datos.
Los puntos dan una idea de la relacion, no funcional, que siguen las dos variables. Se
puede pedir también que tracen graficamente la linea que se ajusta mas a los puntos
entrando asi se ha entrado en el campo de la regresion y correlacion.

SUELDOS

Pretende mostrar la cautela que se debe tener ante informaciones que utilizan el valor del
parametro media, que solo muestra con efectividad una parte de la informacion, pero
que, como facilmente puede verse, puede necesitar otros datos complementarios que
pueden hacer variar mucho la apreciacion final: no cuesta mucho imaginar una empresa
en la que un empleado cobre 50.000 pesetas cuando el salario medio es de 100.000
pesetas. Se debe insistir en que hay muchas soluciones validas, esto es importante en
Matematicas, y en analizar como influye el nimero de empleados que intervienen para
conseguir la media.
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EL DiA VERDE

Para conceptualizar lo que es la media tiene que quedar claro que no es un valor mas alto
que el maximo de los valores parciales que intervienen en su calculo. Si la persona que
mas trajo aportod 2 kg. de tierra, la media no puede ser superior a 2 kg. y al repartirse
entre todos la tierra a partes iguales no pueden tocar a 3 kg.

CLASE MODELO

Ordenados los resultados en orden creciente se tiene:

27,27, 28, 29, 30, 30, 30, 30, 31, 31, 31, 32, 32, 32, 33, 33, 35

——

(8 valores) (Mediana) (8 valores)

y agrupados:

N° de alumnos en clase |27 28 29 30 31 32 33 35

N° de clases 2 ] 1 4 3 3 2 1

Para elegir la clase mas representativa -con el unico dato del numero de alumnos que
tiene- se debe discutir qué se entiende por tal representatividad, de forma que se puede
establecer distintos criterios para su seleccion y se obtendra, posiblemente, clases
distintas como mas representativa. Lo que se plantea es un estudio de medidas de
centralizacion y una comparacion entre ellas.

Si la clase mas representativa es la que mas se repite se llega a la idea de moda (la que
tiene 30 alumnos).

Si es la que, ordenadas de menor a mayor por el nimero de alumnos, ocupa la posicion
central, se obtiene el concepto de mediana (la de 31).

La media, calculada da un resultado de 30.647... , un poco mas cerca de 31 que de 30.

MODAS MUSICALES

Plantea la situacion de realizar una estadistica sobre variables cualitativas, en las que
tiene sentido hablar de la moda como parametro estadistico, puesto que aunque soélo
constata el valor que mas se repite, en este caso no se puede hablar del resto de
parametros, no se puede calcular la media ni la mediana. Se debe insistir en la diferencia
entre los dos tipos de variables, cuantitativas y cualitativas y pedir ejemplos de ambas.

LETRAS

Se trata de realizar una estadistica sobre la frecuencia de aparicion de cada letra del
abecedario en diversos textos, de forma que se aprecie algo que es evidente: no todas las
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letras abundan por igual en los textos. Tal estadistica ha sido utilizada en la literatura,
por ejemplo en el “Escarabajo de oro”, de Edgar Allan Poe, y puede aprovecharse para
descifrar mensajes codificados siguiendo las proporciones de aparicion de cada letra, o
para codificar mensajes propios.

Como es logico, hay que tener en cuenta el idioma de los textos, y ademas el tipo de
textos que se elige para realizar la estadistica, ya que hay algunos que estan muy
sesgados a temas particulares, como por ejemplo los cientificos, pudiendo suponer esto
una alteracion de las frecuencias de aparicion de cada letra.

PESANDOSE

Introduce el ejemplo de una variable continua, que ha de ser apreciada como tal, con la
idea de analizar en este caso cémo se realiza el calculo de pardmetros estadisticos de
centralizacion. Para empezar, la moda ya no es un valor tinico, sino un intervalo modal, y
en este caso es el intervalo {70, 80[. Hay que aclarar qué significa intervalo cerrado por
la izquierda y abierto por la derecha.

Seria deseable que los estudiantes ya hubiesen tenido experiencia trabajando con
intervalos y hubiesen constatado la dificultad de encasillar los resultados de una variable
continua y la necesidad de tomar acuerdos en la forma amplitud de cada uno si se quiere
comparar resultados. Todo esto ya se sugeria en la “Guia de uso de los materiales de
Matematicas” para el primer ciclo (1991), (pp. 99,100).

Kilogramos [50, 60[ [60, 70[ [70, 80[ [80, 90[ [90, 100[
Marca de clase 55 65 75 85 95
N° de personas 8 15 21 18 8

La media, calculada con las marcas de clase y las frecuencias que dan el numero de

personas, es x =75.428.... y la mediana es Med = 75 (el nimero de personas que se ha
pesado es de 70, los valores 35 y 36 -intermedios- son los dos 75, es decir estan en el
intervalo [70, 80[, cuando se han ordenado de menor a mayor).

COMIDA

— 12-100+18-90

Plantea el calculo de una media ponderada x = 0 94

la estimacion previa y el sentido de su valor.
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EL PADRON DEL 86

La observacion de la tabla permite hacer varias consideraciones:

1. La longitud de los mtervalos no es la misma, con lo cual la comparacion es dificil.
Convendria rehacer la tabla con intervalos de la misma longitud teniendo en cuenta que
es mas facil agrupar resultados que separarlos (en este caso ya hay un intervalo de 20
afios y aun asi no acabariamos de resolver el problema).

2. El altimo intervalo solo tiene afio de principio, ;qué valor le corresponde como marca
de clase?.

La lectura ligera de la tabla para dar respuesta a estas preguntas nos haria incurrir en
errores, pues, por ejemplo el mayor valor de frecuencias en la edad es 6127, pero
corresponde a 10 afios, y st consideramos el intervalo 10 -19 la frecuencia es mayor. O,
por ejemplo, la construccion de la grafica debe cuidar que la amplitud del intervalo sobre
el eje y la altura sean fiel manifiesto de lo que expresa Ia tabla, de manera que el area
que le corresponde sea proporcional a los datos que representa.

Por ejemplo, si para base 5 del intervalo 10 -14 la altura que indica el nimero de miles
de personas es 3289/5, para el intervalo 20 -29 la altura debe ser 6127/10. La grafica 1
muestra una posible representacion grafica de la tabla que no tiene en cuenta sobre el eje
de abcisas la longitud proporcional al intervalo que presenta, con lo que conduce a
errores de apreciacion.
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Griafica 1

7000

6000

5000

4000

3000

2000 ~

miles de personas

1000 -

0-4 5.9 10-15 45.19 20-29 30-39 40-49 50-59 60-79 80 o mas
Edad (afios)

Lo importante en este problema es la observacion de todas las pegas que se presentan y
la toma de conciencia de lo alerta que hay que estar para no sacar conclusiones
equivocadas.

CON LA MEDIA

Se trata de proponer que se estudie la media y se observe como afecta al resultado la
variacion de los datos en funcion del tipo de transformaciones que se opere con ellos. Si
x1f 14 x2f 2. AXnf

N
construir razonamientos sobre las preguntas realizadas en términos generales, abstractos,
o al menos algunos alumnos si podran. Las conclusiones a las que pueden llegar son:

se analiza con ejemplos concretos como se calcula x =

se pueden

Si cada dato duplica su valor, cada sumando se duplica; aparece un 2 factor comun que
hace que se duplique el resultado final, la media.

Si cada dato aumenta el 50%, en cada sumando aparece un factor 1.5 que influye en la
media de esa forma.

Si cada dato aumenta en 10 unidades no se sabe de forma general como varia el
resultado, hay que hacer los calculos en cada caso.

LA MODA

Plantea de forma explicita y unica la reflexién en torno a la moda, su definicion, y su

consideracion en distribuciones cuantitativas y cualitativas. Intenta asegurar que se
comparte por parte de todos ese concepto.



Probablidad, I'stadistica, Combinatoria 3° 143

ESTIMANDO MEDIAS

Plantea el analisis de la media y su calculo, de como afecta al resultado final la
introduccion de valores alejados de los que se estan considerando y como se reparte su
efecto. La peticion de que primero se estime mentalmente antes del calculo exacto es
para forzar la reflexion en torno al reparto del efecto comentado.

LIGA ACB

Presenta una situacidon que reaimente interesa mas cada dia en el aula debido al aumento
de la practica del baloncesto y a su presencia creciente en los medios de comunicacion,
con la publicacion de revistas especializadas en el tema. Se plantea el trabajo sobre las
graficas que con el mismo titulo se recogen al principio del material en el apartado de
Laminas. La facilidad que hay para conseguir datos actualizados hace que las laminas
presentadas sean mas bien modelos de lo que se puede proponer en una actividad
estadistica.

La actividad debe estar enfocada desde un punto de vista comunicativo, no se trata de
que se hagan calculos y andlisis estadisticos, sino de que se intente comunicar a los
demas el resultado y el proceso del estudio, con lo que se debe insistir en que se redacte
bien, se cuide la expresion, se utilice los términos matematicos con precision, se realicen
tablas y graficas adecuadas a las informaciones que se transmiten, ... y en que se exponga
el trabajo a los demas.

Se plantea una actividad estadistica completa, que implica trabajo en equipo, con
aportaciones individuales y asunciones del grupo de trabajo después de las discusiones
necesarias, que propicia la puesta en comun de determinados estudios realizados por
distintos grupos en los que lo esencial es el método de trabajo, los calculos realizados y
la interpretacion que se hace de los resultados.

Se proporcionan bastantes ideas de estudios que se pueden abordar, pero en esencia, se
trata de reflexionar sobre la media, la mediana, el rango, y sobre criterios que definan “el
equipo mas alto”, etc. Incluso se apunta la idea de que se pueden relacionar datos entre
si, y para ello se inician, al menos con graficas y calculos aproximados/estimados,
consideraciones intuitivas sobre regresion y correlacion.

FOTO

Orienta en la consideracion de que al estudiar una variable discreta como es el caso del
numero de hijos de las familias de una ciudad, la media facilmente puede no ser un
numero entero. De ahi la dificultad de hacer una foto a una familia con esa media.

Lo mismo pasa con la mediana, aunque mas dificilmente, ya que, en el caso de que el
numero de familias que se consideren sea par y ordenadas de menor a mayor las familias
por su numero de hijos, pudieran ocurrir que los dos valores centrales fuesen distintos,
con lo que la mediana también seria un numero decimal.



144 Proyecto Mosaico. Guia de uso de los materiales del segundo ciclo de la E.S.O.

No ocurre lo mismo con la familia tipica, que tiene un nimero de hijos que se repite con
mas frecuencia. En este caso si se podria conseguir una foto.

NOTAS

La ficticia situacion nos introduce en calculos de medias y comparacion de distribuciones
-de notas en este caso- discretas. Las calculadoras permiten no s6lo comparar las medias
sino otros parametros estadisticos. Y desde luego que se ve que la media no describe
suficientemente la situacion de las cuatro aulas que se comparan. Por seguir el paso a
paso que propone la actividad y centrar lo que pide, presentamos el diagrama de barras
de cada clase:

1°A 1°B
15
10
F
5
0 .11
0123 456789 10 0 2 4 6 8 10
X X
1°C 1°D
8
6
F 4
11| (WP 11117
AN
0123456728910 0 2 4 6 8 10
X X

La tabla de las medias es:

Clase %

1°A 4.903. ..
1°B 4.868. ..
1°C 4.866...
1°D 4.861...

La media es aproximadamente la misma, sin embargo, a simple vista se aprecia cuan
distintas son las distribuciones de las notas en las diferentes clases. Evidentemente, la
informacion que aporta la media es incompleta, o dicho de otra manera, necesita
acompafiarse de otros estadisticos. La tabla que se ha realizado con las medias de las
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clases ha requerido realizar las operaciones pertinentes que, hechas en la calculadora,
proporcionan automaticamente los demas parametros estadisticos. Este seria un buen
procedimiento de introducir las medidas de dispersion.

MEDIDAS DE CENTRALIZACION

Se supone para realizar esta actividad que ya se ha tenido contacto amplio con las
medidas de centralizaciéon moda, mediana y media y que se puede meditar sobre la
oportunidad de cada una. Se puede sugerir a los estudiantes que propongan conjuntos
de datos o tablas que muestren las ventajas y desventajas de cada una de estas medidas.
Por ejemplo, en {2, 2, 3, 4, 5, 6, 400} la moda es 2, la mediana 4 y la media 60.28... Y
dejar que descubran que, en algunos casos, como muestra la historieta, no tiene sentido
hablar de ninguna de ellas.

TEMPERATURAS

Para establecer una comparacion entre las temperaturas de las tres ciudades, segun la
tabla que se proporciona, se debe intentar primero hacerla observando los datos de la
tabla, puesto que algunos rasgos ya se pueden establecer, como que las temperaturas de
C son mas extremas que las de B, o que A debe encontrarse en otro hemisferio que B y
C.

Otras consideraciones se pueden hacer después de realizar una grafica en la que se sitiian
los valores de las temperaturas, por meses, de las tres ciudades, y después de realizar
algunos célculos, como la diferencia maxima de temperaturas en cada ciudad (rango),
las temperaturas medias en cada caso y la dispersion con respecto a ellas de los valores
mensuales (desviacion media, tomando valores absolutos). y, finalmente, se puede
registrar los valores que da la tecla de la desviacidn tipica o, de la calculadora.

DISPERSION

Esta actividad retoma, para el caso en que todavia no se haya hecho, el estudio de los
datos de la actividad NOTAS y de la actividlad TEMPERATURAS para calcular e
interpretar medidas de dispersion de datos, en especial el rango y la desviacion media.

CALCULADORA 11

Proporciona una formula para el calculo de la desviacion tipica, a la vez que pide que se
comparen los resultados que se obtengan con los de la calculadora en uno de los
problemas anteriores, el de NOTAS. Se trata de que después de haber calculado varias
desviaciones tipicas asocien su mayor o menor cuantia con una mayor O menor
dispersion de los datos con respecto a la media. En realidad aporta una informacion
valiosa que hay que aprender a usar. El rango de una distribucion comunica la amplitud
de la variacion, el abanico que hay entre el valor maximo y el valor minimo que alcanza.
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Debe analizarse la implicaciéon que tiene la desviacion tipica en una distribucidon
apreciando la forma de su grafica.

En Milton se define y utiliza la desviacion tipica muestral con la formula

. - fz:(x—f)2
n—1

que en las calculadoras se representa como G,.; 0 Sx.

La formula proporcionada en las actividades tanto de 3° como de 4°,

. \/Zﬁ(xf—ff

N

se corresponde al calculo de lo que aparece en las calculadoras como oy 0 G, -y es alli
denominado desviacion tipica (o estandar) poblacional de x-, y que en las actividades se

denoté como ¢ simplemente.

Casi todos los autores consultados prefieren utilizar la letra s cuando se calcula la
desviacion tipica de una muestra y ¢ cuando se trata de la poblacion.

BEBLS

Con una tabla asi es conveniente ordenar los datos de forma creciente o decreciente para
no despistarse en los calculos. Hay 20 datos y la desviacion tipica que se obtiene es:

oy = 3.255.

Mucho maés interesante es plantear que se observen y se calculen los porcentajes de los
datos que quedan dentro de los intervalos que alrededor de la media se desvian
cantidades proporcionales a la desviacion tipica. La idea es aproximarse a la conclusion
del teorema de Chebicheff.

Peso (x;) 2’3 26 2°7 2°8 3’0 3’1 32 3’3 34 3’5 3’6 3’7 41 4’4
Frecuencia 1 1 1 1 2 2 2 3 1 2 1 1 1 1

X = 3255 o, =0476

X -0, = 2.779

205, = 2303 X -30, = 1827
x +o, = 3.731 X

X
X +20, = 4207 +3 0, = 4.683
Ordenados los datos de forma creciente y con los resultados anteriores se puede
visualizar facilmente los datos que quedan dentro de cada intervalo (se expresa su
numero entre paréntesis), sin olvidar que algunos resultados estan repetidos (o se ponen
todos, los 20):
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2’3 26 27 28 30 31 32 33 34 35 36 37 41 44

[X -0¢, x to.] (15)

[x -20x, x +20x] (18)

[x -30¢, x +304 (20)
Los porcentajes respectivos son, por tanto, 75% [(15/20) - 100], 90%, 100%.

Es preciso repetir este proceso con alguna distribucidn mas para garantizar una minima
comprension del mismo.

A VER SI ACIERTAS

Se parte del valor numérico de los parametros X y o de cuatro distribuciones
estadisticas y se desea relacionarlos con las graficas que se presentan, considerando a la
vez el significado de cada parametro, la concentracion o dispersion de los datos y el
valor numérico de la media.

Hay valores de x cercanos entre si, y lo mismo ocurre para los valores de o. La dos
graficas de la izquierda estan mas concentradas que las de la derecha, y eso indica que
sus desviaciones tipicas son las menores (B y C). Fijémonos en las concentradas. La
superior izquierda tiene una media mas baja que la inferior izquierda, por lo tanto, le
asignaremos los valores de C. La inferior izquierda queda pues en correspondencia con
la distribucion B.

Las graficas con mayor dispersion son las situadas a la derecha, fijandonos de nuevo en
la media, la mas alta es la de arriba, por lo que le corresponde la distribucion D. Queda la
A para la inferior derecha.

Se puede proponer también a los alumnos que elaboren graficas de distribuciones
estadisticas por grupos variando el problema, proporcionando solo los valores de los
parametros de centralizacion y de dispersion con la finalidad de confeccionar graficas
que se ajusten a ellos.

DOS VARIABLES

Esta actividad entra de lleno en el estudio de la correlacion y la regresion entre dos
variables, mostrando cdmo se pueden utilizar los datos recogidos para analizar
relaciones no funcionales y para predecir resultados razonables o plausibles en el
entorno de los disponibles.

Las graficas que se realicen deben ser puntuales -se debe razonar por qué no se deben
unir los puntos representados-, obteniéndose la nube de puntos de cada situacion, que da
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una primera idea, visual, de la mayor o menor relacion -correlacion- que hay entre las
dos variables que se intenta vincular. En la grafica de la derecha de la figura adjunta se
han unido los puntos y se ha trazado la recta de regresion lineal.

< 107
5 10 ~
> 87 2
£ o g
S o § °1
° L g 5] 6
o 1
g 4+t o o g
8 * s 4
g 27 °® ® = T
o [ 2K J ';
“ 0 —_— T 27
0 2 4 6 8 10 12 14 4 0 X X . | N [ .
N°. de anos de estudio 0 2 4 6 8 10 12 14

N°. de arnos de estudio

Las calculadoras graficas, cada vez mas accesibles, permiten, introduciendo los datos de
la tabla, obtener la ecuacion de regresion lineal, que se ha representado en la figura:

y=-0°656x + 9°67

y que, a su vez permite realizar calculos y observaciones, como por ejemplo que los
primeros afios de estudio influyen mas en la erradicacion de faltas de ortografia en las
personas, que evidentemente con mas tiempo de estudio llegan a conocer mejor la
lengua y su funcionamiento y cometen menos faltas.

Se incluyen a continuacion las graficas de la nube de puntos y la recta de regresion
anteriores tal y como aparecen en la pantalla de una calculadora grafica (la TI-82):

Las graficas permiten visualizar la relacion que existe entre las variables y apreciar que,
aunque no es funcional, se puede aproximar por relaciones lineales, proporcionando
ademas una primera idea de cuanto se alejan los datos de la recta que los ajusta.
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UNA ENCUESTA

La actividad propone la realizacion de una encuesta. El proceso completo de su
realizacion supone un acercamiento intenso a la Estadistica tal y como se utiliza en la
practica, necesitando poner en juego todos los contenidos que se han examinado con
anterioridad aplicandolos a un estudio concreto y completo.. En muchos casos la
aplicacion misma sirve para ampliar y dotar de mas sentido a los conceptos estadisticos
ya conocidos.

Es preciso realizar algunas advertencias en relacion con esta actividad. La primera y
principal es que debe darse y reconocerse protagonismo a los estudiantes en las
decisiones que se han de tomar para disefiar y ejecutar la encuesta. Otra, a la postre no
menor, es que el cuestionario de la encuesta debe centrarse en unas pocas preguntas,
pues de lo contrario el vaciado y tratamiento de las respuestas puede complicarse en
exceso. La tercera advertencia es relativa a la forma de formular las preguntas del
cuestionario, que debe prever la tabulacion de las respuestas y al mismo tiempo no debe
inducir tendenciosamente a responder una u otra cosa. Finalmente, otra observaciéon que
engloba las anteriores y a otras que se podrian afiadir: vale la pena hacer un estudio
estadistico completo.

51. CONTAR

RECTANGULOS

Este problema parece facil pero no lo es en absoluto. Contiene las cualidades mas
deseables para un problema de recuento: no bloquea de entrada, esto es, permite avances
a todo el que intenta el recuento y bien pronto se pone de manifiesto si estos avances
son o no suficientes para resolver el problema. Son muchos los rectangulos que van
saliendo en la cuenta e inmediatamente se hace patente la necesidad de disponer de algiin
criterio que permita contarlos todos sin repetir ninguno. Pronto surgiran en clase varios
criterios que parecen llevar la cuenta bien, pero cada uno arroja como resultado un
numero total de rectangulos distinto y que va aumentando poco a poco a medida que
pasa el tiempo y se desarrolla la discusion.

Una estrategia util en este caso y en otros muchos problemas de recuento sistematico es
la de escoger una notacion y combinarla con una descomposicion del problema en partes
asequibles al analisis para obtener la solucion total, que es 43. Como en todos los
problemas de recuentos sistematicos, lo mas importante de este es desarrollar habilidades
para contar que pasen por analizar qué hacer y por qué y qué estrategia -propia o de
otros- es mejor, o al menos es aplicable y permite obtener éxitos en otras situaciones.
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PALABRAS1

Se trata de una situacion tipica de permutaciones sin repeticion. Suele ser resuelta por los
estudiantes enumerando todas las posibilidades en un orden u otro, sobre todo cuando
son mas controlables las palabras por tener pocas letras. Esta actividad brinda una buena
ocasion para presentar el procedimiento de recuento basado en la construccion del
diagrama en arbol, que es de gran potencia en cuanto que no solo sirve para la mayoria
de las situaciones, siendo un método Optimo en muchas de ellas, sino que es ademas
utilisimo para el calculo de probabilidades y en general en la resolucion de problemas de
muchos otros campos matematicos.

Las seis palabras que se pueden formar con letras de ISA, generadas por el diagrama en
arbol, son:

S — A » ISA
1/
\AA___+S .............. » 1AS
I y A » SIA
s —
\AA—,I .............. » SAI
I bg » AIS
A"
e S S » ASI

El diagrama en arbol es muy visual, preciso, eficiente y sistematico en los todos los
casos, y requiere de cierta practica, por lo que conviene introducirlo con un niimero
pequefio de elementos para ir aumentando el nimero de ramas poco a poco. El
despliegue del arbol presenta no sélo el nimero de ordenaciones posibles, sino también
el listado de estas mismas ordenaciones. Su caracter visual permite asociar rapidamente
la influencia que tiene el numero de ramas en el resultado final, esto es su estructura
multiplicativa.

Otro aspecto que se debe destacar en esta actividad es su vertiente generalizadora.
Cuando son cinco letras el resultado es 5 x4 x 3 x 2 x 1. Cuando son seises 6 x 5 x 4 x
3 x2x1, ..y este es un momento adecuado para introducir la definicion de nimero
factorial y advertir de su presencia en las calculadoras cientificas.

Esta claro que para la adquisicion de todos estos contenidos, si ademas se pretende -que
se pretende- dar un salto generalizador y encontrar la expresion algebraica que permite
obtener las permutaciones de n elementos, no basta con una actividad, sino que con toda
seguridad se requerira plantear varias situaciones hasta llegar a la formula.

Se observard que algunos alumnos son capaces de generalizar el resultado
manteniéndose siempre en un numero concreto, esto es, pueden saber que si hay 100
letras, el nimero de posibles palabras que se pueden formar sera el resultado de
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multiplicar 100 x 99 x 98 x ... x 2 x 1, e incluso pueden manejar con soltura la notacioén
100!, pero encuentran dificultades en introducir la n y llegar a escribir n!. Es preciso
reconocer que dar este salto significa introducir el problema en el mundo algebraico y se
requiere generalmente para ello mas paciencia y ocasiones.

La expresion algebraica de la formula general de las variaciones es dificil de obtener, y
generalmente aparecera antes una descripcion verbal correcta de las operaciones que se
deben efectuar antes que la propia formula, que, insistimos, no cabe esperar que se
deduzca al primer intento, sino después de manipular varias situaciones que desvelen su
estructura:

Via = m (m-1) - (m-2) - (ment 1) [= ]

CALCULO MENTAL

Se plantea aqui otra situacion de permutaciones que se limita al niamero concreto
maximo de 5 elementos, pero que puede generalizarse en la direccion indicada en el
comentario a PALABRAS L.

En el enunciado se indica la ventaja que supone asignar a cada elemento del conjunto un
simbolo facil de manejar que lo identifique y represente. Conviene que esta ventaja de la
simbolizacion sea descubierta por los propios estudiantes.

COMITES

Tiene que quedar claro que la clave del problema se encuentra en la observacion de que
para realizar un trabajo entre varias personas no es importante el orden en el que se
escriban sus nombres sino solamente qué personas intervienen. Por lo tanto, dos grupos
se distinguiran entre si por la variacion de alguno de sus componentes. En este problema
cada grupo de 8 personas que se forma determina un grupo de 2 personas restantes, por
lo que el nimero de grupos de ocho y el namero de grupos de dos personas es el
mismo. Sin embargo, se ha detectado que, posiblemente al controlar mas rapidamente las
parejas distintas, la gente tiende a creer en esta situacion que son mas abundantes los
grupos de 2.

Esta actividad corresponde a unos de los ejemplos que describen los errores de estrategia
de asignacion probabilistica que Shaughnessy denomina de disponibilidad (Ver Diaz y
otros, pp 49). La primera impresion, la intuicioén, no siempre es acertada en cuestiones
de recuento y de azar, como han demostrado los errores cometidos en este terreno por
las mentes mas privilegiadas.

GRUPO DE TRABAJO

esta es una situacion de variaciones sin repeticion, puesto que intervienen los cuatro
elementos y se remarca la distinta funcién que realizaran dos de ellos. Esta diferente
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funcion es la que determina la variacion exigida dia a dia, pues sélo se toma como
referencia del grupo a las personas que tienen el papel de secretario y de portavoz.

V,, =4+3=12 son las posibilidades de distinguir esos puestos, y por lo tanto, los dias
que tardan en repetirlos.

En el segundo apartado del problema se trata de relacionar la situacion con propiedades
numéricas y algebraicas. Cuando la clase es la del dia N, y el orden el de la primera
ronda, aparece la serie numérica de los restos modulo 12 como un modo de establecer la
correspondencia entre el numeral del dia y la distribucion de funciones. Si se tiene
paciencia, este modo de establecer la correspondencia serd comprendido, al menos en la
fase concreta, por casi todo el mundo.

PALABRAS IT

Es una actividad introductoria a las variaciones con repeticion. Interesa de ella
fundamentalmente la reflexion que se hace sobre el diagrama en arbol que tan bien
funciona para detectar los casos que son indistinguibles y para convencer de que un
detenido examen puede dar la satisfaccion de obtener la solucion en el caso concreto.
Soélo después de varios intentos algunos estudiantes pueden atisbar la formula

mnna,.. n!

PRn

mlml.

parcialmente. Su obtencion explicita es harto complicado y esta lejos de los objetivos de
la ensefianza obligatoria porque no aporta nada sustancial para el tiempo que habria que
dedicar a la comprension de su estructura. Queda pues fuera de interés para la mayoria
de la clase, si bien no es descartable que su deduccién pueda constituir un reto para
determinados estudiantes.

CONCURSO DE PINCHADISCOS

Esta es una situacién de variaciones sin repeticion. De las ocho canciones, se desea
escoger dos (tres, etc.). Asi se llegara hasta las permutaciones de las ocho canciones.
Esta es otra situacion mas que debe intentar acabar en la obtencion de formulas. De
nuevo cabe considerar la ayuda que reporta usar el recurso de los diagramas en arbol, tal
y como se comenta en PALABRAS 1.

Si se desea alcanzar un éxito mayor en esta actividad, sustitiyase el disco y las canciones
propuestas en el enunciado por uno de libre eleccion por cada estudiante.

PAGO EXACTO

Esta es una situacion de permutaciones con un referente cercano en las monedas de uso
cotidiano, que permite el control sobre los casos de pocas monedas y se deja generalizar
con facilidad.
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Si la formula de las permutaciones ya estd asimilada, basta con aplicarla, pero en caso
contrario esta es una nueva oportunidad de utilizar simbolos y diagramas en arbol desde
las cuatro piezas monetarias hasta el caso mas general.

CANDADO NUMERICO

De nuevo se ha intentado plantear la situacion de recuento sistematico sobre un contexto
familiar como es el del candado con clave numérica de tres o mas cifras. El problema
plantea intencionadamente el uso del término combinaciones en una de las acepciones
mas extendidas, la que asigna combinacion a posibilidad o grupo de elementos en juego -
de tres nimeros, en orden adecuado- que cumplen una condicion -abrir el candado-.
Pero resulta que la solucion es que cada combinacion posible -en los términos que
plantea el enunciado- es una variacion con repeticion de los 10 digitos tomados de tres
en tres. Son variaciones porque importa el orden en el que aparezcan las cifras en la
combinacion que abra el candado, y son con repeticion porque se pueden repetir las
cifras en esa combinacion. El correspondiente diagrama en arbol orienta definitivamente
la cuestion.

PR,,= m" = PRz = 10° = 1000 ‘combinaciones’ posibles.

Lo cual es bastante previsible, pues es el nimero de nimeros de tres cifras desde el 000
al 999.

Extendiendo el razonamiento al caso general se obtiene PRy, = 10"

CAMINOS

Aqui se plantea una situacion en la que visualmente puede justificarse la regla del
producto (en este caso 2 caminos x 3 caminos = 6) para calcular recuentos en los que
intervienen elementos de conjuntos disjuntos. 6 caminos.

CAMINOS EN UNA RED

Es un interesante problema de recuento de caminos en una trama geométrica con una
orientacion que la aleja de los ejes de coordenadas. Abordar directamente el recuento no
es la estrategia mas adecuada, siendo mucho mas eficaz el proceder consistente en
simplificar primero el problema, reduciendo la distancia entre B y A, y cambiando la
presentacion, no la esencia, de la trama. Como nimero de caminos que llevan desde A
hasta los vértices de la trama se obtiene el Triangulo de Pascal-Tartaglia..



154 Provecto Mosaico. Guia de uso de los materiales del segundo ciclo de la E.S.O.

35

IDAY VUELTA

El problema se resuelve facilmente mediante enumeracion simple de los caminos.

CARAS

Este problema atrae enseguida la atencion de todo el mundo. Es una actividad ideal para
presentarla a toda la clase proyectando la ilustracion con el fin de provocar un debate
sobre la cara que falta y la estrategia seguida para encontrarla. Las estrategias que
afloran son variadas, segun en los detalles y el orden que se haya tomado en
consideracion y se produce un buen ambiente para la comunicacion y para valorar la
importancia que tiene precisar lo que se quiere decir para que los demas lo entiendan y
respetar las ideas y la forma de comunicarlas de los demas.

La cara que falta es:



CAPITULO XI

FORMULAS Y GRAFICAS 3°

52. EL. LENGUAJE GRAFICO

EL SALTO DEL PARACAIDISTA

Las graficas funcionales describen la relacion existente entre dos variables y en cada
situacion concreta existe una infinidad de variables mas o menos significativamente
relacionadas. Las graficas funcionales no se ocupan de establecer la importancia o
trascendencia de esta relacion sino de describirla. Por otra parte, esa importancia o
trascendencia sera siempre relativa y estara subordinada a un objetivo o punto de vista
predeterminado.

Por ejemplo, al psicologo le podria interesar como evoluciona la ansiedad de un
paracaidista en funcion de su distancia al suelo, pero el estratega militar preferiria tal vez
describir la relacion entre la distancia recorrida en horizontal y la altura en cada
momento.

Para poder efectuar una descripcion grafica de una relacion funcional se requiere
identificar previamente las variables.

Estas son algunas wvariables que se pueden sefialar en el salto de un paracaidista,
expuestas sin preocuparse demasiado en definirlas con precision: tiempo transcurrido,
altura respecto al suelo, velocidad en vertical, distancia horizontal recorrida, distancia del
paracaidista al avion, distancia del avion al suelo, edad del piloto del avion, numero de
tripulantes del avion, ...

A continuacion se incluye también una muestra de la infinidad de esbozos graficos
cualitativos posibles en relacion con el salto de un paracaidista:
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distancia del
paracaidista al avion

velocidad del paracaidista

r s

v

tiempo transcurrido desde
el salto

distancia del
paracaidista al suelo

numero de pasajeros
del avion

distancia en vertical
recorrida por el paracaidista

tiempo transcurrido desde
el salto

tiempo transcurrido desde
el despegue del avion

ansiedad del paracaidista

A

tiempo transcurrido desde
el despcgue del avion

edad del paracaidista

-

»

tiempo transcurrido desde
el despegue del avion

altura al suelo del paracaidista

>
»

v

distancia recorrida desde el
aeropucrto

En la ultima figura de la derecha se ha representado un esbozo que no se corresponde
con la grafica de ningan par de variables y que, sin embargo, aparece con frecuencia
como una descripcion aparentemente natural de la situacion, al ser habitual la confusion
entre curvas que representan trayectorias, como seria el caso de esta linea vertical
representante de la trayectoria del paracaidista desde el sistema de referencia del avion; y
curvas que representan funciones.
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EL VIAJE AL CONCIERTO

La mision de cualquier lenguaje es permitir la comunicacion entre personas. El lenguaje
de las graficas no es una excepcion. Las reglas sintacticas, bien determinadas, que rigen
la codificacion en lenguaje grafico de la informacion funcional, adquieren sentido, como
por otra parte ocurre con cualquier otro lenguaje aunque no sea matematico, con su
utilizacion en situaciones concretas, de las que El viaje al concierto es un ejemplo.

Esta caracterizacion de las graficas como lenguaje brinda ademas una orientacion
metodologica para desarrollar actividades como la presente: para que exista
comunicacion tiene que haber mensaje, emisor y receptor. Los alumnos pueden entonces
intercambiar las graficas que dibujan entre si, y comprobar si el receptor entiende el
mensaje.

Ademas de la grafica de la velocidad con respecto al tiempo, tiene interés también
proponer el trazado de un esbozo de la grafica que relaciona el espacio recorrido y el
tiempo. Ambas graficas, siendo distintas, estan relacionadas entre si y pueden
determinarse pautas o regularidades -en definitiva propiedades- que deben cumplir para
ser mutuamente coherentes. Por ejemplo, razonando sobre las siguientes graficas del
mismo viaje puede formularse esta ley: los tramos que en la grdfica del espacio son
rectas horizontales, se corresponden con tramos también en forma de recta horizontal
en la grdfica de la velocidad.

velocidad

¥ tiempo

distancia

v

tiempo

LOS DEPOSITOS

Las expresiones algebraicas se pueden ordenar de mayor a menor con relativa facilidad,
comparando los factores numéricos que en ellas aparecen. Asi:

X > x4 > gx'6 > nx/12



158  Provecto Mosaico. (ruia de uso de los materiales del segundo ciclo de la F.S.O.

Si se pudiera establecer una ordenacion similar entre los depositos se tendra establecida
automaticamente la relacion deseada entre las expresiones algebraicas y los cuerpos. Esa
ordenacion se deduce comparando geométricamente los depositos:

Esta vista superior demuestra que el
volumen del cilindro es menor que el
volumen del cubo, al estar el primero |
totalmente contenido en el segundo.

Esta vista frontal demuestra que el
volumen del cilindro es mayor que el del
cono.

La siguiente vista lateral demuestra que el volumen de la esfera es mayor que el volumen
del cono:

Finalmente, esta vista lateral demuestra que el cilindro tiene mas volumen que la esfera:

En resumidas cuentas, la ordenacion de los cuerpos geométricos en cuanto a su volumen
es:

CUBO > CILINDRO > ESFERA > CONO

Para responder al segundo apartado del problema, conviene empezar haciendo un analisis
cualitativo para cada uno de los depositos por separado. Con este analisis se trata de
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establecer la forma grosso modo que tendra la grafica: si es una recta o no, en caso de no
serla qué se puede decir de la curva, ...

Una vez establecidas razonablemente estas formas, se puede proceder a comparar
también cualitativamente unas con otras. Se trata ahora de incorporar la informacion
aportada por el hecho de que los volumenes de los depositos estan ordenados de mayor a
menor, de modo que se sabe que unos depodsitos se llenan antes que otros:

CANTIDAD DE AGUA VERTIDA

Finalmente es cuando se debe proceder a estimar el tiempo de llenado de cada uno de los
depositos y, si se desea, a precisar mas la ultima grafica comparativa introduciendo las
escalas oportunas en los ejes. Este calculo es puramente numérico y se deduce de la
comparacion entre las expresiones algebraicas que miden el volumen de cada cuerpo
geométrico: si el cilindro tarda 2 horas en llenarse, el cono tardara la tercera parte, esto
es 2/3 de hora, es decir 40 minutos. La esfera tardara en llenarse el doble que el cono,
esto es 1 hora y 20 minutos, mientras que el tiempo necesario para llenar el cubo es

2 x 4/ horas = 8/m horas ~ 2 horas 33 minutos

LAS NOTAS DE UNA CLASE

Se presenta aqui una situacion que no puede codificarse en forma de grafica funcional,
con objeto de facilitar el contraste entre estas graficas y'los graficos estadisticos.

53. EL LENGUAJE ALGEBRAICO

TRIO

La codificacion algebraica, esto es la representacion mediante letras de relaciones
numéricas en las que intervienen cantidades desconocidas, es en gran medida una
actividad de generalizacion consistente en abstraer las estructuras, pautas o regularidades
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que se observan en situaciones concretas. Este es el enfoque que conviene adoptar a la

hora de proponer el presente problema.

el Observaciones
TERNA cnadrado rectangulo
3 4 16 15 A=3x5+1
6 7 49 48 TP=6x8+1
0 1 1 0 1°=0x2+1
por lo wanto ......
Lo [nt1 [ 02 [ @t1)} [n(n+2)] (nt1)’=n (nt2) + 1 |
pero también
I x-1 [ X ] x+1 l X (x-1) (x+1) xX° = (x-1) (x+1) + 1 J
Para otros trios
3 5 7 25 21 7-5=5-3=2 5 =3x7+2°
2 5 8 25 16 8-5=52=3, *=2x8+3
por lo wanto ......
[xp| x [xtp| ¥ [epxtp] = (x-p) (x+p) + p°

Se trata pues de un soporte geométrico para expresiones algebraicas.

PUNTOS DE VISTA. DIFERENCIA DE CUADRADOS. CUADRILANDIA

A partir del analisis geométrico de los dibujos de estas dos actividades quedan sugeridas
una serie de identidades algebraicas que se trata de construir:

La figura a) ocupa la misma superficie que la figura b) y que la figura d), por lo tanto
a’+b’+ab= a’+b(atb) =b’+a (ath)
La figura c) sugiere por contra que
(atby’=a’ +b*+2ab

Esta tipo de interpretacion grafica o visualizacion de identidades algebraicas es muy
fecunda y complementa muy eficazmente el desarrollo puramente operacional de
expresiones algebraicas. Tal es lo que ocurre en Diferencia de cuadrados y en
Cuadrilandia

a’-b> = (atb) (a-b) , (atb)’=a’ +b>+2ab
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DEMOSTRACIONES

Este problema presenta dos tipos de dificultades, una de caracter esencial y otra mas
secundaria. La primera de ellas, de tipo actitudinal, consiste en el rechazo innato a
demostrar lo obvio. Asi, la observacion reiterada de que la suma de dos nimeros pares es
un nimero par parece ser razon suficiente para inducir la generalidad de esa propiedad.
Y de hecho en gran medida esta es una razén muy poderosa. La segunda dificultad es de
tipo técnico. La manipulacion de expresiones con indeterminadas y la interpretacion de
los resultados que se van obteniendo es una operacion intelectual muy abstracta: la
multiplicacion de dos nimeros impares requiere primero reconocer que un nimero impar
puede representarse en la forma 2n+1, segundo darse cuenta de que para manejar
simultaneamente un segundo nimero impar se debe recurrir a una segunda indeterminada
m. El producto entonces

(2n+1) . 2m+1) =4nm + 2n+2m + 1

arroja un resultado en el que se debe reconocer que los tres primeros sumandos son
pares y en conjunto por lo tanto es impar.

La combinacion de estas dos dificultades mencionadas hacen que este problema sea poco
recomendable para ser planteado a todo el mundo, debiéndose en consecuencia reservar
preferiblemente para aquellos que alcancen un estado avanzado de desarrollo algebraico.
Para la generalidad, por el contrario, conviene centrar el problema en la observacion de
las regularidades que se presentan en la paridad al realizar operaciones aritméticas. Por
ejemplo, podria formularse la pregunta jqué operaciones (suma, resta, multiplicacion,
division, potenciacion, radicacion, ...) conservan la paridad?

EL CARPINTERO Y LA BARANDA

Observar primero varios casos particulares e intentar generalizar después. Con tal
indicacion no se tardara mucho tiempo en deducir la pauta que rige el nimero de listones
interiores, 2n. La determinacion del total de metros de madera necesarios presenta el

obstaculo de la tendencia a computar el valor decimal de 2, que puede ocultar una
estructura bien clara si se convence uno de que le conviene tratar la +2 como un numero
y N0 como una operacion no realizada:  2-+n+n «2.
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54. TRADUCCIONES Y PORCENTAJES

ROTULADORES Y CALCULADORAS. POR TANTOS, HAY TANTOS. LV.A.

En estos ejercicios se aborda de nuevo el aprendizaje de las técnicas de simbolizacion
algebraica, tal y como se hizo en el problema 77io.

La codificacion algebraica, esto es la representacion mediante letras de relaciones
numeéricas en las que intervienen cantidades desconocidas, es en gran medida una
actividad de generalizacion consistente en abstraer el comportamiento numérico de la
aritmeética ordinaria, la cual a su vez sirve de banco de pruebas siempre disponible para
dar pasos en firme en el manejo algebraico.

Tacitamente o no, una de las vias de acceder a la construccion de expresiones algebraicas
parte de pensar qué es lo que ocurre con numeros concretos y razonar consecuentemente
por analogia:

Si 50 rotuladores nos cuestan 1000 ptas., es porque cada rotulador ha costado 1000/50
ptas. Entonces, si R rotuladores cuestan P pesetas, un rotulador costara P/R pesetas.

Si en un instituto hay 30 profesores y por cada fres profesores hay 50 alumnos, el
numero de alumnos, A, sera A= 30 x 50/3 .

En consecuencia, si en una empresa hay 3 secretarios por cada 24 operarias, y el numero
de secretarios es S y el de operarias es A, se verificara A =24 S/5.

LA TIENDA DE LUIS

Los porcentajes constituyen una caja de sorpresas continua. La respuesta intuitiva al
problema que se formula en esta actividad es tan intuitiva y universal como falsa: si el
precio de venta de un articulo en una tienda es el precio pagado en la compra
incrementado en un 25%, entonces el descuento maximo que se puede hacer sin perder
dinero sera del 25%.

Y en efecto es bien facil demostrar que esa conclusion es erronea: basta con probar con
cualquier cantidad para encontrar un contraejemplo.

Si el precio de compra fue 1000 ptas., el de venta sera 1000 x 1’25 = 1250.

Si a 1250 ptas. se le hace un descuento del 25%, esto es de 0°25 x 1250 = 312’5 ptas.,
entonces el precio rebajado sera de 1250-312’5 = 937750 ptas., esto es la ruina para el
intermediario de la tienda. El descuento maximo posible tiene pues que ser inferior al
25%.

Determinar el descuento maximo posible (en %) significa hallar un valor P tal que al
descontar el P% al precio de venta al publico se obtenga como resultado el precio
primitivo de compra. Razdnese primero con un precio concreto, por ejemplo el de antes:
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El precio de compra fue de 1000 ptas. El % de intermediacion es 25, lo que supone un
incremento de 1000 x 25/100.

El Precio de Venta al Publico es entonces 1000 + 1000 x 25/100.
Un descuento del P% a un amigo supone un montante a descontar de
(1000 + 1000 x 25/100) x P/100

de manera que el precio rebajado sera el precio venta al pablico menos esta cantidad:
(1000 + 1000 x 25/100) - (1000 + 1000 x 25/100) x P/100

Cuando este tltimo precio es 1000, P sera el maximo descuento posible:
1000 = (1000 + 1000 x 25/100) - (1000 + 1000 x 25/100) x P/100, esto es

1 =(1+25/100) (1 - P/100)
De aqui, P =20.

Este calculo no se veria alterado si el precio de compra del producto hubiese sido
cualquiera en lugar de 1000.

Una extension del problema, de planteamiento algo mas abstracto, pero curiosamente sin
necesidad de célculos nuevos, es el estudio de qué ocurre para otros porcentajes de
intermediacion distintos del 25%, pongamos por caso del X%. Bastaria sustituir en 1 =
(1+ 25/100) (1 - P/100), 25 por X para tener construida la relacién o funcién que
permite determinar P a partir de X:

1 = (1+ X/100) (1 - P/100)
o explicitamente
P=100X/(100+ X)

funcidon que, representada graficamente con una maquina, permite entender que a
medida que el porcentaje de intermediacion podria ser todo lo grande que se quiera, pero
el descuento maximo posible nunca superara el 100%.

v
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EL VENDEDOR ESPABILADO
El analisis de un caso particular debe bastar para sacar una conclusion general.

Por ejemplo, si Don Timador tiene un bidon con 100 litros de insecticida al 5% de
materia activa, es como si dispusiese de 5 litros de insecticida pura por un lado y de 95
litros de agua por otro. Para que 5 litros de insecticida formen parte de una mezcla al
4%, se necesitara que esta mezcla totalice una cantidad L de litros que verifique 4 = 100
x 5/L, es decir L=500/4 = 125. Debera afiadir 25 litros de agua.

La regla de actuacion que se deduce es entonces bien sencilla de enunciar: para convertir
una mezcla al 5% en una mezcla al 4% es necesario afiadir agua pura en cantidad
igual al 25% -o la cuarta parte- de la cantidad que se tiene.

Este problema es adecuado para, como ampliacion, sugerir a los estudiantes que
planteen y resuelvan problemas similares con otros datos, con el mismo contexto de la
mezcla de agua e insecticida, o con otros contextos, buscando la formulacion mas
general posible del problema: ;qué se debe hacer para convertir L litros de una mezcla
al p% de materia activa pura en una mezcla al q%?.

COSMETICA

Para tres de los cuatro articulos, los que superan las 2000 ptas. de precio, el descuento
mas favorable para el cliente es el de la tienda que ofrece el 10%, que identificaremos por
A El precio del otro articulo no alcanza las 2000 ptas. y por lo tanto resulta indiferente
efectuar la compra en una u otra tienda.

Siempre hay algun generalizador incauto que, habida cuenta de las cuatro pruebas
hechas, extrae la conclusion precipitada de que interesa siempre comprar en la tienda A.
Pero aunque no lo hubiese, el siguiente paso a dar en el problema es la busqueda de
ejemplos, como 2900, que muestren que efectivamente existen precios para los que
resulta mas interesante efectuar la compra en la otra tienda, que puede ser denominada

B.

Una vez establecido el convencimiento de que se pueden dar las dos posibilidades, tiene
sentido intentar desentrafiar cuando, esto es, para qué precios, conviene comprar en una
u otra tienda. Esta busqueda puede tener muchos niveles de sofisticacion y, en funcion de
las condiciones de cada clase o de cada persona, el profesor debera decidir si merece la
pena profundizar técnicamente mucho o no.

Un nivel suficiente consiste en discernir si hay alguna situacion para la que claramente
se pueda indicar que merece la pena comprar en determinada tienda. Para ello deben

compararse los dos tipos de descuentos para cualquier precio P:

La tienda A ofrece un descuento de 0’1 P.
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La tienda B, de 0’05 P mas fodo lo que exceda de los millares. Este afiadido al
descuento tiene un limite: como mucho es de 1000 ptas. Asi, el descuento maximo en B
sera 0’05 P + 1000.

Interesara comprar en A siempre que 0’1 P > 0°05 P + 1000, esto es siempre que
0’05P> 1000 , es decir cuando P > 20000 ptas.

Se tiene entonces una regla de decision establecida:
* Si el precio es inferior a 2000 ptas., es indiferente donde comprar.

* Si el precio esta entre 2000 y 20000 ptas. puede interesar comprar en una o en
otra tienda. En cada caso concreto hay que calcular los descuentos.

* Si el precio es superior a 20000 ptas. conviene comprar en la tienda A.

55. ECUACIONES 1

LA COMITIVA. BODAS Y BAUTIZOS.

Estas son dos actividades clasicas de generalizacion de una expresion aritmética para
convertirse en una expresion algebraica o formula.

La virtud esencial que contienen ambas es que el proceso de construccion de la formula
admite la experimentacidn, es decir la posibilidad de comprobar que la expresion que se
esta construyendo funciona. Esta posibilidad de feedback o retroalimentacion se apoya
en los contextos formulados que permiten una observacion in vitro de lo que ocurre en
algunos casos concretos.

De nuevo en estas actividades se presentan soportes visuales para permitir la abstraccion
y la generalizacion en procesos diferentes como son la obtencién de expresiones de
términos generales, la sustitucion en formulas y la variacion de reglas y observacion de
procesos inversos. Ampliaciones que se podrian formular responderian a preguntas del
tipo ;qué pasa si hay dos filas que cierran y abren la comitiva?, ;qué regla funciona si
el maximo por fila a lo largo es de cuatro mesas?, ...

MAQUINAS. COMPARANDO MAQUINARIAS.

En los materiales de Primer Ciclo se introdujeron vya ejercicios de construccion de
ecuaciones y sistemas de ecuaciones basados en el llamado indistintamente, segun las
fuentes, modelo mdquina, modelo chips, modelo circuito o modelo diagrama de flujo.
Este modelo es facilmente utilizable para generar una infinidad de ejercicios, como los
que se proponen en estas dos actividades, que ilustren todas las posibles categorias de
ecuaciones (diagramas con una sola salida) vy sistemas de ecuaciones (diagramas con
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multiples salidas) que se pueden dar. compatibles indeterminadas, compatibles
determinadas e incompatibles.

Este tipo de ejercicios admite también la version reciproca, esto es partir como dato de
ecuaciones o sistemas de ecuaciones para buscar el disefio de diagramas que se ajusten a
su estructura.

En cualquiera de sus versiones, la reciproca o la directa, este modelo de trabajo con
ecuaciones es especialmente indicado para prestar atencion a la prelacion con la que
actuan los distintos operadores de una expresion literal. La jerarquizacion de las
operaciones es visible en los diagramas, mientras esta implicita en las expresiones
literales que tienden a ser malinterpretadas como secuencias lineales de operaciones y
leidas por lo tanto trasplantando mecanicamente los mismos convenios de lectura que se
utilizan en las palabras o numeros.

Cabe advertir que estos modelos no son eficaces cuando los alumnos ya conocen las
reglas algebraicas abstractas, aunque no las dominen. Se trata pues de modelos utiles
para introducir esas reglas y no para sustituirlas.

LA SOLUCION ES LA ECUACION

Este ejercicio es complementario de los dos anteriores. Alli desde un diagrama de flujo se
solicitaba la construccion de una ecuacion o partiendo de una ecuacion se deseaba
disefiar un circuito que le correspondiera. En este caso es la solucion la que hace de
punto de partida para finalmente disponer de la ecuacion (o sistemas de ecuaciones) y de
las maquinas adecuadas.

FIESTA EN LA CALLE. EL BUSCA-NUMEROS

La resolucion de problemas como los aqui propuestos por métodos algebraicos requiere
dos tipos de actividades bien distintas.

La primera es la construccion del modelo matemadtico, algebraico en este caso, que
recoge todos los datos disponibles en el enunciado. Esta es pues una actividad creativa
en la que se fraduce un enunciado expresado verbal y numéricamente a una abstraccion
matematica. Esta traduccion rara vez es unica y las mismas ecuaciones se pueden
presentar de modos distintos segun como se efectue la lectura de los datos, y en ella
intervienen, en proporciones que dependen de cada situacion concreta, tanto la
capacidad de interpretar el texto (distinguir los datos esenciales de los accesorios,
reiterativos o inutiles, intuir la mejor forma de relacionarlos, ...) como la destreza técnica
de poner a punto las ecuaciones necesarias.

La segunda actividad es, por el contrario, esencialmente técnica y se resume en la
habilidad para manipular ecuaciones hasta encontrar, si existe, su solucion.

De las dos actividades esta ultima, precisamente por ser mas técnica 0 mecanica, €s mas
facilmente pautable y se resume en un conjunto de reglas que hay que entender y
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practicar. La primera, por el contrario, es una actividad mucho més difusa, que debe
poner en marcha indeterminados recursos intelectuales y que, en definitiva, es mas
heuristica que algoritmica, siendo por consiguiente bastante mas dificil de aprender y de
ensenar.

A este hecho indiscutible viene a sumarse la existencia de recursos técnicos, cada vez
mas extendidos, capaces de resolver automaticamente ecuaciones y sistemas de
ecuaciones, pero la inexistencia, en la actualidad y en el futuro préximo, de maquinas
capaces de realizar la operacion intelectual de construccion de ecuaciones a partir de un
texto escrito en lenguaje natural.

Toda esta descripcion tiene una conclusion didactica coherente: junto a, y probablemente
con preferencia a la habilidad para resolver ecuaciones debe aprenderse y practicarse la
de construirlas.

En todo caso, estas actividades permiten prestar atencidén a la comprension que de las
ecuaciones algebraicas y de los problemas asociados tienen los estudiantes. Y eso en una
doble vertiente, la individual, que permite indagar qué es lo que dice o hace cada uno, y
otra colectiva, que aporta datos sobre la valoracion que hace el grupo como tal de las
aportaciones de cada individuo.

S56. ECUACIONES II

JUGANDO CON EXPRESIONES

En este juego se trasplanta la idea de la carrera al azar de fichas que se mueven al dictado
del dado, sustituyendo la puntuacion directa del dado por el correspondiente valor de un
polinomio.

El objetivo de esta curiosa mezcla de dlgebra y azar es doble. Por una parte ejercitar la
sustitucion de letras por nimeros en expresiones algebraicas, por otra analizar coOmo
influye la intervencion de los polinomios en un juego en el que, sin ellos, todos los
participantes tienen la misma probabilidad de ganar.

La metodologia apropiada para el desarrollo del juego es la natural: es necesario que
inicialmente se invierta algo de tiempo en jugar algunas partidas que permitan
comprender bien las reglas del juego y que faciliten la experiencia y la oportunidad de
detectar las pautas y regularidades que seran empleadas en el analisis.

Estas observaciones, por otra parte, producen inmediatamente el convencimiento de que
no existe simetria en el juego. En efecto, la expresion x*-6x+9 produce siempre una
salida positiva para cualquier valor del dado que se obtenga en el lanzamiento, mientras
que las otras tres expresiones alternan valores positivos y negativos. Estas ultimas
tampoco se comportan del mismo modo. x>-5x+4 y x’-7x+10 proporcionan resultados
negativos con mas frecuencia que x*-4x+3. A partir de estas observaciones mucha gente
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saca la conclusion de que la estrategia optima es jugar con el polinomio x*-6x+9, que
nunca obliga a retroceder a su ficha.

La disparidad de estos resultados da la pista necesaria para proceder a un analisis
sistematico de la situacion, listando todos los casos posibles:

X = x-5x+4 x4x+3. | x-Txt10 | xP-6x+9
lanzamiento dado
1 0 0 4 4
2 -2 -1 0 1
3 -2 0 -2 0
4 0 3 -2 1
5 4 8 0 4
6 10 15 4 9
3’5 2733333 41666666 0’66666 | 371666666
promedios

Los valores promedios o esperanza de cada uno de los polinomios constituyen una
medida de su oportunidad de ganar el juego. En contra de lo intuido por muchos se
observa (y de hecho asi ocurre si se juegan unas pocas partidas) que la mayor expectativa
de victoria le corresponde a x*-4x+3.

Una posible extension de este problema se puede desarrollar si se interpreta a los
polinomios anteriores como una maquina que de facto ha transformado el valor del
resultado del dado en otro valor distinto. En otros términos, los polinomios en este juego
hacen que el dado de seis caras, en lugar de proporcionar resultados de 1 a 6,
proporcione otros resultados que han posibilitado mayor variedad de movimientos, por
ejemplo consiguiendo que las fichas también retrocedan y no circulen en un unico
sentido.

;Serd entonces posible construir una expresion polindmica para cada dado que
pudiéramos imaginar, por ejemplo para uno que diese como resultados 10, 7, 4, 1, -2,
-52.

HACIENDO PRUEBAS. LA CARCASA. MATENKO

Estos tres problemas tienen como denominador comun la propuesta de explorar
expresiones algebraicas polinomicas por la via de la evaluacion reiterada de las mismas, o
construccion de una tabla de valores.

El nticleo central de los ejercicios es pues disefiar un procedimiento lo mas simple posible
para que esos calculos reiterados puedan ser ejecutados comodamente en la calculadora.
Desde el calculo directo y desnudo de las expresiones sumando a sumando (se computa
el valor de primer sumando y se introduce el resultado en la memoria, se computa el
valor el segundo sumando y se afiade a la memoria, y asi sucesivamente) hasta
algoritmos mas sofisticados como el que se ilustra abajo con un ejemplo, existe una
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amplia gama de posibilidades que muchas veces son suficientes para alcanzar una eficacia
razonable:

B EVALUACIONDE 3°05+1'25x-02x> EN x =625 |

) e] [ ] DE] ] [0
R N S A 3 S e N 3 B

Este modo de organizar los calculos, que funciona con caracter general para cualquier
polinomio, se corresponde con una asociacion oportunamente recursiva de los términos
de la expresion algebraica:

02 XA+ 1725 X+ 3°05= (-0°2 X +1°25) X +3°05
SXP3XH6XP-TX+2={[(5X-3)X+6]X-7}X+2

y que en definitiva es e] algoritmo inventado por Ruffini.

ECUACIONES CON CALCULADORA. LA MAQUINA DEL CERO. MAS
SOBRE MAQUINAS Y CEROS. EL MURAL. EL BAR. ALBERTO Y ANA. LA
PISCINA DE MARTA.

Todos estos problemas son relativos a la construccion y resolucion de ecuaciones de
segundo grado en contextos variados que van desde el mas abstracto o puramente
algebraico (Lcuaciones con calculadora) hasta el de trasfondo geométrico (E/ mural, El
Bar, La Piscina de Marta) pasando por los que se enuncian con pretextos numéricos (La
maquina del cero, Mds sobre maquinas y ceros, Alberto y Ana).

En algunos de ellos la ecuacion de segundo grado viene directamente planteada o
claramente sugerida. En otros, por el contrario, y estos (%! mural, EI Bar, La Piscina de
Marta) constituyen el nucleo esencial de problemas relativos a la ectiacion de segundo
grado, es necesario un razonamiento que’ conduzca a la consffuccion del modelo
matematico de la situacion, que recoja todos los datos disponibles en el enunciado.

Esta es una actividad creativa en la que se fraduce un enunciado expresado verbalmente
a una ecuacion matematica. En esta traduccion interviene, y de ahi su riqueza formativa,
tanto la capacidad de interpretar el como la destreza técnica de poner a punto las
ecuaciones necesarias.

Para la resolucion de las ecuaciones se debe tener en cuenta que existe una amplia gama
de métodos de distinta naturaleza cada uno de los cuales tiene su propio rango de
aplicabilidad y pone el énfasis en un aspecto conceptual diferente, y todos en conjunto
contribuyen a dotar de sentido a la compleja idea de ecuacion. Agrupandolos por
categorias, estos métodos son:
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a) estimativos: un vistazo rapido a la ecuacion permite deducir sus soluciones, bien
porque estas son obvias, bien porque la particular estructura de la ecuacion las pone de
relevancia. Este método es el que permite afirmar rapidamente que

X=lessolucionde X° - X3+ X - X+ X° - X*+ X -X*+X-1=0

El elemento conceptual puesto de relevancia al tantear la solucidn mentalmente es el de
valor numérico de una expresion algebraica, en este caso un polinomio.

b) grdficos: las ecuaciones sefialan valores para los que se anula cierta funcidn asociada a
la ecuacion. Representada graficamente esta funcion con calculadora grafica o con
software adecuado, se puede estimar las soluciones de la ecuacion interpretando la
gréafica correspondiente. Por ejemplo, he aqui como se obtienen las soluciones de la
ecuacion X*-3X=2%% con una calculadora grafica:

y E Y=RI-z ! u [ y=yz-2 !

[ Y=z -3
L {l.l __""F)
rd -1—|'_.....x

-_?mﬂ
n=-1.725717
i I
b W -
.f'rl' Interseebion
n= 045988 Y= 12ZzBHGGH = - N4QEZYE

[ /-’:2“(}{-3‘!*' VaRE-3 j\
b ;L::.—'_.:_.’/_:.i Inter'sccrtinn-"f x

v [ v=:~:3—3:}II si v:z*(H-3Z£;#

gﬁfﬁ%&?f?l Y= Y43Eyz9z1 B=i4 EPEOPE WY=3053.4331 .
IR FORMAT
amin= -l
Amax=20
Ascl=l1
Ymin=-1
Ymax=58680
V=cl=186
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Este método pone de relevancia la relacion conceptual entre ecuaciones y funciones y, en
consecuencia, la visualizacion o interpretacion geométrica que le corresponde a una

ecuacion.

¢) numéricos: Tanteando racionalmente y con ayuda de una calculadora u ordenador, se
puede ir acotando y aproximando el valor de las soluciones de las ecuaciones. El método
de biparticion, por ejemplo, es conceptualmente simple y atractivamente intuitivo.

RESOLUCION ITERATIVA DE X’- X’+2X-I
Six= | X°-XP+2X-1| Six= | X’-XP+2X -1 Conclusién
vale vale
0 -1 1 1 Hay una solucion de la ecuacion entre O y 1
0’5 -0'125 1 1 Hay una solucion de la ecuacién entre 0’5y 1
0’75 0°3593.. 1 1 Hay una solucion de la ecuacion entre 0’5 y 0°75
07625 | 0°1035.. 075 | 0°3593.. __Hay una solucion de la ecuacion entre 0°5 y 0°625

Los métodos numéricos traen a primer plano el concepto de aproximacion y de iteracion.

d) algebraicos: en algunos casos (ecuaciones lineales y cuadraticas casi exclusivamente)
existen formulas o reglas explicitas y relativamente sencillas para obtener la solucion.
Estos métodos se centran en la manipulacion algebraica y en el concepto de niimero real,
pero estan a veces bastante alejados de la intuicion.

En la practica, lo importante es que el estudiante no se vea impelido a concebir cada uno
de estos métodos como un artificio inconexo de los demas, sino todo lo contrario. No
deben pues introducirse como métodos aplicables a ecuaciones distintas (aunque unos
funcionen mas efectivamente con unas ecuaciones que con otras ) sino, como ya se dijo,
simultaneando unos con otros desde el principio.

57. LA FUNCION EXPONENCIAL

EL ARBOL GENEALOGICO

Aunque no se formula explicitamente en el problema, para extraer toda la riqueza
formativa que se plantea en esta situacion convendria atacar un problema previo que
supone solo una pequefia modificacion del enunciado: suponie que tii tienes dos hijos,
que cada uno de tus hijos tiene a su vez dos, y asi sucesivamente cada descendiente tuyo
tiene por término medio a su vez dos descendientes. ;Cudntos descendientes tendrias
dentro de 200 generaciones?.

Esta variante del problema es formalmente equivalente a la que se atacara luego pero es
conceptualmente mas simple: si se cumplen las hipotesis (2 descendientes por
descendiente) y no hay factores afiadidos que las invaliden (guerras, enfermedades,
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catastrofes, ...) irrebatiblemente el namero de descendientes en tal generacion sera el
calculado: multiplicaré tus descendientes hasta hacerlos mds numerosos que las
estrellas, le dijo el Dios de Israel a Abraham cuando estaba hundido en la desesperacion
pues su esposa Sara habia cumplido los 80 afios sin darle descendencia.

Aunque es muy dificil asegurarlo, desde Abraham hasta nuestros dias han pasado
aproximadamente unas 200 generaciones de modo que una pregunta resulta procedente:
chay en la actualidad tantos judios como predice la hipétesis antes aceptada?. ;habria
que modificar la hipdtesis? ;de qué manera? ...

Una vez discutidas estas cuestiones, se puede sacar el maximo partido al problema de los
ascendentes, pues todas las preguntas que se hayan podido ir formulando y respondiendo
antes son trasplantables a esta otra version: ;cudntos ascendentes tendria en tiempo de
Abraham una persona de ahora? ;Is eso posible?. Noé, fue, segun la Biblia, el unico
superviviente del Diluvio Universal, nhombre con el que han pasado a la historia unas
Sformidables inundaciones sufridas en Caldea hace alrededor de unos 5000 afios y en la
actualidad bien documentadas arqueoldgicamente. Si el dato de la Biblia fuese cierto,
¢a qué ritmo medio habria estado creciendo la poblacion mundial hasta nuestros
dias?...

UNA Y SOLO UNA PESA MENOS

El numero de pesadas que se debe contabilizar es el minimo posible para que con
certeza se localice a la perla que pesa menos. Esta precision es esencial pues se pueden
disefiar multiples métodos que no tienen la propiedad de ahorrar al maximo el nimero
de pesadas, y de hecho asi se hara en clase. Si asi ocurre, aprovéchese para comparar
unos con otros, construyendo en cada caso las tablas, las féormulas y las graficas que
relacionan el numero de perlas con el nimero de pesadas minimo en cada método. Entre
los métodos que con mas frecuencia surgen, citaremos los siguientes:

a) método de la perla pivote: se escoge una perla cualquiera y se va pesando con todas
las demas una a una. Mientras la balanza se mantiene equilibrada, cabe interpretar que la
perla discordante se encuentra entre las que todavia no han sido comparadas con la que
hace de pivote. De este modo una de las perlas no necesitard intervenir en el proceso
pues, o bien la que pesa menos se ha detectado antes, o bien es €sa y queda delatada
porque el peso de todas las demas ha coincidido con el peso del pivote.

—O
O
e
O

Para n perlas, con este procedimiento se necesita, para garantizar con total seguridad la
localizacion de la perla defectuosa, un maximo de n-2 comprobaciones en la balanza.
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b) método del emparejamiento: se empareja las perlas mientras se pueda, con dos
resultados posibles, o todas estan emparejadas o sobra una. En cualquiera de los dos
casos, se van comparando en la balanza las perlas emparejadas hasta que se rompe el
equilibrio del fiel, momento en que queda localizada la pieza buscada. si eso no ocurre en
ninguno de los casos es porque el numero de perlas era impar y la menos pesada ha
quedado sin pareja en el reparto al azar.

O O

o'\ o %
X oy O
O O o O

Para n perlas, con este procedimiento se necesita, para garantizar con total seguridad la
localizacion de la perla defectuosa, un maximo de n/2 comprobaciones en la balanza, si n
es par, y de (n-1)/2 si n es impar.

¢) método de la biparticion: se divide al conjunto de todas las perlas en dos partes
iguales, de manera exacta o sobrando una perla. Se comparan entre si los dos grupos de
perlas. Si la balanza arroja un resultado de equilibrio es porque el nimero de perlas es
impar y la defectuosa es precisamente la que ha quedado fuera del agrupamiento. Si, por
el contrario no ocurre eso, el fiel de la balanza sefialara qué grupo de los dos pesa mas,
de modo que en el otro se encontrara la pieza buscada. Se coge ahora este grupo y se

procede del mismo modo: se separa en dos grupos que se comparan entre si, y asi
sucesivamente.

La determinacion del nimero maximo de pesadas por este método es algo mas
complicada que en los casos anteriores y necesitara de una tabulacién més detenida para
que el analisis pueda surtir efecto:
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};l:]l:s 2 3 4 5 6 7 8 |10 |13 |16 |18 } 21 |26 | 31 | 32

mmde |l 2202233 [3|4]44]4]|4]5

pesadas

Asi el nimero de pesadas maximo para garantizar el éxito en la localizacion coincide con
el exponente de la potencia de 2 mas proxima al nimero de entre las que son mas
pequenias que este:

. . -1 ’
Si n es el namero de perlasy 2° <n <2 entonces el nim. de pesadas es p.

LAS BACTERIAS. PRESION ATMOSFERICA. LA COMPANIA

Cada uno de estos tres problemas permite explorar la funciéon exponencial en distintos
contextos, y pueden ser considerados en gran medida como problemas equivalentes
reiterando el mismo tema. Una vez sentado dicho caracter de estudio general de la
funcion exponencial, cabe decir no obstante que en cada uno de ellos pueden encontrarse
matices, provenientes precisamente del contexto en que se enmarca la situacion
exponencial, que pueden resultar de interés didactico especifico.

Por ejemplo, en Las bacterias hay una cuestion clave, relativa al comportamiento no
lineal del crecimiento exponencial, que resulta fuertemente chocante con la intuicion: si
un tubo de ensayo tarda 12 horas en llenarse de bacterias que se reproducen por
triparticion, no se habria llenado 1.3 de su capacidad al cabo de 12/3 = 4 horas, sino
al cabo de 11 horas. ;Qué mayor revulsivo intelectual puede recibir una mentalidad
proporcional que la comprension del fendmeno de la explosion demogrdfica constatando
que en so6lo una hora cierta poblacion crece el triple que en las 11 horas anteriores?.

Otro ejemplo. En La presion atmosférica se llega a establecer sin excesivas dificultades
por la via del analisis numérico el comportamiento exponencial de la relacion entre
presion y altitud. Asi tras la construccion de una tabla como esta

altura 0 1 2 3 4 A

presion 1 0’9 0°9* 09’ 0°9° 0°9%

se comprende rapidamente el comportamiento de algunos aspectos de la funcion
exponencial que tiene base positiva menor que la unidad. Pero sobre todo, permite
plantear de modo natural algunas cuestiones que profundizan enormemente en el
conocimiento de los numeros:

;Oué presion habra a una altitud de 3'5 km.? ;Qué puede decir la calculadora al
respecto? ;Qué significado cabe atribuir a la potencia 0°9°?

Obsérvese por ejemplo como a partir de una pregunta planteada en un problema pueden
generarse conocimientos nuevos:

¢ Qué dice la calculadora acerca de la presion que corresponde a alturas negativas?
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Segun la pauta que genera la tabla se tiene:

altura -3 -2 -1 0 1 2
resion 0'9° 0°9” 09t 0°9° 0’9 0°9?
resultado | 1°3717... | 1°234.. | D111 1 0’9 0’81

de modo que las potencias de exponente negativo tienen un valor numeérico,
proporcionado por la tecla X" de la calculadora, bien determinado. Pero todavia mas,
mientras se reduzca la tabla a mimeros enteros consecutivos, el valor de la presion en
cada casilla es el valor de la casilla anterior, multiplicado por 0,9. Por lo tanto:

09" x 0°9=1, esdecir 0°9'= 1/0°9 =1°111..,
097 x 0°9° =1 . esdecir 0°9%= 1/0°9°=1°234...
0'9° x 0°93 =1, esdecir 0°9°= 1/0°9°=1'3717...

iy se ha descubierto como actua la calculadora para potencias con exponente negativo!.

58. SUCESIONES

TRIANGULOS I TRIANGULOS IL. TRANSFORMACIONES I TRANS-
FORMACIONES II. TRANSFORMACIONES 111

En todos estos problemas se aprovecha la posibilidad de visualizar distintos términos de
una sucesion para poder analizar su estructura recursiva y para extraer consecuencias
numéricas. Las posibilidades didacticas de la conexion entre geometria, nimeros,
recursion y tendencias en el estudio de las sucesiones se discuten con amplitud en el
apartado Area y Perimetro limites de los comentarios al cuaderno Resolucion de
Problemas.

RECORTANDO PAPEL. (QUE ESCOGES?. TRAMA CUADRADA. LOS
NUMEROS PARES E IMPARES. EL DOBLE PRODUCTO. LA MEDIA
ARITMETICA. SUMA Y DIVIDE

Cada uno de estos titulos se refiere a una situacién planteada en términos descriptivos o
verbales que acaba generando una sucesion cuyos primeros términos se obtienen
experimentando, contando, observando o midiendo el enunciado. En ninguno de los
casos la sucesion se introduce proporcionando su expresion general o formula generatriz.

Precisamente uno de los dos grandes objetivos de este bloque de problemas es practicar
la determinacién de la expresion general de las sucesiones para comprender que tales
formulas constituyen un modo de codificar, resumiendo en unos pocos simbolos una lista
infinita de nmeros.
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El otro objetivo es propiciar la observacion de lo que ocurre a largo plazo con los
terminos de las sucesiones para ir forjando intuitivamente y nutriendo de experiencias los
conceptos de convergencia, divergencia y oscilacion. Ambos objetivos, construir
expresiones generales y analizar tendencias, confluyen si se hace observar que en algunos
casos el analisis de la formula que genera una sucesion puede servir de complemento, de
contraste o de elemento clarificador de la observacion numérica de la tendencia.

59. OTROS PROBLEMAS

LA CARRERA DE PULGAS

Para resolver con éxito el problema no es suficiente la construccion de las funciones que
relacionan el tiempo t y la distancia d recorrida por las pulgas en periodos discretos de
tiempo. Estas funciones son idénticas para cada uno de los dos animales:

distancia (t)=t , t=0,1,2,3,..

Fuera de esos valores enteros, la formula d(t) = t, puede describir la posicion de la
pulga que siempre salta hacia adelante, pero no la de la que avanza y retrocede
sucesivamente. Por lo tanto esa formula no es suficiente siempre para decidir qué animal
ganaria la carrera.

Por ejemplo, en t=5 la posicion la distancia recorrida por las dos pulgas es de 5 cm. Si la
meta estuviese a 5 cm. de la salida la formula pareceria indicar que se produce un empate
en la carrera.

Sin embargo, eso no es asi porque una carrera es ganada por aquel corredor que
atraviesa la linea de meta en primer lugar y la pulga caprichosa siempre va por delante de
la otra, como queda palpablemente claro si se construye la tabla y la grafica que
describen la posicion en cada momento de las pulgas. Construir la formula que describa
satisfactoriamente la posicion de la segunda pulga en todo momento no es una tarea
sencilla, aunque tampoco es imposible.

DISTANCIA A LA LINEA DE SALIDA DE CADA PULGA

t Jos[2a 1 [r2]ralre[rs] 2] 73 [ 83 [3[4]45]5]55]6
pugasimple [ 5 [ 0°66 | 1 | 1°2] 1'4] 16| 1°8 233 [ 266 [ 3 [4]4°5][5]5’5
iga 5132331 1 [ 2 3[4 ]3]|2]366]|466]|3[4[65[5[75]6

caprichosa

NS}
S
(@)
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Para otra version de este mismo problema, véase el titulado Las pulgas en el cuaderno
Formulas y grdficas de 4° curso.

LA CARRERA

En contra de lo que dicta la intuicion, cuando la chica empieza a correr 5 metros por
detras de la linea de salida no se produce un empate en la carrera. Este hecho se puede
demostrar muy convincentemente: por cada 100 metros que recorre la chica, el chico
recorre 95. Asi, en la segunda carrera chico y chica estaran igualados cuando el uno lleva
recorridos 95 metros y la otra 100 metros. jPero todavia faltan 5 metros para la meta!.
La chica es mas rapida, luego ganara.

Para que se produzca un empate en la carrera ambos corredores deben tardar el mismo
tiempo recorriendo distancias distintas. El chico recorrera 100 metros, la pregunta es
¢cuanto deberd recorrer la chica? Un simple razonamiento proporcional resuelve la
cuestion: si cada 95 metros del chico la chica recorre 100, mientras aquel recorra 100,
¢ésta recorrera 100x100/95 = 105°263... metros.

La ventaja necesaria para el empate es pues de 5’263 ...

LOS CAMAREROS

El tipo de errores que producen problemas como este es bien conocido y tiene su origen
en la preponderancia mental de las estructuras aditivas y de la proporcionalidad directa
que actuan inercialmente imponiéndose u obstaculizando otros enfoques. Como estos
errores surgiran tan espontanea como inevitablemente, aprovéchese para discutirlos y
para dejar patente su inconsistencia. Algunos ejemplos de este tipo de razonamientos
erroneos de partida son los siguientes:
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El otro camarero tardard 10 minutos, pues el primer camarero ha hecho su trabajo de
siempre en los 20 minutos acostumbrados y ha tenido que complementar con 10
minutos extras que es el trabajo que realizaba el camarero ausente.

Cada camarero aislado tarda 30 minuios.

Si entre dos camareros tardan 20 minutos, la mitad de los camareros, esto es uno solo,
tardara 40 minutos.

Si entre dos camareros tardan 20 minutos, uno solo tardard 40 minutos en promedio.
Como el que si fue a trabajar tarda 30 minutos (10 menos que la media) el otro
tardaria 40 minutos (10 mds que la media).

EL HUERTO DEL TiO PEPE.
En este problema de decision se requiere en definitiva una comparacion entre los
secciones de los dos disefios posibles de cubiertas de invernadero, que se ejemplifican

para un caso en la figura adjunta. No desaproveche la oportunidad de plantear el
problema en primer lugar como una estimacion mental.

CERVEZA SIN ALCOHOL

Este problema es una variante del titulado £/ reparto de los panes que se discute con
amplitud en el capitulo dedicado a comentar del cuaderno Resolucion de Problemas.
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CAPITULO XII

FORMULAS Y GRAFICAS 4°

60. El LENGUAJE GRAFICO

EL VIENTO

El problema puede atacarse inicialmente explotando los datos disponibles bajo la
hipotesis de que no hay viento. Este tanteo previo permite una familiarizacion con el tipo
de calculos necesarios para obtener velocidades, tiempos y distancias.

El recorrido total, ida y vuelta, es de 4’5 h. x 32 km/h = 144 km., de modo que la
distancia entre A y B es de 144/2 =72 km. Esta conclusion debera ser discutida porque
no es obvia. La estrategia mas adecuada para facilitar el convencimiento de que se esta
actuando correctamente es la construccion de un ejemplo que simule la situacion:

Supongamos que la distancia entre A y B hubiese sido 100 km. y que la velocidad a la ida es de 25 km/h
mientras que a la vuelta se realiza a 20 km/h. El tiempo empleado habria sido de 100/25 = 4 horas para
la ida y de 100/20 = 5 horas para la vuelta. Entonces. la velocidad media habria sido de 200/9 =

2272222 .. km/h.
Por lo tanto si s¢ sabe este 0ltimo dato y el tiempo empleado, su producto 22°222... x 9 = 200 es el doble

de la distancia entre los dos puntos.

En ausencia de viento, la velocidad media de la ida es pues 72 km /2 h. = 36 Km/h,,
mientras que la de la vuelta sera 72 Km./2’5 h. = 28’8 km/h. La diferencia entre las dos
velocidades es pues de 7°2 km/h.

En una segunda fase se puede pasar a calcular datos similares con una velocidad concreta
del viento, por ejemplo 5 km/h. Se supone que el viento sopla a la misma velocidad y en
un sentido fijo todo el viaje, lo que sin duda es una idealizacion. Supongamos
inicialmente que el sentido es de A a B. El ciclista viajara a la ida con un impulso que le
incrementara la velocidad en 5 Km/h, mientras que a la vuelta sufrira un descenso de la
misma magnitud.
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La velocidad de ida es, bajo estas circunstancias, (36 + 5) km/h y la de vuelta (28°8-5)
Km/h. Por lo tanto, el tiempo total empleado en el viaje es

t = 72 + 72 = 175609 + 3’0252 = 4’78130 horas.
36+5 28'8-5

Mas importante que el resultado numérico obtenido es la estructura de la expresion que
ha permitido generarlo.

Comprender que el 5 puede ser sustituido por otros valores de la velocidad del viento
significa estar, en primer lugar, en disposicion de construir una tabla para distintos
valores de la velocidad, en segundo lugar de, por generalizacion, construir la foérmula
que relaciona el tiempo empleado en el viaje con la velocidad que lleve el viento, vy,
finalmente, con ayuda de recursos electronicos, de construir una grafica que describa la
relacion funcional.

En este problema, en definitiva, se parte de una situacién descrita verbalmente, cuya
interpretacion genera una descripcion numérica de la que se derivan descripciones
numéricas estructuradas, descripciones algebraicas y, finalmente, descripciones graficas,
cuya interpretacion genera a su vez nuevas cuestiones relativas a la comprension
profunda de la situacion.
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Representacion numeérica estructurada

72

72

36 +5

28'8-5

72
28'8- V

72
36+V

Representacion analitica

v

Representacion grafica
con maquina

3
¥
S ’;
e, : o™
PSP NPT . |
Gmr: ITOBEE  Yolk RERIRG 7

\% 3 5 8 10 | 15 | 20 | kmh
t 46 | 4750|5366/ 94| horss
Representacion tabular / resumen célculos
Representacion punto a punto
10
94 ®
8 +
7 4
6 1 . ¢
54 ® ® &
44
3 4
24
14
0 + + + -
5 10 15 20
La grafica esta por debajo del eje horizontal para
algunas velocidades del viento. ;Qué significado

tiene este hecho?
¢En qué condiciones meteorologicas el viaje resulta
lo mas breve posible?

Sttt
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LA NORIA
En la resolucion del problema cabe distinguir dos etapas bien diferenciadas:

1) Construir un modelo geométrico de la situacion:

&—— ———

2) Desde el anterior modelo geométrico, trazar una grafica que esboce cualitativamente
la relacion existente entre altura y tiempo: lo interesante de esta fase es discutir la forma
que debe tener la grafica para ser aceptable.

Deberan exponerse argumentos convincentes para justificar que esta no es una

circunferencia, pero tampoco una quebrada, que debe ser periddica y oscilar entre dos
valores limite, etc.

altura

tiempo

Una descripcion grafica atractiva pero incorrecta

Una vez convenida la forma de la grafica que describe eficazmente la relacion entre
altura y tiempo, puede pasarse a discutir, si se desea, aspectos cuantitativos mas
precisos como cudles son los valores limite para la altura y cual es el periodo al cabo del
que se repite la grafica.

Para responder a las dos preguntas finales del problema es preciso establecer un
convenio para localizar a la cesta en la noria. Esta es una cuestion esencialmente
geométrica y permite varias alternativas, por ejemplo, se puede efectuar una
localizacion que combine una descripcion verbal con cdlculos numéricos: si en una
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vuelta se tarda 1 minuto, cada segundo se baten 360/60 = 6°. A las 12 y 42 segundos, el
punto del que pende la cesta se encontrara situado sobre la circunferencia que compone
la estructura de la noria a 6° x 42 seg. = 252° de la vertical en el sentido de giro de la
noria. La cesta propiamente dicha se encuentra un metro verticalmente hacia abajo.

Alejandose del objetivo central del problema, se puede aprovechar el contexto que
describe plantear como investigacion un estudio del comportamiento del modelo
funcional

h(t)=A+Bsen(Ct+D)

que resulta eficaz para reflejar el comportamiento de fenomenos funcionales periddicos
como la altura alcanzada por la cesta de la noria.

La férmula se suministrara directamente por el profesor, indicando que A, B, C y D son
constantes que deben fijarse en cada caso y que tienen un efecto sobre la grafica de la
funcidn h(t) que se trata de averiguar haciendo pruebas con una calculadora grafica o
con ordenador. Esa exploracion es experimental y puede organizarse comparando las
graficas obtenidas por distintas particularizaciones de las constantes hasta desvelar la
influencia que ejercen aisladamente cada una de ellas. Estos son algunos de los casos por
los que se podria empezar la exploracion

h(t)=sent, h(t)=Bsent , h(t)=senCt , h(t)=sen (t+D), h(t)=A +sent

Como aplicacion de los resultados de la investigacion, se puede proponer una estimacion
de los valores A, B, C y D para el caso particular planteado en el problema de la noria.

Esta estimacion es particularmente interesante porque combina la comprension alcanzada
sobre el significado de A, B, C y D con el esbozo cualitativo de la grafica que se habia
efectuado inicialmente.

Asi, el modelo concreto que particulariza el comportamiento de la noria es

h(t) = 10 + 10 sen ( 2nt/60 + 15)

cuya grafica, representada en dos escalas, es:

~
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BUSCANDO

La segunda pregunta de este problema debe ocultarse hasta que se hayan confeccionado
las primeras gréficas. Hay una tendencia innata a cefiirse exclusivamente a niimeros
enteros, incluso a veces solo a numeros enteros positivos, cuando se trata de dar valores
a una férmula o expresion algebraica. La mencionada segunda pregunta pretende romper
esta tendencia limitadora. Los nimeros no enteros también existen.

GRAFICAS I - GRAFICAS 11

Se busca en este problema un automatismo en la identificacion de la formula lineal y la
ubicacion en el plano cartesiano de la recta que la representa graficamente.

Se trata en este caso de ejercitar la traduccion

grafica « y formula

para una familia funcional concreta y sencilla, la lineal.

Se debe plantear el problema como una pequefia investigacion cuyo objeto es establecer
una clasificacion de todos los casos cualitativamente distintos que se pueden dar,
cumplimentando con los bocetos graficos adecuados las casillas de una tabla como la
siguiente:

Y=AX+B A<0 A=0 A>0

B<0

B=0

B>0

No habria que detenerse aqui de todos modos y deberia aspirarse a introducir la idea de
pendiente como medida de la inclinacion, buscando poner de relevancia esencialmente el
choque cognitivo que supone el comportamiento de las pendientes negativas: la idea
intuitiva de pendiente como inclinacion debe ser adaptada para que funcione
adecuadamente con las pendientes negativas, en las que pendientes mas pequefias
significan inclinaciones mayores.

También convendria llamar la atencion en algin momento sobre el hecho de que, si bien
todas las graficas de la familia lineal son lineas rectas, no todas las rectas del plano
cartesiano quedan representadas por la familia lineal, que no incluye a las rectas que son
verticales, el tratamiento de las cuales requiere otras estrategias didacticas (véase, por
ejemplo, la actividad titulada EL JUEGO DE LAS ISOMETRIAS del cuaderno de
Geometria de 4°).

UN SALTO INFINITO (1Y II)

Las dos situaciones planteadas constituyen un ejemplo tipico del proceso que conduce
desde la formulacion de una propiedad numérica a la construccion de una tabla resumen
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de la misma que, ampliada y explorada convenientemente con los nimeros adecuados,
permite construir un grafo funcional:

numeros »  tabla » grafica

La singularidad del caso estriba en el comportamiento perverso del nimero O que obliga
a aceptar la idea de que no es posible representar graficamente un punto asociado a
dicho numero.

;Qué pasa en cada caso cuando uno de los numeros de la pareja es muy proximo al
cero? ;Qué pasa con los numeros negativos? ;Qué pareja le corresponde a un numero
positivo (o negativo) muy grande (o muy negativo)?

Estas preguntas y otras similares son clave para animar a los estudiantes a la exploracion
y para estimar el comportamiento grafico aun antes de recurrir al papel milimetrado.

Aunque no se requiere una construccion explicita de la expresion algebraica que
relaciona a las parejas de numeros que cumplen las propiedades indicadas en los
enunciados, esta construccion surge espontaneamente en clase con cierta frecuencia y, a
discrecion, puede ser aprovechada para incitar a la representacion grafica mecanica (con
calculadora grafica o con ordenador) de la funcion que, complementando la otra via,
enriquecerd enormemente la discusion.

numeros » tabla /réﬁca
\ formula

=1

X - * * X
#="1.20161Y IY=-.7eBz768 W= P0zEZEY  Y-Z.0iBRS19

EL APARCAMIENTO

Si bien formalmente la situacién responde al mismo esquema didactico que las
actividades anteriores:

descripcion - — tabla » grafica

T formula

existe ahora una conjuncion de factores que hacen problematica tanto la construccion de
la tabla (que requiere una foma de conciencia del comportamiento constante de la tarifa
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en cada intervalo horario) como la representacion grafica y, sobre todo, la formula o
formulas que no deben fijarse como objetivo importante.

ticmpo de precio
estacionamiento de 1a estancia

(en horas) en ptas.
de0 a 2 250
de2 a3 250 + 50 = 300
de3 a4 250 +2x50= 350
de 4 a5 250 + 3 x 50 = 400
de 5a6 450
de 6a24 500

500 o

450 < —

400 4 _

350 < —

300 <4 —

250 fr———

200 <+

150 +

100 <+

50 <
0 N . . N \
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Se debera, no obstante, incitar a describir con precision los calculos necesarios para
obtener el precio de la estancia de t horas (enteras o no) en el estacionamiento. Esa
descripcion verbal es de hecho la férmula: si t es 6 o mas horas, el precio es 500, si t es
inferior a 6 horas el precio es 50 veces el niumero entero de horas mas doscientas
pesetas.

Descripciones como estas pueden ser utilizadas para descubrir la funcion parte entera
que, dicho sea de paso, cada vez se encuentra con mayor frecuencia entre las disponibles
en las calculadoras cientificas y graficas.

Otra posible extension del problema se puede iniciar a partir de preguntas como las
siguientes: ;Qué precio deberd pagar un auto que permanezca mds de 24 horas
seguidas en el aparcamiento? ;Ls razonable que pague indefinidamente la tarifa de
500 ptas.?.
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61. EL LENGUAJE ALGEBRAICO

CASILLAS Y NUMEROS

El problema puede resolverse por tanteo numérico y es de complejidad creciente a
medida que se alejan entre si las dos casillas inicialmente ocupadas por numeros
conocidos.

Una via de ataque alternativa al problema consiste en buscar la notacion algebraica
adecuada para establecer formalmente las relaciones que existen entre unas casillas y
otras. El quid de la cuestion estriba en que no cualquier notacion es util para representar
eficazmente la relacion.

Sin duda

X+1
1 X X+1 — X 4

es mucho menos elegante y, sobre todo mucho menos util que

1 2X -1 X 8-X 4

aunque ambos son representaciones validas de la relacion, que, aplicada, a las casillas
centrales proporciona la posibilidad de determinar x:

28-X)-2X-1)=X » X =17/5

EL CUADRADO ALGEBRAICO

El apartado a) estd dedicado a afianzar el concepto de valor de una expresion
algebraica.

La cuestion del apartado b) genera un sistema de ecuaciones cuyas soluciones (x=-1,
y=2) pueden obtenerse por tanteo. Alternativamente, el apartado b) puede ser utilizado

para introducir algunos métodos sistematicos de resolucion de sistemas.

El sistema que se genera en c) determina el valor y=2, dejando libre el valor de x. Es, por
lo tanto, un ejemplo de sistema indeterminado.

Finalmente, las ecuaciones definidas por la condicién d) son incompatibles.
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PAREJAS

La inmensa mayoria de las busquedas (de nimeros, de objetos, de ejemplos, de ideas, ...)
admiten una estructuracion heuristica que requiere ante todo una pauta para organizar la
caza y captura ordenada de los elementos buscados. Buscamos aqui una pareja de
numeros tales que su producto sea 12 y la suma de sus reciprocos sea 1, o se parezca lo
mcs posible a . Disponemos para ello de una calculadora y de suficiente animosidad
como para hacer algunas pruebas y establecer un calculo organizado sacando partido a la
tecla 1/X y a la memoria de la maquina.

a b ab 1/a 1/b 1/a+ 1/b | Resultado
1 12 12 1 0°083333 | 1°083333 se pasa
2 6 12 0’5 07166666 | 07666667 no llega
3 4 : 12 0°333333 0’25 0°583333 no llega

Las pruebas realizadas sugieren una busqueda mas meticulosa en torno al nimero a=1,
que tan buen resultado ha proporcionado ya de salida.

a b ab 1/a 1/b 1/a+ 1/b | Resultado
| 12 B A 1 0°083333 | 1°083333 s€ pasa
1’5 8 12 0°666667 0’125 0791667 no llega
0’9 13°33333 12 1t 0’075 17186111 se pasa
't [ 1090909 | 12 07909091 | 0°091667 | 17000757 | sepasa
1’2 10 _ 12 0°833333 0’1 0933333 no llega
1’12 10°7142 12 (0°892857 | 0093333 | 0°986190 ‘n-o—ll_e_gg__

NUMEROS PARES E IMPARES

Este problema presenta dos tipos de dificultades, una de caracter esencial y otra mas
secundaria.

La primera de ellas, de tipo actitudinal, consiste en el rechazo innato a demostrar lo
obvio. Asi, la observacion reiterada de que la suma de dos numeros pares €s un numero
par parece ser razon suficiente para inducir la generalidad de esa propiedad. Y de hecho
en gran medida esta es una razon muy poderosa.

La segunda dificultad es de tipo técnico. La manipulacion de expresiones con
indeterminadas y la interpretacion de los resultados que se van obteniendo es una
operacion intelectual muy abstracta: la multiplicacion de dos nimeros impares requiere
primero reconocer que un numero impar puede representarse en la forma 2n+1, segundo
darse cuenta de que para manejar simultaneamente un segundo numero impar se debe
recurrir a una segunda indeterminada m. El producto entonces

(2n+1) . 2m+1)=4nm + 2n+ 2m + ]
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arroja un resultado en el que se debe reconocer que los tres primeros sumandos son
pares y en conjunto por lo tanto es impar.

La combinacion de estas dos dificultades mencionadas hacen que este problema sea poco
recomendable para ser planteado a todo el mundo, debiéndose en consecuencia reservar
preferiblemente para aquellos que alcancen un estado avanzado de desarrollo algebraico.
Para la generalidad, por el contrario, conviene centrar el problema en la observacion de
las regularidades que se presentan en la paridad al realizar operaciones aritméticas. Por
ejemplo, podria formularse la pregunta ;qué operaciones (suma, resta, multiplicacion,
division, potenciacion, radicacion, ...) conservan la paridad?

ADIVINANDO CARTAS

En los primeros escarceos con el problema surge casi espontaneamente la idea de probar
qué ocurre bajo el supuesto de que la carta escogida haya sido una determinada. Debe
aprovecharse esta idea para sugerir la construccion de una tabla que recoja todos los
resultados posibles:

as 2 3 4 5 6 7 sota | caballo | rey
oros 16 26 36 126
copas 17 27 37 77
espadas 18 28 38 108
bastos 19 29 39 119

Buscando en la tabla el nimero de la contestacion del jugador, la fila y la columna
correspondientes desvelan la carta escogida. El descubrimiento de que los nimeros que
aparecen en la tabla no son arbitrarios no tarda en producirse: las decenas sefialan
univocamente el valor de la carta y las unidades identifican el palo, con la codificacion:

6 — oros, 7—» copas, 8 —» espadas, 9 —— bastos

10 — sota, 11 — caballo, 12 —> rey

ADIVINANDO NUMEROS
Este problema es una variacion, algo mas complicada, del problema anterior.

Como aquel, se puede resolver construyendo la tabla de todas las respuestas posibles y
analizando las regularidades que se presentan. Conviene limitar la extension del problema
de modo que uno de los dos niumeros tenga una sola cifra y dejar el caso mas general
como extension que se planteara si procede y a quien proceda.
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En el caso restringido es factible también la via algebraica: si los nimeros pensados son
respectivamente X e Y, este ultimo de una sola cifra, entonces las sucesivas operaciones
que deben realizarse quedan codificadas algebraicamente como

25X+ +Y
o bien 10 X +Y + 14,

Esto quiere decir que para adivinar los numeros pensados habra que sustraer 14 a la
respuesta del jugador. Las unidades del nimero resultante identifican a Y, y el resto de
las cifras a X.

Los problemas de ilusionismo algebraico como este tienen un éxito tremendo en clase y
seria una pena desaprovechar el entusiasmo que suscitan sin incitar a los alumnos a
disefiar sus propios trucos y definir con precision el ambito de aplicacion de los mismos.

COINCIDENCIA

La ecuaciéon atb = ab es equivalente a la ecuacion (1/a)+(1/b) = 1. La una se puede
deducir a partir de la otra y la otra a partir de la una. El objetivo de este problema es
contribuir a forjar el concepto de equivalencia algebraica. Las soluciones, las mismas
para las dos ecuaciones, deberan cumplir igualdad a+b-ab = 0, esto es a(1-b)+b =0, y en
resumidas cuentas

b
a=——-
b-1

Cada valor de b, excepto 1, engendra una solucion. Por simetria, cada valor de a,
excepto 1, engendra también una solucion.

DOS CIFRAS

Si A es la cifra de las decenas y B es la cifra de las unidades de un numero, este
mumero es 10A+B.

Esta es la indicacion basica, nada evidente a pesar de que se basa en la esencia de la
notacion decimal, que habra que formular para que la resolucion del problema arranque.

La relacion entre A y B debe ser pues 10A+B-AB = 16.
Probando con todas las cifras posibles para B, se obtiene que las unicas que estan
asociados a valores admisibles de A (esto es a cifras) son las correspondientes a los

nimeros 24, 37, 48 y 79.

Para la otra cuestion que se plantea, si 10A+B-AB puede ser cualquier numero,
construyase una tabla de doble entrada:
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I0A+B [ A=0 | A=1 | A=2 | A=3 | A=4 | A=5 | A=6 ( A=7 | A=8 l A=9 ‘
-AB

B=0 | 0 10 30

B=1 | 1 10

B=2 | 2 10

B=3 | 3 10 17 24

B=4 | 4 10

B=5 | 5 10

B=6 | 6 10

B=7 | 7 10 '

B=8 8 10 20 2 4 26
B=9 | 9 100 11 12 13 14 15 17 18

La tabla deja claro que no se puede obtener cualquier resultado: 21, 23, 27, 29, 33, 37,
39, ...,91,92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99, son algunos de los numeros que no pueden
obtenerse como resultado de restar a un nimero menor que cien el producto de sus dos
cifras.

62. ECUACIONES Y SISTEMAS

DOS ANOS DE AUMENTO

Para establecer un método que permita calcular la evolucion de los precios existen dos
aproximaciones posibles, una que pone de relevancia el calculo numérico necesario, esto
es los aspectos algoritmicos del problema, y otra que centra mas la atencion en las
propiedades algebraicas. Ambas aproximaciones pueden explorarse alternativamente o,
mejor todavia, complementariamente.

La aproximacion numérica tiene una estructura iterativa: dado el precio de un afio, el
precio del afio siguiente se obtiene siempre del mismo modo, afadiendo el 4%:

Precio inicial 2.000
afio 1 2000 + 0’04 x 2000 = 2080
afio 2 2080 + 0°04 x 2080 = 2163
afo 3 2163 +0°04 x 2163 = 2250
afio 4 2250 + 0’04 x 2250 = 2340

Este esquema iterativo genera al usar calculadora una secuencia fija de teclas, o pauta de
actuacion repetitiva:
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12000 |  [Min] | X |

=] [ [ [ BE

T

La aproximacion algebraica fija la atencion en la estructura de las operaciones que se
realizan y no tanto en los resultados numeéricos:

Precio 1nicial 2.000
afio 1 2000 + 0°04 x 2000 = 2000 (1+0°04) =
=2000 x 1°04
afio 2 2000 x 1704 + 0°04x(2000 x 1°04) =
= 2000 x 1704 (1+0°04) = 2000 x 1°04°
afio 3 2000 x 1°04” + 0°04x(2000 x 1°04%) =
=2000 x 1°04° (1+0°04) = 2000 x 1°04°
afno n 2000 x 1°04"

EL JARDIN

| x

:PARATE!

La razon de ser de esta actividad es
construir la ecuacion que describe las
condiciones del problema. Previa a esa
construccion algebraica es la construccion
del modelo geométrico que permita razonar
algebraicamente:

(6-2X)*= 18
6-2X = 4’24264 .
X =0°878679...

Se trata de un gjercicio de tabulacion y de representacion grafica a partir de una formula
que en parte viene dada de antemano y en parte hay que deducir de los datos que se
facilitan y de las leyes de la cinematica.

La grafica requiere una eleccion cuidadosa de la escala para que resulte presentable:
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Gréficade Y=(3 V2420 V) /60, para 0<V <200, 0<Y <2066.66...

CUADRADOS Y RECTANGULOS

La estrategia de actuacion mas instructiva para resolver el problema contiene a partes
iguales algebra y geometria. La aportacion geométrica consiste en construir un modelo
grafico de la situacion para razonar a partir de él:

A B A
A A

B | fdin B
A A

A B A

El area total del cuadrado es la suma de las 4reas parciales que lo componen:
8A+t4B=1

La longitud del lado del cuadrado es la suma de las longitudes de los lados de las figuras
en que esta descompuesto: '

4JA4 =1 (obien 16 A=1)
De donde se deduce que A=(1/16) , y que B=1/8. El cuadrado central tendra lado 1/2 y
estara situado a distancia 4 del contorno del cuadrado grande.
SUMA Y PRODUCTO

Si se realizan algunas comprobaciones para valores particulares de X y de Y, no tardan
en surgir algunas observaciones cruciales:

a) puede ocurrir que la desigualdad X+Y > XY sea cierta, pues 1 + 2 > 1 - 2 (ejemplo
de la desigualdad), pero también que no: 2+3 no es mayor que 2 - 3 (contraejemplo de la
desigualdad).
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b) puede ocurrir que la desigualdad X+Y < XY sea cierta pero también que no lo sea (el
ejemplo de antes es ahora el contraejemplo y viceversa).

c) puede ocurrir que X +Y = XY (ejemplo, 2+2 = 2 - 2), pero también lo contrario
(contraejemplo, 1+1 =1 - 1).

Estas observaciones demuestran que no tiene sentido responder de manera absoluta a la
pregunta ;qué es mayor, X+Y o XY?, y que en todo caso la respuesta depende de cuales
sean los valores de X e Y. Este hecho no debe ocultar sin embargo que para cada pareja
concreta de numeros X e Y debe cumplirse una y solo una de las condiciones:

XY =X-Y o0 X+tY<XY o X+Y > XY

Para que esto sea bien comprendido se puede recurrir a analizar una grafica de la curva
X+Y =X Y, esto es de la funcion 'Y = X/ (X-1).

Esta grafica se puede trazar, si se dispone de ellos, con ordenador o calculadora grafica
o bien suministrarse ya pintada a los estudiantes, pues la actividad analitica propiamente
dicha empieza a partir de la grafica, para concluir que esta divide al plano en tres zonas
distintas: la de los puntos que verifican X+Y = X - Y, que estan representados por la
curva propiamente dicha; la de los puntos que verifican X+Y < X - Y (rayada en la
ilustracion adjunta) y la de los puntos para los que X+Y > X - Y.

graficadey =x/(x-1)

<

&B

EL TUNEL. VELOCIDAD MINIMA

Estos dos problemas permiten manejar ecuaciones de curvas planas en contextos mas o
menos relacionados con la experiencia. El objetivo es en ambos casos realizar las
oportunas sustituciones de las variables por valores numéricos concretos e interpretar el
significado de lo que se esta haciendo. Las ecuaciones que no se incluyen expresamente
en el enunciado, como es el caso de la ecuacion de la circunferencia, sera facilitada, si es

necesario, por el profesor.
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EL GLOBO

Este problema muestra una vez mas cOmo aparecen ecuaciones en contextos de tipo
geométrico, y demuestra que para que se puedan formular explicitamente esas
ecuaciones es condicidn necesaria razonar geométricamente.

< X
40

A
v
A

La semejanza existente entre algunos de los triangulos rectangulos representados en la
figura obliga a que se cumplan las siguientes proporciones:

2/5=4/z ; 2/5=y/(40-xtz) ; 3/2=yl/x
de las que se deduce que X, la distancia horizontal entre Isabel y un foco en el momento

en que el globo es iluminado por dos rayos es 10,256.. metros, siendo 29,473... la
distancia al otro foco.

63. SUCESIONES

TRAMA CUADRADA
Este problema necesita generar dos formulas.

La primera se construye por generalizacion de la observacion de la disposicion
geométrica de los puntos en la trama cuadrada que acompatfia al enunciado: la suma de
los n primeros numeros impares es el cuadrado de n.

La segunda formula debe describir cudntos numeros impares hay hasta un determinado
numero n. La generalizacion de la cuenta se realiza ahora por observacion directa de la
serie de los nimeros naturales: hasta 8 hay 4 numeros impares, es decir la mitad. Sin
embargo, hasta 13 hay 7 nameros impares, es decir la mitad de 13+1. Por lo tanto
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% si nes par

n+1 . :
T si n es impar

Numero de numeros impares hastan =

Bien alternativamente, bien en coexistencia con el planteamiento algebraico de
generacion de formulas, conviene enfocar el problema también en su vertiente
algoritmica, es decir buscando el disefio de una rutina para la calculadora que permita
efectuar numéricamente sumas de numeros impares. El siguiente es un algoritmo para
sumar numeros impares desde 81, por ejemplo, valido para calculadoras con posibilidad
de reiteracion de operaciones:

(81 ] [min] [ 2 | [« | [+ ] [ 81 | [ M || [ M

SUMAS ITERADAS

Aqui se parte de planteamientos algoritmicos, facilitandose unas rutinas de calculadora, y
el objetivo es doble: por una parte analizar numeéricamente las salidas de los algoritmos;
por otra describir algebraicamente el comportamiento de los mismos.

Expresado en términos ideales, se trataria de establecer (con mas o menos grado de
abstraccion seglin cada persona) conclusiones como las siguientes:

5] o) 5] [0 o] ] [ ] ...

es lo mismo que

3x0°54+3x0°52+3x05+3x0°5%+ . ...

0 como

A 0 O [5] [] [ ] [w] ..

es equivalente a

Bx (1+A+A*+ A+ A*+ . . . )

SUCESIONES CON CALCULADORA
La sucesion que genera el algoritmo, que formalmente responde al esquema recursivo

Aniy = | +( I/an)
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es convergente. Cuando se estabiliza el resultado que aparecen en la pantalla de la
calculadora se cumple la propiedad que se indica en el enunciado. Este valor limite

cumple pues la relacion:
L=1+(1/L), estoes L°-L-1=0

Esta ecuacion tiene dos soluciones:

(1++/5)2 =1618033989... y  (1-4/5)/2=-061803398.
Todo el mundo habra obtenido en la calculadora el limite positivo.
Una ampliacion del problema esta servida: ;como es posible obtener con el mismo
algoritmo el limite negativo?.
CONVERGENCIA. DOS TENDENCIAS
Al igual que el problema anterior, estos problemas tratan sobre sucesiones recurrentes
definidas algoritmicamente y sugieren dos niveles diferentes de trabajo. El mas elemental
puede detenerse en la observacion del comportamiento numérico de las sucesiones

coligiendo s tienen limite o no, y estableciendo una equivalencia entre el algoritmo tal y
como se presenta y las operaciones numéricas que de hecho se realizan:

3+\/3+\/3+,/3+,/3+...

El segundo nivel, mucho mas sofisticado, consiste en describir formalmente la estructura
recursiva;
anq = 3 + ‘ﬂan

para deducir o justificar a partir de ella el valor limite aparecido en la calculadora.

EL SUPERCANGURO PEREZOSO. LA METALOMBRIZ.

En estos casos no se facilita expresamente el algoritmo que genera la sucesion, aunque
del contexto se deducen los términos:

20 ; 20+10 ; 20+10+5 |, 20+10+5+2°5 | 20+10+5+2°5+1°25
(datos del supercanguro perezoso).

Pero de esta version numérica de la sucesion a una version algoritmica que permita un
computo eficaz con la calculadora media un abismo. Salvar este abismo es el objetivo
fundamental de estos problemas, que podrian darse por bien finalizados en el momento
que se disefie algo parecido a la siguiente rutina (para el supercanguro perezoso):
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12(>ILMin|IT:l [ = | [m ]
|

El nivel de justificacion de los resultados obtenidos puede hacerse asequible adoptando
el esquema que se expone a continuacion con datos de la metalombriz:

St S=1+3(172)+5(/4)+7(1/8)+9(1/16)+ ... ... ..
28=2+3+5(1/2)+7(1/4)+9(1/8)+ 11 (1/16) + ... . .
Restando estas dos igualdades se obtiene
S=2+3-D)+ 1/2(5-3)+1/4)(T-5) +(A8)O-T)+ ... ... ..
S=4+2(1/2)+2(1/4)+2(1/8)+2(1/16)+ ... ... ...
S=4+2{12+ 1/4+ 1/8+ /16 + ... .. .. H

Actuando de modo parecido para { 1/2+ 1/4+ 1/8+ 1/16 + ... ... .. } se concluye
finalmente que S=6.

TERMINO 100.000

Tras unas cuantas pruebas se establece el convencimiento de que la sucesion no
converge, sino que oscila sin pauta aparente. Ademas, para algunos valores iniciales,
como por ejemplo 1 0 1.618033989, ni siquiera tienen sentido los calculos.
La justificacion de este comportamiento divergente se deduce de la estructura recursiva
de la sucesion

An — Ap-1 - (1/ an-l)

. , ;. .. . . 2 2 .
que obligaria a que el limite L, de existir, verificase la ecuacion L°=L"- 1, que no tiene

solucion.
La rutina de calculadora es en este caso algo mas compleja que en los anteriores:

100 Min 17X _ MR = IV
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64. FUNCION EXPONENCIAL Y LOGARITMICA

CRECIMIENTO EXPONENCIAL. LA MEYOSIS

El concepto de funcion exponencial, a la creacion del cual contribuyen estos problemas
entre otros, se erige sobre el intuitivo concepto numérico de pofencia como producto
reiterado y consiste esencialmente en la ampliacion o superacion de ese concepto de

potencia.

El contexto del crecimiento biologico propuesto en los problemas es especialmente
adecuado para dar el salto que supone entender que si 2° =2x2=4 y 2=2%x2x2
= 8, entonces, para algun numero x debe ocurrir que 2% = 6. La calculadora cientifica,
disponiendo de la tecla X", facilita en gran medida este salto.

Estos mismos contextos biologicos proporcionan un buen pretexto para dejar constancia
de las virtudes y las limitaciones de los modelos matemdticos. Si bien es cierto que la
funcion 2* describe elegantemente el crecimiento de las bacterias, no es menos cierto que
esta descripcion no puede extrapolarse indefinidamente: al cabo de cuatro dias el
volumen que ocuparian las bacterias seria de 2"** =2 =79 10*® cm’ | es decir un
volumen superior al del Sol.

EME-EME

Con los mismos objetivos que los anteriores, el problema se formula ahora en un
contexto financiero en lugar de biologico. Parece increible, pero es asi: el dinero crece
igual que las bacterias.

Complementariamente, se afiade ahora el objetivo de introducir la utilizacién de la
funcion logaritmo de la calculadora como recurso para computar valores inversos de la
funcion exponencial. Esta introduccion se puede realizar, sin efectos contraproducentes
detectados, simultaneamente a la introduccion de la funcion exponencial y, por lo tanto
también en las dos actividades anteriormente comentadas.

EN BUSCA DE LOS LOGARITMOS

La introduccion formal de los logaritmos se plantea aqui como una investigacion sobre el
modo de actuar de la tecla LOG de la calculadora.

El desarrollo de la actividad parte de la existencia de tal funcion que, a modo de caja
negra, devuelve un nimero por cada uno de los nimeros -aunque no por todos- que se
introducen.

La observacion organizada sobre estas salidas numéricas, formulando y respondiendo
preguntas tales como jcon qué numeros no funciona la tecla? ;qué niumeros dan como
resultado un nmimero entero?; va configurando un conjunto de propiedades detectadas
experimentalmente -e/ logaritmo de [ es 0, el logaritmo de una potencia de 10 es el
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exponente de la potencia, el logaritmo del cuadrado de un numero es el doble del
logaritmo de ese numero, el logaritmo de un mimero positivo menor que uno es
negativo, .. - que conducidas adecuadamente pueden llevar a producir una definicion de
logaritmo acorde con las propiedades observadas.

PETROLEO

Si la mancha de petroleo tiene ahora una extension de 3 km’, dentro de 16 horas se
extendera sobre 3x2 = 6 km?, al cabo de 32 horas alcanzara los 6x2 = 3x2x2 =12 km?, .
y asi sucesivamente. Claramente se puede inducir que la formula 3 . 2' describe la
extension de la mancha contaminante. Y €sta es una solucion aceptable.

No obstante, el significado de t en la formula anterior es un tanto antinatural: t=3 quiere
decir 3 periodos de 16 horas, es decir 48 horas o 2 dias. Y el hecho es que nadie mide el
tiempo con esa unidad. Pareceria pues razonable ajustar la formula anterior para que t
esté medido de modo mas convencional con cualquiera de las unidades de tiempo
habituales: segundo, minuto, hora, dia, ..

Y lo que parecia ser un problema secundario, el de las unidades, se convierte en este
caso en el obstaculo esencial para descubrir que la formula

3 21.51

es la que describe el tamafio de la mancha de aceite.

65. INVESTIGACIONES Y PROBLEMAS

CAMBIO DE PRECIOS
Dos tipos de errores afloran con este problema.

El primero se basa en la atraccion intelectual que supone una engafiosa simetria: si 1327
es el precio después de cargar un 13% de IVA al precio antes de impuestos (es decir, el
resultado de afiadir a una cierta cantidad el 13% de dicha cantidad), entonces tal precio
sera 1327-(13% de 1327) = 1115749 ptas. Segun esto, el nuevo precio del articulo debe
ser 1115’49 + (1115749 x 15/100) = 1282°8135.

El segundo tipo descansa sobre la suposicion de que una modificacion de la tasa
impositiva del 13 al 15% equivale a un incremento del 2% sobre el precio del articulo.
Asi, en el ejemplo anterior, este precio deberia ser 1327 + (1327 x 2/100) = 1353°54.

Estos dos errores tienen una misma fuente, conceptuar los tantos por ciento como una
estructura aditiva, cuando en realidad responden a una estructura multiplicativa. Esta
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ilusion aditiva es muy persistente y no deben esperarse grandes milagros por una simple
llamada de atencion del profesor.

Una manera de ayudar a crear imagenes mentales que rompan esta ilusion aditiva es
recurrir a ejemplos de decrementos de precios, que ponen de manifiesto mas
palpablemente lo absurdo de las conclusiones: si un articulo se rebaja el 70% y sobre el
precio resultante se vuelve a hacer una rebaja del 60%, el porcentaje total de descenso
no es del 130% porque en ese caso tendriamos que rebajar el articulo mads que su

precio.

DOS POR UNO

Esta actividad (relacionada estrechamente con El reparto de los panes del cuaderno
Resolucion de Problemas) tiene elevado interés por multiples motivos: el contexto esta
extraido sin forzar de una situacion bien cotidiana y facilmente comprensible, el problema
es tomar una decision que en la realidad se tomaria siempre y se requiere una discusion
sobre criterios que no son estrictamente matematicos pero que condicionan la solucion
matematica del problema.

Esos criterios mefamatematicos, que a su vez pueden ser de categorias muy diferentes,
imprimen una riqueza extraordinaria a un problema en el que la Gnica restriccion
intocable es que la suma de lo que pague cada uno de los dos amigos debe ser al menos
de 3.500 ptas. A partir de ahi, todo esta abierto y depende del criterio de justicia que se
adopte, y hay muchos entre los que elegir: el igualitarista (cada uno paga la mitad de la
factura total, independiente del coste del articulo que se lleva), el proporcional (cada
uno paga del total, 3500 ptas., la parte proporcional al precio de los zapatos que
compra), el social (cada uno paga el valor real, sin descuento, de lo que se lleva, y con
la diferencia se constituye un fondo comun para futuros gastos), el contable (repartir el
ahorro sobre el precio sin descuento de modo inversamente proporcional al precio
pagado), etc...

LA MOTO DE ANDREA
El analisis de un caso particular debe bastar para sacar una conclusion general.

Por ejemplo, si Andrea tiene un bidon con 16 litros de mezcla al 4% de aceite, es como
st dispusiese de 16 x 4/100 = 0°64 litros de aceite y de 15’36 litros de gasolina por
separado. Para que 0°64 litros de aceite formen parte de una mezcla al 2%, se necesitara
que esta mezcla totalice 32 litros pues 16 x 4/100 = 0°64, es lo mismo que 16 x 2 x
2/100 = 0°64.

La regla de actuacion que se deduce es entonces bien sencilla de enunciar: para convertir
una mezcla al 4% en una mezcla al 2% es necesario afiadir tantos litros de gasolina
pura como litros de mezcla al 4% se tiene.

Este problema es adecuado para, como ampliacion, sugerir a los estudiantes que
planteen y resuelvan problemas similares con otros datos, con el mismo contexto de la



204 Provecto Mosaico. Guia de uso de los materiales del segundo ciclo de la E.S.O.

mezcla de gasolina y aceite, o con otros contextos, buscando la formulacion mas general
posible del problema: ;qué se debe hacer para convertir L litros de una mezcla al p%
de aceite en una mezcla al ¢%?.

SUMAS CONSECUTIVAS

Sugiérase en principio que se lleve a cabo una exploracion libre con los casos mas
simples. Distribuyendo bien el trabajo entre toda la clase, se puede disponer rapidamente
de un banco de datos abundantes para extraer algunas conclusiones en bruto.

Estas observaciones seran desordenadas, parciales y a veces contradictorias entre si. Un
proceso de debate cientifico sobre las mismas permitira ir dilucidando las
contradicciones, generalizando las pautas vy justificando paulatinamente los
comportamientos numéricos detectados. A modo de ejemplo, se incluye a continuacion
una pequefia antologia de la formulacién que pueden ir adquiriendo las regularidades
reconocidas:

* Algunos numeros se pueden escribir de formas diferentes como sumas consecutivas.
Por ejemplo, 15=7+8, y al mismo tiempo 15=4+5+6. Igualmente 15=1+2+3+4+5.

* Todos los nimeros que se pueden escribir como suma de dos sumandos son impares.

* Todos los numeros impares se pueden escribir como suma de dos nameros
consecutivos.

* Las sumas de cuatro numeros consecutivos es siempre un numero par.
* Las sumas de cinco numeros consecutivos es siempre un multiplo de 5.
* Las sumas de tres numeros consecutivos es siempre un muitiplo de 3.

* Todos los multiplos de 3, excepto el propio 3, se pueden escribir como sumas de tres
nameros consecutivos.

En algin momento de este proceso, las observaciones realizadas seran lo suficientemente
numerosas y las ideas estaran lo suficientemente maduras como para que parezca natural
organizar los datos disponibles en forma de tabla que refleje mas o menos claramente las
propiedades enunciadas:

nim. Primer sumando de la suma consecutiva

sumas 1T} 2130415167189 {10{11]12]13{14[15[16]17]18
3 0S| 719 |11 [13[115|17(19(21]23[25]27[29]|31|33]35

2
3 619 [12[15]18[21]24[27{30|33[36{39{42|45 48|51
4 110(14]18122(26|30(34|38[42]46{50|54|58]|62]|66

5 115[20125[30|35140|45]50]|55[60|65|70|75]|380

6 121]127(33|39|45|51(57163|69|75|81|87](93
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Esta tabla, o una similar a esta, debe a su vez permitir dar el salto de induccion que
extiende y unifica todas las propiedades observadas desordenadamente con anterioridad:

La fila 2 de la tabla es la serie de los numeros impares.
La fila 3 es la serie de los multiplos de 3 (desde 3x2)

La fila 4 se compone de numeros que se diferencian en 4 unidades con respecto al
anterior. Todos ellos son dos unidades més que un multiplo de 4 (desde 4x2+2).

La fila S contiene a los multiplos de 5 (dese 5x3).
La fila 6 esta formada por nimeros que dan resto 3 al dividirlos por 6 (desde 6x3+3).
La fila 7 contiene a los multiplos de 7 (desde 7x4)

La fila 8 contiene a los nimeros que dan resto 4 al dividirlos por 8 (desde 8x4+4).

Sin es impar, la fila n contiene a los multiplos de n desde nx(n+1)/2

Si n es par, la fila n contiene a los numeros que dan resto n/2 al dividirlos por n, desde
nx(n/2) + (n/2).

Otra forma menos sistematica de acercarse a una solucion proviene de una cierta
construccién recursiva de los numeros que se pueden descomponer en sumas
consecutivas:

Todos los impares se pueden escribir como suma de dos numeros consecutivos
101=50+51, los enteros mas proximos a su mitad.

Los pares que son el doble de un impar, 202=101+101= (50+51)+(49+52) =
49+50+51+52, se podran construir como suma de cuatro numeros consecutivos (con
algunas limitaciones que pueden precisarse, por ejemplo el 6 es doble de un impar y no
se puede escribir de este modo).

Los pares que son el doble del doble de un impar, 404 = 202 + 202 = (101+101) +
(101+101) = (50+51) + (49+52) + (48+53) + (47+54) =47 + 48 + 49 + 50 + 51 + 52 +
53 + 54; se podran escribir como suma de 8 nimeros consecutivos.

Y asi sucesivamente. Esta aproximacion, que es complementaria a la de la tabla anterior,
proporciona la pista para detectar los Uinicos numeros que no se pueden escribir como
sumas consecutivas: las potencias de 2, pues son los unicos pares que no son el doble del
doble del doble ... de un niimero impar.

INSTRUMENTOS DE MEDIDA

Hacer pruebas para comprender. Esta elemental maxima de la ciencia, que es la que en
realidad caracteriza al método cientifico, constituye también una de las estrategias
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basicas -no la tnica desde luego- para resolver problemas matematicos. Probemos pues a
ver que pasaria si se mide la masa de un objeto de 1316 miligramos.

El instrumento A redondea los centigramos. Eso quiere decir que el objeto en cuestion
arrojaria una medida de 132 centigramos.

El instrumento B, por el contrario, comete un error del 5% respecto al valor real, esto es
para nuestro objeto, la medida que proporcionaria el instrumento B estaria entre 1250 y
1381 miligramos.

Asi, para este objeto de laboratorio, el aparato A cometeria un error absoluto de 1320-
1316 = 4 mg., que representa un error relativo o proporcion respecto al total de 4/1316
= 0’003039514 esto es, de algo mas del 0'3%, casi 20 veces inferior al del instrumento

B.

Ese mismo aparato B comete en la medida de tal objeto un error absoluto de entre 60 y
70 mg., alrededor de unas 15 veces superior al instrumento A.

Asi pues, en el caso de un objeto que pese 1316 miligramos no hay duda ninguna sobre
qué aparato es el idoneo.

El siguiente cuadro resume esta disquisicion y otras dos realizadas con objetos de masa
real distinta.

masa real en mg. lectura del error absoluto en % error
instrumento mg.
iy de 1250 de 65
1316 a 1381 a 66
17 de 16 a 18 1
95°6 de 90 a 101 deS'4a 56

instrumento A

Asi pues, sera preferible un instrumento u otro dependiendo de cudl sea la masa del
objeto a pesar. Claro que el problema se encuentra en que el verdadero peso de los

instrumento B ,:]

objetos es desconocido y lo conocido es la lectura del aparato de medida:

masa real en mg.

lectura del
instrumento

error absoluto en

mg.

% error

P

1’05 P

0’05 P

instrumento A

Asi, el instrumento A sera preferible siempre que

instrumento B D

miligramos, esto es para los objetos de mayor masa.

0’05 P > 5 esto es si P>100
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Sin embargo, si P es menor de 100 puede dar mejor resultado cualquiera de los dos
instrumentos, segun las circunstancias particulares, tal y como queda claro en los
ejemplos de laboratorio anteriores.

En la ultima cuestion el problema enuncia una situacion tal y como se presenta en la
realidad. Se mide la masa de un objeto y el instrumento A proporciona una lectura (74) y
el instrumento B arroja otra lectura (699). ;Qué informacion proporcionan estas dos
lecturas?.

La mayoria de la gente razona bien que 699 puede ser el resultado de afiadir el 5% a una
cantidad desconocida P. Es decir 699=1,05 P de donde P=665"71. Pero la mayoria de la
gente también se olvida de que este solo es un valor limite, pues existe otro que es el
resultado de sustraer el 5% a la cantidad desconocida P. Si 699=P-0°05 P, entonces
P=735"78. Entre esos dos limites se encuentra el verdadero valor de P.

En este ultimo razonamiento solo ha intervenido la lectura del instrumento B. La lectura
del instrumento A es una informacion afiadida que indica que el verdadero valor ha sido
redondeado a 74, es decir tiene que estar entre 73’5 y el propio valor 74.

La combinacion de todos estos datos acota el verdadero valor de P con la informacion
disponible: 73’5 <P < 435°78.

LA CARRERA

Como el ciclista B es mas lento debera disfrutar de una ventaja de ciertos metros para
cruzar la linea de meta al mismo tiempo que el corredor A. Eso quiere decir que este
ultimo debera recorrer mas de 500 metros, mientras que el B recorrera menos de 500
metros.

El dato inicial de que se dispone, mientras A recorre 500 metros B recorre 495, indica
que las velocidades de A y B estan en la proporcion 1 a 495/500, esto es de 1 a 0°988.
Este dato permite construir una tabla para, por el método iterativo de ensayo y error,
encontrar la solucion:

distancia A | distancia B || tiempo A= | tiempo B =
iteracion da dg dia/ 1 di / 0’088 Conclusion

i 525 475 525 480°76 disminuir distancia a
recorrer por A

2 5025 497’5 502°5 503'54 | sumenia ditancas

3 505 495 505 501°01 | dminur disancia &

4 503 497 503 503°03 | wumera disanci s

5 504 496 504 50202 | demimr dancia s

6 503’5 496’5 503’5 502’53 disminuir distancia a
recorrer por A

7 503°25 496’75 50325 502°78 | deminur ditancia
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8 503°125 496’875 503’125 502’909 disminuir distancia a
recorrer por A
9 503’0175 496°9825 503’0175 503’0187 Aceptable

Complementando, o mas precisamente, generalizando el algoritmo anterior, que es
puramente numérico y muy intuitivo, deben darse pasos hacia la comprension de la
estructura algebraica de la situacion, que puede inducirse del modo de actuar en la tabla:
el desarrollo del proceso en cada iteracion es controlado buscando la igualdad entre la
columna del tiempo empleado por A y la columna del tiempo empleado por B. La
primera columna se computa afiadiendo a 500 la cantidad desconocida que se busca 9.
La otra columna en cuestion se obtiene dividiendo entre 0’988 el resultado de sustraer a

500 esa misma cantidad desconocida:
500 + X = (500-X) / 9°988

Esto es, X=3"018....

(2]

o m_.ﬂ"’m
el

o ™

S

I
inberseckion X
=2 GiBL0E7 Y=Rax 0iBiL

Algunas calculadoras graficas (v.gr. la TI-85) incorporan incluso la posibilidad de
resolver ecuaciones automatica y directamente, tal y como se muestra en la pantalla que
a continuacion se reproduce:

BEE = AR S, P88
s w=2, B1518805]19099
buprci=4 ~1 g9%9, 1 g393
s Joft-rt=03

La mas que previsible disponibilidad y popularizacion en el futuro proximo de las
maquinas de esta y de venideras generaciones técnicas, augura importantes cambios en el
conjunto de destrezas basicas relacionadas con el algebra, las funciones y todos los
procedimientos relacionados, y por lo tanto de la didactica de estos temas, que debera

forzosamente tenerlas en cuenta.
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LAS PULGAS

Para resolver con éxito el problema no es suficiente la construccion de las funciones que
relacionan el tiempo t y la distancia d recorrida por las pulgas. Estas funciones son
idénticas para cada uno de los dos animales:

distancia (t) =t , t=0,1,2,3,..

Es necesario afadir una componente geométrica al modelo matematico, situando a las
pulgas en un sistema de referencia adecuado y sustituyendo la variable d por la posicion
o coordenada de cada pulga en tal sistema de referencia. Asi, si inicialmente la pulga de
Andrés esta en el origen de coordenadas y la de Lola en el punto con coordenada 12
saltando en direccion al origen se tendran las ecuaciones siguientes que modelizan
matematicamente la situacion:

Posicion Pulga Andrés (t) =t
Posicion Pulga Lola (t) =12 - t
t=0,1,2,3,4, ..

y que muestran con claridad que en t=6 las dos pulgas coinciden en el mismo punto.

En la anterior descripcion, la condicion de que t sea un nimero entero es esencial para
que el modelo sea aceptable. Fuera de esos valores enteros, la formula PA(t) =t no
indica bien donde se encuentra la pulga. Construir férmulas que describan
satisfactoriamente la posicion de las mascotas en todo momento no es una tarea sencilla,
aunque tampoco es imposible. Lo que si que resulta factible y deseable es la construccién
de tablas y gréficas que esbocen ese comportamiento.

t 0S| 23| 1 |12(04|1'6[1'8] 2| 7/3 8/3 |3 |4{45{5|55]|6

PA(W) [1'5] 2 | 1 |re|22]28]26] 2| 3 4 4 6
PL@ [95]28311]10] 9] 8] of10]253 223 098} 6

Sorprendentemente esta tabulacion pone de manifiesto algo que podia haberse
sospechado antes: las pulgas se encuentran antes de transcurridos 6 segundos.
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NUMEROQOS OCULTOS

Esta es la solucion, en la que la suma de todos los vértices da el mismo resultado que la
suma de los vértices falsos del enunciado.

[ 12

Una vez se ha obtenido la solucion, este problema admite la siguiente ramificacion, que
tiene su origen en una observacion sutil.

La relacion entre los valores numéricos de los vértices del cubo inicial y final es una
relacién simulidnea, se necesita cambiar a la vez todos los vértices verdaderos para
obtener los valores falsos. Planteado de otro modo: si se parte del cubo de la figura y se
transforman los vértices sustituyéndolos simultaneamente por la media aritmética de los
vértices adyacentes se obtiene el cubo:
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A este cubo de nuevo puede aplicarsele la misma transformacion para generar otro:

19/3

19/3

2213

Y asi sucesivamente.

(Qué se podria decir entonces sobre lo que pasa a /a larga con los valores numéricos de
los vértices?.

CUADRADO NUMERICO

Esta es una version plana de los Nameros Ocultos, que, siendo algebraicamente similar
a aquella, presenta sin embargo una estructura geométrica diferente.

En efecto, aqui hay una asimetria consustancial en el papel que juegan las casillas, que no
son intercambiables entre si: la casilla central tiene cuatro vecinas, las casillas de la
esquina tienen dos, y las laterales tres.

La consecuencia mas remarcable es que ahora no se mantiene la invarianza de la suma
de los nimeros de la casilla, invarianza que si ocurria con los vértices del cubo de
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Niimeros Ocultos. Otra consecuencia es que mientras en aquel problema la solucién era
Unica, en este caso existen multiples soluciones.

Lo que si se puede trasplantar del problema anterior a este es la ramificacion que alli se
planteaba y que se ilustra ahora con algunos ejemplos en un cuadrado numérico de
dimensiones reducidas:

0O {12 — | 13| 13| —— 13|13 | —_, ...
14 | 16 13 1 13 13 113
1 11 , 12 3 , 3 12 |\ 12 3

13 S 3 12 12 3 3 12

(Qué se podria decir sobre lo que pasa a /a larga con los valores numéricos de las
casillas?.



CAPITULO XIII

GEOMETRIA 4°

66. LAMINAS

Este apartado contiene una recopilacion de tramas con objeto de facilitar su frecuente
uso, no solo en geometria, sino también en el resto de los bloques.

Las laminas 8, 9 y 10, presentan una coleccion de formulas que permiten el calculo de
perimetros, areas y volumenes de las figuras y cuerpos elementales, que se resumen a
continuacion, con nomenclatura que hace referencia a las figuras que aparecen en las
paginas que se indican del material del alumno.

LAMINA 8 PERIMETROS Y AREAS (pag. 13)
NOMBRE PERIMETRO (P) AREA
Triangulo a+tb+B B-h
2
Cuadrado 4-1 I’
Rectangulo 2B +2h B-h
Paralelogramo 2B+ 2a B-h
Rombo 41 D-d
2
Trapecio atb+ctB B+b~h
2
Poligono regular n° lados - | P-a
2
Circulo 2nr nr’
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LAMINA 9. AREAS (pag. 14)
NOMBRE AREA
Corona circular n(R*-r")
Sector circular T n® ertone
360 360

Segmento

Sector - Triangulo

Sector corona

Diferencia de sectores

LAMINA 10. AREAS (P = Perimetro de la base. B = Superficie de la base) (pag. 15)

NOMBRE AREA LATERAL VOLUMEN
Paralelepipedo 2ab + 2bc + 2ac ab-c
Cubo 6a a
Prisma recto 2B+P+h B-h
Piramide regular B+ P-h B-h
2 3
Cono P-h B-h
B+ =
2 3
Cilindro B+P-h B-h
Esfera 471 4.1
3

67. LA GEOMETRIA, LA CIENCIA, EL ARTE, LA NATURALEZA
Y EL DISENO

Cualquier manifestacion de la naturaleza necesita un soporte fisico, esto es, un soporte
geométrico, un disefio, simple o sofisticado, una estructura, explicita u oculta. El
paradigma basico de la ciencia durante muchos afios ha sido suponer que la naturaleza
es economista, en el sentido de que tiende a la simplicidad; suposicion que ha animado
los esfuerzos humanos destinados a desentrafiar sus enigmas, asumida su necesaria
regularidad, una de cuyas vertientes mas significativa es la geométrica.

Por otra parte, consustancial a la humanidad ha sido la busqueda y la creacion de belleza,
concepto que no siempre es sinonimo de simpleza. Una parte importante de la belleza se
manifiesta plasticamente, esto es, en definitiva, en soporte geométrico. De hecho,
explicitamente muchas creaciones artisticas -los mosaicos arabes, las grandes
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construcciones de todos los tiempos, .- toman como punto de partida configuraciones
geometricas.

No menos humana ha sido y es la necesidad economica y social de ufensilios funcionales
que solucionen problemas o faciliten la realizacion de tareas o trabajos. En tanto que
objetos fisicos, no necesariamente naturales o bellos, todos los ingenios construidos por
el hombre requieren disefio, concepto que no equivale a geometria pero que sin duda la
engloba.

El papel de la geometria como denominador comin de naturaleza y arte se explota en las
actividades tituladas Mosaicos [,...,VIII y PANALES. En conjunto, constituyen un
esquema organizado de estudio de los mosaicos, comenzando por los regulares, pasando
por los semirregulares y terminando en el descubrimiento de pautas de actuacion que
permiten producir algunos de los fascinantes efectos estéticos que tan bien supieron
explotar los artistas arabes.

Las primeras actividades se dedican al estudio de los mosaicos regulares, desentraiando
cuantos son y por qué. Después se analiza exhaustivamente el mosaico que tiene por
baldosa el inolvidable hueso que sirve de motivo minimo a tantas composiciones de la
Alhambra. Este analisis sirve de base para establecer un protocolo de estudio de otros
mosaicos, especificando como buscar motivos minimos y cémo los movimientos que
permiten generarlos. Posteriormente se pretende estudiar como producir deformaciones
en los poligonos regulares para, a partir de ellas, conseguir nuevos poligonos, ya no
regulares, que llenen el plano y puedan ser utilizados como motivos minimos en la
generacion de nuevos mosaicos. Un amplio estudio monografico sobre este esquema
didéactico, con extensos comentarios sobre sus particularidades, puede encontrarse en los
libros Mosaicos I y Mosaicos 11, de J. A. Mora y J. Rodrigo (1993).

Otra linea de explotacion didactica de las relaciones entre arte y geometria se presenta en
las actividades tituladas DISENO IIl y ESCHER, dedicadas al analisis de figuras
imposibles, de entre las que destacan por su refinamiento las obras maestras creadas por
Maurits Cornelis Escher.

Estas dos actividades son iddneas para ser abordadas en grupo, para convencer de la
necesidad de la precision en la descripcion verbal, para aprender a respetar las opiniones
de los demas al tiempo que se las critica y para comprender que la suma de las
aportaciones que permite una discusion colectiva enriquece enormemente la vision
parcial que puede alcanzar aisladamente cada individuo. La efectividad de estas
actividades se incrementa sustancialmente si se pueden proyectar diapositivas con
reproducciones a color de las creaciones artisticas.

Finalmente, una de las actividades esta dedicada a presentar un caso concreto de relacion
entre geometria y disefio industrial. Asi, se plantea qué forma dar a un envase con una
capacidad de 33 cl, estableciéndose para ello comparaciones entre las superficies
necesarias con distintos cuerpos geomeétricos y fijando como criterios de decisidén no solo
los economicos de minima gasto en la fabricacion del envase, sino también otros como la
posibilidad de minimizar el espacio de almacenaje.
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68. ESPACIO - PLANO

En este apartado se intenta poner de relevancia las propiedades que vinculan el plano y el
espacio entre si, aunque cada uno tenga sus particularidades y necesite un tratamiento
especifico complementario. De esta manera se consigue que los estudiantes adquieran
una vision conjunta de las dimensiones dos y tres y, consecuentemente, del mismo
concepto de dimension.

El apartado comienza con una coleccion de actividades que recrean la geometria espacial
refinando el conocimiento de los poliedros regulares, clasificandolos segun los planos de
simetria que tienen (POLIEDROS 1), obteniendo unos a partir de otros mediante cortes
(POLIEDROS 1I), estudiando los poligonos que aparecen al cortar el cubo o
construyendo los deltaedros convexos (POLIEDROS III).

El conocimiento de los cuerpos espaciales esta intimamente ligado al desarrollo de
destrezas de visualizacion de los mismos y de sus propiedades sin necesidad de tenerlos
fisicamente delante. Tales destrezas de intuicion espacial se desarrollan especialmente
con actividades tales como EL SOMA, EL. CUBO DE O’BERINE o EL CUBO DE
LESK. Al menos una de ellas deberia realizarse completamente, construyendo las piezas
con cubitos de madera pegados -baratos y faciles de conseguir en una carpinteria o en
tiendas especializadas en materiales didacticos-, y resolviendo el problema, nada facil por
cierto, de montar los cubos a partir de las piezas descritas para cada uno de ellos.

LAS ESQUINAS. ;COMO ESTA HECHO?

La solucién, que se incluye en la figura adjunta, no es evidente y llama la atencion,
abriendo nuevas perspectivas de observacion de cuerpos geometricos.

También se incluye a continuacién parte de la respuesta de un estudiante, a este
problema, tal y como fue redactada por €l.
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PINTANDO CUBOS

Se necesitan 5 colores distintos como minimo para pintar un cubo de forma que
cualesquiera dos caras adyacentes tengan distinto color, puesto que cada una de ellas
estd en contacto con cuatro mas, una por cada arista de la cara. En consecuencia, se
analizardn las posibilidades que hay de obtener el cubo con 5 colores distintos o con 6
colores distintos.

PUNTOS ALINEADOS

En esta actividad se abordan algunas propiedades del plano, definiendo el incentro, el
circuncentro, el baricentro y el ortocentro y buscando una comprobacioén de que en todo
triangulo aparecen alineados el baricentro, el circuncentro y el ortocentro.

Evidentemente, si el triangulo utilizado como banco de pruebas es equilatero, se
verificaran muchas mas propiedades. Se trata de comprobar que la propiedad se verifica
en cualquier triangulo.

RELACIONANDO POLIGONOS REGULARES
Para atacar este problema es necesario empezar haciendo pruebas con medidas concretas
e intentar luego generalizar, pues la situacion se complica en demasia si de entrada se

encara algebraicamente el problema.

Sea P el perimetro de los poligonos regulares desde el triangulo al hexagono. Vamos a
hallar el area cada uno de ellos.

Py3 P*J3
Triangulo. Lado: 1=P/3 Altura: h= V3 = § =
6 36
2
Cuadrado. Lado:1=P/4 = S .= e
Pents Lado: 1= P/5 S,=5-4. 2. L P
t . = L= N —
entagono ado I s 5 10tg36“ 20 tg36°
AH P/10 P
tg 36" = — = = h=——
OH h 10tg 36" Y
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P P P3P

Hexagono. Lado: I = < = S, =06 —

6 12 12
A F
N IS R / \
N = —{— =)= —
2 2 12 o \
B > E
\
1
| | h 1
y ahora se establecen las comparaciones, que son numéricas:

C | D
N U Y £

— e e <
36 16 20tg36° 12

Asi queda aclarada la situacidn, que indica que cuanto mas lados tiene el poligono,
mayor es el area, de modo que el 4rea méaxima se alcanzara cuando el poligono tenga
infinitos lados, esto es cuando sea una circunferencia.

EL ISOSCELES MAXIMO

Se trata obtener el maximo de la funcion

que obtiene el area del tridngulo isosceles I l
de lado L.

=

2x) VP —x' = x-VJI*=x’

S =

| =

[ es la longitud de un lado, su valor es positivo. Los valores que puede tomar x van desde
0 hasta 10, ambos excluidos. Para cada valor de | se obtiene una funcion distinta que se
puede someter a exploracion.

Se piensa con demasiada facilidad que el tridngulo isosceles de area maxima sera el
equilatero, quizas porque esta supuesta solucion es la mas intuitiva geométricamente. La
sorpresa numeérica la obtenemos cuando para un lado concreto, I = 10 por ejemplo, 1=5
no da superficie maxima, que sigue creciendo hasta un valor que puede no ser
reconocido. Otras pruebas confirman lo anterior y plantean el problema de determinar la
constante que debe de haber detras de los valores con los que se alcanza el maximo. St 1
=20, x=1404. Si 1 =8, x =567, .... En todos los casos la solucion se obtiene
cuando x vale la misma cantidad que el lado dividida por una cantidad constante, que

aproximadamente es 1’4245... y que exactamente es V2

Una interpretacion geométrica quizas ayude a aclarar la situacion:



220 Provecto Mosaico. Guia de uso de los materiales del segundo ciclo de la I.S.0.

El triangulo isosceles de lado | (equilatero) forma sobre la circunferencia de radio r un
rectangulo. El rectangulo inscrito en una circunferencia de area es el cuadrado, y es
precisamente sobre los vértices del cuadrado sobre los que se obtiene el triangulo

) / )
isosceles -de lado —= - de area maxima.

J2

EL PUNTO M

Para el circuncentro no deberia de haber problema, incluso antes de realizar la primera
prueba puede algun estudiante razonar sobre la definicion de circuncentro y llegar a la
conclusion de que para cualquier punto M de la circunferencia y los dos puntos fijos Ay
B, el circuncentro del triangulo que forman coincide con el centro de la circunferencia de
referencia.

Para los incentros hay que hacer unos cuantos para empezar a ver que hay alguna
regularidad. Y posiblemente se lancen hipotesis de la forma que reunira a todos los

incentros, siendo una de estas formas la de la circunferencia, ademas alguien sospecha
que pasa por el centro, y se intenta ver que es cierto. Se prueba sobre la mediatriz del

segmento AB y los puntos
B
=
M;

Q

M,
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Se puede comprobar que se obtiene una elipse que pasa por 1, i, AyB.

EL CINE

Ya se comentd en el material de 3° la actividad FUTBOL Y GEOMETRIA que presenta
la misma situacion geométrica en otro contexto.

ANGULOS EN UNA CIRCUNFERENCIA

Alguno de los términos que se presentan ya han sido introducidos anteriormente y en
todos los casos hay una relacion estrecha entre el término que se define y la posicion del
angulo, ya que entre otras cosas lo que se pretende con esta actividad es precisamente
esto, distinguir entre si los angulos que tienen relacion con la circunferencia dependiendo
de su posicion respecto de ella.

LOS CUATRO CIRCULOS

Si se gira el cuadrilatero sobre en punto medio de cada lado se obtiene la figura que se
presenta, en la que se aprecia que sobre el mismo vértice coinciden los cuatro lados -
muestra que la suma de los angulos de un cuadrilatero es 360°. Asi, la superficie de los
arcos de circulo dentro de los angulos del cuadrilatero coincide con la superficie del
circulo completo, en funcion del radio que se determine S, .
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Para el triangulo, como la suma de los angulos interiores de un triangulo es 180° con lo
que la superficie de circulo que se consigue es de la mitad  S,/2.

Para los demas poligonos, al igual que en los estudiados, se determina en primer lugar
cuanto suman los angulos interiores, y en funcion de esa suma se calcula el area de
circulo correspondiente. Para un poligono de n lados, la suma de los angulos interiores
A, se determina dividiéndolo en triangulos, lo que conduce a :

A,= 180" (n-2). (n>3). Y el nimero de semicirculos circulos da la superficie total S;:

_ (n=2).8,

Ss
2

n>3.

2

CUERDAS

Es facil y gusta en general porque muestra a los alumnos que son capaces de llegar a
conclusiones que resultan acertadas: se obtiene una circunferencia que tiene por didmetro
el punto Ay el centro de la circunferencia dada.

Se puede preguntar qué pasa si variamos la posicion del punto A, que puede pasar a
estar en el interior del circulo.

LA MITAD DE RADIO

Es una actividad en la que es fundamental mostrar la relacion de la geometria con el

algebra. La confeccidn de una tabla como la siguiente favorece que se aprecien las
relaciones que se establecen en funcion del nimero de orden.

Circunferencia | Radio Longitud Superficie
1 r 2T T
e ‘2
2 r 2n—=nmr n(Ly= r
2 2 22
3 4 21l ! r’
R . = O — -
22 22 2 T 24
4 r ,Y.Z
23 T ? b ?
5 s ¥ ’ 2
57 [y T e
n r 7 rz
27!4 e 2’1 2 e 22(—'1*1)
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Se puede invertir el orden en que se consideran las circunferencias y, de nuevo con la
misma intencion, pedir que establezcan las formulas pertinentes. O se puede variar la
proporcion que existe entre las circunferencias, haciéndolo para cuando el radio se
reduce a un tercio, o cuando se triplica, etc.

TANGENTES EXTERIORES

Cuando se hace el dibujo con tres circunferencias cualesquiera, que pueden elegir los
estudiantes, suele pasar que necesiten mas papel del que habian previsto, porque en unos
casos dos son muy parecidas, o incluso las tres y el punto de interseccion de las
tangentes se aleja mucho. Se puede tomar papel adhesivo y juntar dos folios, etc. o
proponer el cambio de circunferencias. El resultado que se obtiene en todos los casos es
que los tres puntos estan alineados. Dejamos el dibujo simple, sin indicaciones de ningun
tipo.

DISTANCIA A UNA CIRCUNFERENCIA

Para la circunferencia de radio r se aporta una solucion grafica.

Para el caso de una esfera de radio r, solo hay que girar toda la figura 180" sobre el eje
vertical dibujado y se tiene la esfera de radio r y las otras dos.
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69. PLANOS Y MAPAS

Se aborda desde la geometria la necesidad de establecer codigos que representen en el
plano el espacio fisico, conteniendo la suficiente informacion -que depende esencialmente
del destino que se les asigne- como para establecer una correspondencia entre los
aspectos reflejados en dicha representacion y la realidad.

70. MEDIDA

En el material para el alumno de los cuatro cursos de Educacion Secundaria Obligatoria,
no se ha considerado la medida como un tema organizador de los contenidos,

otorgandosele distinta entidad que a la geometria, los numeros, el algebra o la
probabilidad.

Por el contrario, la medida ha sido integrada en el resto de los contenidos como un tema
transversal y ubicuo, con un listado enorme de connotaciones y de aplicaciones. Lo que
no es un impedimento para que, en ocasiones, alguna de las carpetas de materiales
contenga apartados especificamente destinados a reflexionar sobre aspectos parciales de
la medida.

Y este es precisamente el caso del apartado que nos ocupa, dedicado a la vertiente
geométrica de la medida y, especialmente, a mejorar el conocimiento del Sistema
Internacional como conjunto estandarizado de unidades basicas para las magnitudes mas
usuales. Lo que no incompatible con el conocimiento de determinadas unidades de
medida tradicionales -arroba de aceite o de naranja, onza, tahullas, gruesas, manos de
papel, docenas, ...- que se emplean todavia en algunos lugares.

La medicion acarrea consigo el concepto de wnidad o referencia para comparar. La
importancia de la eleccidon adecuada de la unidad se plantea en la actividad UNIDADES
DE SUPERFICIE. La importancia de realizar mediciones con instrumentos apropiados y
con las unidades (grandes o pequefias) idoneas para cada ocasion se pone de manifiesto
en INSTRUMENTOS DE MEDIDA o en ANOS LUZ. MEDIDAS DIRECTAS E
INDIRECTAS, por el contrario, centra la atencion en sefialar que no siempre es posible,
ni siquiera a veces conveniente, realizar mediciones directas.

Las mediciones que se proponen en este apartado barren un amplisimo espectro de
magnitudes, incluyendo las mas cotidianas longitudes, superficies, volumenes, angulos y
tiempos. Algo de atencion se presta también a las mediciones sobre la superficie
terrestre, que ponen de relieve las caracteristicas peculiares de la geometria sobre la
esfera, en la que la distancias se miden sobre meridianos y paralelos.

También hay actividades en las que se requiere medir directamente con instrumentos de
medida y comparar los resultados de distintas mediciones.

Mencion explicita se hace del valor que para la medida tiene la calculadora, puesto que
contribuye en aspectos tan aparentemente dispares como la comprension de las
relaciones  numéricas que acompaban a las relaciones  trigonométricas
(CALCULADORA), la realizacién de calculos que implican nimeros complejos -con
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distintas unidades-, la comparacion de unidades (RADIANES o LA CURVA) o la

reduccion a unidad unica (SUMAR Y RESTAR).

ARFA ENCERRADA

Si las tres circunferencias tienen el mismo radio no suele presentar en clase muchos

problemas. Una manera de enfocarlo puede ser:

A
N/

Y se calcula el area del tridngulo equilatero de lado 2 r, reatandole el area de los tres

sectores iguales, cada uno de 60°.
2743
herd3 = o= 20 o

2 0 2
) m-r”-60 TF
Superficie de un sector S, = =

2r

Superficie rayada pedida:

2

T F VA
S=r*J3-3-: = (43 -2,
6 ( 2)

En el caso de que no sean iguales las circunferencias se procede en esencia de la misma
manera, se calcula el area del triangulo y se le resta la de los tres sectores. Si los radios

sona,bye
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Se trata de resolver un triangulo del que se conocen la longitud de sus tres lados, a + b,

atc y b+c Seaplica el teorema del coseno y se obtiene los tres angulos centrales.
Y se resuelve con facilidad.

b2 2 b 2\ 2
cos oL = (a+b) +la+e) ~(b+¢) de donde se obtiene o
2-(a+b)-(a+c)

Cabe comentar que la primera parte es asequible a una gran mayoria de estudiantes
mientras que la segunda solo a unos pocos y guardando el planteamiento para después de
ver los teoremas que permiten resolver triangulos que se presentan de forma explicita
posteriormente.

EL ENGANO DE LOS ESPARRAGOS

E. Garri, uno de los autores de las memorias/programaciones que se recogen en el anexo,
dice lo siguiente sobre este problema:

Me han pasado muchas anécdotas y me han sorprendido muchas veces las respuestas de los
alumnos a algunas actividades. Sobre todo la que mas me sorprendio fue la actividad llamada “el
engafio de los esparragos". Le borré parte del titulo para que quedara solamente “los esparragos’” y
asi no darles pistas de la solucién. Hubo una gran polémica en los 4 cursos sobre si hubo engafio o
no, y al final, la mayoria decidi¢ que si que hubo engaiio y que el engafio estaba en ¢l “nudo”. ;Qué
te parece?.”

Esté claro que los titulos de las actividades cumplen varias finalidades vy, sin que sea facil
predecirlo, a veces se puede producir la situacion que se acaba de describir: fue un
acierto eliminar la palabra engafio, puesto que asi se logré provocar la polémica
cientifica que aporta alegria y viveza académica a las aulas.

Una forma de abordar el problema de los esparragos es otorgar una longitud fija al
palmo, por ejemplo 25 o 30 cm., y reflexionar sobre la forma en que se atan los
esparragos: se anuda la cuerda por sus dos extremos produciendo un circulo que aprieta
los esparragos y permite su transporte sin peligro de que se caigan. Lo interesante es
comparar la superficie que encierran los dos circulos que atan los esparragos, uno de
longitud doble que el otro.
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En general, si es L la longitud del palmo de referencia, la superficie que rodea (S;)
se calcula consiguiendo primero el radio (r;) de la circunferencia méaxima, de la que se
conoce su longitud. (Supongamos en primera instancia que el nudo no consume cuerda.
Después ya se removera esta limitacion).

L L r
L=2rnrn = rn=— = § = TCI'12:’JT,(—)2=—
2 2 4
Si la longitud de la cuerda es doble:
L L r
2L=271tn = np=— = S, = nrzzzn(_)z =
7 7 Vs

S

Luego = 4 y el vendedor si tiene indicios para pensar que se trata de un intento de
1
engafio. {El cliente se ha llevado una cantidad de esparragos cuatro veces mayor y solo

ha pagado el doble!.

Si se supone que el nudo resta efectividad a la cuerda a la hora de conseguir superficie
util, entonces es admisible pensar que con la cuerda doble se utiliza el mismo trozo que
con la cuerda simple para realizar el nudo, lo que todavia haria aumentar mas la
proporcion entre las dos superficies.

MEDIDA DE ANGULOS

Se debe conocer los distintos sistemas de unidades, en especial los de uso estandarizado,
sexagesimal, y el radian como unidad. Es cierto que esta muy extendida la notacion
decimal, sobre todo desde el uso masivo de las calculadoras. Vuelve a suceder que se
dedica un espacio especifico a la medicion de angulos, toda vez que se ha medido con
anterioridad nevitablemente.

Creemos que se debe insistir en la comprension del significado de la expresion decimal y
su relacion con el sexagesimal, en el sentido de recalcar que por ejemplo, 68.5° son 68
grados y medio, equivalente a 68° 30°, o que en 68.2° | 68 son los grados y 0.2 la parte
decimal, que en este caso es 1/5 de la unidad y que en grados sera 1/5 de 60’, esto es,
12°, con el fin de que se pueda controlar la sensatez de los resultados que obtenga con la
calculadora.

De todas maneras lo que no se puede es estar de espaldas a la calculadora, sino todo lo
contrario. Esta es la presentacion de pantalla que proporciona una calculadora grafica al
transformar los 68.23°.

68. 23r0M5
63°13"'43"
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SUMAR Y RESTAR

Ahonda en lo dicho en MEDIDA DE ANGULOS, se debe ensefiar sin ocultar que la
calculadora 1a hace facilisimo como se muestra todo seguido:

%%:EB'4B'+BB‘SB' 15'4R'6'-6'45"'2"
73, 18555506 2.917777°7 s
An=r0OMS ArsrOMS
rac1a ! sE" 2e55'4"
[ | [ |
RADIANES

La definicion de radian conduce a una proporcion que expresada en una de las posibles
maneras es:

2 2 o
2T oL o 0=572957795... = 57°17°44.806” (1 radian)
3600 «a

Para la segunda parte, se aprovecha la relacion que se acaba de encontrar y se obtiene
que 68.23" equivalena 1°1908... radianes.

LA CURVA

Es un ejercicio con una simple operacion inversa a la anterior. 0.75 rad. = 42.9718...°
=42° 58 18.605”.

TEOREMA DEL SENO . TEOREMA DEL COSENO.

Constituyen pequefias investigaciones dirigidas. Respondiendo a preguntas que significan
completar datos y adoptando las sugerencias que se ofrecen, se puede llegar a deducir las

clasicas y conocidas formulas. A partir de estas dos actividades, las férmulas que aportan
pueden aplicarse a diversas situaciones (COHETES, ANGULOS, EL ARBOL, LA
ESTRUCTURA, ALTIMETRO o PUNTOS INACCESIBLES). No obstante estas
situaciones pueden resolverse también sin hacer uso explicito de los teoremas del seno y
del coseno. Por ejemplo y a modo de muestra, en ANGULOS se podrian aplicar los
conocimientos sobre angulos inscritos que se plantearon en los materiales de 3°: DBE es
angulo inscrito de una circunferencia, BE pasa por el centro (O) de la circunferencia, la
medida de DBE es la mitad de la del angulo central DOE, que por ser de un hexagono es
de 60°. Por lo tanto o = 30" . De otro modo,
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El angulo central es de 60°, el triangulo AOB es equilatero (equiangulo), asi el angulo
OAB mide 60°, yya £=120" . BOD mide 120" y en el triangulo BOD se tiene:

a+o+120=180 = o = 30°

De la misma forma se llega a que y = 60° de varias maneras. Por ejemplo, si nos
fijamos en que el angulo BDC mide 30° (como o), AC es perpendicular a CD, ...

En clase pueden seguirse algunos de estos -y otros- caminos en la resolucion, lo que
enriquece enormemente la perspectiva de los alumnos que asi se acostumbran a
comprender que la estrategia de resolucion de un problema no tiene por qué ser unica,
sin que esto signifique que todos los caminos de resolucion sean equivalentes pues unos
son mas intuitivos, otros mas directos, algunos mas elegantes, ...

EL TEOREMA DE HERON

Este problema aporta una nueva manera de calcular el area de un triangulo conociendo la
longitud de los lados. No se trata de estudiar su demostracion, que ni se insinta, sino de
conocer su existencia y aplicarla en un caso concreto.

La Gltima parte del material se dedica a la geometria sobre la esfera, y en particular a
estudiar la localizacién de puntos sobre la esfera terrestre. Uno de los topicos que se
abordan es de capital importancia para romper la idea de que la geometria euclidea es la
Unica: es posible construir un triangulo esférico cuyos angulos no sumen 180°, o se
puede construir un triangulo con los tres angulos rectos.






CAPITULO XIV

PROBABILIDAD, ESTA’DiSTICA,
RECUENTOS SISTEMATICOS 4°

71. TABLEROS Y LAMINAS

En el apartado Tableros y Laminas se presenta un material complementario que ha sido
seleccionado para, en cada caso concreto:

- ser utilizado en una actividad determinada que aparece referenciada en la propuesta de
trabajo homonima.

- sugerir propuestas de trabajo alternativas que cada profesor concreta en su momento y
a su manera.

- disponer de material de apoyo que puede ser rentable en algiin momento
indeterminado.

ENCUENTROS (pag. 4) ayudara en la realizacion de la actividad del mismo nombre
que aparece en la pagina 43. Es improductivo que los alumnos se dediquen a dibujar esas
tramas cuando ese dibujo no es el objetivo del problema. Fotocopiando esta lamina si
fuera necesario, habra suficientes tramas base como para realizar cuantas simulaciones
del problema sean necesarias para poder sacar conclusiones.

LAS TRES AVISPAS (pag. 5) presenta un tablero que completa el material que para el
mismo problema aportan las paginas 33 y 34, en tamafio ampliado para permitir el
manejo comodo de fichas, monedas, u otro material similar que represente a cada una de
las tres avispas en los movimientos que se producen en el desarrollo de la actividad. Para
sistematizar los resultados que se van produciendo se hace necesario utilizar algin tipo
de registro, para lo cual se puede facilitar, si se estima necesario, la tabla que presenta
la pagina 34, pero una vez comprendido y asimilado el procedimiento que se realiza es
mas rapido practicarlo y contabilizarlo en el tablero.
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PASTELES CON PASAS (pag. 6) visualiza la situacién que plantea el problema
TORTAS CON PASAS (pag. 42) y permite registrar la localizacion de las pasas y
contabilizarlas rapidamente en el reparto que se produce aleatoriamente simulando el
proceso con la tabla de nimeros aleatorios. Usando distintos colores o formas de anotar
los resultados (distintos simbolos, subdivision de los cuadrados, etc.) un mismo tablero
puede servir para realizar varias simulaciones.

EL SALTAMUELLES (pag. 7), DIFERENCIA ENTRE DADOS (pag. 10) y LA
LIBRE Y LA TORTUGA (pag. 11), corresponden a propuestas homonimas del
apartado JUEGOS vy tienen la finalidad de proporcionar un  material idoneo para
practicar los juegos que alli se proponen con fichas u otro material adecuado. Se pueden
ampliar mas todavia (a DIN A3 por ejemplo), pegar sobre un cartdn, colorear y
plastificar, consiguiéndose un material que gana en vistosidad y presentaciéon, y que
puede volver a utilizarse en otras ocasiones.

ENCUESTA: FUMADORES EN EL CENTRO (pag. 8) pretende mostrar una
encuesta elaborada sobre un tema concreto para facilitar la realizacién en clase de un
trabajo estadistico de suma importancia. Tiene pocas variables que controlar y atn asi se
vera en la practica la dificultad de recopilar los datos pertinentes y extraer conclusiones.
Hay que reconocer aqui mismo que el interés de hacer una encuesta en clase es indudable
y que lo es mas todavia si se aborda todo el proceso, incluyendo la fase de decision del
tema de interés y la elaboracion del cuestionario.

LA INCINERACION UN TEMA ACTUAL (pag. 9) y  LAMINAS
ESTADISTICAS I-II-ITI-IV-V-VI (pags. 12,...17) presentan informaciones aparecidas
en distintos medios de comunicacion escritos (prensa, libros, etc.) que tienen interés por
el tema que abordan y/o por la misma presentacion grafica. Se pueden utilizar en clase
para su analisis y estudio. Son s6lo una muestra de como es relativamente facil elegir
temas de actualidad, con repercusion en el momento de estudiar estadistica, que ademas
de ser significativos, motiven académicamente, adecuando el tema y la presentacion a las
necesidades y gustos de cada profesor.

TABLA DE NUMEROS ALEATORIOS (pag. 18) proporciona 2.000 cifras
aleatorias agrupadas de 5 en 5 con el fin de facilitar su uso en la simulacion de distintos
experimentos aleatorios. Muchas de las calculadoras cientificas y todas las graficas que
estan en el mercado estan provistas de la tecla o de la funcion Rand , que genera
nameros seudoaleatorios que pueden y deben sustituir a la tabla. Esta misma tabla esta
incluida en los materiales de 3°.
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72. JUEGOS

DIFERENCIA ENTRE DADOS (pag. 20) esunjuego que tiene un tablero homonimo en el apartado
correspondiente que se puede ampliar, colorear y plastificar, y que permite pasar a su

practica y analisis con solo dos dados y una ficha. Sijuegan varios jugadores simultaneamente
se completa rapidamente un buen nimero de partidas y se puede pasar pronto al analisis

estadistico de los resultados.

En clase los alumnos no suelen hacer una prevision de resultado con cierta justificacion
porque no calibran qué va a pasar con las diferencias de dos dados, si va a ser mas facil que
salga 0, 1,2 oquesalga3,4, 5. Unatabla de doble entrada (en este caso mejor que el diagrama
en arbol, o que la enumeracion sistematica de los resultados posibles para ilustrar visualmente
la estructura) facilitara los recuentos necesarios:

2° Para O, 1, 2 salen 6+ 10 + 8 =24 casos
posibles
211 10 |1 |2 |3 Para 3, 4, 5salen 6 +4 + 2 =12 casos
posibles.

Luego P(sale 0, 1,2)=24/36=2/3.
y, P(sale 3,4,5)=12/36=1/3

S L v
S| W N
(8]

o
—
o
—
[3%)

A la vista de estas probabilidades, esta claro que sera mas facil ganar que perder en este
juego, pero asunto bien distinto es determinar las probabilidades de ganar y de perder. Se
puede realizar una asignacion estadistica de probabilidades recopilando los resultados
obtenidos por toda la clase.

Otro procedimiento de asignacion es la representacion de la situacion con un grafo:

En cada tirada de dados hay una probabilidad de 2/3 y 1/3 de ir hacia la izquierda o hacia la
derecha respectivament. El juego acaba cuando se llega a la posicidn de gana (G) o de pierde
(P), pudiendo eternizarse, al menos en teoria, el final del juego. Estas propiedades hacen
que la situacion pueda abordarse como una cadena de Markov representable con un grafo en el que
las probabilidades de paso de un estado a otro son conocidas y permiten simular los recorridos
que harian las fichas que se desplazaran segun esas asignaciones probabilisticas.
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2/3 2/3 2/3 2/3 1/3 1/3 1/3

o (o) o (s ) (o)

V ~ V\,—r/ V
Y, 1/3 2/3 273

Hay un estado inicial S, unos estados intermedios G, G, G, P, P, P, conunas probabilidades
de transicion de unos a otros: la probabilidades de transicion de G, sonde 2/3 a Gy yde 1/3 a
Gy; lasde P, sonde 2/3 aSyde 1/3 aP,,; etc., siendo Gy P estados absorventes, por cuanto
que en ellos se acaba el proceso.

En el estado S, inicial, de salida, hacen falta tres fichas para que se asignen a los estados
G, y Py, 2y 1 respectivamente, siendo 2 fichas para este estado S su carga critica, pues
afiadir una mas provoca los desplazamientos obligados.

El proceso consiste en desplazar todas las fichas de cada estado cuando sea posible hasta que no
se pueda desplazar ninguna ficha mas de un estado a otro. Entonces se afiaden las fichas necesarias
en el estado inicial para iniciar de nuevo el proceso. Finalizara la simulacion cuando detectemos
que repetimos una situacion con igual configuracion que otra anterior, produciéndose un bucle.
Se analiza el bucle que se ha producido y, a partir de ahi el proceso se repetira invariablemente,
por lo que no hace falta seguir. El bucle permite saber lo que de forma natural pasa en el proceso
total, muestra los recorridos que deben realizar las fichas, las que acaban en cada uno de los
estados absorventes, los movimientos totales que realizan las fichas que se introducen en el
juego, etc., asi se puede conocer las probabilidades de que el juego acabe en cada estado (niimero
de fichas que acaban en €]/ numero de fichas introducidas) y el tiempo medio o niimero de jugadas
medio (nimero de movimientos realizados / nimero de fichas introducidas) que se emplea en acabar
el juego.

La tabla siguiente muestra el desarrollo del proceso. En ella se han reflejado los recuentos que
permiten asignar las probabilidades de acabar en Gana y Pierde. Es preciso advertir que el proceso
resulta algo largo y que, como mas adelante se vera, puede ser aconsejable comenzar con alguna
simplificacion del juego.
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N°.Fichas que Movimientos
entran G |G | G |G S PP, | PP
3 3 0
2 1 3
3 3
4 2 3
2 1 1 2 3
2 3
2 3 3 6
4 3 1 6
2 1 3 1 1 6
2 3 1 1 ] 3
4 1 1 1 1 3
2 1 1 1 1 1 1 3
2 3
1 1 3 2 1 3
1 3 1 2 1 3
3 1 i 2 1 3
4 1 1 1 2 1 3
2 3
1 3 3 1 3
3 3 2 6
2 3 1 2 6
2 2 1 1 2 3
2 3
2 2 2 2 2 3
3 3
2 2 4 3 2 3
2 4 1 3 3 6
4 1 4 3 1 9
6 1 4 1 3 1 1 9
3 ] 4 1 1 | 6
8 4 i 1 1 i 1 6
2 i 2 1 1 1 1 3
2 3
2 1 4 2 1 1 3
2 3 1 1 2 1 1 3
4 2 1 2 1 1 3
10 ) 1 2 1 2 1 1 3
2 3
1 1 4 3 1 1 3
1 3 1 3 2 1 6
3 4 1 2 1 6
12 3 1 1 1 2 1 6
2 2 1 1 2 1 3
3
2 4 2 2 1
2 2 1 1 2 2 1 3
2 3
2 2 3 3 2 1 3
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3 1 3 1 2 | 2 6
32 | 4 1 1 2 | 2 6

Fichas ciclo Movimientos _ciclo
G P ciclo
17 16 1 180

En el ciclo que se forma, los movimientos que se realizan son 180, las fichas que se introducen 17,
de las que acaban en G 16 y 1 es la que acaba en P. Segun este resumen de datos:

P(G) = 16/17
P(P) = 1/17
Tm = 180/17 = 10.588

El juego se puede practicar en clase y llegar a una estimacion de qué es lo que pasa. Las
conclusiones normales que se producen rapidamente son del estilo de es mus facil que acabe en G
que en P, es muy raro que acabe en P. Se puede solicitar que hagan una estadistica de los juegos
que se practiquen y que anoten también el nimero de jugadas que se produce antes de acabar. Los
resultados de toda la clase con suficientes datos debe aproximarse a las medidas teoricas.

Es preciso reconocer que el problema que se plantea es complicado, y que, como se ha apuntado ya,
tal vez valga la pena sugerir que se analice primero la situacion cuando el esquema es:

2/3 2/3 2/3 1/3 1/3 1/3
. T SN R
o @) (o) (s) @) (=) [=]
T A T e - —
1/3 1/3 >/3 /3

O, incluso simplificar mas el problema planteando el juego con la situacion correspondiente al
esquema:

2/3 2/3 1/3 1/3
T VN N e e
N - \\, /’/\\\
G @ 1) < s ) &P 1 > ) o
N e .
— \77/4 ~— k . . ~ " a
1/3 > /3

Veamos cual es el desarrollo en cada uno de estos casos:
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Movimientos
N° Fichas que G G, | G, 5 Py by | P
entran
3 3 0
2 1 3
3 3
4 2 3
2 1 1 2 3
2 3
2 3 3 6
4 3 1 6
2 1 3 1 1 6
3
4 3
2 3
3 2 1 3
2 1 2 1 3
2 3
2 2 3 1 3
2 2 2 2 3
1 3
2 4 ) 2 3
4 ) 1 1 2 3
6 1 2 1 1 2 3
2 3
1 4 2 2 3
3 1 1 2 2 3
8 2 1 2 2 3
2 3
4 3 2 3
2 1 3 3 6
2 3 3 1 6
4 3 1 6
10 1 3 1 ! 6
3
12 3
Fichas_ciclo G P Mwtos. ciclo
9 8 1 03
Segun los resultados que muestra la tabla:
P(G)=8/9 P(P)=1/9 Tm=63/9=17

Y en el otro caso:
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Movimientos
N°.Fichas que G G, S P, P
entran
3 3 0
2ol 3
3 3
4 2 3
2 1 1 2 3
2 3
3 3 3
4 3 6
Fichas ciclo G P Mvtos. ciclo
3 4 1 18
De modo que
P(G) = 4/5 P(P)=1/5 Tm=18/5=36

JUEGOS CON MONEDAS (pag. 21) presenta dos juegos en los que el procedimiento didactico es
idéntico: hacer una estimacion de si el juego es justo o no basandose en una apreciacion y

prevision personal de los resultados que se confrontan, pasar a la practica para corroborar o no

esa apreciacion, utilizar la estadistica de los resultados obtenidos para establecer un nuevo

juicto sobre la imparcialidad del juego (puede confirmarse o no la primera sospecha), y tratar de

que algunos estudiantes establezcan el resultado teorico.

Uno de los objetivos de los juegos es analizar los casos posibles y verificar cada opcion, en la
que intervienen dos monedas indistinguibles, y constatar la ventaja de utilizar diagramas en
arbol para realizar los recuentos, puesto que otros sistemas de recuento pueden llevar a errores
facilmente. Asi, en el primer juego,

Duro Duro Peseta d .
J— G A que conduce a:
=
_— R A P (Gana A) = 5/8
C \\
— C A
/ —
+ = . B P (Gana B) = 3/8.
__C A El juego por lo tanto no es
c — justo.
T T s B
+
A

\\+/’ C
\

-+

>

Para el juego 2, procediendo de la misma forma, se obtiene un arbol que conduce al resultado:
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P( Gana A)= 9/16, y P( Gana B) = 7/16.

Tampoco este juego es justo.

Un razonamiento ilustrativo, relativamente facil de entender, se basa en la observacion de que
un jugador gana siempre que sale cara y en alguna ocasion mas. Como el suceso salir cara se produce
con probabilidad 1/2 (o del 50%, o la mitad de las veces), A tiene asegurado el 50% de los casos
posibles, es decir mas posibilidades de ganar que B en los dos casos, si bien precisar la
proporcion requiere una atencion mas detallada. Quizas valga la pena analizar un reparto
geométrico de areas en funcion del resultado de la peseta en primer lugar, siguiendo el modelo de
analisis que se hace en el juego CARA EN TRES LANZAMIENTOS.

LAS TRES FICHAS (pag. 22), es un juego-problema que aparece con un detenido examen probabilistico
y didactico en Glaymann y Varga (1975) pags. 78-83, y en Diaz Godino y otros (1987), pags. 56-59.
Se trata de encontrar la estrategia que produce, con mayor probabilidad, un nimero de aciertos mas
alto. La situacion es muy atractiva y todos los estudiantes participan rapidamente elaborando su
estrategia que, en un primer momento es bastante cadtica, porque aparentemente, cuando venuno
de los colores, por ejemplo el rojo, el analisis mas extendido es que la ficha solo puede tener
por la otra cara rojo o azul con la misma probabilidad. Conviene repetir anotando cada uno su
estrategia y luego exponerlas todas publicamente, analizando desde la claridad de cada propuesta
(habra varias formulaciones muy ambiguas) hasta su posible eficiencia. Hay que tener en cuenta
que alguno puede acertar en una ocasion un namero sorprendente de veces eligiendo al azar, pero
que normalmente, si mantiene su estrategia, no mantiene los aciertos.

Las estrategias que se adopten después de varias pruebas, si son distintas, deben confrontarse,
de forma que se vea la mas eficiente; con pocas pruebas suele ser suficiente. Es dificil llegar
a comprender que se acierta con probabilidad 2/3 (y se falla, por tanto, con probabilidad 1/3)
cuando se elige el mismo color que tiene la ficha que se ve y que, por tanto, una estrategia que
se base en esta eleccion asegura un alto nimero de aciertos.

La importancia del problema de estudiar el juego seglin estrategias personales o consensuadas
radica en todo el proceso que se genera alrededor, que permite:

- estimar la posibilidad de cada resultado para, en consecuencia, elaborar una estrategia que se
debe defender ante los demas y ante las demas estrategias. Esto significa implicacion del jugador
en el juego.

- valorarar la importancia que tiene la expresion y la precision de la comunicacion.
- analizar estrategias, tanto las propias como las de los demas, con todo lo que significa de

actitud respetuosa para las propuestas de los demas y de capacidad de critica, con aceptacion o
rechazo fundamentado de las ideas que se formulen.

EL SALTAMUELLES (pag. 23) se acompatia con uno de los tableros del correspondiente apartado para
que se pueda practicar con fichas, lanzando monedas o realizando experimentos aleatorios
equivalentes -como utilizar la tabla de nimeros aleatorios-.

Una de las primeras conclusiones que se obtiene es que hay que distinguir cada una de las
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posiciones del tablero. Llamaremos S a la cama elastica del saltamuelles, A, B, C, D a las camas
elasticas de la izquierda del tablero y E, F, G, H a las de la derecha.

Pronto se llega también a la conclusion de que el saltamuelles no acaba con la misma probabilidad
en todas las camas, sino que incluso hay algunas en las que no puede acabar. Asimismo se tiene
que establecer un convenio sobre el sentido de salto, puesto que si el saltamuelles salta a la cama
de la derecha, si es la derecha suya debe ser a la izquierda del tablero, y viceversa. Aceptemos
aqui que cuando sale cara salta hacia la izquierda del tablero (D) y cuando sale cruz lo hace hacia
la derecha del mismo (E). Una manera de analizar el problema es determinar todos los posibles
resultados de cuatro monedas y exhaustivamente ver que pasa en cada uno de ellos.

De los 16 resultados posibles al lanzar una moneda cuatro veces (un diagrama en arbol es idoneo
para determinar los recorridos, como se muestra en el proximo problema), en A y en H se acaba
en una ocasion; cuatroen C yen F; y seis en S, lo que determina las probabilidades de acabar
en las camas correspondientes y las de acabar en las demas camas elasticas:

R S
.. ®B c| - S E F| G| H
T | | o Lo e ‘LV i

p(A)=pH)=1/16. p(C)=p(E)=4/16=1/4 p(S)=6/16=3/8

pB)=p(D)=p(E)=p(G)=0.

LA LIEBRE Y LA TORTUGA (pag. 24) es un juego parecido al anterior que se analiza de
la misma forma, con un diagrama en arbol que muestre los diferentes resultados de par o impar
al lanzar un dado, experimento aleatorio equivalente a lanzar la moneda y que salga cara o cruz).
Aqui la en el que dada la configuracion dada es: '

M N P S X Y z

Se realiza el recuento de resultados y, para cada jugada que hace ganar o perder un punto, de
los ocho resultados posibles, a Z y M les corresponde uno a cada uno y tres a X y P,

respectivamente.

— C — 1 Z
— € Y —

—— T+ — (x| Con ello, las probabilidades

c _x — de acabar en cada punto son:
/ T . c — |x
/ + I _[s! J—

| T+ — e p(Z)=p(M)=1/38
- C .S — p(X)=p(P)=3/8
: o — e
+ P o
= e o pMN=p®=(M=0

I —
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Ahora se puede calcular la probablidad de que gane la tortuga y de que gane la liebre:
p (Liebre)=6/8 =3/4 p (Tortuga)=1/4

Se puede afirmar que el juego no es justo, si se desea ganar es mejor elegir jugar como Liebre,
pues tiene muchas mas posibilidades de ganar puntos en sus 16 jugadas (3/4 en cada una ) que la
Tortuga (que solo tiene 1/4 en cada jugada). Y se puede hacer un estudio estadistico de cuantas
veces gana la Liebre y cuantas la Tortuga. Entrar en otro analisis es méas complicado y rebasa las
expectativas del curso; solo es abordable como ampliacion para alumnos interesados y capaces o
para niveles posteriores, pues, por ejemplo, que la Tortuga consiga 3 puntos y la Liebre 2 se
produce con estas probabilidades:

6) 13 38
p(T obtenga 3 pumtos ) = 3 (Z) (=) = 0.2087
4

6y 32 1% -7
p(L obtenga 2 puntos ) = 5 (=) (=) = 2510
4 4

La probabilidad de que L obtenga 2 puntos es pequefiisima, analizando la situacion con mas
detenimiento, comparando las probabilidades de la Liebre y de la Tortuga se ve que es realmente
muy dificil que gane la Tortuga (el célculo exacto, entretenido por cierto, se deja para el lector
curioso).

EL 12 GANA (pag. 25) esunjuego en el que domina el azar en su mas amplio sentido y no tiene
estrategia ganadora, ni perdedora, no se puede influir en el resultado, en el desenlace del juego,
mas que tirando los dados, sumando las puntuaciones y siguiendo las reglas del juego. Es, tal como
se presenta, un juego equitativo, justo y de resultado indiferente a la actuacion humana.

Una posibilidad de desarrollo del problema es plantearse como variar las reglas para convertirlo
en un juego de estrategia.

EL FERIANTE (pag. 26) plantea un clasico juego en el que es fundamental contabilizar las ocasiones
favorables para cada jugador que participa. Al tener que analizar resultados de lanzar dos dados
que cumplen ciertas condiciones, es idonea la tabla de doble entrada. Con ella, es facil ver que,
si_elegimos el nimero que sea, por ejenplo el 3, de los 36 posibles resultados, solo uno de ellos
esel 3 doble, en 10 mas aparece un 3, y en el resto, en 25 ocasiones, no aparecera ninguno. De esta
forma:

En 25 ocasiones pagaremos 100 pesetas y no recibiremos nada, produciendo unas pérdidas de 2.500
pesetas. En 11 ocasiones, como pagaremos 100 pesetas y nos daran 200, se producira una ganancia
de 1.100 pestas y cuando salen los dos treses, recibiremos 1.000 pesetas, lo que supone una
ganancia de 900 pesetas. Resumiendo, a la larga necesitaremos invertir 2.500 pesetas con la
esperanza de obtener 2.000, con lo cual se puede afirmar que sera un negocio ruinoso. El juego no
es justo porque la esperanza de ganancia no es pareja a la de pérdida, es claro que el feriante
quien tiene ventaja.
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OTRO JUEGO CON DADOS (pag, 26) se puede analizar rapidamente conuna tabla de doble entrada con
los posibles resultados de cada dado y, llamando A al jugador del primer dado y B al del segundo
dado, solo hay que anotar en cada resultado posible cual de ellos es el ganador.

Claramente se ve que las probabilidades de ganar de

Ay de B son
17 dado. A
6 le 2121212 p(A)=20/36 =5/9
p(B) =16/36 =4/9
2| S|A|A|B|B |B|B
No es justo el juego, A tiene mas posibilidades de
d|[S>|A|A|B|B BB ganar que B. Las apuestas deben hacerse de acuerdo
alsialalBIBIB |B conJa proporcion de ganar cada uno ellos, de forma
d que tengan la misma esperanza de ganancia. Ay B
o (S|A|A|B|B|B|B deben apostar en la proporcidn 5 : 4 ; esto es, que
slilalalajalala g debe apostar 500 pesetas por cada 400 que apueste
1 |A[A[A A A A

PREMIO DECEPCIONANTE EN LA LOTO (pag 27) plantea en un juego socialmente muy extendido la
reflexion en torno a si un resultado es mas facil que otro. Aprovechando que la gente en general

ve mas dificil que salga la combinacion 1,2, 3,4, 5,6, por tener los seis nimeros consecutivos

que otra combinacion cualquiera como la 8, 12, 20, 26, 31 y 43 | que tiene los nimeros salteados,
se pretende discutir el hecho de que ambas son combinaciones unicas, que exigen la aparicion

exacta de cada uno de los nimeros que las forman y, por lo tanto, tienen la misma probabilidad de
aparicion. La justificacién que se suele aportar ante esta creencia generalizada se basa en

aducir que hay menos combinaciones que tengan sus seis cifras consecutivas que de los otros, y por
lo tanto es mas dificil que aparezcan.

Otra cuestion interesante para analizar es la de las noticias que se presentan y que afirman que
hay combinaciones sencillas, enun caso para comentar que producen muchos acertantes y
frustracion entreellos y en el otro caso para sorprenderse de que no las haya acertado nadie.
Se pretende debatir qué debe entenderse por combinacion sencilla.

EL JUEGO DE LOS BARQUITOS (pag 28) trata de plantear un problema de asignacion probabilistica
en el que aparecen las creencias personales para afirmar qué es mas facil acertar, y donde deben
esconderse los barcos (razonamientos del tipo: cerca de las esquinas estan mas escondidos que
cerca del centro).

Este juego presenta un modelo de probabilidad geométrica en la que todos los cuadrados tienen la
misma posibilidad de ser utilizados. L.o mismo ocurre con dos cuadrados o con tres, etc. Al
practicar el juego aparece la necesidad de precisar el cuadrado que se describe para localizar el
barco del contrario y el propio, con lo que se plantea el problema de localizacion, de asignacion

de referencias, de asignacion de coordenadas, para el que se pueden arbitrar varias soluciones:
(2,3) (A, 2) (fila 2, columna3), etc..

Se puede modificar el juego con la intencién de incrementar la influencia del disefio estrategico
frente al puro azar, asignando la palabra Aundido al acierto en la localizacion exacta del barco
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y la palabra focado al acierto de una casilla contigua, con lo que se obtiene una pista acerca de

la localizacion del barco.

CARA EN TRES LANZAMIENTOS (pag. 29) plantea el analisis de un juego en el que debe lanzarse la
moneda tres veces como maximo, de forma que st aparece cara en el primer lanzamiento ya gana el
jugador que ha comenzado el juego, y solo si sale cruz en el primer lanzamiento lanza la moneda el
segundo jugador, para optar a ganar st le sale a €l cara'y para, si no, dar otra ultima oportunidad

al primer jugador.

Se ve rapidamente que es un juego desequilibrado en el que el que comienza tiene mucha mas
oportunidad de ganar. Se puede pasar a practicar el juego y realizar una asignacion estadistica
de probabilidad, para pasar a estudiar el diagrama en arbol del juego, que recoja los resultados

de los lanzamientos:

1°" lanzamiento 2° lanzamiento 3% lanzamiento Ganador
C > A
I o R S -
T
//
+ C — A
— o
. P
+ T
T —— .
+ > X No gana ninguno

Aqui se ve que :

p(A)=p(C)+p(+ +HC)=1/2 +1/8 =5/38

pB)=p+.C)=1/4 (= 2/8)

p (X, no gana ninguno) =p (+, +, +)=1/8.

Alternativamente, y mejor simultaneamente, se
puede introducir el modelo geométrico de
reparto de porciones en una tarta, o modelo de
areas:

Muestra, con claridad y contundencia, y con
indudable ventaja sobre el arbol, la proporcion
de ganar para cada jugador y la zona (X) que
representa el suceso no gana ninguno de los
contendientes.

Como se haido dividiendo por mitades, el trozo
mas pequefio tiene area 1/8 del total, y las
probabilidades calculadas antes, se confirman.
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73. PROBABILIDAD

ALARGANDO PARTIDAS

Debe empezar supontendo que las dos amigas, Anay Berta, pueden ganar -o perder- cada partida con
la misma probabilidad 1/2 (50 %, etc.) , y que quieren ganar. El problema plantea estudiar las
posibles duraciones del juego, la cantidad de partidas necesarias para acabarlo, y la
probabilidad de cada duracion. St convenimos en que por A entendemos que Ana gana una partida y

por B que lo hace Berta, un diagrama en arbol puede ayudar a ver las posibilidades:
1® partida 22 partida 3% partida Gana La mitad de las veces acaba
A e A en la segunda partida y la
otra mitad en tres. No

A — A A puede acabar en cuatro
T B o (antes una de las dos habra
- B > B ganado las dos veces
o A —>»> A necesarias para ganar el
- A juego). Ademas, la simetria
e - B > B ,
B de la grafica muestra que
T las dos tienen la misma
T [
B - o B probabilidad de ganar.

El diagrama en arbol también puede confundir si da pie a pensar que hay dos juegos que acaban en
dos partidas y cuatro que lo hacen en tres. Seguro que vale a pena oir qué tipo de razonamientos
invalidan esa afirmacion. El problema esta en las distintas longitudes de las ramas. Otra forma
de aclarar la cuestion es poniendo en cada rama la fraccion o el tanto por ciento que le
corresponde en cada momento, a partir del inicial:

12 partida 2% partida 3% partida Lrana
5 % . . A
25~
A
/ \174 - 12.5 % A A
B —
1/2 1/8 — B R B
230 - A
50 %% A T
oo . —
///g B 1/8 o B e B
B —
23 e
1 /4 =1 - _ - B

Cuando Ana gana una partida, la situacion, en diagrama en arbol, pasa a seguir la primera rama
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del arbol anterior, con nuevas asignaciones a cada rama (50 % a las primeras y 24 % a las
sigutentes) y A gana la mitad de las veces mas la mitad de la mitad de las veces, con lo que :

p(Gana A) = p(A)+p (B, A) = 1/2 + 1/4 = 3/4 p(GanaB) = p(B,B) = 1/4

En tantos por ciento, A gana el 50 % mas el 25 %, con lo que da el 75 % equivalente a 3/4. El
desarrollo del juego se puede seguir mediante asignacion de areas de la siguiente manera:

22 partida 32 partida

Q que permite visualizar perfectamente

el proceso y la asignacion
probabilistica final.

|
7

St se alarga, después de ganar una partida Ana, hasta que una gane tres partidas, el diagrama en
arbol que refleje la situacion se puede obtener por simple continuacion de la primera rama del
diagrama anterior. Ana debe ganar dos partidas para ganar el juego y Berta tres. Asi:

p(GanaA) = p(A,A)+p(A,B,A)+p(A,B,B,A)+p (B, A, A)+p(B, A B,A)+
+ p(B,B A A =14+ 1/8 +1/16 + 1/8 + 1/16 + 1/16 = 11/16

p (Gana B) = 5/16

Se puede continuar este caso mediante asignacion porcentual o fraccionaria a cada rama o
mediante areas, segun se hubiera hecho anteriormente.

Conforme se va alargando el nimero de partidas la ventaja que tiene A al haber ganado la primera
partida va diluyéndose, siendo poco importante si el juego es a 5 partidas, e insignificante si
esa25.

DARDO

Se plantea un problema de probabilidad geométrica, cada punto tiene la misma probabilidad de ser
alcanzado por el dardo. Esta es una buena ocasion para poner de manifiesto que el espacio
muestral puede ser infinito. Los calculos probabilisticos se hacen sobre calculos de areas. En
el caso que nos ocupa estos calculos tropiezan con la dificultad de que el tablero no tiene
longitudes concretas en sus lados, y se intenta resolver asignando niimeros concretos o en
términos de partes del total (mitad, etc.). La solucion requiere sumar fracciones, y es una buena
ocasion para ejercitarse en ello.

1 p(A) = 1/8 + 1/6 = 7/24 =0.2916666 (= 12.5% + 16.6666 % = 29.16666 %)
[= p(O)]

2. p(B) = 1/4 + 1/6 (ojo, es muy facil que los 1/6 se presenten en forma de 1/3)
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4 p(A 6B)=p (AUB) =p(A) + p(B) = 7/24 + 5/12 (suma de areas)

5. p (no C) (probabilidad del suceso contrario, se calcula directamente o como complementario
aC).

Se puede proponer que los alumnos, por grupos, disefien dianas y que se propongan, unos a otros,
problemas apropiados, o que, a partir de unas asignaciones probabilisticas -en cualquiera de sus
expresiones equivalentes anotadas anteriormente- disefien dianas adecuadas.

LAS TRES AVISPAS

Este es un problema tipico que muestra el alcance y potencia de las técnicas de simulacion.
Presenta una situacion interesante cuyo estudio teorico es inabordable, pero que se puede
simular y obtener una solucion aproximada si se comprende su funcionamiento y se construye un
modelo del mismo.

La actividad se presenta con un tablero que con el mismo nombre aparece en el apartado de

Tableros, y con una hoja complementaria que ayuda a la recogida y sistematizacion de los

resultados parciales que se van obteniendo. Esa hoja se puede evitar en principio, para ver qué

métodos utilizan los alumnos, pero esta claro que una vez comprendida la necesidad de recoger
adecuadamente esos resultados para poder utilizarlos luego, y después de realizados diversos

intentos de optimizar esa recogida de datos y los recuentos necesarios, a algunos le puede venir
muy bien la hoja como idea. Se puede hacer copias de la misma o encontrar formas de reutilizarlas
(colores, distintas sefializaciones, etc.).

Este problema aparece ampliamente tratado en el 2° volumen de Engel (1988) (pags. 196-201), y
trata de modelizar el estudio de la reversibilidad de un sistema dinamico finito a su estado
inicial (a principios de siglo se produjo un debate acerca de la posible contradiccidn entre la
mecanica y la termodinamica, ya que €sta afirmaba que si en un recipiente con dos partes
comunicadas por un agujero se ponia en una de ellas un determinado nimero de moléculas, el
sistema evolucionaria irreversiblemente hacta el equilibrio, mientras que para la mecanica
todas sus leyes son reversibles con respecto al tiempo). Como apunta el mismo libro citado, el
modelo lo desarrollaron Paul y Tatiana Ehrenfest en 1907, de quienes proviene el nombre con el
que se conoce (modelo de Ehrenfest).

Se puede simular tomando un numero aleatorio para cada avispa y manteniendo el criterio de que

si la cifra es par el insecto pasa a la otra parte y si es impar no pasa. Esto se hace para las tres

avispas y se observa qué hace cada una en cada instante. El nimero medio de tiradas (para cada
una de las tres avispas) para que estén las tres en la parte de la derecha es de 8. La estadistica

que se realiza en clase no suele apartarse mucho de ese resultado.

Se puede ver de la misma forma y con la misma consideracion la posibilidad de que la tres vuelvan
a estar juntas en la misma habitacion (nimero medio de tiradas -multiples- es de 8) y considerar
el tema de los cromosomas y la repeticion de personas iguales cuando interviene el azar. Queda
mucho mas claro todavia si se amplia el numero de avispas a 4 (16 tiradas), etc.
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LA PENA DE MUERTE EN CEFALONIA

Plantea el problema del calculo de probabilidades en un espacio muestral finito en un modelo de
urna y el de la comparacion de probabilidades.

En el primer apartado es muy facil en cada urna calcular la probabilidad de sacar bola blanca.
Llamemos A ala pnimeraumay B alasegunda. En Aes 1/3 yenB 2/3 | pero hay que pensar que
la eleccion al azar de cada urna debe intervenir. El diagrama en arbol que modeliza la situacion
puede ayudar a efectuar los calculos, lo mismo que el modelo de areas.

/3 B
e - X
Ut ——
P — B
1/2 -~ 2/3 TT— N
7 50%
Tson 2/3 —" B
1/2 N N - ........I\.I .........
U2
\»,
1/3 —— N
— N

Bien los calculos, bien un razonamiento que incluya el reconocimiento de la simetria presente,
bien un simple vistazo a las areas correspondientes a cada extraccion -que no excluye el que se
realicen los céalculos- , o bien un examen mixto de las anteriores posibilidades, debe conducir
a que

p(A) =1/2 y p(B) =1/2 (laprobabilidad de salvar la vida es de 1/2).

El problema no tiene una solucion dptima evidente, inmediata, sino que requiere hacer varias
pruebas, variar la composicion de las urnas y comparar resultados. Se observa que si se deja una
bola blanca en una de las urnas y el resto en la otra urna se obtiene maxima probabilidad; se
puede pasar a justificar por qué sucede -se esta asegurando ya el 50 % de las posibilidades de
salvarse, mas las que proporcione la otra urna-y si se mantiene cuando se aumenta el nimero de
bolas en las urnas.

CON UNA URNA

Este es un problema de calculo probabilistico con extracciones con y sin reemplazo en un
modelo de urnas con espacio muestral discreto. Elmodelo de diagrama en &rbol ayuda a entender
por qué se multiplican las probabilidades intermedias, tanto cuando hay reemplazo como
cuando no lo hay. Veamos solamente cémo se podria reflejar el caso de la extraccion sin
reemplazo; se muestra en cada camino la bola que se ha extraido, lo que por otra parte quedaclaro
por la composicion de la urna para la segunda extraccion. Quedaria:
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s TR p(R,R) =173
IR T aae p (una de cada color) = p(R,V) + p(V.,R) =
CROA| o s 13 + 173 = 273

/ 33 33/ v Las dos bolas salen del mismo s6lo cuando son

R e las dos rojas, y ya se ha visto antes.
bV 3\3\3;\5 Por cada rama se han puesto la probabilidad o
TN ar | U LR el porcentaje que le corresponde de la
v 33.33% probabilidad total, cada bifurcacion muestra
o como canaliza la probabilidad de paso por las

ramas que surgen en funcion delas condiciones
que establece.

De nuevo, lo importante es que se vea que afecta al resultado, que se debe tener en cuenta si se
reemplazan los elementos que intervienen o no y como se realizan los céalculos, ya que, por
ejemplo, en larama superior derecha se ha puesto directamente 1/3, pero el razonamiento que lo
justifica es variado, puede ser expresado como la mitad de dos tercios que es un tercio, o si se
piensa que a cada rama le corresponde probabilidad 1/2 puesto que en la urna hay una bola de cada
color, como 2/3 - 1/2 =1/3 -multiplicacion de las probabilidades de cada rama consideradas
independientemente.

BARAJA

Presenta una situacion propicia para que se estudie como varia la asignacion probabilistica al
cambiar la referencia en que se establece. Se trata de probabilidades condicionadas. La baraja
es la misma todo el tiempo, y en el primer apartado es la referencia obligada:

p (sale el caballo de copas) = 1/40

Al tener la informacion de que la carta es una figura, el espacio de referencia se modifica, para
pasar a contener exclusivamente las 12 cartas que son figura:

p (sale caballo de copas / sale figura) = [/12
/ representa a: condicionado a lo que se sabe, en este caso que la carta es una figura).
p

Si se sabe que la carta es un caballo, el espacio muestral se reduce mas todavia:
p (sale caballo de copas / sale caballo) = 1/4
Para continuar el estudio de probabilidades condicionadas se puede pedir en clase que sean los

mismos estudiantes los que propongan problemas similares, utilizando el mismo contexto de la
baraja, o que sitien los problemas en otros contextos.
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AUTOPISTA

Aqui se plantea un problema de probabilidad geométrica. El espacio muestral es infinito,
constituido por todos los puntos que estan en el segmento de extremos A y E. Introduce la medida
de la probabilidad como cociente de medidas de longitudes de segmentos implicados. Es preciso
notar la diferencia que hay entre esta asignacion probabilistica y la que se basa en recuentos
de casos posibles y favorables. Aqui, la probabilidad de que un accidente ocurra en un punto
concreto es nula, puesto que su medida es cero.

p (accidente entre By D) = 11/18 [ = (medida BD / medida AE)

TRES DADOS

Se propone ahora la reflexion sobre dos problemas aparentemente idénticos. En clase se plantea
que se determine el modelo tedrico del lanzamiento de dos dados -que en general se habra visto
en mas de una ocasion- y se hace la simulacion del lanzamiento de tres dados, retirar el de la

puntuacidon mas alta (uno st hay mas de uno), llevando a cabo una estadistica de los resultados.

Se puede practicar con dados reales, numéricos de 1 a 6, con perinolas, etc, al menos un rato,

y st se ve que ya se controla el juego, se puede pasar a simularlo utilizando la tabla de nimeros

aleatorios) o la tecla RAND de la calculadora. Para la simulacion con tabla, se toman ternas de

numeros aleatorios del 1 al 6, que representan los resultados de los tres dados, despreciando

las otras cifras. Se representan las frecuencias relativas en cada caso y se ve rapidamente que

los resultados experimentales se alejan del modelo tedrico de los dos dados.

El problema es plantearse si el modelo no es adecuado sobre todo si repetidamente los datos
experimentales se alejan de los que se deberian producir.

Si se abordar el problema del lanzamiento de tres dados teoricamente se obtiene la tabla
comparativa siguiente, que es suficientemente explicativa:

FRECUENCIAS (TEORICAS) EN EL LANZAMIENTO DE DADOS

SUMA 2 (3141516789 |10]I11|12] Total

DOS DADOS 1 213145 t6 15143 ]2 1 36

TRES DADOS |16 |27 |34 (36 (34 |27 (1912 7 | 3 1 216

El resultado es bastante sorprendente, pues no es intuitivo.

Si se pasa a frecuencias relativas que permiten comparar, se aprecia que son dos modelos
bastante diferentes. Mucho mas claro queda todavia si se hace una representacion grafica como
la que se presenta a continuacion, en la que se comparan los dos modelos teoricos (calculadas las
frecuencias relativas):
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EL BLUES DEL REVOLVER

Esta actividad quiere poner en primera linea la continua presencia de las Matematicas en nuestro
entorno. Del azar y de la probabilidad se habla en la calle -con poca propiedad muy
frecuentemente- y se escribe, desde los registros y estadisticas en los diversos medios de
comunicacion -incluidos los que tratan sobre premios y circunstancias aledafias de la abundante
suerte de sorteos ptiblicos-, hasta su transposicion al mundo que a menudo refleja la realidad,
o al menos se inspira en ella, cual es el caso de las artes en su mas amplia gama (literatura,
cine, pintura, etc.).

El blues del revolver es un pequefio relato en serie negra -trama policiaca- que forma parte de
un libro breve de la Biblioteca de El Sol, con una seleccion de cuentos publicados por el autor,
Pedro Zarraluqui, en sus libros Galeria de enormidades y Retrato de familia (Anagrama). Yala
cita, de John G. Kemeny, con la que comienza "Si estamos parados en un cruce de un reticulo
infinito mientras nuestro amigo vaga sin rumbo por la red de calles, podemos tener la certeza
prdctica de acabar reuniéndonos con él, siempre y cuando estemos dispuestos a esperar lanto como
haga falta" es lo suficientemente sugerente como para invitar a reflexionar sobre su significado

y su alcance. El personaje -un inspector de policia- es consciente de la presencia del azar y de
la influencia que tiene sobre €l y sobre su destino. En un didlogo con Lucy se dicen:

- ... 8i, creo que fue aquella noche cuando empezaron mis problemas con el azar.
- El azar, cuando es adverso, tiene siempre un nombre -grufic Lucy-. Parami se llama Bugs...
Y para ti se llamaba Vera.

El azar jhace? que la pistola que le apunta dispuesta a acabar con su vida reviente y mate al
agresor cuando este dispara. Y la vida sigue.

Es mas frecuente de lo que parece la presencia del azar y de la probabilidad en la literatura,
esta actividad es s6lo un ejemplo -bonito a nuestro juicio- que pretende remarcar dicha
presencia e insistir en que merece la pena utilizarla didacticamente.
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EL JUGADOR DESESPERADO

Se presenta de nuevo una situacion en la que el calculo de probabilidades tedrico se facilita
construyendo el grafo que representa a la correspondiente cadena de Markov.

En cadajugada, el jugador apuesta la cantidad que masle acerca al objetivo de ganar 5 millones:
cuando tiene un millon lo apuesta; si gana tiene dos, que volvera a apostar; con cuatro millones
apostara sélo uno y con tres millones, dos. En teoria, el juego puede eternizarse, puesto que
hay bucles que asi lo permiten. Representando por 1 el estado en que el jugador tiene un millon,
2 cuando tiene dos millones, y asi sucesivamente, se tiene que los estados 0 y 5 son absorventes,
en ellos se acaba el juego. El grafo de la figura muestra las distintas posibilidades de posesion
de dinero en las que se puede encontrar el jugador:

w 4_ La probabilidad de paso de cada estado a los

< destinos posibles es de 1/2. En los comentarios

— \ al problema titulado EL SALTAMUELLES se detalkd

/ o \ con minuciosidad el método de asignacion de

< 0 \ s probabilidades basado en la utilizacion de
/ - / fichas que recorren el grafo.

\ e~ L / Las probabilidades de acabar en O y en 5 son

< 95 >_,< 4 > respectivamente, 4/5 y 1/5.

TORTAS CON PASAS

Este es otro problema en el que el estudio tedrico es complicado, fuera del alcance del nivel
elemental. La simulacién de [a situacion permitira por el contrario la asignacioén de
probabilidades. Para hacer posible la simulacion se necesita comprender el mecanismo de reparto
de las pasas para reconstruirlo con un modelo matematico.

Esta actividad se acompafia de una tabla, incluida en la pagina 6, de doble entrada y dimensiones
10 x 10 que determina 100 cuadrados iguales, 100 casillas perfectamente identificadas por
coordenadas. La simulacion se puede realizar tomando pares de cifras aleatorias de la tabla
correspondiente que indicarén las casillas en las que se deposita cada pasa. Repitiéndose 100
veces el proceso se repartiran 100 pasas, se hace un recuento y se elabora una estadistica de los
pedazos en los que no ha caido ninguna pasa, de los que contienen una, etc.:

Numero de pasas | O 1 2 3 0 mas
frecuencia
frecuencia tedrica 37 37 18 8

Segiin Glaymann y Varga (1975), pags. 189-192, el numero de pedazos con x pasas, N(x), viene dado
por la formula:
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100 -x

NG) - 100 (100] 5y a - Xy
X 100 100

que proporciona los valores tedricos que se incluyen en la tabla anterior.

ENCUENTROS

Este problema se puede abordar desde distintos niveles de formalizacion. Para comenzar hace
falta aclarar el enunciado, pues se presta a multiples interpretaciones que hacen necesario un
consenso. Se podria entender que los dos amigos se lanzan al encuentro y cuando llegan al extremo
opuesto de la red de calles se dan la vuelta y se inicia otra tentativa de encuentro, o
simplemente, que pueden retroceder en cada vértice. Es claro que en cualquiera de esas dos
opciones antes o después los dos amigos se encontraran (ver comentario de EL BLUES DEL
REVOLVER), pero también est4 claro que ese

encuentro se puede tardar muchisimo en

1/8 -~ 3 producirse. Una alternativa seria convenir

/ r que ir al encuentro del ofro desde A -por
¢ ejemplo- significa acercarse en cada

/8 movimiento a B, y eso deja ya poco margen de

/ » maniobra: seguir el sentido de las flechas que
3 aparecen en el Grafico I; de modo que los
amigos solo se pueden encontrar en los puntos

] .3/8 remarcados en la diagonal. Se ha colocado en
2 3 cada vértice de la trama el numero de los

T postbles caminos que se pueden seguir desde A
a ese vértice. Se llega solamente hasta la
diagonal porque si en uno de esos puntos no se
encuentran, ya no lo haran porque no hay que
Grafico | olvidar que ambos amigos avanzan a la misma
velocidad. De esta manera se contabilizan 8

maneras diferentes de llegar -desde A- hasta la

1/8

~@

diagonal y lo mismo ocurre desde B.

La probabilidad de que A pase por el vértice superior izquierdo es 1/8, y otro tanto la de que B
pase por ahi: la probabilidad de que se encuentren en el vértice superior izquierdo es por lo
tanto 1/8 - 1/8 = 1/64. El razonamiento y el célculo vale para el otro vértice inferior
derecho, mientras que para cualquiera de los puntos centrales, como la probabilidad de llegar
desde A y desde B son 3/8 en cada caso, la probabilidad de que se encuentren alli es de 3/8 - 3/8.
En resumen:

p (se encuentren) = 1/8 - 1/8 +3/8-3/8 + 3/8-3/8 + 1/8-1/8 =20/64 = 5/16
p (no se encuentren) = 11/16

Esta actividad debe iniciarse pidiendo a los estudiantes que formulen una estimacion del
resultado, para continuar simulando la situacion, lanzando monedas, dados, eligiendo numeros
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aleatorios de una tabla, ya que en cada vértice cada una de las dos personas solo tiene dos
opciones de continuacion. Se puede también construir una tabla como la que se propone en
el Grafico Il para ir registrando los resultados sucesivos de la estimacion y la simulacion.

Probabilidad
esperada (antes de
sumular)

Probabilidad esperada
(después de simular 10
veees)

Probabilidad esperada
(después de simular
total de clase veces)

Proba-
bilidad

teorica

Se encuentran

No se
encuentran

Después de unas pruebas, cuyos resultados pueden recoger en una tabla como la que sigue,

P, [P P

P,

P, | P, |P,

Py [Py | Py

Total

Se encuentran

No se encuentran

los alumnos suelen darse cuenta de que no es facil que se produzca el encuentro. Una
recopilacion de los resultados obtemdos en toda la clase en una tabla como:

Proporcion

Se encuentran

No se encuentran

N° Simulaciones

10

50 100

(Total)

facilita la asignacion de probabilidades por el meétodo de Monte-Carlo.

Como extension, se puede estudiar el mismo planteamiento en redes de distinta dimension,
Ix1, 2x2, ..., para analizar como varia la probabilidad de encuentro:

En 1 x 1, p(encontrarse) = 1/2 « 1/2 + 1/2 « 1/2 = 1/2
En 2 x 2, p(encontrarse)= 1/4 « 1/4 + 2/4 « 2/4 + 1/4 +1/4 = 6/16 = 3/8

Si bien no con caracter general, se puede pedir a algunos alumnos que traten de encontrar
la formula general para una trama de cuadrados n x n:
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p (se encuentren) = Y. X -y (”) 1\ n
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Claramente, al aumentar la trama de cuadrados disminuye la probabilidad de que se encuentren.

EL JARDIN DE LAS DELICIAS

De nuevo estamos ante otro problema en el que el estudio teorico es complicado pero no una

aproximacion estadistica razonable, obtenida mediante modelizaciony simulacion. Asignamos

un numero a cada perro, del 1 al 6, y tomamos de la tabla de nimeros aleatorios tiras de 7 cifras
-rechazando 8,9,0- que indicaran para cada pulga el perro elegido. De esta forma, la serie

2561135 nos indicara que solo se ha librado de pulgas un perro, el 4. Ya se aporta una tabla en

el mismo enunciado del problema que se puede utilizar para abordarlo. Debe servir para poner de

mantfiesto la conveniencia de realizar un numero alto de simulaciones para llegar a una

asignacion probabilistica relativamente fiable, pudiendo utilizar tablas similares a las del

problema anterior:

Perros que se libran

0 1 2 3 4 5

Probabilidad esperada (antes de
simular)

Probabilidad esperada (después de
simular 10 veces)

Probabilidad asignada (después de
simular total de clase veces)

INTERPRETA LA SOLUCION

Esta actividad plantea un problema de calculo de probabilidades en el modelo de caminos o
bifurcaciones que es facil resolver, con asignaciones expresadas mediante porcentajes o
mediante fracciones. En este problema, ademas se busca como objetivo que los alumnos razonen
y justifiquen una propuesta de resolucion recurriendo al modelo de asignaciones de areas.

A parte de un modelo de solucionar un problema sobre el que pensar, esta actividad ofrece la
posibilidad de operar con fracciones, porcentajes y decimales.
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DIBUJA EL LABERINTO

Se ofrece aqui la posibilidad de analizar un problema desde una perspectiva creadora: conociendo
la solucidn, disefiar el laberinto que la origina, que desde luego no es tnico.

Las posibilidades del segundo apartado son amplisimas: dar la solucién en cualquier forma de
expresion numérica-decimales, porcentajes, fracciones, mezcladas-; proponer datos incompletos
(172, 1/5, -) o inventar datos que hagan el laberinto impostble.

Disefiar -individualmente o en grupo- un laberinto y proponer un problema a los demas no sélo es
tremendamente motivador, sino que ademas hace aflorar las concepciones erroneas y malentendidos
sobre la asignacion y el calculo de probabilidades.

EL CHOCOLATE CON PREMIO

Se plantea estudiar el nimero necesario de extracciones de fichas numeradas del 1 al 6 para
obtener una coleccion completa -al menos una de cada nimero, aunque de algunas tengamos mas de
una- de fichas.

Se puede empezar reduciendo el numero de fichas distintas a 2, 3, 0 4, y analizar qué pasa en
esesos casos mas simples y como aumenta el numero de fichas necesarias para asegurar una
coleccion completa. Es preciso observar que si las extracciones son al azar y hay infinitas
fichas, pueden producirse ciclos sin fin.

La simulacion se reealiza mediante la extraccion de numeros aleatorios y la recopilacion
estadistica de los resultados. El estudio puede realizarse también a través del grafo adjunto,
en el que, al esquema en el que el estado inicial es 6 y el estado absorvente es el 0 con las
probabilidades de paso de un estado a otro que se han consignado. Para hacer un estudio tedrico
como se hizo en EL SALTAMUELLES es preferible simplificar al caso de 2 o tres fichas.

1.6 2/ 36 A

S/6
S

346
o3 ol 5 >{° 4 i:ﬁs 3 :
| e ) ! V.
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74. ESTADISTICA

Las primeras actividades plantean el calculo y la interpretacion de la media, en contextos
en los que predominan situaciones concretas, inmediatas o mas o menos familiares. El
calculo de la media se sugiere tanto para poner de manifiesto coOmo transmite
informacion relevante, aunque posiblemente incompleta, como para reflexionar en torno
a sus propiedades, intentando clarificar su sentido y sus limitaciones.

MEDIA CON DADOS

La media de las puntuaciones que pueden obtenerse al lanzar un dado cubico, de parchis,
numerado del 1 al 6 en sus caras, es

- 1+2+3+4+5+6
X:
6

=21/6= 3’5

Conseguir que un dado tenga una media de puntuacion distinta pasa por cargar el dado o
variar las puntuaciones otorgadas a sus caras. Para que la media sea de cuatro puntos,
siguiendo la ultima posibilidad apuntada, hay varias posibilidades (solo se va a considerar
la asignacion entera de puntos), que van desde la mas simple, colocar 4 en todas las caras
a realizar una tabla con todas las asignaciones que cumplan la condicion. Y eso sin
entrar en si ademas se distinguen las puntuaciones asignadas mediante colores,
cambiando posiciones en el dado u otros efectos. Una observacion importante es que la
suma de todas las puntuaciones debe totalizar 24.

A continuacion tabulamos algunas de las posibilidades existentes pero seria interesante
que en clase se confeccionase ellistado exhaustivo de todas las posibilidades.

Posibilidad | Puntuaciones en las caras
1 4-4-4-4-4-4
2 4-4-4-4.3-5
3 4-4-4-4-2-6
4 4-4-3-3-5-5
5 4-4-2-2-6-6
6 3-1-5-5-5-5

MAS CON LA MEDIA

La idea que se persigue es que se intime con la forma de calcular la media y como afecta
al resultado la variacion de los datos.

Se plantea el caso especial de afiadir un cero a los datos porque plantea problemas
singulares y porque permite calculos rapidos. Un proceso normal en clase, no exclusivo
puesto que hay alumnos que no necesitan ejemplos concretos para generalizar, es pasar
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por experimentar en situaciones concretas el efecto de introducir valores iguales a la
media para obtener la conclusion de que la media no varia.

Si se introduce un cero en un conjunto de valores, la media queda afectada, pero ojo, no
siempre disminuye que es la primera conclusion tentadora que se saca: disminuye el
resultado si, pero en valor absoluto, lo que en el caso de que la media sea negativa,
significa aumento. Vale la pena poner ejemplos.

La misma consideracion cabe hacer en el caso de que se introduzcan mas de un cero. Al
aumentar el nimero de ceros se puede observar que la media converge a cero (tanto en
positivo como en negativo).

MEDIA CON TIRA DE PAPEL

Este problema no es facil. Requiere conseguir una imagen de qué es la media y qué
puede significar en longitudes concretas. Y lo peor es que al mismo tiempo que uno no
encuentra ninguna solucion, el enunciado sugiere que hay infinitas.

Lo cierto es que para que la longitud de uno de los trozos (x) sea la media de las
longitudes de los otros dos (y, z), tendra que ocurrir que la suma de sus longitudes y + z
sea doble que la del primer trozo x. Luego, con dividir el segmento en tres partes iguales
es suficiente.

Pero atin mas, el trozo que mide 2/3 de la longitud total se puede dividir de multiples
maneras en dos trozos posibles, dado que su semisuma sera siempre 1/3 de la longitud

total.
L],

L I |

.

En la grafica, L es la longitud total del trozo -en clase se prueba con valores concretos
como 10,100, etc.- X, v, z las longitudes de las divisiones que se hace.

}HLZ:QDZX:L—x:>3x:L:3x:£
2 2 3

X =

de los otros dos trozos no se puede afirmar mas que la suma de sus longitudes es 2L.

Una vez resuelta la primera parte, la segunda resulta mas facil, aunque tampoco evidente.
Juntando los dos trozos para ver su longitud total y procediendo como antes, buscando
un trozo que sea la tercera parte de la longitud total, quedan los otros dos determinados.

Y MAS CON LA MEDIA
Aqui se presenta una interesante propiedad: la suma de las diferencias entre los datos y

la media aritmética es cero. Con ella, se sigue intentando conocer la media. Esto implica
que las diferencias con respecto a la media no aportan informacion sobre la dispersion de
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los datos, para ello hara falta considerar otras medidas como los valores absolutos de las
diferencias, los cuadrados de las diferencias, etc.

AQUI PASA ALGO RARO

En principio el razonamiento parece evidente, logico y rotundo: “No puede ser cierto
que siendo inferior la media de pasas por tarta que pone Llena con respecto a Juan,
por la mafiana y por la tarde, el conjunto dé superior. La media de las dos medias
(maiiana y tarde) de cada uno mantienen su relacion”.

Sin embargo, en el calculo de la media de las medias importa el peso de cada una, el
numero de elementos que intervienen en total, y puede darse la situacion que se
considera. Pongamos un ejemplo:

Mafiana (M) |Media (M) | Tarde (T) Media (T) Media del dia
Juan 6,8 9 7, 4,16(48/8) |[3,2, 4,3, 5, 7,(3333..(50/15) | 4726 (98/23)
3.6,5 2,543 2.1,
34,2
Elena |4, 5, 7, 6, 4,546 3.3.4.2. 1 2°2 (11/5) 4755 (82/18)
8, 3,6, 7,9,(71/13)
4,35

LA PENA DE MUERTE

Con ésta se inicia una serie de actividades que se centran en el analisis, la critica y la
explotacion de informaciones de prensa o de otros medios de comunicacion, con
contenido estadistico, en forma de graficas, tablas, encuestas, etc. que en la mayor parte
de los casos pueden ser actualizadas en el momento en que se propongan las
actividades. La finalidad mas importante es mostrar la potencia educativa de los medios
de comunicacion en cuanto a que proporcionan actividades de trabajo actualizadas en
diversos campos, y de forma particularmente exuberante en Estadistica.

Se muestra, ademas, las diferentes orientaciones que se pueden dar a las actividades,
seglin las caracteristicas que se quieran remarcar. LA PENA DE MUERTE se orienta de
forma que se pueda recoger la opinion del centro realizando una encuesta, manifestando
de forma individual las reacciones u opiniones que la noticia provoca en los alumnos
(articulo individual para revista escolar), y en cualquier caso utlilizando la noticia para
extraer datos relevantes, como por ejemplo, que es un tema abierto y polémico, puesto
que no todos los estados aplican la pena de muerte.

La pregunta sobre la probabilidad de que un preso condenado a muerte sea ejecutado,
pretende abrir un debate sobre qué significa o como se podria calcular esa probabilidad.
Para ello los estudiantes deberan fijarse con detenimiento en las graficas y descubrir que
la informacion relevante para este asunto la podemos encontrar en el diagrama de barras
inferior derecho, interpretando los datos que se ofrecen. En la linea superior de esa tabla
aparece el nimero de ejecutados en cada estado que ha aplicado la pena de muerte. Se
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puede apreciar que la proporcion de ejecutados con respecto a los que estan condenados
a muerte es diferente de un estado a otro y, si esa proporcion va a dar una idea de la
probabilidad pedida, no esta claro si es representativo hacer el computo total de unos y
otros estados y utilizar el resultado o si solo se puede hablar de probabilidad por estado.

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Se presentan para su interpretacion tres graficas, una de sectores tipica, otra que utiliza
la grafica de sectores encadenada, y una tercera de puntos. Las tres proporcionan datos
de interés para todos y la mas dificil de interpretar es, sin duda, la central.

En la tercera grafica se puede describir como est4 construida cada una de las tres lineas y
se puede comentar su forma. La segunda grafica presenta un aspecto cuantitativo
interesante pero complicado, permitiendo obtener unos resultados que se pueden
comparar con las informaciones que ofrecen las otras dos gréaficas.

Se pueden formular preguntas acerca de como presentar la informacion que da la grafica
central de forma que sea mas facilmente comprensible, ya que extraer datos de ella
requiere un trabajo arduo y no es facil resumir la informacion que contiene. Para ello se
puede proponer su desglose en varias graficas mas independientes, manteniendo la
referencia del total de la poblacion, etc..., y valorar si con ellas se pierde cierta conexion
que si muestra perfectamente la representacion dada.

EN LAS LAMINAS 1, II y I

Se presentan actividades que pueden realizarse en clase a partir de informaciones
diversas que, en primera instancia, deben ser localizadas para responder a las preguntas
que se formulan. En una segunda fase esas mismas informaciones deben interpretarse y
aprovecharse para extraer conclusiones.

Una alternativa interesante es prescindir de las preguntas formuladas en la actividad, para
que sean los propios alumnos los que aprendan a formularlas.

En la lamina Il se encamina la actividad hacia su vertiente probabilistica, una de las
posibles vias de ataque al problema, mientras que la lamina III se orienta hacia el célculo
de parametros estadisticos, el estudio de la desviacion tipica y su interpretacion.

MENSAJE CODIFICADO

La estadistica de las frecuencias de aparicion de las letras en un idioma ha sido utilizada
para codificar mensajes. Edgar Allan Poe lo hace en su famosa obra L/ escarabajo de
oro, de aplicacién didactica inmediata. Hay un mensaje que descifrar y se conoce el
camino para hacerlo, o al menos se cree que es el camino, se requiere completar una
estadistica que resuma la aparicion en los textos de las letras del abecedario. Es una
buena ocasion para plantear que hay distintos tipos de textos y que algunos deben ser
descartados. La participacion y colaboracion de todos en la empresa es lo primero que se
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hace patente, pues la estadistica no debe provenir de un solo texto y como es laboriosa
debe repartirse el trabajo de seleccionar la fuente, elegir unos cuantos renglones (5 6 6
son suficientes), proceder al recuento y aportar los datos para, junto con los del resto de
compafieros, realizar la estadistica que nos acerque al objetivo.

Esta claro que las vocales se repiten bastante, y que alguna lo hace mas que otra.
Algunas pruebas en las letras con frecuencias relativas mas cercanas deben aproximarnos
a la solucion.

Como extension, se puede proponer que los propios alumnos elaboren un mensaje y que
lo codifiquen para hacerlo llegar a otros grupos o a otra clase.

En Arzarquiel (1982) puede encontrase un completisimo estudio didactico sobre este
problema. En ese mismo libro aparece la siguiente estimacion sobre la frecuencia de
aparicion de las letras en el idioma castellano:

a, e mas del 10% ( y menos del 15%)
o,1, s, 1, n entreel 6% yel 10%

I c t, d entre el 3% y el 6%

b, p, u f, g entreel 1% yel3%

resto menos del 1%

y la frecuencia empirica de los signos del mensaje de Poe:

Signo o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 X

Frecuencia absoluta 9 14 6 5 6 5 2 9 2 1 2

Frecuencia relativa (%) | 81 12°6

Signo /() [ 1 + - > =

Frecuencia absoluta 2 5 9 1 2 6 14 1 10

Frecuencia relativa

TOMANDO MEDIDAS

Este problema entra en el terreno de la correlacion o grado de relacion que hay entre dos
variables y en cémo establecer una asociacion razonable entre ellas que facilite la toma
decisiones.

A modo de ejemplo, analizamos la tabla que trata sobre zapatos, describiendo al mismo
tiempo como se puede utilizar una calculadora grafica para el analisis.

Primero, para visualizar el tipo de relacién que existe, si existe, entre las variables, se
introducen los datos y se dibujan la nube de puntos de la distribucion y la recta de
regresion lineal.

La tabla es:
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cm

22’3

23

23°6

24’3

25

25’6

2673

27

276

Talla

35

36

37

38

39

40

41]

42

43

La ecuacion de la recta de regresion que facilita automaticamente la calculadora es y =
1.5 x4+ 1.465 vy el coeficiente de correlacion r = 0.999877.... Esto altimo dato indica
que la relacion entre las variables es muy fuerte, casi linealmente funcional, conclusién
que parece logico dadas las dos variables en estudio (talla y longitud del pie).

Las graficas de la nube de puntos y de la recta de regresion son:

yw R

Fi ' P1
o -5-'
a .

W=z2.3

Esta claro visualmente que la relacion es casi lineal.

Calculada sobre la recta de regresion, a la talla 44 le corresponderia una longitud de pie
de 28’29 = 28’3 cm.

EL TABACO Y EL. CANCER

En este problema se trata de analizar una informacion estadistica presentada en una tabla
en la que hay que saber hacer la lectura de datos con doble entrada (hay 35 personas que
participan de las caracteristicas, ser no fumadoras y tener cancer, el total de fumadores es
140 + 64.860 = 65.000, etc.); fijarse en los totales por filas y por columnas y comparar
los datos parciales con esos totales.

La tabla es insuficiente, pues no aporta circunstancias o referencias del estudio (sobre
qué muestra se ha hecho, etc.), por lo que hay que cefiirse a los datos de que se dispone
y establecer las conclusiones a partir de ellos; por ejemplo, de los 175 que presentan
cancer, 140 son fumadores, con lo que se podria inferir que ser fumador aumenta el
riesgo de acabar con un cancer, sin embargo, se podria considerar también que hay casi
el doble de fumadores que de no fumadores en la muestra del estudio, con lo que habria
que afinar mas comparando de nuevo.

El otro rasgo importante del problema es que presentados los datos en una tabla es facil
dar el salto de la estadistica a la probabilidad, salto para el que es fundamental interpretar
correctamente la tabla. Asi,

p (tiene cancer/ es fumadora) = 140/65.000
p (es fumadora/tiene cancer) = 140/175



Probabilidad, Estadistica, Recuentos Sistemdaticos 4° 263

DEPORTES Y EL CENTRO

Se trata de un estudio que se puede hacer rapidamente en clase. Es equivalente a la
realizacion de una encuesta de tema limitado a los deportes.

AYUDO Y ME AYUDAN
Se puede hacer un comentario a la vista de la tabla ya que esta es lo bastante ilustrativa
para expresar, por ejemplo, que mayoritariamente ‘ayudo mas que me ayudan’; pero es

mejor todavia dibujar la grafica (nube de puntos) para mostrar visualmente la relacion
existente entre las dos variables.

40 1

20 +

Me ayudan

10 +

Ayudo

Una cierta relacion si se aprecia. La calculadora aporta la ecuacion de la recta de
regresion lineal y = 049 x + 10.19 y el coeficiente de correlacion r = 0.646, que
confirma la idea de que habiendo relacion, no es estrecha. Se incluyen a continuacion las
graficas que proporciona la calculadora grafica con estos datos.

woye B y=mi_ w=zg B y=:z

SE ME DAN LAS MATES

Lo dicho anteriormente se puede aplicar en este caso, remarcando que el objetivo es
realizar el trabajo con una calculadora grafica o un ordenador, pero que en caso de
indisponibilidad de estos recursos, bastaria con realizar un estudio cualitativo,
representando la nube de puntos y observando la intensidad de la relacion entre las
variables.
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ALTURA Y PESO

Es una actividad tipica y topica que funciona para mostrar que las dos variables, altura y
peso, mantienen una estrecha relacion -estadistica, no funcional-. Lo mejor de la
actividad es que se trata de realizar el estudio en la clase y los protagonistas son los
alumnos con datos sobre ellos mismos. Esto les motiva a participar con interés.

En el caso de que el ajuste se haga manualmente y no mecanicamente, se debe vigilar la
recta de regresion que se dibuja estimativamente sobre la nube de puntos para que sea lo
mas precisa posible y tengan éxito las predicciones que a partir de ella se formulen
partiendo desde datos parcialmente ocultos (solo se facilita la altura o el peso) y que
pueden provenir de recopilaciones hechas por estudiantes de otras clases.

ALTURAS

St se realiza la actividad que sirve de referencia y se dibuja la grafica, se puede observar
que la altura es una variable continua que se distribuye segin el modelo de la normal. Se
trata de que se llegue, después de la discusion pertinente, a establecer unos limites para
los porcentajes de las alturas que mas o menos estaran en correspondencia :con la media
y la desviacion tipica:

[;-G,;+G] [;-26,§+2G] [;—30,;4-30']

El objetivo es clarificar, después de varios ejemplos, que los datos se concentran
alrededor de la media, que la desviacion tipica da informacidén sobre el grado de
dispersion de los datos, que se refleja en el hecho de que en cada uno de los intervalos
anteriores habia un porcentaje alto de los datos, que aumentaba con el coeficiente de & .

Al estudiar las alturas, por ejemplo, la altura normal puede quedar alrededor del primer
intervalo, los altos o bajos alrededor del segundo y los muy altos 0 muy bajo alrededor

del tercero.

Es suficiente por ahora saber que lo que han detectado con los ejemplos tiene un
referente tedrico: para la distribucion normal, segun el teorema de Chebycheft, se tiene

p(| x-x| <0)=06826; p(|x-x| < 20)=0.9544

p(l x-x| <30)= 09974

PISANDO LOS TALONES A LOS HOMBRES. MARCAS EN 1500m

Se inician ahora una serie de actividades centradas en el estudio de la correlacion entre
dos variables, y en la comprension (iniciada al menos en tercero) de que el conocimiento
del grado de dependencia de las variables permite estimar resultados de una de las
variables a partir de un valor conocido de la otra.
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Se aprovecha un articulo de prensa y se aporta una tabla con registros olimpicos de
varias pruebas atléticas a lo largo de la historia. No hay mas que dibujar la nube de
puntos de cada prueba de la que se hace afirmacion y siguiendo el proceso analizado
anteriormente se comprueba si las afirmaciones realizadas tienen o no atisbos de ser
ciertas. Debe someterse a discusion los motivos de que haya casillas en blanco.

Hay un detalle que es clave en las competiciones con registros: por mucho que se rebajen
las marcas, no se llegara nunca a ciertas cotas ( por ejemplo recorrer 100 metros en 0
segundos). Cada vez sera mas dificil batir los registros.

ANUARIOS

Se vuelve a insistir aqui en las consideraciones necesarias para establecer criterios que
permitan decidir si una medida esta dentro de lo “normal” o no. Para ello se aporta la

media x = 1’75 y la desviacion tipica o =0’15.

X +o =190 = la persona que mida hasta 1’90 tiene una estatura normal.
x - = 1’60 = lapersona que mida desdel’60 tiene una estatura normal.

VELOCIDAD

La carrera que se utiliza como contexto en esta actividad fue importante y durante dias
se hablo y escribio sobre ella. Aqui se introduce para, entre otras cosas, analizar la
relacion que existe, la correlacion, entre tiempos y distancias recorridas. Ya se han
comentado anteriormente actividades planteadas con estos mismos objetivos. Se afiade
ahora la idea de someter a consideracion Ja validez de la prediccion echa para el tiempo
de recorrido de 200 metros, teniendo en cuenta que la nube de puntos se ha dibujado con
datos inferiores a 100 metros, esto es bastante alejados de aquel.

ALUMNOS TELEVISIVOS. CADENA DE SUPERMERCADOS

Ambas abundan en la cuestion de la correlacion y la regresion entre dos variables que ya
se ha comentado suficientemente.

PIENSA

Se plantea la reflexion en torno al grado y la forma de relacion que se da entre dos
variables. Cuando hay correlacion alta, las variables dependen una de la otra en gran

medida, se influyen mutuamente. Esa idea debe servir de base para establecer el grado de
relacion de las parejas de variables que se enuncian.
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75. CONTAR

Los contextos en los que se presentan las actividades de recuento sistematico de 4° curso
son, fundamentalmente, numéricos y geométricos. Ya se comento brevemente este tipo
de problemas en el apartado dedicado a las actividades de recuento sistematico de 3°.

CAMINOS

Este problema tiene como objetivo reforzar la estrategia multiplicativa y aplicarla a lo
que se llama Ia regla del producto, valida para aquellas situaciones en las que el niumero
de ramas en cada nudo de la representacion en arbol es constante en cada nivel del
arbol.

Asi, en este problema, el nimero de caminos del primer caso es 3 x3=9,y2x4 =38
en el segundo.

TERNAS MINIMAS

Se busca el nimero de ternas minimas que hay entre los nimeros de tres cifras, del 000
al 999. El recuento se puede hacer contando cuantas ternas minimas existen en funcion
de la cifra central:

Cifra central 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Ternas minimas 0 1 4 9 16 25 36 49 64 81

El recuento en cada caso se realiza con el mismo esquema. Si la terna es

L[ x [ ]

por cada una de las cifras inferiores que se puedan colocar en la casilla izquierda se
pueden colocar otras tantas -las mismas- en la casilla derecha, y ademas de manera
independiente. Por lo tanto, es valida la regla del producto. De otro modo st x = 4, por
ejemplo, a su izquierda, para formar ternas minimas, puede colocarse 0, 1, 2 0 3, es decir
4 cifras, y las mismas o la derecha, en total 4 x 4 = 16 posibilidades distintas.

Un diagrama en arbol visualiza bien la situacion multiplicativa.

En resumen, existen 1+ 4+ 9+ 16+ 25+ 36+ 49 + 64 + 81 = 285 ternas minimas, y
por lo tanto, la probabilidad de que al extraer un nimero de tres cifras al azar se obtenga

uno que sea terna minima es de 0’285 vy la probabilidad de que no sea terna minima
sera 1- 0’285 = 0°715.

En las actividades B de CONTAR de 1° aparecia una actividad equivalente a esta,
titulada TERNAS MAXIMAS, que se comentd en la Guia de uso de los materiales de
Matematicas del primer ciclo.
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CAPICUAS

El contexto numérico en el que se situa el problema intenta desarrollar estrategias de
recuento sistematico y, ademas, mejorar el conocimiento de los numeros, sus
propiedades y su significacion social (la palabra capicua proviene de cap-i-cla, cabeza y
cola, en catalan). Un numero es capicua si se lee igual (si resulta el mismo numero) de
izquierda a derecha que de derecha a izquierda. Segin esta definicion, son capictas los
nimeros naturales de una cifra -1, 2, ..., 9- y los que tienen las dos cifras iguales -11, 22,
..., 99-. No puede haber mas, por lo que en los primeros 100 numeros naturales hay 18.

Para encontrar los que sean capicua en los 1.000 primeros nameros naturales
analizaremos qué ocurre desde 001 a 1.000.

Si el 4. por ejemplo, es la primera cifra, entonces la cifra central puede se cualquiera de
las diez cifras, mientras que la cifra final obligatoriamente debe ser un 4. Asi:

Cifra inicial 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

N°. capicuas 18 10 10 10 10 10 10 10 10 10

También se puede realizar el analisis partiendo de la cifra central, como se ha hecho en
TERNAS MINIMAS. Ahora para cada cifra central posible, distinta de cero, las otras
dos deben de ser iguales, incluida la cifra en cuestion (numero capictia con tres cifras
iguales) pero excluido el cero. Tomemos como cifra central el 4, por ejemplo. Habra
entonces 9 nimeros capicuas, desde el 141 al 949. La cifra central 0 requiere atencion
especial: genera un capicua por cada una de las otras cifras, por lo tanto nueve en total.

Cifra central 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

N°. capicuas 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9

Asi pues, si se ha extraido un numero y es capicua, la probabilidad de que contenga un 5
es 20/ 108, ya que examinando la tabla anterior, para cada cifra central distinta de 5 hay
uno, totalizando 9, cuando la cifra central es 5 hay 9 casos mas, a los que hay que
afiadir uno (el 5 es capicua de una cifra) y otro de dos cifras (55).

Este es un problema que requiere mucha concentraciéon y propicia un mejor
conocimiento de los numeros naturales. Es preciso aqui llamar la atencion sobre el
aspecto significativamente diferente que presentan las dos tablas anteriores, generadas
por dos estrategias distintas de recuento, ambas igualmente naturales. Comprender que
las dos trasmiten la misma informacion requiere una prometedora discusion en clase que
no sera ajena a la tendencia existente a atribuir a la situacion estructuras de
proporcionalidad (si con una cifra hay 9 nimeros capictas, con dos cifras habra 2x9 y
con tres cifras 3x9) inexistentes.
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EL REPTADOR DE CUBOS

El problema trata de recorridos sobre las aristas del cubo, contexto geométrico que
permite conocer mejor ese poliedro de seis caras y su caréacter tridimensional. Conviene
identificar cada vértice con un simbolo, numérico o no es lo de menos, y codificar cada
recorrido realizado con una sucesion de esos simbolos, como por ejemplo ABDG.

D
G Es prectso matizar qué significa que el
B | reptador vaya directamente desde A hasta
| c G. Ul?a interpretacion posible es que el
! recorrido se realiza por el camino mas
I corto posible.
' El arbol que representa todas las
, e ‘
N H posibilidades es:
-~ - F
A
"D — G
B
/ - -
"D TG
AT—E
TG
F
T H —— G
de modo que el numero de caminos es 3x2x 1 =0.

CAMINOS DE IDA Y VUELTA

Este es otro problema de caminos. En este, partiendo de A hay tres posibles caminos
iniciales que llegan a puntos M, N y P desde los que se se llega B por el camino mas
corto. Desde M a B hay dos caminos igual de cortos recorriendo 2 lados de cuadrado.
Para ir de N a B hay un recorrido unico de menor longitud -2 lados de cuadrado- . Para
ir de P a B hay -véase problema CAMINOS EN UNA RED de 3°- 6 caminos de
recorrido minimo -4 lados de cuadrado-. Para ir de A a B hay portanto 2+ 1+6=9
posibles caminos diferentes.

Si la vuelta de B a A la hace con el mismo criterio, debe ir por un camino de minimo
recorrido hasta uno de los puntos M, N o Py desde él acceder a A. El recorrido minimo
para llegar a uno de los puntos de referencia es de dos lados de cuadrado, pero pueden
conducirle a M (2) 0 a N (1), con lo cual tiene tres caminos minimos de B a A.

Como por cada camino de ida se puede tomar uno cualquiera de los de vuelta sin que la
eleccion esté condicionada por el recorrido de la ida, el nimero total de caminos
distintos que se puede realizar de A a B y vuelta, con las condiciones sefialadas, es de 9x
3=27.
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NUMERO DE NUMEROS CON NUMEROS
Presenta una situacion de contar numeros de dos cifras utilizando 0, 1y 2.

Lo primero que cabe notar es que importa el orden en el recuento, pues la posicion de
las cifras define un numero u otro. Ademas, las cifras se pueden repetir.

El problema resulta dificil pues la posibilidad de que el 0 sea una cifra inicial rompe el
convenio de representacion de los numeros. Las soluciones son

3% -2' = 7 (para dos cifras)
31°- 2 = 58537 (para nameros de 10 cifras, con 0, 1 2).

El problema puede aprovecharse, si asi se considera oportuno, para formalizar la formula

n

de las variaciones con repeticion VR, =m" .

ACERAS

Supongamos que la acera esta adosada a una pared o tiene una referencia que permite
saber si las baldosas tienen una orientacion u otra.

La dimension de la baldosa rectangular base es 2 x 1.

Hay dos modos de rellenar una acera de 2 x 2, poniendo las dos baldosas horizontales o
verticales.

Cuando la baldosa es 2x3 se razona a partir del resultado anterior, contabilizandose 3
casos Del mismo modo, para 2x4 se totalizan 5 posibilidades. Sorprendentemente, la
sucesion numérica que se obtiene es 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ... , es decir la serie de
Fibonacci, que tiene una ley de formacion facil de formular en términos recurrentes:

1=l =2,y az=an tan,n>2.

TRIANGULOS EN TRIANGULOS

La finalidad del problema es doble, por un lado realizar el recuento bien y por otro
mejorar el conocimiento de los triangulos, aprovechando que los que aqui aparecen son
atipicos.

TARJETAS BANCARIAS

Este es un caso de variaciones con repeticion de 10 elementos -las cifras 0, 1, ...,9-
tomados de cuatro en cuatro. Como se indicé anteriormente en otro caso, la actividad
puede ser también aprovechada para formalizar la formula de las variaciones con
repeticion.
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El problema no es dificil, las estrategias eficaces que se emplean en el recuento son muy
variadas, desde el diagrama en arbol hasta la ennumeracion correlativa hasta inducir que
se trata de un total de 10.000 = 10* distintos (si vale el 0000, el 0001, ...).
Es importante establecer la ligazon del problema de recuento con el del calculo de
probabilidades, porque se contribuye asi al convencimiento de la aplicabilidad de las
matematicas. En este caso, decir que la probabilidad de que se acierte al azar el codigo
secreto es 1/10.000, esto es 0’0001, equivale a cuantificar la dificultad de violar una
tarjeta o, simétricamente, medir la seguridad en de su uso. Otro asunto es si tanta
informacion codificada sobre los ciudadanos, accesible a entidades publicas o privadas y
a los gobiernos, puede ser -como se anuncia en la literatura de ciencia-ficcion al menos-
un riesgo para el individuo. Este bien pudiera ser un tema de debate o una idea para
realizar una encuesta de opinion.

En resumidas cuentas, en este problema se asocia la actividad de contar con una de sus
principales aplicaciones, el calculo de probabilidades.

En clase despierta mucho interés el calculo de la probabilidad de que se acierte en el
segundo intento cuando se falla en el primero, que es 1/9.999 -descartando la primera
combinacion utilizada, que fallo-, y de acertar a continuacién ‘a la tercera’, 1/ 9.998. Los
resultados siguen otorgando seguridad razonable a las tarjetas codificadas, puesto que en
cada intento de los tres permitidos la probabilidad de acertar es muy baja.

Tal como esta planteado, el problema puede dar lugar a dos interpretaciones.

Una, la computada antes, que demanda la probabilidad de acertar en el tercer intento
(eso es suponiendo que se han fallado el primero y el segundo).

Otra, mas acorde con la realidad, consiste en admitir que para acertar la clave se supone
que hay un primer intento y sélo si no se acierta se pasa al segundo, y se llegara al
tercero soélo si no hay mas remedio. Se trata en definitiva, de la distincion que existe
entre acertar en Ires intentos y acertar al tercer intento).

1

p (acertar la clave al primer intento) = 5 = 0’0001

p (acertar la clave en dos intentos) = p (acertar en el primer intento) +
p (acertar en el segundo intento/no se ha acertado en el primer intento) =

Y 500020001,
10,000 9.999

p (acertar la clave en tres intentos) = p (acertar la clave al primer intento) +
+ p (acertar en el segundo intento/no se ha acertado en el primero) +
+ p(acertar en el tercer intento/no se ha acertado en el primero y no se ha acertado en el

segundo) = ! + 1 + 1 =0’00030003...

10.000 9999 9.998

Esta distincion resulta muy confusa para la mayoria de los alumnos.
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RECTANGULOS Y TENIS

La idea es simple, contar los rectangulos que se aprecian en el esquema de algo tan
familiar como es una pista de tenis.

El nimero de rectangulos totales, 21, es muy elevado y algunos de ellos no son faciles
de ver. Una buena notacion (nimeros, letras, ) ayudara a encontrarlos todos.

DOBLES EN TENIS

Considerando los numeros del 1 al 18 se puede razonar de diversas maneras. Por
enumeracion exhaustiva, en columna, por ejemplo, o mediante diagramas en arbol.
Conviene en ambos casos empezar a probar con numeros bajos de participantes: la
estrategia de empezar por caso mas simples es una buena estrategia para resolver
problemas.

El orden en que se producen los emparejamientos no importa para determinar la pareja,
solo influyen los jugadores que aparecen. Hay, en consecuencia,

18 - 17 /2 =153 formas distintas de emparejar a los 18 jugadores

Las preguntas que se formulan pretenden pautar la obtencion de la férmula general de las
combinaciones a partir de los resultados, y la forma de obtener estos cuando el nimero
de participantes va creciendo.

Los partidos necesarios para dilucidar la pareja ganadora cuando son n parejas, se
pueden deducir analizando de nuevo qué pasa en casos concretos, € induciendo el
resultado general: para eliminar a n-1 parejas hacen falta n-1 partidas, pues cada pareja
es eliminada en un partido.

EL PROBLEMA DE 1.000!

Ingenuamente, los alumnos recurren a la tecla que calcula n! en la calculadora.. Se
comprueba con ella que 1000! tiene que ser un numero grandisimo por los resultados
que se obtienen para entradas relativamente muy pequeifias.

Comprendida la magnitud del nimero y la inutilidad de la calculadora, el quid de la
cuestion es observar los numeros, reconocer propiedades sobre la multiplicacion,
descubrir cuando al multiplicar se obtiene un cero como cifra final.

Simplificar el problema vuelve a ser una estrategia util. ;En cuantos ceros acaba 10! 7.
Para ese nimero podemos contar con el resultado de la calculadora para contrastar. Esta
claro que cuando se multiplica por 10 se obtiene uno, pero la pantalla de la maquina
arroja un cero mas jpor qué?. No es facil darse cuenta de que es al multiplicar por 5
cuando aparecen los ceros y que se trata por tanto de controlar cuantas veces aparece ¢l
5 como factor en el producto total. 1000! termina en 243 ceros.
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CONTANDO LOGICAMENTE

Contar bien no es facil, y no es la primera vez que se dice aqui, pero si ademas entra en
accion la intencion de comunicar el resultado con claridad la complicacion es todavia
mayor. Este problema motiva en clase. Todo el mundo lo intenta y cree tener el
resultado correcto y el porqué. Es una buena actividad para propiciar -de forma
individual, en grupo y para toda la clase- la expresion oral y el razonamiento, para
analizar st se falla en la argumentacion, déonde o por qué se falla, para inducir a
completar las explicaciones pertinentes con ayuda de graficos o esquemas.

Una buena estrategia didactica es solicitar por escrito la descripcion del proceso que se

lleva a cabo en la sala y que conduce a la solucion: el presidente era mentiroso y habia 40
personas.

RECTANGULOS Y FUTBOL
Es un complemento o un sustituto de RECTANGULOS Y TENIS. Hay algunos

rectangulos mas en el segundo caso que en el primero, pero sélo se trata de contar con
atencion en los dos.

CUADRADOS EN UN CUADRADO

La solucion mas sencilla esta representada en la figura que acompaifia al enunciado del
problema

Para obtener mas cuadrados se requiere recurrir a estrategias no tan evidentes:

Ahora el cuadrado original se ha divido en 6 cuadrados mas pequefios.



CAPITULO XV

RESOLUCION DE PROBLEMAS

76. AREA Y PERIMETRO LIMITES

Los numeros naturales y las figuras intuitivas atafien a toda la matematica, hasta el punto
de que el paradigma basico de toda la matematica elemental es la suposicion de que
estructuras abstractas o complejas -como la que se propone analizar en este problema-
pueden describirse en Gltimo extremo con numeros 'y formas.

El punto de arranque de cualquier intento de solucion del problema es la observacion
directa: cada figura se obtiene de la precedente reduciendola 1/3 'y reproduciéndola 5
veces, concatenando adecuadamente sus elementos.

La elaboracion de las observaciones debe permitir detectar el esquema recursivo de la
figura, esto es las reglas que rigen su construccion etapa a etapa. Estas reglas se dejan
describir de diversas maneras. He aqui, por ejemplo, una en la que numeros vy letras
juegan un papel meramente descriptivo-geomeétrico:

13 A
A: | 13 A 113 A 13 A |
13 A

Una vez determinada la estructura del objeto geométrico se pueden abordar los
computos necesarios para discernir el comportamiento del area y del perimetro en las
sucesivas etapas de la construccién. Analicemos en primer lugar el caso del area:

Etapa Area
0 1 =1
1 1/9 x 5 = 5/9
2 5/9x 1/9x5 = (5/9)°

El computo directo sugiere un esquema recursivo que puede ser descrito con diversos
lenguajes, v. gr.:
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Grdfico:

0,9 +
0,8 }
0,7
0.6 }
054 &
0,4 4
0,3 4
0,2 }
0,1+ 4

Verbal: El area en cada etapa se obtiene de la anterior dividiendo por 9 y multiplicando
por 5.

Numeérico: la tabla anterior extendida tanto como haga falta.

Algebraico (version recursiva). Apa = A, x 1/9 x 5

Algebraico (version explicita):  A,= (5/9)"

La expresion algebraica recursiva es relativamente facil de obtener y es suficiente para el
calculo mecanico del area encerrada por las sucesivas figuras. Mas dificil es la
descripcion explicita pero como contrapartida transparenta mejor la tendencia al infinito
que se desea analizar. La determinacion del perimetro es sustancialmente mas compleja.
La estrategia anterior no funciona ahora o al menos no funciona directamente porque la
sucesion o serie numérica que se genera es aparentemente mas incomprensible.

Se requiere de hecho una comprension profunda de la estructura recursiva no tanto de la
figura en su conjunto como de su contorno o frontera y una contabilidad detallada del
numero de segmentos o lineas que contiene. Para ir haciendo pruebas a la busqueda de la
mencionada estructura, que se estiliza cada vez mas de etapa en etapa, es imprescindible
utilizar papel tramado. La cuestion clave es como se genera -y no tanto qué perimetro
tiene- una figura partiendo de la correspondiente a la etapa anterior. El analisis eficiente
del perimetro es, en primera instancia, geométrico y no numérico. A su vez, este examen
geométrico admite diversas versiones segun donde se focalice la atencion:

ETAPAO ETAPA 1
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Un avance sustancial, por no decir definitivo, en la resolucion del problema se produce
cuando se descubre la estructura de la construccion ejemplificada en la pagina anterior.
Como se observa, esta estructura se basa en mddulos que se reproducen adecuadamente.
El conteo directo del nimero de segmentos que componen cada figura permite -aunque
hay que dejar constancia de que no siempre se llega espontaneamente a ello- la siguiente
conclusion:

El numero de segmentos de cada figura es superior a cuatro veces el ntumero de
segmentos de la figura de la etapa anterior.

Como de una etapa a otra la contraccion o reduccion del segmento unidad es de 1/3, los
perimetros de las sucesivas figuras cumplen

P, >P.y x (4/3)
Esta desigualdad ya demuestra que el perimetro es infinito, pero se pueden encontrar
otras muchas variantes de la relacion entre los perimetros, segln el discurrir que tenga el
analisis:

Pn-'-l =5 XPn' 8

Ps=5xP;-8=5(5P,-8)-8=5"P,-5x8=
5% 4- 8. (5+5°+5+1)

Po= 5"x4-8 (5" 45"+ +52+5+1)
P,=4x5"-2(5"-1)=2(5"+1)
Existe en cada caso una estrecha vinculacion entre la estructura algebraica de estas
formulas y la interpretacion geométrica de la que provienen. Por ejemplo, en la ultima
expresion se puede realizar la siguiente interpretacion:
La figura inicial es el cuadrado.
Cada segmento se divide de modo preciso en 5 segmentos, el resultado se le afiade un

segmento de enlace y el conjunto se duplica para dar lugar a la figura con una
contraccion de 1/3.

Esta extrafia simetria puede servir de base para determinar exactamente la longitud del
perimetro en la etapa n:
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P, = 2((5/3)"+(1/3)")

Esta expresion permite a su vez extraer la conclusion de la tendencia del perimetro a
infinito. Este tltimo no es sin embargo el unico analisis posible. He aqui otro que centra
la atencidn en el nimero de segmentos de la figura:

No=4
Ni=(MNo-1)x4+No-4)=5N;-8=12
Ny=(N;-1)x4+(N;-4)=5N;-8=52

N3=(N;-1) x4+ (Ny-4)=5N;-8=252

de donde se deduce que el perimetro propiamente dicho estd regido por la siguiente
expresion recurrente

Pai=(5P,-8) (173"

Sea cual sea el discurrir del analisis, la piedra angular de este problema es el
establecimiento de la relacion existente entre las imagenes geométricas y las expresiones
aritméticas o algebraicas que se puedan deducir. En el aula cabe esperar mucha variedad
en el establecimiento de tales relaciones, no debiendo constituir un objetivo exclusivo la
construccion de formulas explicitas. Asi, una descripcion que demuestra comprender la
estructura de las figuras puede ser meramente verbal, sin demérito matematico alguno:

Cada figura se obtiene desde la anterior quitando el segmento horizontal inferior (la
base de la figura), copiando 4 veces el resultado con giros sucesivos de 90° y afiadiendo
un enlace que es una cruz a la que se le han quitado los 4 cierres:

En resumidas cuentas, los polos de interés geométrico del problema son, pues, la
recursion, la generalizacion y en menor medida la induccion. Estos procesos son los que
pueden permitir entender como interviene el infinito en geometria dando lugar a objetos
bien definidos que habitan en la mente humana, que se pueden ver con la imaginacion sin
construirlos explicitamente porque su construccion es imposible de realizar.

El establecimiento de la propiedad del limite nulo de potencias de exponente creciente
con base mas pequefia que la unidad estd en la base de los aspectos cuantitativos del
problema.

77. EL REPARTO DE LOS PANES

Disponemos de 8 monedas y 8 panes. Existe una tendencia innata a adjudicar o
establecer una correspondencia uno a uno entre monedas y panes. Sin embargo esta
tendencia engafiosa tiende una trampa sutil. Solucionar el problema en este caso consiste
en desembarazarse de este prejuicio engafoso.

Cada uno de los personajes de la historia comio 8/3 de pan y consumié 8/3 de moneda,
pero el precio del pan no tiene por qué ser la unidad monetaria. De hecho interesa desde
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el principio distinguir entre fres magnitudes distintas cuya relacion, desconocida, es la
que soluciona el problema juridico planteado.

Aportaciones
__panes monedas valor
Ben Adan 3 0 ?
Ben Barnés 5 0 ?
Forastero 0 8 8
Total 8 8 ?

Si Ben Adan aport6 3 panes y se comio 8/3 de pan, quiere decir que le sobran, o mas
precisamente, que aporto netamente a,la comunidad un total de 3 - 8/3 = 1/3 de pan. En
cambio Ben Barnés aportd 5 - 8/3 = 7/3 de pan.

Asi a Ben Adan le corresponden 7 veces mas monedas que a su amigo.

Esta solucion ha sido obtenida por un razonamiento puramente numérico, pero también
se puede atacar el problema algebraicamente: si 1 pan tiene un valor equivalente a X
monedas., entonces cada uno de los tres amigos ha comido por un valor de 8/3 X. El
forastero ha pagado 8 monedas, luego el precio justo de los panes en ese mercadillo local
esde 8/3 X = 8, esdecir de 3 monedas por pan. Asi:

El valor de lo aportado por Ben Barnés es 5 x 3 = 15 monedas.
El valor de lo aportado por Ben Adan es 3 x 3 = 9 monedas.

Si los tres hubiesen aportado 8 monedas, que es en dinero a lo que tocan, le sobrarian
pues auno 15-8 =7 monedas y a otro 9 -8 = 1 moneda.

He aqui una extension natural del problema: los protagonistas de esta historia son dos
amigos, un forastero, ocho panes, ocho monedas y un juez. Pero, ;son esenciales o
accesorios los nimeros que intervienen? ;coémo se veria afectado el resultado si varia el
numero de protagonistas de la historia?. Este tipo de preguntas (,qué pasaria si ...7)
caracteriza la actividad de investigacion que en este caso se puede abordar con muchas
variantes, desde el simple intercambio de los nimeros iniciales por otros, hasta la
resolucion del problema en una version mas general, interviniendo, por ejemplo, A
amigos, cada uno de los cuales trae bajo el brazo un nimero distinto de panes y F
forasteros, cada uno de los cuales trae en el bolsillo un nimero distinto de monedas.

78. BILLETES

Traza un esquema. Haz algunas pruebas. Tantea la situacion. Parte de un caso
concreto. Este es el tipo de indicaciones que procederia formular para empezar a atacar
este problema.
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La siguiente fase podria ser una discusion para adoptar ciertas hipotesis simplificadoras
que acoten la complejidad del problema. Por ejemplo, inicialmente convendria adoptar la
limitacion de que la red ferroviaria sea conexa, dejando de lado o posponiendo el caso de
las redes no conexas.

Asumamos también la suposicion de que desde cada estacion se pueden expedir billetes
a todas las demas, excepto a ella misma.

Razonando inductivamente se puede encontrar una expresion general para el nimero de
billetes que se deben expedir en una red ferroviaria cualquiera de las anteriores
caracteristicas:

Si tiene 5 estaciones, el numero de billetes necesarios es 5 x 4 = 20.
Si tiene 10 estactones el namero de billetes necesarios sera 10 x 9 =90

Con n estaciones se requiere un nimero de billetes que asciende a n x (n-1)

Con esta misma estrategia -analizar casos particulares e inducir el caso general- se puede
intentar determinar el numero de billetes necesarios cuando la red se amplia:

Siuna red de 5 estaciones se amplia hasta 7, los billetes necesarios pasarian de 5 x 4 = 20
hasta 7 x 6 = 42. Asi pues harén falta 7x 6 - 5 x 4 = 42 -20 = 22 nuevos billetes.

Cuando una red de n estaciones se incrementa con p nuevas estaciones, sera necesario
imprimir  (n+p) (ntp-1) - n (n-1) = p (2n+p-1) billetes nuevos. Por lo tanto debe
ocurrir que  p (2ntp-1) = 120.

Como p y n son numeros naturales, la ecuacién diofantica anterior admite un niimero
reducido de posibles soluciones pues tanto p como (2n+p-1) deben ser divisores de 120.
Es factible en consecuencia analizar uno por uno todos los casos que se pueden
presentar:

120 nuevos billetes.

120 = p 2n+p_] 2n = 2n+p-1-p+1 n
1.120 1 120 120 60
2.60 2 60 59 imposible
3.40 3 40 38 19
4 .30 4 30 27 imposible
5.24 5 24 20 10
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6.20 6 20 15 imposible
8 15 8 15 8 4

10. 12 10 12 3 imposible
12 .10 12 10 -1 imposible

Este razonamiento, que combina la simplificacion algebraica con el analisis numérico,
resulta demasiado abstracto para la mayoria de los estudiantes y conviene disponer de
una aproximacion a la resolucion del problema que no pase obligatoriamente por esta
via, e incluso que la complemente aun en el caso de que esta sea posible para algunos
alumnos mas o menos aventajados.

Esa via alternativa es la exploracion numeérica o tabulacion directa de la expresion (n+p)
(ntp-1) - n (n-1) para todos los valores de n y de p hasta dar con la solucién:

nuevos billetes (n+p) (ntp-1) - n (n-1)

1 12 3 |4 [S (6 |7 |8 |9 |10 |11 |12 (13 {14 (15116 |17 (18 |19 |20

10 12 14 16 | 18 | 20 { 22 | 24 | 26 | 28 | 30 | 32 | 34 | 36 | 38 | 40

6.1 10 14 18 1 22 [ 26 { 30 | 34 | 38|42 46| 50| 54| 58 62| 66| 701 74| 78} 82

o= s
[ o]
E-Y
fox
o0

12 18 1 24 | 30 [ 36 [ 42 | 48 | 54 { 60| 66 | 72 | 78 | 84 | 90 | 96 {102 | 108 | 114

20 28 | 36 | 44 | 52 [ 60 | 68 | 76 | 84 | 92 | 100 | 108 | 116

30 40 50 60 | 70 | 80 50 11 | 110

42 54 { 66 { 78 | 90 | 102 [ 114
56 70 | 84 | 98 | 112
72 88
90 108

La construccion de esta tabla requiere paciencia, organizacion y una calculadora. Sin
embargo, constituye un auténtico placer aprender a construir tablas como esta con
herramientas mas sofisticadas, como una hoja de calculo. Si se tiene oportunidad de ello,
no debe privarse a los alumnos de comprobar la sencillez y rapidez con que efectua los
coéHmputos la hoja de calculo.

Otra oportunidad que no debe desaprovecharse es la de explorar las pautas o patrones
que presenta la tabla anterior. La exploracion de estas pautas permite comprender las
leyes que rigen su estructura. Cada fila, cada columna, cada diagonal, diestra o siniestra,
oculta una ley numérica relativamente sencilla cuyo descubrimiento permite completar la
tabla en cualquier direccion sin necesidad de realizar computos complicados.

Aunque esta Ultima técnica sistematica para encontrar la solucion es mas tosca que la
primera, permite, sin embargo y curiosamente, abordar mejor la siguiente cuestion
planteada en el enunciado: jqué mimeros no pueden jugar el papel del 120 en este
problema?

La respuesta, los numeros impares, es obvia por observacion directa de la tabla, pero
requiere manipulaciones e interpretaciones algebraicas mucho menos intuitivas si se ataca
formalmente:



Resolucién de Problemas 281

numero de nuevos billetes de una red que se amplia de n a n+p estaciones =
p Cntp-1)

Sip es par p (2n+p-1) es un nimero par.

Si p es impar, p-1 es par y (2n+p-1) también, de modo que a su vez p (2n+p-1) sera par.
Asi p (2ntp-1) es siempre par. Ademas, cuando p=I, el numero de nuevos billetes
necesarios es 2n, por lo que cualquier nimero par puede aparecer como solucion del
problema.

Una extension de este problema es la siguiente: El nimero 120 genera 4 soluciones
distintas. ;Cuantas soluciones tendria el problema si se ha necesitado imprimir K
billetes?. Por ejemplo, st K = 80

| nuevos billetes 80 I

80 = p 2ntp-1 2n n
1.80 1 80 80 40
2 .40 2 40 39 imposible
4 .20 4 20 17 impostble
5.16 5 16 12 6
8. 10 8 10 3 imposible
10 . 8 10 8 -1 imposible

y existen 2 soluciones distintas al problema.
La respuesta -tantas como divisores impares tenga el nimero K- es bien curiosa porque
se deja describir con facilidad en lenguaje natural, pero no asi en lenguaje algebraico. Por

ejemplo 1234 =1 . 2. 617, luego hay dos #nicos modos de ampliar una red que una vez
ampliada requiera 1234 billetes nuevos.

79. E1 DIVINO POLICUBO

Este es el tnico policubo divino:
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80. AREA

Para que la situacion sea comprensible resulta conveniente recomendar una
simplificacion inicial que mas tarde se ird removiendo. Esta simplificacion debe ser
formulada por el resolutor del problema, nunca debe ser dictada por el profesor. Uno de
los posibles procedimientos de resolver este problema es precisamente darse cuenta de
que una simplificacion del mismo aporta informacion sustancial sobre el problema
originario. Si se da hecha esta simplificacion, se esta asesinando el problema.

He aqui un ejemplo de replanteamiento simplificado del problema:
Se dispone de dos cuadrados iguales. Uno de ellos tiene un vértice fijo en el centro del
otro cuadrado, pero cambia de posicion girando sobre su vértice fijo.

¢ Qué se puede decir acerca del area comun a los dos cuadrados?

Para estudiar lo que ocurre se puede incitar a establecer una comparaciéon geométrica
entre las areas de una posicion del cuadrado y la resultante tras un pequefio giro.

El razonamiento geométrico comparativo concluye que ese area es siempre la misma,
independientemente de la posicion del cuadrado que gira, es decir la cuarta parte del
total del cuadrado moévil que, en esta version simplificada, es un duplicado del fijo.

La siguiente fase consistiria en intentar extender este resultado a otras situaciones mas
generales. Se pueden facilitar sugerencias en forma de pregunta:

JHay situaciones distintas para las que la conclusion anterior siga siendo vdlida
aunque la figura que gira no sea un cuadrado sino un rectangulo?.

Parece obvio que si. Si la base o la altura, o ambas simultaneamente, del cuadrado movil
crecen la conclusion seguira intacta. De un caso particular se ha deducido la solucion
para infinitos casos!.

El problema se plantea ahora cuando se acortan la base o la altura, o ambas
simultaneamente, del cuadrado movil. Con la experiencia que se tiene después de estos
tanteos no debe ser complicado descubrir algunos ejemplares para los que la respuesta es
obvia:
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a partir de los cuales de nuevo puede razonarse por extension de la base o de la altura;

Deviene ahora importante otra cuestion, la de los /imites de validez de cada una de las
situaciones que se ha ido caracterizando hasta ahora. Por ejemplo, este grafico:

demuestra que la zona sombreada coincide con el area del rectangulo mévil siempre que
la diagonal de éste sea menor que la mitad del lado del cuadrado.

Una vez en este punto puede construirse una tabla que recoja todas las situaciones
posibles para asegurarse de que no se queda ninguna sin tratar.

Nada obliga a que la descripcion del area se haga en términos cuantitativos exactos
(aunque puede hacerse). Una solucidén proporcionada en los términos de la anterior tabla
deberia ser considerada mas que suficiente.

Esta clasificacion esta basada en descripciones verbales. Pueden hacerse intervenir los
numeros (y deben en algunos casos para dotar de significado a los radicales que
aparecen), pero esa €s mas una cuestion métrica relativamente simple que un verdadero
problema.

El objetivo del problema no es tanto completar dicha clasificacion exhaustiva, que de
todos modos con paciencia se puede obtener, como efectuar observaciones parciales
que, formuladas en términos descriptivos o de geometria simpléctica, constituyan una
especie de teoremas que, de ser completados con cuidado minucioso, podrian conducir a
una clasificacion exhaustiva que no es del todo necesaria. A continuacion se incluyen dos
ejemplos.
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Teorema ejemplo 1:
Si la diagonal del rectangulo movil es menor que la mitad del lado del cuadrado fijo,

entonces el area sombreada coincide con el darea del rectangulo.

Teorema ejemplo 2:

Si un lado del rectangulo movil es mayor que media diagonal del cuadrado y el otro es
mds pequerio que la mitad del lado, entonces el drea sombreada varia entre un valor
minimo (que coincide con el valor de la longitud del lado pequeiio y que se alcanza
cuando los lados del rectangulo son paralelos a los del cuadrado) hasta un valor
maximo (que se alcanza cuando la diagonal del rectangulo coincide con la diagonal del
cuadrado) .

81. FRANK LLOYD WRONG ARCHITECTO

Los problemas genuinos se caracterizan por desconcertar inicialmente a las personas,
generando una fuerza de repulsion o resistencia a ser resueltos. Vencer esta resistencia es
la primera dificultad que debe ser resuelta al atacar un problema como el que aqui se
propone. Por este motivo es de capital importancia que el profesor insista hasta obligar a
los estudiantes a diseflar una casa, aunque cumpla solo parte de los requerimientos
exigidos por el cliente de Frank Lloyd. Estos primeros intentos o pruebas sucesivas
permitiran vencer la mencionada resistencia

He aqui un primer disefio trazado sin atender mas que a las condiciones elementales, con
habitaciones de dimensiones 1x2, 2x3, 3x4, 4x5, y 5x6.

Estas primeras aproximaciones se mejoran rapidamente cifiendose paulatinamente a las
condiciones necesarias. Por ejemplo, el propio ayudante de Frank sugiere unas posibles
dimensiones para el disefio que podrian iniciar una segunda tanda de tanteos mas finos:
1x2, 3x4, 5x6, 7x8, 8x9, 9x10
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que generan composiciones sensiblemente mejores a las iniciales:

y que demuestran que fanfear es una buena estrategia que sugiere nuevas ideas:
combinando las medidas grandes con las pequefias a /o mejor se compensan las
diferencias existentes y se mejora el disefio.

1x10 | 2x9 3x8 , 4x6 , 5x7 _—

— 1x10,2x9,3x8 , 4x6 , 4x6

Este ultimo disefio, en el que la pieza 5x7 ha sido sustituida por una segunda habitacion
4x6, es particularmente interesante. Cumple el requisito geométrico (esta contenida en
un cuadrado minimo) pero no el aritmético (se repiten dimensiones). La diferencia con el
disefio deseado es tan pequefia que da pena..., pero sobre todo da pistas.

Qué propiedades o relaciones entre las medidas de los lados podrian sefialarse si se
dispusiese de un disefio solucion?.

Supongamos por ejemplo que el disefio cabe dentro de un cuadrado 10x10 (es imposible
que la casa quepa en un cuadrado de menor lado) y que tiene la misma estructura que
tenia el ultimo disefio construido. Entonces, forzosamente dos rectangulos deben tener
un lado en comun. Esta observacion descarta toda posibilidad de que exista una solucion
que verifique todas las condiciones requeridas y que esté completamente contenida en un
cuadrado 10x10.
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Examinemos ahora si es posible encontrar soluciones para un cuadrado de lado 11,

manteniendo el ultimo disefio basico y dejando indeterminadas las longitudes de los
lados.

f e

a b

Salvo movimientos del plano triviales, forzosamente tendran que verificarse las
condiciones a=10, b=1, ct+d=11, et+f=11, gt+h=11, f+i=10, d+j+h=11

El quid de la cuestion es pues buscar numeros enferos ¢, d, e, f, g, h'y, j que satisfagan
las anteriores igualdades, es decir en definitiva se trata de analizar las maneras posibles
de sumar ternas y duplas de manera que el resultado sea 11. Cuando se produce este
descubrimiento, el problema puede darse por encarrilado. A partir de ahora cabe
solamente exigirse un esfuerzo sistematizador para la busqueda de las soluciones, pero
ahora con una estructura que garantiza una indagacion con orden y concierto,
sustancialmente diferente a los tanteos ciegos del principio. En otros términos, el interés
de este problema es llegar a establecer la equivalencia existente entre los posibles
disefios de la casa y las descomposiciones aditivas de ciertos nimeros.

La sistematizacion del analisis admite muchas técnicas. Una de ellas la de la tabulacion
secuencial, en la que se van barriendo todas las posibilidades numéricas controlando que
se cumplen las condiciones y que no se repita ninguna medida:

c d e f ]
9 2 8 3
9 2 8 3 4
9 2 8 3
9 2 7 4
9 3 8
8 7 4
8 3 7 4
6 5 8 3 4
2 9 8 3
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Hay una correspondencia entre cada fila de la tabla anterior y un disefio para la casa que
responde parcialmente a las condiciones establecidas.

Las que corresponden a soluciones del problema dan lugar a los siguientes disefios
distintos:

3 8

[9%]
oo

10 1 10 1

En el proceso de construccion de la tabla anterior se puede observar que existen algunas
posibles adjudicaciones de valores numéricos a las longitudes de los lados de los
rectangulos que satisfacen casi todas las especificaciones. Por ejemplo:

c d e f g h
6 4 8 3 9 2 7 5

—
R

da lugar a la casa

10 1

que esta contenida en un cuadrado de lado 11, que tiene cinco piezas rectangulares y
cuyos 10 lados miden exactamente 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, 10; pero que, y aqui es donde
se encuentra la diferencia con las dos soluciones ya sefialadas, no llena el cuadrado.
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Pero una relectura detallada del enunciado del problema debe convencer que no se obliga
en ningun momento a que este relleno se produzca: en sentido estricto el cliente no
excluye la posibilidad de que existan huecos (pasillos, armarios empotrados,
vestibulos,...) en la planta de la casa, bien en el borde, como antes, bien en su interior,
COmo en este otro caso:

10 1

La responsabilidad de que soluciones de este tipo se hayan perdido se encuentra en la
formulacion demasiado rigida de las condiciones numeéricas

a=10, b=1, c+d=11, e+f=11, g+h=11, f+=10, d+j+h=11
que podian haber sido relajadas:
a=10, b=1, ctd < 11, e+tf <11, gth<1l, <10, dH+h<11

Esta observacion abre a su vez una duda retrospectiva: jexistird alguna solucion con
huecos que quepa en un cuadrado de lado 107

a=10

b=1 f
d+e <10

frg <9

h+i+d < 10

f+j <9
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82. SUMA INFINITA

La conclusion, S no puede ser ningun numero y por lo tanto la suma planteada no tiene
resultado, es tan chocante con la experiencia numérica de los estudiantes de secundaria
que la tendencia natural al enfrentarse con este problema es suponer que en el
razonamiento expuesto se esconde algun error o trampa aritmética que produce el

resultado paraddjico. Para romper esta suposicion es necesario dar un salto conceptual
del que solo unos poquitos alumnos estan en condiciones de dar y de aprovechar.

S=Vo+1/3+Y4+1/5+1/6+1/7 +1/8+1/9+1/10 + ..
S =1+ 1/6 + 1/8 + 1/10 + ...
(S-1%S)=Y+1/3+1/5+1/7T+1/9+ ...

Ast:

“wS= | Vol + (16| + | 1/8] + [1/10| + | 1/12 | + | 1/14 |+ |1/16 |+

V“S= ||+ {3+ US|+ | VT |+ 9|+ | /11| + | 1/13 ]+

El segundo nimero de cada columna es siempre mayor que el primero,
S no puede tener asignado ningun valor numérico.

83. A PLENO SOL

Sugiérase para este problema que se establezca una comparacion entre la vela mayor y la
menor, construyendo un modelo geométrico :

C

Razonando sobre este modelo y teniendo en cuenta como estan relacionadas las medidas
de las velas entre si, puede obtenerse la solucién por diversos caminos. Por ejemplo:

13 = (superficie vela mayor) - (superficie vela menor) = A+B - (A+C) =B - C
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Como los perimetros de las dos velas son iguales, la base del rectangulo B debe medir lo
mismo que la altura del rectangulo C. Esta medida es un numero entero. En
consecuencia, debe ser un divisor de 13.

84. TABLEROS

La intencion del problema es someter delante del ordenador a los propuestos a un
sucesivo proceso de generalizacion con la introduccion de variables, experimentando con
las modificaciones que se producen y buscando una visualizacion del concepto de
variable.

El problema se puede resolver, no obstante, sin ordenador, analizando formalmente la
estructura de los procedimientos, pero lo suyo es hacerlo con alguna version de LOGO.
En el primer caso se puede prescindir del formalismo de la sintaxis del lenguaje de
programacion y convenir uno cualquiera.

Las sucesivas preguntas que se formulan en el enunciado constituyen un lento proceso de
generalizacion cuyo objeto es familiarizar al usuario con los parametros de los
procedimientos que hay que ir cambiando para adaptarlos a las circunstancias
demandadas en el problema.

A continuacion se presentan dos de las soluciones requertdas:

1ablero de :F filas y :C columnas
con casillas rectangulares de base :B y altura :A.

SEA RECTANGULO :A ‘B
REPITE 2 [AVANZA :A DERECHA 90 AVANZA :B DERECHA 90]
FIN

SEA FILA :A B: :C

REPITE :C [RECTANGULO :A :B DERECHA 90 AVANZA B
IZQUIERDA 90]

IZQUIERDA 90 AVANZA :C * :B DERECHA 90

FIN

F

SEA TABLERO:A B :C
‘A ‘B :C RETROCEDE :A]

REPITE :F [FILA
AVANZA F * A
FIN

Tablero de :F filas y :C columnas con casillas TRIANGULARES de base :B
y altura :A.

SEA TRIANGULO 'L
REPITE 3 [AVANZA :L. DERECHA 120]
FIN
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SEA FILA L :C,

REPITE :C [TRIANGULO L. DERECHA 120 AVANZA L IZQUIERDA
120]

[ZQUIERDA 120 AVANZA L*:C DERECHA 120

FIN

SEA TABLERO L :C :F

REPITE :F [FILA :L :C RETROCEDE :L]
AVANZA F * L

FIN

85. BORGES Y EL LADRON SONADO

La interpretacion del enunciado conduce con relativa facilidad a plantear la cuestion en
términos numéricos: el numero soflado es el producto de dos niumeros naturales que
suman 398. El desconcierto se produce cuando se empieza a comprender que hay
muchas parejas de numeros -exactamente 399- que cumplen tal condicién y por lo tanto
hay muchos posibles nimeros sofiados por Borges. Este desconcierto proviene de la
creencia solidamente establecida implicitamente, probablemente como consecuencia de la
experiencia adquirida, de que los problemas tienen que tener solucion y ésta tiene que ser
Unica.

Otra cosa es que, de entre todos los nimeros posiblemente sofiados - 0, 397, 792, 1185,
1576, 1965, 2352, 2737, ..- pueda haber alguno con propiedades especialmente
relevantes.

En efecto, uno y s6lo uno de ellos, el 39601, habria permitido a Borges saber con
precision qué volumen robé el ladron, el 200.

Claro que, los que conocemos algo de Borges y su obra, no podemos dejar de descartar
la posibilidad de que el universal argentino sofiara -en realidad tuviera pesadillas- con
1965, numero ordinal de un afio en que nada publico. Y eso aun a costa de saber que un
ratero sabria el numero sofiado por el gran Borges, mientras que €l tendria que
conformarse con la duda, insufrible para un enciclopedista, de si el ladron se llevo el
volumen VI o el volumen CCCXCIV.

86. INVESTIGA CON LA CALCULADORA

El objetivo basico de este problema es analizar un algoritmo del que se desconoce su
mision. La investigacion puede desarrollarse en varias fases.

La primera de ellas, accesible a todos los estudiantes, es la exploracidon o realizacion de
pruebas con numeros particulares para acumular datos sobre su funcionamiento. La
estrategia mas eficaz para atacar esta fase exploratoria consiste en distribuir a la clase en
parejas, cada una de las cuales lleva a cabo comprobaciones con valores de N y M
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variados, de modo que en relativamente poco tiempo se puede disponer de un banco de
datos respetable. Los principales obstaculos a vencer en esta fase son la comprension de
las instrucciones del algoritmo -especialmente la vuelta atras de la etapa 7-, la
organizacion de los célculos para que se puedan ejecutar con rapidez y seguridad, y la
toma de decision que comporta parar los calculos porque nuevas iferaciones ya no
aportan nada.

OBINE

©

@

N M NM | (D+3)| @nr
100 1200 0’5 200°5
10025 | 0°9975 | 101247 | 50’62

50°62 b

La segunda fase consiste en la observacion concienzuda de los resultados obtenidos en la
primera fase, esto es, en definitiva de las ternas (N,M,R) en donde R es el valor de la
columna 5 cuando se estabiliza. Esta es la primera y mas importante de las
observaciones que cabe realizar de la aplicacion del algoritmo: después de algunas
iteraciones, el valor de la columna 5 se estabiliza. La exploracion de estas ternas a la
busqueda de alguna pauta o comportamiento numérico resefiable debe realizarse
mediante una puesta en comun de los calculos efectuados en cada grupo. Comporta
también un problema de organizaciéon de datos, es decir de estructuracion de los
resultados para aumentar la eficacia de la observacion. La técnica aplicada en concreto -
una tabla de doble entrada, una lista de los calculos con el mismo valor de N ordenada
para valores de M o cualquier otra- puede dejarse al arbitrio de la creatividad del grupo.
El caso es que permita la formulacion, como consecuencia de la observacion, de
hipotesis sobre qué hace el algoritmo. Por ejemplo:

El resultado R no depende del valor M que influye solo en que la estabilizacion se
produzca mds 0 menos pronto.

La tercera fase consistiria en la comprobacion con nuevos calculos de la consistencia de
las hipotesis de trabajo formuladas en la segunda fase, que serian refutadas
definitivamente o confirmadas experimentalmente.

Alcanzar esta tercera fase, desentrafiando qué hace el algoritmo, seria suficiente para la
mayoria de los estudiantes. Unos pocos, sin embargo, podrian abordar una cuarta fase
mas profunda, tratando de justificar, con las indicaciones que considere oportunas el
profesor, por qué hace lo que hace, que se supone ya ha sido descubierto. El argumento
a desgranar seria un desarrollo mas o menos del siguiente: Si se produce estabilidad en
el valor de M es porque después de algunas iteraciones M + N/M = 2 M, de modo que
N=M?.
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Una extension del problema, es decir una guinta fase de desarrollo de la investigacion,
seria la exploracion del algoritmo relajando alguna de las condiciones que explicita o
implicitamente se hayan asumido en las fases anteriores. Por ejemplo, se puede dar por
seguro que, sin declararlo explicitamente, las cuatro fases anteriores se desarrollaran
calculando y razonando con numeros positivos. ;Qué ocurrira entonces con R cuando
alguno, o ambos, de los valores N y M son negativos?.

87. LA GENETICA DE LOS APELLIDOS

El contexto presentado en este problema es una adaptacion de la ley genética de Hardy-
Weinberg (véase ENGEL (1988), Vol II, pag. 135 y siguientes para una amplia
discusion sobre esta ley). Después de la lectura detenida del enunciado, sugiérase
inmediatamente la construccion de una version simplificada sobre la que se pueda
razonar con mayor comodidad, posponiendo la version integra hasta después de
encontrar alguna pista.

Esta actividad de simplificacion forma parte del problema y debe ser orientada, pero
nunca dictada, por el profesor. Si bien estas versiones simplificadas pueden diferir de
unos grupos a otros, una formulacion que se puede aspirar a alcanzar -lo bastante simple
como para que sea atacable, lo bastante compleja para que no se pierda la esencia del
problema- oscila generalmente alrededor de la siguiente idea:

En la generacion 0 habrd muchos individuos con dos y solo dos tipos de apellidos,
varones o hembras, en la misma proporcion. Por ejemplo, tenemos personas que se
apellidan AB y personas que se apellidan CD (en negrita el primer apellido). ;Qué pasara
en sucesivas generaciones con los apellidos de la poblacion?.

Para realizar el estudio, puede recomendarse que se analice generacidén a generacion la
evolucion de los apellidos. Las tablas de doble entrada son las estructuras mas comodas
para organizar los datos:

Generacion 1

Asi los apellidos en la primera generacion se distribuyen a partes iguales entre AA, AC,
CA y CC. Algunas combinaciones de apellidos desaparecen y aparecen otras nuevas que
no existian inicialmente.
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Generacion 2

____PADRE

HUOS | AA | AC | CA |
1 aa | aa AA CA
| AC AA AA CA
CcA | AcC AC CC
W AC AC CC

Ast los apellidos en la segunda generacion se distribuyen a partes iguales entre AA, AC,
CA y CC. Esto es, la distribucion es la misma que en la primera generacion y sera ya la
misma en adelante. Esta es la ley (version simplificada) de Hardy-Weinberg.

Esta conclusion se puede obtener con casi la misma sencillez razonando inductivamente
para cualquier coleccion de nombres de partida en la generacion 0, siempre que estén
equidistribuidos los primeros apellidos.

Hasta aqui se obtiene una solucion razonablemente completa del problema. Si se desea
una investigacion mas profunda se puede repetir el estudio, removiendo la hipotesis de
equidistribucion de apellidos en la poblacion inicial. Se supondra ahora que las personas
con apellido AB estdn en la proporcion p y que las personas CD alcanzan una
proporcién 1-p en la poblacion, independientemente de su sexo. Como ejemplo, se
incluye ahora la tabla que corresponderia al analisis de la segunda generacion que, claro
estd, presupone realizado el estudio en la primera generacion:

Generacion 2

CAA

P

AA

p’ p'(-p) | p'-p) | p’(1-p)°
AA AA CA CA
p' (1-p) | pP-p) | p’-p* ) p(i-p)’
AC AC cC CC
p' (-p) | P2 (-pY | p’a-py* | p(1-p)’
AC AC cC CC
pPa-p’ [ pa-p’ [pC-pil (-p)

Asi, por ejemplo, el apellido AA aparecera en la segunda generacion en una proporcion
igual a

p*+p* (1-p) + p* (1-p) + p* (1-p)” =p” (> +2p (1-p) + (1-p)) = p’

es decir, también en este caso mas general se verifica la ley de mantenimiento de la
distribucién de las frecuencias a partir de la segunda generacion y para siempre.
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Finalmente, si se desea, se puede remover la hipdtesis de equidistribucion de los
apellidos por sexos. Las conclusiones son invariantes.

88. LA LINEA DEL HORIZONTE

Construir un modelo geométrico. Razonar sobre triangulos rectangulos y sobre la
circunferencia. Buscar figuras semejantes. Establecer relaciones entre las longitudes de
los lados de triangulos. Busqueda de datos sobre medidas significativas como el
didametro de la Tierra. Estos son los procedimientos basicos que pueden utilizarse para
resolver el problema.

La distancia buscada puede interpretarse de dos modos diferentes.

El primero, como distancia visual desde el ojo del observador hasta el horizonte, en la
figura el segmento CD. El segundo, como la longitud del arco BC. La determinacién de
ésta ultima es técnicamente algo mas compleja, pero la otra esta al alcance del estudiante
medio:

C es un angulo recto. Entonces OCD es un triangulo rectangulo. Por el teorema de
Pitagoras entonces,
CD*=0D*- 0C®

OC es el radio de la Tierra. OD es esa misma longitud afiadiendo la altura de la persona
que mira al horizonte. Ambos, pues, datos conocidos a partir de los que se determina la
distancia maxima en visual al horizonte. La conclusion mas sorprendente, el horizonte no
estd a la misma distancia de todo el mundo. Estd mas cerca de los bajitos.
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89. LA DUPLICACION DEL CUADRADO

Déjese actuar al estudiante sin ninguna, absolutamente ninguna, indicacion. Y téngase
paciencia.
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90. INTRODUCCION

En esta parte presentamos una coleccion de memorias que describen como y con qué
criterios han sido utilizados los materiales de matematicas por distintos profesores en
diversos centros que imparten Educacion Secundaria Obligatoria en la Comunidad
Valenciana.

Estas memorias se transcriben tal y como fueron redactadas como colofon a la fase de
seguimiento de un curso de orientacion destinado a los centros que impartian por
primera vez las nuevas ensefianzas de la LOGSE. Hemos considerado conveniente la
inclusion de una seleccion de las mismas en este libro del profesor por varios motivos:

o Este es un libro para el profesor y no hay nada profesionalmente mas interesante para
un profesor que la oportunidad de examinar como explotan otros profesores unos
materiales determinados.

e Sugieren modelos de distintas interpretaciones y adaptaciones del mismo cuerpo de
materiales para el alumno.

e Ejemplifican, en algunos casos, las virtudes de sustituir el concepto de programacion
de curso por el de programacion de ciclo, afiadiendo grados de libertad y flexibilidad a
la utilizacion de los materiales.

e Presentan valoraciones generales sobre los propios materiales y sobre los resultados
concretos que se han obtenido en los grupos donde han sido utilizados.

e Exponen en la practica como han disefiado profesores concretos sus propias
estrategias en asuntos tan relevantes como la metodologia, la evaluacion o el uso de
recursos didacticos.

e Describen en algin caso los contextos educativos (circunstancias del Centro de
Ensefianza, caracteristicas del Seminario o Departamento de Matematicas, acuerdos
adoptados por los equipos docentes, ...) que directa o indirectamente han influido en
la puesta en practica de los materiales.

e Traslucen como se altera sutilmente el equilibrio entre todos los factores del proceso
educativo (la toma de decisiones, la planificacion, la fijacion de criterios de
evaluacion,...) como consecuencia de la utilizacion de unos materiales que presuponen
una diversificacion de los métodos de trabajo en clase, una atencion a todas las
posibilidades expresivas de los estudiantes y una ampliacion de los instrumentos
necesarios para la evaluacion y el control del proceso educativo.

A la hora de examinar las memorias seleccionadas, el lector debe tener en cuenta algunas
de sus caracteristicas que, de no ser tenidas en cuenta, podrian alterar parcial o
totalmente su significacion. A saber:
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¢ Son transcripcion directa de un trabajo que, cuando fue realizado por sus autores, no
estaba destinado a la publicacion. En consecuencia, el estilo podria haber sido
refinado y el contenido completado si se hubiese dado la oportunidad de hacerlo. No
obstante, hemos preferido la frescura del estilo directo que exhiben.

e Suficientemente informativa, de otras muchas y muy variadas presentadas como
requisito del curso de formacion ya mencionado. En todo caso abarcan unos modelos
relevantes de trabajo que parecen sugerir los materiales para el alumno.

¢ Originariamente las memorias contenian reproduccion de cuadernos de trabajo de uno
o dos alumnos. A pesar de el enorme interés -pues muestran el trabajo en el aula con
todas las caracteristicas observables en un cuaderno: la expresion escrita, y su
evolucion, los trabajos y los aprendizajes de los alumnos- de esos cuadernos, no es
este el lugar mas adecuado para incluirlo.

e Una de ellas es una memoria valorativa de todo el primer ciclo de la ESO,
conteniendo las programaciones del primer y segundo curso de la etapa.

e Otra abarca conjuntamente el tercero y cuarto curso programado por el mismo mismo
profesor en el mismo centro en dos aflos sucesivos.

e Hay también una de tercero y una de cuarto redactadas por distintos profesores
pertenecientes a distintos centros.

e Hay una de tercero y otra de cuarto redactadas por profesores diferentes del mismo
centro en cursos consecutivos. Una de ellas viene completada con una muestra del
trabajo de los alumnos.

Finalmente, los autores de este libro queremos dejar constancia de la consideracion
positiva que nos merecen todas las memorias que hemos seleccionado aunque no
necesariamente compartimos todo lo que se dice en todas y cada una de ellas. En
conjunto muestran el fruto que pueden dar de si, o al menos el que han dado bajo unas
circunstancias concretas, los materiales que se comentan en este libro del profesor.

Dejamos para los lectores la extraccion de valoraciones y de conientarios mas detallados
de unos textos que son densos en ideas y, sobre todo, que estan muy proximos a la
realidad cotidiana del aula.
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91. VALORACION GLOBAL DEL PRIMER CICLO

MATEMATICAS : PRIMER CICLO DE E.S. O.
VALORACION GLOBAL
NUCLEO DE ALICANTE. JUNIO 1991

M?. Isabel Amengual Ruiz. C.P. “Lucentum”. Alicante.
M. Cruz Pascual Gimeno. C.P. “Monte Benacantil”. Alicante

PLANTEAMIENTO PREVIO

EN EL EQUIPO DE TRABAJO:

- Como equipo nos planteamos en comun:
. La eleccion de los objetivos de aprendizaje.
. La toma de decisiones acerca de los métodos de trabajo y la eleccion de las
actividades.
. El enfoque sobre la evaluacion y coevaluacion de todo el proceso.

CON LOS ALUMNGOS:

- Al comienzo del curso realizamos una sesion informativa sobre:

. Los objetivos de aprendizaje.

. Nuevos métodos de trabajo.

. Presentacion de las actividades.

. Aclaraciones sobre evaluacion: Aspectos que se van a evaluar y procedimientos que se
van a seguir para llevar a cabo esta evaluacion.

. La autoevaluacion y su importancia.
- Se plantea la necesidad de conocer los preconceptos que aporta cada alumno para, si
son correctos ir construyendo a partir de ellos, y si son erroneos ir modificandolos desde
los propios errores. También comienzan con una carga de habitos, actitudes,
procedimientos, etc., que es necesario saber. Por todo esto el primer paso serd una
EXPLORACION INICIAL con suficiente amplitud para que nos proporcione toda la
informacion necesaria. Utilizamos para ello las actividades del bloque "PARA
COMENZAR".
A la vez realizamos la exploracion estas actividades sirven para iniciar a los alumnos en
la nueva dinamica de la clase.

PROCESO DE TRABAJO

- Una vez situados los alumnos en la realidad propia y del grupo, comenzaron el proceso
activo mediante el cual han ido construyendo su propio aprendizaje. Para lograrlo han
tenido que analizar, enfrentar y relacionar cada nuevo contenido con los anteriores
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elementos que figuran en su propia estructura cognoscitiva: matizarlos, ampliarlos y
formularlos.

El proceso de construccion llevado a cabo ha sido activo e interrelacionado. Para
lograrlo hemos elegido previamente, mediante un analisis de las mismas, y utilizando
después las actividades que hemos considerado mas idoneas del bloque A.

- A lo largo del proceso, cada alumno debia tener elementos de juicio suficientes para
analizar, en cualquier momento, cual era su situacion dentro de su aprendizaje personal.
Esta informacion la han ido obteniendo a través de: los informes y comentarios, orales o
escritos, que les proporcionamos en la revision de sus trabajos; la coevaluacion y la
autoevaluacion. Es quizas este uno de los aspectos que, por su importancia, mas nos
preocupa y mayor novedad representa para nuestros alumnos. Les ha costado mucho
convencerse de que las evaluaciones que ellos hacen de sus actividades son tenidas en
cuenta, aceptadas en sus autoevaluaciones, y comentadas y analizadas en las sesiones de
coevaluacion. El enfrentarse a su realidad les hace aceptar mejor, y hasta solicitarlas en
algunas ocasiones, las soluciones que se les ofrecen en situaciones de necesitar algn tipo
de esfuerzo.

Una vez analizada la situacion personal de cada alumno y vista su realidad, se negociaba
con ellos una propuesta de actividades distintas, enfocadas a las necesidades de
afianzamiento en unos y a cubrir expectativas en otros. Estas actividades han sido
seleccionadas del bloque B y su realizacion es individual y gradual.

DIFICULTADES ENCONTRADAS EN TODO EL PROCESO:

- Fuerte arraigo en los alumnos de planteamientos matematicos encaminados a la
busqueda de soluciones numéricas; restando importancia al analisis del planteamiento y al
proceso general.
- Pobreza de vocabulario, lo que conlleva dificultades en la comprension de enunciados y
en la expresion de las propias conclusiones o en la explicacion de un proceso.
- Problemas de adaptacion a la dinamica de la clase con escasa participacion en un
principio, presentandose como tipicas las siguientes situaciones:

. Bloqueo ante una actividad al no encontrar una respuesta inmediata.

. Falta de seguridad al defender los propios criterios.

. Problemas para expresar las conclusiones a las que se llegan en la realizacién de una
actividad.

. Escasa habilidad para trasladar los resultados concretos a un marco mas amplio.

Jgual situacion se presenta al intentar aplicar los conocimientos adquiridos en clase a
otros contextos.

TRATAMIENTO DADO A LAS DIFICULTADES PLANTEADAS:

La dinamica seguida en clase, por nuestra parte, para superar las dificultades planteadas,
se centra en los siguientes objetivos:
. Valorar los aspectos activos y la participacion tanto en el seguimiento diario de la
clase como en los procesos de evaluacion y coevaluacion.
. Encaminar la clase hacia una dinamica que favorezca la expresion y la participacion.
. Fomentar las actitudes encaminadas a superar las dificultades.
. Trabajar continuamente la lectura comprensiva.
Demostrar la necesidad de una utilizacion adecuada del vocabulario con actividades
que han puesto de manifiesto esta necesidad.
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Hacer hincapié en la expresion escrita u oral de procesos seguidos y conclusiones a
las que se ha llegado.

Afianzar la seguridad de que lo importante es intentar encontrar un camino hacia la
solucton, mas que dar inmediatamente con ella.
. Asegurar la creencia de que varios enfoques o criterios pueden llevar a una solucién.
. Contribuir a la dinamica integral y participativa de todos los miembros de un equipo,
valorando las distintas intervenciones.

En general, crear en la clase un ambiente acorde con la metodologia a seguir y a los
objetivos propuestos.

DESARROLLO DE LA METODOLOGIA SEGUIDA:

- Aspectos en que se basa:
. La metodologia se centra principalmente en la actividad del alumno.
. Parte de los conocimientos que el alumno posee.
Estos conocimientos permiten la adquisicion de nuevos aprendizajes mediante
planteamientos concretos.
Modifica el enfoque tradicional de las matematicas, centrado en la obtencion de
resultados, y se fija en el proceso.
El trabajo se encamina mas hacia el aprendizaje de habilidades de tipo general,
aplicable a varias situaciones, que a las que solo son validas para un caso concreto.
Se hace hincapié¢ especial en el vocabulario especifico y en la expresion tanto oral
como escrita de todo el proceso.
Se fomenta la participacion, mediante la discusion y el debate tanto de las opiniones,
como de las estrategias y resultados.
. Se presta especial atencion a la adquisicion de habilidades y habitos de trabajo.

- Realizacion practica:
Aunque la metodologia aplicada ha sido distinta segun la actividad, hay aspectos
comunes:
. Lectura individual y silenciosa de la actividad.
. Preguntas y aclaraciones en gran grupo sobre la lectura.

Dos son las lineas metodologicas mas utilizadas:

a) . Juegos por parejas, equipo o gran grupo.
. Al finalizar emitir conclusiones.

b) . Hipdtesis individuales.
. Discusion en el equipo.
. Comprobaciones.
. Conclusiones en el equipo.
. Puesta en comun.

VALORACION DE LA METODOLOGIA:

Consideramos que los aspectos en que se basa la metodologia son positivos en si mismos
ya que recogen todos los fundamentos de la ensefianza activa basada en un modelo de
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aprendizaje constructivista centrado en los intereses y necesidades de los alumnos,
favoreciendo la cooperacion grupal y la elaboracion y defensa de los propios criterios en
los debates.

Es precisamente la gran riqueza que se puede extraer de esta forma de trabajo la que nos
lleva a constatar el mayor de todos los problemas con que nos enfrentamos: la falta de
tiempo. Tiempo para que los alumnos puedan llegar a sacar conclusiones, después de un
analisis en profundidad de las distintas actividades. Con sélo tres sesiones semanales es
del todo imposible lograrlo. Son muchas las veces que han de dejar un proceso mental
inacabado con la consiguiente pérdida de su valor o tienen que acelerarlo por lo que lo
unico que se consigue es que se acepte, sin mas, la primera solucion que se aporte. Para
que esta metodologia sea del todo positiva es necesario que se respete el ritmo y el
proceso mental de los alumnos, con el fin de poder concretizar, en logros matematicos,
el amplio abanico de posibilidades que se abren con las distintas actividades.

Hasta ahora se trabajaba el automatismo como principal objetivo, con lo cual no estamos
de acuerdo. Pero ahora consideramos que ese automatismo no llega a lograrse. Es
totalmente falso partir de la base de que los alumnos hayan adquirido en 6° el dominio
de, por ejemplo, los nimeros decimales y fracciones: ni su significado, ni su calculo, ni su
utilizacién en las distintas operaciones. Esto se pone de manifiesto continuamente
cuando no consiguen resolver una actividad, no porque no sepan qué hacer sino porque
no saben como se hace. Algo similar ocurre con los fundamentos basicos de la resolucion
de ecuaciones y sistemas en Algebra. Esta clara la necesidad de afianzar esos
automatismos, pero se continua con el problema de la falta de tiempo.

Esta metodologia favorece el proceso de los alumnos con mas amplias capacidades,
permitiéndoles desarrollarlas de forma individual y participativa. Aquellos alumnos que
se van quedando rezagados el problema con el que se enfrentan es la acumulacion de
fichas y la necesidad de un tratamiento individualizado; para que ese tratamiento sea
efectivo es necesario un seguimiento de cada alumno y de las carencias que tiene hasta
que consiga superarlas. Este seguimiento es muy dificil de llevar al no disponer de un
horario mas amplio.

Estamos convencidos de que una vez logremos superar estos primeros afios y teniendo
ya un conocimiento mas profundo de las posibilidades que encierra esta forma de trabajo,
los logros seran mucho mas alentadores.

Lo que si es cierto es que los alumnos han logrado cambiar por entero el concepto que
tenian de que las matematicas son aburridas, por el de aprender entreteniéndose. El
trabajo realizado en equipo, ha fomentado el concepto de grupo y ha permitido que se
desarrollasen muchas capacidades que nunca habrian aflorado en el ambiente tradicional:
investigacion, analisis, debates, defensa de las propias ideas, contraste de opiniones,
comprobaciones.

MATERIALES

PARA EL PROFESOR:

En los "Comentarios para el Profesor" hemos echado en falta una mayor claridad y
profundidad a la hora de marcar los objetivos que se intentaban conseguir con las
distintas actividades. Gracias a las reuniones de seguimiento con el Asesor y del trabajo
en equipo, muchas dudas han quedado aclaradas y la planificacion se ha realizado en base
a pautas y criterios comunes. Pero esto no habria sido posible si hubiéramos contado tan
solo con los "Comentarios" escritos. Algo similar nos ha ocurrido con las soluciones de
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algunas de las actividades, al no tener claro el objetivo hemos intentado hallar las
soluciones que creiamos mas adecuadas encontrandonos en ocasiones en callejones sin
salida porque habia algin error en el planteamiento, lo que habriamos detectado
previamente si hubiéramos tenido clara la meta.

Sugerimos que se perfeccionen estos "Comentarios para el Profesor" sobre todo frente a
esa segunda fase obligatoria en la que tiene que tomar parte todo el profesorado y no se
va a contar con un asesoramiento directo.

PARA LOS ALUMNOS:

- En cuanto a la recepcidén de los materiales ha sido muy distinta la situacion de este
curso respecto al anterior. Durante el curso pasado el material del alumno llegaba
después de haber tenido que utilizarlo y eso hacia que el profesorado tuviera que ir
fotocopiando, sobre la marcha, aquello que necesitaba. La dificultad de tener que hacer
las fotocopias, con la consiguiente pérdida de tiempo, se veia agravada con el costo de
las mismas y el problema adicional de que en los centros no disponemos de la maquinaria
adecuada para realizar, en condiciones 6ptimas, tan amplias tiradas. Todo lo cual hacia
que se intentara escatimar el nimero de fichas uniendo en una misma hoja varias
actividades con lo que el alumno se limitaba a la hora de plasmar opiniones o trazar
distintas estrategias.

Este problema ha sido subsanado este curso con el envio del material correspondiente al
2° de E.S.O. en su momento, y el almacenaje efectuado el curso anterior del concerniente
al 1° de E.S.O. Permitiéndonos asi el poderlo analizar y experimentar en su formato
original.

- ANALISIS FORMAL:

Las actividades presentadas a los alumnos para el desarrollo de la programacion de
Matematicas de los niveles de 1° y 2° de E.S.O. constituyen, en su conjunto, un material
atractivo y bien acogido por los alumnos y alumnas, ya que ofrece unas caracteristicas
que, tradicionalmente, no han tenido los textos y actividades empleados para la
ensefianza de las Matematicas.

Tiene una presentacion atractiva, ilustrada de forma sencilla que, en ocasiones, resulta
hasta graciosa y conecta muy bien con los intereses de los alumnos de esta edad y rompe
con la imagen de seriedad mal entendida que acompaifiaba a esta materia.

En la misma linea de ruptura de estereotipos que han acompafiado a las Matematicas,
este material ofrece una dimension ladica y divertida, liberandola de la consideracion de
materia pesada y aburrida.

Deberian cuidarse mucho mas la expresion y el vocabulario en los enunciados de las
actividades. A veces resulta mucho mas dificil la comprension de los mismos que su
resolucién. Es cierto que el nivel de comprension lectora de nuestros alumnos es algo
bajo pero, precisamente por eso hemos de intentar que les resulte sencillo entender lo
que se les quiere decir para no terminar convirtiendo la clase de Matematicas en sesiones
de lectura comprensiva.

El hecho de que las actividades planteadas tengan una resolucion breve bien delimitada,
limitada a una sola hoja, confiere al material un caracter concreto y practico, permitiendo
al alumno/a, captar rapidamente el sentido de aquello que esta aprendiendo; sentido
practico que se acentua y que permite una buena secuenciacion de la programacion y una
buena distribucion del tiempo en clase.
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La estructura formal del material, favorece la adquisicion de unos determinados habitos
de trabajo, que no tienen por qué caer en la rutina, al poderse alternar con otras
propuestas ludicas o proyectos de grupo.

El caracter practico de las situaciones planteadas, recogidas en muchos casos de
momentos de la vida cotidiana y, en otros, de utilidad ciudadana, permite al alumno
captar rapidamente el sentido de aquello que esta aprendiendo.

- ANALISIS DEL CONTENIDO:

Creemos que, en su gran mayoria, potencia la discusidén en equipo, la diversidad de
estrategias para hallar una solucion, la defensa de los propios descubrimientos. En
definitiva influye, positivamente, en el desarrollo de las capacidades del pensamiento
légico y critico.

Favorece la comprension de aquello que esta aprendiendo, no siendo ya prioritario, el
estudio de las matematicas como aplicacion sistematica de algoritmos.

El aspecto anterior, teniendo una vertiente muy positiva, ofrece también una faceta
negativa, y es el hecho de que determinados objetivos, relacionados con el desarrollo de
destrezas y habilidades, que requieren repeticion para su logro, no se adquieren porque
las actividades que las trabajan no son numéricamente suficientes. Creemos muy
necesario el reforzar esta faceta sobre todo para aquellos alumnos que se van quedando
rezagados por tener un ritmo mas lento o menor nivel.

Algunas de las actividades son excesivamente largas a la hora de su resolucion y sin
embargo poco ricas en cuanto a potenciar la discusion o llegar a conclusiones generales.
Otras, por el contrario, insisten en objetivos faciles de conseguir pero dificil de evaluar, a
nivel concreto e inmediato, la calidad de sus logros. Aunque sea posible que a medio o
largo plazo, hayan servido para el logro de objetivos mas amplios.

En el apartado de conocimientos, el caracter practico del material, permite al alumno
encontrar el sentido de los que aprende pero, en ocasiones, no se le provee o no quedan
asegurados los conocimientos previos que la actividad requiere, con lo que el alumno
queda frustrado al encontrar muchos obstaculos para llegar a resolver la cuestion
planteada.

- LA SECUENCIACION:

En cuanto a la secuenciacion sabemos que el material se nos presenta agrupado en
bloques pero que las fichas no estan secuenciadas. Esto tiene la gran ventaja de que nos
permite, una vez analizadas, elegir las actividades, en numero y orden, que creemos mas
conveniente para que, el grupo de alumnos que tenemos en esos momentos, pueda
adquirir el objetivo que perseguimos. Es quizas en estos momentos cuando mas se
necesita que los "Comentarios para el Profesor” sean claros y precisos. De otra manera,
hasta que conozcamos mas a fondo el material, es facil dejarse llevar por una primera
eleccion y que esta resulte equivocada o por lo menos no sea la mas adecuada. Sobre
todo si tenemos en cuenta que alguna de las actividades abarca, en si misma, muchos
objetivos y en otras, sin embargo, son muchas las que pretenden lograr un mismo
objetivo, con lo que la duda est4 en cudles y cuantas coger o dejar. Este ha sido uno de
los principales problemas que hemos tenido durante la experimentacion: trabajar un
numero de actividades superior al que nos permitia el tiempo de que disponiamos para
cada bloque.
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La estructura del material en bloques distintos no le da un caracter aislado e inconexo a
cada uno de ellos, siendo muy positivo, el hecho de que, un mismo objetivo de
conocimiento, se puede lograr o reforzar en bloques distintos, dandole al aprendizaje de
las Matematicas, en sus diferentes apartados, un caracter ciclico y no aislado.

Un factor importante a tener en cuenta, por los problemas que ocasiona a los alumnos, es
la falta de coordinacion y los diferentes niveles de exigencias entre las areas de
Matematicas - Fisica y Quimica - Tecnologia.

EVALUACION,

La evaluacion resulta facil para aquellos alumnos que evolucionan positivamente en
todos los aspectos a evaluar, pero entrafia gran dificultad cuando el proceso seguido, no
le lleva a alcanzar las metas propuestas, y esos resultados se tienen que expresar en
forma de calificacion.

El mayor problema que tenemos cuando hemos de plasmar en una nota el resultado de
aspectos tan diversos como: el proceso personal, el nivel de conocimientos, las actitudes,
etc. Esto afecta, sobre todo, a los alumnos que se van quedando rezagados y que al no
tomar parte de la dinamica general ven cada vez mas deteriorada su propia evolucion
participativa y por lo tanto su calificacion global.

La amplitud de facetas a evaluar tienen un aspecto positivo y es el de permitir que
algunos alumnos, que no llegan a la adquisicion de ciertos conocimientos, puedan
desarrollar estrategias que le permitan seguir adelante sin bloqueo ante las nuevas
situaciones, al reconocérsele: actitudes, habitos habilidades y destrezas que antes no se
evaluaban.

NUMEROS 1°y 2° de E.S.O.

ANALISIS FORMAL

PRESENTACION:

La presentacion de las actividades en fichas individuales permite que el profesor pueda
tener una gran movilidad a la hora de programar y secuenciar las mismas.

Deja al alumno espacio suficiente para realizar cuantas estimaciones, tanteos,
operaciones y estrategias se le puedan ocurrir con lo que proporciona, a la hora de una
evaluacion, multitud de datos y una informaciéon muy completa sobre el proceso que ha
seguido para resolverla.

Los dibujos hacen menos arida la vision de las actividades y amenizan la presentacion.
Sin embargo, hay que cuidarlos un poco mas porque pueden inducir a error. Ejemplo:
pag. 37 "Observando la Naturaleza".

Lo mismo ocurre, algunas veces, con las expresiones de algunas operaciones. Ejemplo:
pag. 22 "Las operaciones".

REDACCION

Es quizas la parte que necesitaria una vision mas a fondo. Los alumnos tiene un
vocabulario bastante escaso y muy poco concreto. Estan ademas acostumbrados a que se
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les den las cosas muy aclaradas por el profesor. Todo esto hace que al enfrentarse a las
actividades la mayor dificultad que encuentran sea la comprension de lo que ha de hacer,
del planteamiento de la propia actividad. Ejemplo: pag. 23 "Papilla".

ERRORES:

Algunas actividades contienen errores que hacen que los alumnos se decepcionen
porque, después de haber intentado varias veces resolverla, se llega a la conclusion de
que no tiene solucion porque el planteamiento y el ejemplo en el que se fijaban no eran
correctos. Ejemplo: pag. 16 "Cruce de sumas".

ANALISIS DEL CONTENIDO

- "Para_comenzar” les hace tener una vision de lo que va a ser nuestro trabajo. Se
enfrentan de forma muy amena a la nueva metodologia. Les permite romper algunas
estructuras muy arraigadas, como es el llegar a la resolucion de un problema por
distintos métodos y sin utilizar calculos numéricos. Les sirve para hablar y discutir sobre
las distintas estrategias que se les van ocurriendo y aprender a defender sus propias
ideas, a intentar convencer a los demas de ellas y a aceptar los propios errores sin
frustraciones.
- "Numeros _naturales, fracciones y decimales" contienen algunas actividades que nos
permiten llegar a conocer el nivel de conocimientos que poseen los alumnos y los errores
conceptuales o de calculo que tienen. Ejemplo: "Cruces", "Colorear". Sin embargo seria
necesario contar con actividades que, una vez conocido el nivel de los alumnos,
permitieran subsanar esas deficiencias.
La mayor novedad consiste en el uso de la calculadora. Son muchos los alumnos que, ya
en cursos anteriores, han utilizado la calculadora en casa para resolver el calculo. Pero es
para ellos una novedad el tenerla en clase y poder utilizarla. El descubrimiento de las
multiples posibilidades que tiene les hace considerarla como un instrumento indispensable
y hay que tener cuidado de que esto no les lleve a utilizarla siempre, con el consiguiente
deterioro del calculo mental. Por eso hemos procurado utilizar la calculadora mas en las
facetas de investigacion y comprension de conceptos y propiedades y en la de
comprobacion de estimaciones y calculos aproximados. Ejemplo: "Acercarse a un
numero".

Se ha trabajado, sobre todo en el segundo curso, la relacion y las equivalencias entre los
numeros decimales y las fracciones. Ejemplo: "Periodos", "Graficos".
El presupuesto de partida es erroneo, los alumnos no vienen con el bagaje que se les
supone y se van descubriendo distintos fallos debidos, sobre todo, a la no adquisicion de
destrezas suficientes para enfrentarse a las distintas situaciones. Seria necesario insistir en
reforzar los conceptos basicos que les permitan adquirir la soltura imprescindible a la
hora del calculo fraccionario o el significado de los distintos 6rdenes de decimales. Todo
esto se pone de manifiesto en actividades como "Noticias" y "Test".

- "Divisibilidad". El tratamiento que se le da a la divisibilidad es ameno y muy eficaz. Son
muchas las distintas clasificaciones que son capaces de hacer los alumnos lo que les lleva
a realizar un analisis del significado de los distintos niumeros y de las relaciones entre
ellos. Se llega al descubrimiento de los multiplos y divisores comunes y de las distintas
propiedades de niimeros y operaciones. Una de las actividades méas amena y completa ha
sido "Colores".
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- "Potencias_y raices" presenta una serie de actividades que, en su conjunto, son
excesivamente complicadas y largas dejando sin concretizar, en varios casos, los
objetivos que pretendian lograr. Demasiado esfuerzo para muy escaso logro. Las mejores
son las de uso de la calculadora que ponen de manifiesto nuevas estrategias para la
resolucion del calculo de potencias vy les hace llegar a descubrir las equivalencias entre
los términos de la potencia y la raiz, "Con calculadora". Resulta también interesante la
actividad de "Calculo" porque permite llegar a enunciar reglas generales partiendo de un
trabajo de investigacion y analisis.

- "Numeros enteros": En el primer curso los alumnos se han enfrentado a conceptos que
les cuesta mucho comprender como es el numero negativo. Para facilitar esa
comprension es una actividad muy buena la de "Los 40 Principales"”, sobre todo porque
los alumnos dominan las clasificaciones y ademas les resulta muy amena la discusion de
las mismas. Hay que tener cuidado porque tiene un error en su enunciado.

El concepto de nimero entero positivo es el de "algo” que se debe. La suma de positivos
aumentara lo "poseido", la suma de numeros positivos y negativos se ve como
"reduccion o suspension" de la deuda. Las estrategias mas utilizadas han sido: la resta
numérica en la que la suma se representa como un avance o retroceso de posiciones; y la
supresion de deudas, sobre todo al trabajar la resta. "Las tarjetas" es una actividad muy
entretenida y que les proporciona una vision bastante clara, "Tarjeta II" y "El saldo"
afianzan destrezas.

De todas formas consideramos que harian falta actividades que fueran encaminadas a
conseguir automatismos.

En le segundo curso el mayor problema que se plantea es lograr que los alumnos sean
capaces de llegar a efectuar correctamente las distintas operaciones comprendiendo su
significado, y el posterior automatismo de las mismas. El planteamiento de las
actividades y su realizacion requiere mucho tiempo para su ejecucion y no se logra
plenamente el resultado que se persigue. Son pocas las actividades y se insiste poco en
las resolucion de operaciones sobre todo con paréntesis.

- "Proporcionalidad": Presenta una gran cantidad de actividades que permiten elegir
aquellas que mas se adapten al grupo con el que se esta trabajando. Algunas de estas
actividades tienen gran dificultad de comprension como "Sefiales" y "Carreteras". Otras
sin embargo, con mucho menos esfuerzo, dan lugar a una gran cantidad de estrategias
personales para llegar a resolverlas, proporcionando asi una gran riqueza en las
discusiones y favoreciendo la comprension, como ocurre con "La escuela" y "El
escaparate". Entre estas dos actividades el proceso de busqueda de un método mas
sencillo y rapido se da con gran claridad. Mientras que en "La escuela" hace aflorar
distintas estrategias, "El escaparate" les hace buscar entre estas las mas sencillas de
aplicar, llegando a plantearse, aunque no con algoritmo formal, la regla de tres.

La relacion entre el porcentaje y las fracciones se ve con mucha claridad sobre todo en
"Cuadraditos".

En el segundo curso se ha insistido mas en la relacion entre los nimeros decimales,
fracciones y porcentajes. A la hora de resolver problemas de descuentos e incrementos,
se ha utilizado la estimacion de resultados y la comprobacion con la calculadora.

La proporcionalidad se empleara en todos los bloques, aunque en éste se aborda el
estudio desde el punto de vista numérico, no debe olvidarse el gran numero de
conexiones que tiene con los otros aspectos de las Matematicas.
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CONCLUSIONES

Este bloque proporciona a los alumnos los medios necesarios para el desarrollo de las
capacidades de investigacion y andlisis, fomentando en ellos el logro de estrategias
personales y la discusion de las mismas hasta llegar a planteamientos generales.

Deja sin afianzar los automatismos, por lo que no logran conseguir seguridad a la hora
de enfrentarse a nuevas situactones numericas.

Haria falta mas tiempo con el fin de poder, por un lado, realizar con tranquilidad el
proceso personal deductivo de sus propias estrategias, y, por otro, las actividades que les
permitan reafirmar automatismos y consolidar destrezas.

GEOMETRIA 1°y 2° de E.S.O.

MATERIAL DEL ALUMNO:

El material ha sido suficiente, las actividades proporcionadas han sido variadas pero han
resultado un poco dispersas. Creo se debiera profundizar mas en algunas cuestiones que
son tratadas con una o dos actividades cuando para adquirir ciertas destrezas seria
necesario alguna mas. Creo que no basta con que después se vuelva a retomar el tema
con alguna actividad suelta.

Algunas de las actividades tienen los enunciados poco claros, e incluso algunas con
errores. En cuanto al material del alumno, (me refiero al que él debe de aportar) ha sido
bastante dificil conseguir que se adquiriera.

El material de laminas y tramas ha dado bastante buen resultado y en cuanto a material
manipulable como troquelados etc. muy bueno, pero no se ha dispuesto del suficiente
para todos los alumnos.

MATERIAL DEL PROFESOR:

Las orientaciones para el profesor, aunque algunas llegaron con retraso, las
consideramos como buenas pero hay que tener en cuenta que en algunas no se tiene claro
el objetivo que se pretende alcanzar con el alumno.

ALGEBRA 1°y 2° de E.S.O.

CONTENIDOS

- Codificar y decodificar.

- Simbolizar

- Generalizar

- Resolver problemas mediante procedimientos algebraicos
- Resolucion de ecuaciones

ACTIVIDADES DEL ALUMNO:

Las actividades proporcionadas han sido suficientes. Se han utilizado, concretamente, 30.
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Creemos que en general son buenas pero para adquirir las suficientes destrezas en cuanto
a resolucion de ecuaciones y problemas ha sido escasas las que han hecho.

Hemos mezclado las actividades del grupo A con las del B, con la finalidad que hicieran
una en la clase y otra de parecidas caracteristicas en casa con la finalidad de que pudieran
adelantar en los trabajos.

Algunas de las actividades propuestas han resultado un poco pobres, dado que
encontrando la solucion rapidamente, el alumno no profundiza mas y se conforma con
haber encontrado la solucion.

En cuanto a los resultados obtenidos nos da la impresion que las destrezas adquiridas han
quedado "prendidas con alfileres".

En la resolucion de problemas hay que destacar una vez mas, las dificultades que el
alumno tiene para interpretar el texto.

El material manipulable practicamente no ha sido utilizado en la parte de Algebra. Lo
unico que si se ha utilizado ha sido la calculadora.

PROBABILIDAD Y ESTADISTICA 1°y 2° de E.S.O.

ANALISIS FORMAL -

El bloque de probabilidad y estadistica constituye, en su conjunto, uno de los mas
atractivos del programa: por el caracter novedoso de su contenido y por el hecho de que
muchas de sus actividades sean propiamente, o contengan un cierto caracter ludico.

Otro aspecto positivo de este bloque, es que en €l, se recogen a través de laminas o de
actividades, informaciones de prensa de interés general, que dan a su estudio, un caracter
actual y practico.

REDACCION.-

La mayoria de actividades presentan un hecho muy concreto pero, en algunos casos, el
planteamiento de la actividad, no indica claramente qué es lo que el alumno debe reflejar
por escrito como respuesta a la actividad (caballos 1, pintar un dado).

Esta libertad de organizacion en la respuesta, hace que los alumnos comodones o menos
capaces, den una respuesta demasiado escueta, o no encuentran salida por si solos.

CONTENIDO. -

El contenido de este bloque gira en torno a unos cuantos objetivos basicos, que permiten
al alumno familiarizarse con el tema, sin precisar la nomenclatura de los estudios que esta
haciendo. La dificultad que esto entrafia, es que, cuando el alumno se enfrenta a la
actividad, no se encuentra, en muchos casos, una estrategia organizada o sistematizada,
con lo que, tiene que ser el profesor, con su intervencion, el que encauce la actividad, lo
que marca un determinado dirigismo y merma creatividad en la respuesta, ejemplo, la
actividad "encuesta", requiere una organizacion de trabajo que no se indica directamente
en la misma, y, que muchos alumnos, por si solos, no son capaces de intuir.

Los modelos graficos, recogidos en algunas de las actividades, no les dan recursos para
elaborar modelos propios de tablas de frecuencias, histogramas, pictogramas y otros
tipos de graficas.
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RELACION ACTIVIDADES-OBJETIVOS A CONSEGUIR

Este bloque pone claramente de manifiesto la relacion entre distintas partes de las
matematicas: geometria, fracciones, porcentajes,... Esto hace, que alumnos que hayan
conseguido los objetivos de estos temas, se enfrenten mas seguros con los problemas que
aqui se les plantean; también ayuda a que se refuercen otros no superados.
En cuanto a una relacion directa de las actividades con los objetivos a conseguir, es de
destacar, en este bloque, el gran nimero de actividades encaminadas a unos mismos
logros, y que siendo presentadas en el curso 1°, vuelven a aparecer con alguna
modificacion o ampliacion en 2°. Tal es el caso de:

- el estudio de objetos generadores de azar

- la comparacion de probabilidades

- la asignacion de probabilidades a un hecho

- forma de expresar la probabilidad de un suceso

- estrategias de recuento
También se da el caso de que una sola actividad acumule mucho contenido, ejemplo
"pies y zapatos", donde trabajamos:

- variables estadisticas discretas y continuas

- variables estadisticas cualitativas y cuantitativas

- limites de intervalos

- la moda cualitativa y cuantitativa

- iniciacion a las medidas de dispersion.

92. PROGRAMACION DEL PRIMER CICLO

PROGRAMACION 1% CICLO. CURSO 91-92
M? Isabel Amengual Ruiz C.P. “Lucentum”. Alicante.

La programacion se ha basado, sobre todo, en la experimentacion de los materiales de ler.
ciclo de Secundaria.

La propuesta de estos materiales es muy amplia y por eso la eleccion de aquellos que se iban
a utilizar ha sido muy dificil, pues cada una de las actividades tiene su importancia y
transcendencia.. Quizas haya sido esta la razon que haya hecho que se eligieran demasiadas
actividades para cada bloque. Unido esto a la metodologia constructivista y a las
caracteristicas propias del grupo de alumnos ha hecho que no fuera posible cumplir
totalmente todas las programaciones.

En este caso ha sido el bloque "Probabilidad y Estadistica” el que ha quedado mermado por la
falta de tiempo.

La solucion puede estar en una temporalizacion mas homogénea en la programacion de los
bloques con el fin de conseguir una mejor distribucion del tiempo entre ellos. También se
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podria intentar realizar una interrelacion entre los distintos bloques para que todos y cada uno
de los temas sean tratados.

De todas formas, la falta de tiempo es un problema sin solucion. Las tres o cuatro sesiones de
cincuenta minutos semanales (st se refiere a 1° 0 2°) son totalmente insuficientes cuando de lo
que se trata es de que los alumnos analicen, descubran, comprueben, en definitiva creen su
propio conocimiento y saquen sus conclusiones después de discutirlas con los otros.

Otro problema es el punto de partida. Se da por supuesto el dominio de unas destrezas
fundamentales, en cuanto a calculo, vocabulario especifico etc., que los alumnos no poseen y
a la consecucion de las cuales hay que dedicar mucho esfuerzo y tiempo.

El conseguir que el cuaderno sea un buen instrumento de evaluacion donde el alumno refleje
sus procesos evolutivos es quizas el mayor de los retos.
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93. PROGRAMACION DE CICLO DE UN CENTRO

MEMORIA DE 3° DE E.S.O.
Antonio Box Cartagena

[.LF.P. Callosa de Segura

] | .

La asignatura de Matematicas en el 3 curso de E.S.O. se imparte durante 3 horas
semanales y abarca 4 unidades didacticas que son: Numeros, Geometria, Algebra y
Probabilidad-Estadistica.

La programacién del curso inicialmente reparte el tiempo a partes iguales entre las 4
unidades didécticas, aunque nosotros aconsejaremos una temporalizacion distinta.

El material de trabajo es amplio y diverso en cada una de sus partes, lo que permite que
el profesor decida mediante qué actividades quiere llegar a alcanzar los objetivos que se
ha planteado.

La gran cantidad de material no implica que este se tenga que dar todo, sino que el
profesor dentro de cada unidad debe seleccionar los temas a impartir, eligiendo en ellos
las actividades a realizar para alcanzar sus objetivos.

Es mas interesante sacarle el maximo provecho a una actividad que hacer varias, aunque
si vemos que una determinada actividad no funciona en alguna clase debemos terminarla
pronto y por medio de otra actividad volver a intentarlo, si lo creemos conveniente.
Tenemos que tener claro que debemos dar a lo largo del curso las 4 unidades y por tanto
tenemos que repartirnos bien el tiempo y no llegar a final del curso sin haber tocado las 4
unidades en mayor o menor medida.

En 4° curso de E.S.O. también se imparten 3 horas semanales de Matematicas por lo que
si se quedara en alguna unidad cosas interesantes por dar siempre se podrian al afio
siguiente.

NUMEROS

Justificacion
Esta unidad tematica es la base para todo el curso de Matematicas y también es la base
para otras asignaturas. Por ello es la primera con la que se aborda el curso.

Ubicacién en la programacion
El tiempo que inicialmente tiene programado esta unidad es de 8 semanas, al repartir el
contenido del curso en 4 partes iguales.
Pero mi recomendacion es tomar una duracion de todo el 1% trimestre (unas 11 semanas)
y las razones para ello son las siguientes:
- Es la base para todo el curso, un mal trabajo en esta parte nos repercutiria durante
todo el curso.
- Al ser un trimestre entero, cierra un bloque en el tiempo y no deja dos semanas con
otra unidad a la que, al haber examenes en esas fechas, le sacariamos poco resultado.
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- Trabaja actividades relacionadas con las de otras unidades.

- Es el comienzo del curso y necesitaremos tiempo para trabajar el funcionamiento de
los grupos en la asignatura.

NOTA: Es de sefialar que en 4° curso de E.S.O. también existe una unidad didactica
de nimeros con una programacion de 4-6 semanas, por lo que si nos quedasen cosas
por ver no importaria tanto, con lo que no es conveniente alargarse mas de un
trimestre con esta unidad.

Condiciones para su desarrollo

Recomiendo empezar las primeras actividades con un grupo de 4 o 5 actividades
pequefias, o con actividades en las que se puedan repartir la tarea de modo que cada uno
de los alumnos del grupo se vaya responsabilizando en una tarea y pueda empezar a
formarse la estructura interna del grupo (Lider, Secretario, Portavoz, etc.).

Contenidos especificos de la unidad

La calculadora.

Calculo Mental.

Potencias y raices.

Numeros grandes y pequefios.
Propiedades geométricas de los numeros.
Calculo aproximado.
Numeros enteros.

Fracciones y repartos.
Numeros irracionales.
Fibonacci y Tartaglia.

Los numeros y el dinero.
Numeros en la prensa.

Objetivos de aprendizaje

1.

Saber operar con los distintos tipos de nameros, con la calculadora y/o manualmente
y/o mentalmente.

Descubrir y comprender el sentido relativo y absoluto del tamafio de un numero.
Analizar algunas de sus propiedades e incorporar al lenguaje cotidiano formas de
expresion matematica.

. Aprender a buscar estrategias para la resolucion de problemas bien haciendo calculos

exactos o aproximados.

. Analizar los datos que aparecen a nuestro alrededor para poder comprender mejor sus

mensajes e identificar los elementos matematicos que en ellos aparecen.

. Cuantificar aquellos aspectos de la realidad que nos permitan identificarla mejor.

Plan general de actuacion

El orden de abordar la unidad didactica podria ser el siguiente:
1% Grupo "La calculadora” o "Ccdlculo Mental”.

2° Grupo "Calculo Mental” o "La calculadora”.

Uno a continuacion del otro. Las razones para elegir estos grupos como primero y
segundo en cuanto al orden a seguir son:
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- Por una parte la calculadora da mucha actividad y rapidez al grupo; permite incluso
a los mas flojos a tomar confianza en si mismos y sobre todo es que para la mayoria
de los alumnos va a ser algo desconocido, y lo desconocido siempre atrae.
- El calculo mental también permite tener confianza y darse cuenta de propiedades de
los nimeros y trucos con los que impresionar a los demas, y eso, siempre gusta.
- Ambas crean competencia en el grupo y una buena discusion y debate.
3°) Grupo "Potencias y raices”.
Este grupo permite seguir descubriendo la calculadora, y a su vez aprender a operar
con potencias, descubriendo sus propiedades y valorando el tamafio de una potencia.
4°) Grupo "Numeros grandes y pequefios’.
En este grupo se intenta que el alumno descubra el sentido relativo y absoluto de un
numero y que sea capaz de dimensionar y cuantificar las cosas.
59 Grupo "Numeros enteros’.
La eleccién de este grupo a continuacion es porque los dos grupos anteriores
"Propiedades geométricas de los numeros" y "Calculo aproximado" se pueden ver en
otro momento sin entorpecer al desarrollo del trabajo e incluso en caso de falta de
tiempo podriamos prescindir de ellos.
En este grupo, uno de los mas extensos de la unidad, veremos actividades que nos
permitiran trabajar los siguientes conceptos:
- Numeros Primos y compuestos.
- Multiplos y Divisores.
- Maximo Comun Divisor y Minimo Comun Multiplo.
- Representacion grafica de los nimeros enteros.
- Operar con niumeros enteros, descubriendo curiosidades.
- Teorema de Pitagoras.
6°) Grupo "Fracciones y Repartos'.
Este grupo también es uno de los que considero imprescindibles, en él podremos
abordar los siguientes conceptos:
- Operar con fracciones.
- Concepto de fraccion e interpretacion geométrica.
- Fracciones equivalentes.
- Reduccion de fracciones a comun denominador.
- Repartos proporcionales.
- Conversion de nameros fraccionarios a decimales y viceversa.
7% Grupo "Los Numeros y el Dinero”,
En este grupo se tratan los porcentajes y las reglas de tres simples. Este grupo se
podria dar en cualquier otro momento también.
8°) Grupo "Numeros en la Prensa”.
Este grupo contiene una serie de actividades propuestas a través de recortes de prensa
en las cuales en unas tendremos que aplicar los instrumentos mateméaticos conocidos
para resolver las cuestiones que nos planteen y en otras tendremos que analizar y
cuantificar otros datos.
Las actividades de este bloque convendria ir introduciéndolas a lo largo de los otros
grupos de modo que nos sirvan para completar y aplicar lo
aprendido con los otros grupos.
9°) Grupos Varios.
En esta unidad he dejado aparte 4 grupos de actividades pues considero que estas son
de las que deberiamos de prescindir en caso de que nos faltase tiempo en esta unidad.
Estas son:
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- Propiedades geométricas de los numeros.
Este grupo contiene una serie de actividades que nos permiten explorar:

- El cuadrado de un binomio.

- Potencias.

- Series y Sucesiones.
- Célculo Aproximado.
Este grupo intenta obtener resultados aproximados tomando modelos de semejanza
validos que estén a nuestro alcance, y darse cuenta que algo aproximado es mejor que
nada y que las aproximaciones muchas veces son suficientes.
- Numeros Irracionales.
En este grupo se trabajan los numeros irracionales y se ven los conceptos de "mayor”,
"menor" y "limite". También se tratan los decimales enteros y periddicos.
- Fibonacci y Tartaglia.
En este grupo se analizan las sucesiones de Fibonacci y las propiedades. del triangulo
de Tartaglia.

Proceso evaluador
El método evaluador que he llevado en las 4 unidades que componen el curso, constaba
de 4 partes de las que cuantificaba una nota Y después hallaba su media.
Los 4 aspectos en los que me basaba a la hora de evaluar eran los siguientes:
1°) Habito de trabajo en clase y comportamiento.
Estos aspectos los cuantificaba poniendo positivos cuando el grupo conseguia realizar la
actividad bien en clase o en sus casas, o incluso cuando veia que un determinado grupo
se habia esforzado mucho aunque no lo hubiera conseguido; y poniendo negativos para
penalizar el comportamiento y la desidia por el trabajo del grupo.
El resultado de los positivos menos los negativos me cuantificaban la nota poniendo un
10 al alumno con mejor resultado y a los demas directamente proporcional a su
resultado.
Con esta nota intento premiar el trabajo en grupo y penalizar el comportamiento
individual.
2°) Cuaderno de clase.
El cuaderno de clase es uno de los elementos fundamentales en el desarrollo de la
asignatura pues en él debe de quedar constancia de lo trabajado en la asignatura y de
como lo hemos trabajado. Un buen trabajo en el cuaderno de clase permite al alumno
tener un apoyo en la asignatura al no disponer de un libro de texto especifico.
Corregir el cuaderno de clase de todos los alumnos, de todos los cursos a los que se
imparte la asignatura es muy pesado, por lo que sélo los he corregido una vez al final de
cada evaluacion. Al principio del curso cuando llevabamos realizadas tres actividades,
también los recogi para corregir los defectos en la forma de realizar el cuaderno; esto es
bueno y por lo tanto necesario aunque creo que seria suficiente con corregir un cuaderno
de cada grupo en profundidad y después que el resto del grupo se evalue y corrija su
cuaderno.
La nota del cuaderno la sacaba al analizar en éstos los siguientes aspectos:
- Limpieza y presentacion del cuaderno.
Observaba si respetaban los margenes en el bloc, si comenzaban cada actividad en una
hoja nueva, si la actividad estaba bien estructurada en cada una de sus partes, si estaba
limpio y ordenado.
- Desarrollo y explicacién de las actividades.
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Valoraba si habian llegado a un buen analisis de la actividad o simplemente se habian
dedicado a copiar de la pizarra la puesta en comtn. Si tenian figuras o notas
explicativas durante el desarrollo de la actividad. Si habian encontrado alguna manera
original de resolver la actividad.
- Comentarios y reflexiones del alumno sobre la actividad.
En este apartado valoraba si el alumno habia sacado una buena reflexion acerca de lo
visto en la actividad, y si habia conseguido otros caminos para resolver la actividad, o
si planteaba nuevos alicientes y dudas para el desarrollo de la actividad. También
valoraba si habia hecho cualquier tipo de ampliacion de la actividad o la relacionaba
con alguna otra o la aplicaba a algtn otro caso real.
Con esta nota intento evaluar el grado de aprovechamiento y analisis del alumno sobre
las actividades de la unidad didactica, algo que seria conveniente hacerlo con mas
frecuencia pero que en mi opinidén es muy dificil por el tiempo que necesita.
3°) Examenes de grupo
Esta claro que a los alumnos se les motiva mas a trabajar si al final tienen un premio o
nota que los recompensen y que no sea un simple positivo. Por lo que para favorecer el
funcionamiento en el grupo y hacerles repasar cada cierto tiempo un grupo de bloques,
les realizaba unos examenes que tenian que resolverlos con los mismos grupos que
trabajaban en clase.
La media de las notas de estos examenes en grupo era la nota con la que evaluaba este
apartado, la cual era la misma para todos los componentes del grupo.
La finalidad de esta nota es motivar el trabajo y funcionamiento del grupo y premiar la
solidaridad en el grupo. Como esto nos supondria corregir 6 o 7 examenes por clase,
podriamos hacer un par de ellos en cada evaluacion. Mi experiencia es que dan buen
resultado.
4°) Examen individual
Para evaluar y distinguir las capacidades individuales de los alumnos fuera y dentro del
grupo, les realizo una prueba por unidad didactica de la que obtengo la tltima nota para
evaluar.

Finalidad de las sesiones. Material.

Grupo "La calculadora.”

Actividad 1 : Empezar a conocer cosas de la calculadora.

Ejercicios: (2) Numeros negativos y decimales. (5) Tecla "A" y "AC". (6) Tecla "Min" y
"MR" (7)La Operacion constante. (4) Preferencia en las operaciones.

Actividad 2 : Hacer cosas con la calculadora.

Ejercicios: (3) Teclas de Memoria. Operar con la memoria.

(10) Trabajar los %. (8) Explorar los numeros grandes. (9) Explorar otras teclas como
"1/X"y “X®. (12) Agilidad en el manejo de la calculadora.

Material: calculadora.

Planificacion: La duracion de este grupo no deberia de sobrepasar las 5 horas de clase.
Son las primeras actividades y por tanto el profesor tendra que llevar atencién en que el
trabajo en grupo empiece a formarse. Podemos darles con este conjunto de actividades la
posibilidad de que entre ellos se repartan las tareas mas facilmente, sin que esto implique
que cada alumno se encargue de uno solo de los ejercicios sin preocuparse de los otros.
Grupo "Cdalculo Mental"”

Actividad 1 : Descubriendo reglas de calculo.

Ejercicios: (15)y (16)

Actividad 2 : Practicando reglas de calculo.
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Ejercicios: (17) y/o (18) y/o (19)

Material: Papel y lapiz.

Planificacion: La duracion de este grupo no debe de sobrepasar las 4 horas. Vuelvo a
insistiren la especial atencion del profesor sobre el funcionamiento del trabajo en
los grupos, corrigiéndoles errores y explicandoles como realizar el cuaderno.

Grupo "Potencias y raices”

Actividad 1 : Producto y cociente de potencias de exponente entero.

Ejercicios: (21) Hay que ampliar el cociente de potencias.

Actividad 2 : Producto y cociente de potencias con exponente cualquiera.

Ejercicios: (22) y (23) Como ampliacién podemos dar el concepto de raiz como potencia
de exponente fraccionario y potencia de una potencia.

Actividad 3 : operar con potencias en la calculadora. (Puede ser substituta de la
anterior).

Ejercicios: (24) y (25) Potencias de exponente fraccionario. (26) y (27) Descubrir cosas
de las potencias.

Actividad 4 : Curiosidades.

Ejercicios: (20), (28) y (30) Permiten trabajar los conceptos anteriores de un modo mas
divertido.

Material: Calculadora, Regla, Escuadra, Cartabon, Dados de potencias de dos.
Planificacion: La duracion de este grupo deberia de ser de unas 4 horas, mas tiempo no
es conveniente ya que nos meteriamos en mitad del primer trimestre habiendo visto solo
3 grupos de los 12 que componen la unidad de nimeros.

Menos tiempo, si queremos ver un poco bien las potencias y raices, es practicamente
imposible. Yo recomendaria hacer la primera actividad y después elegir entre la segunda
y la tercera, teniendo la cuarta actividad como recurso ante algun grupo mas adelantado.
En este grupo el agrupamiento de ejercicios es mas variable dependiendo lo

que queramos alcanzar. Para conseguir resultados algo satisfactorios deberiamos tener ya
un poco de habito de trabajo en grupo aunque perdamos una hora en ello.

Grupo "Numeros grandes y pequeiios”

Actividad 1 : Dimensionar las cosas.

Ejercicios: Se podrian elegir 2 o 3 ejercicios para introducirlos en una actividad,
dependiendo de lo que queramos conseguir. Los ejercicios (32), (34), (35) v (41) me
dieron buenos resultados,

Material: Calculadora, papel, tijeras.

Planificacién: A este grupo no le dedicaria mas de 2 horas y lo veria detras de las
potencias pues las vuelve a trabajar.

Grupo "Numeros enteros”

Actividad 1 : Multiplos y Divisores.

Ejercicios: (59), (61), (62) y (63). Se podrian ampliar los conceptos de maximo comun
divisor Y minimo comun multiplo.

Actividad 2 : Pitagoras y ternas pitagoricas.

Ejercicios: (64), (65), 66) y (67). A eleccion.

Actividad 3 : Representacion grafica de los numeros enteros.

Ejercicios: (71), (72), (73), (74), (75), (76), (77). A eleccion.

Actividad 4 : Operar con nimeros enteros, descubriendo estrategias y curiosidades.
Ejercicios: (60), (68), (69) y (70). A eleccion.

Material: Calculadora, regla, compas, escuadra, cartabon, barajas, barras de meccano.
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Planificacion: La duracion que podriamos programar para este bloque seria de unas 4
horas. Conceptos como el teorema de Pitigoras y la representacion grafica también se
tratan el la unidad de geometria..

Grupo "Fracciones y Repartos"

Actividad 1 : Concepto de fraccion. Interpretacion geométrica.

Ejercicios: (78), (79), (82) y (83). A eleccion.

Actividad 2 : Equivalencia de fracciones.

Ejercicios: (81),(84) y (85). A eleccidn.

Actividad 3 : Operar con fracciones.

Ejercicios: (86),(87) y (88). A eleccion.

Actividad 4 : Repartos proporcionales.

Ejercicios: (78), (79) y (89). A eleccion.

Actividad S : Conversion de numeros fraccionarios en decimales y viceversa.

Ejercicios: (90) y (91). A eleccion.

Material: calculadora, regla, escuadra, cartabon, compas, dominos, barajas, fracciones de
figuras geométricas, cartulinas.

Planificacion: Todos sabemos que una de las cosas con las que mas se atragantan los
alumnos, es con las fracciones; por ello deberemos dedicarle tiempo si queremos
conseguir resultados.

Este grupo cuenta con mucho material para trabajar, por lo que antes de abordarlo
tendremos que planificarnos en mayor medida, lo que queremos conseguir. La duracion
para este grupo no deberia de ser mayor de 6 horas.

Debemos hacer una seleccion de actividades, y substituir alguna con juegos de barajas y
dominés en clase.

Grupo "Los Numeros y el Dinero.

Actividad | : Porcentajes y reglas de tres simples.

Ejercicios: (117), (118) y (119). A eleccion.

Material: Calculadora.

Planificacion: La duracion de este grupo podria ser de unas 2 horas. Los porcentajes y
las reglas de tres suelen ser faciles para los alumnos.

Grupo "Numeros en la Prensa”.

Las actividades en este grupo, como ya se comento6, convendria introducirlas dentro de
cada uno de los otros grupos anteriores, para completar, reforzar y mostrar la utilidad de
lo que los alumnos trabajan en clase.

La duracion que podriamos planificar para este grupo podria ser de unas 6 horas.

Grupo "Propiedades geométricas de los niumeros”.

Actividad 1 : A eleccion, 2 o 3 ejercicios de este grupo en una actividad.

Material: calculadora, escuadra, cartabon, regla, compds, cartulinas, tijeras, cubos de
porex, barajas.

Planificacion: A este grupo, en caso de elegirlo, yo le dedicaria unas 3 horas. También se
puede dar este grupo en la unidad de geometria sin problemas.

Este grupo abarca muchas cosas, por lo que su eleccion debe ir dirigida a un concepto
concreto.

Grupo "Cdlculo Aproximado"”

Actividad 1 : A eleccion, uno o dos ejercicios en una actividad.

Material: Calculadora, Regla, Compas.

Planificacion: A este grupo, en caso de elegirlo, yo no le dedicaria mas de una o dos
horas. Simplemente buscaria que los alumnos entendiesen que la realidad es hacer
calculos aproximados.
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Grupo "Numeros Irracionales”

Actividad 1 : Decimales exactos y periddicos.

Ejercicios: (94) y (95). A eleccion.

Actividad 2 : Trabajar con nimeros irracionales en la calculadora.

Ejercicios: (92), (93) y (96).

Material: Calculadora.

Planificacion: A este grupo en caso de darlo, no le dedicaria mas de 2 o 3 horas. Este
seria uno de los grupos que yo no daria.

Grupo "Fibonacci y Tartaglia”

Actividad 1 : La sucesion de Fibonaccl.

Ejercicios: (97) o (104).

Actividad 2 : Propiedades de la sucesion de Fibonacci.

Ejercicios: (98), (99), (100) y (102). A eleccion.

Actividad 3 : El triangulo de Tartaglia.

Ejercicios: (105),(106),(107) y (108). A eleccion.

Actividad 4 : Aplicacion del triangulo de Tartaglia.

Ejercicios: (111).

Material: calculadora, binostato.

Planificacion: A este grupo podriamos, en caso de darlo, tener una prevision de unas 4
horas.

Reflexion vy critica de la unidad

Con lo novatos que éramos tanto los alumnos como yo, en esta nueva manera de
trabajar; la verdad es que ha sido dificil. Muchas veces me he quedado con la sensacion
de que se perdia mucho el tiempo y no se daban en profundidad los temas que tocaba.
Aunque poco a poco, con una mejor planificacion y experiencia soy optimista en cuanto
a los resultados que se pueden obtener.

Uno de los caballos de batalla con los que siempre me he topado, ha sido con el tiempo.
Aln eliminando algun grupo de actividades y alargando el tiempo inicialmente
programado en 3 semanas, siempre llegas al final del trimestre faltandote un monton de
cosas por dar. En esta planificacion los grupos que considero mas importante los he dado
antes y los restantes, dependiendo del tiempo se daran o no.

Una de las cosas que creo mas importante es la de conseguir un buen nivel de trabajo de
grupo con las actividades y una buena realizacion del cuaderno. A la larga esto nos
permite ir mas deprisa aunque hayamos perdido tiempo corrigiendo defectos en otros
momentos.

GEOMETRIA

Justificacion
Esta unidad tematica tiene como finalidad el desarrollo de la "capacidad espacial" con el
fin de resolver problemas relacionados con el mundo geométrico.

Ubicaciéon en la programacion

El tiempo que inicialmente tiene programado esta unidad es de 8 semanas, al repartir el
contenido del curso en 4 partes iguales.

Pero mi recomendacion es tomar una duracion de unas 6 semanas, y las razones para ello
son las siguientes:
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- En la primera unidad ya he alargado el tiempo inicial de programacién, y por tanto ese
tiempo hay que quitarselo a otras unidades.

- Los contenidos que se tratan en esta unidad, también se tratan en gran parte en la
asignatura de dibujo, por lo que ideal seria no repetir en las dos

asignaturas actividades parecidas; poniéndonos de acuerdo con el profesor de dibujo en
las actividades a realizar.

- El contenido de esta unidad también es muy amplio e incluso con el doble de tiempo no
lo podriamos ver con la suficiente profundidad como para quedarnos satisfechos. Por lo
que debemos de seleccionar aquellos apartados que queremos impartir.

NOTA: Es de sefialar que en 4° curso de E.S.O. también existe una unidad didactica de
geometria con una programacion de 6-8 semanas, por lo que si nos quedasen cosas por
ver no importaria tanto.

Condiciones para su desarrollo

Los alumnos deben de tener la posibilidad de ver e incluso tocar los objetos sobre los que
trabajan, bien directamente o a través de representaciones simples. La utilizacion de
representaciones del espacio real (mapas, planos, esquemas...), asi como de objetos
geométricos constituyen una gran herramienta en la resolucién de problemas.

Es necesario que los alumnos traigan a clase todo el material necesario para la realizacion
de cada actividad, por lo que deberemos de avisarles con anterioridad.

Contenidos especificos de la unidad
e Construcciones e Investigaciones.

e Estimacion.

e Volumenes y raices.

e Teorema de Pitdgoras. Aplicaciones.
e Introduccion a la Trigonometria.

e Movimientos en el plano.

Objetivos de aprendizaje

1. Identificar las caracteristicas de las formas planas y descomponerlos en las figuras
elementales que los forman.

2. Estimar la medida de superficies de espacios y objetos, vy calcularla cuando se trate de
formas planas limitadas por segmentos y arcos de circunferencias. Saber calcular
también algunos volumenes sencillos.

3. Interpretar representaciones planas sencillas de espacios y objetos y obtener
informacion sobre algunas de sus caracteristicas.

4, Utilizar la relacion de proporcionalidad numérica y geométrica para obtener
cantidades y figuras proporcionales a otras.

5. Conocer y utilizar los conceptos de angulos, movimientos, semejanzas, distancias, en
el estudio de representaciones geométricas y problemas graficos.

Plan general de actuacion

1°) Grupo "Construcciones e Investigaciones”.

Este grupo de actividades trabaja muchos conceptos y aspectos de la geometria.
Inicialmente existen unas actividades que permiten descubrir al alumno distintas
construcciones con distintos tipos de materiales y medios. otras actividades trabajan la
composicion y descomposicion de unas figuras
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geométricas en otras. También se investiga la resolucion de problemas mediante la
utilizacion de medios geométricos asi como el estudio de ciertas

propiedades notables geométricas.

2°) Grupo "Estimacion”.

En este grupo de actividades se pretende que el alumno sea capaz de estimar las
magnitudes de longitudes, areas y volimenes de objetos y espacios que se encuentren a
su alrededor, sabiendo valorar el tipo de modelo o estrategia a seguir y analizando la
suficiencia o no de la exactitud del resultado obtenido. valorando el tamafio de una
potencia.

3% Grupo "Volumenes".

Este grupo trabaja el calculo de algunos volumenes sencillos analizando la influencia que
tienen cada una de los par metros que la describen.

4°) Grupo "Teorema de Pitagoras. Aplicaciones”.

En este grupo veremos una serie de actividades que nos permiten trabajar los siguientes
conceptos:

- Segmentos y angulos.

- Descomposicion de unas figuras geométricas en otras.

- Series y proporcionalidad en figuras geométricas sencillas.

- El teorema de Pitagoras y el teorema de Thales.

5°) Grupo "Introduccion a la Trigonometria”.

Este grupo puede considerarse como una aplicacion del grupo anterior , en el vamos a
volver a trabajar los angulos y los segmentos y a estudiar sus relaciones y propiedades
en los triangulos rectangulos. También se abordaran las razones trigonométricas SENO,
COSENO y TANGENTE.

6°) Grupo "Movimientos en el Plano".

En este grupo se trabajan los distintos movimientos en el plano (Traslaciones, Giros,
Simetrias) inicialmente se introducen con figuras geométricas sencillas y posteriormente
mediante juegos y divertidas actividades.

Finalidad de las sesiones. Material

Grupo "Construcciones e Investigaciones"

Actividad 1 : Construcciones y propiedades geométricas.

Ejercicios: A eleccion de entre todas las actividades de este grupo.

Actividad 2 : Resolucion de problemas geométricos.

Ejercicios: A eleccion de entre las varias actividades de este grupo.

Material: compds, escuadra, cartabdn, semicirculos, regla, cartulinas, papel de colores,
geoplanos, juego de calculo de éareas.

Planificacion: La duracion de este grupo no deberia de sobrepasar las 4 o 5 horas de
clase aunque parezca increible. Esta unidad es muy extensa y nos podemos perder si nos
planteamos dar muchos contenidos en ella.

Podemos intentar repartir distintas actividades a un mismo grupo de modo que las
actividades las realicen entre cada dos o tres alumnos del grupo y después se comenten
los distintos resultados en la puesta en comun, ya que la realizacion de estas actividades
al ser de mucho trabajo manual requiere tiempo y por lo tanto tienen que hacer gran
parte del trabajo en casa; de este modo les es mas facil reunirse.

Grupo "Estimacion”.

Actividad 1 : Haciendo estimaciones y deducciones.
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Ejercicios: A eleccion podemos introducir en esta actividad un par de ejercicios que
despierten en el alumno el buscar estimaciones de las cosas cuando no se pueden obtener
exactamente y discutir la aproximacion de esa estimacion.

Material: reglas, metros, calculadora.

Planificacion: La duracion de este grupo no debe de sobrepasar las 2 horas. La intencidn
esta clara y bien concretada por lo que pienso que con sélo una actividad tendriamos
suficiente.

Grupo "Volumenes”

Actividad 1 : Calculo de algunos volumenes sencillos.

Ejercicios: A eleccion se podrian elegir también un par de ejercicios para este grupo.
Material: calculadora, cartulinas, reglas, juego de figuras geométricas.

Planificacion: La duracion de este grupo deberia de ser de unas 2 horas. Por esta época
ya debemos de ir con retraso respecto a la programacion inicialmente realizada.

Grupo "Teorema de Pitagoras. Aplicaciones”

Actividad 1 : Construcciones.

Ejercicios: Se podrian elegir 2 o 3 ejercicios para introducirlos en una actividad,
dependiendo de lo que queramos conseguir.

Actividad 2 : Aplicaciones del Teorema de Pitagoras.

Ejercicios: Existe un buen conjunto de actividades con las que se pueden

trabajar el teorema de Pitagoras, e incluso se pueden plantear actividades al aire libre o
con los espacios y objetos de la clase para trabajar este grupo de actividades.

Material: calculadora, papel, tijeras, cartulinas, compas, escuadra, cartabon, ordenador.
Planificacion: A este grupo no le dedicaria mas de 4 horas, un poco de tiempo ya le
dedicamos en el bloque de nimeros.

Grupo "Introduccion a la Trigonometria”

Actividad 1 : Trabajando los angulos.

Ejercicios: Podemos elegir entre la variada clase de actividades, dos o tres que nos
permitan trabajar los angulos e introducir relaciones entre los lados de triangulos
rectangulos.

Actividad 2 : Las razones trigonomeétricas.

Ejercicios: En esta actividad podriamos plantear varios ejercicios que nos

permitan trabajar el SENO, COSENO y TANGENTE.

Material: calculadora, regla, compas, escuadra, cartabon, semicirculo.

Planificacion: La duracion que podriamos programar para este grupo es de unas 4 horas.
Grupo "Movimientos en el Plano”

Actividad 1 : Giros y Simetrias de figuras planas.

Ejercicios: Existen un conjunto de ejercicios que nos permiten introducir de una manera
clara estos dos tipos de movimientos en el plano y que nos daran la base para plantearles
en la siguiente actividad unas actividades mas generales.

Actividad 2 : Practicando movimientos en el plano.

Ejercicios: Ahora tenemos que decidirnos por trabajar la actividad de la cueva del tesoro
o por trabajar el juego de las isometrias. Mi experiencia fue mas favorable hacia la cueva
del tesoro, pues el juego de las isometrias me lHlevéo mucho tiempo prepararlo y después
resultd demasiado dificultoso sobre todo alguno de los movimientos de la baraja.
Material: regla, escuadra, cartabon, espejos, compas, cartulinas.

Planificacion: Aunque al principio les costd a los alumnos comprender los distintos
movimientos, después resulto bastante ameno el trabajo con estas actividades, quizas
fueron las mas amenas para los alumnos de todo el bloque de geometria.

Yo le dedicaria a este grupo unas 4 o S horas si el tiempo lo permitiese.
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Reflexion y critica de la unidad

Esta unidad a mi parecer plantea demasiados conceptos para poder ser vistos una
pequefia parte con cierta claridad. También es verdad que los alumnos con los que me he
encontrado no habian trabajado antes apenas nada de geometria por lo que me resulto
una unidad bastante incomoda; ya que intenté abordar mucho y por tanto apretar poco y
me llevd mucho tiempo de dedicacidon que después lamenté, pues ya me habia comido
bastante mas de la mitad del curso.

Una cosa muy importante en esta unidad es ponerse en concordancia con el profesor/a de
dibujo, pues algunas de las actividades que trabajé (por ejemplo: construcciones
geométricas y simetrias) ya las habian trabajado en esta asignatura por lo que repetimos
lo mismo en las dos asignaturas. Esto se podria haber tenido en cuenta antes de elaborar
el material para esta unidad.

Otra cosa que también puede resultar interesante es la que ya comenté anteriormente de
que realicen distintas actividades los diferentes grupos por parejas o trios y después
hacer una gran puesta en comun de la clase, al tratarse de una unidad que se manipula
mucho con las manos requiere un tiempo adicional que en clase desgraciadamente no
disponemos de él.

FORMUILAS Y GRAFICAS

Justificacion

Esta unidad tematica tiene como finalidad la elaboracion de estrategias personales para el
analisis de situaciones concretas y la identificacion y resolucion de problemas, utilizando
distintos recursos e instrumentos, y valorando la conveniencia de las estrategias utilizadas en
funcion del analisis de los resultados.

Tambien fomenta la exploracion sistematica de alternativas, la flexibilidad para modificar el
punto de vista o la perseverancia en la busqueda de soluciones.

Ubicacion en la programacion

El tiempo que tiene programado esta unidad es de 8 semanas, al repartir el contenido del
curso en 4 partes 1guales y se impartiria a continuacion del bloque de geometria ya que el
aspecto grafico de esta unidad, se puede apoyar en la unidad anterior.

NOTA: Es de sefialar que en 4° curso de E.S.O. tambien existe una unidad didactica de
algebra con una programacion de 6-8 semanas, por lo que si nos quedasen cosas por ver no
importaria tanto.

Condiciones para su desarrollo

A estas alturas del curso ya debemos de haber conseguido un buen funcionamiento de los
grupos, pues esto sera fundamental para que el grupo intente la busqueda de estrategias y no
se limite a encontrar un resultado y pararse; por lo que este sera uno de los aspectos que el
profesor debera de fomentar y valorar en la realizacion de las actividades por parte de los
alumnos.

Contenidos especificos de la unidad
e Ellenguaje grafico.

e Ellenguaje algebraico.

e Traducciones y Porcentajes.

¢ Ecuaciones I.
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¢ Ecuaciones II.

e La funcion exponencial.
e Sucesiones.

e otros problemas.

Objetivos de aprendizaje

1. Utilizar las graficas (continuas) para obtener y comunicar informacién en fenomenos y
situaciones conocidas.

2. Interpretar formulas sencillas que describan fenomenos o relaciones conocidas y obtener
valores a partir de ellas.

3. Resolver problemas de la vida cotidiana por medio de la simbolizacion de las relaciones
que existan en ellos y, en su caso, de la resolucion de ecuaciones de primer grado.

4. Actitud positiva hacia el lenguaje simbolico como una potente herramienta para expresar
diversas situaciones y para resolver problemas.

Plan general de actuacion

El orden de abordar la unidad didactica podria ser el siguiente:

1°) Grupo "L lenguaje grdfico”.

Este grupo aborda la representacion por medio de graficas, de diferentes situaciones y
fendmenos de la vida cotidiana.

2°) Grupo "kl lenguaje algebraico”.

En este otro grupo se pretende el empleo de la simbolizacion y la incorporacion del lenguaje
algebraico a situaciones que se puedan presentar.

39 Grupo "Traducciones y Porceniajes”.

Este grupo intenta que el alumno resuelva problemas que ocurren en la vida cotidiana y llegue
a ser capaz de generalizar estos problemas mediante expresiones algebraicas.

4°) Grupo "licuaciones [

En este grupo se plantean una serie de actividades en las que se vuelve a fomentar la
introduccién del lenguaje algebraico para representar y expresar diversas situaciones,
mediante la generalizacion de algunos casos particulares.

59 Grupo "Lcuaciones 11"

En este grupo se intenta fundamentalmente la obtencion de valores concretos mediante la
interpretacion de expresiones algebraicas que interpretan situaciones que s producen en la
realidad. También pretende el planteamiento y resolucion de problemas en los que aparecen
ecuaciones de primer grado.

6°) Grupo "La funcion exponencial”.

Este grupo trabaja una serie de actividades en las que se utilizan ejemplos en los que
interviene la funcion exponencial.

7°) Grupo "Sucesiones”.

En este grupo se tratan actividades en las que se trabajan las sucesiones, inicialmente a partir
de desarrollos geométricos y posteriormente aritmeticos.

89 Grupo "otros problemas".

Este grupo contiene una serie de actividades propuestas que proponen la resolucion de
problemas mediante el planteamiento y resolucion de ecuaciones de primer grado. Las
actividades de este grupo se pueden introducir en otros grupos para reforzar o complementar
los contenidos dados.

Finalidad de las sesiones. Material.
Grupo "El lenguaje Grafico”
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Actividad 1 : Representar mediante graficas distintas situaciones de la vida real.

Ejercicios: (1) El salto del paracaidista. (2) El viaje al concierto. (3) Los depositos. (4) Las
notas de una clase. A eleccion.

Material: Papel cuadriculado.

Planificacion: La duracion de este grupo no deberia de sobrepasar las 2 horas de clase. Estas
actividades intentan que el alumno pueda reconocer y expresar diversas situaciones mediante
la interpretacion de graficas.

Grupo “El lenguaje Algebraico”

Actividad 1 : Descubriendo los binomios. Simbolizando.

Ejercicios: (5) Trio. (6) Puntos de vista. (7) Diferencia de cuadrados. (8) Cuadrilandia. A
eleccion

Actividad 2 : Generalizando.

Ejercicios: (9) El carpintero y la baranda.

Material: Papel, Cartulinas, Tijeras.

Planificacion: La duracion de este grupo no debe de sobrepasar las 3 horas. La generalizacion
de situaciones particulares y la simbolizacion se emplean en toda esta unidad.

Grupo "Traducciones y Porcentajes”

Actividad 1 : Formalizando cosas relacionadas.

Ejercicios: (11) Rotuladores y Calculadoras. (13) Por tantos...hay tantos. A eleccion
Actividad 2 : Utilizando los Porcentajes. Generalizando.

Ejercicios: (12) La tienda de Luis. (14) LV.A. (15) El vendedor espabilado. (16) Cosmética.
A eleccion

Maternial: Calculadora.

Planificacion: La duracion de este grupo deberia de ser de unas 4 horas; mi experiencia es que
estos grupos de actividades suelen hacerlos rapidamente y les gusta.

Grupo "Feuaciones 1" y "Fcuaciones II"

Actividad 1 : Representando ecuaciones. Ecuaciones equivalentes.

Ejercicios: (19) y (20) Las maquinas.

Actividad 2 : Planteando ecuaciones. Resolviéndolas.

Ejercicios: A eleccidon (17) La comitiva. (18) Bodas y Bautizos. (22) Fiesta en la calle.
Actividad 3 : Profundizando en las ecuaciones.

Ejercicios: (21) La solucion es la ecuacion. (23) El busca-numeros.

Actividad 4 : operando con ecuaciones.

Ejercicios: A eleccion. (24) Jugando con expresiones. (25) Haciendo pruebas. (26) La
carcasa. (27) Matenko. (28) Ecuaciones con calculadora. (29) La maquina del cero. (33)
Alberto y Ana.

Actividad S : Planteando y resolviendo ecuaciones.

Ejercicios: A eleccion (31) El mural. (32) El bar. (34) La piscina de Marta.

Material: Calculadora. ,

Planificacion: A este grupo le podriamos dedicar unas 6 horas, podemos en muchas
actividades profundizar un poco en ellas y sacar consecuencias y conclusiones que se plantean
mas claramente en otras actividades de estos grupos.horas y lo veria detras de las potencias
pues las vuelve a trabajar.

Grupo "La funcion Exponencial”

Actividad 1 : Estudiando y planteando funciones exponenciales.

Ejercicios: A eleccion (35) El arbol genealdgico. (36) Una y solo una pesa menos. (37) Las
bacterias. (38) Presion Atmosférica. (39) La compafiia.

Material: Calculadora, Papel cuadriculado.
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Planificacion: La duracion que podriamos programar para este grupo seria de unas 3 horas; si
queremos que entiendan un poco y sepan construir e interpretar las graficas que resultan en
los distintos casos.

Grupo "Sucesiones"

Actividad 1 : Sucesiones geométricas.

Ejercicios: (40), (41), (42), (43), (44), (45) y (47). A eleccion.

Actividad 2 : Sucesiones numéricas.

Ejercicios: (46), (48), (49), (50) y (51). A eleccion.

Material; Calculadora, Regla, Escuadra, Cartabon,

Planificacion; En este grupo, podriamos hacer una actividad de cada con 1 o 2 ejercicios en
cada una de ellas con lo que podriamos dedicarle unas 4 horas.

Reflexion v critica de la unidad.

Esta unidad didactica tengo que decir que es la que mas me pedian los alumnos desde el
principio del curso. Ellos querian hacer y resolver ecuaciones, lo otro decian que no servia
para nada o que no eran matematicas. Ahora que ya ha pasado el curso tengo que decir que
es la unidad en la que mejor ha ido el funcionamiento de los cursos, muchas veces me
sorprendia la rapidez con la que hallaban la solucion varios grupos en cada clase.

En los dos examenes por grupos que realicé, les plante¢ actividades de la unidad y fueron
excelentes los resultados que obtuvieron, trabajaban ya casi como grupos bien organizados,
ya se empezaban a recoger los frutos del resto del curso.

Esta unidad la vimos mucho mas rapida de lo que inicialmente habia previsto, tanto es asi que
no creia que podriamos ver la unidad de probabilidad y al final me quedo casi un mes para
verla aunque fuese un poco por encima. De todos modos vuelvo a insistir en llevar un severo
control con el tiempo para ver cada unidad y no dejarse ninguna unidad sin ver.

’

PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

Justificacion

Esta unidad tematica me parece que esta bien enfocada su temporalizacion al final del curso
pues se trata de actividades bastantes amenas y divertidas con la que podemos trabajar muy
distintos tipos de materiales y plantear a los alumnos problemas que cotidianamente estan
ocurriendo a nuestro alrededor. Como estamos ya al final del curso el conseguir que los
alumnos, ya cansados de llevar gran parte del curso a cuestas, estén animados a trabajar y no
entren en una pasividad contagiosa es un objetivo a conseguir y por lo tanto pienso que esta
unidad nos lo permite.

Ubicacion en la programacion

El tiempo que inicialmente tiene programado esta unidad es de 8 semanas, al repartir el
contenido del curso en 4 partes iguales. Nosotros tenemos claro que el tiempo que le
dediquemos es el que nos quede para finalizar el curso, y que normalmente sera bastante
menos.

Contenidos especificos de la unidad

Al no tener aun los materiales de trabajo para esta unidad y al haber utilizado unos que
provisionalmente se prepararon, mas que separar los contenidos de la unidad por grupos
concretos, voy a comentar una serie de contenidos que seran los que trabajemos Pero sin
diferenciar en actividades.

e Sucesos Aleatorios.
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Juegos y Simulaciones.
Nameros Combinatorios.

e Tratamiento del azar.
Recogida y analisis de datos.

Objetivos de aprendizaje

1. Hacer predicciones sobre la posibilidad de ocurrencia de un suceso a partir de informacion
obtenida de forma empirica o como resultado del recuento de posibilidades.

2. Interpretar y obtener graficas estadisticas sencillas, correspondientes a distribuciones
discretas de datos con pocos valores diferentes.

3. Aprender a valorar los datos presentados en forma de probabilidad y analizarlos cuando
aparecen en los medios de comunicacion.

4. Cuantificar aquellos aspectos de la realidad que nos permitan identificarla mejor.

Plan general de actuacion

El orden de abordar la unidad didactica podria ser el siguiente:

1°) Grupo "Juegos y Simulaciones'.

En este grupo se tienen un buen nimero de actividades que nos permiten analizar las
probabilidades de determinados sucesos a la vez que experimentar los propios alumnos con
diversos materiales para llegar a descubrir que la probabilidad es lo esperable en el analisis de
un suceso. También permite al alumno desarrollar una intuicion sobre lo incierto, permitiendo
razonar sobre el posible resultado de los fenomenos o experiencias en las que interviene el
azar.

2% Grupo "Probabilidad y Estadistica’.

En este otro grupo también se trabajan las probabilidades pero ademas empiezan a adentrarse
dentro de la estadistica mediante la recogida de datos sencillos sobre los propios compafieros
de la clase, o situaciones familiares a su entorno. También se puede empezar a analizar
resultados presentados en términos de probabilidad o mediante graficas estadisticas.

3°) Grupo "Contar".

Este grupo permite trabajar el estudio de las distintas posibilidades que pueden presentarse en
un determinado suceso aleatorio, asi como el trabajar con los nimeros combinatorios.

Finalidad de las sesiones. Material.

En cualquiera de los grupos de esta unidad existen multitud de actividades para trabajar los
conceptos de esta unidad. Es conveniente que los alumnos experimenten distintas situaciones
y vean como realmente al aumentar

el nimero de veces que experimentamos un suceso, la probabilidad de éste se acerca
cada vez mas a la tedrica. También resulta interesante que sean capaces de recoger y
analizar los datos que ellos pueden tomar de diversas situaciones reales que existen a su
alrededor.

El material que se puede utilizar para esta unidad es muy diverso: barajas, dados, ruletas,
monedas, fichas de colores figuras geométricas, etc.

Reflexion y Critica de la unidad.

Esta unidad llegue a trabajarla poco debido como siempre a la falta de tiempo, y solo se
realizaron unas 5 actividades de toda la unidad; de todas formas resultd una unidad
bastante amena y divertida y que a los alumnos les gustaba y obtenian resultados
bastantes satisfactorios.
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A veces la clase se convertia en un verdadero infierno de sonidos de monedas y dados,
pero esto no nos debe mmportar puesto que una cosa que si me quedd clara es que
razonan mejor y lo comprenden mas si son ellos mismos los que experimentan y se
comportan como elementos indispensables para la realizacion de la actividad.

MEMORIA DE CUARTO DE E.S.O.

Instituto “Santiago Grisolia”
Callosa de Segura (Alicante)

EDUARDO GARRI CARRILLO

INTRODUCCION

La asignatura de Matematicas en el 4° curso de E.S.O. se imparte durante 3 horas
semanales y abarca 4 unidades didacticas que son: Formulas y Gréficas, Probabilidad-
Estadistica-Combinatoria, Geometria y Resolucion de Problemas.

La programacion del curso, inicialmente, repartia el tiempo de la siguiente forma:

Probabilidad-Estadistica-Combinatoria ............ 3 meses.

Formulas y Graficas ... 3 meses.

GEeOmEtTia ... 2 meses.

Resolucion de Problemas ... 1 mes.

Sin embargo, por los motivos que expondré mas adelante quedo de esta otra:
Probabilidad-Estadistica-Combinatoria ........... 5 meses.

Formulas y Graficas.................ooo 2 meses y medio.

Geometria y Resolucion de Problemas ............ 1 mes y medio.

He de sefialar que es la primera vez que he impartido Reforma y que he tenido 4 cursos
de 4° de E.S.O.,donde, ademas, las opciones A y B estaban mezcladas en los cuatro
cursos, lo que, en la practica, ha hecho que no se diferenciaran en nada las dos opciones.
Ademas, las previsiones que hay para el proximo curso 93-94 son las mismas, debido a la
dificultad que hay de confeccionar los horarios con tantas asignaturas optativas y a que el
instituto se ha quedado pequefio, por lo tanto tendremos este problema durante varios
cursos hasta que se amplie el instituto.

CONTENIDOS

1. PROBABILIDAD-ESTADISTICA-COMBINATORIA.

Empecé por esta unidad porque como en tercero se quedo para el final, casi no se habia
dado. De hecho, algunos alumnos habian dado algo y otros nada, dependiendo del
tercero del que provenian. Es por ello por lo que empecé con actividades de 1°,2°,3°y 4°
de E.S.O., para ir introduciéndolos poco a poco en la Probabilidad.

Las actividades seleccionadas para dar a los alumnos fueron:

CAER AL AGUA (pag. 9, 1°E.S.O.).

PAR O IMPAR I (pag. 12, 1° E.S.0O.)
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PAR O IMPAR II (pag. 13,1° E.S.C.)

TABLA DE NUMEROS ALEATORIOS (pag. 11, 1° E.S.O., pag.. 8, 3° E.S.0.)
LA MONEDA (pag. 22,3° E.S.0O.)

LOTERIA PRIMITIVA (pag. 22, 3° E.S.0))

LOTERIA (pag. 22,3° E.S.0.)

EL JUEGO JUSTO (pag. 26, 1° E.S.0.)

BARAJA I (pag. 35, 1°E.S.0.)

BARAJA 11 (pag. 36, 1° E.S.0.)

MESES DEL ANO (pag. 27, 1° E.S.0.)

CON LA RULETA (pag. 21, 2° E.S.0.)

LABERINTO PARA CONDENA (pag. 27,3° E.S.0.)

LA PENA DE MUERTE EN CEFALONIA (pag. 35, 4° E.S.0.)
ALARGANDO PARTIDAS (pag. 31, 4° E.S.0.)

LA CAZA DE PATOS (pag 22, 4° E.S.0.)

LAS TRES FICHAS (pag. 22, 4°E.S.0.)

ENCUESTA I (pag. 59, 4°E.S.0.)

Para examenes individuales y en grupo seleccioné las actividades:
CANALES TV (pag 43,3°E.S.0)

LA CUEVA (pag.51,2° E.S.0))

URNA II (pag. 26, 3° E.S.0.)

CLARA O SUSANA (pag 26, 3°E.S.0.)

CARMEN E ISABEL (pag 29, 3°E.S.0.)

BALONCESTO (pag 29, 3°E.S.0.)

CON UNA URNA (pag 36, 4°E.S.0.)

que, en general, me dieron buen resultado.

El problema surgio con la actividad ENCUESTA 1. La acogieron con entusiasmo y
seleccionaron los siguientes temas (uno por curso). EL SI1.D.A., LA SEXUALIDAD,
RELACIONES SERIAS ENTRE PAREJAS y LA REFORMA.

El formular las preguntas, recoger los datos, hacer el recuento e ir al aula de informatica
a meter los datos les gusté mucho, sobre todo el ver los distintos tipos de graficos que
habian en el programa y el ver el grafico que les salia conforme iban metiendo los datos,
pero para mi fue un calvario, porque todos te llamaban al mismo tiempo y no podias
estar en todas partes. Por si faltaba algo, el programa que creiamos que nos pasaba los
numeros de votos a %, no lo hacia y tuvimos que sacar los graficos con nimeros de
votos, en vez de tantos por ciento.

Para el proximo curso recomiendo hacer solamente una encuesta; usar otro programa
para hacer las graficas y meter uno mismo los datos y sacarlos por impresora (si no,
luego, te toca repasarlos uno a uno). También recomiendo subirlos al aula de informatica
para que vean distintos tipos de graficos. Esto nos llevd mucho tiempo y trabajo, por lo
que estuvimos cinco meses, en vez de los tres previstos con esta unidad y no nos dio
tiempo a ver la estadistica a fondo.

Al final les pedi un comentario con % sobre los resultados obtenidos en la encuesta,
tuvieron dos meses para hacerlo y los resultados fueron muy interesantes (y practicaron
la redaccion).

2. FORMULAS Y GRAFICAS.
Las actividades seleccionadas fueron:
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CASILLAS Y NUMEROS
GRAFICAS 1

GRAFICAS 11
ADIVINANDO CARTAS
EL APARCAMIENTO
UN SALTO INFINITO I
CAMBIO DE PRECIOS
EL SUPERCANGURO PEREZOSO
TRAMA CUADRADA
DOS POR UNO

EL CIRCULO

LOS LOGARITMOS
BUSCANDO

Y como examenes individuales y en grupo:
DOS ANOS DE AUMENTO

EL JARDIN

CAMBIO DE PRECIOS

DOS POR UNO

3. GEOMETRIA Y RESOLUCION DE PROBLEMAS.
Las actividades seleccionadas fueron:

MEDIDA DE ANGULOS

SUMAR Y RESTAR

RADIANES

CALCULADORA

EL ENGANO DE LOS ESPARRAGOS

LA RAIZ CUADRADA DE LA FELICIDAD

BORGES Y EL LADRON SONADO

EL OCTOGONO REGULAR DESDE EL CUADRADO
LA DISTANCIA MAS CORTA ENTRE DOS PUNTOS ES...
Y como examenes:

LA CURVA

LATITUDES

LA TIERRA Y LA PELOTA

Debido a que el curso se estaba acabando tuve que darlo todo como una sola unidad.

OBJETIVOS A CONSEGUIR

Los objetivos a conseguir eran:

e Utilizacion de métodos empiricos y de recuento para asignar probabilidades.

e Calculo de probabilidades teoricas usando la regla de Laplace.
¢ Calculo de probabilidades en experiencias compuestas sencillas.

e Actitud positiva hacia las informaciones dadas en términos de probabilidad.
e Procedimientos de obtencién y manejo de datos estadisticos referidos a variables

continuas o discretas.
e Actitud positiva y critica ante las informaciones estadisticas.

e Que supiesen el trabajo que conlleva realizar e interpretar los resultados de una

encuesta.
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¢ Que supiesen manejar la calculadora.

o Utilizacion correcta de las relaciones de proporcionalidad.

e Que usasen el lenguaje algebraico.

¢ Que interpretasen alguna representacion grafica.

o Tratamiento algebraico de relaciones funcionales simples.

¢ Que supiesen qué es un angulo, cémo se mide y en qué unidades, y supiesen pasar de
unas unidades a otras con calculadora o sin ella.

¢ Que diferenciasen entre longitud de la circunferencia y area del circulo.

e Que supiesen explicar como resuelven un problema y se diesen cuenta que no siempre
tiene solucion Unica, sino que, a veces, tiene varias soluciones o ninguna.

e Precision en el manejo de la medida.

PROCESO EVALUADOR

El método evaluador que he llevado en las 3 unidades en que he dividido el curso,
constaba de partes de las que cuantificaba una nota y después hallaba su media.
Los 4 aspectos en los que me basaba a la hora de evaluar eran los siguientes:
1. Habito de trabajo en clase y comportamiento.
Estos aspectos los cualificaba poniendo positivos cuando el grupo conseguia
realizar la actividad bien en clase o en casa, o incluso cuando veia que un
determinado grupo se habia esforzado mucho aunque no lo hubiera conseguido y
poniendo negativos para penalizar el comportamiento y la desidia por el trabajo en
grupo.
El resultado de los positivos menos los negativos me cuantificaba la nota poniendo
un 10 al alumno con mejor resultado y a los demas directamente proporcional a su
resultado.
2. Cuaderno de clase.
El cuaderno de clase es uno de los elementos fundamentales en el desarrollo de la
asignatura, pues en €l debe de quedar constancia de lo trabajado en la asignatura y
de como lo hemos trabajado. Un buen trabajo en el cuaderno de clase permite al
alumno tener un apoyo en la asignatura al no disponer de un libro de texto
especifico.
Corregir el cuaderno de clase de todos los alumnos, de todos los cursos a los que
se imparte la asignatura es muy pesado, por lo que solo los he corregido una vez al
final de cada evaluacion. Al principio del curso cuando llevabamos realizadas tres
actividades, también los recogi para corregir los defectos en la forma de realizar el
cuaderno, esto es bueno y por lo tanto necesario, aunque creo que seria suficiente
con corregir un cuaderno de cada grupo en profundidad y después que el resto del
grupo se evalle y corrija su cuaderno.
La nota del cuaderno la sacaba al analizar en éstos los siguientes aspectos:
- Limpieza y presentacion del cuaderno.
Observaba si respetaban los margenes en el bloc, si comenzaban cada actividad
en una hoja nueva, si la actividad estaba bien estructurada en cada una de sus
partes y si estaba limpio y ordenado.
- Desarrollo y explicacion de las actividades.
Valoraba si habian llegado a un buen analisis de la actividad o simplemente se
habian dedicado a copiar de la pizarra la puesta en comun, si tenian figuras o
notas explicativas durante el desarrollo de la actividad y si habian encontrado
alguna manera original de resolver la actividad.
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- Comentarios y reflexiones del alumno sobre la actividad.
Valoraba si el alumno habia reflexionado sobre la actividad, si habia encontrado
otras formas de resolver la actividad, si planteaba dudas sobre el desarrollo de la
actividad o si ampliaba la actividad o la aplicaba a un caso real.
Con esta nota intento evaluar el grado de aprovechamiento y analisis del alumno
sobre las actividades de la unidad didactica, algo que seria conveniente hacerlo con
mas frecuencia pero que, en mi opinidn, es muy dificil por el tiempo que necesita.
3. Examenes de grupo.
Esta claro que a los alumnos se les motiva mas a trabajar si al final tienen un premio o
nota que los recompensen y que no sea un simple positivo. Por lo que para favorecer el
funcionamiento del grupo y hacerles repasar cada cierto tiempo un grupo de bloques, les
realizaba unos examenes que tenian que resolverlos con los mismos grupos que
trabajaban en clase.
La media de las notas de estos examenes en grupo era la nota con la que evaluaba este
apartado, la cual era la misma para todos los componentes del grupo.
La finalidad de esta nota es motivar el trabajo y funcionamiento del grupo y premiar la
solidaridad en el grupo.

4. Examen individual.

Para evaluar y distinguir las capacidades individuales individuales de los alumnos fuera y
dentro del grupo, les realizo una prueba por unidad didactica de la que obtengo la ultima
nota para evaluar.

LOGROS DE L.OS ALUMNOS

En general, se han conseguido muchos de los objetivos propuestos, pero

fundamentalmente, creo que han aprendido:

e Que antes de apostar deben saber si es justo el juego o si los estan engafiando y que, a
veces, no todo es suerte.

e Que no todo es proporcional, y, por lo tanto, no siempre se puede usar la regla de
tres.

o Que la realizacion de una encuesta y la i'nterpretacion de los resultados conlleva
mucho trabajo.

e Que no sirve de nada llevar una buena calculadora si no saben para qué sirve cada
tecla.

e A tratar de explicar, escribiéndolo correctarente, como han resuelto un problema.

e Que en una representacion grafica no siempre los puntos se unen el linea recta, y a
veces, no se unen.

o A dialogar y discutir entre ellos las posibles soluciones de los problemas.

VALORACION DE LOS MATERIALES

Me han parecido muchos y muy buenos, siendo imposible darlos todos en un curso. Lo
dificil ha sido seleccionar cual das y cual no ya que, como no los has experimentado
nunca y no hay ningtin comentario de cada actividad ni de lo que se pretende (objetivos,
soluciones,etc., no sabes por donde te van a salir los alumnos, ni si hay otra actividad que
sea mas adecuada para conseguir el mismo objetivo.

Por lo tanto ha faltado tiempo para dar todo el material que consideraba necesario.
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Creo que el curso de 4° de E.S.O. mejorara con la experiencia ya que, al curso que viene
se podran corregir los errores de éste.

VALORACION DE LA EXPERIMENTACION

Creo que, en general, ha sido positiva, aunque hay diversos problemas a solucionar. Por
ejemplo:

Cuesta mucho hacerles comprender a los alumnos que lo importante no es, sélamente,
que la libreta esté bonita, con colores, limpia, con margenes, etc.. sino que lo importante
es el contenido.

Los alumnos al pasar las actividades a limpio quitan todo lo que creen que esta mal, y al
final, solo dejan la solucién o la puesta en comun, y casi siempre explicado con el menor
numero de palabras posibles.

Para evitar esto, en algunas actividades les he dicho que me las iba a llevar a casa vy,
cuando las han tenido hechas les he dicho que las pegaran en la libreta tal como estaban
0 que las copiaran en la libreta. También les he devuelto los examenes para que los
pegaran o copiaran en la libreta y de esta forma han mejorado un poco las primeras
conclusiones, aunque cuando saben que las tienen mal, son reacios a ponerlas.

Por tanto he de revisar la forma de calificar las libretas.

Otro problema ha sido el que, constantemente, los profesores de Fisica se escudan en la
cantidad de alumnos que suspenden su asignatura porque no saben Matematicas y, sin
embargo, ellos no cambian sus contenidos ni su metodologia.

También los alumnos comparan constantemente con las matemaéticas del instituto de
BUP de al lado y eso les tira la moral al suelo, porque los del otro instituto se rien del
tipo de actividades que estan dando.

COMENTARIO PERSONAL

Como nunca habia dado E.S.O., al principio tenia un poco de miedo porque no sabia
como iba a resultar. Sin embargo, conforme ha ido avanzando el curso me he encontrado
mejor, he aprendido otra forma de dar las matematicas, he disfrutado mucho y, sobre
todo, he entendido mejor lo que piensa un alumno a esa edad.

Me han pasado muchas anécdotas y me han sorprendido muchas veces las respuestas de
los alumnos a algunas actividades. Sobre todo la que mas me sorprendio fue una
actividad [lamada "el engafio de los esparragos”. Le borré parte del titulo para que
quedara solamente “los esparragos” y asi no darles pistas de la solucion. Hubo una gran
polémica en los 4 cursos sobre si hubo engafio o no, y al final, la mayoria decidié que si
que hubo engafio y que el engafio estaba en el “nudo”. ;Qué te parece?. Léelo en las
libretas (aunque no esta en todas).

Después de esa respuesta no sabes si reirte o llorar, pero j a que fue ingeniosa !.
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94. PROGRAMACION DE TERCER CURSO

MEMORIA DEL CURSO DE FORMACION DEL PROFESORADO. 3° E.S.O.
[FP. FAITANAR de Quart de Poblet

Maria Nieves Corretjé¢ Aznar

*DATOS PERSONALES Y PROFESIONALES:

Maria Nieves Corretjé Aznar, licenciada en Ciencias Matematicas, en situacion provisional
con destino en el LF.P. FAITANAR de Quart de Poblet. Imparte matematicas en 3* curso de
E.S.O. por segundo afio consecutivo, primero en este instituto.

*DATOS DEL DEPARTAMENTO:

Forman parte del mismo cuatro miembros todos ellos implicados en Secundaria
Obligatoria o Bachilleratos. Respecto a la relacion de acuerdos que influyan en la
planificacién docente adjuntamos documento que recoge los criterios de evaluacion. Los
distintos aspectos de la programacion didactica apareceran recogidos a lo largo de toda la
memoria, dado que ésta se basa en gran parte en aquella.

*PROGRAMACION Y DESARROLLO DE TERCERO DE E.S.O.

Los contenidos, tanto de caracter conceptual, como procedimental y actitudinal, de
las matematicas de tercer y cuarto curso de Secundaria Obligatoria son los que se han
disefiado para el Proyecto Curricular de Centro y que parten de los bloques de contenidos del
DCB de la Comunidad Valenciana: NUMEROS ALGEBRA, GEOMETRIA, ANALISIS
ESTADISTICA Y PROBABILIDAD. Estos bloques de contenidos se contextualizan en la
RESOLUCION DE PROBLEMAS como medio apropiado en el que desarrollar la
ensefianza de las matematicas y como fin, es decir, en el que aprender el complejo proceso de
la resolucion de problemas.

Dado que la metodologia propuesta contiene un enfoque de la ensefianza claramente
en espiral, los bloques de contenidos que se impartiran en los curso tercero y cuarto seran
tratados segun este enfoque, lo que supone que un bloque de contenidos, cualquiera que sea
éste, inicia su tratamiento en el tercer curso y no se da por finalizado hasta que se vuelve a
tratar en el cuarto curso. El ascenso en la verticalidad no debe suponer un salto cognitivo
demasiado fuerte que impida al estudiante del dltimo curso su comprension, por lo que debera
estar fuertemente anclado en los conocimientos previos adquiridos en el curso tercero.

Por otra parte, la componente horizontal de la espiral obliga a que el tratamiento de
los contenidos esté contextualizado en la realidad mas inmediata al estudiante. Los contextos
dénde los conceptos matematicos tienen diferentes significados y diferentes usos para los
alumnos, deberan servir para que con posterioridad pueda desarrollarse la componente
vertical.
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1.- NUMEROS.

El tratamiento de los niimeros debera contar con el uso de la calculadora. El paso de la
calculadora no cientifica a la calculadora cientifica es un motivo mas para estudiar ciertas
relaciones entre numeros y la propia estructura de la Aritmética. Se trataran en este segundo
ciclo de la ensefianza secundaria los siguientes contenidos:
a) Representacion de las diferentes clases de nimeros:
- Significados, usos y funciones.
- El caracter posicional de las cifras.
- Relaciones entre sistemas numéricos.
- Desbordamientos en las calculadoras: la notacion cientifica.
b) Algoritmos alternativos.
- Operaciones que se desbordan en la calculadora.
- Operaciones con numeros que no caben en la calculadora. Operar con
bloques.
- Obtencion de decimales que exceden a la capacidad de la calculadora.
¢) El calculo mental y la calculadora.
d) Jerarquia de operaciones: calculadoras jerarquicas y no jerarquicas. Uso del
paréntesis.
e) Diferentes usos y significados de las fracciones:
- La relacion parte-todo.
- La fraccion como razon.
- La fraccion como cociente.
- La fraccion como operador.

2.- ALGEBRA Y ANALISIS.

Los bloques Algebra y Analisis se ha decidido considerarlos juntos al tomar la opcion
de estudiarlos como procesos de traduccion entre los diferentes modos de representacion en
matematicas. Considerando que el tratamiento de la relacion de dependencia entre dos
variables puede ser visto desde cuatro modos de representacion: numérico, tablas, algebraico
y grafico, vemos la posibilidad de integrar en este bloque las diferentes relactones entre los
cuatro modos de representacion, lo que nos permite establecer la siguiente tabla que da
cuenta de las diferentes traducciones que se pueden realizar asi como de los nombres que les
damos. Dentro de cada modo de representacion, no hablaremos de traducciones sino de
transformaciones en un modo de representacion.
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A MODO MODO MODO MODO
DE GRAFICO ALGEBRAICO | TABLAS VERBAL
MODO Modelizar Lectura puntual | Interpretacion
GRAFICO
MODO Representacion Valor numérico | Interpretacion
ALGEBRAICO
MODO Representacion | Algebraizar Interpretacion
TABLAS puntual
MODO Esquematizar Algebraizar Valores
VERBAL numéricos

3.- AZAR Y PROBABILIDAD.~

El azar, sera objeto de estudio en las matematicas de Tercer Curso. Introduciremos
con ello:

1.- Situaciones aleatorias.

2 .- La simulacion de situaciones aleatorias. Grado de incertidumbre.

3.- La probabilidad como medida del grado de incertidumbre. Asignacion subjetiva de
la probabilidad de un suceso aleatorio.

4.- Sucesos simples y compuestos.

5.- Sucesos dependiente e independientes.

6.- Asignacion de probabilidades: La ley de Laplace.

7.- Leyes de la probabilidad.

8.- Contar: un método necesario para el calculo de probabilidades. De lo informal al
recuento sistematico.

Conviene puntualizar que el estudio de la probabilidad no debera hacerse desde la
Optica del formalismo. En este sentido, las leyes de la probabilidad, por ejemplo, deberan
establecerse empiricamente, como una conclusion logica después de diferentes simulaciones
de caracter aleatorio.

4.- GEOMETRIA.

La geometria se tratara desde el punto de vista de la exploracion del entorno mas
proximo al alumno. Esto supone una exploracion fenomenologica del espacio que rodea al
estudiante. Por tanto, la propuesta de esta programacion didactica pasa por diferenciar entre
dicha exploracion fenomenoldgica a realizar en el Tercer Curso y la exploracion de las
propiedades que nos permiten organizar el entorno fisico desde la Geometria.

1.- Reconocimiento de formas en una, dos y tres dimensiones.

2.- Reconocimiento de las isometrias y las transformaciones en el plano y en el
espacio.

3.- La medida en el contexto geométrico: El proceso, la unidad de medida y el
resultado de medir.

Los materiales didacticos se vuelven imprescindibles para el estudio de la geometria.
De este modo, no se pretende un desarrollo deductivo de la geometria, sino mas bien al
contrario. El método inductivo que pasa por la exploracion, descripcidén y andlisis de
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propiedades, nos parece la base inicial para una posterior iniciacion al método deductivo que
se desarrollara en cursos posteriores.

Para finalizar, debemos recordar que es una opinion generalizada que el aprendizaje
de las matematicas adquiere significado en tanto en cuanto se desarrollen en un contexto de
resolucion de problemas. Este sera el contexto habitual en el que se presenten los contenidos
antes mencionados.

Por otra parte, la resolucion de problemas entendida como un proceso también es un
contendido a impartir en nuestras clases. No se trata de un contenido de caracter conceptual
sino mas bien procedimental y que serd desarrollado a lo largo de los dos cursos.

*SECUENCIACION.

Octubre: CALCULADORA. Planteamiento general y conocer la calculadora.

Noviembre: Jerarquia de las operaciones y operaciones con desbordamientos.

Diciembre: NUMEROS. Aproximacion experimental a conocimientos anteriores: Cartas, El
tesoro, Colorear, Cuadritos, Sombrear ...

Enero: Los 40 principales, Temperaturas, Ordenacion, Observando la Naturaleza, Huecos.
Sintesis teorica de los distintos conjuntos numericos.

Febrero: Diversas hojas de célculo para refrescar la operatoria en general.

Marzo. ALGEBRA. Trio, Puntos de vista, Diferencia de cuadrados, Rotuladores y
calculadoras.

Abril: La comitiva, . V.A., Por tantos..., Bodas y bautizos, El busca-nimeros.

Mayo: JUEGOS. La carrera de caballos, Caer al agua, Las tres monedas, El feriante. AZAR
Y PROBABILIDAD. Loterias, I.a moneda, Dados, Barajas.

Junio: Uma I y urna II, Clara y Susana, Meses del afio, Laberinto para condena.

La Geometria no ha habido tiempo de trabajarla.

*ESTRATEGIA DOCENTE.

La palabra metodologia lleva entre los profesionales de la ensefianza a diferentes
interpretaciones. Para unos, metodologia significa, fundamentalmente, método de trabajo
delante de los alumno/as sin tener en cuenta a éste, para otros, significa observar como
aprenden los alumnos/as y actuar en consecuencia. Ello no significa que se pueda polarizar las
concepciones entre estas dos sino que éstas son las mas corrientes entre los ensefiantes. En
consecuencia, puede que existan otras maneras de entender la metodologia que ocupen
posicionamientos entre estas dos.

Nosotros entenderemos por metodologia didactica como el método de llevar a cabo
la ensefianza de los conceptos matematicos y sus relaciones en funcion de como aprenden las
matematicas los alumnos. Esto significa planear la instruccion de modo que se garantice un
verdadero aprendizaje.

Durante la ultima década, los diferentes cambios curriculares habidos en todo el
mundo han centrado el aprendizaje de las matematicas en la resolucion de problemas. Este
sera pues, un modo de organizar la instruccion. Se plantearan a los alumnos/as situaciones
didacticas en las que tengan que aportar conocimientos previos adquiridos en etapas
anteriores pero insuficientes para su resolucion de tal modo que, en su intento por resolverlas,
tenga que producirse nuevos aprendizajes en conexion con los ya existentes. De este modo
los conceptos nuevos se relacionaran con los ya existentes de manera que el aprendizaje sea
significativo para el estudiante.
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El nivel de ensefianza al que corresponde esta memoria de programacion didactica
(alumnos de 14 a 16 afios) hace que el uso de los materiales didacticos sea mas limitado. De
algun modo sus modos de hacer matematicas estan mas ligados al razonamiento que a la
manipulacion de materiales y, por tanto, las situaciones didacticas previstas deben contemplar
estos modos de hacer. Ello no quiere decir que las matematicas que se les presenten lo sean
de un modo formal, al contrario, se potenciaré el razonamiento inductivo frente al deductivo,
aunque, en la medida de lo posible, no se olvide éste.

Sera de uso corriente la calculadora. Uso racional de la misma se entiende y como
instrumento didactico para la ayuda en el aprendizaje. Los calculos largos y tediosos no seran
objeto de atencion para nuestros alumnos/as.

Por otra parte, y tal como recomienda el Informe Cockroft y otras organizaciones
internacionales dedicadas al desarrollo curricular, en nuestras clases se tendran en cuenta las
siguientes pautas metodoldgicas:

# Trabajos individuales y en grupos.

# Exposiciones por parte de los alumnos/as.

# Discusiones entre los alumnos/as y entre los alumnos/as y el profesor.

# Puestas en comun entre toda la clase.

# Exposiciones por parte del profesor.

A continuacion se detallan algunas de las actividades trabajadas en el aula durante este
curso 93/94. Comentaremos respecto a ellas los aspectos que didacticamente nos han
parecido de mas interés.

Esquema general de trabajo:

1.- Se reparten las fotocopias y demas materiales a utilizar.

2.- El alumnado esta agrupado en equipos de tres o cuatro personas.

3.- En la pizarra se anotan los titulos y fechas del dia para encabezar el cuaderno.

4 - Establecemos la distribucion del tiempo para:

a) La lectura individual y comentario en grupo con las aclaraciones pertinentes por
parte de la profesora.
b) Realizacion de la actividad y anotacion de los resultados del grupo.
c) Puesta en comun en gran grupo.
d) Elaboracion de conclusiones individuales. A veces esta parte se deja para casa
pero es corriente que la traigan sin hacer.

Por bloques:

CALCULADORAS: Por ser el primer bloque, la distribucion del tiempo era mas desigual.
Costd tiempo y esfuerzo regularizar el trabajo en grupo y la dindmica del cuaderno.
Empezaron escribiendo "Lo que hemos aprendido.”

En clase reflexionabamos sobre:

- Diferencias entre calculadoras.

- Estrategias diferentes.

- Para qué usos conviene...etc.

NUMEROS: Tenia la desventaja de ser un tema muy familiar para ellas y ellos pero
bastante deficitario en su manejo. Como objetivo nos planteamos fundamentar mejor el
célculo.

- Alterndbamos actividades con hojas de calculo.

- Programamos muchas pruebas individuales.

- Muchas clases se dedicaron a correccion de las mismas.

- Se dieron mas clases tedricas que en los demas temas:

Naturales, Enteros y Racionales.
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ALGEBRA: Materiales muy creativos y bien pensados. Se agilizo mucho la dinamica
dentro de clase.

- Las puestas en comin eran mas largas y entusiastas.

- De cada actividad salian muchas implicaciones.

- Cada una de las actividades ha llevado un seguimiento muy exhaustivo.

- Se desarroll6 en una época del curso en el que el alumnado estaba mas centrado.

PROBABILIDAD: introduce la novedad de los juegos y el azar. Es un tema muy
desconocido y lleno de tépicos de la cultura popular.

- Se sigue el esquema base con bastante agilidad.

- Centramos el interés en la elaboracion de conclusiones: vocabulario especifico,

expresion, formalizacion, matematizacion. ..

* RELACION DE ACTIVIDADES COMENTADAS:

CALCULADORAS

1. Estimacion 1
2. Lanave Voyager.
NUMEROS
3. Los 40 principales- Temperaturas.
4. El tesoro.- Colorear.
S. Fracciones.
6. Puntos de vista.
ALGEBRA
7. Por tantos...hay tantos.
8. Maquinas 1y 2.
9. El busca-nimeros.
AZAR'Y PROB.
10. Caer al agua.
11. Tres monedas.
12. Mas dados.

Geometria, Estadistica y estudio de graficas han quedado fuera del alcance del tiempo
disponible. Seguramente se podria haber reducido el tiempo en algin bloque, pero evaluamos
como necesario el desarrollo llevado a cabo para alcanzar la madurez requerida en cada
tema. Finalmente, para acabar el apartado de estrategia docente, sefialar que la falta de soltura
de la profesora en el manejo de materiales, como por ejemplo los de geometria, ha influido en
el tipo de actividades seleccionadas. También afladir que los materiales de NUMEROS de 3°
resultan arduos de introducir a esta edad.

* LA EVALUACION.

La evaluacion es un proceso que debe formar parte de otro proceso, el de aprendizaje
de los alumnos/as. En este sentido, una evaluacion que castigue o premie con un dato
numérico o un dato cualitativo no puede ser tenida en cuenta. Por otra parte, una evaluacion
debe tener caracter formativo en tanto que va describiendo si el proceso de aprendizaje que se
esta siguiendo es o no el apropiado. Eso implica tanto al alumno/a como al profesor, tanto a
los contenidos ensefiados como a la institucion en la que se ensefia, tanto al sistema educativo
como a los objetivos que persigue. En consecuencia, en una evaluacion, todas las variables
que forman parte del sistema educativo deben ser evaluadas.

Pero, siendo realistas, el proceso real de evaluacion que se lleva a término en los
centros educativos sdlo contempla la evaluacion de los estudiantes a través de pruebas escrita,
trabajos de clase etc. No se tienen en cuenta las diferencias individuales entre los alumnos/as,
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el nivel de conocimientos previos, su evolucion personal y cognitiva, etc. De ninglin modo se
evalua el profesor, ni los contenidos, ni los objetivos ni el centro y su proyecto curricular,
aspectos éstos que deberian tenerse presentes cada vez que se produzca la evaluacion.

Dentro del proceso evaluatorio tendremos en cuenta los siguientes aspectos de caracter
general:

1.- Conocimientos previos de los alumnos/as.

El profesor, por los medios que considere oportunos, determinara qué conocimientos
previos posee el alumno/a al imiciar el aprendizaje de una unidad didactica. Con ese
conocimiento, podra determinar qué actividades son apropiadas y qué otras no lo son. Eso
daré lugar a una:

2.- Individualizacion de la evaluacion, en el sentido que debe evaluarse desde donde
cada alumno/a parte con sus conocimientos iniciales. Si se produce un progreso en el
aprendizaje, la evaluacion sera positiva y st no se produce sera necesario revisar el método, el
contenido y el propio proceso de evaluacion.

3.- La evaluacion como proceso de continuidad.

El area de Matematicas aplicard los criterio que subyacen en toda evaluacion
continua. Si el aprendizaje es un proceso continuo, carece de sentido evaluar de forma
parcelada. Por ello, la evaluacion empezara con el inicio de curso y finalizara cuando éste
acabe. Nunca un alumno/a sera evaluado positiva o negativamente hasta que su proceso de
aprendizaje se dé por concluido.

4 - Instrumentos de evaluacion.

No pueden fijarse unos instrumentos de evaluacidon para los criterios que se estan
proponiendo. Por tanto, los profesores del area de Matematicas seran libres de utilizar
cualquiera que le sirva para sus propositos, aunque ninguno de ellos podra ser definitorio por
st mismo.

Sélo en casos excepcionales y cuando las circunstancias asi lo requieran, la evaluacion
podra ser realizada con un tnico examen. Este caso se producira en aquellos estudiantes que
no puedan seguir una evaluacioén continua.

5.- Promocion de los alumnos/as.

En Educacion Secundaria Obligatoria, la promocion de los estudiantes se producira
en tanto que hayan obtenido una evaluacion positiva. No se hard hincapié en si progresan,
sino en si no progresan, las razones de esta falta de progreso y por qué se ha producido. Por
tanto, el no progreso de un alumno/a estara ampliamente fundamentado por aquellos criterios
en los que el alumno/a ha podido fallar.

Los tres ejes sobre los que gira la evaluacion de alumnos/as en la asignatura son:

1.- La asistencia a clase.

2.- El trabajo en grupo.

3.- El cuaderno de actividades.

Sera el trabajo llevado a cabo por medio de dichas actividades el que nos mostrara cual ha
sido la evolucion individual de cada uno/a y como se ha desarrollado dicha evolucion.

Clasificaremos el tipo de aprendizaje producido atendiendo a las categorias anteriormente
mencionadas de: Actitudes, Procedimientos y Valores.
Actitudes:

- Puntualidad.

- Educacion en el trato.

- Disponibilidad para el trabajo.

- Espiritu de colaboracion.

- Gusto por la asignatura.
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- Participacion.

- Respeto hacia todas las opiniones.

- Aceptacion del error como parte del aprendizaje.

Procedimientos:

- Comprension de un texto escrito.

- Interpretacion auténoma del mismo.

- Estrategia de trabajo en grupo.

- Manipulacion de materiales.

- Disefio de la anotacion de resultados, graficas, tablas...

- Redaccion de conclusiones.

- Desencadenar procesos de induccion, elaboracion de conjeturas, sintesis y formalizacion
de los resultados, descripcion, encontrar analogias,...etc.

- Utilizacion de vocabulario especifico.

Valores:

- Disposicion positiva frente a la asignatura. Constancia en el trabajo. Reconocimiento del
trabajo bien hecho.

- Curiosidad, ganas de investigar, creatividad e imaginacion.

- Importancia de las aportaciones ajenas. Contraste de opiniones y puntos de vista
diferentes.

- Aprendizaje por el error. El camino y la meta.

- Colaborar, escuchar, proponer.

- El orden y la limpieza forman parte del proceso mental.

- Toma de decisiones, eleccion de método, alternativas...

- Las matematicas como lenguaje y vehiculo de expresion.

- Las conclusiones deben expresar lo mas exactamente posible los pensamientos.

Ademas:

Algunas pruebas escritas tanto de caracter operatorio, como tipo test, como la realizacion
de una actividad de manera individual y en un tiempo mas limitado, permiten al alumnado no
perder de vista su responsabilidad final al margen de otros apoyos que habitualmente se
utilizan.

Consideramos tercer curso de Secundaria mas un nivel obligatorio evaluable en términos
generales que como un curso de gran alcance en cuanto a conocimientos. Nos interesa sobre
todo que funcione bien la deteccidon y recuperacion de posibles deficiencias, ast como la
aceptacion de una nueva manera de acercarse a las matematicas.

Evaluacion de las clases y el profesorado:

Basadas en un cuestionario pasado al final del curso a los grupos que cursaron la
asignatura, llegamos a las conclusiones siguientes:
a) El grado de satisfaccion respecto a lo que se ha aprendido y como se ha aprendido es alto.
b) Valoran muy positivamente la posibilidad de trabajar en grupo y opinan que mejora los
resultados.
¢) La puesta en comun es el momento de la actividad diaria que mas entusiasmo despierta.
d) No les gusta escribir conclusiones porque les cuesta mucho expresarse y estdn poco
acostumbrados/as.
e) El tema de calculadoras les interesé mucho asi como los juegos.
f) Encontraban las clases aburridas.
g) Se quejaron de la presion ejercida por parte de la profesora para que se desarrollaran
muchas actividades.
h) Otros aspectos de trabajo personal como pruebas objetivas, hojas de calculo,
cuaderno,...etc, también fueron objeto de queja.
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95. PROGRAMACION DE CICLO DE UN PROFESOR

MEMORIA 3° DE E.S.O0. CURSO 91-92

LF.P. NOVELDA

Juan P. Rizo Vicedo

NUMEROS

A este bloque le hemos dedicado 31 clases. Con él se pretendia que los alumnos
conociesen:

-Las operaciones.

-Calcular.

-Estimar.

-Las propiedades de las operaciones.

-Utilizar gréaficas.

-Numeros fraccionarios y nimeros decimales. Relacion entre ambos.

-Potencias de exponente natural, entero y fraccionario.

-Numeros primos.

Se realiz6 una prueba inicial y las siguientes actividades.
-Las operaciones.

-Faltan cifras y operaciones.

-Esta calculadora esta estropeada.
-Estimar y calcular.

-Propiedades de los nimeros.

-Afadir uno.

-Aproximaciones decimales.

-Fracciones y decimales.

-Potencias de exponente negativo y cero.
-Raices y potencias.

-Aproximar la raiz.

-Numeros primos.

-Tres divisores.

-Numeros felices.

-Trenes numericos.

GEOMETRIA

A este bloque le dedicamos 25 clases. Y pretendiamos:
-Estudiar figuras y cuerpos geométricos.

-Dibujar y construir algunas figuras y cuerpos geométricos.
-Analizar las definiciones de algunos elementos geométricos.
-Medir y calcular.

-Sistema métrico decimal.

-Teorema de Pitagoras.
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Se han realizado las siguientes actividades.
-Circunferencias.

-La pista de baile.

-Angulos en una circunferencia.
-Perpendiculares.

-Puntos y rectas notables de un triangulo.
-El tangram

-Los pueblos.

-Triangulos de superficie uno.

-Una mesa de billar.

-Futbol y geometria.

-Figuras que dan tumbos.

-El gigante.

-Un millén de pasos.

~Construyendo triangulos.

-Pitgoras y algebra.

-Ching Chang Suan shu.

ALGEBRA

Al algebra le hemos dedicado 20 clases. Y se pretendia:

-Profundizar en el lenguaje grafico.

-Conocer el lenguaje algebraico y su utilidad en la resolucion de problemas.
-Traducir del lenguaje ordinario al algebraico y de este al ordinario.
-Generalizar.

-Resolver ecuaciones por distintos m,todos, algebraicos y graficos.
-Proporciones. Tantos por ciento.

-Productos notables.

Se realizaron las siguientes actividades.
-El salt del paracaigudista.
-El viatge al concert.

-Trio.

-Punts de vista.
-Retoladors y calculadores.
-Per tants hi ha ... tants.
-Cosmetica.

-La comitiva.

-Noces y batejos.
-Maquines.

-Comparant maquines.

PROBABILIDAD

A este bloque solo le dedicamos 10 clases, y pretendiamos:
-Distinguir entre modelo determinista y aleatorio.
-Experimentar con generadores de azar.

-Revisar nuestras creencias en los modelos de azar.
-Simular con la tabla de nimeros aleatorios.
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-Asignar probabilidades.
-Intuir la ley de los grandes numeros e interpretar la informacién obtenida de las
experiencias realizadas.

Se realizaron las siguientes actividades:
-La carrera de caballos.

-Sorteos.

-Una moneda.

-Tabla de nimeros aleatorios.

-Par o impar.

-Generadores de azar.

EVALUACION

Periddicamente se recogia una actividad para evaluar, algunas de ellas después de
haberlas puesto en comun en clase, y otras realizadas individualmente por los alumnos en
casa. Al final de cada bloque se ha realizado una prueba de evaluacion.

Los criterios seguidos son los siguientes:

-Utilizar y operar con numeros enteros, decimales y fraccionarios.

-Prioridad en las operaciones.

-Operar con potencias.

-Representar graficamente.

-Nameros primos.

-Conocer las definiciones de algunos objetos geométricos y dibujarlos.

-Proporciones.

-Calcular superficies.

-Teorema de Pitagoras.

-Resolver problemas por métodos algebraicos o numéricos (ensayo-error).

-Calcular tantos por ciento.

-Identificar y descubrir regularidades en conjuntos numeéricos.

-Utilizar la tabla de niimeros aleatorios. Simular sorteos.

-Considerar la informacion proporcionada por los experimentos realizados.

-Expresarse de forma logica.

Las pruebas de evaluacion realizadas son las siguientes:

PRUEBA INICIAL. NUMEROS

1.- Coloca estos decimales por orden de menor a mayor, el mas pequefio primero: 0.3
0.1 0.7 0.6
2.- ;Cuantas veces es 0.1 mas grande que 0.01?
3.- {Qué numero es 10 veces 0.57
4.- Pon estos decimales por orden de mayor a menor. E1 mas grande primero: 0.07
023 0.1
5.- El numero que es uno menos que 2010 es:
6.- Escribe en cifras cuatrocientas mil setenta y tres.
7.- 6231 El 2 significa 2 cientos.
623100 El 2 significa 2 ........
8.- Escribe el nimero que va en la caja:
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4__|___| 6_D 7_21

10 5 5 s ] 24

9.- 1/6 de 3/4
10- —-1

2 3
- 1ol

3 2

12.- Raya 1/6 de la parte punteada de este disco. ;Qué fraccion del disco total has
rayado?.

13.- Hoy un dolar vale 158 pts. y ayer valia 159 pts. ;Cuanto ha bajado el dolar?.

14.- Pongo 500 gr. de mermelada en un tarro que pesa 160 gr. ;Cuanto pesa en total?.
15.- Tenia 200 pts. Hay ahora 375 pts. ;Cuanto se ha afiadido?.

16.- Se ha comprado una camisa por 1115 pts. que se ha vendido después a 2335 pts.
(Cuanto se ha ganado?.

17.- Un autocar, a la salida ha cargado 5 personas, en una primera parada 3 personas, en
la segunda parada 6 personas, en al tercera parada 7 personas, en la ultima parada 2
personas. jCuantas veces se ha parado el autocar?.

18.- Una granjera va al mercado y vende 3 pares de pollos al precio de 600 pts. el par.
Con este dinero compra 2 cacerolas al precio de 170 pts. cada una. Sabiendo que tenia
300 pts. en su monedero al salir y que el viaje le ha costado 120 pts. ;Con cuanto dinero
vuelve a su casa?.

19.- Me gasto 13 pts. por la mafiana y 26 pts. por la tarde. ;Cuéanto he gastado?.

20.- Inventa un problema cuya pregunta sea: ;Cual es el beneficio de los 6 litros de
aceite?.

21.- Una granjera va al mercado con 185 pts. en su bolso. Vende un conejo a 290 pts.,
un pollo a 310 pts. y un pato. Compra 582 pts. de tela y paga 75 pts. por el billete del
tren al final le quedan 423 pts. ;Cual es el precio del pato?.

22.- Si se sabe que un libro y un cuaderno cuestan juntos 35 pts. /Qué numero hay que
conocer para calcular el precio del cuaderno?.

PRUEBA DE EVALUACION. NUMEROS.

1.- Representa graficamente la siguiente sucesion y estudia su tendencia.
1,5/4,7/5, 9/6, ...
2.- Calcular:
a)3(8-2-3)+(5-3:3+3)-2=
b)2° - (8-3)°+ (5-2)" =
I 1 4 1
2 2 3 (5 2)

0 -1
d) (1+2) _f_(l_l) _{_l:g:
5 6 4 5 35
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3.- Pasar a numero fraccionario.

a) 8. 3

b) 0.23

c)12.23

4.- ;Qué es un numero primo?.

D1 si los siguientes nameros son primos, y si no lo son di por qué: 18, 71, 101, 86, 93,
118, 57.

PRUEBA DE EVALUACION. GEOMETRIA.

1.- ;Qué es la altura de un triangulo?.
Dibuja un triangulo y sus alturas.
., Como se llama el punto donde se cortan?.
2.- Calcula la superficie de un circulo de 30 m. de diametro.
3.- {Qué es un tridngulo rectangulo?.
Construye uno cuyo perimetro sea 12.
Calcula su area.
4.- Tenemos una escalera de 10 m. de longitud y la apoyamos a 6 m. de la pared. ;Qué
altura alcanzar4?.

PRUEBA DE EVALUACION. ALGEBRA.

1.- Cada vez que un jugador gana una partida percibe 7 pts. y cada vez que la pierde
paga 3 pts. Al cabo de 15 partidas ha ganado 55 pts. Hallar el nimero de veces que
gano.

2.- Tenemos la siguiente receta para hacer roscos de semana Santa:

Huevos..............ocoo 12
Harina.............cooo 3 Kg.
Miel........ooooo 0.25 1.
ACEIte. ..o 051.
AZUCAT. ... 1.5 Kg.
Canela y raspadura de limon............... al gusto.

Pero mi familia es pequefia y so6lo me interesa hacer la receta para 6 huevos, asi que
échame una mano y completa la siguiente tabla:

Huevos 12

Harina 3 Kg.

Miel 0.25 1.

Aceite 0.5 1.

Azucar 1.5 Kg.
Bueno, ahora tengo 3 Kg. de azucar. ;Qué cantidad de los otros ingredientes necesito
para emplear todo el aziicar haciendo roscos?.
3.- En una tienda compras un articulo por valor de 800 pts. ;,Qué prefieres que apliquen
primero un 10 % de descuento y después el 12 % de 1.V.A. o al revés, primero el L. V.A.
y después el descuento? jPor qué?.



Ifjemplos de programaciones 357

PRUEBA DE EVALUACION. PROBABILIDAD.

1.- Una clase de matematicas tiene 14 chicos y 16 chicas. Se escribe el nombre de cada
estudiante en un trozo de papel. se colocan todos los trozos de papel en sombrero. El
profesor coge uno sin mirar. Marca la respuesta correcta:

A) Es mas probable que se trate de un chico que de una chica.

B) Es mas probable que se trate de una chica que de un chico.

C) Es igual de probable que se trate de una chica que de un chico.

D) No lo sé.

2.- Se lanza una moneda cinco veces y siempre sale "cara". Marca la respuesta correcta:
A) La vez siguiente lo mas probable es que salga cara de nuevo.

B) La vez siguiente lo mas probable es que salga cruz.

C) La vez siguiente es igual de probable que salga cara que cruz.

D) No lo sé.

3.- Cuando se lanza un dado ordinario de seis caras, jqué numero es mas dificil de
obtener, o es lo mismo para todos?

Respuesta:

4.- Se lanzan juntas una moneda de 2 pesetas y otra de 10 pesetas. Uno de los resultados
posibles es: cara en la moneda de 2 pesetas y cruz en la de 10, ya ha salido.

Escribe todos los resultados posibles, indicando cara mediante H y cruz mediante T.

5.- En un experimento se lanzan al aire 12 monedas juntas y aterrizan sobre una mesa. Si
el experimento se repite muchas veces, jcual de los resultados siguientes se producira
mas a menudo?

A) 2 caras y 10 cruces.

B) 5 carasy 7 cruces.

C) 6 caras y 6 cruces.

D) 7 caras y 5 cruces.

E) Hay la misma posibilidad de que aparezca cualquiera de los resultados anteriores.
6.-;Cual de los siguientes resultados es més probable?

a) Que de los 10 primeros bebés nacidos en un hospital haya 7 6 mas nifios.

b) Que de los 100 primeros bebés nacidos en un hospital haya 70 6 mas nifios.

JPor qué?.

7.- ;Como simularias el lanzamiento de dos dados con una tabla de numeros aleatorios?.

METODOLOGIA Y CONSIDERACIONES FINALES

La metodologia empleada ha consistido en la realizacion de actividades por parte de los
alumnos, la mayoria de ellas en grupo a excepcion de algunas realizadas individualmente.
Mientras las realizaban iba solucionando las dudas que surgian en los diferentes grupos,
dando consejos para dirigirles al fin, que consideraba, iban dirigidas las actividades, asi
como asesorarles en el camino emprendido por ellos mismos en la realizacion de la
actividad. En esto ha resultado bastante interesante el asesoramiento recibido, debido a
que siempre viene bien recoger las ideas de otros compafieros acerca del enfoque dado a
las actividades. Una vez terminada la actividad o que consideraba que el tiempo dedicado
a ella era suficiente, pasabamos a exponer los resultados obtenidos por cada grupo y a
analizar las diferentes ideas surgidas durante su realizacion.

En general el curso ha ido bien, quizas ha fallado no haberles hecho a los alumnos una
prueba inicial en cada bloque para sondear sus conocimientos y errores, lo que hubiese
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permitido orientar la programacion de las actividades de una forma mas efectiva, a
acrecentar a unos y subsanar a los otros.

En cuanto al material me ha parecido muy extenso para poderlo ver en un solo curso.
Algunas actividades me han parecido bastante dificiles para este nivel, ademas que
deberian haber actividades de consolidacion de las tareas estudiadas.

MEMORIA 4° DE E.S.O . CURSO 92-93

L¥.P. NOVELDA

Juan P. Rizo Vicedo

OBJETIVOS

- Convivencia.
- Respeto por todos los seres.
- Puntualidad y asistencia a la clase.
- Cuidado del material tanto del centro como el del alumno.
- Limpieza.
- Traer el material de clase.
- Organizar perfectamente el cuaderno.
Fichas, resumenes, fechado y paginado.
- Autoevaluacion.
- Participar con interés y exigirse cada vez un mayor nivel.
- Observarse durante la resolucion de los ejercicios, para ir superando errores de
razonamiento y actitudes negativas frente al trabajo.
- Actitud critica frente a la informacion que reciben.

METODOLOGIA

- En cuanto a los objetivos predicar con el ejemplo y en cuanto a los contenidos
mediante la resolucion de problemas, primero los alumnos, en grupos o individualmente
segun la actividad, y después puesta en comun en la clase.

- Algunas actividades se propondran para resolverlas los alumnos interesados en ellas.

- Se propondran otras actividades de repaso y recordatorio de los tema ya vistos.

CONTENIDOS.

PROBABILIDAD Y ESTADISTICA.

Actividades propuestas.

- Un dado vy el cinco. (1° de ESO 23)

- El dado. (3° de ESO 22)

-Enclase Iy I1. (1° de ESO 27 y 28)

- La carrera de caballos . (1° de ESO 5)
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Ampliacion.
- La carrera de caballos I1. (1° de ESO 6)
- Carreras de caballos (3° de ESO 17)

Contenidos.

- Tablas de frecuencia.

- Nocidn frecuencial de probabilidad.

- Axiomas I y I de la probabilidad.

- Escala ordinal de probabilidades.

- Comparacion de probabilidades.

- Muestreo de un elemento de una probabilidad finita conocida.

- Sucesos simples equiprobables y no equiprobables, sucesos compuestos.
- Realizacion de encuestas.

Actividades propuestas.

- Mas dados. (3° de ESO 23)

- Comparacion de probabilidades 1I. (1° de ESO 35).
- Baraja 1. (1° de ESO 35)

- Contrarios en la baraja. (2° de ESO 18)

- Chinchetas. (1° de ESO 33 y 2° de ESO 50)
Ampliacion

- Domino. (2° de ESO 22)

Contenidos

- Asignacion de probabilidades a sucesos elementales.

- Sucesos compuestos, frecuencia relativa de sucesos compuestos.
- Axiomas I, I1 y 11l de la probabilidad.

- Suceso contrario.

- Regla de Laplace.

- Estabilidad de las frecuencias relativas.

- Dependencia e independencia de sucesos.

- Escala de probabilidades. (Ordenar numeros).

Actividades propuestas.

- Con la ruleta. (2° de ESO 21)

- La ruleta. (1° de ESO 37).

- Las tres ruletas. (3° de ESO 18)
Ampliacion.

- El feriante. (3° de ESO 18)

- E1 dardo. (4° de ESO 18)

Contenidos .

- Calculo de probabilidades en un contexto geométrico (calculo de areas).
- Axiomas de la probabilidad.

- Sucesos simples no equiprobables.

- Operaciones con sucesos (union, interseccion y contrario).

Actividades propuestas.
- Lucia y Juan han inventado un juego con las siguientes reglas:
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Lanzan dos monedas al aire consecutivamente.
Si las dos monedas son caras, Lucia gana un punto.
En otro caso gana un punto Juan.
Se repite 20 veces el lanzamiento y gana el que consiga mas puntos.
;Crees que es un juego justo?
. Qué jugador prefieres ser Juan o Lucia?
- Con tres monedas.
Juan y Carla deciden jugar lanzando tres monedas acordando que ganard Juan
cuando salgan las tres iguales y Carla cuando sean distintas.
. Con quién te aliarias en el juego?
. Coémo deberian se las apuestas para que el juego sea justo?
- El juego justo.
Si apuestas 100 ptas. a:
a) "Sale multiplo de dos" en un dado cubico.
b) “Sale multiplo de tres" en un dado cubico.
¢) "Sale un nimero menor que cuatro" en un dado octaédrico.
d) "Sale suma siete" al lanzar dos dados cubicos.
¢, Cuanto debes recibir en cada caso, para que el juego sea justo?
Ampliacion.
- Carmen y Daniel han inventado un juego de dados con las siguientes reglas:
Lanzan dos dados sucesivamente y calculan la diferencia de puntos entre el mayor y
el menor.
Siresulta una diferencia de 0, 1 6 2 entonces Carmen gana una ficha.
St resulta una diferencia de 3, 4 6 5 es Daniel quien gana una ficha.
Comienza el juego con un total de 20 fichas y el juego termina cuando no quedan
fichas.
,Te parece que este juego es equitativo?. Si tuvieras que jugar, qué jugador
preferirias ser?.
- Dos hijos.
Una pareja piensa tener dos hijos, ,qué es mas facil:
a) tener VM o tener VV?
b) tener un nifio y una nifia o tener dos nifias?
¢) enumera todos los sucesos posibles y asignales probabilidades.
- Tres hijos.
Una pareja piensa tener tres hijos. ;Qué es mas facil:
a) tener dos nifias y un nifio o tener tres nifios?
b) tener VMV, VVM o VMM?
¢) Escribe todas los sucesos posibles y asignales probabilidades.
d) Asigna probabilidades a los sucesos:
A ="0 nifias”

B ="1 nifia"

C = "2 nifias"

D ="3 nifias"
Contenidos.

- Espacio muestral, probabilidad a priori y frecuencial.
- Variable aleatoria, distribucion de probabilidades.
- Esperanza matematica. Criterio de decision Bayes.
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- Espacio producto; suceso compuesto y calculo de probabilidades de sucesos
compuestos.

- Probabilidad de la union de sucesos incompatibles.

- Probabilidad del suceso contrario.

- Muestreo con reemplazamiento. Variaciones con repeticion.

Actividades propuestas.
- Tortas con pasas. (4° de ESO 21)
- Chocolate con premio. (4° de ESO 22)

Contenidos.

- Simulacién con tablas de numeros aleatorios.

Hacer notar que a lo largo de todo este bloque de estadistica y probabilidad se ha
intentado que la estadistica sea el paso previo al calculo de probabilidades mediante el
calculo de frecuencias, medias, graficas..., y siempre que se ha podido (por falta de
material para efectuar las actividades) se ha estado simulando con la tabla de nimeros
aleatorios.

FORMULAS Y GRAFICAS

Actividades propuestas.

- El vent. (4° de ESO 4)

- Buscant. (4° de ESO 6)

- Grafiques I (4°de ESO 6

- Un salt infinit. (4° de ESO 9)

- L' aparcament. (4° de ESO 10)
Ampliacion

- Grafiques II. (4° de ESO 8)

- Un salt infinit IT. (4° de ESO 9)

Contenidos.

- Representaciones graficas.

- Interpretacion de graficos.

- Variables que se relacionan.

- Tablas de valores.

- Escalas en los ejes.

- Crecimiento y decrecimiento.

- Graficas continuas y discontinuas.

- Limites laterales.

- Significado de las discontinuidades.
- Funciones lineales.

- Funciones cuadraticas.

- Funciones de proporcionalidad inversa.

Actividades propuestas.

- Caselles i nombres. (4° de ESO 12)

- El quadrat algebraic. (4° de ESO 13)

- Parells (4° de ESO 14)

- Nombres parells i imparells. (4° de ESO 14)
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- Endevinant cartes. (4° de ESO 15)

- Dos anys d’augment. (4° de ESO 18)

- Quadrats 1 rectangles. (4° de ESO 20)

Ampliacion

- Endevinant nombres. (4° de ESO 16)

- El jardi. (4° de ESO 18)

- Suma 1 producte. (4° de ESO 20)

- Unas hojas con ecuaciones.

Contenidos.

- Simbolizacioén de nimeros y cantidades.

- Férmulas y ecuaciones.

- Lectura y escritura de expresiones algebraicas.

- Sustitucion en expresiones algebraicas.

- Operaciones con expresiones algebraicas.

- Ecuaciones de I° grado.

- Ecuaciones de 2° grado.

- Sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas.

- Interpretacion de soluciones.

- Relaciones funcionales lineales.

- Relaciones funcionales exponenciales.

En este bloque se ha intentado que a partir de la repeticion de los mismos calculos en la
resolucion de los problemas se llegue a ver la necesidad de las expresiones algebraicas y
su utilidad a la hora de resolver los problemas. En todo momento se ha hecho hincapié
en las tablas de valores para ver las relaciones entre las diferentes variables que
intervienen en la actividad, asi como en la representacion grafica de estas tablas.

GEOMETRIA

Actividades propuestas.

- Relacionando poligonos. (4° de ESO 32)

- El 1s6sceles maximo. (4° de ESO 32)

- Sistema internacional de unidades. (4° de ESO 47)
Ampliacion.

- Unidades locales. (4° de ESO 48)

Contenidos.

- Calculo de areas de figuras planas.

- Perimetros de figuras planas.

- Aproximacion al area del circulo mediante poligonos regulares
con mas lados cada vez.

- La figura plana con mayor area a igual perimetro.

- Problemas de maximizacion.

- Teorema de Pitagoras.

- Semejanza de triangulos.

- Conversion de unidades de un sistema a otro.

- Sistema métrico decimal, unidades de longitud, area y volumen.
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RESOLUCION DE PROBLEMAS.

En cuanto a este bloque no hemos hecho ninguna actividad, ya que a lo largo del curso
los contenidos se han ido viendo mediante la resolucion de problemas. Si hacer notar la
importancia de la autoobservacion a la hora de resolver un problema y mientras se
resuelve, ya que nos permite conocer que es lo que no sabemos, para poder estudiarlo o
buscar la informacién que se necesite en ese momento, como razonamos, y con qué
actividad debemos enfrentarnos al proximo problema para poder resolverlo.

EVALUACION

A principios de curso nos pasamos unas cuantas clases hablando de la evaluacion, como

evaluar y qué evaluar, hasta que se llego al siguiente acuerdo:

- puntuar las actividades con un 30% de la nota,

- el trabajo de clase con un 40% de la nota,

- la puntualidad conun 10 %,

- traer el material de clase conun 10 %y

- el comportamiento en clase con el 10%.

- Si se tenian a lo largo de la evaluacion 5 faltas sin justificar automaticamente se
evaluaba negativamente €sta.

En las actividades se evaluaria:

- el planteamiento (con el 30% de la nota de este apartado), ideas para resolver el

gjercicio, asi como buscar al informacion necesaria para entender 1o que se tenia que

hacer, un esquema o un planing de como se iba a resolver el ejercicio, hipotesis y

creencias de los alumnos respecto a los contenidos, etc.

- el desarrollo (con el 30 %), aqui se evaluaria el uso de los contenidos

- las conclusiones (con el 30 %); donde comprobabamos las hipotesis del inicio y se

revisaban las soluciones obtenidas para ver si eran correctas 0 no y se decidia si se

empezaba de nuevo con el ejercicio o ya lo teniamos resulto.

- la presentacion (con el 10 %); donde se evaluaba la expresion, la coherencia y las faltas

de ortografia tanto matematicas como del lenguaje.

En el trabajo de clase se evaluaria:

- las salidas a la pizarra (con el 20 % de la nota de este apartado), asi como la
participacion en las puestas en comun de las actividades, que las aportaciones a estas
puestas en comun sean coherentes con lo que se estd hablando en ese momento y se
respete el turno de palabra.

_ los habitos de trabajo (con el 30%); donde se evaluaria la constancia en el trabajo y en
el estudio, asi como si se realizan las actividades de ampliacion.

- la libreta (con el 30%);

- la actitud frente al trabajo y a las matematicas (con el 20 %)

Aqui los alumnos tomarian nota de su trabajo, de sus observaciones, de sus actitudes...;
en fin, de su trabajo de clase y ellos mismos se evaluarian.

VALORACION DEL CURSO
En cuarto a los contenidos creo que los bloques de algebra y geometria se han, quedado

un poco cortos. Al bloque de geometria solo le hemos dedicado dos semanas, la causa de
haberle dedicado tan poco tiempo ha sido que lo hemos dedicado a los otros bloques,
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mas que nada al de estadistica y probabilidad que se programa demasiado extenso, ya
que en 3° no se llegd a verlo, he insistido demasiado en algunos conceptos de Ila
probabilidad y no se llegaron a ver todos los contenidos de estadistica ya que al tratarse
de matematicas de la opcion B también se deberia haber visto algo de variables
bidimensionales y de correlacion. En el bloque de algebra ha faltado un poco de tiempo
para insistir mas en la resolucion de ecuaciones y en las operaciones con expresiones
algebraicas, temas que siempre cuestan mucho a los estudiantes y después en los
bachilleres notamos estas lagunas, asi como en las operaciones.

Los materiales dan mucho juego y se pueden ver contenidos en una misma actividad
incluso de otros bloques, conforme se va trabajando se van encontrando nuevas
soluciones y nuevos enfoques muchos de ellos sugeridos por los propios alumnos. Lo
que mas he encontrado a faltar ha sido no tener una visién global de todo este segundo
ciclo de la E.S O, en el sentido de no haber confeccionado una programacion que
abarque a los dos cursos, para repartir mejor los contenidos y no tener que insistir en un
solo curso con determinados conceptos, que se podrian haber visto en el curso anterior y
en este con un recordatorio creo que se hubiese tenido suficiente.

96. PROGRAMACION DE CUARTO CURSO

MEMORIA 4° DE ESO

LF.P. Canastell. San Vicent del Raspeig

Leandro Tortosa Grau

INDICE DE LA MEMORIA

1. Nucleos importantes de contenidos
2. Pruebas realiadas para evaluar
3. Logros de los alumnos
4. Valoracion de los materiales
5. Comentario sobre el curso
6. Valoracion de la experimentacion
7. Comentario personal

1.- NUCLEOS DE CONTENIDO

1.- Bloque de Probabilidad- Estadistica-Contar.

La relacion de actividades que he trabajado en algunas o todas las clases que he
impartido de 4° ESO son las siguientes, por orden:

1. DEBATE
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. CAER AL AGUA

.PAR O IMPAR

. MONEDAS

. EL JUEGO JUSTO

. LABERINTO PARA CONDENA

. PASTEL GRATIS

. EL JUEGO DE LAS FICHAS DE COLORES
9. PISANDO LOS TALONES A LOS HOMBRES
10. EN LAS LAMINAS

11. CARMEN E ISABEL

12. ALARGANDO PARTIDAS

13. COMPARACION DE PROBABILIDADES
14. MESES DEL ANO.

15. BARAJAS

16. CON GAFAS

09NN AW N

Comentario:

El objetivo mas importante que yo me he propuesto al dar este bloque ha sido que
entendieran la idea de probabilidad, desterrando algunas ideas falsas e incorrectas, pero
muy extendidas no sélo a los alumnos sino a todo el mundo en general. Como ejemplo,
me refiero a la idea que parece bastante extendida de que la probabilidad de que llueva
maflana es 1/2 porque puede llover o no llover. Este gran "amor" que nuestros alumnos
le tienen al 0,5 6 al 50% porque las cosas pueden ocurrir o no ocurrir, es una de las ideas
que mas he intentado hacerles comprender que es falsa. Para ello les preguntaba que cual
era Ja probabilidad de que al jugar a la loteria nos llevaramos algiin premio, a esto
siempre alguien respondia que 50%, entonces yo les comentaba que si eso era asi cada
dos dias nos deberia tocar la loteria con lo cual el que no es millonario es que es tonto,
ante este razonamiento, el que lo entendia a la primera, quedaba bastante convencido, y
se daba cuenta de su error. Estas son las ideas que he tratado de modificar en ellos,
también esta por en medio la idea de “azar” como explicacion a todo aquello que no
entienden. Estan convencidos de que todo sucede por el azar o por “la suerte”.

Para ver esto me han venido muy bien un par de actividades. La primera de ellas fue la
primera: “debate”. Esta actividad en que se pregunta sobre la probabilidad de que llueva
mafana y de que haya vida en otros planetas es muy interesante para empezar porque
uno puede ir dandose cuenta de sus razonamientos, ya que no es necesario hacer muchos
numeros, sino que lo fundamental es la explicacion que ellos dan a esos fendmenos. Esta
actividad aparentemente inocente puede ayudamos para hacerles ver que detras de
fendbmenos tan extrafios como estos en los que las probabilidades son muy dificiles de dar
a priori ", podemos utilizar el sentido comun y la logica para tratar de buscar un
resultado, y nunca apoyar éste en la suerte de que se produzca o no se produzca.

La segunda actividad que desarrollamos también me ayudo bastante para engancharlos al
tema ya que era un juego y en principio todo el mundo prefiere jugar. Era la de “caer al
agua”. Resulté muy interesante porque en principio colocaron las fichas como les dio la
gana, posteriormente se dieron cuenta de que las cifras centrales eran las que mas salian,
lo que les llevaba a modificar su estrategia. Luego ya comprendieron perfectamente por
qué unas salen mas que otras. También me sirvio la actividad para repasar estrategias de
contar mediante simbolos para luego sumar deprisa. También repasamos las
representaciones de barras ya que les hice representar graficamente los resultados.
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Después desarrollamos algunas actividades para trabajar con diagramas en arbol. Yo
creo que deben de saber desarrollar los problemas mediante diagramas en arbol, ya que
es un modo mucho mas intuitivo, menos formal y se razona mucho mas.

También hicimos en clase el juego de las fichas de colores pero con tapones de corcho
pintados por sus lados. Resulté muy curioso comprobar que la gran mayoria de los
alumnos decian el color que primero les venia a la mente, lo que ellos consideran al azar,
pocos tenian estrategias significativas y mucho menos adivinaron cudl era la mejor
estrategia, pero resultd divertido.

En cuanto a las graficas comentamos la de "Pisando los talones a los hombres", también
les propuse que hicieran en casa las de las laminas de los accidentes y de los incendios
forestales.

Por altimo también les hice en clase un problema que hay en el libro de probabilidad del
Engel que trata sobre unas muchachas que se quieren casar y no les dejan a menos que
construyan una circunferencia con cintas de colores. Yo hice este problema en clase con
6 cintas, sacaba a alguien para que anudara las cintas dos a dos como quisiera y luego
comprobabamos si habian quedado todas anudadas. En una de las clases si que sali¢ la
circunferencia. Me parece un problema muy interesante para hacerlo en clase ya que les
gusta mucho toda la historieta.

También hablamos algo sobre encuestas, pero por falta de tiempo no se concretd en
ninguna encuesta a nivel general del instituto. Si les lei la famosa encuesta sobre la
incineracién del Ayuntamiento de Madrid como ejemplo de lo que no debe ser una
encuesta.

2.- Bloque de Algebra-Gréficas

Las actividades que desarrollamos fueron las siguientes:
1. Repaso de resolucion de ecuaciones de 17, grado

2. Repaso de ejercicios de despejar incognitas de ecuaciones.
3 . Buscando

4. E1 aparcamiento

5. Un salto Infinito 1 y 2

6. E1 cuadrado algebraico.

7. Parate .

8. Dos cifras

. ¢ Qué elegirias?

10. Trama cuadrada.

11. La matelombriz.

12. La recta.

\O

Comentario:

Comencé por efectuar un repaso de resolucion de ecuaciones de primer grado. Pude
comprobar que buena parte de los alumnos no saben operar correctamente con
fracciones y suelen equivocarse en las mismas operaciones que se vienen equivocando
durante afios y afios. Parece como si todos los afios en los que han resuelto ecuaciones
no sirvan para nada.

Quiza este afio en el bloque de 4lgebra a lo que le he dado una mayor importancia ha
sido al tema de la manipulacion y sustitucion numérica de las ecuaciones para extraer
conclusiones. Para conseguir esto hemos desarrollado una serie de actividades que las
encuentro muy interesantes como son la de “Buscando” y las de “Un salto infinito”.
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Lo que mas me ha gustado de ambas actividades ha sido que nos ofrecen la posibilidad
de trabajar con ecuaciones no lineales, manipularlas para despejar una de las incognitas y
luego ir dando valores numéricos a una variable y obtener la otra, ademas luego
representamos todo esto graficamente y podemos asi extraer conclusiones sobre lo que
resulta. En el caso de Un salto infinito es interesante que los alumnos prueben con
diferentes valores de a que pueden ser 1 y 10,que representen y asi se den cuenta de las
diferencias en la funcion al cambiar ese parametro. También resulta interesante comparar
los resultados de la grafica x y=a conlade x’y=1 e intentar encontrar la explicacion
al cambio sustancial en la grafica.

La actividad de “Parate” les resulto bastante complicada.

La de la trama cuadrada no tuvieron dificultades.

Por ultimo estuvimos unos cuantos dias estudiando las rectas. No me detuve en las
distintas formas de escribir la ecuacion de la recta, le di mas importancia a la
representacion grafica, a la idea de pendiente de la recta y al calculo de los puntos de
cortes con los ejes una vez representada. También vimos como obtener la recta que pasa
por dos puntos, asi como en la idea de paralelas a los ejes coordenados.

3. Bloque de Geometria

Las actividades desarrolladas han sido:

1. EL ENGANO DE LOS ESPARRAGOS
2. LA TIERRA Y LA PELOTA

3. ANOS LUZ

4. EL, TAMANO DE LA TIERRA

5. LA FUNCION LOGISTICA

Comentario:

Debido a que ha sido el tltimo bloque y que el tiempo se ha echado encima, este bloque
solo lo he podido tratar parcialmente ya que me hubiera gustado hacer alguna actividad
mas. Me he centrado fundamentalmente en actividades que tenian mas que ver con las
esfera y la circunferencia que en otras. Tanto las actividades del engafio de los
esparragos como la de la tierra y la pelota tienen conclusiones un tanto desconcertantes
para ellos porque no es lo que ellos esperan que suceda, sin embargo, una vez las van
resolviendo se dan cuenta de que algo raro pasa, creo que es muy importante hacerles
comprobar que no se trata de relaciones lineales en estos casos, ahora las cantidades que
manejamos se elevan al cuadrado o al cubo y por lo tanto no son operaciones lineales.

La de afios luz la propuse para que trabajaran con unidades de medida que no conocen y
que se den cuenta de las distancias grandes requieren unidades especiales, deben darse
cuenta de que las unidades de medida es algo muy relativo y que nosotros modificamos
para trabajar mas comodamente.

El tema de la funcion logistica estd puesto como tema final. Lo que yo pretendia era
terminar con algun problema general y largo que fuera un poco de aplicacion de las
matematicas a “otra cosa”. Pretendia que se dieran cuenta de que las matematicas se
usan para resolver los problemas mas dispares, como el caso de la funcidn logistica. Este
tema es el que trata de aproximar, mediante una funcion simple como es la logistica, el
problema de predecir el desarrollo y evolucion de una poblacion de animales con el
tiempo.

Se trata de los apuntes que te pasé. Lo que ocurre es que no he dispuesto de
ordenadores para trabajar esto por lo que he limitado este estudio a la primera parte. Lo
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que hemos hecho ha sido que ellos entendieran claramente el problema que se planteaba
y la herramienta matematica que disponiamos para resolverlo en una primera
aproximacion, que es la funcion logistica. También he insistido bastante en explicarles el
significado de lo que es una ecuacion iterativa y en qué consiste eso de iterar. Para mi
resultaba fundamental que comprendieran esto y ademas que pudieran realizar
iteraciones con esta ecuacion a partir de diferentes valores iniciales, extrayendo luego
conclusiones sobre los resultados que se van obteniendo.

Eso es lo primero que hicieron: efectuar iteraciones con la calculadora a partir de
diferentes valores iniciales. Los resultados se interpretaban como la evolucion de la
poblacion con el tiempo.

Pero esto era el primer paso. El segundo paso que hicimos fue el de explicarles el
significado de la iteracion grafica: se trataba de hacerles ver que lo mismo que habian
hecho con la calculadora lo ibamos a hacer ahora de una manera mas rapida utilizando
Unicamente una regla y un lapiz. Pero el paso previo a esto era el de aprender a
representar las parabolas. Llegamos a la conclusién de que la funcion logistica nos
llevaba a la parabola, y por tanto tendriamos que saber representarlas.

Yo les di tres casos particulares de la funcion y = ax(1-x) que fueron para los valores
a=1, a=1"6 , a=3"2. Con estos valores les pedi que primero representaran las parabolas
correspondientes en papel milimetrado y después que realizaran la iteracion grafica para
los valores iniciales 0°2 , 0°5 , 0’8, con estos valores debian extraer conclusiones sobre
la evolucion de la poblacién con los afios.

Después de esto ya no hubo tiempo para mas, me hubiera gustado poder seguir
haciendo cosas con la funcion logistica pero ya no pudo ser.

La valoracion que yo hago de este tema final es bastante positiva ya que a una mayoria
de los alumnos creo que les parecio interesante

2. PRUEBAS REALIZADAS PARA EVALUAR

Lo primero que debo decir es que no he hecho examenes para evaluar. La razon es que la
experiencia de los afios en que si ponia examenes era bastante nefasta, ya que luego el
examen me servia muy poco a la hora de evaluar.

Lo que si he tenido en cuenta a la hora de evaluar han sido un par de actividades que
solia poner en cada trimestre para que las hicieran de manera individual. Al final de la
clase las recogia y podia ver como razonaban esas actividades todos los alumnos. Las
notas que ponia en estas actividades me servian para la evaluacidn pero no eran
definitivas de las notas. Tenia en cuenta otros factores como son:

¢ nota de la libreta

¢ notas de clase

4 notas de grupo

Para mi las notas de clase son muy importantes porque son las notas del trabajo diario.
Ponia notas de clase a un alumno cuando daba ideas positivas para realizar una actividad
o cuando no hacia nada en clase, o cuando su trabajo en grupo era bueno, cuando hacia
bien una actividad, etc. Procuraba tomar el mayor nimero de notas de cada uno. Cuando
de algun alumno no tenia notas le pedia que me explicara como resolver alguna
actividad, o le corregia alguna actividad propuesta.

Las notas en grupo consistian en que cuando salia algin miembro de un grupo a resolver
alguna actividad, la nota que yo les ponia iba a parar a todos los miembros del grupo.
Con esto intentaba evitar que en los grupos hubiera gente que no se enteraba de nada.
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Las actividades que escogi para proponerlas en esa especie de controles que realizaba
son:
1" EVALUACION,

----PASTEL GRATIS

----CARMEN E ISABEL
2* EVALUACION

----DOS CIFRAS

----;QUE ELEGIRIAS?
3* EVALUACION
La nota de la 3% que era la final, ha sido una mezcla de las notas de las otras
evaluaciones, he tenido en cuenta las notas de clase de la 37 y también he corregido en
profundidad la libreta a todos los alumnos y también les he corregido el trabajo
desarrollado con la funcion logistica.

3. APRENDIZAJE DE LOS ALUMNOS

Las ideas basicas que yo creo que han aprendido los alumnos son:

1.- La probabilidad de que un suceso ocurra se puede abordar matematicamente, los
juegos los podemos analizar también matematicamente para conocer cuales son las
mejores estrategias para ganar

2. -Trasladar enunciados de probabilidad a diagramas en arbol.

3.- La estadistica es algo que estd por todas partes, en la prensa , en la television | etc.
4.- Los niimeros se pueden representar en graficas .

5.- Las ecuaciones las podemos manipular para obtener propiedades, ademas estas
ecuaciones se pueden representar graficamente, obteméndose curvas de diferentes
formas.

6.- Las ecuaciones representan problemas fisicos cotidianos que podemos plantearnos.
7.- Las matematicas nos sirven para resolver problemas aparentemente no matematicos.
8.- La geometria euclidea no me sirve para explicar por ejemplo las formas o conjuntos
que se aprecian en la naturaleza.

4.- VALORACION DE LOS MATERIALES.

Comentario;

Los materiales me parecen bien en conjunto, creo que estan en la linea de los materiales
que hemos utilizado en 3° ESO, esto me parece importante ya que de este modo no hay
una ruptura de un afio a otro y en 4° ya estan méas o menos familiarizados con las
actividades.

Lo que pienso también es que en los tres bloques, pero especialmente en el de Geometria
hay bastantes actividades excesivamente complicadas para que las trabajen los alumnos,
creo que tampoco han dado tanta geometria como para darles estas actividades, quizas lo
mas conveniente es comenzar con unas cuantas actividades de 3° como una buena
introduccion.

También debo decir que el bloque de Geometria es el que menos me atrae a mi. Por esta
razén he variado un poco la estructura de actividades y he afiadido el bloque de la
funcion logistica. No estaba convencido de que en tan poco tiempo el bloque de
geometria quedara con una cierta coherencia.
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Veo muy acertado el bloque de Problemas. Es un bloque que se echaba de menos. El
problema que ha habido es que quiza ha salido un poco tarde y, yo al menos, no lo he
podido mirar con detenimiento, para ver lo que sacaba.

También me gustaria que pudiera salir algin bloque con sugerencias para las actividades,
porque creo que de cualquier actividad se pueden sacar muchas ideas y quizd no las
explotamos lo bien que se pudiera. Ya dicen que muchos ojos ven mas que dos.

5. COMENTARIO SOBRE EL CURSO

El curso me ha parecido muy bien. (Menos mal que hay veces que las reuniones sirven
para algo). Creo que es interesante reunirse los que experimentamos estos materiales y
estos grupos para comentar los materiales o como nos va. Considero oportuno que se
sigan realizando estos cursos porque creo que para la gente que de la Reforma y no haya
oido hablar de ello o no conozca los materiales, puede ser basico. Pero creo que también
es muy beneficioso para los que ya llevamos algin afio dandola.

6 .- COMENTARIO GENERAL

Creo que el curso ha sido muy positivo en cuanto a la posibilidad de poner en comun la
experimentacion y analizar materiales.

Como comentario muy particular me gustaria resaltar que me parece muy positivo que
estos materiales que utilizamos sean abiertos en el sentido de que uno tiene libertad para
extraer las actividades que mas adecuadas le parezcan dentro de un abanico de
posibilidades. Me parece bien que se puedan afladir cosas, quitar partes, o que se le
pueda dar mas importancia a unos conceptos que a otros.
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