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CAPITULO |

CONCEPTOS BASICOS DE ALGEBRA

1. Definiciones.

Los términos conjunto y elemento son indefinibles; puede darse una definicién que en

realidad es un circunloquio basado en conceptos analogos.
“Un conjunto es una coleccion bien determinada de objetos que por definicion son sus

elementos.”
Los conjuntos se designan con letras mayusculas y los elementos con minusculas.

Simbolo e

El simbolo e representa una relacion entre un elemento y un conjunto; meX significa
“mes un elemento del conjunto X *“. Dado un elemento my un conjunto X, siempre es posible
determinar si se verifica meX.

Igualdad de conjuntos. Subconjuntos

Se dice que dos conjuntos X e Y son iguales y se escribe X =Y Unicamente si los dos
conjuntos son idénticos, es decir, contienen exactamente los mismos elementos.

Si un conjunto X estd compuesto integramente por elementos de otro conjunto Y, dire-
mos que X es un subconjunto de Y, y se escribira X ~ Y. Si, ademas, Y contiene uno o mas
elementos que no estan en X, se dice que X es un subconjunto propio de Y.

Conjunto universal

Es el que incluye todos los elementos en discusion. Al conjunto universal se le asignan los
simbolos u,l; de la definicion anterior se sigue que todo conjunto es subconjunto del uni-
versal.



Conjunto vacio

Es el conjunto que no contiene ningln elemento.
Por definicidn, el conjunto vacio es un subconjunto de todos los conjuntos. La notacién
para conjuntos vacios es el (>0 el 0.

Conjunto unitario

Un conjunto unitario es aquel que contiene un solo elemento, y si ese elemento es, di-
gamos, X llamaremos al conjunto {x}.

En otros casos el conjunto se especifica por una lista de los elementos del conjunto y
se usa el simbolo {} para incluirlos. Por ejemplo, {a,b,c} se entiende que es un conjunto
que consta de los elementos a, b, ¢ solamente.

Producto cartesiano de dos conjuntos es el conjunto formado por los pares ordenados
de elementos de los dos conjuntos. Se indica con la notacién x. Por tanto, si los dos conjuntos
son £ y F, el conjunto producto cartesiano es

ExF = {{a,b)\aeE beF}

Conjuntos complementarios

Asociaremos a cada conjunto X otro conjunto X', llamado el complementario de X,
0 su complemento definido como el conjunto de los elementos del conjunto universal que
no son elementos del conjunto X. Como caso especial, los conjuntos universal y vacio son
complementarios uno de otro. El conjunto complementario también puede representarse
por X y ~X.

Ejemplo: Consideremos unos libros tales que algunos estan forrados en rojo, otros en
negro y el resto en amarillo. Supongamos que todos los libros rojos y alguno de los negros
estan escritos en inglés. El resto de los libros negros esta escrito en aleméan, y los amarillos
en francés. El universo son todos los libros del estante.

conjunto de los libros rojos.

conjunto de los libros amarillos.
conjunto de los libros negros.

conjunto de los libros escritos en inglés.
conjunto de los libros escritos en francés.
conjunto de los libros escritos en aleméan.

OMMMW< X

En este ejemplo, Y=F y R"E. En efecto, R es un subconjunto propio de E. Si un libro
rojo especifico se le designa por m, podemos escribir meR, y también meE, o también {m}*R
y {m}cE. £' es el conjunto que consta de todos los libros amarillos y aquellos negros que
estan escritos en aleman.



2. Operaciones con conjuntos

Son éstas unas reglas por las cuales se pueden obtener nuevos conjuntos a partir de otros.
Las principales son:

Unién.—Dados dos conjuntos arbitrarios X e Y, se define la unién de X e 7 como el
conjunto formado por elementos de X o de 7 o de ambos X e 7. El nuevo conjunto lo
representaremos por X + 7, y también puede representarse por X u7 o X v 7. En el ejemplo
anterior, i? + 7 es el conjunto de todos los libros rojos y todos los libros amarillos, 7 + £ + G
es el conjunto universal de todos los libros del estante.

Interseccion.—La interseccion de X e 7, para dos conjuntos arbitrarios X e 7, es el
conjunto formado por aquellos elementos que pertenecena X ya 7, y se escribird X7 o X.7.
También se representa por Xn7 o X a 7. Solamente se usaran los simbolos + y een la
formacion del nuevo conjunto. Refiriéndonos al ejemplo de la seccion anterior EB es el con-
junto de los libros rojos escritos en inglés, R7 es el conjunto vacio y RE es R, conjunto de
libros rojos.

Como consecuencia de las definiciones de las operaciones unidn, interseccion y comple-
mentacion para un conjunto arbitrario X, se verificara que X + X'=U y que Xn X =<

3. Relaciones binarias

A veces una propiedad P puede concernir a dos elementos x e y de dos conjuntos dados
Ay B.

xeA e yeB

Si consideramos el producto cartesiano AxB, a las parejas (x,y) teniendo la propiedad P,
diremos que estan relacionadas, y escribiremos xRy. De esta forma diremos que est& definida
una relacion binaria entre los conjuntos Ay B.

Las parejas relacionadas entre si forman un subconjunto del producto cartesiano deAyB.

F={(x,y)[xRy} £ AxB

este subconjunto F puede ser un subconjunto propio de AxB, ya que la relacién binaria no
tiene por qué estar definida para todas las parejas de elementos Ay B.

En el caso de que A =B, es decir, se trata de un mismo conjunto, diremos que tenemos
definida una relacién binaria dentro del conjunto A.

Ejemplo: Sea: A = {conjunto de habitantes de Madrid}
B = {conjunto de edificios de Madrid}

Sea P la propiedad de que un determinado habitante viva en un determinado edificio.

Si consideramos el producto AxB, cuyos elementos seran parejas formadas por un habi-
tante de Madrid y un edificio de Madrid, cuando en una de esas parejas, el habitante de Ma-
drid viva en el edificio correspondiente, con el que forma pareja, diremos que ese habitante
y ese edificio estadn relacionados; en caso contrario, diremos que no estan relacionados.



De esta forma tendremos definida una relacion binaria entre Ay B.

Ejemplo: Sea: A = {conjunto de todas las rectas del espacio}
Sea la propiedad P de perpendicularidad.

Si consideramos el producto AxA, o sea todas las parejas posibles de rectas, si una pareja
estd formada por rectas perpendiculares diremos que esas dos rectas estan relacionadas.

De esta forma tendremos definida una relacion binaria en el conjunto A.

Las relaciones binarias definidas en un conjunto pueden tener las siguientes propiedades:

a) Reflexiva. Si aRa, es decir, cada elemento, cumple la relacion consigo mismo. La
relacion “="* es reflexiva.

b) Simétrica. Si aRb implica que se verifica también bRa, es decir, si la relacion es
verificada por el par (a,b), se verifica por el par {ba). Ejemplo de relacion simétrica

s a- b=a

Otra relacion simétrica es “es familiar de“.
En efecto:

Si a es familiar de b
b es familiar de a

La relacion “es hijo de“ no es simétrica, ni la “< *.
c) Antisimétrica. Son aquellas relaciones tales que
Si aRb sélo puede verificarse bRa sia = h.

Es el caso opuesto a b). La relacion “mayor o igual que* es antisimétrica. En efecto,
si a es mayor o igual que b,

b no *“es mayor o igual que“ a a menos que a=h.

d) Transitiva. Son aquellas que
Si aRb y bRc se verifica aRc.
Un caso de relacion transitiva es “mayor que“, en efecto:

sia>byb>c a> c.

Los tipos de relacion mas usuales son los de equivalencia y de orden.

RELACIONES DE EQUIVALENCIA

Se dice que una relaciéon binaria entre elementos de un conjunto es una equivalencia
cuando es reflexiva, transitiva y simétrica.



Ejemplo de relaciones de equivalencia son; “es familia de“, “ser paralela a“.
En efecto, en todas ellas se verifica

aRa reflexiva.
aRb y bRa simétrica.
aRb, bRc implica que aRc transitiva.

RELACIONES DE ORDEN

Se dice que una relacion binaria es de orden cuando es a la vez reflexiva, transitiva y
antisimétrica.

Ejemplo; “es descendiente de“

En el caso de que no se cumpla la propiedad reflexiva se trataria de una relacion de orden
estricto (por ejemplo, “<*).

Dado un conjunto Cy una relacion de orden R entre los elementos del mismo, se dice
que el conjunto C esta totalmente ordenado por R cuando dados dos elementos cualesquiera
ay b de C, pueden compararse mediante R, es decir, puede escribirse aRb o bRa.

En caso contrario se dice que C estd parcialmente ordenado por R.

En el primer caso puede decirse también que en el conjunto C la relacion R determina
un orden total y en el segundo un orden parcial.

4. Clases de equivalencia

Sea A un conjunto en el que estad definida una relacion R de equivalencia. Dado un ele-
mento a de A, todos los elementos de A que estén relacionados con a forman un subconjunto
de A que llamaremos clase de equivalencia de representante a, C ().

C(a)
C{b)
C/A >Clases de equivalencia, que formaran una serie de subconjuntos.

Cid)

Ejemplo: En el conjunto de las rectas del espacio, el subconjunto de rectas paralelas a
la recta r, el de las paralelas a r',..

T eorema

Cualquier elemento del conjunto A, en el que estd definida la relacion de equivalencia,
pertenece a una clase de equivalencia.

En efecto: Sea aeA, este elemento pertenecerd al subconjunto de elementos de A que
estén relacionados con a. En caso de que no existiera ninguno, este elemento a formaria por si
solo una clase de equivalencia, debido a la propiedad reflexiva aRa.



Teorema

Dos elementos cualquiera de una clase de equivalencia son equivalentes entre si:
Sea C{a) y sean m,neC{a), por ser m6/1 se verifica que mRa, y por ser neA se verifica que

nRa.
Si nRa por la propiedad simétrica aRn, y si

mRa \
y | Transitiva
aRn ) c.q.d.

Teorema

Dos clases de equivalencia no pueden tener un elemento comun, ya que en caso de tener
un elemento comun se trataria de la misma clase.
Sean las clases C{a) y C{b) con un elemento x comin a ambas clases

xeC{a)-"xRa

xeC{b)-AxRh  ~aRD

Veamos que ambas clases son la misma, es decir, que todo elemento de C{a) estd en C{b)
y reciprocamente.

1" Si 'imeC{4)-ymRa
pero como aRb*mRb*meC{b)

2° Si 'ImeC{b)*mRb
pero como bRa"mRa-"meC{a)

por lo tanto:
Cla) = C{b)

Como consecuencia de estos teoremas se obtiene el siguiente:

Corolario

Dado un conjunto A, en el que esta definida una relacion de equivalencia R, todas las
clases de equivalencia son tales que:

C(u)uC (02)"» ... uC(fl,) =1/l
Clai)nClai)=¢ i"]

es decir, determinan una particién en el conjunto A.

Teorema
Supongamos que en un conjunto A esta definida una particion A{A" A2, ... Aj tal que:

(TAUT2UA3U ... /1 =A
IPAINAN= B8]
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Se puede definir una relacion de equivalencia en el conjunto A, cuyas clases de equiva-
lencia son precisamente los subconjuntos Aj.
Dos elementos estadn relacionados cuando los dos pertenezcan al mismo subconjunto.

Es decir, definimos R tal que:

aRb cuando existe algun ital que ay beAj

Vamos a demostrar que esa relacion es de equivalencia.

1
2.
4,

aRa

aRb=>bRa

arRb ... . | pertenecen a ) Luego a, ceAj
bRc ... . 1pertenecen a Aj j Por tanto, aRc

Si aeAi, entonces Cfa) = Aj.

Conjunto cociente
Es el conjunto que tiene como elementos las clases de equivalencia Aj, y se represente:

/4= Conjunto inicial
' R = Relacién de equivalencia

Ejemplos

1

Supongamos S el conjunto de todos los nimeros enteros, y que ay beS y aRb cuando
a—b es multiplo de n, lo que se indicara a—b —ii.

Comprobar si R es una relacion de equivalencia y hallar las clases de equivalencia
cuando n= 10.

1) aRa; a—a—0=Ki

2) aRb=>bRa
a—b=Kn=n b—a- Kn=i
Y ARalaRe P Tosil, sumando

a-c ={K+K’)n=i"aRc

Luego es una relacion de equivalencia.
Clases de equivalencia:

/1i=0, 10, 20..uceeeeeeiecnnneen,
A2 =1, 11,21 Conjunto cociente
AN =2, 12, 22
SiRVANA2 AN, . Ag
AM=9, 19, 29



2. Supongamos el conjunto de todos los puntos del plano aRb si uy fe equidistan del
origen.
Todas las circunferencias concéntricas con centro en el origen formarian las clases
de equivalencia.
S i?{Cj,C2, «++C,, ... } el conjunto cociente tendria infinitas circunferencias.
5 APLICACIONES O FUNCIONES

Dados dos conjuntos Sy T, una aplicacidn entre estos dos conjuntos es una correspon-
dencia que asocia a cada elemento de S un elemento de T.

S-AT a-"x o f{a) =x

Todo elemento de S tiene que tener un asociado en T y so6lo uno.

S se llama conjunto de SALIDA o DOMINIO.
T se llama conjunto de LLEGADA o0 RANGO o CONDOMINIO.

Una aplicacion estd definida cuando para todo elemento del conjunto de SALIDA se
conozca cual es su asociado en el conjunto de LLEGADA.

51. APLICACIONES IGUALES
_A

Dos aplicaciones/y g entre dos conjuntos Sy T 57K son iguales cuando todo elemento

de S se asocia con el mismo elemento de T a través de las aplicaciones/y g
f=g NseS=>f{s) = g{s)

Cuando a todo elemento de un conjunto se le asocia otro elemento de ese mismo conjunto,
se tiene una aplicacién de ese conjunto en él mismo.

Por ejemplo, a en el conjunto de los nameros naturales N N-"N.
52. APLICACION IDENTICA (1)

La aplicacién que asocia cada elemento consigo mismo dentro de un conjunto.

53. COMPOSICION DE APLICACIONES O PRODUCTO

Sea la aplicacion/de Sen Tyla”~de T en R.

Shr y TAR : S®4r



{gof)s = go{f{S) =g{t) =r

Sin embargo, {fog)T =fo{g{T)) =f{R), que no existe, por no ser R dominio de/.

Propiedad asociativa del producto:

SINT TAR RAP
(hog) of=ho{gof)
[{hog)of] S = {hog)of{S)= (hog)T =hog{T) = h{R)= P
[holgof)] S = ho [{gof){S); = hogo{f{S)) = hog{T) =h{R) =P

Cualquier aplicacion multiplicada por la aplicacion identidad la reproduce la misma

aplicacion /.

Supongamos que tenemos:

A~B \/ola =f1 aeA f{a)=b
ANMA T laof=f (f.la)a=fVa(b))=f{a)=b

54. IMAGEN DE UNA APLICACION

Dada la aplicacion a V b, se llama imagen de A a través de/el conjunto de elementos bj
de B para los cuales existe al menos un aj de A, tal que/(aj) = fej.

1J"A) = {bijeB para los cuales 3 ajeA=>f{aj) = ¢j}

55. INYECCION

Una aplicacion/de A en B se dice que es una aplicacién inyectiva si dos elementos dis-
tintos de A se transforman en dos elementos distintos de B :

aVb

Supongamos que a,*bV

Forma de demostrar que una aplicacion es inyectiva:
Suponemos que =”"2 y demostramos que, como consecuencia, —<@- Es decir, en una
inyeccién la igualdad de las imagenes implica la de los elementos de partida.



5.6. SOBREYECCION

Una aplicacion/ de Men 5 es sobreyectiva cuando la imagen de A coincide con el con-
junto de llegada

A~B; 1JA)=B
5.7. BIYECCION

Una aplicacion/de » en B que sea inyectiva y sobreyectiva se la llama biyectiva (corres-
pondencia biunivoca):

Y — XT
A"B ) — X
P —— X

58. RELACION DE EQUIVALENCIA ASOCIADA A UNA APLICACION

Sea/ una aplicacion de AaB.

AhB

a través de esta aplicacion veamos como se define en A una relacién de equivalencia.
Dos elementos 42, &A diremos que estan relacionados cuando: f{a*)=f{a?, esta re-
lacién cumple las propiedades:

Reflexiva: aRa, puesto que f{a) =/(u).
Simétrica: si fliRu2="/("i)=/("2X y Por tanto _/(a2)=/("i)> luego a2Ra”.
Transitiva: Si a"Ra2 =fin2 )

) =>yiUl)=/(U3)UI"U3

[2RUB-N(U2) =/(«3) ]

esta relacidn de equivalencia dara lugar a un conjunto cociente A[f, cuyos elementos son los
subconjuntos de A que se representan en el mismo elemento de B.

59. DESCOMPOSICION CANONICA DE UNA APLICACION

Sea una aplicacién/ de AaB
AhB

Consideramos el conjunto cociente A\fy definimos la siguiente aplicacion g de A en A\f
VueA-"Cjiz) esta aplicacion es sobre.
Definimos la aplicacion hat A\fen Im. (A),
C{a)"f{a) esta aplicacion es inyectiva.
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Por altimo, defino la aplicaciéon | de Im{A) a B, haciendo corresponder a cada elemento

al mismo.
De esta forma pasamos de .4 a B a través de las tres aplicaciones definidas

y4‘oho*B, Osea/= iohog

5.10. INVERSA DE UNA APLICACION

Sea/ una aplicacién de Sen T.
sUt

si existe una aplicacion de T en S tal que gofproduzca la identidad en S, es decir:
VsieS s,eS, o0 sea, gof=f

diremos que g es la inversa de/ por la izquierda.
De forma anéloga definimos la inversa de/ por la derecha diciendo:

sea/ una aplicacionde Sa T
SAT
Si existe una aplicacién g de T en S tal quefog produzca la identidad en T, es decir,
VijeT-i>sjeS-S>ije7” o seafog = 1,,

diremos que g es la inversa por la derecha de /.

Si dada una aplicacién f existen las aplicaciones inversas por la izquierda y por la de-
recha y éstas son la misma a esta aplicacién la llamaremos INVERSA o RECIPROCA,
designandola por/~*.

Teorema

Una aplicacién f es inyectiva si y solamente si admite una inversa a la izquierda.

PRIMERA PARTE
Hipotesis
f admite una inversa a la izquierda
sUt, TAS*rgof=1s
Tesis
f es inyectiva.



Demostracion

SIS =) Si ij = 12 debe ser =<
Supongamos que i = [2¢
Si = igofjSi = =g(th

Como suponemos que t* = 2, sera: g{ti) = g{t2).
«=igof)S2 = g[f{S2)] = g{t2)

Y por lo tanto, § =<« c. g. d.

SEGUNDA PARTE

Hipotesis
f es inyectiva
S-AT
Tesis
f admite una inversa a la izquierda.
Demostracion
Definimos una 3 de T en S, de la forma:

Vtiel,(%(i;)=sj tal que/(ij) = tj
MINIm(M)o{ti) = So, siendo s, un elemento cualquiera de S

igofjSi = g(fisj)) = g{ti) = s., luego gof=

Teorema

Una aplicacion es sobreyectiva si y solo si admite una inversa a la derecha.
PRIMERA PARTE
Hipotesis

f admite inversa a la derecha.

SUt, ThS=>fog=Ir

Tesis

f es sobreyectiva.

Demostracion

h = (fog)ti=figitj))=f{sj) = ti, para todo ij existe, pues, un sj tal que/(sj) = ij.

16
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aoianuffi 801 7b oinulfioo I3 fi3 HIif;nid m'(ri0rAO Rnu rHT3-7ji;\j-i ofi i--! lijp/> v

/admite inversa a la derecha. ..c'ijiing
Demostracion K /mpj; Ofi-

Definiriamos una aplicacion 3 de T en S de tal modo que a cada elemento de T le haga
corresponder iho de los'que proviene de'S. Esta aplicacion asi definida es la inversa a la
derecha de /, puesto que

'itieT,(fog)ii=folg{ti)] =/(Si) = ij

ob<7 Biiiq ig 0S6g V ig w7 7 \V'>)iiq0+ >>j-Qg -yy- L

T eorema .
S\rja —77~¢

Si g es biyectiva admite una inversa g~".

En efecto, como es una relacion biunivoca, admite inversa por la izquierda, por ser in-
yectiva, e inversa por la derecha,'por sobféyéctiva, y como es biunl’vocamam?as inyersas
seran iguales (g~"). C T

Inversa del producto VI
U0 23 'i1>7 i TRiTqi- 2 (fog) ~=g "of
ofiR- m L7 1)1 =770 - m 'm--jv; 7' ogr! Aii iy (in=7; 0
Si demostramos que {gof} o 0 g~") =1 (identidad), estard demostrado: ,'j7' wm'.d
gof o f~*og~" =golog~" -=ghg~"* =1 = ‘m b.
AMmoomy'tig o m
6. OPERACIONES BINARIAS 1iji)iEQf « 4R - i
i i‘rnuz ni jortd tr b( e na

I Una. operacionj|binaria o lej* de coniposicion.Minterna, definida en un conjunto C es una
regla que hace corré”poiider a cada par, ordenado {a,b) de elementos de C otro elemento del.,
mismo conjunto, denominado resultado de la operacion. Esto se indica en la forma

anb =c¢
e Xoron7'7: \'D oblic O%iis'l'~ ¢ 7.7 7
O es el simbolo de la operacion. udiilga. i) !
Una operacion binaria es, por tanto, una aplicacion del producto cartesiano CxCen C.

17



La operacion de substraccidn es una operacion binaria sobre el conjunto de todos los
numeros racionales (numeros de la forma p/g, donde p y g son enteros y g~ 0), pero no es
una operacion binaria en el conjunto de todos los nUmeros enteros positivos. Para cualquier
pareja de numeros racionales A= pijqy B =r/s, la diferencia A —B est& Unicamente definida
por otro namero racional (ps—rq)/", de aqui {—) satisface las condiciones de la definicion
de una operacidn binaria en el conjunto de todos los nimeros racionales. Sin embargo,
la diferencia de dos numeros enteros positivos no es siempre un ndmero entero positivo'
y de aqui (— no representa una operacién binaria en el conjunto de los nUmeros enteros
positivos.

62. PROPIEDADES

Una operacion binaria O sobre un conjunto M es asociativa si y sélo si para toda
abycen M

aD{bnc) ={anb)nc.

b) Una operacion binaria O sobre un conjunto M es conmutativa si y s6lo si para todo
ay benM

addu=60u.

c) Existencia de elemento neutro.
Un conjunto se dice que tiene elemento neutro respecto a una operacion si existe algun
elemento del conjunto tal que

uda =al[Ju=a ()

Cuando en un conjunto existe elemento neutro respecto a una operacién, éste es Unico.
En efecto, supongamos que hubiera dos elementos uy u' que verificase (I) para todo elemento
del conjunto. Entonces

Si hubiera dos elementos unidad uy u', seria:

uu' = u por ser u' unidad _
uu' = u' por ser u unidad Y=Y
En algebra de nameros el cero es el neutro respecto a la suma y el 1 respecto a la mul-
tiplicacion.
d) Si un conjunto C posee elemento neutro u respecto a una operacion OO0, puede defi-
nirse el elemento simétrico de uno dado xgC como aquél y gC que verifica

xny=yDx=u

El elemento simétrico suele designarse por x~".
e) Propiedad distributiva.



Dado un conjunto S dotado de dos operaciones binarias O y *, se dice que la operacion
O es distributiva a la izquierda respecto a (0)* si se verifica

a0 (fe*c) = (a0&)*(«Oc) (1)

Cualquiera que sean {a,b,c)eS; andlogamente se dice que es distributiva a la derecha res-
pecto a * si

ib*c)na =ibDa)*{cna) )

Cualquiera que sean {a,b,c)eS.

Si se verifican (1) y (2), se dice simplemente que O es distributiva respecto a *.
Operacion binaria estable para una relacion binaria

Sea un conjunto A en el que esta definida una operacién 0y una relacion binaria R. Di-
remos que la operacion 0 es estable para la relacién R cuando

a’Rav
U o«3i? Ujo «4
a"R.a"

T eorema

En un conjunto A en el que hay definida una operacién oy una relaciéon R de equiva-
lencia, tal que la operacion es estable para la relacidn, esta operacion 0 induce una opera-
cion 0' sobre el conjunto A/R.

C(a)
C{a2
A/R Definimos la operacién 0' entre dos clases, a aquella clase cuyo re-
presentante es el operado de los representantes
a,,) C(fli)0'C(a2) = C(aj 0 a")

La clase resultante de operar dos clases es independiente de los representantes de las
clases. En efecto:

feieC(ij~)-» C(«i) = C(fei)
fejSC [aj) C(fl2) = C(fe2)

C(fe™) o C(fe2) = C(fei 0 b"), pero como

Qb2Ra, 0”2 por ser la operacion estable para la relacion.
o] /

Luego C(fei o fe2)= C(ai o 02)-



7. MORFISMOS-ib ‘A " j SBi'jsnid i"arioioinsgo .'iob ab obtuoh ‘¢ oJnijjiioa mi obsCl
ipilnav S: i.; 'sim() £ oJssqaai nbirjiupi.! si i; B/iiudiriaib 230
Dados dos conjuntos ™ y ¥ en los cuales estdn definidas sendas operaciones oy o', un
morfismo es una aplicacion de A envi'que'conserva ias operaciones.
Tenemos definida una aplicacion/de vi en vi"

=23 lUiviisi- " iudi'fliiib 23 3Up 30ib 32 3jft3mr>gol.onij ; rtcs? s.up msinpicuD
A-"AY ff * KoDsq
H . _Aq' - * 2
Sfse verifica que: a-"a') aob-Ilaqbo' L &Dd *0)
entonces/es un morfismo. rfaar; 3ijp ii-.i3lupiBuD
Segun el tipo de/los moffismas pueden 32 ,(E){ ii) iiBodi-isv sa i2
Aplicaciones f Morfismos ™A "N mCorijufitb 'sol*m'mtsmé' M «iihmaqO
{2 plpyectiva gy ayiMpnpmorfismo, iy e ngoingrfi ¥ nio bos
obreyectiva<------- > Epimorfismo,,,,., ,. ,
Biyectiva <----------- > Isomorfismo ---------- Automorfismo ‘
i ;) rSW\ g
Yeorema ) > {

La compuesta o producto de dos morfismos es otro morfismo.
Sean los tres conjuntos A, A'y A", y tenemos:

-fivfops 30 11 noiof.i.37 ram y 0 ao'a U*A" aai:aA a §'6'/sri sup is h3 b. otoijinou nu n3
-rnsqi- ni'j* ™oubci 0 noéiaii'aqo bibs .nObsiai bi eibo -.idEiaa 23 mrjjssiic,o A 3jjp ibl .cionai
es la compuesta de/j y/2, o sea una aplicacion de *-»-vI"; vedmos qué es morfismo :0 fiob

a o\ wili
>aOb”a' Ob', por ser un morfismo
b Nyjio 37;i3 slbnpB 6 (2?hifj aob 3tiii3 '0 ndioKwgo ni aomutfioQ 1 5vK

i-'jfii;ia3,i3Kg57 aoi 3D OuBisqi.,! 3 23 jJ.u&Jnaa'liq
a ob'a" ob" potser/2'un morfismo ™ '

asi 30 me'f(},1iii323'1q3i 2i;i 3ij sifUiniriogsbui 23 i*icjd’j ~.,'c itniiqo ai) ajiintfijr'a) oaclo bJ.
Luego a 0 bha" o b", por ser/3 la compuesta de/”™ y/2. Por lo tanto./g conserva las
operaciones, luego  es un morfismo.
(-0)' 6
(rOD irVSA- i,.)ii 'OBr?”
8. GRUPOS
oiooa Ci5q .i.d o o {iflo

81 Semigrupos

Uﬁ gonjun{o gcon LMW#W%W@%&MHQW%M« vig ?
El conjunto de los numeros naturales mayores que cero y con la operacion + es un
semigrupo {1,2,3,...,+}. (s» o ,iip -/j6 o .0)?;
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82. Monoides Grrt'-VKVil

_,¢nu 0id?, ' Tiditdioc S3fi%i = 00'i IHe .iugiiudo §liii  ogma nu n3
Un semigrupo con elemento neutro es un mcnpi*Cj e e vHJiv: obrifiiitiqijrifM

fs tt=unf ; ‘8> Xmu (i V- X
8.3. Grupos

. . . . . ' wvfi'ui =0 di-> -eornn'ivy
Un grupo esun ipgppi®c™uej9a™aclem.9ntp tiene un inyprso. pjepaplQ;(,,.-2,,-1,0,1,3v |
(nimeros enteros positivos y negativos).
De donde se desprende que un conjunto A en el que estd definida una operacion tiene
categoria de grupo cuando ,se yerifica,njlos tr,es axiomas siguientes:
1® La operacion es asociativa (6- .
{a ° b) 0c=ao (b ° C) oV'tivivi'vo'3

oS Pxist™. vm..eJejjjendto .jg-jj""\UMe,mps™uej”]trc). respecto, a'es,a joperacion, tal ,que<®

VaeAaou= oa=a

3" Para cada elemento del conjunto A existé™otro elemento a' de ese conjunto, al que
[lamaremos simétrico, tal que
VWV Vi T
astno 4b fiooGiomno fjikisvin a; sb. ocia%Eo%'q b aa o.tai,shoiq oui ab “i-Tv/ni i3
Si el grupo goza ademés de la propiedad conmutativa diremos que es un grupo con-
mutativo o abeliano. NMwo  d~ " (@oo;
Las clases de resto de médulo n forman un grupo.
-narnaia aob aoi Tfiailgiilijfn litaed ' " 0 '"n as d o dsb oarsvai b sup rsv sT/jq .0jsls nd
Ra0 Rb =R¢4"< ohrsrnsls isas OjOuboi': is taisv / aoi

1) Quedes asociativa: <jjo»o»=" (o' G040 »= 0 o(on)
+i"b + ~c) —i"ad "b) +
+ "b+c—"at+tlc—"(a+th+c= + 7+ = ("a+ "b)+ K

2) Existe elemento neutro; A 9-nt,\onian7o0/n nn obBU
wsb oTiijssn is .as Bnnoians'it sa § si> o'riijsn ia snp aoinlisV
n D D D ® orjijsn oj"srnsfs |Is iv gs8

Na +0
3) Existe elemento inverso. d*-vi
El de R, seria i?,, ,,;i?,,+ R,, "= R"¢J Er -iM*  as'a sup aonmsV
. ;0lssb fi3

. N =9

8.4. Propiedades de los grupos \i deu

Teorema =40 Lf- - wo W
En todo grupo se verifica que si aob =aoc, entonces b—c\ a'ocaob = a'oaoc; uob = uoc.
Luego b—c. -0 3b orjusn .lamsa 'q .oinai oi iot
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Teorema

En un grupo G una ecuacion del tipo ax —b tiene una solucidn y sélo una.
Multiplicando por por la izquierda,

a~" m- X =a~"b; u-x =a~"b; x =a~"b

Veamos que es Unica:
Supongamos que hubiese dos  y X2; ambas verificaran la ecuacion

ax =b
ax"=ax2; Xi=X2 por el teorema anterior.
ax2=b

Corolario
El simétrico de un elemento es Unico, por ser éste por definicién solucion de la ecuacién

aox =xoa=u

Teorema
El inverso de un producto es el producto de las inversas cambiados de orden

{ao06)“*=b~" 0 a-"

En efecto, para ver que el inverso de a o b es b~" 0 a~" basta multiplicar los dos elemen-
tos y ver si el producto es el elemento neutro,

{aob)o(b~0oa~")=aobob~*oa~"=aouoa~"=aoa~" =u

Teorema
Dado un morfismo/ entre dos grupos gy g'.
Veamos que el neutro de g se transforma en el neutro de ¢'
Sea Mel elemento neutro de g.
u->-b'
VVeamos que b' es el neutro de g'.
En efecto:
a“a
u-*b’
aou=a-"dob=a.

Por lo tanto, b' serd el neutro de ¢'.
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Teorema
Dado un morfismo/entre dos grupos gy @', si el inverso de a se transforma en el

inverso de a'.
En efecto:

aoa "=u-ya'ob=u

Luego b' es el inverso de a'.

Definicién
Utilizaremos la notacién a™ para indicar la aplicacidn sucesiva de la operacion o m veces

con el elemento a. Es decir,

a _aoao...oa
m factores

Definimos analogamente
a®=uya "={a —a

Teorema

Para todo aeG, a",a" = siendo my n ndmeros enteros positivos 0 negativos.

Demostracion
En el caso en que my n sean ambos positivos, por definicion se verifica:

a"oa'={aoao ... 0a) o0 (aocao ... 0a) =
m factores n factores

De forma analoga puede verse el caso en que sean negativos los exponentes:

[.“ Siuno de ellos es negativo:
a'a ”"=a" (a = (a0,@a0... a)o(a “oa "o0...0a
n factores m factores

eliminando cada a con su inmediata a 1se obtendran:

1" Si|n| > Iml, se obtendran m—n veces el factor a~*, quedando

2" Siln| > Im|, se obtendran m —n veces el factora  quedando



2® Si los dos son negativos; nfiratiool

lo uo ;;nnn'i>rid'it i d>ofiovr.i a "5a"”z"(é~ \ oraahora m oLbQ
A oh 02Sivni
={a "oa "o...a O(a "o 0...0a""N=(a“N"+"=a-""n"
n factores m factores
Ejprcicio T P A

Sea el conjunto formado por los elementos Xj, X2 y X3, y considdfemds todas las aplica-
ciones "biyectivas de este conjunto en si mismo. Demostrar que el conjunto de todas estas
aplicaciones forman un grupo

i« 0 aoililiisrnj ;.i ob ii/jnooul!! noioisoi;-. el iBoibm BiJsq "'u ndioBion b! RomoifisiliJl)
S = {x"\X2,X3} S-4S /lioab S oinirnsis la noo

El nimero de aplicaciones biyectivas que puedo formar seria:
iQ0'Jiii K

P3 =6, es decir, {"i/2/3/4]s ylg} = A

3Ln3frtBoigilc  ImirniaCl

A fz A{*
X,
. n2
X3-1-X3 '
o6 on i i a ViHObny?™ 5 obo] BIBI
Veamos si forma grupo:
ubVjiynioiuNiQ
i'fi'fz—fzi U, r . A iv/s *.A na Olco ia a:f
Xj 4w -» X ‘U /iM
X2N X 2~»X3 fz- A B
X3—>X3-»X2 fz f
.3 '"-n = -F":o
fz 'fz 2 A A
A A :<ylliikon -ia goifo ab i>nu Id ~ “i
Xj —=Xj =X
X2-"X3-"Xi ‘
A3y 79ANJ «610Job! n

En la tabla se observara si existe elementd neutro vy si‘cada’eléitiénto tiéiie dlii invefs'gj

en este caso formaran grupo.
j §?03v ii —m nd'jbncijdo az ,jmi < lu; i2 i
85. Subgrupos

Subgrupo
, .0 ' o* o 3itvh- i “i
Un subconjunto S de un' grupo G se dice que’es un subg

1® S es cerrado respecto de la operacién de G. /i

S .idii < jni 12
Si:
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2° Si el elementopeutrp,de”Gjpstajeii,5r:j joq obiififiol olnuirsoo bv'0 14?2 ,0J09l0 u:3
=M ,'0 sb solfiii/Tsgji” ;ob &1 myj?.

3" Si cada elemento de S ti“ne su simétrico también

VaeS->a""eS
. . 3 . 3 vviuii‘ioaT
es decir, si S por si solo tiene categoria de grupo.
«& Como Caso partidulat' dé-Suibgrapos' dé' Gii'grupb”~G sé piiédé"corisidérar al'misrnd'~ru-
po Gy al grupo {U} formado por el elemento neutro; a estos dos subgrupos se,les,llama

subgrupos impropios. K3dni ~
i /< "it-3vV j,
T eorema fao.ii i2
La condicidn necesaria y suficiente para que umsnbconjuntp S cerradp de Un grupo G
sea un subgrupo es que Si: N B3s .q

ay beS=>a o0 b~"eS.
os'rjiivV'i  ,d.8
1" La condicidn necesaria:

oJiiuyioa i/: ofiTiiTiornfjjpdtésis)*' S'és un sibgrupé'de G-* iliift.' \ onii'il'iorn nu obsCI

Ai ob ojiijarr O’Usmais Is Tesis)‘Sr"¢(y*beS*'0’6 w  “otnoiriab ab
En efecto:
Si aeS y beS, por ser S subgrupo b "eS.
. uma'to'ad vV
Si ae$S por ser S subgrupo
.0 sb 0q.G7gd,u2 nu is -vi{ Kogmg ¢0h cnina \ omnliorn fiu obuQ
“1 1 ’ ;otofjla fi3
aob "eS c.g.d
03ioun ik 1803n3li3g loqg ,(\ sb oaiofia)
2° La condicion es suficiente: u
Hipotesis) Siay beS=>aob "eS U’ d 5™ d
Tesis) S es un subgrupo.
_ ogoul,yjy~ uo ii-i- nc
En efecto: q ah oquigriuii Uu 23 otifotn I3 .oiriui ol loq dow
1 ® Sia, neS aoa“”eS™ueS, luego S contiene el elemento neutro.

2. " SiuaeS”™u o a~" =a~"eS, luego si estd un elemento estd su inverso. vimaioaT
e o:n3loriuz y néioibnoa uJ
Erf-éfecid: ‘il L.iTiuan. oinamaia fa sliisintioiii U”oalno.o osbin .b aup «a ,0iTt2liioiTto2i nu hd,
a, beS

Si beSAb~AE8 't 1ly (;ngA’\ pQj- hipotesis se verifica que b o a - €S,%' gof o tanto,
i(n A 23 \ toqiH
01&?150%? sJGEnlB%mu a(lgn%s[%lslggo > glfzalal

Ciiréforio"-"* liing 5.up bv M. no ¢iay yigrsiora .g sb oi.tuan M otnama b ocnoJ ,0.:0515 nd
7. ns '‘UoTnacrtab orlo inyijiixs ii; ,'«e<-» oni
Dado un grupo G, el subconjunto de G formado por todas las potencias de un elemento
de G es subgrupo de G
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En efecto, sea G' el conjunto formado por todas las potencias de aeG.

Sean x ey dos elementos de G/, se verificara x =a™, y =a”;

X0 y~l/\ :au 0 auu: aln_neGl

Teorema
Si ~ y B son dos subgrupos de G, se verifica que es también un subgrupo de G
En efecto:
. a,beA
Si a,beAnB a.beB

Si a,beA | ab~"eA
abgB ab "eB  porser Ay B subgrupos.
Luego ab~"eAr\B c.g.d.

86. Ndcleo

Dado un morfismo / entre los grupos g y ¢', se llama ndcleo del morfismo al conjunto
e e ementos de g que se transforman por medio del morfismo en el elemento neutro de g'.
N = {xeglx-Uu’)
Teorema

Dado un morfirmo/entre dos grupos g y @', el nacleo es un subgrupo de g.
En efecto:

a,bsN (nucleo de f), por pertenecer al nucleo

a“u’ a“u’

bru'

aob ~-*u'ou =u, luego
aob ”"eN, por lo tanto, el nicleo es un subgrupo de g.

T eorema

La condicion necesaria y suficiente para que un morfismo sobre/ entre dos grupos qy g
sea un isomorfismo, es que el ndcleo contenga Unicamente el elemento neutro u.

Condiciéon necesaria

Hipotesis) / es isomorfismo.
Tesis) N contiene Gnicamente el neutro.

En efecto. Como el emento u, neutro de g, siempre esta en N, ya que para todo morfis-
mo m->u, Si existiera otro elemento a en N,

aUu
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Resultando que por medio de/, dos elementos distintos uy ase transforman en el mismo u'
de ¢', contradiccion, pues/ es un isomorfismo.

Condicion suficiente
Hipotesis) N = {«}
Tesis) / es un isomorfismo.

En efecto, veamos que dos elementos distintos de g, no pueden transformarse en un mismo
elemento de ¢.
Si flj— ) anr-*a'
a2~*al ~02 ~ha' ~
arolz “""a'oa “=u'
Si  o0o02~"Mu’esque o0 u2 " pertenece al nicleo, y como éste s6lo contiene al elemento
neutro u, debera ser:

Uolk~*=uo0sea =u2

T eorema

Dado un morfismo/ entre dos grupos gy @', la imagen de g es un subgrupo de g'.
En efecto.

g-"g' veamos que Im{g) ™ g' es un subgrupo.

Si a',b'elm{g), habra dos elementos ay b tales que

aa' | a-"a’
bub' b-~-Ap'-A

ab-*a'b'-relm{f)
Luego Im{g) es un subgrupo ¢

8.7. Automorfismo interno

Dado un grupo g, se define la siguiente aplicacion/de g en g.
Fijado un elemento aeg,

Vxeg-"axa~"

Veamos que esta aplicacion asi definida es un automorfismo, y le llamaremos automor-
fismo interno engendrado por el elemento a

1" Veamos que es un morfismo; es decir, veamos que conserva las operaciones:
C']
1

X-yaxa
y-yaya~

Xy-"axa ”"aya “=axya "
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2" Veamos que es un morfismo sbbré/fcs'décirvVqué cualquier élémehtd-bc™M '-gjiisfe
al menos un elemento de g, que al aplicarlo*eP autéthorflsmo” inteim6-éM¢dtidréilo por to,
da el elemento x.

u “xa”aa “xaagflL2x. (,jg3,0qi!l
_oniiilimoui mj 23"\ («if4T
Por lo tanto, todo elemento x proviene de a ”xa.

3" Veamos que es un isombrflsmo,'és 'béBir/ciufe fei nlitleo' tidiitiefie U
mentd neutro. ah oJnam.”b
Si xeN, . j £ { N i?

xMaxa = upor ser Xdel nucleo. - f
axa~=u x=ana~]"=u
u="~"'0o'ui-" jno ju
8.8. Conjunto de automorfismos- interrmotu Ib oosnaliog '".ko upsa«- ™~ 0 i«
) ~ 732 KIA3h - Qi3>
Dado un grupo g, cada elemento da lugar a un automorfismo interno.
Sea A un grupo y sea B = (i4,,74'h"r'M,,-"~ ) eircb de todos los automorfismos
internos. Es decir, Aj es el automorfismo interno engendrado por a;.
Veamos primero que la compuesta de dos automorfismos es otro automorfismo':"»
Aj y Aj son los automorfismos intertio.engepdi®4g”,pgr aiiy;a~’n3"\om r.u obfiCl
.0Joolis fi3
a” ajuaj“~ayu,.uarla-1 = (@a.)a(@fl)-1
eat; 23 \i 2 i\im\ sup 2am>f;/
La compuesta de dos automorfismos internos engendrados por ajy a-es otro automorfis-
mo interno engendrado por gQ. U v u i-oJiiaiTini;; eob"fnoiui ifj
Tenemos, pues, el conjunto de los automorfismos iriternos, definida una operacion
cerrada, y veamos si esta operacion cumple l6fe'aiiiomas de' grupo.
1. " Es asociativa puesto que la compuesté de ablicadiories es asociativa.
2. ® EIl elemento neutro es el automorfismo engendrado por u (elemento neutro de Q)

Afai) 0 A{u) = A{aj. u) = Afaj).
oqu'iyda?. iiu  (ftiml ogaul

3. ® Para todo automorfismo interno engendrado por aj definimos el elemento inverso

al automorfismo interno engendrado por orgiVism,ohsK V.8
b i nfayc-jib.ifi ih snil-jb 32 M oqing nu obcQ
T(u,) 0 A(a™ = Atacar) = A(u). otrn”msis nu obajiT

Resultando, pues, que el conjunto de atitomorfisinos internos de un grupo g tiene cate-
goria de grupo.
iliJB no 23 [shinilab 12g noiocoiiqi; /;i29 aup 20fiiuaV
.n otnamab b 7o0q ofambnssno oinairii onv.5\
9. SUBGRUPO NORMAL ‘oinud'/ .rioab ¢3 ;ora2iiiom fu! 23 sup 2omi:3v "1

Dado un grupo g,y sea H un subgrupo de g, definimos,para un elemento aeg tal que AeH,
el conjunto

aH = {ahi hjeH} y llamaremos elase a'la izquierda de H.
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De igual forma definimos la clase por la derecha de H.
Ha = {hja hjeH}
.aoirt'ifai jomKti'Jomo.tuiv 201 <
De i"pal,fojin™.d,efinfiM un elemento beg tal que beH y beaH, la clase bH.

Teorema

Cada clase tiene el mismo ndmero de elementos que el subgrupo H. Para ello basta defi-
7'M ogaiij =’-
3InBi HUaH !hi*ahi

que se trata de una correspondencia biunivoca. N'A, Wivigino')

Teorema -iiomaiiii .'foniiii'hoiiUjJOK <foi sobo! b S5.nfirv-ni 2@ 'n  i?)?iijugjH

icivnor: i H tEIET
Doa clases distintas de H no pueden tener nlngun elemento comdn.

Sean aH y bH dos clases y'supdngamos qué tuvieran un eleihehtGxdmuafic .~ u -~

ceaH”c =ahi ) ... , hhh~~  hi, ' .01
cebH”c =bh,t = = =M.
.ofimi ogmi; km il yg ioinoraoicj- sb oJinfi owmufi no noo ognig nu
Cualquier xeaH,
iogvno oiajavtd
x = ahi = bh hj = bh"ebH.

De igual forma, si de (1) despejamos b,b = ahjhj *= ah\, cualquiery ebH
i .
y = bk- '=ahhj = ah.eaH.

Luego aH = bH. o1~

9.1. Subgrupo normal ofiibcm yb «’))&fD "a

3>oraraun [ ul Qqiji.i fi', LU |r|| . BiAl sK
Si H es un subgrupo de g y formamos las clases por la derecha?cy por la” |zqu rda

. lil \l\/ﬁ'i'UOT
. a
.oqi.ri'; J,b fiww- (50 'K Ha-", Ha2i” #.-HaJ\W: * fuf 0o 0gij'igou? go a0 nOJ 00 | o
-*hTO b uQiJiadua fuj V ijk q jlobio  odriil ogmii nu \7>b0||
Si ajH = Haj, o sea ajhj = diremos que H es uhhubgrupo’normal., #pj oijnfirrno"!
-eb (i £ob(.0 W<ncj .Uiouym”b  nsrryijnoa ;ozaia ¢aizo ob ghi' oOki ...0Cu .ri.u
Teorema “*nu\anin nyiiyii on sjiigio /j .i- ornoa v i-s"iib fcd s G-augiB "rs fu;i83 ocjuny Isb fioiuain
La condicion necesaria y suficiente para que un subgrupo H de un grupo g sea normal,

es que sea invariante frente a todos los. “tomorfisuios,internos.
H diremos que es invariante frente a los automorfismos internos cuando;

VaegiH M'aHa " A =iH.
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Condiciéon necesaria

Hipotesis) H es normal.
Tesis) H es invariante frente a todos los automorfismos internos.

En efecto, sea el automorfismo interno engendrado por a; apliquemos este automor-
fismo interno al subgrupo H.
hjeH->"ahia *
Pero como H es normal, aH = Ha —2ahj = hja, 0 sea ahja~" = hjEH. Luego cualquier elemento
de H se transforma en otro de H. Por tanto, H es invariante.
Condicion suficiente

Hipdtesis) H es invariante frente a todos los automorfismos internos.
Tesis) H es normal.

En efecto: \faegH”aHa~" =H, o sea aH =Ha. Por lo tanto, H es normal.
10. GRUPOS FINITOS

Un grupo con un numero finito de elementos se llama grupo finito.
Ejemplo de grupos finitos

10 AiU-1-i)

2° Las siguientes aplicaciones;

Nz)y=» 120=j3 A [3(N) =~

— AY=1 _ N
m =) /5")=1-2 ~

3" Clases de resto mddulo m
Se llama orden de un grupo finito al nimero de elementos del grupo.

Teorema de Lagrange

El orden de un subgrupo de un grupo finito es un divisor del orden del grupo.

Sea g un grupo finito de orden n, y sea H un subgrupo de orden p.

Formando las clases por la izquierda de H.

a™H, Ujii,... a"H, cada una de estas clases contienen p elementos, como todos los ele-

mentos del grupo estan en alguna de las clases y como dos clases no tienen ningun elemento
comun,

r+r+ P.+"=«

pr=n p =7 = entero



11. GRUPO CICLICO

Un grupo en el que cualquier elemento se puede poner como potencia de un elemento g
del grupo se dice que es un grupo ciclico; al elemento g se le llama generador del grupo; es
decir:

n i 0= generador

1T A A — ”
la®a =g n= num. entero

T eorema

En todo grupo finito cada elemento tiene una potencia que reproduce la unidad.
Sea un grupo finito g de orden g

g = {((1,02, eee

Sea ajeg, formamos las potencias de este elemento aj, af, . como cada potencia
da lugar a un elemento de g, s6lo habra g potencias distintas; es decir, al calcular todas las

potencias las habra repetidas:
aj —a'j-yal**" =u

cada elemento tiene una potencia que reproduce la unidad.
Al menor entero positivo h tal que aj = u se Illama orden del elemento a;j.

T eorema

Si a es de orden h, entonces «™*= u si y sélo si m es un multiplo de h.

Condiciéon necesaria

Hipotesis) a es de orden ha™ =u
Tesis) mes un maltiplo de h.

En efecto, = u" ya que m no puede ser menor que h, pues h es el orden de a
m=gqgh+r
u e a’l_ _{allYal - u, .((I’: al’

pero como r <h para que a' = u debe ser r = 0, luego m= gh, es decir, un multiplo de h.

Condicion suficiente

Hipdtesis) a es de orden hm=H
Tesis) a"=u

En efecto, m=qgh

d7=a""= ()= =w
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T eorema 03U3iJ] U'liIMO il

» Si,grupo, finito,de. orcii™n « existetun,elemento,,d” orden  este,grupo ps,ciclicp en-
g&dmA~" ~NrhesVelenaen™M ;00ibb oqur; hm<w@aup s:>b 3 bb
Sea: A = {ai,a2, mmma j grupo finito de orden n, donde es de orden n, a*—u. -
Formamos todas las potencias de a".
wfOUBisnoii = » |
n n" —n~ "W

Tenemos n elementos que todos pertenecen a 4y veremos que no puede haber dos iguales,™

pues Sl 33ij’5H{a.,~ Viiif it.arratoq Bnif ansiJ otnarrtsb ab”o olin.il oqui.g obo.t n3

\i nabio 3b y oJtail N mi b38
ap=a. rs<n i nabio 3b Y oJtail oqug”™ mi

al':> \‘=uuyr —s<n

Contradiccion, pues entonces r —s seria el prdep de a.. Por lo.tanto, cualquier elemento de A

s Puede._Bo.rB?_llrvc,gmﬁ_qna po}?fnc'a&?ﬁﬁzuionsloq u mdsn! ol'd(; ab oinsmuis nu s ingul cfa
:3,a-bii3gsr Eidarl 3ul.'fabnojon
Teorema
Todo grupo ciclico es abliano. u—“w"b-t--n" “u
Sea g ciclico engendrado por g, como todo elemento se puede poner como una potencia
de g. bitii;a; ai suuboigs-i 5up .B'>n3.!oq bhu anoi; ojn'imsb abaa

a' " o ALLD LI J— LR AL\ L — "ne "o
b ab=g". ¢g"=g""=g"\"=g"g"=b.a

g
g”

T eorema

Todo grupo ciclico de orden infinito es isomorfo del conjunto Z de los nimeros enteros,
con la operacién suma.

La regla/ del isomorfismo es nl*g™. A Li3l-so0 ob roij '
j\ 3bolgiiium nij 83 W
Demostracion‘iiy nab™) i3 2ma ~diij loa-.iffi 'isa steug on m 3up av ""s= *“u .oiasbi iici
1" La aplicacion es un morfismo o
\+ig--m
m,neZ  m\-yg’ T.qi
) n\-"g"

o 3> Olgfli-fyini~-yd'n'Tn _gm ~ ~nug-jiJi ,0 ~ 1 'iSi. 2C)bb M~ V. 3iip Bl.Bq orfi'.,0 OTjq

2. ® La aplicacion es sobreyectiva. 'iUv;ihrly - M >\M,b>

En efecto, todo elemento del grupo Ges imagen de un elemento de Z, ya que por ser G
un grupo ciclico, por definicion deLmismo t6d6 elémelto puede™porierse en la forma g™
luego existe un entero, que verifica la regla/, del que es iméagenf*

3. ® La aplicacion es inyectiva.
En efecto. Supongamos que no lo fuera: habria dos elementos r y sEZ con‘imagenes
iguales:r\*g',s\-*g\g =g\ Nz Q..
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Supongamos r<s, realizando la operacién del grupo o, a la derecha, con g~*, g' 0 =g
0 g~\ g~*=u, luego existe un entero r—s tal que g"~*=u, y por tanto el grupo seria de
orden r—s, lo que no puede ser por hipdtesis de orden infinito. Por tanto, la aplicacion f
es inyectiva.

Por tanto, si/ es un morfismo y/es inyectiva y sobreyectiva,/ es un isomorfismo.

Teorema

Todo grupo ciclico de orden n finito, es isomorfo de Z/n, conjunto de las clases residuales
modulo n con la operacion © definida en la forma a@b =resto (a + b) (mddulo n).

La regla es r\-*g" (r>n).
Demostracion

1° La aplicacion es un morfismo.

k,seZ/n ng
N
res\-*g" *° @
Por otro lado, g' o g*=¢g"*?
Sir+s>n r+s=r@s Luego 3*®  *° (b)
sir +s<n r+s={r@s)+k.n
Luego g"** = g™ = *or
pero por ser el grupo de orden ng™ =u'=u
luego g™ =g* * ©

Por tanto, sustituyendo en (a) los resultados (b) y (c),
rosl 0

por tanto,/es un morfismo.

2" Laaplicacion es sobreyectiva.

En efecto, por definicion de grupo ciclico todo elemento puede ponerse en la forma g™,
siendo m un entero. Por ser el grupo de orden n, si m<n, m=gq.n +r, siendo r>n.

g™ =gi.""+ gin Qg*"g'--" pgr tunto, todo elomento del grupo puede ponerse en la for-
ma g', siendo r un ndmero entero menor que n; luego reZjn. Por tanto, todo elemento del
grupo es imagen de algun elemento de Z/n, luego la aplicacidn es sobreyectiva.

3" La aplicacién es inyectiva.

En efecto, supongamos que no lo fuera; en ese caso habria dos elementos r y s de Z/n
cuyas imégenes por/ serian iguales:

r\~9 s\79
por ser r,seZ/n, r<n, s<n, supongamos r<s



Si en (1) posmultiplicamos por g \
g'og *= g-"=u

Al ser r—s <n, el grupo seria entonces de orden r —s, contra lo supuesto, por tanto, no puede
ocurrir g' =¢" siendo r="s; luego la aplicacién es inyectiva.

Como consecuencia de lo anterior, al ser/ un morfismo y/ sobreyectiva e inyectiva,
/ es un isomorfismo.

Teorema
Todo subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.

Demostracion

Sea un grupo G cuyo generador es g; sea S G un subgrupo de G; sea m el menor ex-
ponente de los elementos de S, es decir:

Vae5 a==g" pAm

Cualquier elemento de S sera de la forma g", siendo p=q.m+ >m
gp = gom+r g°P=gi” o premultiplicando por 3“®'
ogP=g”""" 0g™" o g\ simplificando.

g'=g ""ogP

Esta expresion puede ponerse en la forma:

g'=g "og "og "0... g

Og"
g factores.

Por ser la operacion asociativa podemos obtener g' calculando primero zA—g  ° 9%
acontinuacién, 2=g o ZB=d o02Z2. .yz*=g °Z,_, 9=z, ¢g-"={9")-"
luego z*={g'"'y" o g”, por ser g" y g" elementos de S por hipotesisj ser S subgrupo de
G, z"={g”)~" o g" sera también elemento de S (teorema tercero del apartado, 9). Anéloga-
mente, 2= (?")" 10 Zi es también elemento de S (por ser g”, z*eS y S subgrupo de G), y,
por tanto, aplicando reiteradamente este razonamiento, debe ser z*=g'eS. Sin embargo,
por ser m el menor entero positivo de los exponentes de los elementos de Sy ser r por defi-
nicion menor que m, la Unica forma en que puede verificarse g'eS es r=0, pero si r=0, ello
quiere decir que cualquier elemento de S, g” es de la forma g™""'= g"’= {g”’Y", luego S es
ciclico con generador 3". Por tanto, todo subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.

12 GRUPOS SIMETRICOS Y ALTERNADOS

Como se dijo anteriormente, al poner ejemplos de grupos, una permutacién o de un
conjunto n= (1,. .. n} es una biyeccién a \n-"ny d\ grupo simétrico. ~ de grado nes el con-
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junto de las permutaciones de n dotado de la operacion de composicion, tal y como se de-
finié al hablar de aplicaciones.
Por ejemplo, si n—5,

12345 12345
crlilidi tJ-iliio-yt sondospermutaciones que normalmente
2 3451 34152
se escribiran con la notacién;
1 2 3 45 12 3 45
8= 23 4 5 1 34 15 2
La permutacion idéntica 7 sera: = 12345
12 3 45
En el caso presente: a o+ =i->3>4,2"4-"5 ... mientras que
To(T=17274,273->1,..., que con la notacién de dos lineas
1 2 3 45 To (7= 1 2 3 45
20T 45 2 13 0= 4 15 2 3

Por tanto, a o X 0 a.

Permutaciones tales como a equivalen a un desplazamiento circular de los simbolos
permutados, como se indica en la figura. Una permutacién asi se llama permutacion circular
o ciclo.

Para permutaciones circulares hay una notacion sobre una linea: se comienza por escri-
bir una cifra cualquiera y su imagen; asi se contina hasta que se cierre el ciclo.

Con esta notacion la permutacion tomard una cualquiera de estas formas: (12345),
(23451), (34512), (45123) 0 (51234). aes de orden 5, ya que =15, siendo I5 la permutacion
idéntica.

Toda permutacién circular de K letras es de orden K. El nimero de letras de un ciclo
llama su longitud; un ciclo de longitud 2 se llama una transposicion.

Adaptando esta notacidn por ciclos para las permutaciones en general, por ejemplo r,
se puede escribir t= (13) o (245) = (245) o (13). Se puede descomponer cualquier permuta-
cion de esta manera en forma Unica en producto de ciclos disjuntos; se entiende por ciclos dis-
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juntos aquellos que no tienen elementos comunes. Al aplicar ciclos de menos numero de
elementos que el conjunto sobre el que se aplica se entendera que a los elementos no com-
prendidos en el cilo les aplica la identidad.

Asi, el ciclo (13), aplicado al conjunto ATj = {1,2,3,4,5}, equivale a Por ello la
composicién de ciclos disjuntos es conmutativa.

Teorema

Toda permutacion a puede descomponerse en forma Unica en producto de ciclos dis-
juntos.
Demostracion

Sea X ={1,2,3,. ..n), un conjunto de elementos y a una permutacion de los mismos.

Se define una relacion i? en A de forma que dos elementos x,y verifican R si existe algun
m entero tal que x = cr'y.

La relacion R definida de esta forma es de equivalencia. En efecto:

Es reflexiva X=py

Es simétrica si X=a"Yy, por formar grupo las permutaciones se verificaray = a'
Es transitiva si X=a¥yey=az X ="z,

Luego xRz.

Por tanto, esta relacion R define en x una particion en clases de equivalencia segin R,
constituida por los subconjuntos €j,€2,#++Q, tales que son dsijuntos, y la union de todos
es x. Los elementos de cada conjunto C4 pueden ponerse en la forma siguiente, en funcién
de uno de ellos, ya que cada dos verifican a = a™'b:

Ci = &.<IX(PXK, ... pX]

Si consideramos las permutaciones circulares yj formadas por yj = (xj,axj,a"Xi,. . . <%j),
en cada una de ellas cada elemento se obtiene del anterior por aplicacién de la permuta-
cion a, ya quecrxj = €.xj it"x,= fI(f7X)0" = cr(cr'x;), etc.

Es decir, un ciclo y actta sobre los elementos de X que comprende, como la permutacion

cion (7sobre X, y para los no comprendidos en yj, como ya se indic6, actia como la funcion

identidad; por tanto, la composicion de todos los ciclos yi,72> e+ reproducira la permu-

tacion (T, por ser las Cj disjuntos y constituir una particion de X (es decir, CIUC2U ...
uQ =A).

Reciprocamente, caso de que exista una descomposicion de a en producto de ciclos

mmmPh’ los elementos de los mismos constjtuyen una particion correspondiente
a la relacion de equivalencia x = (r’y (ya que en todo ciclo se verifica tal relacidn); luego los
elementos de los ciclos *1,"2>"mmmPk deben ser los mismos que los de yi,72) eeeyt) Y si bien
cabe que la escritura de los ciclos sea en otro orden; por ejemplo, los ciclos (2351) y (5123)
son iguales.

Corolario

Toda permutacién puede descomponerse en producto de transposiciones no necesaria-
mente disjuntas.
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Basta demostrar que un ciclo puede descomponerse en producto de transposiciones.
En efecto, cualquier ciclo {ab,c, ... m) es igual a la composicion de (am) o ... (ac) o (ab).

Definiciones

Dada una permutacién a, diremos que una pareja (ij) de elementos de X forma inversion
en a cuando se verifica i>] y ai <aj [aj imagen de i por la permutacion a).

Si designamos por ni{a) el nimero de inversiones de cr; si nj{a) es por la permutacién a
es de clase par, y de clase impar en caso contrario.

La transposicion {hk) si h>k tiene por cada elemento /, intermedio, h> 1>k dos inver-
siones, ya que las parejas (h,l) y (I,k) se convierten al aplicar la transposicién en {l,h) y (k,1);
por tanto, si el nimero de elementos intermedios entre Uy fees m, el nimero de inversiones
debidas a ellos es 2m, y a este nimero hay que a adir la inversion provocada por la transpo-
sicion ; luego el nimero de inversiones de una transposicién es un par.

T eorema

Si llamamos S,, al conjunto de permutaciones de n elementos del conjunto X = {1,2,.. .n},
la aplicacidn/de S, sobre el conjunto {—1,1} con la regla cr->(—I)"‘(0) es un morfismo de
grupos para las operaciones de composicion en S,,y producto en {—1,1,}.

1" El conjunto {—1,1} con la operacion de multiplicacion definida en la misma forma
que en el conjunto de los nimeros enteros forma grupo.

En efecto, la operacion es asociativa, por serlo la operacion en Z.

El elemento neutro es 1y cada elemento tiene como simétrico el mismo; por tanto, la
estructura es un grupo.

2" La aplicacién/ es un morfismo.

Es decir, n"r
TiN(-irv
(TOTj-~(-f<T>.(-irV

Para demostrarlo vamos a definir inicialmente un conjunto L del producto cartesiano
XxX tal que estd formado por parejas (ij) de elementos de X que cumplen las siguientes
condiciones:

a) No existe ninguna pareja con dos elementos iguales {ij) por ejemplo.
b) Se contiene la pareja (ij) no contiene la pareja (j,i). Es decir, dos parejas se diferencian
al menos en un elemento.

Se define como par propio aquel {iJ) tal que i>j, siendo par impropio, por tanto, aquel
en que i<j.
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Asimismo se atribuye a L un ndmero e{L) constituido por el nimero de pares propios
de L, y asimismo se define un nimero atribuido a L:

iL|=(-ir<)

Si se aplica al conjunto L la permutacion a, llamaremos al conjunto resultante aL, estara
formado por las parejas (cri,07) resultantes de aplicar a cada elemento de las parejas (ij) de L
la permutacién a. El conjunto crl, por tanto, verifica los mismos axiomas a) y b) que el con-
junto L.

Lema
i(7L|=(-ir< ).JL|

Demostracion

Si llamamos NA al nimero de pares propios de L no afectados por a, es decir, tales que a
no cambia el orden de los elementos y NP el nimero de pares propios afectados por a:

e{L) = NA + NP.

Por otro lado, el nimero de pares propios e impropios afectados por a es ni{a); asimismo,
todo par propio de L afectado por a se convierte en impropio, y analogamente, todo impro-
pio se convierte en propio. Por tanto, el nimero de pares propios afectados por a en aL
sera ni{a) —NP (= al nimero de impropios afectados por a en L).

Por otro lado, a este nimero de pares propios habra que afiadir el nimero de pares pro-
pios no afectados por a, es decir.

e{aL) = NA 4-ni{a) —NP
Por tanto.
e{aL) —e{L) = ni{fa) —2. NP (1
M= (— -e) " iy(L) _ A il e |

Pero por la formula (1), e{aL) —e{L) tiene la misma paridad que ni(a), ya que su diferencia
es el nimero par 2. NP, por tanto.

~ 2g<i)-efl) _ ~_ “yHa)
Es decir.
(| = (- 1)L e c.q.d.
(gL [=(-1)" (")IL

{aox)L = (tL)



segun (2):

\iaox)L\ = \a{zL)\={-

luego (- 1)-(--) = (- ©)

Por tanto, si la aplicacion/ atribuye
(TOT->(—1)/ (2

de acuerdo con (3),

(4)

Por tanto, la aplicacion es un morfismo, ya que ( - eslaimagendeaporl/y (- 1)'”0)
es la imagen de z por/y la composicién de a y t con la operacion o tiene como imagen, de

acuerdo con (4), la composicion de las imagenes con la operacion.

Corolario 1

Una permutacion, compuesta con otra de igual paridad, da una permutacion par y

compuesta con otra de distinta paridad da un par.
En efecto, si a y t con pares se verifica

y por ser/un morfismo
@oz—11=1

0 €es par.
Si son ambas impares.

- -1
¢
croT->(-1).(—)=1 Luego o es par.

Si una es par y otra impar.
(T->1
T>—1
CTOT->(1).-)= 1

luego ool es impar.

El producto de K transposiciones es par o impar segin sea K par o impar.

Puede verse inmediatamente a partir del corolario 1y de que toda transposicion es

impar.
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Corolario 3

La paridad de un ciclo de orden w es (-
Es consecuencia del corolario anterior y de que, como se vio anteriormente, todo ciclo
de orden m puede descomponerse en producto de m-1 transposiciones.

T eorema

El conjunto de las permutaciones pares, A,,, es un subgrupo de S,,y contiene ni/2 elementos.

Demostracion

Sean a y z dos permutaciones pares.
Por el teorema anterior, al ser c —(— un morfismo de grupos, se verificara

1 T"1

Por otro lado, deberd ser a ~"1 pero en el grupo {—L11} el simétrico de 1' es el
mismo elemento, luego o“”-+l. Por tanto,
\VoTGy4,, aOT-"l.
Luego,
cr“ "OTen,

Por el teorema segundo del apartdo 9 esta condicion es necesaria y suficiente para que A,
sea subgrupo de por tanto, se verifica la primera parte del teorema.

Para demostrar que el nimero de elementos de A" es "i/2, se hace el siguiente razona-
miento :

«1 al nUmero de permutaciones pares.
«2 al nUmero de permutaciones impares.

Si a cada permutacion par le aplicamos una transposicion (12) por ejemplo, obtendremos
(por el corolario 1 del teorema anterior) una permutacion impar, distinta para cada permu-
tacion par.

En efecto, caso de que se obtuviera la misma permutacion impar a partir de dos pares
distintos (Ty T, se verificaria:

(12)ofe= (12)ot

lo que conduciria, simplificando (por formar grupo las permutaciones), a o =r«.
Por tanto, si cada permutacién par, al componerla con la (12), genera una impar, se ve-
rificard :

2" ©)

Anéalogamente, cada permutacion impar, al componerse con (12), dard una par distinta j
luego

N /\2 (6)



Por tanto, para que se verifiquen (5) y (6), es necesario que = «2- Como el nimero total
de permutaciones es ni, el nimero de los pares sera ni/2.

13. ANILLOS Y CUERPOS

13.1 Definicion

Dado un grupo abeliano A, que denotaremos aditivamente, definimos sobre A una es-
tructura de anillo, dotando a este conjunto de una segunda ley interna, llamada multipli-
cacién, asociativa y doblemente distributiva con relacién a la adicion.

Los axiomas de la estructura de anillo son los siguientes:

l. Grupo abeliano aditivo

Sean x,y,z elementos cualesquiera de A.

1" Existencia de una ley --Vx,yeA |(x -fy)eA.

2+ Propiedad conmutativa x +y =y + x'Ix,yeA.

3. Propiedad asociativa x +{y+z) =(x +y) +z\ VXx.y.zeA.
4. Existencia del elemento neutrox +u=u+x =x.

5. Existencia de simétrico VxeAB —xeA|X-|-(—X)=w

Il. Segunda ley interna. Multiplicacion.

1" Cerrada Vx.yeA; {xy)eA.
1° Propiedad asociativa X.(yz) = (xy)zVX.y.zeA.

I11. Axiomas que ligan las dos leyes.
1. " Propiedad distributiva \x,y,eA =>Xx(y +2) = xy -f xz.
2. " Propiedad distributiva {y+ z)x = yx -hyz

Cuando la multiplicacion es conmutativa, el anillo se llama conmutativo. Existen anillos
no conmutativos, por ejemplo el de las matrices cuadradas.

Ejemplos
(@ El conjunto S ={a,b} con adicion y multiplicacidn definidas por las tablas

+ a by a b
a a b a a a
b b a b a b

es un anillo.
(b) EI conjunto T ={ab,c,d} con adicion y multiplicacion definidas por
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es un anillo.
Para estos anillos es elemento cero es a'y cada elemento es su propio simétrico aditivo.
Como los elementos tienen estructura de grupo abeliano para la adicién, se verifican las
propiedades de los grupos con notacion aditiva:

(i) Existe un elemento neutro aditivo Gnico, z (el cero del anillo).
(i) Cada elemento tiene un simétrico aditivo Gnico (el opuesto de dicho elemento).
(i) Se cumple la ley de simplificacion para la adicion.
(iv) El opuesto del opuesto de un elemento es igual a dicho elemento.
(V) El opuesto de la suma es la suma de los opuestos de cada sumando.
(vi) Ley de simplificacion para la adicion.
(vii)  Solucién Unica para las ecuaciones de la forma x +b=a

132 Anillo de integridad

Sobre un anillo la ley de simplificacion es siempre valida para la adicién, pero no nece-
sariamente para la multiplicacién. La igualdad

ac=bc

no implica, pues, a=b, incluso para c” 0. En particular, asi es en el anillo de las matrices
cuadradas. Indiguemos una condicién equivalente a la ley de simplificacién.

T eorema

La ley de simplificaciéon para la multiplicacién es vélida sobre un anillo, para todo ele-
mento no nulo si, y sélo si, el producto de dos elementos diferentes de cero es distinto de cero.

Partiendo de ac =bc, con c5j¢0, se deduce que ac —bc =0, de donde {a—b)c =0.

Si suponemos que el producto de elementos distintos de cero es diferente de cero, nece-
sariamente tendremos que a—b =0, 0 sea a=b,ya que c” 0. Es, por tanto, vélida la ley de
simplificacion.

Reciprocamente, demostraremos que si puede satisfacerse la igualdad a'b'=0, con
a0 yb'”0,no esvalida la ley de simplificacion. Si a es un elemento cualquiera, tendremos:

ab'=ab'+ab' ={a+a)b

Si la ley de simplificacion fuera valida para b'~ 0, se tendria a=a+ a',de donde a' =0, contra
la hipétesis.

Un anillo conmutativo en el que es valida la ley de simplificacion se denomina anillo de
integridad. Para un anillo que no sea de integridad existen ciertos elementos no nulos cuyo
producto es nulo: los Illamados divisores de cero.
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Existen muchos casos de anillos de integridad en los que la multiplicacion admite elemento
neutro e. Diremos que se trata de dominios de integridad.

13.3 Subanillos

En todo anillo A, cualquier subconjunto que sea un subgrupo del grupo aditivo, cerrado
con relacion a la ley de multiplicacion, posee una estructura de anillo y constituye un sub-

anillo de A.

134 Cuerpos

Un anillo en el que los elementos distintos de cero forman grupo con relacion a la multi-
plicacio, del anillo se llama cuerpo. Si el grupo multiplicativo es abeliano el cuerpo se llama
conmutativo.

Teorema

En un cuerpo cualquiera la ecuacion bx —a admite solucion Gnica si b"=0.
Esta es una propiedad del grupo multiplicativo. La solucién es x = ab~", que también se
escribe x = alb; se dice que x es el cociente o razon de los dos elementos a y b.
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CAPITULO I

ALGEBRA DE BOOLE

1 Definicién axiomética del &lgebra de Boole

Las operaciones y las relaciones permiten clasificar distintas estructuras de conjuntos
que se tratardn en otra parte del curso con mas amplitud.

Para que una estructura algebraica se llame algebra hay que haber definido al menos dos
operaciones sobre el conjunto base.

Para definir el &lgebra de Boole [sistema algebraico de tratamiento de la l6gica desarro-
llado por George Boole (1815-1864)] elegimos el grupo de axiomas dado por Huntington
en 1904, si bien existen otros juegos de axiomas para definicion de este sistema.

La condicién necesaria y suficiente para que un conjunto de elementos B, junto con dos
operaciones binarias (-i-) y (.) sea un algebra de Boole, es que se verifiquen los siguientes

postulados:

Las operaciones (-I-) y (.) son conmutativas.
A. Existen en B los elementos neutros para las operaciones (-1-) y (.) yson 0y 1, res-
pectivamente.
Cada operacion es distributiva respecto de la otra.
Para cada a de B existe el elemento a' en B tal que

a+a =i aa -0

No hay razon para simbolizar las dos operaciones definidas como (-I-) y (.). Cualquier
otro simbolo servira igual. Si un conjunto con operaciones u y n, satisface analogos pos-
tulados, sera un algebra de Boole. Se han elegido por uniformidad con los otros capitulos

los simbolos (-I-) y (.).
El &lgebra de conjuntos satisface los postulados definidos anteriormente; por tanto, es

un algebra de Boole. A continuacion vamos a probar que todo algebra de Boole definida
de la forma anterior satisface las leyes del algebra de conjuntos, obteniéndolas como teo-
remas a partir de los axiomas. De hecho, todo algebra de Boole puede interpretarse como un
algebra de conjuntos seleccionando debidamente el conjunto universal.
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T. 1 Dualidad en un &lgebra de Boole.

Las propiedades que axiométicamente definen un &lgebra de Boole pueden escribirse
de la siguiente forma:

1L a+b=b+a a.b=b.a --—memmmemeeeee
2 a+0=a AA=aQ -mmmmemeeee A
3 atb.c={a+b).{a+0¢ afb+c)={a.b)+{a.c
4, a+a=1 a,a=0

(En lo sucesivo a.b se escribira ab.

Como puede verse, las propiedades descritas a la derecha pueden deducirse de las de la
izquierda sustituyendo

En lugar de + . Yy viceversa ()
En lugar de O 1y viceversa

Por tanto, si una propiedad se ha deducido mediante una sucesion de aplicaciones de
axiomas, puede darse por demostrado la propiedad dual de ella obtenida mediante las susti-
tuciones (I), ya que esta ultima podré obtenerse mediante la aplicacion de la secuencia de
axiomas duales de los que sirvieron para demostrar la primera.

Cada uno de los siguientes teoremas contiene dos expresiones duales. Para demostrar
ambos se siguen pasos que son duales uno del otro, y la justificacion para cada paso es el
mismo postulado o teorema, tanto en un caso como en otro.

T. 2. Para todo elemento a en un algebra de Boole:

a+t+a—a y UWd—u

(Ley de idempotencia)

Demostracion:

a=a-1-0 por N9
= a+ aa' por
= {a+ a)(a &+a") por 3
= (a+ a)(l) por
=ata por ~2

y analogamente:

a=a.(1) por A2
= a(a -Fa") por
= dci 4~ cici' por 3
=aa+ 0 por AN
= aa por "2



T. 3. Para cada elemento a en un algebra de Boole:

fil+1=1yn0=0
Demostracion:

I=a +a' A4
=fa+a)}a+i)
=1(a+1] AN
= U1 A2

T. 4. Para cada pareja de elementos a y &en un algebra de Boole:

at+tab=a y a(@a+b=a

Demostracion:

a=1.a
=(l+b)a Teorema 3
=fa +ba AaY Al
=a+ha Az
=a+ab Al

T.5 En todo algebra de Boole, cada operacion binaria (+)y (.) es asociativa. Esto es,
para todo a,b y c en B:

at+{b+c)={a+hb)+cy afbc) ={ab) c.

Demostracion:

Primero veamos que a+afab) =a+ {ab)c .

a+afab)=a Teorema 4
=afa+0c) Teorema 4
={a+ ab){a+c¢) Teorema 4
=a+ {ab)c A.
Veamos que al + a{bc) = a' + {ab)c (1.

a' + a{bc) ={a + a){a' + be)
= 1(a' + be)
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=a +bc

={a+bfa +c)

[I(a" + fe)](a + c)

[{a' + a{a’ + b(@ + ¢)
=(a'+ ab)}{a' +¢)

=a' + (ab)c A.

Multiplicando (1) y (I1) se verificara:
[a+ a(i)c)] [a' + a(&c)] = [a + (afe)c] [a! + {ab)c] (III)
ya que una operacién binaria tal y como ha sido definida atribuye el mismo elemento a las

parejas (X,y) y {uv) si se verifica x=u y=w.
El lado izquierdo de la ecuacion (I11) puede reducirse como sigue:

la + afbc)~\la’+ a{bc)] =\ afbc) + d] [a(hc) + a']

= a{bc) + aa' AN
=afbc) + 0 "
= a(bc) Aj

Anéalogamente, el lado derecho de la ecuacion se reduce asi:

[fl + {ab)c\ [a’+ [ab)c] = [(ah)c + a] l(ab)c+d~ A"

= {ab)c + aa’ A3
={ab)c+0 A4
= {ab)c A2

Por tanto, la ecuacion (l11) queda reducida a
afbc) = (ab)c
que es la ley asociativa que deseabamos probar.

Por tanto, ahora escribiremos afab) y {ab)c como abe, y analogamente, {a+b)+c y
a+{b+c) como a+b+c

T. 6. El elemento a' asociado con el elemento a en un algebra de Boole es unico (esto
equivale a decir que solamente un elemento a' satisface las condiciones de Ad).

Demostracion

Supongamos que a+x=1 y ax=0, y también que a+y=\ y que ay =0. Entonces:

X: IX por /\2
={a+y)x tal como se ha supuesto
=ax +ay A3y ™M



=0+yx A3y A

=yX por+2

:Xy A

=Xy +ay

= (x+ a)y por+3 y+1

=ly por*3 yNi
por+2-

Luego los dos elementos asociados con a, tal como se especifica en A%, son iguales. En
otras palabras, a' estd determinado Unicamente por a
Nos referiremos a a' como el complementario de a, tal como se hizo en el capitulo 1.

T. 7. Paratodo aen un algebra de Boole,

(aj=a

Demostracion:

Por A* a+a =1y aa =0, que son las condiciones necesarias para que (a")" es igual a a
Por el teorema 6 no hay otro elemento con la misma, propiedad.

T. 8. En cualquier algebra de Boole, 0'=1y 1'=0.
Demostracion;

Por el teorema 3, 1+0 = 1y (1)(0) = 0. Puesto que por el teorema 6 cada elemento s6lo
tiene un complemento a', esta ecuacion implica que 0'= 1y que 1'= Q.

T. 9. Para cada pareja ay h en un algebra de Boole:

{aby=a" +b'y {a+b)=ab
(Leyes de De Morgan)

Demostracion:

{ab){a' + b") = aba' + abb’

=Ch+a0=0+0=0 +1,+2’ "4 Teorema 3
ab+a +b=a+b+ab

={a+b a@+hb b A3

= (I+h") (1 + «) 4y A

=1 Teorema 3y "2
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A partir del teorema 6 y 4 estas condiciones implican que (ab)' = a' + b'. El dual se sigue
del teorema 1

2. Relacién de orden en un algebra de Boole
Definiremos una relacion de orden en un &lgebra de Boole mediante la condicion
a™b oa”b (selee aanterior a b) si se verifica ab' =0.
Vamos a demostrar que esta condicion crea una relacion de orden.

1L a”a,ya que aa’=0, luego la relacion es reflexiva.

2. Siaf ey k£ c, se verifica ase.
En efecto, por las dos primeras hipotesis se verifica ufe = 0y be' = 0.

Teniendo en cuenta esto;
ac'=ac{b+f)=abe'+ab'c'=a.0+0.c'=0.

Luego a”*c.
Por tanto, la relacién es transitiva.

3. Sia”“b yb”™a (1), se verificaa—f
Si a feno pueden verificarse (1)

1" Siufe=0=>a+f=*F
En efecto;
atb={a+f)(e+ f£)=f+ab' =t

2") Sia”b a+b=b
Siff a b+a=a
Luego a=h.

Por tanto, la relacion definida es reflexiva, transitiva y antisimétrica; es, por tanto, una
relacion de orden. El orden es parcial, ya que pueden existir elementos no comparables;
ejemplo a y al

Otras propiedades de la relacion de orden son:

4. Six"j; Xy +Z

Demostracion:

Sixfy Xy’
x(y + 2)' = xy'z'

0
0.z'=0, cualquiera que sea z; luego x£ y+ z
5 SixE£yexE£Ez severificax £ yz
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En efecto, sixe j xy'=0
si Xe z xz'=0
x{yz)' =xy'+ xz'= 0.
Luego x s yz.

Si Xc j; se verifica/ s X', y viceversa:

1" Sixey lex'
En efecto. Six "y xy' = 0,
que también puede escribirse

y'(x)' =0, lo que implica:
y'c X.

2°) Siycx' XEy.
Si se verifica/ E X', se verificard por 1."): (X)'E (y")', lo que, aplicando la
propiedad involutiva del complemento, es; XEy.

En un algebra de Boole la relacién E crea un orden parcial, como ya hemos indicado
antes, ya que pueden encontrarse elementos no comparables. Sin embargo, dados dos
elementos cualesquiera, siempre se puede encontrar uno que les preceda y otro que les
siga.

En efecto, sean x e y dos elementos cualesquiera, se verifica siempre:

XEx +vy (T. 9
YEX +y

por tanto, X + y es posterior 0 mayorantea xyay.

Asimismo: Xy E x
XyEy
En efecto: Xy .x'=0y xy.y' =0.

Por tanto, xy es anterior (0 minorante) axyay.

Una estructura sobre la que se define un orden parcial de forma que dados dos elementos
cualquiera puede encontrarse siempre uno que les antecede y otro que les sigue en dicho
orden, se llama reticulo (en francés treillis, en inglés lattice). Por tanto, el algebra de
Boole con la relacion de orden definida anteriormente es un reticulo.

Los elementos 0,1 del algebra de Boole son minorantes y mayorantes absolutos, respec-
tivamente.

En efecto, cualquiera que sea X,

0. x'=0; luego 0E x
x.I"=x.0 =0; luego xEI.
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3. Formas normales o canonicas

31 DEFINICIONES

Constante es un simbolo que representa un elemento especifico del algebra de Boole.

Variable es un simbolo que representa un elemento cualquiera de un algebra de Boole.

Monomio es una expresion formada por constantes y variables separadas por el signo de
la operacion (.).

Polinomio es una expresion formada por monomios separados por el signo de la ope-
racion (+).

Una regla que aplique un elemento del conjunto sobre el que se ha definido el algebra
de Boole a un grupo de variables o constantes definidas en ese conjunto diremos que es una
funcién booleana si dicha regla puede definirse mediante una expresion formada por las
constantes y variables y los signos de operacion (.),(+)y ().

Asi, f{a,b,x,z) es una funcidn booleana si la regla que atribuye a las constantes ab, y los
valores cualquiera de las variables x,z un elemento del mismo algebra es una expresion

del tipo;

a+bx'z+ab{x+7z)

0 analoga.
Interesa subrayar que a efectos de contabilizacion de niUmero de variables se considerara

como una misma variable la aparicion de un simbolo con o sin el signo de complementacion.
Por ejemplo,

ax + bx' es una funcién de a,b y x

Entre las funciones de n variables x®, X2, ... x,, que pueden escribirse, es de especial in-
terés una clase particular de funciones: aquellas escritas como una suma de términos en los
que cada término es un producto que relaciona todas las nvariables, bien con o sin apostrofo.

Ejemplos de tales funciones son x -f x', xy', xyz' -Fx'yz  xy'z con una, dos o tres variables,
respectivamente.

Una funcion booleana se dice que estd en una forma normal (o candnica) disyuntiva
en n variables x*, X2, ... x,,, para n< 0, si la funcion es una suma de términos del tipo/i(xi),

mm-fni"nX donde yj(Xj) es Xj 0 x- para cada i= 1,2,... n, y no son idénticos dos términos.

3.2. PROPIEDADES DE LA FORMA NORMAL DISYUNTIVA

T. 1L Toda funcién en un algebra de Boole que no contenga constantes es igual a una
funcion enforma normal (o candnica) disyuntiva.
Para ello se aplica el siguiente proceso:

1* Se suprimen los signos de complementacion aplicados a expresiones mediante apli-
cacion reiterada de las leyes de De Morgan. Asi, por ejemplo, expresiones del tipo {A + B)',
siendo Ay B a su vez expresiones, se reducen a A'B', si A = X --yz. A’ se sustituye por x\y + 2),
etcétera.
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Como consecuencia de esta etapa solo apareceran apostrofos en las variables simples.

2. " Se aplica la ley distributiva de (.) sobre (+), con lo que la funcién se reduce a un
polinomio.
3. " En el caso general no apareceran en todos los términos del polinomio todas las

variables. Sin embargo, a partir de éste puede obtenerse otro polinomio tal que en cada tér-
mino aparezcan todas las variables.

Para ello, si en un término no aparece la variable x- bastard& multiplicarlo por Xxj + xj,
con lo que la funcién no se altera, y se obtendran dos términos que si contienen dicha va-
riable.

4. " Como consecuencia del paso tercero se habra obtenido la funcién como polinomio
constituido por monomios en que aparezcan todas las variables, para que esta forma sea
la normal disyuntiva se precisa que todos los términos sean distintos. Para ello si, como con-
secuencia de 3" en el polinomio, aparecieran términos iguales, podrian suprimirse uno
de ellos por la ley de idempotencia.

De esta forma cualquier funcion puede ponerse en esta forma normal.

Ejemplo

Escribir la funcién/ = (x/ 4xz)' --x' en forma normal disyuntiva.

Solucién

{xy’+xz}' +x" = {xy'y{xz}' x'

(X'-]-j;)(x'-t-z")-hx'

X' -X'y gyzt X
X'(y-Fy)(z-hzZ)-lz2'y{x + X')

X'yz +x'yz'  X'y'z--x'y'z' {-xyz' yx'yz'

=X'yz -yxyz' yx'yz' --x'y'z - x'y'z

La utilidad de la forma normal estriba principalmente en el hecho de que cada funcién
determina Unicamente una forma normal en un nimero dado de variables, como veremos
en posteriores teoremas. Sin embargo, cualquier funciéon puede ponerse en forma normal
por mas de un camino cambiando el nimero de variables. Por ejemplo,= Xy es una forma
normal en x y en y. Pero si se multiplica por z-I-Z', entonces/ = xyz --xyz', que también
es una forma normal en las variables x,y,z. Andlogamente, g = X'yz xyz -k X'yz' -hxyz,
es una forma normal en X,y,z, pero se reduce sacando factores a g =x'y + Xy, que es una forma
normal en x e v.

Consideraremos forma normal disyuntiva aquella de todas las que pueden formarse que
contenga el menor nimero posible de variables. Con esta definicién existe una correspondencia
entre lafuncion y laforma normal, Unica.

El nimero mé&ximo de términos posibles de una funcion de n variables en forma normal
disyuntiva es 2"
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En efecto, cada variable xj puede aparecer de dos formas posibles, Xj y X.. Por tanto,
si hay n variables, el nimero de términos distintos que pueden formarse serd 2.2 ... 2= 2"

La funcién de nvariables que contiene los n términos posibles en forma normal disyuntiva
se llama forma normal disyuntiva completa.

La forma normal disyuntiva completa es idénticamente 1

Sea™ la forma completa en n variables; elegimos una variable cualquiera de las n, supon-
gamos que es X,. Los términos pueden clasificarse en dos tipos: los que contienen x,, y los
que contienen n',,; sacando factor comun/,, puede ponerse en. la forma

fr, = X,,(i>i+x,,(t)2

(1 y 42 son dos funciones en forma normal disyuntiva en n- 1 variables. Contienen los

mismos términos, ya que si un término T, de  no estuviera en forma” no seria com-
pleta, por faltarle el término X', T.
Ademads, = ()2 es la forma completa en «- 1 variables, ya que si no lo fueran y les fal-

tara un término B, a la forma/,, le faltarian Bx,, y Bx',,. Por tanto.

l«=K +7«)/n-1=/n-I
Para n= 1,
/i =xi +xi=1 Luego/, =/,,_1=f, 2=12=fi=1

T 2—Si se asigna a una forma arbitraria el valor 0 6 1 a cada una de las n variables,
de una funcién prefijada, entonces un término de la forma normal disyuntiva completa en
los n variables tendréa el valor 1, y el resto de los términos, el valor 0.

Demostracion—Tomemos a", a2...a,, como representantes de los valores asignados
a Xj, X ... X, en este orden, donde cada es 0 6 1 Seleccionaremos un término de la forma
normal completa de la siguiente forma.

Para cada xj usaremos xj si = 1yx;si =0, para ¢= 1,2,... n. El término asi seleccio-
nado es un producto de n elementos iguales a 1y, por tanto, igual a 1. Todos los términos
en la forma normal completa contendrdn como minimo un factor 0 y, por tanto, serén 0.

La condicion necesaria suficiente para que dos funciones sean iguales es que sus formas
normales disyuntivas contengan los mismos términos.

Diremos que dos funciones son iguales cuando establecen la misma correspondencia,
es decir, cuando sus valores son los mismos para cualquier combinacion de valores de las
variables; por tanto, si tienen los mismos términos, dos funciones son iguales.

Reciprocamente, si dos funciones son iguales tienen los mismos términos.

En efecto, si dos funciones son iguales, de acuerdo con la definicion anterior, tendran
igual valor para cualquier juego de valores de las variables independientes, y en particular
tendran iguales valores para cualquier juego de valores 0,1. Sin embargo, a cada combinacién
de valores 0,1 de las variables que dé valor 1 a ambas funciones corresponde un unico tér-
mino posible de los 2" existentes; por tanto, ambas tendran tantos términos como valores 1
correspondientes a combinaciones 0,1 resulten, y esos términos por el T. 2. son los mismos.
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Por tanto, para establecer cualquier identidad en un algebra de Boole, es suficiente com-
probar el valor de cada funcién para todas las combinaciones de 0 y 1 que se puedan asignar

a las variables.
De acuerdo con los teoremas precedentes, una funcion queda completamente determinada

por los valores que toma para cada asignacién posible de 0y 1 a las variables.

Por tanto, una forma de representar las funciones es mediante una tabla que represente
tales propiedades.

Si se da una tabla de valores de funcién para valores 0,1 de las variables, se puede cons-
truir la forma candnica disyuntiva de dicha funciéon aplicando el procedimiento descrito
en el Teorema 2, es decir, para cada conjunto de condiciones para las cuales la funcién es 1,
se incluye el término correspondiente en la forma normal completa. La suma de estos tér-
minos da la funcion, no en su forma més simplificada. EI ejemplo siguiente indica este método.
Las simplificaciones se realizan una vez obtenida la funcién en forma candnica disyuntiva.

Ejemplo.

Encontrar y simplificar la funcion/ (x, y, z) especificada por la tabla siguiente (tener en
cuenta que la tabla da el valor de/ para cada uno de los 2* = 8 asignaciones posibles de 0y 1
axy,z,)

TABLA 2-1
Fila X y z f{x,y,z)
1 1 1 1 0
2 1 1 0 1
3 1 0 1 1
4 1 0 0 0
5 0 1 1 0
6 0 1 0 0
7 0 0 1 1
8 0 0 0 0

Solucion

Observamos que para las combinaciones representadas por las filas 2, 3y 7 de la tabla
la funcién tiene valor 1 Por tanto, la forma candnica disyuntiva de/ tendra tres términos.
Seleccionando estos términos como se describe en la demostracion del teorema 2 obtendré-
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f{x,y,z) —xyz'+ xy'z + x'y'z =xyz'= y'z. Comprobando esta funcion para cada combi-
nacion propuesta en la tabla verifica las propiedades requeridas.

Una aplicacion inmediata de los resultados de esta seccion es encontrar, por inspeccion,
el complemento de cualquierfuncion en forma normal disyuntiva. EI complemento contendra
exactamente aquellos términos de la forma normal completa que no aparezcan en la‘funcién
dada.

La justificacion de esto es la siguiente:

Si/es la funcion dada y 3 la formada por los términos de la forma completa no incluidos
en / evidentemente:

f+ g =forma completa= 1

Por otro lado, la funcion h—f .g es idénticamente nula. En efecto, para cualquier combina-
cion de valores 0,1 de las variables habra un tnico término que valdra 1y el resto 0; por tanto,
una de las funciones valdra 1y la otra 0, por lo que h valdra siempre 0.

Por tanto, al verificarse

f+g =i f.g =0

para cualquier valor de las variables, las funcionesf y g son complementarias. Por ejemplo,
el complemento de a'b 4-ab' es ab -l-a'b’, y el complemento de abe + ab'c' +-a'b'c’ es

a'be + abe' + a'b'c +a'be’.

33. FORMA CANONICA (NORMAL) CONJUNTIVA

Aparte de la forma normal disyuntiva hay otra forma normal de representacion de fun-
ciones de Boole, igualmente (til. La primera representaba a la funcién con suma de productos
de las variables; ésta la representara como producto de sumas. Si cada sentencia de la seccion
precedente se reemplaza por su dual, el resultado serd la forma candnica conjuntiva. Para
presentar de una forma clara este nuevo tipo de representacion se repetirdn los teoremas y
definiciones en la forma dual. Las demostraciones, naturalmente, se omiten.

Definicion—Una funcion boolena estd en forma normal conjuntiva en n variables
Xi,X2,... paran<Q0,silafuncion esun producto de factores del tipoffxf) +f2ix2) 4 ... +
+/nW> donde/(X;) es x. 0 xj para cada i= 1,2,... n, y no hay dos factores idénticos.

T. 1 Toda funcién en un algebra de Boole que no contenga constantes es igual a una

funcién en forma normal conjuntiva.
El proceso a aplicar serd analogo o dual del seguido para la forma normal disyuntiva:

1" Se suprimen los signos de complementacion aplicados a expresiones mediante
aplicacion reiterada de las leyes de De Morgan. Asi, por ejemplo, expresiones del tipo {A + B)',
siendo Ay B, a su vez, expresiones, se reducen a A'B’, siA =x +YyzA'sQ sustituye por x'{y + 2),
etcétera.
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Como consecuencia de esta etapa s6lo aparecerdn apdéstrofos en las variables simples.

2. " Seaplica la ley distributiva de (+) sobre (.), con lo que la funcién se reduce a un
producto de factores formados por suma de variables.

3. " En el caso general no apareceran en todos los términos del producto todas las va-
riables. Si en un término no aparece la variable xj bastar4 sumarle xj . x/, con lo que el
término no se altera. Una vez afiadido este Gltimo término, el término antiguo se descom-
pone en producto de dos que contienen aplicando la propiedad distributiva de (-I-) so-
bre (.).

4. " Como consecuencia del paso tercero se habrd obtenido la funcién como producto
constituido por factores en los que aparecen sumadas todas las variables, para que esta forma
sea la normal conjuntiva se precisa que todos los factores sean distintos; para ello si, como
consecuencia de tercero, aparecieran términos iguales, podria reducirse a uno de ellos por la
ley de idempotencia.

Ejemplo
Escribir la funcion {xy' + xz)' --x’ en forma normal conjuntiva.

Xy --x2) +x' =X 4y){x' +2)+x'
= (X + X+ Y)(X + X' +2)
=X +y)(x' +7)
=X +y+z2) (X +7 +yy)
=X Ayh){x -fy+z2)(X" 4 y-fz2){x -y -h2)
=X -fy+2)(x' -hy42) (X' -hy' -hz)

La forma normal conjuntiva en n variables que contiene 2" factores se llama forma normal

conjuntiva completa en n variables.
Vv

T. 2. Sise asigna a cada una de las n variables el valor 0 6 1 de una manera arbitraria,
pero fija, entonces exactamente un factor de la forma normal completa en n variables tendra
el valor 0, y los otros factores tendran el valor 1

Para seleccionar el factor que sera 0 cuando se asigna un conjunto de valores a*,a2, muma,,
a Xi,X2, smm en este orden, donde es 0 6 1, analizamos el método de 4.2.: xj es seleccio-
nado siaj= 0,y X siaj= 1paracadai=1,2,... n. El factor apropiado es la suma de aquellas
letras, cada una de las cuales tiene valor 0. Los otros factores tienen valor 1

Corolario

Dos funciones que estan expresadas en forma normal conjuntiva en n variables, son igua-
les si y solo si contienen idénticos factores.

Ejemplo
Encontrar y simplificar la funcion/(x,y,z) especificada en la tabla.
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TABLA 2-3

Fila X z {x,y,2)
1 1 1 1 1
2 1 1 0 1
3 1 0 1 0
4 1 0 0 1
5 0 1 1 1
6 0 1 0 1
7 0 0 1 0
8 0 0 0 1

Solucion

Usando el método dual del ejemplo 2, seccién 2.4, sélo dos filas de la tabla dan a/un
valor 0. Seleccionando los factores para que se cuniplan las filas 3y 7, tenemos:

fix.y.z) ={x+y+z){x+y+z)=y +2"

En problemas de este tipo se elige para representar la funcién la forma a que corresponde
al menor nimero de 0 6 1 en columna def{x,y, z). Forma normal disyuntiva si el nimero
de 1 es menor que el de 0, 6 forma normal conjuntiva si sucede lo contrario.

Tal como se explico en 3.2, se puede usar la forma normal conjuntiva para encontrar
complementos de funciones por la simple inspeccion de la misma. EI complemento de cual-
quier funcion escrita en forma normal conjuntiva es aquella funcién cuyos factores son exac-
tamente aquellos de la forma completa que no aparecen en la funcion dada.

La justificacion de esto puede hacerse de una manera anéloga a 4.2., sea/ la funcion
dada en forma normal conjuntiva, sea g la funcién constituida por los términos de la forma
completa que no aparecen en/ De acuerdo con ello:

f-g =o.
por otro lado,/-f* = 1, ya que cualquier juego de valores 0,1 de las variables hara 0 un Unico

factor (que podré estar en el factor/o en g, pero no en ambos), y todos los deméas 1 Por
tanto, para cualquier juego de valores 0,1 de las variables habra siempre una funciénfo g

que valga 1y, por tanto, también/-F/ f-
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Como consecuencia de estas dos propiedades (producto 0 y suma 1), las funciones/y g
son complementarias.

Por ejemplo, el complemento de (e+/)(x'+y) es (X+ y)(X'+/)e

Para cambiar unafuncién de una a otraforma normal puede aplicarse esta Gltima propie-
dad teniendo en cuenta la propiedad involutiva del complemento / = (/')', obteniendo el
primer complemento por la ley de De Morgan y el segundo por la ultima propiedad, tal como
se indica en el ejemplo siguiente:

Encontrar la forma normal conjuntiva para la funcién
[ =xyz +X'yz |- xy'z' +x'yz'.

Solucién
f =xyz -hx'yz +xy'z' -yx'yz'
= [(xyz -fx'yz + xy'z"' + x'yz")"]"
=[(™M+y fF2YXx4Y 22X Ay --2)(x Ay 2]
(Tomando el complemento a la forma normal completa):
=x y-A2)X'ty-hz)(xy-z)(X + Yy + 2).

9
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CAPITULO 11I

ALGEBRA DE CONJUNTOS
1 Definicién

Si se considera el conjunto P{u) de todos los subconjuntos de un universal dado u con
las operaciones entre dichos subconjuntos unidn, interseccion y complementacion tal y
como se han definido en el capitulo I, la estructura algebraica asi constituida:

> P(u),u,n’, < es un algebra de Boole.

En efecto:

1" Las operaciones unién e interseccion son operaciones binarias cerradas en P{u),
ya que la union o interseccion de dos subconjuntos de u es otro subconjunto de uy, por tanto,
elemento de P{u).

2° Ambas operaciones son conmutativas por definicion, luego se verifica el primero de
los axiomas de Huntington.

3" Existen elementos neutros para cada operacion.

En efecto;

La union de todo subconjunto de u con el conjunto vacio es el mismo subconjunto, es
decir, Avjcj) = A = ()kjA, luego el conjunto vacio es el elemento neutro respecto de la ope-
racion union.

La interseccion de todo subconjunto A de wcon u estd formada por definicién po raque-
lios elementos que pertenecen a wy a A, como todo elemento de A pertenece a u la inter-
seccion buscada es A. Por tanto.

Auu =UuUuA = A

Por tanto, el conjunto universal u es elemento neutro respecto de la operacion intersec-
cion.

Por lo mismo se verifica el segundo axioma de Huntington.

4® Cada operacion es distributiva respecto de la otra.
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Para visualizar esta propiedad a partir de la definicion de cada operacién mediante los
conceptos intuitivos de conjunto y elemento se emplean los diagramas de Venn, en los que el
conjunto universal se representa por un rectangulo y cada subconjunto del mismo por un
circulo interior a él; de esta forma pueden representarse, dados distintos conjuntos, mediante
areas rayadas los resultados de las distintas operaciones. En la figura 3.1 se representa la
comprobacion de la propiedad distributiva de la unién (+) respecto a la interseccion (e).

Y2 X+YZ X+Y

X+Z (X+Y) (X+2)

Anélogamente puede verse la reciproca.
Por tanto, se verifica el tercer axioma de Huntington.
5" Para cada elemento X de P{u) existe otro X' tal que

XviX'=u y XnX’=(

Este elemento es el conjunto complementario tal y como se definié en el capitulo I; por
tanto, también se verifica el cuarto axioma de Huntington.

Luego el algebra de los subconjuntos de uno universal dado, con las operaciones unién
e interseccion es un algebra de Boole y, por tanto, se verificaran los teoremas demostrados
en el capitulo 11 de una manera general,para dicha estructura. Dichos teoremas pueden visua-
lizarse mediante diagramas de Venn o justificarse a partir de los conceptos intuitivos de con-
junto y de elementos, como puede verse en las figuras 3.2 (propiedad asociativa) y 3.3 (Leyes
de De Morgan).

2. Propiedades de la relacion de inclusion de conjuntos

En el capitulo | se definié la notacién A”B, que significa que el conjunto A esta con-
tenido dentro del conjunto B. Cuando queremos referirnos al simbolo e sin hacer referencia
especifica a ningun conjunto, diremos inclusion, asi como (+) se refiere a la union. La rela-
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Yz X (YZ)

cién de inclusion entre conjuntos cumple una serie de propiedades que pueden verificarse
directamente a partir de las definiciones o haciendo uno de los diagramas de Venn. En la
definicion de c se apunt6 que

Teorema 1"

Teorema 2."

Demostracion:

Teorema 3.

XAY siysolo si XY'=()

La relacién de inclusion es reflexiva, ya que X ~ X cualquiera que sea X.

La relacién de inclusion es transitiva; es decir:
Si c7y7cz, entonces X"Z.

Tomemos un elemento arbitrario x del conjunto X.
Puesto que XY, por definicion xeY. Como 7eZ, xeZ, pero x era cual-
quier elemento de X ; por tanto, X"Z.

Es antisimétrico; es decir.
Si X Y YAX si XAY.
Supongamos que se verifica X Y e Y~X. Por lo primero, todo elemen-
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Teorema 4°

Demostracion:

Teorema 5.
Demostracion:

Teorema 6.

Demostracion:

Teorema 7.

to XeX es XeY, y por lo segundo, todo yeY es yeX; luego X e Y estan
formados por los mismos elementos, y por tanto son iguales, lo que por hi-
potesis no es cierto, por lo que no puede verificarse X *Y e Y X sin ser
Y = X. Luego la relacion £ es antisimétrica.

De acuerdo con las tres propiedades anteriores vemos que la relacion £,
al ser reflexiva, transitiva y antisimétrica, el orden que establece entre los
subconjuntos del conjunto universal U es parcial, ya que existen elementos
no comparables por la relacion £. Por ejemplo, X y X"

Si XMy y X~Z, entonces X " YZ.

Tomemos un elemento arbitrario x perteneciente a X.
De £ T se sigue que xeY y de Xs Z que xeZ. Luego esto implica que
xeYZ, y por tanto, XY Z.

Si entonces X Y +Z para cualquier Z.

Puesto que Y~AY + Z, por el teorema 2" XY Y +Z
Xcy+z
Xcysiysolosi T'E x

Primero suponemos: X " y.

Tomemos un elemento / arbitrario, en Y', y' no es un elemento de Y por
definicion de complemento. Pero cada elemento de X es un elemento de Y
por hipotesis; luego / no es un elemento de X ; por tanto y' debe ser un
elemento de X" puesto que / representa a cualquier elemento deY': Y 'AX
Segundo suponemos; T'AX'.

Aplicando primero: (X')'(T')' que se transforma en X s y, por la ley 7,
involutiva del complemento. Con lo que queda demostrado el teorema!

La condicion necesaria y suficiente para que se verifique que X "y es
Xr =o

1" SiXcy Xy'=o
Esto es cierto, ya que por definicién de complemento ningln elemento
de y puede ser elemento de Y ':como todo elemento de X es elemento
de y, por definicién de inclusién, ningtn elemento de X puede perte-
necer a y', y por tanto la interseccion de ambos debe ser el conjunto
vacio.

2" SiXy'=0 Xcy.
Si la interseccién de X e y' es el conjunto vacio, ello quiere decir que
ningun elemento de X pertenece a Y'. Ahora bien, por definicion
de complementario todo elemento del conjunto universal U es ele-
mento de y o de Y'. Luego si ningln elemento de X pertenece a Y',
es que todos son elementos de Y, y por tanto, Xc y.



APLICACION A LA LOGICA

Una de las leyes bésicas de la légica es la ley del silogismo, que es equivalente al teorema 2.
Un ejemplo de silogismo es el siguiente;

Dado que Socrates es un hombre y que todos los hombres son mortales, Scrates es mortal.

La justificacion de este razonamiento aplicando la relacién de inclusion seria la siguiente m

Consideremos el conjunto universal compuesto por todas las cosas animadas. Sea X
el conjunto de todos los hombres, Y es el conjunto de todas las cosas mortales y S es un
conjunto unitario que consta de un elemento, Socrates;

Se verifica que SAX y XY . Por el teorema I,S"Y ,que es la conclusion de que
Sécrates es mortal.

Lo mismo que este problema relativo al teorema 2 se pueden plantear problemas que,
mas o menos artificiales, utilicen otras propiedades de la relacion de inclusion.

El uso de notacion simbolica hace trivial las conclusiones l6gicas, que de otra manera
serian dificiles. La metodologia a aplicar consiste fundamentalmente en:

Definir un conjunto universal.

Definir los conjuntos que intervienen en los razonamientos.

Traducir los enunciados a relaciones de inclusion.

Aplicar los teoremas transformando las distintas relaciones de forma que mediante
el teorema 2 puedan alcanzarse conclusiones.

El A

Ejemplo: Hallar conclusiones de los siguientes enunciados:

(@ Un hombre que no es feliz no es duefio de si mismo.

(b) Todos los hombres casados tienen responsabilidades.

(0 Todo hombre, o estd4 bien casado, o es duefio de si mismo (0 ambas cosas).
(d) Ningun hombre con responsabilidades puede pescar todos los dias.

Solucién

Consideremos el conjunto universal formado por todos los hombres y definamos los
siguientes conjuntos;

H es el conjunto de los hombres felices.

B es el conjunto de los hombres que son duefios de si mismos.
M es el conjunto de los hombres casados.

R es el conjunto de los hombres con responsabilidades.

F es el conjunto de los hombres que pescan todos los dias.

La primera fase (a) se representa Por el teorema 4 queda (a) BMH ..
(b) nos dice M AR, que también puede expresarse R'"M ".
() nos da M + 5 = 1, o refiriéndonos a la equivalencia de M'.B' = 4=



Estas frases, con tina condicion de inclusion, obtendréan (c) M '"B.
Finalmente, a partir de (d), se obtiene RF = (j), que es equivalente (d) f i=R'.
Combinando (d) y (b) por el teorema 1, ) FAR'"M ""F~"M ",
Combinando {8y FAM'"B"F"B.

Combinando (f) y (@=i>(g F*B"M"~"F"M.

Esta conclusién se lee: “Todos los hombres que pescan cada dia son felices",

(e) y () también son conclusiones.

3. Ecuaciones condicionales

Ecuaciones condicionales, como en algebra de nimeros, son igualdades entre expresiones
de conjuntos (monomios o polinomios) que no son validas idénticamente para conjuntos
arbitrarios, como ocurre con las leyes demostradas en 1, sino para determinados conjuntos,
definidos precisamente por esa condicidn.

Considerando dos ecuaciones, diremos que la segunda es consecuencia de la primera,
si puede obtenerse aplicando sobre la primera una secuencia de las siguientes reglas:

REGLA 1 Cualquier expresion, bien tanto a la izquierda como a la derecha del sig-
no = puede sustituirse por otra idéntica, es decir, obtenida por aplicacion de una o varias
de las leyes del &lgebra de conjuntos. Es decir, se pueden realizar simplificaciones independien-
tes en uno u otro miembro de la ecuacion.

REGLA 2. Ambos miembros de la ecuacion pueden sustituirse simultaneamente por los
respectivos conjuntos complementarios.

REGLA 3. Se puede multiplicar cada miembro de la ecuacion por el mismo o iguales
conjuntos. Es decir, si son iguales dos conjuntos lo serd la interseccion con uno dado.

REGLA 4. Se puede sumar a cada miembro de la ecuacion el mismo o iguales conjun-
tos. Como en el caso anterior, si son iguales dos conjuntos lo sera su unién con uno dado.

Las reglas anteriores 1, 3y 4 son validas en el sentido de que si dos conjuntos verifican la
condicién de partida verificardn las obtenidas mediante las transformaciones indicadas en
estas reglas; ello no implica la reciproca, es decir, que todo conjunto que verifique esta Gltima
verifique la primera; por ejemplo, si dos conjuntos son iguales lo es la interseccién con uno
dado (regla 3), pero, sin embargo, si las intersecciones de dos conjuntos con uno dado son
iguales, ello no implica la igualdad de los dos conjuntos de partida, que s6lo pueden tener
comln precisamente la interseccién con el tercer conjunto; es decir, contrariamente al
algebra de numeros, de Z 7 =Z -hZ no se puede pasara 7=2,yde ZT = ZZ tampoco
puede pasarse 7 = Z.

~ Laregla 2 por la propiedad involutiva del complementario si se verifica en ambas direc-
ciones.

Como ejemplo, cada una de las ecuaciones siguientes es consecuencia de la precedente
y, por tanto, de la primera ecuacion:

1T+2=2Z7 Ecuacion dada.
(7-f2)' = (22) Regla 2.
2'7'=2"'+2 Reglas 1, 8a'y 8b.
WX'Y'=W (X' +2Z" Regla 3.



WX'Y'=WX' +WZ' Reglas 1, (3).
V+ WX'Y'=SV+ WX'+WZ’ Regla 4.

Podemos establecer otras dos reglas.

REGLA 5. Una ecuacion de la forma A + B =0 puede reemplazarse por dos ecuaciones
simultaneas A =0y B =0, y viceversa; es decir, si la union de dos conjuntos es el conjunto
vacio, necesariamente cada uno debe ser el conjunto vacio, ya que de otra forma la unidn
de ambos no seria este ultimo.

Reciprocamente, si ambos son iguales a 0 su union serd también 0.

REGLA 6. Una ecuacion de la forma AB = 1 puede reemplazarse por dos ecuaciones
simultaneas A= 1y B =1, vy viceversa; es decir, de manera analoga al caso anterior, si la
interseccion de dos conjuntos es el universal, es que cada uno de ellos es el universal, porque
de otra forma no podrian tener a éste como parte comun a ambos. Y reciprocamente, si cada
uno es igual al universal, la interseccion, parte comin de ambos, deberd ser igual al con-
junto universal.

Diremos de dos conjuntos de ecuaciones simultaneas que el segundo conjunto es conse-
cuencia del primero, si cada ecuacion del segundo se obtiene a partir de las ecuaciones del
primero, aplicando una o mas de las reglas 1a la 6.

Diremos que dos conjuntos de ecuaciones son equivalentes si cada uno es consecuencia
del otro. Conjuntos de ecuaciones equivalentes representan idénticas restricciones para los
conjuntos que intervengan en las ecuaciones y son, por tanto, reemplazables unos por otros.

TEOREMA. Cualquier serie de condiciones impuestas a conjuntos que pueden expre-
sarse en la notacion del algebra de conjuntos es equivalente a una sola ecuacion con segundo
miembro igual a cero.

Hay que hacer notar primero que cualquier condicion expresable en notacién algebraica
debe ser necesariamente, 0 una ecuacién que exprese la igualdad de dos conjuntos, 0 una
de inclusién de conjuntos. Puesto que la condicidn Y e y es equivalente a la ecuacion XY'=(f),
es suficiente considerar solamente conjuntos de ecuaciones.

Haremos la demostracion en dos etapas.

1® Toda ecuacion de la forma A =B puede reducirse a otra equivalente con segundo

miembro O.

Para ello tenemos que obtener, aplicando una sucesién de las reglas 1 a 6, una ecuacién
con segundo miembro 4>a partir de A =B. Para que la ecuacion obtenida sea equivalente
a A =B, tiene que poder obtenerse a partir de ella esta Gltima aplicando otra sucesion de

las reglas 1 a 6.

a) Obtencion de una ecuacion con segundo miembro nulo a partir de AmB (l).
Si multiplicamos los dos miembros de (I) por B’ (regla 3),

AB'=0 (I
Si multiplicamos ambos miembros de (I) por A’ (regla 3),
A'B=0 (Il
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b)

2."

Sustituimos (1) y (111) por
AB'+AB=0 (IV) (regla 5)

Obtencion de » =5 a partir de (1V):
Multiplicamos ambos miembros de (IV) por B' (regla 3),

AB'=0 (V)
Si tomamos los complementos de ambos miembros en (IV) (regla 2),
{AB'+AB)' =i
Operando en el primer miembro mediante las leyes de De Morgan:
{A"+B)(A+B)=1
Aplicando la propiedad distributiva:
AA'+ BB'+ A'B'+ AB = 1 Es decir, A'B’+ AB = 1 (VI).
Si multiplicamos ambos miembros de (VI) por B :
AB=B (VII)
Si sumamos (V) y (VII) (regla 4):
AB +AB'=B A(B + B") = B. Es decir, A=B
Por tanto, toda ecuacién de la forma A= B es equivalente a AB'+ A'B = 0.

Si tenemos una serie de condiciones, éstas sélo pueden ser de la forma A=B o A"B.

Por el teorema anterior A= B puede sustituirse por AB'+ A'B = 0; por la propiedad 6 de la

relacion de inclusibn A"B es equivalente a AB'= q

Por tanto, dada una serie de condiciones, éstas pueden ponerse siempre en forma de ecua-

ciones con segundo miembro O.

Pero, dada una serie de ecuaciones con segundo miembro O, por aplicacién reiterada
de la regla 5, éstas son equivalentes a la ecuacién union de todas las condiciones igualada a 0.
Con lo que queda demostrado que todo conjunto de condiciones en algebra de conjuntos
es equivalente a una ecuacién unica con segundo miembro O.

Ejemplo: Reemplazar el conjunto de condiciones {8 X'*"Y,{h) X + Y=Z y{oZ+W =1
por una ecuacién simple de la forma A = 0.

XAYANAXY' =Q
X+Y =Zo{X-"Y)Z'"+{X+Y)'Z =
Z+W=\0 Z'W =0 tomando complementos en ambos miembros.



Sumando estas ecuaciones tenemos
XY'"+XZ'+YZ'+X'Y'Z+Z2'W'=0
4. Solucién de ecuaciones

Es posible encontrar solucion para ecuaciones en algebra de conjuntos, pero esta solucion
no es Unica: representard los limites superior e inferior del conjunto desconocido.

Supongamos una ecuacion en la que aparece un conjunto X, desconocido, y que el resto
de las letras que aparecen en la ecuacién representan conjuntos conocidos. Esta ecuacion
se puede escribir

P{X) = 0, donde P{X) representa una expresion booleana en conjuntos.

Si P{X) contiene términos en los que no aparece ni X m X', cada término se puede mul-
tiplicar por X + X' para producir una ecuacion equivalente en la que aparezcan términos
en X y X'. Agrupandolos, la ecuacién quedard de la forma AX + B X'—0. Esta ecuacion
es equivalente a dos ecuaciones AX =0, BX'= 0, o a la condicion BAX A" (teniendo en
cuenta que AX = 0 es equivalente a X*"A' yBX'= 0 aB"X).

Cualquier conjunto que satisfaga esta condicién es solucién de la ecuacion. B es la lla-
mada solucion minima y A', solucion maxima de la ecuacion. Claramente se ve que la condi-
cion necesaria y suficiente para que exista solucion es:

Bc A o su equivalente AB =0

Esta ecuacion es el llamado eliminante de X, o condicidn para que exista solucion de la ecua-
cién dada. La existencia de soluciones de una ecuacidn depende, en general, del significado
de los conjuntos Ay B. No obstante, en algunos casos puede o no puede satisfacerse AB= 0
independientemente del significado de los conjuntos. Por ejemplo, la ecuacion CDX +
+ C'X'=0 tiene solucién para conjuntos arbitrarios Cy D, puesto que (CB)(C")= 0, cual-
quiera que sea el significado de C y B. La ecuacion (M +M")X + X' =0 no tiene solucién,
sea cual sea el significado de M. La solucion de una ecuacion es unica s6lo en el caso de
que B=A', en la notacién anteriormente empleada. Principalmente porque raramente hay
soluciones Unicas, la resolucion de ecuaciones juega un papel muy reducido en el algebra
de conjuntos.

Ejemplo 1 Resolver X en BX = C.

Solucién

Esta ecuacion es equivalente a BXC'-1-C(BX)', es decir:
BC'X+B'C+CX'=0.
Y si B'C lo multiplicamos por X + X', obtenemos

{BC+BC")X +CX'=0.



o sea que la solucion general es CAX~{B'C + BC). El eliminante es {B'C+BC")C= 0
0B'C~0 Si C"B, cualquier conjunto entre C y B'C + BC satisface la ecuacion.

No solo es posible resolver una ecuacién simple para un conjunto X desconocido; pueden
resolverse ecuaciones simultdneas o conjuntos de condiciones. Puesto que tal como se vio
en 6, cualquier conjunto de condiciones es equivalente a una ecuacion, las ecuaciones simul-
taneas siempre se reduciran a ecuaciones simples y se resolveran por el método anterior.
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CAPITULO IV

LA LOGICA SIMBOLICA Y EL ALGEBRA DE PROPOSICIONES

1 Proposiciones y funciones proposicionales

En el presente capitulo se trata de la parte de la Idgica simbdlica (estudio mediante sim-
bolos de la l6gica) referente al clculo proposicional.

El instrumento principal para el tratamiento de las proposiciones es el algebra de propo-
siciones, que, como veremos, es un algebra de Boole. Finalmente, a partir del algebra de
proposiciones, se estudian las férmulas l6gicas (razonamientos o argumentos) validas para
la demostracion de teoremas.

11 DEFINICIONES

Lo mismo que en algebra de conjuntos se partia de los conceptos intuitivos de conjunto
y elemento, que no era posible definir para construir el &lgebra de proposiciones, haremos
algo analogo con los conceptos; verdadero, falso, proposicion. Verdadero y falso se consi-
deraran simplemente como atributos que se aplican a proposiciones. Por proposicion se
entenderd, por tanto, el contenido de cualquier clase de declaracion que esta libre de am-
bigliedad y que tiene la propiedad de ser verdadera o falsa, pero no ambas.

Ejemplos:

3 es un nmero primo.
Cuando 5se suma a 4, la suma es 7.
En el planeta Venus existen criaturas vivas.

La primera proposicion es verdadera, la segunda es falsa y la tercera puede ser verdadera
o falsa, pero no ambas cosas a la vez. Las tres son, por tanto, proposiciones de acuerdo con
la definicion.

En cambio, la declaracion:

La frase que estd usted leyendo es falsa.

Si suponemos que es verdadera, del contenido deduciremos que es falsa, y viceversa. Su
contenido, por tanto, es ambiguo, y por lo mismo no es una proposicion.
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Representaremos las proposiciones con letras minasculas. Cuando no se den proposi-
ciones especificas se les llamara variables proposicionales, y se usaran para representar pro-
posiciones cualesquiera.

A partir de cualquier proposicion, o grupo de proposiciones, se pueden formar proposi-
ciones compuestas o funciones proposicionales mediante operaciones conectivas entre ellas.
A continuacion se describen algunas de estas conectivas.

2. Conectivas ldgicas
21. NEGACION
Definiremos la negacion de una proposicion p, como la proposicién “es falso que p“.

a notacion que se adopta para esta proposicion es p', aunque también se utilizan ~ py f.
Eor ejemplo, supongamos que p es la proposicion

Dormir es agradable.
La negacidn de esta proposicion podrian ser las proposiciones;

Es falso que dormir es agradable.
Dormir no es agradable.
Dormir es desagradable.

la negacién es la opuesta a la proposicion original. Cuando p es verdadero

p falso, y cuando p es falso, p' es verdadero. Esto se representa mediante la tabla siguiente :

p P

(F= verdadero)

V F
F v (F = falso)

2.2. CONJUNCION
En general se define como conjuncion de p y q para cualesquiera proposiciones arbitra-

rias p y g a la proposicién “ambos p y g\ La notacion que se empleard esp.qo pg, y se con-
"Adadera en aquellos casos en que ambas, p y g, sean verdaderas, y falsa cuando

In
lo sea p,q 0 ambas, lo que puede representarse por la tabla;
P g pgop.gopAq
vV Vv Y
V F F
F Vv F
F F F

Ejemplo

Si p es la proposiciéon “llueve* es “me mojo“, la conjuncién de “«
mojo.p prop ya ] J Py qes “llueve y me
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Para proposiciones arbitrarias, p y q se define la disyuncién de p y g, que se indicara con
la notacién p+q o p g,a la proposicién

“o bien p o g o ambas“.
Las palabras “o ambas“ usualmente se omiten, y también cuando no haya ambigiedad

se puede omitir “o bien*“. Se considerard que p + g es verdadera cuando bien p o qlo sean,
0 ambas a la vez, y falsa s6lo cuando ambas lo sean, lo que puede representarse con la tabla:

p q P*tgopvqg
vV Vv \Y
V F \Y
F VvV \Y
F F F

24. CONDICIONAL SIMPLE

Esta conectiva, también llamada implicacion material, se indica con la notacién
p-"q

p es el antecedente t g el consecuente de la implicacion.
El significado es “si p entonces q““. Equivalentes a esta definicion son:

“p suficiente para
““q necesario para p“
“p solamente si g*.

De acuerdo con la expresion gramatical de esta conectiva, cuando p es falso, q puede
ser verdadero o falso, ya que no puede afirmarse nada sobre g, con lo que p-"q podria ser
verdadero o falso; sin embargo, dado que para el tratamiento matematico se precisa definir
el valor de verdad en todos los casos posibles, se define el valor de verdad, a efectos de trata-
miento matematico de esta conectiva, como verdadera en todos los casos, excepto cuando
p es verdadera y g falsa. Lo que puede resumirse en el cuadro

P g p-g
V VoV
V F F
F Vv Vv
F F V

A partir de la relacién de implicacién p—yq se pueden definir otras implicaciones de uso
corriente. La reciproca de p~q es g-yp, la inversa es p'—yq', y la contrarreciproca es q'p".
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De estas, la implicacion original y la contrarreciproca son iguales entre si, y la reciproca
y la inversa también. La tabla siguiente establece estas declaraciones.

Contrarre-
Implicacion  Reciproca Inversa ciproca
Fila p p"a g->p p"q’ q'"p’
1 vV Vv \Y \Y, \Y \Y
2 vV F F \Y \ F
3 F Vv \Y F F \Y
4 F F \Y \Y \ \

Ejemplo

Sea p la proposicion “8 es un numero par“ y ” la proposicion “el bombdn es dulce”.
Formar en palabras; (a) la implicacion p-q, (b) su reciproca, (C) su inversa, (d) su contrarre-
ciproca.

Solucion

(@ Si 8es un namero par, entonces el bombdn es dulce.
(o) Si el bombdn es dulce, entonces 8 es un nimero par.
(¢ Si 8es un namero impar, entonces el bombon no es dulce.
(d) Siel bombon no es dulce, entonces 8 es un nimero impar.

25. BICONDICIONAL

También llamada equivalencia material, se indica con la notacion p<rg, y se lee ‘p si y
solamente si ~ , o también, “p necesario y suficiente para q*“.

Esta proposicion es verdadera siempre que p y g sean simultineamente verdaderas o
falsas, y falsa cuando una es verdadera y la otra falsa. Es decir.

p q pJIyg
V V. VvV
V. F F
F V F
F F vV
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=5

Mediante estas conectivas podemos definir, a partir de las variables proporcionales p,q,r
representantes de proposiciones cualesquiera, funciones de las mismas formadas por estas
variables o la negacién de ellas separadas por los signos de conjuncion o disyuncion. Por
ejemplo.

Apgn={+qr+m)-*{p ar)

3. Tablas de verdad de funciones proposicionales

Dada una funcién preposicional cualquiera P{p,q,r, ... i) en donde p,q,r,... t son va-
riables proposicionales, esta funcion puede definirse de manera analoga a las distintas ope-
raciones conectivas del apartado anterior por los valores de verdad que atribuye a cada una
de todas las combinaciones posibles de valores de verdad de las variables proposicionales.

Asi, por ejemplo, las funciones proposicionales fg,h de las variables p,q,r quedan total-
mente definidas por la tabla de valores correspondientes a las 2" alternativas posibles de
valores de las variables p,g,r indicadas en el cuadro siguiente.

-

Apat) gip.gT) h(p,a.r)

TTITTTI<< << ©
TTI<<TTI< < 2o
ML
KT <N
<T<<TTTT
< <T<TTT

Por tanto, a una funcion preposicional le corresponde una tabla de este tipo que la define
totalmente, llamada tabla de verdad.

Dos funciones proposicionales son iguales si tienen iguales tablas de verdad.

Dada una funcién preposicional expresada en funcion de las conectivas légicas definidas
en el apartado anterior, puede obtenerse su tabla de verdad a partir de las correspondientes
a cada una de las conectivas.

Ejemplo

Dado fip,q,r) ={pAq)”*r puede obtenerse su tabla de verdad obteniendo primero
h=p Aq, la tabla de la funcién h{p,g) =p a g aplicando las reglas correspondientes a la con-
juncion, y a continuacion la tabla de f{p,q,r) = h->" mediante las reglas de la implicacion
material o condicional entre los valores de hy r.
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' h=pagq f=hnr

k=]
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-Una funcion proposicional tal que en su tabla de verdad, para todas las combinaciones
posibles de valores de verdad de las variables, solo aparece V, es decir, siempre verdadera

se llama tautologia.
Reciprocamente, una funcion siempre falsa, es decir, aquella en que para todas las combi-
naciones de valores de las variables aparece F en la tabla de verdad, se llama contradiccion.

4. EIl algebra de las funciones proposicionales

Las definiciones anteriores nos permiten observar que sobre el conjunto (FF) se han
definido las operaciones (-I-) y (.) de acuerdo con las tablas

f V F V F
V. v Vv V. v F

F VvV F F F E

Por tanto, (+) y () son operaciones binarias definidas en {V,F} que definen un algebra

con dicho conjunto” Vamos a demostrar que esta estructura, teniendo en cuenta la negacion
tal y como se ha definido, es un algebra de Boole. Para ello basta comprobar que se verifican

los axiomas de Huntmgton descritos en el capitulo II.

1. Las dos operaciones conjuncién y disyuncién son conmutativas por definicion.

2. »
Igualdad entre las funciones proposicionales

p+ar=(p+q){pr) p{a+r)=pq+pr )]

De acuerdo con la definicion de igualdad entre funciones proposicionales, para que
esta exista deberan tener las mismas tablas de verdad.
las » _correspondientes, pudiendo comprobarse
las Igualdades (1). Por ello, cada operacién es distributiva con refacion a la otra

76

Cada una es distributiva respecto de la otra. Para comprobarlo basta demostrar la



p g ' pg Pr ar p+q P*T q+r p+ar p+qp+r PMa+rn Pq + pr
vV V. V V V V 'V V Vv \Y% \Y \Y% \Y,
v V. F V F F \Y% V Vv \Y% \Y% Vv Vv
v F VvV F V F \Y% V \Y, \Y \Y \Y Vv
v F F F F F \Y Vv F V \Y F F
F V V F F V V \Y Vv \ Vv F F
F v F F F F Vv F Vv F F F F
F F VvV F F F F \Y \Y F F F F
F F F F F F F F F F F F F
3. " Existe un elemento neutro respecto a cada operacion. En nuestro caso F es el neutro

respecto a (+)y E es el neutro respecto a (.), como puede comprobarse por las tablas
de las operaciones. Por ello podemos llamar F =0y V=i.

4. " Para cada elemento existe otro complementario tal que

p+p'=1 y pp'=0
En nuestro caso el complementario (negacion) de F es F, y reciprocamente.

Por tanto, se verifican los cuatro axiomas de Huntington, por lo que el calculo proposi-
cional obedece las leyes del célculo booleano; es decir, pueden aplicarse los teoremas 1a 9
demostrados en el capitulo Il para las funciones proposicionales expresadas mediante las
operaciones de conjuncion y disyuncién, ya que son funciones booleanas.

Por otra parte, las funciones definidas mediante una tabla de valores de verdad pueden
ponerse en forma normal disyuntiva o conjuntiva, ya que al ser F= 1y F =0, la tabla de
verdad proporciona un juego de valores 0,1 de la funcion correspondientes a valores 0,1
de las variables; por tanto, la funcion preposicional correspondiente puede ponerse siempre
en funcién de las operaciones conjuncién y disyuncion.

Asi, por ejemplo, la implicacion material p”~q tendrd como tabla de valores 0,1;

P q Pt q

1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1



De acuerdo con ello, la funcién booleana correspondiente serd en forma normal conjun-
tiva p' + . Por tanto, p-"q equivale a la disyuncién de g y la negacion de p. Analogamente
puede verse que la conectiva bicondicional p ~q equivale a pg + p'q'.

5 Tratamiento de la logica mediante teoria de conjuntos

El desarrollo anterior del céalculo proposicional parte de las tablas de verdad de las fun-
ciones proposicionales, en la hip6tesis de que todas las variables proposicionales pueden
ser verdaderas o falsas, y son admisibles todas las combinaciones posibles de dichos valores
en cada variable, esta hipotesis, que es vélida para un tratamiento general del célculo pro-
posicional, puede no serlo al referirse a las funciones proposicionales de un conjunto espe-
cifico de proposiciones que pueden estar relacionadas entre ellas.

Por ejemplo, consideremos la siguiente proposicion con respecto a los enteros a y b.

O bien a es no menor que h 0 6 es no menor que u“. Evidentemente esta proposicion es una
tautologia. Designando por p la proposicién “a es menor que Yy por q la proposicion “b es
menor que a ,si construimos la tabla de verificacion para la proposicién compuesta, no po-
dremos demostrar que es una tautologia, porque aparece 0 en la fila 1 de la tabla.

TABLA DE VERIFICACION p'+d

Fila p P q P.+q

o]

1 1 1 0 0 0

40011}1

Ello es debido a que, considerando las proposiciones particulares de nuestro caso py q,
es imposible que sean verdad ambas simultaneamente, por lo que no es admisible la posibi-
lidad légica de la primera fila, suprimiéndola si resulta una tautologia.

Las proposiciones consideradas anteriormente constituyen un ejemplo de proposiciones
relacionadas. Dado un conjunto especifico de proposiciones son posibles distintas relaciones
entre dos o mé&s proposiciones, cada una identificada por el hecho de que una o més filas de
una tabla de verificacion correspondiente no representan posibles valores admisibles para las
proposiciones. El ejemplo anterior pone de manifiesto la necesidad de discutir el hecho de las
posibilidades l6gicas de una manera general.

Veamos otro ejemplo.

Ejemplo. Una caja contiene quince bolas, de las cuales cinco son blancas, cinco rojas y
cinco azules. Extraemos dos bolas a un tiempo. Estudiar las posibilidades logicas de este
suceso.
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Supongamos las proposiciones

:sale bola blanca
:sale bola roja
:sale bola azul

La tabla de todas las posibilidades légicas es la indicada en el cuadro adjunto. Sin embargo,
hay dos posibilidades, la primera y la Gltima, que por la naturaleza del suceso no son admi-
sibles, ya que sabemos que se han extraido dos bolas, por lo que al no haber més que de
tres colores no pueden ser falsas las tres proposiciones simultdneamente, y por la misma
razon es imposible que haya una de cada color. Por otro lado, la forma de realizarse la ex-
traccion de las bolas puede hacer que los casos en que salen dos bolas distintas constituyan
una posibilidad doble segun el orden de aparicion.

b r a
* 0 0 O
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 0
1 0 1
0o 1 1
111

Vemos, por tanto, que al tratar un conjunto determinado de proposiciones se precisa
realizar un andlisis previo de las posibilidades ldgicas de ese conjunto de proposiciones.
El tratamiento puede hacerse mediante al algebra de conjuntos, de la forma siguiente:

Se asigna al conjunto de proposiciones en estudio un conjunto universal cuyos elementos
son las posibilidades légicas para el conjunto de proposiciones. Esto puede hacerse de muchas
maneras; en general se elegira el conjunto de posibilidades mas conveniente, que tiene las
dos propiedades siguientes:

|.“ Las posibilidades elegidas son tales que en cualquier circunstancia presumible
solo puede suceder una de ellas.

2. Las posibilidades son tales que el valor verdadero de cada proposicion puede de-
terminarse por cualquiera de ellas.

Asimismo se asigna un subconjunto del conjunto universal a cada proposicién tal que
el subconjunto contiene aquellas posibilidades para las cuales la proposicion es cierta. Este
conjunto se llama “Conjunto de verdad de la proposicion®.

De acuerdo con lo anterior, el conjunto de verdad para una funcién preposicional del
conjunto de proposiciones en estudio esta formado por la composicidn de los conjuntos de
verdad de las proposiciones que integran la funcidn de acuerdo con las operaciones indica-
das en la misma. Podemos representar conjuntos verdaderos abstractos por diagramas
de Venn, exactamente como se hizo en el capitulo 11, lo que ilustra la fuerte relacion entre el
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algebra de conjuntos y el &lgebra légica. En la figura adjunta se incluyen los diagramas de
Venn para mostrar los conjuntos verdaderos para pg, p+¢q, p~g en términos de conjuntos
verdaderos para py ¢ P y Qrepresentan el conjunto verdadero para las proposiciones py g,
y las areas sombreadas representan los conjuntos verdaderos para las proposiciones com-
puestas.

pqg p+q
6. Cuantificadores logicos

En el desarrollo de la légica realizado hasta el momento se ha tratado de proposiciones
y de las formas en que las mismas pueden combinarse para formar nuevas proposiciones,
pero no se ha estudiado la estructura de las proposiciones simples. Para entender algunos
tipos de proposiciones matematicas muy importantes, es esencial hacer mencion a las pro-
posiciones que contienen cuantificadores. A continuacion tenemos algunos ejemplos de las
mismas;

algunos hombres son ricos;
todos los hombres estan prevenidos;
ningun hombre es paciente.

Las palabras algunos, todos, ningin, son cuantificadores. Nos dicen “cuanto” se considera
de un cierto conjunto de cosas. Muchas frases Illevan implicito el cuantificador. Consideremos
las siguientes proposiciones matematicas en forma de ecuaciones :

+4x=7
XN-4 = (x+ 2)(x-2)

La primera es cierta en el sentido de que por lo menos un niamero x hace x* +4\=7,
La segunda es cierta en el sentido general de que para todo nimero x se verifica - 4=
(x-b2)(x 2). La primera ecuacion sena falsa Unicamente cuando ningln nimero X la
satisfaga, pero se puede demostrar que la segunda esfalsa cuando haya mi solo nimero x que
no la satisfaga. Es importante, pues, distinguir entre los dos tipos de proposiciones.
Diremos que p(x) es una proposicion o enunciado formal si al particularizar x para
un determinado elemento de un conjunto se convierte en una proposicion, es decir, verdadera
o falsa. Por ejemplo, “x es mortal” es un enunciaco formal; al atribuir a x un elemento del
conjunto de los hombres se convierte en una proposicion.
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Dado un conjunto C y un enunciado formal p{x), puede definirse el conjunto de validez
de dicho enunciado en C:

Vb= [x\ xeC, p{x)=verdad}
La medida en que \pse inscribe en C' se expresa con los cuantificadores l6gicos.

I.“ Si F=C, ello indica que p{x) es cierto para todo elemento de C* Esto se expresa
mediante el cuantificador universal Vde cualquiera de las formas:

V(x I1xeC) p(x) V(xeC) p(x) 0 bien Vxp

La notacion del daltimo caso se utilizard cuando se haya predefinido el conjunto
a que pertenece X.

2.7 SiVp Py W C elloindica que si no todos los elementos de C', algunos hacen
verdadero p(x). Para expresarlo se emplea el cuantificador existencial 3:

3(xeC) p(x) [Existe al menos algin xeC que hace verdadero p(x)]
También puede indicarse en la forma 3x" si se ha definido previamente el conjunto
a que pertenece X.
3. " Si Wb=(j), no existe ningln elemento en C que verifique p{x). Esto se expresa me-
diante el cuantificador universal V, ya que si Vb= <), todo elemento de C hace que
p{x) sea falso.
V(xeC) p*{x) Vxp'

Ejemplos;
Si Xes un numero real

XA 34x = T),

0 bien, si llamamos R al conjunto de los nimeros reales

3(xeR){x" -4x = 7)
Analogamente,
VIx"N-9 = (x-3)(x +3)
Las negaciones de las proposiciones que consideran cuantificadores obedecen las reglas

(3,P) = V.P
(Vip) =3~

La justificacion es inmediata a partir de la definicién.



Puesto que no pueden manejarse los simbolos para cuantificacion en el &lgebra de pro-
posiciones, no se usaran grandemente a continuacion, se introducen para especificar las re-
glas de negacion. En lo que sigue se usaran las letras para identificar proposiciones, incluyan
0 no cuantificadores.

7. Razonamiento logico

A partir de un conjunto de proposiciones admitidas sin demostracion, y mediante razo-
namiento logico, se pueden obtener otras proposiciones. Por ejemplo, cuando afirmamos
la veracidad del teorema de Pitdgoras, queremos decir simplemente que se puede deducir
a partir de los axiomas de la geometria plana de Euclides. No se verifica, por ejemplo, para
triangulos en una superficie esférica.

Se define como argumento” o razonamiento l6gico un proceso que permite deducir
una proposicion llamada conclusion a partir de un conjunto de proposiciones llamadas
premisas.

Se define como argumento o razonamiento valido aquel en que la conjuncion de las
premisas implica la conclusion.

Es decir, matematicamente un razonamiento que produce una conclusion r a partir
de las premisas p",P2, m.. p,, sera valido si y solamente si la proposicion (p,,p,,p, V)T
es una tautologia. '

En general hay tres maneras de comprobar la validez de un argumento dado;

a) Comprobarlo directamente a partir de la definicion usando una tabla de verificacion,
esto es, para demostrar que (pi,P2,...p,,)-"r es una tautologia.

b) Demostrar que la proposicién (Pi,P2>e++mP ) r puede reducirse a 1, usando los
métodos normales de simplificacion de funciones mediante el calculo booleano.
¢) A menudo la mas sencilla de las tres, es reducir el argumento a una serie de argu-
mentos, cada uno de los cuales previamente ha sido comprobada su validez por cual-

quiera de los métodos a) y b).

Dos de los argumentos usados normalmente son la regla de desprendimiento o modus
ponens y la ley del silogismo.
La regla de desprendimiento viene dada por la forma
P
p-"q

En esta notacion, que se empleara en lo sucesivo, se presentan primeramente las premisas
y la conclusion debajo de una linea horizontal. Pueden escribirse comentarios a la derecha
de cada proposicion.
La ley del silogismo tiene la forma
p"q
q-"r
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La validez de ambos razonamientos se comprueba por el procedimiento b), a continua-
cion.

1" Modus ponens
Deberd ser una tautologia:
p-{p"™aA)"™q
Operando, esta expresion equivale a:
p-{p" +0)-*q
Teniendo en cuenta que pp' —O0, resulta
Pg”™q

lo que equivale a

(o) +g=p'+q+q=p+i=1i

2° Silogismo
Analogamente, debera ser una tautologia:

IP7a){q-"r)-"{p-*r)

IP'+g){q" +r)-"ip-"r) =p'q" +p'r + qr-*{p”r) =
={p'g*p'r+qr)’ +{p"r)"
P+a)it+r{g+r)+{p+n=

IP+q)ipg' +r)+p' +r=pg'+pr+qr+p +r=
P+P)IP+q)+pr+qr+r=p +q+pr+gr+r=
"+q +{prq+n)(r+r)=p'+q +p+q+r=
fr=1

o

=

Es importante hacer notar que la validez o no validez de un argumento es independiente
de la veracidad o falsedad de la conclusion. Por ejemplo, consideremos los dos argumentos
siguientes. El primero es vélido, aunque la conclusion es falsa, y el segundo no es valido y
la conclusién es verdadera.

Vélido (modus ponens):

p-*q Si el hielo esta templado, entonces la nieve es negra.
p El hielo est4 templado.

La nieve es negra.






Ejemplo
Comprobar la validez del siguiente argumento:

P
Pg-yr +s

d
S

Solucion: Tomaremos como premisas todas excepto s', y la negacién de la conclusion.
El argumento indirecto, por pasos, es como sigue:

[ premisa

o [T premisa

X R forma 1 del cuadro anterior

pg-“r +s premisa

r+s.... conclusion por ley de desprendimiento
SRS premisa

S v por forma 4del cuadro

Pero esta conclusion es la negacién de una de las premisas s' en el argumento directo;
por lo tanto, éste es valido.

7.2. CONTRAEJEMPLO

Hay un tipo de pruebas especiales para demostrar que una implicacion dada es falsa.
El método trivial es demostrar que la negacién de la implicacién dada es cierta. No obstante,
si la implicacion concierne a propiedades de un conjunto de objetos, a menudo es sencillo
rechazar la validez de la implicaciéon mostrando un elemento especifico del conjunto para el
cual la proposicién es falsa. Este procedimiento de comprobacion se llama contraejemplo.

8. Operaciones NANO y NOR

Son éstas dos operaciones ldgicas que permiten la expresion en funcion de ellas de las
operaciones de conjuncion, disyuncion y negacién; a continuacién se describen ambas.

La operacibn NAND, también llamada anticonjuncion u operacion de Sheffer, se re-
presenta mediante un trazo vertical (trazo de Sheffer). Su tabla de verdad es:

p g p\q
1 1 0
1 0 1
0 1 1
0 0 1



El significado de p|” es “no ambos py g*.
La representacion en forma normal conjuntiva es, de acuerdo con la anterior tabla de

verdad:

p\g=p'+(
Por tanto.
PP=P'+P'=P' 0
p+q={pj + (qj =p\q = {p\p)\ig\a) @)
pa = (p'+ g = ip\a)’ = (pl )l (P\) @)

Las formulas (1), (2) y (3) muestran como las operaciones de negacidon de conjuncién
y disyuncién pueden expresarse en funcion de NAND.

La operacion NOR, también llamada antidisyuncion u operacion de Pierce, se repre-
senta mediante una flecha i (flecha de Pierce). Su tabla de verdad es;

p q Piq
1 1 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1

La significacion de p i g puede entenderse como “ni p ni g'\
La expresion en forma normal disyuntiva de p J de acuerdo con la tabla anterior, es:

pig=pq
Por tanto.
pip =p’p’=p' 4
y teniendo en cuenta esto.
P+a=(p'gi=(pi = (piq)i (i) ©)
RI=1P){(I) =P'lg" ={pip)i{qiq) (6)

Las expresiones (4), (5) y (6) muestran como pueden ponerse en funcién de NOR las ope-
raciones de negacion, disyuncion y conjuncion.

Existen otras notaciones para estas operaciones. En algunos casos, para NAND se em-
pleai y para NOR Te

Un conjunto de operaciones es funcionalmente completo cuando toda funcién proposicional
puede expresarse enteramente en términos relacionados por operaciones del conjunto. Para
dar un conjunto funcionalmente completo, recordamos que toda funcién proposicional tiene
una tabla de verificacion. Mé&s todavia, toda tabla de verificacion corresponde a una expre-
sion en forma normal disyuntiva (o conjuntiva), usando solamente las operaciones (-I-), (.)
y (). Por tanto, el conjunto {4 .. ."} esfuncionalmente completo.
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Puesto que la proposicion pq es igual a la proposicion (p' + ')’ por la ley de De Morgan,
es posible reemplazar la conjuncion en cualquier funcién preposicional por una expresion
equivalente con (+)vy ('). Esto demuestra que {+,'} es un conjunto de operaciones funcio-
nalmente completo. Otros conjuntos funcionalmente completos son: y {->w}.

En el caso particular de NOR y NAND puede demostrarse que son éstos los dos Gnicos
conjuntos de operaciones funcionalmente completos con una sola operacion.

9. Tratamiento por célculo proposicional de organigramas y tablas de decision

Las tablas de decisidon constituyen una forma de expresar un proceso de seleccion de
alternativas a partir de una serie de condiciones.
Una tabla de decisién tiene la siguiente estructura:

Lista de condiciones Cuadro de posibilidades ldgicas de con-
dicion
Lista de acciones posibles a tomar. Cuadro de seleccion de acciones posibles.

Pueden ser de tres tipos: De entrada limitada.
De entrada extendida.
De entrada mixta.

Las tablas de entrada limitada son las de uso mas generalizado. En ellas el juego de con-
diciones se organiza de forma que las posibilidades de contestacién a cada una sean si 0 no.
Asimismo, el cuadro de acciones posibles es amplio, correspondiendo a cada accion una serie
de condiciones para su realizacion.

Las tablas de entrada extendida presentan un juego de condiciones mas reducido, pero
para cada condicién caben varias alternativas légicas (no Unicamente dos, como en el caso
de entrada limitada). Asimismo, el juego de acciones es un unico renglén constituido por una
Unica variable que puede adoptar distintos estados para cada posibilidad l6gica.

Las tablas mixtas son aquellas que participan de ambas posibilidades.

Ejemplos

Supongamos que en funcion de la raza (blanca, negra y amarilla), el sexo y la categoria
profesional decidimos sobre una gama de acciones posibles (1, 2, 3, 4). La tabla de entrada
extendida seria:

Raza...ccooviiieiiies v, B BB NNNAAABU BUBNNNAAA
SEXO0 i e, VVVVVVVVVHHHHHHHHH
Categoria..eeins evevieine, A Bc ABc ABc ABCABTU CABTZC
ACCION ..ot e 112 334111314112 3141
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La de entrada limitada seria (en namero de condiciones es superior al de la extendida ¢
obsérvese que no son 28 ya que solo pueden ser de una raza, un sexo y una categoria por
lo que las posibilidades logicas se restringen).

1 2 3 45 6 7 8 9 101 12 13 14 15 16 17 18
Raza blanca.
111 000 0O0OO0OT11100UO0UO0TUO0TU0O

*...0 0011 100O00O0O0OC1IT11000P0

Raza amarilla......... 0 00 0 OO 111 000000 1 11
Varén {1 1111111000000 GO00O00
Hembra 000000O0O0O01111111111
Categoria A. 100100100710 0T100T10 0
Categoria B .....c.cccvvvvvvinne. o10010010O0100100110O0
Categoria C. 001001001 00°10010 01
ACCION 1. X X X X X X X X
Accion 2. X X
Accion 3, X X X X
Accion 4. X X
1—si 0—no

Suele hacerse también la tabla poniendo si 0 no en vez de 1y 0.

Supongamos que gueremos procesar una orden de suscripcion a una revista. Esta puede
ser de tipo normal o fruto de promocién, la suscripcion puede ser por un afio o dos afios
y puede acompaifar el pago o no y el tipo de entrega es certificado o por correo normal
Las acciones a realizar son:

Incluir en el fichero promocidn,
Incluir en el fichero normal,

Incluir en el fichero un afio.

Incluir en el fichero dos afios,

Incluir en el fichero pagado,

Incluir en el fichero a facturar,
Incluir en ¢l fichero envio certificado,
Incluir en el fichero envio corriente.



—

Las decisiones dependen de la concurrencia de condiciones de acuerdo con la tabla si-
guiente:

(Ponemos 1—si 0—no)
C e ey e 1 2 3 4 56 7 8 9 101 1213141516
Promocion.......cceeeeeuen. .. e e 1 111111 100W0O0O0ODTUO0TUO0TPO
POr un afio..ccccecceccicieeee e 1 11 100O0O0OT111100W0T0O0
(o8- o T (o [0 PP 1 100110011001 100
Envid certificado........cccceee ceeeeieene 1 0101010 10101010
Incluir promocion........cce.. cevvreene 1 11111110000 O0O0TUO0OTO O
Incluir normal..ccccoovviviiies e O 00O0OOOOOTI1T1111111
INCIUIr UN QR0 et e 1 11 10000111 100W0°0O0
Incluir dos afioS....ccccvcvcvveees ceveviiinn, 0 00OT1111000O01111
Inducir pagado.....ccceceveee cvvieenen 1 100 110011001100
Incluir a facturar.....cccceeeees cevvvveen, 0O 01100110011 10011
Incluir envi6 certificado... ........... 1 0101010101010 10
Incluir envi6 curriente .... ..o 0 10 1010101010101

El organigrama correspondiente se indica en la figura.

En este caso el esquema logico es sencillo y el nimero de consultas es el estrictamente
necesario. En efecto, si llamamos a las condiciones p, g, r, S, y a las acciones Al, A2, A3,
Ad, A5, A6, A7, A8, las expresiones de cada una de estas acciones en funcién de las condi-
ciones son:

Ai=p A,
Ar=(

AN=r A =r

Aj=s Ao =r'

Es decir, las acciones aparecen en la forma més simplificada posible, y por tanto, el esquema
I6gico es el mas simple posible.

Sin embargo, ese no es el caso mas usual. La tabla de decision, al establecer una relacion
I6gica entre las acciones y las condiciones, permite, utilizando las reglas del célculo propo-
sicional, la simplificacion de los procesos ldgicos. Sea el ejemplo indicado en la figura de
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organigrama de partida, en el que se preveen cinco condiciones y cuatro acciones de acuerdo
con la estructura indicada. Las acciones se designan por Aj y las condiciones por C-

u, acuerdo con el proceso ldgico del organigrama, se ha disefiado la
tabla de decision de entrada limitada correspondiente. Para ello basta atribuir a cada salida
del orgamgrarna una columna de la tabla de decision (en nuestro caso, al haber diez salidas
habra diez reglas en la tabla).

Se supone que en el organigrama estan todas las posibilidades logicas que dan lugar 4 4¢-
cién, todas las demas dan cero a todas las acciones.

Condicion 1................ 1 1 1 1 1 1 1 1
Condicion 2............ 1 0 0 0 0 0 0 0
Condicion 3............ 1 1 1 0 0 0 1
Condicion 4............ 1 0 0 1 0 1 1
Condicién 5.......... 1 0 1 1 1 0 0
Accion 1.............. 1

Accion 2................ 1

Accion 3................ 1 1 1 1

Accion 4.............. 1 1
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ANM—x"+xy'z't'u' + xy'zt'u' = X' + xy't'u’

AN = xy

/13 = xy'ztu + xy'zt'u + xy'z'tu + xy'z't'u = xy'zu + xy'z'u = xy'u
A4 =xy'ztu' + y'z'tu' = xy'tu’

Por tanto, la condicién z puede eliminarse.
Por otro lado, podemos organizar el organigrama de forma que se consulten primero las
funciones de una, dos, tres, cuatro variables; es decir, consultaremos los términos
X', Xy, Xy'u, xy't'u’, xy'tu’

De acuerdo con ello, resulta el organigrama adjunto mucho mas simple que el inicial.

1i

—
]






CAPITULO V

ALGEBRA DE CIRCUITOS DE INTERRUPTORES

1 Definiciones

Como tercera aplicacion del algebra de Boole vamos a desarrollar el tratamiento de los
circuitos constituidos por switches interconectados.

Un switch, o interruptor, a efectos de tratamiento matematico, es un elemento que puede
encontrarse en dos estados; abierto o cerrado (abierto si no deja pasar corriente y cerrado
en caso contrario). Le asignaremos una variable que, por tanto, podra tomar como valores
los elementos del conjunto {A,C} (A = abierto, C = cerrado).

Si dos switches actuan de forma que cuando uno esta abierto el otro también, y anélo-
gamente en el caso de cerrado, se designardn ambos con la misma variable.

Si dos switches actian de forma que cuando uno esta abierto el otro estd cerrado, y vice-
versa, si al primero se le designa con la variable x, al segundo se le asignara la variable X',
0 viceversa.

Dado un conjunto de switches interconectados, pueden definirse sobre el mismo dos
puntos cualquiera como terminales. Como consecuencia de ella, para cada configuracion de
estados de los switches corresponderd un estado del circuito entre ambos terminales; es
decir, estard abierto o cerrado.

En el estudio que sigue se desarrollara un método matematico de tratar los estados de los
circuitos a partir de los de los switches que lo integran.

2. Conexion de interruptores

Vamos a estudiar el estado de un circuito de dos terminales constituido por dos switches
en serie y paralelo.
21. CONEXION EN SERIE

Se define la variable correspondiente al estado del circuito como resultado de una ope-
racion que designaremos con el signo (.).
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X X.y
A X A
A C A
C A A
C C C

ya que si dos switches estan en serie para que el circuito deje pasar la corriente se precisa
que ambos estén cerrados.

22. CONEXION EN PARALELO

En este caso, para que el circuito esté cerrado, basta con que uno de los switches esté
cerrado. Designaremos esta operacidn con el signo (+), la tabla de resultados serd la siguiente:

T,

O0>>x
O>TOr<
cCo0>

Funcion booleana correspondiente a un circuito serie-paralelo

las tablas de definicion de las operamones () y (+), y teniendo en cuenta la
def|n|C|on de switch opuestos mediante la operacién (') dada en el apartado 1, la estructura
constituida por el conjunto {A,C} con las operaciones (+) (.) y () definidas por

+ A C A'=C
C'=A

A A C A A A

C C ¢ C A C

es un algebra de Boole, ya que el sistema es analogo al formado por las conectivas logicas
conjuncidn, disyuncién y negacion sobre el conjunto {verdadero o falso}, en el &lgebra propo-
sicmnal, que como vya se vio en el capitulo 1V, es un algebra de Boole. En nuestro caso
A.—U =1 ’

Por tanto, dado un circuito de switches conectados en serie-paralelo, si conocemos los
estados del circuito para todas las combinaciones posibles de estados de los switches que lo
integran, podremos de manera andloga al caso de funciones proposicionales obtener una
funcion booleana de las variables correspondientes a los switches, bien en forma normal
disyuntiva o conjuntiva. La funcion asi obtenida representa el circuito serie paralelo entre
los dos terminales definidos.

Dos circuitos son equivalentes si, para todas las combinaciones posibles de estados
de los switches que los integran, se encuentran en el mismo estado.

Por tanto, dos circuitos serie-paralelo equivalentes tendran iguales funciones booleanas
representatlvas de los mismos.
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Reciprocamente, dos funciones booleanas iguales se representaran por circuitos equiva-
lentes. Por tanto, para simplificar un circuito bastard simplificar la funcion booleana que le
representa y una vez verificada disefiar el circuito correspondiente a ésta. De acuerdo con
lo anterior, el nuevo circuito serd equivalente al anterior y mas simple (lo que, en general,
se traducird en una mayor economia).

4. Métodos de simplificacién de circuitos.

La importancia industrial de la simplificacion de circuitos hace que se hayan desarrollado
métodos sistematicos para su realizacion, ya que cuando el nimero de variables es grande,
asi como el numero de términos de la funcion, el ojo experimentado del calculista no garan-
tiza la simplificacion total de una funcién. Los métodos que se estudiaran son los de Karnaugh,
procedimiento gréafico, y de McCluskey, procedimiento numérico sisteméatico que consti-
tuye en si un algoritmo programadle para su calculo en ordenador.

41. METODO DE KARNAUGH

Este procedimiento es vélido hasta 5 variables. Consiste en representar mediante un
cuadro de doble, triple o cuadruple entrada todos los posibles términos en forma normal
disyuntiva. En los cuadros adjuntos pueden verse los correspondientes cuadros o mapas de
Karnaugh correspondientes a 1, 2, 3, 4 y 5 variables. Un término de la funcién en forma
normal disyuntiva viene representado por un cuadro del mapa y estd formado por el produc-
to de las variables que representan la fila y columna que inciden en él. Asi, en el mapa de
Karnaugh correspondiente a cuatro variables el término correspondiente a la celda indicada
CON Una Cruz es xy Zw.

1 variable 2™ términos
2 variables 2 términos
y

La regla de formacion del cuadro es que al pasar de una celda a otra adyacente s6lo haya
una variable que cambie de no estar complementada a estarlo, o viceversa, se consideran adya-
centes o contiguos los bordes del cuadro. Asi, las celdas indicadas, en el cuadro correspon-
diente a cinco variables, con los numeros 1, 2, 3y 4, son contiguas.
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Como ejemplo de aplicacion, supongamos la funcion
[ = xyzvj + xyzW + xyz'W + x'yzw + xlyzW + xy'z'W + x'y'z'W

Numerando los términos por el orden de aparicién en la expresion, su representacion
en el mapa de Karnaugh es la indicada en la figura.

1 w
X 2 3 6 w
X' 5 7 w
4 w
z z z z

A efectos de simplificacién pueden trazarse los rectangulos:

1 -4

-2
3-
6 -

~N O o

En el primer rectdngulo, por corresponder a cuatro celdas contiguas, las variables que
cambian de estado son x y w. Por tanto, equivale al término yz.

El segundo corresponde a xw'z', y el tercero, a y'z'W.
Obsérvese que, por la propiedad de absorcion, puede incluirse un término dos veces.

Por tanto, una forma simplificada de / sera:
[= yz+ xw'z' +y'w'z'
Otra posibilidad seria asociar el término 3 al 2, adoptandose los rectangulos
1- 2-5-4
2- 3
6-7

Con ello, otra forma de/ con términos de segundo y tercer orden seria

/= yz+ xyw'+y'z’'W

42. METODO DE MC CLUSKEY

Este procedimiento permite un tratamiento numérico de las funciones booleanas a
efectos de su simplificacion. Para ello parte de un método de representacion de los términos
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de la funcion y un proceso de simplificacién. A continuacién se describen ambos procedi-
mientos.

42.1. Representacion de los términos y la funcion

Se supone la funcién en forma normal disyuntiva, y por tanto todos los términos tendran
igual namero de variables. Supuesto un orden entre ellas, se hard corresponder a cada va-
riable si estd en forma complementada, 0, y en caso contrario, 1. De acuerdo con este criterio,
a cada término de la funcion se le hace corresponder un nimero en binario. Asi, por ejemplo,
al término x'yzw't le correspondera 01101.

Por tanto, una funcién booleana puede definirse por el orden de las variables y un con-
junto de numeros binarios.

Por ejemplo, si el orden de las variables es x, y, z, t, la funcidon/ representada por

/=(0011, 0101, 0001, 1100, 1010)

Sera en forma normal disyuntiva,
[= Xyzt +x'yz't +x'yz't + xyz't' J-\y'zt’

f*"rma de representar una funcion es dar los nimeros binarios representativos de
sus términos en forma decimal; asi, la funcion del ejemplo anterior puede representarse
también en la forma:

/=(1,3, 5, 10,12)

4.2.2. Proceso sistematico de tratamiento
Representados los términos en forma binaria, el proceso a seguir es el siguiente:

1" Se ordenan los términos en grupos segin el nimero de “unos® con que cuentan.
Asi, en el grupo | se introduciran los que estan formados por ceros; en el Il, los que
tienen solamente un “uno*;en el 111, los que tienen dos, etc.

2." Se compara cada término de un grupo con los del grupo siguiente y simplifican
aquella que tengan iguales todas las cifras excepto una, suprimiendo precisamente
este elemento distinto. Por ejemplo, si estamos comparando el grupo Il con el 11l
y dentro de ellos los elementos 0100 y 0101, se sustituird en el grupo Il 0100 por
010-. Esto equivale a prescindir de la Gltima variable, ya que 0100 es x'yz’t' y 0101
es x'yz't, con lo que ambos pueden englobarse en el término x'yz', teniendo en cuenta
que t+t =1

Como consecuencia de este proceso apareceran en cada grupo elementos que no
han podido englobar elementos del grupo inmediato y otros que si incluyen tér-
minos del siguiente y que, por tanto, tienen algin guién en la posicion correspon-
diente a la cifra simplificada.

Por el hecho de que un término de un grupo intermedio haya sido englobado
en uno del grupo anterior, no debe eliminarse en su grupo, y debe utilizarse para ser
comparado con los términos del grupo siguiente.



En cambio, de los elementos del ultimo grupo se eliminardn los que se hayan
podido englobar en los del anterior.

Se aplica el mismo proceso que en 2" en una nueva iteracion, pero comparando
ahora los términos de un grupo con los del siguiente que tengan guion en la misma
posicion.

Se realiza este proceso tantas veces como sea necesario hasta llegar a una situa-
cién en que, comparando cada término de un grupo con los del siguiente, no pueda
hacerse ninguna simplificacion.

En este momento se ha reducido el conjunto de términos iniciales a una serie
de términos con y sin guiones que engloban a los de partida llamados implicantes
primos, puesto que no son simplificables entre si; cada uno de ellos incluira varios
de los términos de partida, incluso un término de los de partida podra aparecer
englobado en varios implicantes primos a la vez. La funcion de partida sera igual
a la formada por los implicantes primos encontrados por el proceso anterior. Sin
embargo, debido a que dichos implicantes pueden contener varias veces a los tér-
minos de partida para representar a éstos no se precisara utilizar todos ellos, bas-
tara, por tanto, seleccionar entre todos los implicantes primos el menor ndmero
de ellos que engloban a todos los términos de la funcion de partida.

Para definir un proceso sistematico de seleccion del subconjunto de implicantes
primos mas simple que comprende a la totalidad de los términos de la funcién de
partida, se utiliza un cuadro de doble entrada (para proceso con ordenador seria
una matriz), en el que por un lado (borde horizontal) se indican los términos de
partida y en el otro los implicantes primos. Para indicar que un implicante primo
comprende a un término de la funcion primitiva, se incluye un asterisco en la columna
correspondiente a ambos.

Para elegir el grupo de implicantes primos que comprende a todos los términos,
se procederd en la forma siguiente:

Se eligen en primer lugar los implicantes primos correspondientes a los términos
de la funcion que aparecen solamente en un implicante primo y cuya eleccion por
tanto es obligatoria, ya que, de no incluirse, la funcion resultante no englobaria
todos los términos.

Una vez elegidos estos implicantes se suprimen las columnas correspondientes
a los términos de la funcién incluidos en ellos. A continuacion se van seleccionando
nuevos implicantes primos en orden preferente por el nimero de términos que
engloban, cada vez que se selecciona uno se tachan las columnas correspondientes a
los términos incluidos en él. Se continGia con el proceso hasta que se tachan todas las
columnas. Cuando varios términos implicantes primos engloban el mismo nldmero
de términos de la funcion de partida el criterio indicado de seleccion es ambiguo,
y lo que puede hacerse es estudiar tantas alternativas como términos de caracteris-
ticas anélogas aparezcan simultdneamente en un momento del proceso y seleccionar
la més interesante segun el resultado final.

El proceso se ilustra con el ejemplo siguiente:

Simplificar la funcion de x, vy, z, t:

/=(0,1,2,3,4,6,7,8 9,11,15)



En el cuadro adjunto se presenta la organizacion en cinco grupos de los distintos
términos con la notacién binaria y decimal. Se aplica el proceso descrito, que tiene
dos etapas, resultando como implicantes primos los términos A, B, C, D, E, F. En
el cuadro, como resultado de cada iteracién, se indican los términos que engloba
de la funcién primitiva, descritos éstos en forma decimal. Asi, el implicante A en-
globa los términos 0, 1, 2, 3.

A partir de esta informacidn se construye el cuadro de doble entrada que relacio-
na los implicantes y los términos de partida.

Dado que los términos 4 y 15 aparecen en un Gnico implicante, debe obligatoria-
mente seleccionarse aquellos que los contienen, es decir, ByF.

Una vez seleccionados B y F, se rayan las columnas de los términos que con-
tienen; de los implicantes restantes, el que engloba mas términos es el C; una vez
seleccionado C, pueden rayarse todas las columnas, con lo que el proceso puede
darse por terminado y la expresion simplificada de la funcion es B, C, F, o sea

X't +y'z’+ zt

ES'FADO INICIAL 1" ITERACION 2. ITERACION
Nur_nero Numero Notacion Notacion Notacion Notacién Nombre
Grupo decimal binario decimal binaria decimal binaria del
implicante
I 0 0000 01 000- 0123 00— A
0,2 00-0 0,2,4,6 0—0 B
0,4 0-00 0,4,2,6 0—o0 B
08 -000 0,189 -00- C
I 1 0001 13 00-1 2,3,6,7 0-1- D
2 0010 2,3 001- 139,11 -0-1 E
4 0100 2,6 0-10 2,6,3,7 0-1- D
8 1000 4,6 01-0
8,9 100-
i 3 0011 3,7 0-11 3,7,11,15 —1 F
6 0110 311 -011 3,11,7,15 —1u F
9 1001 6,7 011-
9,11 10-1
v 7 0111 7,15 -111
1n 1011 11,15 1-11
Vv 15 lili
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Términos implicantes 0 1 2 3 4 6 7 8 9 1 15

E A
A s

. x *x %
B e o .
C o rrrrrreneererenenrenens L. ..
o S . . .
E e . . L
F'oomnnneennne

5. Circuito de varios terminales

En los apartados anteriores hemos comprobado como a un circuito de dos terminales
le correspondian una funcion booleana siempre que este circuito estuviera formado por co-
nexiones en serie y paralelo. Cabe estudiar el comportamiento de los circuitos en los que se
definen méas de dos terminales y cuyas conexiones pueden no estar en serie y paralelo.

En general un circuito de n terminajes se define como un conjunto de switches interco-
nectados entre si, en los cuales se han definido una serie de puntos como terminales del
circuito.

Para estudiar los circuitos de varios terminales no solamente se precisara una funcion
booleana, sino que seran necesarias tantas como pares de terminales se puedan elegir entre
las n existentes, es decir, si en un circuito se han definido n terminales, el nimero de funciones

booleanas correspondientes sera g

Dos circuitos de n terminales seran equivalentes si son iguales las funciones representa-
tivas de cada pareja de terminales, es decir, si tenemos un circuito con 4 terminales T, T2,
T3, T4, que comprenden los switches xyzw, en el primer circuito podran definirse las funcio-
nes /i2(x,y,z,w), /i3(x,y,z,w), /id(x,y,z,w), 123(x,y,z,w), 124(X,y,z,w) y f 2\ {xy,Z,w).

Asimismo, en el otro circuito podrén definirse las funciones 9
0id(x,y,z,W), g23ix,y,z,w), Q24IXy,zwW) y g™ix,y,z,w).

Para que sean equivalentes estos circuitos, por definicion tendrd que verificarse/jj = |
para todo ij.

Un circuito de n terminales puede sustituirse por otro equivalente, de acuerdo con la
definicion anterior, ya que ambos se comportaran de la misma forma para iguales estados de
los switches, lo que permite su aplicacién para la sustitucion de los tipos de conexidn entre
los switches de forma que puedan pasarse a una conexion en serie paralelo de los mismos
switches a partir de otra que no estd en esa forma. Un ejemplo de este tipo de sustitucion
es el caso de estrella triangulo que se detalla a continuacion.

En una conexion en estrella como la indicada en la figura nos encontramos con un cir-
cuito formado por tres terminales, T, T2y T3, con un punto triple al cual estdn conectados
los tres terminales, encontrandose situados en cada uno de los ramales de conexion un switch
de los tres existentes en el circuito a,b,c.

Puede sustituirse este circuito entre los mismos tres terminales por una conexion en
tridngulo de los mismos switches, de la forma indicada en la figura, siendo entonces la co-
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Pexmn en tridngulo un circuito equivalente al primero con los switches que aparecen en la
igura

En efecto, las funciones booleanas entre cada pareja de terminal en el circuito estrella
son las siguientes:

fi2 =ab
fiza=ac
fi2~ be

En la conexion en tridngulo dispuesto tal como se indica en la figura, las funciones boolea-
nas son las siguientes:

/i2 =ab+bc.ca=ab+abc=ab
fi3=ac + abbc = ac + abe = ae
fii = be + baae = be + bae = be

Vemos, por tanto, que las funciones representativas son iguales y, por tanto ambos cir-
cuitos son equivalentes. Este resultado puede aplicarse de manera sucesiva a la reduccidn
de nudos con conexiones multiples en circuitos complejos, haciendo progresivas sustitucio-
nes de estrellas por los correspondientes circuitos en triangulo, con lo que se va reduciendo
de los grados la multiplicidad de los nudos.

6. F uneion booleana eorrespondiente a un eireuito de switehes no eoneetados en serie paralelo

circuito de switches mterconectados en forma cualquiera con dos terminales
deflnldos sobre el mismo, puede definirse una funcion booleana que represente el compor-
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tamiento de dicho circuito relativo a los dos terminales; para ello pueden seguirse los tres
métodos siguientes: Método de los caminos, método de los cortes y método de sustitucion
progresiva de nudos multiples.

Los dos primeros procedimientos son métodos, en una cierta medida, de tanteo, y el
unico procedimiento sistemético es el tercero de reduccidon progresiva de nudos mdaltiples
aplicando la sustitucion estrella tridngulo descrita en el apartado anterior. A continuacion
se describen en lineas generales las caracteristicas en cada uno de estos procedimientos.

6.1. METODO DE LOS CAMINOS

Este procedimiento consiste en describir todas las secuencias de switch que conducen
de un terminal a otro. El procedimiento tiene que ser lo suficientemente sisteméatico como
para estar seguro de que se han descrito todos los caminos posibles de acceso desde el ter-
minal de origen al terminal de salida.

Una vez obtenidas todas las secuencias de switches que conducen de un terminal al otro,
la funcion booleana correspondiente puede formarse mediante la suma de los productos de
los switches integrantes de cada camino.

En efecto, la funcion booleana formada de esta manera se comporta, en cuanto a la re-
presentacion del circuito, de la misma forma que éste, ya que cualquier combinacion de
valores 1 de los switches integrantes correspondientes a un camino dara 1 como valor de la
funcion, por estar todos los switches en forma de producto en un término, que tomard, por
tanto, el valor 1 Sin embargo, cualquier otra combinacién de switches que no haga 1 todos
los integrantes al menos de uno de los términos, hara 0 el valor de la funcién, ya que en cada
término habré al menos un factor 0 que, por tanto, hara nulo el valor del mismo. La funcién
obtenida de esta forma se comporta en cuanto a representacion del circuito igual que éste,
ya que vale 0 en las mismas condiciones de situacién de los switches que abren en el circuito,
y vale 1para las situaciones de los switches que lo cierran.

6.2. METODOS DE LOS CORTES

El método de los cortes consiste en obtener todos los grupos de switches cuya apertura
simultanea impida el paso de la corriente en el circuito, es decir, lo ponen en estado abierto
entre los dos terminales.

Debe aplicarse un procedimiento sistematico que asegure que se han obtenido todos los
cortes posibles. Una vez seleccionados todos los grupos de switches que corten el circuito,
la funcién booleana correspondiente estara formada por el producto de las sumas de todos los
switches de cada grupo.

La funcion construida de esta forma representa el comportamiento del circuito en todos
los casos posibles. En efecto, cualquier juego de valores de los switches que hace 0, las inte-
grantes de un factor cerrardn el circuito y por hipotesis de formacién de los factores hara
el valor de la funcién 0, ya que uno de sus factores sera nulo. Inversamente, cualquier combi-
nacion de valores de los switches que no anule ningun factor dard 1 como valor de la funcion,
ya que todos sus factores valdran 1

Como cada uno de los factores representa una de las posibilidades de cierre y en con-
junto todos los factores representan todas las posibilidades de cierre, la funcion construida
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se comporta exactamente igual que el circuito, tomando valores 0 cuando éste esta abierto
y 1 cuando estd cerrado.

6.3. METODO DE REDUCCION DE NUDOS MULTIPLES

Este método, si bien en algunos casos puede ser mas prolijo que los dos anteriores, tiene la
ventaja de que al ser sistematico asegura la resolucion de los problemas sin las dudas que
puedan presentarse en los dos anteriores como consecuencia del procedimiento de enume-
racion de posibles caminos o las posibilidades de corte.

Consiste este procedimiento fundamentalmente en ir sustituyendo cada uno de los nudos
maultiples, aplicando la sustitucion estrella tridngulo para circuito de tres terminales de forma
sucesiva.

Para ello se seleccionan tres puntos interiores al circuito como terminales, que estén
conectados a un nudo multiple, y este circuito inmediatamente se sustituira por el equivalente
conectado en triangulo con los mismos terminales; de esta forma el nudo central quedara
re uci o una unidad en su grado. Actuando de esta manera sucesivamente se podra llegar
a configurar un circuito en el cual todos los nudos son de grado 2y, por tanto, es un circuito
conectado en sene paralelo, que, por haber aplicado sustituciones parciales sucesivas de
circuitos equivalentes, sera en conjunto equivalente al de partida y, por tanto, para obtener
a funcién booleana correspondiente al primitivo circuito bastard traducir a expresiones
booleanas las conexiones en serie-paralelo del circuito equivalente resultante del proceso.

64. EJEMPLO DE APLICACION

continuacion se ilustra la aplicacion de los tres métodos anteriores a la obtencion, de
la luncion booleana de un circuito cuyas conexiones no son en serie paralelo.
Sea el circuito de dos terminales de la figura, en el que aparecen interconectados los
switches a,b,c; vamos a obtener la funcién booleana correspondiente al mismo por los tres
métodos antes descritos.

1" Método de los caminos.
Los caminos posibles desde  a T2 son:

Pasando por a: Pasando por b:
aca 5 bcc'a

2 ac'bb 6 bec'bb

3 ach 7 bba

4 acha 8 bb



Por tanto, la funcion booleana correspondiente al circuito sera:
/ = ac'a + ac'bb + acb + acba + bcc'a + bec'bb + bba + bb.
Simplificando los términos nulos y aplicando la ley de idempotencia:
f =ac'+ac'b+ acbh+ab+b=ac'+ab+ab+b=Db+ac"

2° Método de los cortes.
El cierre del paso de corriente entre  y T2 puede hacerse de las formas siguientes:

a) Cortando dos ramales de conexidn:
1 ab

b) Cortando tres ramales de conexidn:

2 bcc'
3 bbc'

c) Cortando cuatro ramales:

4 achb
5 beba
De acuerdo con estos cortes la funcion booleana correspondiente sera:

/= @+bfb+c+cH{b+b+c)a+c+b+b{b+c+b+a),
teniendo en cuenta que c+ c¢'= 1y la supresion de factores iguales por idempotencia:
/= (a+bfb+cYa+b+c)={p+ac)b+a+c)=b+ac{a+c)=b+ac.

3" Meétodo de sustitucion de puntos mdltiples.

Si consideramos el circuito que tiene como terminales los nudos 1, 4 y 3, puede enten-
derse como conectado en estrella en el nudo 2 como punto multiple, aplicando la transfor-
macon estrella-tridngulo se obtiene el circuito equivalente indicado en la figura en el que
desaparece el punto mdultiple 2.

Por otra parte, el ramal entre los puntos 3y 4, formado por c,c' en serie, puede suprimirse,
por ser ambos switches complementarios y, por tanto, estar el ramal siempre abierto. Una
vez suprimido este ramal reducimos el punto multiple 3.
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Sustituyendo el circuito con terminales 1, 4 y 5 conectados en estrella con 3, por el equi-
valente conectado en tridngulo. Resultando finalmente el circuito indicado en la figura con
conexiones en serie y paralelo, cuya funcién booleana es, por tanto,

/= ac' -I-{abe' + ac + b){h -I-ab).

Operando y simplificando:
ac' + b{abc' + b + ac) = ac' + b(b -hac) = ac' + b.

La ultima igualdad es debido a que b{b-\-ac) =b (ley de absorcion).

7. Disefio de circuitos de propiedades dadas con varios terminales

En general, cuando un circuito tiene dos terminales, la forma de disefiar uno que cumpla
una determinada propiedad de comportamiento con relacion a ambos terminales consiste
en describir esta propiedad mediante las correspondientes tablas de valores 0 y 1 de los
switches y los correspondientes estados que se deseen presentar en circuitos. Esta tabla per-
mite la obtencion de las funciones representativas del circuito en forma normal disyuntiva
o bien en forma normal conjuntiva, una vez obtenida la funcion; de esta forma puede dise-
fiarse el circuito correspondiente conectado en serie paralelo, simplificando la funcién ob-
tenida y representando las distintas operaciones de la funcion resultante con la correspon-
diente operacion de conexion.

Puede ocurrir que las propiedades exigidas a la funcion no cubran todas las posibilidades
I6gicas que serian necesarias para definir la funcion en forma normal disyuntiva. En ese caso
pueden obtenerse distintos circuitos que tengan las propiedades dadas, adaptando valores
arbitrarios para las posibilidades logicas sobre las que no se manifieste ningiin deseo en
cuanto al comportamiento del circuito. En general, estas posibilidades ldgicas disponibles
se Utilizan como elemento que conduce a una expresion de la funcién resultante lo maés
simplificada posible. Para ello pueden tenerse en cuenta las siguientes reglas:

1.“ De acuerdo con la estructura de la funcién es posible asignar convenientemente
valores 0y 1a las posibilidades I6gicas disponibles y, por tanto, dejar un pequefio
numero de cifras con valor 16 0, con lo cual se simplifican las expresiones de la fun-
cién en forma normal disyuntiva (en caso de dejar pocos unos) o en forma normal
conjuntiva (en caso de dejar pocos ceros).
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2° Es posible asignar valores 0 y 1 de forma que se consiga hacer que la funcion sea
independiente de alguna variable, con lo cual el circuito resultante se simplificaré.

La aplicacion de esta regla puede verse en el ejemplo siguiente.

Ejemplo
Disefiar un circuito con las propiedades definidas en la tabla siguiente:

<
N

Linea X G{X,Y,Z)

o ~NOO PR WN -
OO0OO0OO KRR RERRE
OO R, PR OORKkPF
OR,POpR OFr O
VO VvV VO O O

SOLUCION 1:

Usando la regla primera y notando que aparece solamente un 1 en la columna de la
funcidn, si asignamos 0 a cada una de las columnas ambiguas resultard la funcién/—xyz.
El circuito es una conexion en serie de los switches x,y,z.

SOLUCION 2:

Si usamos la regla 2 y notamos que si asignamos 1 a la linea 5y 0 a cada una de las
lineas 6 y 8, la funcidn llegara a ser independiente de x y puede escribirse como/=yz. El
circuito es ahora una conexion en serie de y y z solamente, el cual es simplemente el circuito
de la solucion 1

Naturalmente, los dos circuitos no son equivalentes, pero varian solamente en los casos
cuyo resultado es indiferente, por lo que cualquiera de los dos reflejara el comportamiento
en los aspectos que interesan.

Cuando se trata de disefar circuitos con mas de dos terminales se tratara la resolucion
de este problema en el sentido de combinar un conjunto de circuitos de dos terminales en
un circuito de N terminales, de tal manera que existan switches comunes en el mayor nimero
posible. Para ilustrar este procedimiento cabe considerar, como ejemplo, el caso de cons-
truir un circuito de tres terminales tal que/i2 = a(x-l-y) y/i3 = <3y. El circuito combinado
puede verse en la figura adjunta, y en €él se ha dispuesto un tramo comun en el que aparece
el switch a y luego dos bifurcaciones, en la primera de las cuales estd el circuito x-\-y y en

la otra el circuito xy.
X—y—T]

T, “X—
— U
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De esta forma se dispone un circuito con terminal inicial comun Tj y finales Tj y Tj,
de forma que las funciones entre 1y 2y 13 son las dadas.

Generalizando, si consideramos un conjunto de funciones/j/2,.../,, donde alguno de
los switches incluidos en los mismos son comunes, se puede disefiar un circuito de N + i
terminales. Tq,TAT2, etc., T,, de tal forma que la funcidn/i represente el circuito que une
Tqgcon Tj. Este enfoque del problema no es el Unico posible, ya que pueden existir otros cir-
cuitos con n terminales tal que N de las (uj) funciones posibles sean las funciones dadas.
Sin embargo, la expresion adoptada permite representar con un terminal comun las series
de funciones dadas.

El problema consistird en estructurar algebraicamente las N funciones de manera que
tengan los circuitos la mayor cantidad de tramos comunes.

Si las funciones estdn dadas explicitamente, un procedimiento a seguir consistird en fac-
torizar cada una de ellas por distintas alternativas, intentando encontrar factores comunes
en la mayor cantidad posible, y todos ellos, una vez localizados estos factores comunes,
pueden disefiarse los circuitos de forma anéaloga al ejemplo anterior.

Este procedimiento general se ilustra en el ejemplo siguiente:

Ejemplo 1

Disefiar un circuito de 4 terminales que realice las tres funciones siguientes, usando
switches comunes, siempre que sea posible:

=xy'z-f(xy' x'y)zw
g = xy'zw'--x'yzw'
h=x'y + (x/ + x'y)(z'+ W)

g se puede factorizar facilmente:
g={zy" + x'y)zw'’
Examinando enf y h los posibles factores comunes con g, resulta:

I =z{xy" + {xy' £xYyjw)
z{xy'y"' + x'yy' 4-{xy' -f x'y)w)
z(xy' -x'y)y" -l (x/ +=x'"Nw)

(x/ + x'y)z(y' -hw).

Igualmente,
h=Xy+ (xy'--xy)(z + W)
—X'yy -kxy'y -f (xy' + X'y)(z' -f w)
(xy -EXY)(y + 2'+ W)
Por tanto, el circuito elegido es de la figura adjunta, donde

f~fo2~ 9—Hoi y h=Jo3-
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Si las funciones no se dan explicitamente, pero se especifican mediante una tabla de va-
lores 0,1, el mejor procedimiento es primero escribir cada funcién en forma normal con-
juntiva, localizando a continuacion los factores comunes y disefiando el circuito de forma que
se haga el mejor uso posible de ellos. Este procedimiento se aplica en el ejemplo siguiente:

Y. -W. >T,
Tn

E - s
Ejemplo 2

Construir un circuito de cuatro terminales con las propiedades siguientes:

X z / g h
1. 1 1 1 1 0 0
2 ... 1 1 0 0 1 1
3. 1 0 1 1 1 1
4 .. 1 0 0 0 0 0
5. 0 1 1 1 0 0
6 ... 0 1 0 0 1 1
7. 0 0 1 1 0 1
8 ... 0 0 0 1 0 1

Cada funcién en forma normal conjuntiva es:
[= X +y-2)(X' My +2)(x 4y 42)
g={x+y+2)(X +y +Z)(x +y'+ Z)(x +y + 2)(x +y-y 7)
h={+y+2)(X -y +2)x+y' 4+2)

Lo que se refleja en el circuito de la figura

X.
Tn Y-
-7
en donde/=/oi g=foi N=/3
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CAPITULO VI

INTRODUCCION A LA TEORIA DE GRAFOS

1 Concepto de grafo
Un grafo orientado es una red que consta de un conjunto X = {X”,X2,X" X4,Xj} de

puntos y un cierto nimero de arcos orientados que unen varios pares de estos puntos (ver
figura).

En un lenguaje matematico estos puntos y flechas pueden representar:
1® Una aplicacion T de un conjunto X en el conjunto de sus partes X-*P{X).
En el grafo de la figura se tiene:

r(Xi) = { J XM=
r{X2)={X2,Xs} nXxs)=(l>
nx2={x,}

2° Un esquema de un conjunto X y una relacion binaria entre los elementos de ese
conjunto.

Cada elemento se representa por un punto del plano, y si dos puntos X~ verifican
la relacion binaria, se traza un arco orientado de  a Xy

3® Dado un conjunto de vértices A y un conjunto de arcos A, un grafo es una aplica-
cion F de A en AXA. Se representa entonces por los tres simbolos {X, A, F). Esta definicion,
para ser equivalente a las anteriores, requiere que dos arcos distintos no tengan el mismo
elemento (AjA"M)eAxA correspondiente; es decir, que F sea inyectiva.

m



El estudio tedrico de estas redes, llamadas comunmente GRAFOS, efectuado con inde-
pendencia de cualquier hipétesis sobre los elementos del conjunto representado por vér-
tices o arcos, tiene un interés evidente por las multiples aplicaciones que se derivan en la
practica: Esquemas eléctricos, estudio funcional de sistemas técnicos, relaciones humanas,
estructuras administrativas, redes de transporte, problemas de planificacion y ordenacidn
de tareas, etc., pueden representarse esquematicamente por medio de estas redes, general-
mente de gran tamafo.

La teoria de grafos permite elaborar algoritmos de calculo o procesos heuristicos para
tratar estas redes complejas en ordenadores.

NOTA

Un algoritmo de calculo es un proceso sistematico que permite obtener el resultado de-
seado (un 6ptimo, por ejemplo) en tm nimero finito de pasos.

Un proceso heuristico permite solamente el estudio del problema considerado, sin que se
tenga la certeza de obtener el resultado deseado, y seré tanto mejor cuanto mayor porcentaje
de buenas soluciones proporcione su explotacion.

2. Definiciones y notaciones

— Vértice: Cada uno de los puntos del grafo, es decir, cada elemento del conjunto X.

— Arco: Cada una de las lineas orientadas que unen dos Vértices, es decir, cada uno de
los elementos (x,y) del subconjunto o relaciéon binaria U E XA,

— Vértices adyacentes: Los que estdn unidos por un arco, es decir, los que satisfacen la
relacién binaria.

— Extremidades de un arco: Los vértices conectados por un arco. Extremidad inicial,
el vértice origen del arco. Extremidad terminal, el vértice en que concluye el arco.

— Arcos adyacentes: Los que tienen una extremidad comun.

— Bucle: Un arco que es adyacente de si mismo.

— Precedente: Todo vértice extremidad inicial respecto al vértice extremidad terminal.
El conjunto de los precedentes de un vértice X se representa asi:

r-i(x)
siendo F~"(x) = {y/(y,x)eU}.
Ejemplo (en el grafo de la figura adjunta):

r-\2)={2,6,8}

Siguiente: Todo vértice extremidad terminal respecto al vértice extremidad inicial.
El conjunto de los siguientes de un vértice x se representa asi: T(x) = {y/(x,y)e[/}.
Incidente interior de un vértice: Todo arco que tiene a dicho vértice como extremidad

terminal.
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Incidente exterior de un vértice: Todo arco que tiene a dicho vértice como extremidad
inicial.

Diccionario de un grafo

Todo grafo puede ser representado en forma de diccionario de alguna de las dos maneras
siguientes:

Diccionario de precedentes (ejemplo anterior)

X r-\x)
2 268
3 36

6 6

7 7

8 8

Diccionario de siguientes (ejemplo anterior)
x  T(X)

2

3
2,3,6
7

2,8

O ~NOWwWhN

Matriz booleana de un grafo (matriz asociada a un grafo)
Una tercera forma de representar un grafo se obtiene por medio de una matriz de Boole;

es decir, una matriz cuadrada cuyas lineas y columnas representan los vértices del grafo y
cuyas casillas indican si su linea y columna respectivas verifican la relacion (1) o no (0).
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Ejemplo (grafo anterior):

1
2 3 6 7 8
:
2.1 0 0 0 0
1
3i0 1 0 0 0

Caminos y circuitos de un grafo
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Consideremos el grafo siguiente:

Fig. 1

Camino (g) en un grafo G—{X U), es una sucesion de arcos, tales que la extremidad
terminal de cada uno coincide con la inicial del siguiente.
Camino de xj a

{(Piuni2)> (Pi2>Ri3X o+ iripjrip +IX ==m(ig-D7ig)})

de modo que Vpe{l,... g_I},
Ejemplo: /r=(1,3,6,3,4) (representacién esquematica).

Circuito (<) es una sucesion ciclica de arcos tales que la extremidad terminal de cada
uno coincide con la extremidad inicial del siguiente.

“j(Ni>Ng) tal que X.i= X,

Ejemplo (fig. 1): (&= (1,3,4,1.6,4,2,1) (representacion esquematica).



Camino (circuito) elemental: Todo camino (circuito) que pasa una sola vez por cada
uno de sus vértices.
Ejemplo (fig. 1): /i=(413)

N =(4,1,34)

Camino (circuito) simple. Todo camino (circuito) que pasa una sola vez por cada uno
de sus arcos.
Ejemplo (fig. 1): /fz=(4,21,6,41)

a=(4.2164,134)

NOTA.—Todo camino elemental es también simple, pero la reciproca no es cierta.

Camino (circuito) hamiltoniano.—Todo camino (circuito) elemental que pasa por todos

los vértices del grafo.
Ejemplo (fig. 1): /r=(,2,3,4,2,5,6)
o= (1,3,2,5,6,4,1)

Camino (circuito) euleriano. Todo camino (circuito) simple que pasa por todos los arcos
del grafo.

NOTA.—En el grafo de la figura 1 no existe ningln camino ni circuito euleriano
alguno.

Ascendiente de un vértice x. Todo Vvértice situado en un camino que concurre sobre Xx.
X' es ascendiente de x si 3m(x',x).
Descendiente de un vértice x. Todo vértice situado en un camino que parte de x.

x" es descendiente de x si 3m(x,x").

NOTA.—Todo precedente (siguiente) es un ascendiente (descendiente), pero la re-
ciproca es falsa.

Raiz (antiraiz). Todo vértice que tiene como descendientes (ascendientes) a los demas
vertices del grafo.

Xes una raizoVx'ei, x' x, 3w(x,X")
Xes un antiraize=>Vx'eéi, x' 7*x, 3m(x',x)
Ejemplo (fig. 1):

El vértice 5 es una raiz del grafo.
El vértice 1es una antiraiz del grafo.

NOTA.—Desde la raiz se puede “caminar™ hasta cualquier vértice de un grafo.
NOTA.—A una antiraiz se puede llegar desde cualquier vértice de un grafo.
NOTA.—Las raices (antiraices) pueden no existir, ser tnicas o multiples.



Cadenas y ciclos de un grafo

Los conceptos de cadena y ciclo son paralelos a los de camino y circuito. Estos Gltimos

se aplican a los grafos provistos de orientacion (arcos), y los primeros a los grafos en los
que la orientacidn no existe o en los que se hace caso omiso de ella.

116

NOTA.—Para indicar que un grafo carece de orientacion se suele utilizar la repre-
presentacion simbolica H ={X,V) en vez de G=(X,U). Estos grafos se denominan
simétricos.

Arista. Es un par de vértices (x,y) de un grafo G={X,U) tal que:
{x,y)eU yijo {y,x)eU y"x

Ejemplo: El grafo de la figura 1 consta de las aristas que se indican en la figura 2.

Fig. 2

Cadena. Es una sucesion de aristas tales que la extremidad terminal de cada una coin-

cide con la extremidad inicial de la que le sigue.
Ejemplo (fig. 2): (1,2,3,4,5,2) (representacion esquematica).

Ciclo. Es una sucesion circular de aristas, tales que la extremidad terminal de cada
una coincide con la extremidad inicial de la siguiente.
Ejemplo (fig. 2): (3,4,5,2,4,1,3)

Cadena (ciclo) elemental. Es una cadena (ciclo)que pasa una sola vez por cada uno
de sus Vértices.
Ejemeplo (fig. 2): Cadena: (2,4,3,6)

Ciclo: (24312

Cadena (ciclo) simple. Es una cadena (ciclo) que pasa una sola vez por cada una de
sus aristas.
Ejemplo (fig. 2): Cadena: (1,2,4,1,3)

Ciclo: (1,245,6,34,1)

Cadena (ciclo) hamiltoniano. Es una cadena (ciclo) elemental que pasa por todos los
vértices del grafo.
Ejemplo (fig. 2): Cadena: (1,2,3,4,5,6)

Ciclo:  (1,2,3/45,6,1)



Cadena (ciclo) euleriano. Es una cadena (ciclo) simple que pasa por todas las aristas
del grafo.

Ejemplo (fig. 2): Cadena:(5,2,4,5,6,1,3,4,6,3,2,1,4)
Ciclo:  No existe ninguno.

NOTA.—Ciertos autores llaman a las cadenas (ciclos), asi definidos seudocadenas
(seudociclos), reservando la denominacién cadena (ciclo) para aquellas seudocadenas
(seudociclos) que no poseen parejas de aristas consecutivas idénticas.

Grado de un vértice

Se llama semigrado interior de un vértice al niumero de arcos que inciden interiormente
sobre él (exceptuados los posibles bucles).
Se representa asi:  d'(x) o d~(X)
Ejemplo (fig. 1): d{3)=20d“(3)=2

Paralelamente, se llama semigrado exterior de un vértice al nimero de arcos que inciden
exteriormente sobre el mismo.
Se representa asi: d"(x) o d*(x)
Ejemplo: (fig. 1): d"(3)=3
Grado de un vértice es, finalmente, el numero de aristas que inciden en él Se representa
por d(x). '
Ejemplo (fig. 1): d(3)=4

Corte, cocido y cocircuito
Sea A una parte cualquiera de X en el grafo G= (X,U).
Recibe el nombre de corte interior de A el conjunto de arcos que inciden interiormente

sobre alguno de los vértices de .4 y tienen como extremidad inicial algun vértice de (X —A).
Se representa asi: W(A) o w—(yl).

(a,b)ew'{A) sia "A y beA
Ejemplo (fig. 1): A={1,2} “ w'(") = {(42), (3,2), 41)}.

Paralelamente, se da el nombre de corte exterior de A al conjunto de arcos que inciden
exteriormente sobre alguno de los vértices de v y tienen como extremidad terminal algin
vértice de (X —A). Se representa asi: w(A) o w'r(").

(a,b)ew"{A) si aeA y b "A
Ejemplo (fig. 1): A ={\,2) “ w"(®) = {(2,5), (1,6), (1L,3)}.

m o ta—La supresion de los arcos w'(") (resp. w"(*)) lleva consigo el aislamiento
hacia el interior (resp. hacia el exterior) de los vértices pertenecientes a A.
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Se llama grado interior (exterior) de A al nimero de arcos de que consta el corte interior
(exterior) de A. Se representa asi:

d{A) = / w{A) / id"{A) = / w{A) /)

Se llama cocido de A al conjunto w'{A)'uw"{A), es decir, al conjunto de arcos que inciden
sobre A. Su representacion: w{A).
Ejemplo (fig. 1); » = {1,2) w(®) = {(25), 4,2), (3,2), (4,1), (1,6), (1,3)}.

NOTA.—w{A) = w{X —A) para "ACX.

Por ultimo, cuando para BCX, w{B) = (& 0 bien w{B) = (¢l cocido de B recibe la deno-
minacion de cocircuito. En este caso, las “comunicaciones” de B con {X- B) tienen lugar en

un solo sentido.
Grafo parcial, subgrafo y subgrafo parcial

Si conservando todos los vértices de un grafo (G) eliminamos una parte de sus arcos, el
grafo resultante (G') recibe el nombre de grafo parcial de G.

G'={X,Uu) “ u'cu
Ejemplo (fig. 1): El grafo G' siguiente es un grafo parcial del grafo G de la figura 1

Si abandonando una parte de los vértices mantenemos todos los arcos, salvo aquellos
que incidan sobre los vértices abandonados, el grafo (Gf} resultante se denomina subgrafo
de G.

G={AUM CX,I7~ = Conjuntos de arcos de u que tienen sus extremidades en

A.Ua cu.

Ejemplo: La figura siguiente representa un subgrafo del grafo de la figura 1.



NOTA.—Adviértase que en el subconjunto {U—Ua) de arcos desaparecidos se en-
cuentran los del cocido de A mas aquellos que tienen sus dos extremidades en los vér-
tices desaparecidos.

Por ultimo, la yuxtaposicién de las dos operaciones anteriores da lugar a un subgrafo
parcial.

G"={AUa), AcX, Uacua

Ejemplo: El grafo siguiente es un subgrafo parcial del grafo de la figura 1

EJEMPLOS DE GRAFOS EN UNA EMPRESA

Organigrama jerarquico
Los elementos del conjunto X son individuos y/o grupos de individuos.
La relacion binaria es la dependencia jerarquica y/o funcional.

Grafo de relaciones

X es el conjunto de servicios de la empresa.
{xi,XjjeU si algin documento o material vadesdea X.

Grafo de circulacion

Sea S el conjunto de servicios y T el conjunto de periodos de tiempo o fechas (i= 1,2,...).
El conjunto X es entonces el producto cartesiano SxT.
Relacion binaria: [(Sji), {Sjt + i)]eU si algo circula de Sj a Sjentre iy r+ 1



Grafo de sucesion de operaciones

X es el conjunto de etapas materiales (operaciones) de un proceso.
{Xi,Xj)eU si la operacion xj debe preceder inmediatamente a la operacion ,

Organigrama de la programacion, etc.

3 Grafos particulares

31 GRAFO REFLEXIVO
Un grafo G={X,U) es reflexivo si:

(x,x)eU VxeX

Es decir, cuando todo vértice es a la vez precedente y siguiente de si mismo.
éEn_este caso, la relacion binaria R, representada por U, posee la propiedad reflexiva e
es decir, ’

VX, XRX

Ejemplos;

— *“tener el mismo sexo que*
— *“ser igual o mayor que*.
— etcétera.

NOTA.~EI concepto de reflexibilidad tiene un caracter un tanto convencional.
A veces, basta forzar un poco el sentido de las palabras para hacer reflexiva una re-
lacion que podria muy bien no serlo. Se acepta esta convencion para facilitar el razo-
namiento en ciertos casos.

3.2. CIERRE REFLEXIVO DE UN GRAFO

Es aquella aplicacion que consiste en asociar a un grafo G el “méas pequefio” grafo refle-
xivo que lo contiene como grafo parcial. Para ello basta con dibujar un bucle en cada uno
de los vértices de G o con anotar un 1en cada casilla de la diagonal principal de la matriz
de Boole que lo representa.

33. GRAFO TRANSITIVO
Un grafo G={X,U) es transitivo si:
(x,y)eU vy (y,z)eC/=>(x,z)eU

Es decir, cuando cada vez que existe un camino de dos arcos existe también un arco con las
mismas extremidades iniciales y terminales que el camino.
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Paralelamente al caso anterior, la relacion binaria R representada por U es una relacion
transitiva, es decir, xRy y yRz=>xRz.
Ejemplos:
— “ser mas joven que"
— “tener la misma edad que"
— “estar incluido en"

m o ta —En un grafo transitivo, el conjunto de los precedentes de un vértice se iden-
tifica con el de sus ascendientes y el conjunto de los siguientes con el de sus descen-
dientes.

NOTA —En un grafo transitivo todo vértice perteneciente a un circuito posee obli-
gatoriamente un bucle. Esta exigencia confirma el caracter convencional, e incluso
artificial, de la reflexividad, en ciertos casos.

34. CIERRE TRANSITIVO DE UN GRAFO

Es aquella aplicacion que conduce a asociar a un grafo G ‘el mas pequefio grafo transi-

tivo que lo contiene como grafo parcial.
El procedimiento a emplear se basa en las reglas siguientes;

1. " Identificar para cada vértice X, T(X) yT "(X).
2. ® Crear los arcos necesarios para unir todo elemento de F*“”~(x) con todo elemento
de T(x).

Practicamente, este procedimiento consiste en:

1. ® Poner el grafo en forma matricial.
2. ® Recorrer de arriba a abajo todas las lineas efectuando las operaciones siguientes.

Reproducir todos los 1 que existan en la linea i, sobre toda linea h que tenga un 1
en la columna i.
Ejemplo:

NOTA —Si no es preciso afiadir algin 1 a la matriz, el grafo es ya transitivo.
35. GRAFO ANTISIMETRICO

Un grafo G = {X,U) es antisimétrico si:



Es decir, si el nimero de arcos entre dos cualesquiera de sus vértices es igual a0 6 1
La relacion binaria R correspondiente serd asimismo antisimétrica, que es aquella en que

aRb y bRa”a =b

Ejemplos:

— “estar a mas distancia que*“
— “ser hijo de*

— “tener més graduacion que*

Para reconocer si un grafo es antisimétrico basta con verificar si no existe ningun par de
vértices unidos por dos arcos o comprobar que para toda casilla (y) de la matriz que contiene
un 1, su casilla simétrica (/,0 no lo contiene.

3.6. GRAFO SIMETRICO

Un grafo G =(X,U) es simétrico cuando:
(xy)ei/={yxjeu  (x"y)

0 sea cuando entre cualquier par de vértices del grafo el nimero de arcos es 0 6 2.
La relacion binaria correspondiente R se denomina relacién simétrica. En ella se verifica:

uRb=>bRa  {ci*h)

Ejemplos:
— *“tener igual empleo que“
“haber nacido el mismo afio que*
— “ser perpendicular a“
— etcétera.

Para reconocer que un grafo es simétrico se comprueba si no existe ningin par de vértices
unidos por un arco Unico o, lo que es igual, si por cada casilla {ij) de su matriz que contiene
un 1, su simétrica (/,0 también lo contiene.

3.7 ORDEN

__Un grafo G={X,U) representa una relacion de orden cuando es, a la vez, reflexivo tran-
sitivo y antisimetrico.

Ejemplo de relaciones de orden;

— “ser igual o mayor que“

— “tener tanta o més autoridad que“

— “ocurrir no mas tarde que“

— etcétera.

. . . __>>representa) es Gnicamente transitiva y si-
meétrica, dicha relacion se llama de orden estricto.
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Ejemplos de relaciones de orden estricto:
— “ser mayor que“

— “tener més autoridad que*

— “ocurrir antes que“

— etcétera.

38. EQUIVALENCIA

Un grafo G ={X,U) representa una relacion de equivalencia cuando es a la vez reflexivo,

transitivo y simétrico.
Ejemplos de relaciones de equivalencia:

— “ser pariente de“
— “pertenecer a la misma promocioén que“
— “tener la misma calificacién que*

En una relacion de equivalencia, a un elemento x se puede asociar el conjunto E(x) de
los elementos y que verifican {x,y)eU. Este conjunto define una clase de equivalencia en el
grafo G

Estas clases tienen las propiedades siguientes:

Si x'eE(X) r(x")=r(x)
Si z)ér(x) r(z)nr(x)=0

El conjunto de las clag#s de equivalencia constituye, por tanto, una particion que se llama
cociente del conjunto X por la relacion de equivalencia. Reciprocamente, si se ha definido
sobre un conjunto X una particion, la relacion R (tal que xRy si x e y pertenecen a una misina
clase), define sobre el conjunto X un grafo que representa una relacion de equivalencia.

Ejemplo: El grafo G={X,U) de la figura, representa una relacién de equivalencia, pues
es reflexivo, transitivo y simétrico.

Como se observa facilmente, son tres las clases de equivalencia:



lapartlSr“/U =°"tc°"r’ <P <ggapor V. constituye

wISifttdtst W

3.9. PREORDEN

Recibe el nombre de preorden todo grafo o relacion binaria reflexiva y transitiva,

es un™\rd"n simétrico es una relacion de equivalencia y un preorden antisimétrico

3.10. CLASIFICACION DE LOS PREORDENES

r-®//?27wT°" satudiadas la de totalid”, que la posee todg grafo

G-(Jf,C7) tal que VxgJT; VyeATt (;c,y)e(/oly (y,x)si7.
Podemos hacer la siguiente clasificacion:

T
AS , ..,
P Y uxtaposicion de bucles
T Clan
. AS
Reflexivo P Equivalencia
+ Preorden
transitivo T Orden total
AS
P Orden
AS T Preorden total
P Preorden

l« I°d V erp o " antisimétrico, total y parcial por sus iniciales y

NOTA. Un grafo total se denomina también completo
N O TA.~" denomina “clan" a un grafo que es un preorden completo simétrico o una

“ SoS e s " =P - -
Los clanes de 2, 3y 4 vértices son:

“yuxtaposicién de bucles" es el tnico grafo a la vez simétrico y antisimétrico.
) equivalencia no es mas que una yuxtaposicion de clases (cada una de ellas
constituye una clase de equivalencia).

124



Otra clasificacion interesante es aquella que podemos hacer en funcién del niamero
de arcos que ligan dos vértices distintos cualesquiera:

NOTA —Los arcos del grafo que esquematiza esta clasificacién traducen la inclusién
de los conjuntos de los preérdenes que le son “adyacentes”. Por ejemplo, todo orden
completo es un preorden completo, un clan es una equivalencia.

311. ORDEN ASOCIADO A UN PREORDEN

A todo preorden G={X,U) se puede asociar un orden G'{X'U'), es decir “ordenar*
el preorden. Para ello asociamos al preorden dado G={X,U) otro grafo parcial H-{X,V)

definido por
{xX,y)EV si {x,y)eU y {y,x)eU

Por esta definicién, este grafo H es simétrico. Siendo G reflexivo y transitivo es facil
de deducir que H lo es también. Por tanto, H = (X,F) es una equivalencia llamada equiva-

lencia asociada al preorden G. . . ° LI~ 9 tr
Si designamos por X' = X/V el conjunto de clases de la equivaiencia definida por H,

podemos considerar el grafo G'= {X'U") resultante del grafo G, al agrupar todos los ver-
tices de cada clase en uno solo.
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Ejemplo:

PF?E:o{F)e(bUE)N A G UL
EQUIVALENCIA ORDEN

3.12. GRAFOS SIN CIRCUITOS

Muchos grafos utilizados corresponden a representaciones de procesos irreversibles
y, p r tanto, no tienen circuitos. En estos grafos, si existe un camino entre X e y, no puede
existir un camino entre y y X. La relacion binaria F es antisimétrica y, por tanto, el cierre
reflexivo transitivo de un grafo sin circuitos es una relacion de orden

Ademas, todo camino es elemental y de un namero finito de arcos.

“ n un grafo sin circuitos existen necesariamente vértices tales que F(x) = < pues si no

un camino del madximo nlimero de arcos nos encontrariamos con uno de sus Vér-
ecorriendolo en sentido contrario se ve que deben existir vértices tales que F~*(x)= (*

3.13. TEOREMA

Una condicion necesaria y suficiente para que un grafo no tenga circuitos es que todo sub-
conjun o A ,,0 vaco del conjunto de sus veértices admita al menos un elemento que no La
N

Siguiente de ningln elemento de A.

Demostracién

Necesaria: Supongamos que no se verifica para un grafo G y sea A un subconjunto no
AOde vértices tal que cada elemento de A sea el siguiente de al menos un elemento de A

i NN i de sus precedentes, Ror,ejem-
plo a®, después uno de los precedentes de etcétera, se forma una sucesion que hara apa-

circuito'dfan"" repeticion y, por tanto, un circuito de G, que es también un
iuntn"?2rf condicién no se cumple por un grafo que posea un circuito, pues el con-

J 0 A de los vértices del circuito verifica precisamente que todo elemento es siguiente de
algun elemento de A, contra la hipotesis. siguiente de
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314, TEOREMA

Una condicion necesaria y suficiente para que un grafo no tenga circuitos es que exista
un proceso de numeracion v de sus vértices (con valores enteros y no negativos), tal que para
cada vértice se tenga:

v(X) > v(y) VyeE(x)
Demostracion

La nocion rango, que se vera a continuacion, nos probara que todo grafo sin circuitos
admite una numeracion de sus vértices que cumple las propiedades del enunciado, con lo
que se establecerd el caracter necesario de la condicion. Para probar que es suficiente su-
pongamos que un grafo que tiene un circuito admite un proceso de numeracion v de sus
vértices con las condiciones del enunciado y veamos que hay contradiccion.

Consideremos uno de los vértices del circuito cuyo nimero sea maximo en el circuito.
Admite un siguiente que pertenece al circuito y cuyo nimero no puede ser superior, luego hay
contradiccion.

3.15. TEST DE VERIFICACION DE. LA EXISTENCIA DE CIRCUITOS

Se puede utilizar el algoritmo siguiente:

1® Poner el grafo en forma de diccionario de siguientes.

2. Buscar un veértice que carezca de siguientes y tachar ese vértice alli donde figure.

3. Continuar este procedimiento en tanto sea posible.

4. Sitodos, los vértices pueden tacharse, el grafo carece de circuitos.

5. Si,»por el contrario, no todos los vértices pueden tacharse, el grafo posee algun
circuito. Para localizarlo:

6 Iniciar una lista en la que figure, como primer elemento de la misma, un vértice
cuyos siguientes no hayan sido tachados y afiadir a la lista el primero no tachado.

7. Buscar la linea correspondiente a este vértice y afiadir a la lista su primer siguiente
no tachado.

g~ Continuar este proceso hasta que aparezca en la lista repetido alguno de los elemen-
tos que figuran ya en ella. La secuencia de veértices comprendida entre los vértices
repetidos constituye un circuito.

Ejemplo:
Jemp X F(x)
1 3
2 14
3 24
4 5,0
5 3,0

(T =(1,3,2,1)

3.16. ELIMINACION DE TODOS LOS CIRCUITOS DE UN GRAFO

Puesto que la existencia de un circuito indica que los elementos que los constituyen son
equivalentes entre si, cabe sustituirlos por un solo vértice ficticio que los represente y que se
haga cargo de las relaciones de aquéllas con los demas vértices del grafo.
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Eliminando el circuito  del grafo anterior y llamando a al vértice ficticio que represen-
tard a sus componentes (1,3,2), el grafo transformado quedard como sigue:

X E(x)
a 4

4 5,0
5 a,0

0

Repitiendo el algoritmo expuesto en 3.13., llegamos a la detecciéon de un nuevo circuito
~2 = («,4,5,a), que, representado por un nuevo vértice ficticio b, nos conduce finalmente al
siguiente grafo sin circuitos:

b A 6.

3.17. RANGO DE UN VERTICE

Se denomina rango de un vértice (simbdlicamente se representa por r(x)), a un nimero
entero no negativo que se utiliza como indicador de la categoria jerarquica que ocupa el
vértice dentro de todo grafo sin circuitos.

Para determinar el rango de los vértices de un grafo se utiliza el algoritmo siguiente:

1 Asignar rango cero r(x) = 0 a todos los vértices que carezcan de precedentes en el
grafo. Al conjunto de vértices cuyo r(x) = 0, denominémosle Xo.

2. Entre los vértices pertenecientes a X —Xo, seleccionar aquellos que no tengan
ningn precedente en X —Xo (es decir, aquellos cuyos precedentes tengan ya un
rango asignado). A todos estos vértices —que constituyen un nuevo conjunto X ,—
asignesele el rango r(x) = 1.

3. Proseguir con este procedimiento hasta lograr asignar un rango a todos los vértices

del grafo.
Ejemplo:
Xo={a} r{a) =0
A o= {b} r{b) = |
X2 = {d} r{d) =2
X3=\c,e} rc)=3, re)=3

NOTA. Puede definirse un rango similar —"pero en sentido contrario— cambiando
la palabra precedente por la palabra siguiente, en el algoritmo anterior.
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3.18. GRAFO DE RANGOS

Una vez determinado el rango de cada vértice puede construirse un grafo equivalente al
anterior, en el que los vértices aparezcan situados por nivel jerarquico.

Ejemplos:

Tomando el mismo grafo del ejemplo anterior, su grafo equivalente de rangos sera el
siguiente;

4. Arborescencias y arboles

41. DEFINICION

Una arborescencia es un grafo sin circuitos tal que exista un solo vértice cuyo grado
interior es cero (raiz de la arborescencia) y el resto de sus vértices tienen un grado interior
igual a uno.

Las arborescencias intervienen en numerosos esquemas muy conocidos;

— Clasificacion de constituyentes sucesivos: conjunto, subconjunto, piezas. La relacién
binaria es en este caso una relacién de inclusion.

— Organigrama jerarquico de una empresa: Es una arborescencia si toda persona dis-
tinta al director general tiene un solo superior jerarquico.

Arbol: Reemplazando los arcos por aristas en una arborescencia se obtiene lo que se
Ilama un &rbol. Reciprocamente, si tomamos un veértice cualquiera como origen en un arbol
definimos una arborescencia. De un arbol pueden obtenerse, por consiguiente, tantas arbo-
rescencias como Vvértices posee.
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42. GRAFO CONEXO

Se dice que un grafo es conexo si dados dos vértices distintos cualesquiera x,y, existe al
menos una cadena entre x e j;. Considerando un grafo cualquiera, podemos siempre definir
sobre el conjunto X de sus vértices la relacion binaria C, tal que (x,j;) verifica C si existe una

cadena entre X ey 0 Si X = j;.
Esta relacién binaria recibe el nombre de conexidad simple, posee las propiedades de

reflexividad, simetria y transitividad y es, por tanto, una relacion de equivalencia.
Las clases de equivalencia correspondientes X/C” reciben el nombre de componentes

simplemente conexas del grafo.

Introduciendo la nocién de conexidad, un arbol es un grafo conexo y sin ciclos (si no
}‘uer? conext)J no podria orientarse de forma que hubiera un solo vértice con un grado interior
gual a cero).

43. TEOREMA 1

Sea G un grafo de n vértices (n> 1, | X |= n). Un arbol se puede caracterizar por cualquiera
de las propiedades siguientes, equivalentes entre si;

1" Ges conexo y sin ciclos.

2 Ges un grafo sin ciclos y admite n- 1 aristas.

3. Geés conexo y admite n—1 aristas.
4 Gesun grafo sin ciclos, y afladiendo una arista complementaria entre dos vértices

no adyacentes se crea un ciclo y uno solo.
5 Ges conexo, pero suprimiendo una arista cualquiera deja de serlo.
6. Existe una Unica cadena entre todo par de vértices.

La justificacion de esta equivalencia se basa en el hecho de que un grafo conexo de n
vertices posee al menos n - | aristas, y un grafo sin ciclos de n vértices posee como maximo
n—1 aristas.

44. VERTICES PENDIENTES
Son los vértices de un arbol que son extremidades de una sola arista.

45. TEOREMA 2.

Un arbol admite al menos dos vértices pendientes.

En efecto ; Supongamos que admitiera menos de dos vértices pendientes, es decir, 0 6 1
solamente. Si recorremos el grafo a partir de un vértice cualquiera, en el primer caso, o del
vértice pendiente, en el segundo, no pasando dos veces por la misma arista, no podriamos
pasar dos veces por el mismo vértice, pues no existen ciclos. Por otra parte, desde cualquier
vértice X podremos recorrer una nueva arista, pues X no puede ya ser pendiente, y asi conti-
nuariamos indefinidamente, lo que no es posible, al ser finito el nimero de vértices del grafo.

46. TEOREMA 3

Un grafo G(X,U) admite un grafo parcial que sea un arbol, si y solamente si, G es conexo
En efecto si G no es conexo, ninguno de sus gratos parciales lo es; luego no admite &r-

boles parciales.
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Si G es conexo, busquemos una arista tal que su supresion convierta el grafo en no conexo.

Si la arista no existe, G es un arbol; si existe, la suprimimos y continuamos hasta que no
podamos suprimir nuevas aristas. Tendremos entonces un arbol cuyo conjunto de vértices
es precisamente X.

ALGORITMO DE KRUSKAL

Consideremos un grafo G{X,U) conexo, y a toda arista U asociemos un numero /(w)"0,
que llamaremos su longitud. Se trata de hallar un &rbol parcial H{X,V) del grafo cuya longitud
total Z/(ii) sea minima. (Por ejemplo, minimizar el cable necesario para unir n puntos dados.)
Se procede asi:

1 " Ordenar las aristas por orden creciente de longitud: I{u™)*l{u2)...

2. " Se elige la menor de todas ellas, luego la que viene después que no forme ciclo
iteramos eligiendo siempre la primera de la lista que no forme ciclo con las ya elegi-
das anteriormente hasta terminarla.

Se obtiene asi un arbol de longitud minima.

En efecto, por este proceso de eleccion llegamos a obtener un grafo tal que si afiadimos
una nueva arista distinta de las elegidas creamos un ciclo, luego es un arbol, y por la propie-
dad segunda tiene «—1 aristas: V,, * = {u\U2, ..

Supongamos ahora que el arbol de longitud minima V no contuviera alguna de las aristas
elegidas y sea  la primera de dichas aristas que no figura en él.

Por la propiedad caracteristica cuarta, Tu I contiene un ciclo y uno solo, existiendo
en este ciclo una arista u, tal que Uo"V,,_*. Si ponemos

w={vi{u.})-{u.,.]

obtenemos un grafo sin ciclos y con n—i aristas, luego es un arbol; pero 1*_"u{u,} eviden-

temente no contiene ciclos y, por tanto, Si se cumple el signo >, V no es el

arbol minimo, en contradiccion con la hipotesis. Si se cumple el signo =, la sustitucion de

u, por no aumenta la longitud del arbol. Continuando asi el proceso, demostramos que
es un arbol de longitud igual a F y, por tanto, un arbol minimo.

5. Problemas secuenciales

En el vasto dominio de los fendmenos organicosociales se presentan con gran frecuencia
problemas cuya solucion se alcanza a través de un proceso secuencial, es decir, mediante una
sucesion, temporal o espacial, de opciones intermedias. Los problemas que poseen esta es-
tructura se agrupan bajo la denominacion genérica de problemas secuenciales.

Citaremos como muestra de problemas de esta clase los siguientes:

a) Determinacion de la ruta més corta entre dos localidades geograficas.

b) Determinacion del camino mas corto que permite unir entre si todos los puntos de
una extensa red de comunicaciones.

c) Hallar un camino cualquiera para desplazarse de un punto a otro.

d) Establecer un programa temporal de actividades.
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e) Llegar a la decision final, en una situacion determinada, empleando para ello el
menor numero posible de decisiones parciales intermedias,
i) Enumerar todas las soluciones posibles de un problema; etcétera.

51. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Tlodo Iproblema secuencial puede ser planteado sobre un grafo orientado G= (X U)
en el cual:

X representa el conjunto de opciones, actividades, puntos, localidades geografi-
cas, etc.

U representa el conjunto de conexiones, relaciones, etc., que existen entre los ele-
mentos de X.

Representada asi la estructura del problema, su solucion consiste, en la mayoria de los
casos en localizar en el grafo G un camino o un conjunto de caminos, que rednan ciertas
caracteristicas. Los vértices del camino (o caminos), tomados en el orden en que en él figuran
constituyen la secuencia (0 secuencias) solucién del problema.

52. PROBLEMAS ESPECIFICOS

En el marco de este apartado analizaremos los problemas especificos siguientes:

Hallar un camino cualquiera para ir de un vértice a otro.
Hallar un camino que permita ir desde un vértice (xo) a otro vértice (xw), utilizando
el numero minimo de arcos.
Hallar un ca_mino de valor mini_mo (tiempo, distancia, costo, etc.) o de valor maximo
entre un vértice (xo) y otro vértice (xm).

A continuacién se describen algunos algoritmos referentes a estos temas.
de arenrr Problemas (que en realidad se reducen a la bisqueda de un subconjunto
de arcos o aristas, conforme a unas reglas estrictas), existen otros, cuyo objetivo es la bis-
queda de un subconjunto de vértices, dotado de alguna propiedad interesante.

53. ALGORITMO DE TARRY PARA LA BUSQUEDA DE UN CAMINO

Se trata del problema del “laberinto”, partiendo de un vértice a de un grafo sin bucles
(hipotesis aplicable a todos los grafos de este capitulo); llegar a otro vértice b.

Supongamos el caso mas dificil, es decir, aquel en que el grafo carece de orientacidn
Cada arista puede ser recorrida en los dos sentidos.

Se procede asi:

1. " No recorrer jamas dos veces la misma arista en el mismo sentido
2. " Si uno se encuentra en un vértice cualquiera (Z), no tomar la’arista que nos ha
conducido la primera vez al vértice (Z), salvo que no exista otra posibilidad.

Si existe un camino para ir de a a b, es evidente que b serd, tarde o temprano, encontrado.

54, ALGORITMO PARA LOCALIZAR UN CAMINO DE LONGITUD MINIMA
NOTA.—Se le llama longitud de un camino I(ji) al nimero de arcos que lo componen.
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Para localizar un camino de longitud minima se procede asi:

1. Astgnar la cota 0 al vértice inicial x,,.

2. Asignar la cota 1a todos los vértices de r(x,,).

3. Asignar la cota 2 a todos los vértices de r(x,,), no todavia marcados.

4. Proseguir este proceso hasta que le sea asignada una cota al vértice terminal vy,
aumentando, a cada paso, en una unidad el valor de la cota.

5" Sipes el valor de la cota que ha correspondido al vértice final y, p es la longitud
del mas corto camino que permite irde ay.

6. La composicion del camino o caminos 6ptimos se obtiene descendiendo desde y
por los vértices cuya cota disminuye progresivamente, en una unidad.

Ejemplo:
En el ejemplo de la figura, los caminos de longitud minima entre 0 y M son
p, = (0,3,459A0 y P2= (0,3),5,9,M).

55. ALGORITMO PARA LOCALIZAR UN CAMINO DE VALOR MINIMO
(algoritmo de FORD)

Sea un grafo G={X,U) a cada uno de cuyos arcos u se le ha asociado un valor v{u) de-
nominado “valor de m (v(m) ™ 0).
El camino de valor minimo entre dos vértices x,, y X,, sera aquel que verifique la relacion

siguiente:

V(ju) = Ev(u) minimo
uep

En el concepto de valor de un arco pueden incluirse cualidades tales como distancia,

tiempo, costo, etc.
Para resolver este problema existen diversos algoritmos. Citaremos aqui el llamado algo-
ritmo de FORD. Una variante del cual, reservada a los grafos sin circuitos, comprende las

fases siguientes:

I.“ Se marca cada vértice xj del grafo con un indice  comenzando por asignar el vér-
tice inicial x,, el valor /l,= 0.
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para cada uno de los otros vértices se obtiene asi; 2-= min [2++ vfx -X )I

2. Elvalor
cuando Vxjer xY tiene ya asignado su indice A

para xjer
Ner-i(x,.)
3. Detener el proceso en cuanto se le haya podido asignar al ultimo vértice del ca-

A mino X, su correspondiente  El valor del camino 6ptimo es
Para determinar cudles son los arcos que componen dicho camino se parte del

4.
vértice terminal x,. El Gltimo arco del camino serd aquel (o aquellos, si hay més
de un camino 6ptimo) para los cuales :
~ 1~ ~("n- 1) ")
5. “ Analogamente, el pendltimo arco del camino 6ptimo 1) serd aquel que cum-
ple la siguiente igualdad:
Ne-1 -4 -2 = v(x,_2,x,_i)
6. " Aplicar sucesivamente este criterio hasta llegar al vértice inicial.

56. ALGORITMO PARA LOCALIZAR UN CAMINO DE VALOR MAXIMO

Basta entonces aplicar el algoritmo de FORD ligeramente modificado. Esta modifica-
cion es la siguiente:

Xj  max [2,-]-v(X{,X].)] cuando VXxjeF tiene ya asignado su Zm
xjeF~i(Xj.)

Ejemplo:
Calcular el camino méas corto entre Oy M\



CAPITULO VII

METODOS DE COMPUTACION

1 Algoritmos. Definicion y consideraciones generales

De una manera general el calculo automatico consiste en la realizacion del mismo en
pasos sucesivos en niamero finito, de forma que las operaciones en cada etapa sean acep-
tables por el dispositivo que debe realizar dicho calculo automatico. Por tanto, todo método
de computacion automaética de un problema debe apoyarse en un dispositivo que actle
mediante ciclos de forma que realice un paso en cada uno de esos ciclos, obteniéndose final-
mente el resultado del célculo.

La posibilidad de la computacién matematica ha sido originada tanto por el desarrollo
de los soportes fisicos como por el desarrollo del analisis matemético de los problemas ten-
dentes a una estructuracién del mismo en secuencia tratable de manera sucesiva.

El presente capitulo tiene por objeto la descripcion de las lineas generales de los métodos
matematicos de resolucién de problemas.

Un algoritmo, de acuerdo con las consideraciones generales anteriores, puede definirse
como un método de resolucion de un tipo de problemas por aplicacién de sucesivas transfor-
maciones, de forma que al final pueda obtenerse bien la solucion del problema o bien la de-
cision de que dicho problema no tiene solucién. Caso de que el método de resolucién no
cumpla esta ultima condicion de posibilidad de analisis de la existencia de solucién en el
problema, dicho método se llama un semialgoritmo.

Se han hecho distintos esfuerzos en el campo matematico por encontrar métodos generales
de definicién de algoritmos; dichos métodos tratan de englobar los distintos aspectos que
comprenden la estructura de un algoritmo, es decir:

a) Un método de descripcion de los tipos de problemas a resolver; ello requiere la de-
finiciéon de un lenguaje con el cual puede describirse dicho problema.

b) Un método de descripcion de las transformaciones posibles a aplicar a las distintas
palabras del lenguaje, de forma que una sucesion de transformaciones pueda des-
cribir un algoritmo.

c) Un criterio para definir la forma de aplicar una secuencia de transformaciones des-
criptiva del algoritmo a una sucesion de palabras del lenguaje con que se describe
el problema.
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problemas se describen por el método a) y los algoritmos se describen por el mé-
todo b) y se aplican a los problemas con los criterios c).
La resolucion de un problema requiere la utilizaciéon de un dispositivo capaz de aceptar

N transformaciones

IrbrreTprobkla
Los distintos procedimientos mateméticos de estructuracion normalizada de algoritmos
basan en distintas hipétesis y procedimientos para los apartados a), b) y ¢) En el pre-

Ante capitulo se describen los algoritmos de Markov, las maquinas de Turing y los auto-

alSoritmre"” Procedimientos mas generalizados de estructuraciéon normalizada de

2. Algoritmos de Markov

Este método de normalizacion de algoritmos tiene la siguiente estructura.
roblemas a tratar estardn constituidos por sucesiones de simbolos de un

a) Los é) ]
alfaBetd fimito prefijatio A = {80,a"U2, ... &f
b) un algoritmo consta de una secuencia ord"enada de transformaciones o produc-

ciones del tipo X —yY (transformacion simple)
X —2Y. (transformacién conclusiva)

siendo X e 7 sucesiones de elementos del alfabeto A {X antecedente, 7 consecuente)
El simbolo Sindica que la transformacidn sustituye, en la secuencia que define el
problema, la aparicion de la sucesion delante del signo por la que aparece detrés.
sl, sI una secuencia dada es del tipo mnpXrst, al aplicar la transformacion
A-y y se convertira en

mnpYrst

Si la transformacion es simple el algoritmo continuara, pero si es conclusiva (X -. 7)
al aplicar esta transformacion se dard por terminado el proceso.

° algoritmo definido por una secuencia ordenada de transfor-
maciones del tipo descrito en b) a una sucesién de simbolos descriptivos del pro-
blema a procesar, consiste en aplicar a la sucesion, en primer lugar, la primera trans-
formacion que aparece en el orden en que se escribe el algoritmo, cuyo antecedente
iTTnTeieTT" Z MAydiada, si no aparece en la sucesion ninguno de
os antecedentes del algoritmo, la sucesion permanece invariable por aplicacién

algoritmo programado; si la transformacion a aplicar es conclusiva, una vez
aplicada se da por terminado el paso del algoritmo a la sucesion propuesta Caso
de que la transformacion no sea conclusiva, a la sucesion resultante de la aplicacion
de la transformacidn se le aplica el algoritmo de manera analoga, es decir, aplicando
de primero al recorrer la nueva sucesion
de izquierda a derecha; si no aparece ningun antecedente se da por terminado el
algorumo si aparece y la transformacion es conclusiva se aplica ésta, y se da por ter-
minado el algoritmo y si no se continta de la misma forma.



Ejemplo;

Vamos a definir el algoritmo que, dada una sucesion de elementos del alfabeto {0,1}
detecte si el nUmero de unos es par o impar. j- i
Definimos el algoritmo mediante los elementos 0,1, par, impar, y el blanco I mediante la

siguiente secuencia;

1. par L--—-—-- > impar

2. par 0-------- > par

3. impar 1-— mpar

4. impar 0-—-> impar

5. par X------- mPar. onclusivas
6. Impar X——--> Impar.

7. O---mmmmmeee- A par

8.l . impar

Sea la sucesion 0111001 I0A; vamos a describir la aplicacion del algoritmo anterior a
esta sucesion:

FAmer paso: Recorremos la sucesion de izquierda a derecha para cada una de las trans-
formaciones de que consta el algoritmo; la primera cuyo antecedente aparece es la 7, que
transforma la sucesion en

par 11100110 2

Segundo paso: Estudiando la sucesion resultante del primer paso, la primera transforma-
cién cuyo antecedente aparece en ella es la 1, que transforma par 1-simpar, resultando a
sucesion:

impar 1100110 X

Tercer paso: Anélogamente, la primera transformacion cuyo antecedente aparece es la 3,
que transforma impar 1 par, resultando:

par 100110 X
Cuarto paso: par 1-~-impar, y resulta:

impar 00110 X
Quinto paso: impar 0—impar, resulta:

impar 0110 X
Sexto paso: impar O-simpar, resulta:

impar 110 X
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Séptimo paso: impar 1-“par, resulta;
par 1 01

Octavo paso: par I|->“impar, resulta:
impar O A

Noveno paso: impar Osimpar, resulta:
impar A

Décimo paso: impar A—»impar, conclusiva.

Por tanto, el algoritmo aplicado a la sucesion dada produce como resultado; “impar“ el
algoritmo propuesto permite definir, por tanto, en una sucesion de 0,1 cuyo final se indica
con un carécter blanco si el nGmero de 1es par o impar.

En el ejemplo descrito la sucesion a tratar podia estar formada por los elementos 0 1
par, impar y A (blanco), y las transformaciones del algoritmo estaban formadas por estos mis-
mos elementos; sm embargo, cabe la definicion de un algoritmo de Markov sobre un alfa-
beto dado, es decir, de forma que se utilicen en la definicién de las transformaciones del al-
goritmo no solo a sucesiones con elementos del alfabeto de la sucesion a transformar, sino
también incluyendo ademas determinados elementos a efectos de facilitar determina-
das operaciones. La necesidad de estos elementos viene impuesta por el hecho de que a efec-
tos de aplicar las transformaciones se manipula la sucesion de izquierda a derecha, seleccio-
nando aquella transformacion cuyo antecedente aparece primero en ese orden.

Asi, si se quiere transformar S en AS, basta incluir ya gue la sucesién S siempre
puede considerarse ASA; pero si se quiere transformar S en SA no hay forma de hacerlo me-
diante esta instruccidn, ya que siempre se aplicara al primer blanco que aparece a la izquierda
de Sy no al que aparece detras, con lo cual no podria conseguirse. Sin embargo, utilizando el

algorhmo A S, podemos definir el siguiente

(CeM)

La aplicacion de este algoritmo permite que la primera operaciéon de Aa la izquierda
Ue S de lugar a aS, a continuacién la primera transformacion es aplicable, produciendo:

aS->Sa
y la segunda;
Sa-"SA

La introduccion del elemento a, llamado marcador, permite el manejo de la sucesion

en un orden distinto del automatico, impuesto por las hip6tesis de definicién de los algoritmos
ya que si bien se lee la sucesion de izquierda a derecha, se puede procesar de derecha a iz-
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Una ilustracion del empleo de marcadores puede verse en el ejemplo siguiente.

Ejemplo

Si queremos implementar un algoritmo de Markov que transforme una cinta constituida
por nameros decimales en el producto de la misma por tres, habremos de emplear marca-
dores, ya que el orden de lectura de la cinta es de izquierda a derecha y el de proceso en
la multiplicacion de derecha a izquierda. Utilizando marcadores conseguiremos procesar el
elemento de la cinta que interese, de acuerdo con el orden del proceso. En nuestro caso, el
alfabeto de la sucesion de entrada es:

$ es un carécter indicador de principio y final de la sucesion.

n ={0123456,789%}

Emplearemos los marcadores a, 5y y; a la par de controlar el elemento de la sucesion
a tratar, indicardn el acarreo; a indicard que no existe acarreo, P que el acarreo vale 1y

y que vale 2. El algoritmo es el siguiente:

El algoritmo descrito anteriormente aplicado a la sucesion
$4978536%

1L 0%$7a0$
2. 1$-"a3%
3. 2%->a6%
4, 3%->a9%
5.
6. 5%$")55%
7. 6%->)58%
8 73-"ylI$
9. 8%7y4$
10. 9%->y7$
11. Oa->a0
12. la-"a3
13. 2a-"ab
14. 3a”a9

produce sucesivamente:

a)
b)
c)
d)
€)
f)

9)
h)

$497853)58%
$49785)508%
$4978i5608%
$497y5608$
$49y35608$
$4y935608$
$j54935608%
$14935608$

15.
16.
17.
18.
19.
20.
21
22.
23.
24,
25.
26.
27.
28.

4a->-)52
5a->)55
6a-»)58
Ta->y 1
8a->"y4
9ary 7
0)57al
)5"a4
25—a7
3)5-")50
4753

6)5-")59
7)5->y?2

(6$°689)

(5)5")56)
(8i5-y5)
(7y"y3)
(%y->y9)
(4y-""4)

($)5->$1.)

29.
30.
3L
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.

8j5-y5
9)5"y8
Oyna2
ly ->a5
2y a8
3y )51
4y ->)54
5y-"N)57
6y -*yO
ly y3
8y-+y6
% ->y9
$an$ .
$iS/SI.

Sy-"$2.
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3. " Aplicando la funcién v cambia de estado.
4. " De acuerdo con la pareja estado simbolo leido, decide el movimiento de la cinta y

vuelve de acuerdo con ello a 1.").

La estructuracién de un algoritmo se produce con este dispositivo ldgico, de la forma
siguiente:

a) El problema a tratar se describe mediante una sucesidn de simbolos del alfabeto A.

b) El algoritmo de tratamiento de una sucesion se define mediante las funciones v
de cambio de estado y ¢ de movimiento de la cinta.

c) El criterio de aplicacion de un algoritmo a un problema viene dado por la forma ya
descrita de funcionamiento de la maquina.

Puede darse esta otra definicion de la maquina de Turing:
Una maquina de Turing es un conjunto finito de quintuples Sf, aj, aj, Mj, Sj, en donde
S9,Sj,eS siendo S el conjunto de estados posibles de la maquina.

a9,aj,eA siendo A el alfabeto de simbolos descriptivos de los problemas a
tratar por la maquina.

Mie {izquierdo, derecho, parado}, conjunto de movimientos posibles de la cinta, con
la condicion de que dos quintuples distintos deben tener distintas parejas iniciales (Sj, aj).

El significado de los distintos elementos esta relacionado con la definicion dada previa-
mente; cada quintuple representa un conjunto completo de operaciones a realizar por la
maquina en un solo paso, condicionadas por la pareja Sfaj.

En efecto, Sf af constituyen la pareja estado inicial al comienzo del paso, y simbolo
leido de la cinta; los otros elementos del quintuple indican las operaciones a realizar corres-
pondientes a la pareja Sf, a°; en efecto,

at indica el simbolo a escribir en la cinta; es, por tanto, el elemento que la
funcién Caplica a (Sf, af).

M: indica el movimiento a realizar; representa, por tanto, el elemento que 5
hace corresponder a la pareja (Sf, af).

s} indica el estado final del paso; es decir, es el elemento correspondiente a la
pareja (Sf, af), atribuido por la funcion v.

La descripcion de la maquina de Turing mediante el conjunto de quintuples es la forma
més directa de describirla, si bien la estructura corresponde a la definicion inicial. Dentro
del quintuple, los dos primeros elementos son selectores de la operacion a realizar, los tres res-
tantes elementos del quintuple reflejan la operacion en sus distintos aspectos, movimiento de
la cinta, transicion al estado siguiente y carcter a imprimir en la cinta. Esta estructura de
los distintos quintuples permite la representacion de una maquina de Turing mediante una
tabla de doble entrada con filas estados iniciales y columnas caracteres leidos, incluyéndose
en cada punto de la tabla los tres elementos definitorios de la operacion a realizar corres-
pondiente.
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Ejemplo

Vamos a definir una méquina de Turing que lea una cinta formada por 0y 1, indicando
origen y final mediante el signo $ e imprima al comienzo de la misma el simbolo “par“

0 impar ,segln seapar o impar el nimero de unos de la cinta

La maquina tiene cinco estados: So,S,,S,,S, y
|$,0,1, par, impar}, & simboliza el blanco.

y un alfabeto formado por los signos

Utilizamos el signo a como marcador. Puede definirse mediante la tabla siguiente:

Birach

¢ $
50 $DSA
5i $HSo
52 SIS2
53
54 $DSA
4 = blanco
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1

1750

X2

11S2

IDS”

0/50
02)5i

0/52

OoDSM

impar par a

impar par DSq

par DS4  impar DS\,

IDS,

La definicion de la maquina mediante el conjunto de quintuples es:

Sqgimpar impar DSq

1L So$$DS”
2. Soll/50
3. 5000/So
4,
5. Sqgpar par DSq
6. S"$3HSo
7. S™ModS2
8. SjOODSI
9. S2SSIS2
10. s211/s2
11. 5200182

12. 53 impar par DS"
13, S2 par impar DS?

14, S3/1 impar
15, Sh$$DSA
16. S411DS4
17. s»O0DS*
18. SnalDSs,

impar DS, |
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Para comprobar la forma de operar de esta maquina, supongamos que la cinta a leer es:

El estado inicial es Sq

1
2
3
4.
5.
6
7
8
0.

Lee $,
Lee 0,
Lee 1,
Lee O,

escribe
escribe
escribe
escribe
Lee $, escribe

$011101%

$,se desplaza a la derecha y pasa al estado
0,se desplaza a la derecha y sigue en

@. 8).
a,se desplaza a la izquierday pasa a S2 (q. 7).

0,se desplaza ala izquierday sigue en $2 (9- H)-

$,se desplaza a la izquierday pasa a S3 (g. 9).
Lee un blanco, A escribe “impar* y pasa a $4 (q. 14).

Lee $, escribe $, se desplaza a la derecha y sigue en S4 (g. 15).
Lee 0, escribe O, se desplaza a la derecha y sigue en S4 (g. 17).
Lee a, escribe 1, se desplaza a la derecha y pasa a

(9. 18).

(quintuple ).

A continuacidn ocurre igual desde 3® con la Unica diferencia de que se desplaza un lugar
més a la izquierda y en lugar de leer Aen S4 lee impar y pasa a par al final de la lectura de
la cinta, la maquina acaba en Sqy la cinta acaba en la forma:

Ejemplo

par $011101$

Vamos a describir una maquina de Turing que realice la operacion de multiplicacion
decimal por tres. La méquina leerd una cinta de nimeros acotada inicialmente por $ vy fi-

nalmente por un blanco. _ o

El algoritmo consistira en recorrer toda la cinta de izquierda a derecha hasta llegar al
final de la misma; recorrera la cinta de derecha a izquierda, sustituyendo cada cifra por su
producto por tres, teniendo en cuenta las cifras que se llevan del producto anterior.

Lectura

Estado

So

Si

2

&8

ODSo

0/Si

1/Si

2/Si

IDSo

3/Si

41Si

5/Si

2Dso
6/Si
lis,

8/S2

3/So

918§,

O/s2

1/S2

4DSo
2/S2
3s2

4/S2

5DSo

5/S2

6/S2
7/S2

&6s0
8/S2

9s2

olsS,

7DSo

1/S3

2/S3

3/S3

8i>So

4/S3

51S,

6/S3

9DSo

lis.

SIS,

olsS,

$DSo
$HSo

1/S4

25

$HSo
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. maquina antes descrita leeria la cinta $8456014 y la transformaria
en j)2t)300(J3/..
Ejemplo

K A diseflar una maquina de Turing para identificar la paridad de ndmeros en
base IU. be supondrad que el namero viene representado por una sucesion de cifras entre dos
marcas b. La maquina leera la cinta y escribira al principio de la cinta “par” o “impar* Se
supone inicialmente en el estado Sq

$ 0
1 2 3 4 5 6 1 8 9 Par Impar Blanco

50 $DS. ODSo IDSa 2DSo 3DSo 4DS, 5DS, 6DSO |DSo SDSo 9DSo

5i s/sj obsi IDs~ 2ps; 4DSi SDSi 6DS; 7DSi 8DSi 9DS;

S, $HSo 0/S4 1/S3 o 3/S3  4/s4 SIS, 6/S4  7/S3  8/S4 9/S3

s3 8IS, 0O/S3 1/S3 2/s3 3/S3  4/S3 SIS, 61S, 7/S3 8/S3  9/53 impar impar impar
DS~ DS~ DS~

5 O/S4 1/S4  2/s4 3/S4 4/S4 5IS| 6/S4 7/S4 8/S4 9/54 par DSi  par DS{  par DSj

% ODS5 IDS5 2DS; 3DSj 4DS5 5DS; 6DS; IDSs SDS; 9DS5

50 sHs obps~ WS, 2DS, 3DS™ 4DS, 5DS, 6DS, 7DS, 6DS™ 9DS,

La maquina descrita recorre la sucesion de izquierda a derecha, y cuando detecta el Gl-
timo signo $ vuelve atras comprobando la paridad de la ultima cifra, adoptando un estado
u otro segun la misma; recorre la cinta en direccion contraria hasta encontrar el primer
signo $, a cuya izquierda escribe par o impar, y recorre de nuevo la cinta de derecha a iz-
quierda, para parar y pasar a Sqfinalmente.

4. Autdmatas finitos

Un automata finito (también [lamado méaquina de estado finito) puede definirse matema-
ticamente como constituido por cinco elementos {A, S, Z, v, Q, siendo:

A = Alfabeto de simbolos de entrada, en nimero finito.

S = Conjunto finito de estados posibles de la maquina
S={s,,5,,S,---5,}

Z = Alfabeto de simbolos de salida, con namero finito de simbolos.
A~ mmw'n}
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v= Aplicacion AxS-"S, que permite definir a partir de un simbolo de entrada leido
y el estado actual del autdmata el estado siguiente.

A= Aplicacion AxS—=Z que permite definir a partir de un simbolo de entrada y el
estado del autdmata el simbolo inmediato de salida, elemento de Z.

A partir de esta definicion el funcionamiento del autdmata puede representarse de la forma
indicada en la figura, constituido por una maquina en la que aparecen dos cabezas, una lec-
tora y otra grabadora, sobre sendas cintas. El funcionamiento arranca de un estado inicial
en la maquina eeGS, lee un simbolo de la cinta de lectura, (li GA).

Mediante la funcion v atribuye a la pareja /i el estado siguiente a tomar, 2 ("2 el
elemento de S definido por v (e, M.

La cinta grabadora se llama también cinta de memoria, y sélo puede moverse en un
sentido, a diferencia de la maquina de Turing.

Mediante la funcion Catribuye a la pareja un elemento  de Z, y entonces la ma-
quina graba en la cinta de memoria g".

Vemos, por tanto, que en esta etapa de funcionamiento la maquina ha partido de un es-
tado inicial e ha leido un simbolo  ha grabado otro g" y ha pasado al estado Cj; el fun-
cionamiento continda de manera analoga; en el estado 62 leerd de la cinta de lectura uii nuevo
simbolo I2 ik"A), grabara en la cinta de memoria otro simbolo 02 y pasara de "2
a un nuevo estado £3 (6369).

De acuerdo con la descripcion anterior vemos que en una sucesion de ciclos de operacion
mediante las funciones vy Cy la definicidn del estado inicial de la maquina, puede pasarse
de una sucesion de elementos del alfabeto A leidos en una cinta a otra sucesion de elementos
del alfabeto Z grabados en otra cinta.

En este caso, la normalizacién del algoritmo se produce en la siguiente forma:

a) El problema se describe mediante una sucesién de elementos del alfabeto de
entrada. ] ] ] . 1 r o

b) El proceso de tratamiento se describe mediante el alfabeto de salida y las funcio-
nes Vy Gde transicion entre estados y de relacion entre entrada y salida.

) La forma de aplicacion consiste en utilizar los criterios de funcionamiento antes
descritos.
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i f completamente definidas, es decir, para cada elemento de SxA
esta definido el correspondiente en S (funcién v) o en Z (funcion O, se dice que la maquina

cuencia leida
ementos de A, le corresponde una Unica secuencia de elementos de gre’fb g

definido en la forma anterior puede realizarse mediante

N AN AT _
&SJ(/ g,)tgeTIos alfabeto%@Z y Z de entrada y salida, Iigadog mediante va Io% esptlc?ao%ee%%nrﬁgs

1 f estados y $4 existe un arco cuyo sentido vade S, a 5. al que

se le atribuye la pareja de elementos («2, Z4), ello representa que A
V(Si,a2) = 54
1(5i,U2) = z4

Es decir, si la maquina lee «2, pasa de a S4y graba en la cinta el simbolo Z4

bien ~de representacion mediante grafo orientado permite visualizar muy
bien los estados inaccesibles desde determinados estados iniciales

autémata es la definicion de las funciones v

nn

\ .
y E:medlante tablas de dobles entrada:

Funciones

Simbolo leido

((3 (X 1] a”

Estado actual

En cada elemento de la cuadricula se incluye el valor atribuido por vy Ca la Rareja de elemen
tos de cabecera de fila y columna. eiemen-
pondiemes.°'*Aete” autOmatas y sus representaciones corres-

Ejemplos de autématas finitos
Ejemplo 1

01} X eI de salida Z = (0,1); sea el con}lunto
de estados S constituido por tres estados S SGS”,S2}.
Las funciones vy G SXA-"S y SXA-"Z se defmen de la forma siguiente:

(0,S0)-"Si (0,S0)->0
{i,S0)"So (1,So0)-7l
(0,Si)-"Si (0,Si)->
(1,Si)~S2 (I,sj->1
(0,S2)Si 0,2)

(1,52)-"s, (ISA*O
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La representacion mediante tabla es la siguiente:

En el grafo de representacion podria verse que el estado Sq es inaccesible desde el Sj,
y el S2 es inaccesible desde el Sq

El estado  es accesible desde cualquier estado.

El automata descrito de la forma anterior, si lee la cinta 01001 y se encuentra inicial-
mente en el estado sq, actla de la forma siguiente en cada ciclo:

N.“ ciclo E. inicial Lee Graba E. final
1 So 0 0 Si
2 Si 1 1 S2
3 2 0 1 Si
4 Si 0 1 Si
5 Si 1 1 S2

Por tanto, en la cinta de memoria graba 01111 y el estado final es S2-

Ejemplo 2.

Supongamos la maquina de dos estados SqS" con alfabetos Ay Z, como en el ejemplo 1,
constituidos por {0,1}, definidos por la tabla siguiente:

Funcion \% C
Entrada
0 1 0 1
Estado
actual
So So Si 0 1
Si Si So 0 1
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De acuerdo con la descripcion del autémata, éste reproduce exactamente cualquier se-
cuencia leida y se encuentra en un estado u otro segun el nimero de unos leidos sea par o
impar ya que si lee O, permanece en el estado en que se encontraba, y si lee 1 pasa de Sqa S
0 de Si a Sg, segun el estado en que se encuentre; de esta forma, si el estado inicial es
S el numero de unos leidos es par se encontrard en estado Sg, y si es impar, en Sj.

El automata definido de esta forma es una maquina para detectar el error de paridad
(parity check) en secuencias dadas. Puede incluirse un dispositivo para que la méquina
imprima par o impar, afiadiendo en el alfabeto de lectura un caracter £ y en el de escritura
los simbolos par e impar:

A={01£} Z= (0,1, par, impar}

Cuando la maquina estd en Sgy lee E escribe par; si estd en 5i y lee E escribe impar. El
nuevo autémata se describe mediante la tabla siguiente;

Funcién \Vi C
Entrada
Estado N 0 ! E 0 1 E
el
So So Si ) 0 1 Par
Si Si So Si 0 | Impar

Ejemplo

Vamos a disefiar un automata que transforme niameros decimales en su producto por tres
~ El alfabeto de entrada y salida es; ~ = {1,2,34,56,7,89%"}. $ caracter indicador de
iin de cinta; A caréacter blanco.

La cinta de entrada se supone que se lee de derecha a izquierda y se considera que la de

salida se escribe en la misma forma.
Un autdmata que realiza esta operacidn es el siguiente:

Funciones V
C

Entrada
E N O 1
actual 23456789$0123456789$A

SO S0S0S0S0SiSiSi 22200 36 9 25 8 14 7 $ 4
Si SoSoSoSiSiSiSi3232323i5014703692581$

2 S0S0S0Si SiSiVNYNPPPH?2 5 8 14 7 0 3 6 9 2 $
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El automata definido lee de derecha a izquierda una cinta y graba otra en la misma di-
reccion con el producto de la misma por tres; se supone que el estado inicial es Sqy al final
del proceso continta en Sq

Asi, la cinta $865432 se procesa de la manera siguiente: Suponemos el automata en es-
tado S™:

. Estado
Estado Lee Escribe  iguiente
S 2 6 So
S 3 9 So
S 4 2 Si
Si 5 6 Si
Si 6 o Sl
si 8 5 s2
o $ 2 2
2 3 S0

Es decir, la cinta resultante es $2596296, que es el producto del numero leido por tres.
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