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Todo deberia hacerse tan sencillo
como sea posible, pero no mas.
Albert Einstein, fisico.

Cuanto mas trabajo y practico,
mads suerte parezco tener.
Gary Player, jugador profesional de golf.

studiar Matematicas no siempre es una actividad agradable, incluso

para aquellas personas que afirman sentirse atraidos por esta disci-
plina. Quiza sea porque aprender Matematicas supone un esfuerzo que no siempre
parece tener recompensa. Sin embargo, hay quien dice apreciar belleza en las Mate-
maticas, al igual que apreciamos belleza al contemplar una obra de arte.

Haya o no haya belleza en las Matematicas, lo cierto es que resultan Utiles. Resultan
utiles para nuestra vida diaria y, mas aun, resultan imprescindibles para entender las
Ciencias, porque las Matematicas son el lenguaje de las Ciencias, el lenguaje en el
que esta escrito el Universo, afirmaba Galileo.

El objeto de la asignatura de Matematicas en las modalidades de Ciencias del Ba-
chillerato es el de tener el primer contacto serio con este lenguaje de las Ciencias.
Tanto para quien vaya a hacer de las Matematicas un uso mas prolongado, mediante
estudios posteriores, como para quien las estudie solo durante el Bachillerato, esta
asignatura va a resultar util desde el principio para entender otras Ciencias.

Este libro esta dividido en doce unidades, que cubren la programacion oficial de la
materia. Cada una de las unidades tiene los siguientes elementos y caracteristicas:

- Un indice de contenidos en el que aparecen los conceptos que se van a estudiar
y sus relaciones.

- El desarrollo de la unidad, en la que se van estudiando los conceptos a partir de
situaciones y ejemplos sencillos.

- En este desarrollo, cada uno de los apartados acaba con un Recuerda, que resu-
me las ideas y conceptos fundamentales que se han estudiado.

- A lo largo de la unidad hay actividades propuestas que sirven para verificar la
comprension de los conceptos que se acaban de estudiar.

- Todas las actividades propuestas en el texto disponen de sus correspondientes
soluciones detalladas, que aparecen después de la ultima unidad.

Los términos fundamentales que van apareciendo a lo largo del texto estan reco-
gidos en un glosario que se encuentra a continuacion del solucionario.

Las Matematicas se aprenden resolviendo, o0 a veces intentando resolver, problemas.
Su estudio, por tanto, ha de ser una actividad dinamica; es preciso probar, conjeturar,
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calcular, verificar. En este sentido, la mejor manera de estudiar un texto de Mate-
maticas es usar lapiz y papel, e intentar hacer los célculos de los ejercicios que se
proponen, y de reconstruir los que ya estan hechos, sin acudir a la solucién hasta que
no se haya hecho un intento serio para resolver cada problema. Algunos conceptos y
técnicas los entenderemos rapidamente, otros requeriran mas tiempo y mas intentos.
Pero no hay ningun obstaculo en las Matematicas que nos disponemos a estudiar, que
no se pueda superar con un poco de esfuerzo.

Deseamos, pues, al alumno el mayor de los éxitos en su intento.
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El nimero es el elemento fundamental sobre el que se construye toda la Matemati-
ca. En esta primera unidad estudiaremos todos los conjuntos numéricos, en particular,
prestaremos especial atencion al conjunto numérico que vamos a utilizar fundamen-
talmente durante todo el curso: los numeros reales. A pesar de que con los numeros
reales se pueden hacer la mayoria de las Matematicas que se estudiaran a lo largo
de todo el Bachillerato, existen algunos problemas para los cuales no son suficientes,
esto lleva a introducir un conjunto de nimeros mayor, que son los nimeros complejos.
También veremos en esta unidad una pequena introduccién a estos nimeros.
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Los nimeros naturales son los que se utilizan para contar, se representan me-
diante el simbolo N,

N={1,2,3.4,5,...}.

(En algunos textos se considera también que el nimero 0 es un numero natural.
La diferencia entre considerarlo o no es irrelevante a efectos practicos, salvo que si lo
consideramos, no podemos decir que son los que se utilizan para contar).

Con los numeros naturales podemos sumar y multiplicar sin ningun problema, es
decir, si sumamos o multiplicamos dos niimeros naturales, el resultado es un nuevo nu-
mero natural. Sin embargo, no podemos restarlos siempre. Podemos restar 5 — 3 = 2,
pero no tiene sentido la operacion 3 — 5.

Para que la operacion 3 — 5 tenga sentido necesitamos un conjunto de numeros
mayor, este conjunto es el de los niumeros enteros, que se denota Z y esta constituido
por los naturales, el cero y los nimeros negativos,

(N SR . PR PR, [, QU QT T P T,

Para indicar el hecho de que los numeros naturales estan incluidos dentro del
conjunto de los numeros enteros, utilizamos la expresion:

N C Z,

(donde C es el simbolo incluido).

Con los numeros enteros se puede sumar, restar y multiplicar. Para multiplicar dos
nimeros enteros hay que tener en cuenta la tabla de los signos, que recordamos a
continuacion,

|+
=l

I

[

oy e = e

(la misma tabla sirve para la division).

Sin embargo, con los numeros enteros no se pueden llevar a cabo, o carecen de
sentido, las divisiones que no son exactas. Por ejemplo, con los numeros enteros no
podemos expresar la tercera parte de algo.

Para que tengan sentido cosas tales como la tercera parte o la cuarta parte de la
unidad, y en general todas las divisiones entre dos numeros enteros (salvo en las que
el divisor sea 0), se introduce el conjunto de los nimeros racionales. Los nimeros

racionales, que denotaremos (Q, son todos los numeros de la forma ]—). donde py ¢

son ambos enteros, y ademas ¢ es distinto de 0. Lo cual, simbdlicamente se puede
expresar asi,

@={§:p,q€Z:q#0}

|13



(El simbolo € se lee pertenecey sirve para indicar que un elemento esta en un conjun-
to, en este caso nos sirve para indicar que el numerador y el denominador del nimero
racional son enteros).

Por ejemplo, son ejemplos de nimeros racionales los siguientes:

2 -3 55
3 4 37
Hay que tener en cuenta que los numeros enteros, y también los naturales, estan
incluidos dentro del conjunto de los numeros racionales. En efecto, cualquier nimero
entero se puede expresar como un numero racional, por ejemplo, 4 = % — g De
manera que podemos escribir
Z C Q.

1. Indicar a qué conjuntos de numeros; naturales, enteros o racionales, pertenecen
cada uno de los nimeros siguientes:

=4 2

1.1. Expresion decimal de los numeros racio-
nales

Los numeros racionales se pueden expresar mediante su forma fraccionaria, pero
también se pueden expresar mediante su forma decimal. Para obtener esta expresion,
solo hay que hacer la division que indica la fraccién. Por ejemplo,

1 Al 6 T _ 4lore
5—00, 3—12, 1—120

Los tres ejemplos anteriores se denominan decimales exactos, porgue cuando se
hace la divisién, llega un momento en que el resto sale cero, de esta forma la cartidad
de cifras decimales es finita.

También puede ocurrir que, al dividir, los restos empiecen a repetirse, por ejemplo,

1, 2 122 .,
— =388 wus - =0222... — =1'232323...
3 0'333 5 0 39
Estos numeros se llaman decimales periédicos puros, porque la parte decimal
esta formada por alguna cifra, o grupo de cifras, que se repiten.

Si en la parte decimal hay una parte que no se repite y otra que si lo hace, se
denomina decimal periodico mixto. Por ejemplo, los nimeros que se obtienen de
dividir las siguientes fracciones son periddicos mixtos:

106 427 799

= 2/35555 . .. — =1'423333... — =T .. .
5 2:35585 300 3333 330

14



Segun acabamos de ver, dada la expresion fraccionaria de un numero racional,
su expresion decimal se obtiene dividiendo el numerador entre el denominador de la
fraccion. Veamos ahora como se puede realizar el proceso inverso, es decir, dado el
numero decimal, como obtener la fraccion que lo genera.

= Si se trata de un decimal exacto, solo hay que dividir el nimero sin coma, entre
el 1 seguido de tantos ceros como decimales haya en el numero, despues, si es
preciso se simplifica la fraccion. Por ejemplo,

ol

351 rooe 2035 407 5,4245427271
— 100’ “ 71000 200° 100 50

= Si se trata de un decimal periddico puro, por ejemplo, N = 2'3333..., hacemos
lo siguiente:

- Multiplicamos el nimero N por 10, porque solo tiene una cifra decimal que
se repite, si fueran dos, multiplicariamos por 100,

16N =93'3533 .-
- Restamos al numero 10N el nimero inicial,
10N = 23'3333...

N = 2'3333...
9N = 21'0000...

- Despejamos el valor de N y simplificamos la fraccion, si es posible:

N = E = z
9 3
= Si se trata de un numero decimal periddico mixto, por ejemplo, N = 6'214444. . .,
seguimos un proceso parecido al anterior. Hay que plantear una resta entre dos
numeros, de manera que sus partes decimales desaparezcan, para lo cual, es
preciso que sea en ambos casos la parte periddica:

- Multiplicamos el numero N por 1000, para que salgan fuera de la coma
todas las cifras decimales, hasta la primera del periodo,

1000N = 6214'4444 . ..

- Restamos al numero 1000N el numero 100N, para que la parte decimal de
los dos numeros que restamos sea la misma,

1000N = 6214'4444. ..
100N = 621'4444...
900N = 5593'0000...

- Despejamos el valor de N y obtenemos la fraccion que buscabamos:

_ 5593
000
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2. Calcular la expresion decimal de los siguientes nimeros racionales e indicar el tipo
de decimal del que se trata:
1 3 5 —87 65
3. Calcular la expresion fraccionaria de los siguientes numeros decimales:
a)3i34:  b)0003; ey 3121212121 d) 2/5555.. . .; e) 4'3215151515. ...

1.2. Representacion grafica de los numeros
racionales

Los numeros racionales se pueden representar en una recta de la forma siguiente:

- Elegimos un punto como origen, en el que situaremos el nimero 0.

- Con una cierta medida como unidad, representamos los enteros positivos a la
derecha del 0, y los enteros negativos a la izquierda, como se muestra en la figura 1.1. .

L : | |
T T T T T T I I

4 -3 210 1 2 3 4 5

Figura 1.1: Recta racional

Veamos cémo se pueden representar nimeros racionales que no sean enteros.

Por ejemplo, queremos representar el numero racional -, dividimos la unidad en seis
partes iguales y contamos 5, como en la figura 1.2.

5
Figura 1.2: Representacion de G

La representacién grafica de los nimeros racionales en una recta permite entender
intituitivamente una importante propiedad que distingue a estos numeros de los ente-
ros. Entre dos numeros enteros consecutivos cualesquiera, por ejemplo, el 5 y el 6,
no es posible encontrar ningun otro nimero entero. Sin embargo, entre dos numeros
racionales cualesquiera p y g, siempre es posible encontrar, no solo uno, sino infinitos
numeros racionales. A esta propiedad se le llama propiedad de densidad.
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| ]
: 4. Escribir cuatro nimeros racionales distintos entre los siguientes pares de fraccio- ,
. nes: :
1 ]
4 16 3 5 2 3 3 7 .
1 -y — i N i
i @gyy B of y iy :
| ]

Recuerda

2. Numeros reales

Hemos visto como los numeros racionales admiten una representacion decimal,
para obtenerla, no hay méas que dividir el numerador entre el denominador de la frac-
cion. Pero también hemos visto que el resultado no es un nimero decimal cualquiera,
de hecho, solo salen decimales de tres tipos: decimales exactos, periddicos puros o
periédicos mixtos. No hay ninguna fraccion que al dividirla produzca un decimal como

2'31331333133331 ...

Esto hace pensar que puede haber nimeros que no son racionales, vamos a ver a
continuacion que, en efecto, asi es, hay numeros no racionales.

17



2.1. Numeros irracionales

Si calculamos el nimero /2 con la calculadora, obtenemos la el siguiente resulta-
do,
V2 = 1'414213562. ..

Dependiendo del modelo de calculadora, se pueden obtener mas o menos cifras deci-
males. En cualquier caso, observamos que las cifras no se repiten vy, si fuera posible,
seguir obteniendo decimales, veriamos que tampoco se acaban. Esto nos lleva a pen-
sar, como comentabamos antes, que guiza el numero V2 no sea un ndmero racional.
Vamos a demostrar que asi es. Lo vamos a hacer con una técnica que se denomina
reduccion al absurdo, esta técnica de demostracion consiste en suponer lo contrario
de lo que se quiere probar, hasta llegar a alguna afirmacion que sepamos que es falsa,
con lo cual, nuestra suposicion inicial también ha de ser falsa.

Supongamos entonces que /2 es un numero racional, es decir, que se puede
expresar como una fraccién /2 = £ Supongamos ademas, que la fraccion P esta
q q
simplificada, es decir, los nimeros p y ¢ son primos entre si, no es posible encontrar
un numero (que no sea el 1) que divida simultaneamente a los dos numeros.
Elevamos ahora la expresion /2 = P al cuadrado y obtenemos,
q
]
2= Eg = 2qr'2 = pQ.
2
Como 2¢° = p?, el nimero p* debe ser par (ya que es igual a un mdltiplo de 2).
Pero si p? es par, también es par p, ya que (par)> = par y (impar)? = impar. Ahora
bien, si p es un numero par, entonces se puede escribir de la forma p = 2k, donde k
es un nimero entero. Sustituyendo p = 2k en la expresion 2¢? = p?, tenemos

2p° = (9K)° & 2¢* = dk* & ¢ =2

Entonces, usando el mismo razonamiento que antes, llegamos a la conclusion de que

g es también un numero par. Pero esto es imposible, ya que habiamos supuesto que &
q

era la fraccion simplificada, es imposible que p y ¢ sean ambos pares. Luego, nuestra
suposicion inicial, es decir, el hecho de que /2 era racional debe ser falso.

Los nimeros que no son racionales se llaman numeros irracionales, y lo que
acabamos de demostrar es que

v/2 es un numero irracional.

Con demostraciones similares se puede probar que también son irracionales nu-

Meros como
v'3; V/5; V2 VT etc.

Y con técnicas mucho mas sofisticadas se puede probar que el nimero © = 3/141592654 . . .
también es irracional.

Dado que un numero racional es aquel que no se puede expresar como un cociente
entre dos numeros enteros, esto implica que su expresion decimal debe ser distinta
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también, es decir, que la expresion decimal de un numero irracional siempre sera
infinita y no periddica.

Al conjunto formado por los nimeros racionales y los irracionales, es decir, al con-
junto de todos los numeros decimales posibles, le llamamos conjunto de los nimeros
reales y lo representamos con la letra R,

R = Q U {irracionales}

Entonces,
NCZcQcR

El conjunto de los numeros reales es el conjunto de nimeros que utilizaremos a
lo largo de todo el curso. Cada vez que usemos la palabra numero, entenderemos
que decimos numero real, salvo que se especifique otra cosa. No obstante, veremos
al final de esta unidad que hay un conjunto de numeros mayor y que contiene a los
numeros reales, aunque no se usara en este curso.

5. Dados los siguientes numeros, indicar a qué conjuntos numeéricos pertenece cada
uno, y si son racionales o irracionales:

4
a) —;  b)4T77777...; ) 201001000100001...;  d) VT ) 8L

2.2. Propiedades de los numeros reales:
operaciones y orden

A pesar de que desde que nos ensefaron los principios de la aritmética, siempre
hemos pensado en cuatro operaciones entre numeros: suma, resta, multiplicacién y
division; realmente se puede considerar que sélo hay dos operaciones: suma y pro-

ducto. La resta 5 — 3, se puede considerar como la suma 5 + (—3); y la division g se

; 1
puede considerar como el producto 6 - —.

Con respecto de la suma y el producto, los numeros reales verifican las propieda-
des que vamos a exponer a continuacioén que, aunque no conociésemos el nombre,
ya usabamos de una manera natural:

Si a, b y ¢ son numeros reales, entonces se verifican:

Asociativa. a + (b+ ¢) = (a + b) + c. Esta propiedad nos indica que para sumar tres
numeros reales, se pueden sumar (asociar) primero dos de ellos y después sumar el
tercero, y es indiferente cuales asociemos.

Conmutativa. a + b = b+ a. Es decir, no importa el orden de la suma, el resultado
es el mismo.

Existencia de elemento neutro. a + 0 = 0 4+ a = 0. Hay un niamero real, el 0, que
sumado con cualquier otro, nos da siempre el otro nimero.
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Existencia de elemento opuesto. a + (—a) = 0. Dado un numero real cualquiera a,
existe otro, el elemento opuesto (—a) que, sumado con el anterior, produce el elemento
neutro.

Con respecto del producto se cumplen las siguientes propiedades:

Asociativa. a - (b-¢c) = (a-b) - .

Conmutativa. a-b=1">-a.

Existencia de elemento neutro. a -1 =1 - a = a. Tiene el mismo significado que en
la suma, pero ahora es el numero 1.

Existencia de elemento inverso. Dado un nimero a distinto de 0, existe otro, a~! =

1 1
—, talquea--=1.
a a

Por ultimo, también hay una propiedad que involucra las dos operaciones y que
sirve para “quitar paréntesis"que, sin duda, se ha utilizado ya en cursos anteriores. Se
trata de la propiedad distributiva, a - (b+¢) =a-b+a-c.

(No es importante recordar de memoria toda la lista de propiedades, sino utilizarlas
con soltura a la hora de manejar niumeros reales. Precisamente, aprender a manipular
numeros y expresiones que representan numeros es uno de los objetivos fundamen-
tales de este curso).

Ademas de las propiedades de los numeros con respecto de las operaciones hay
otra caracteristica importante de los numeros reales, se trata del concepto de orden.
Los numeros reales se pueden ordenar en el sentido, de que dados dos nuimeros
reales, o0 bien son iguales, o bien hay uno del que se puede decir que es mayor que el
otro.

Esto se puede definir de la forma siguiente: como esta claro cuando un numero
real es positivo, cuando su expresion decimal lo es, dados dos nimeros a y b,

b>aob—a>0,

gue significa que b es mayor o igual que «, si y solo si, la diferencia b — a es mayor o
igual que 0. También se podria haber establecido la relacidén de orden en términos de
“n
(El simbolo < se lee “si y soélo si", se utiliza para expresar que dos afirmaciones
son equivalentes y lo utilizaremos con cierta frecuencia a lo largo del curso, de hecho,
ya lo hemos utilizado y seguro que se conoce de cursos anteriores.)

En la practica no es necesario calcular ninguna diferencia, basta con comparar las

expresiones decimales de los dos numeros. Por ejemplo, sabemos
898765 < 898873

porque la tercera cifra decimal del numero de la derecha es mayor que la del nimero
de la izquierda.
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6. Calcular la expresion decimal de los siguientes numeros reales, utilizando una cal-
culadora si es preciso, ordenarlos de mayor a menor:

__3 V3 9o @

4 2

Con respecto de la relacion de orden, se verifican las siguientes propiedades:

" a>a.
m Sia>byb>a,entonces a =b.
m Sia>byb>c¢ entoncesa > c.

s Sia > b, entonces a + ¢ > b+ c. Esta propiedad tendra bastante importancia
cuando estudiemos las inecuaciones.

m Sia>byc >0, entonces a-c > b-c Sicfuese negativo, entonces cambiaria
el sentido de la desigualdad. También sobre esta propiedad volveremos cuando
estudiemos las inecuaciones.

2.3. Redondeos y calculos aproximados

Todos los numeros reales tienen una expresién decimal, que puede ser exacta,
periddica o ninguna de las dos cosas, es decir, infinita y no periddica, como ocurre con
los irracionales. Por esta razon, a la hora de hacer célculos con ellos la forma decimal,
en muchas ocasiones no podremos trabajar con el numero exacto, sino con alguna
aproximacion. Por ejemplo, usamos la aproximacion 314 para el nimero , pero no es
su valor exacto, como todos sabemos.

Lo habitual es trabajar con redondeos de los numeros. Este concepto se hizo bas-
tante popular con la implantacion de la nueva moneda, ya que en algunos casos esos
redondeos no se hacian siguiendo las reglas adecuadas, a veces por desconocimien-
to, y otras veces por razones de todos conocidas. Recordemos en qué consiste el
redondeo.

Por ejemplo, los primeros decimales del nimero /2 = 1'4142135. ... Queremos
utilizar su valor aproximado redondeado al tercer decimal: el tercer decimal es un 4,
miramos al cuarto:

- Si el cuarto decimal es 0, 1, 2, 3 6 4; dejamos el tercero como esta.

- Si el cuarto decimal es 5, 6, 7, 8 6 9; aumentamos una unidad el tercer decimal.

Entonces, el nimero /2 redondeado al tercer decimal es 1414,
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7. Escribir la expresion decimal de los siguientes numeros reales, redondeando a la
segunda cifra decimal:

a)v3 b)3r «©

3| =

2.4. Operaciones con radicales

El primer ejemplo de nimero irracional con el que nos hemos encontrado es /2.
Estos numeros apareceran con bastante frecuencia, por lo que resulta conveniente
tener cierta soltura en su manipulacion. Haremos aqui un pequefio repaso de las ope-
raciones que se pueden hacer con los radicales.

Decimos que /16 = 4 porque 4% = 16. De la misma manera, decimos que V8 =2
porque 2% = 8.

En general,

La— v s b —u

Ya = b se lee raiz enésima de a.

n s un numero natural, se llama indice de la raiz. (Cuando no aparece ningun
numero en el indice, entendemos que éste es 2.)

a s un numero real llamado radicando. Si el indice de la raiz es par, el radican-
do sdlo puede ser positivo. Si el indice de la raiz es impar, el radicando puede ser
cualguier numero.

La raiz enésima de un numero también se puede escribir en forma de potencia.

Por ejemplo,
4

at
Il

ot
e

4 j
Esto es asi, porque (5i) oy Y

Por tanto, la raiz de una potencia se puede escribir como una potencia con expo-
nente racional. Por ejemplo,

B 3
53 = 54

Propiedades de los radicales
" Ya Yb = {a-b. Es decir, para multiplicar dos radicales, deben tener el mismo

indice. Por ejemplo,
V85 = V40

Si los indices no son iguales, se pueden reducir a un indice comun usando el
minimo comun multiplo. Por ejemplo, para calcular

VAT

calculamos el minimo comun multiplo de 3 y 5, que es 15. Ahora dividimos el
minimo entre cada indice y este resultado sera el exponente de cada radicando,

Va5 N = Vb7
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o % = \/;j Como en el caso del producto, para dividir radicales, éstos deben
’
tener el mismo indice. Por ejemplo,

Y lo mismo que en el producto cuando los indices no son iguales.

= {/{/a = ™{/a. Es decir, para hacer una raiz de una raiz, se multiplican los

indices. Por ejemplo,
VT = V7

A veces necesitamos conocer el valor aproximado de una raiz. Si se trata de una
raiz cuadrada, no hay mayor problema, ya que suele haber una tecla especifica en las
calculadoras al efecto. Para calcular raices de otros indices, debemos comprobar si
nuestra calculadora dispone de la funcion ;r:i, que habitualmente se encuentra sobre
la tecla de la multiplicacion,

Lo que quiere decir que, para utilizarla, hay que pulsar previamente la tecla (o

SHIFT |, depende del modelo,) que se encuentra habitualmente en la parte superior
izquierda, debajo de la pantalla.

Por ejemplo, queremos calcular /7. Entonces, pulsamos la secuencia de teclas
siguiente:

1
[7] [IN] [x] [58] =)

1'475773162

y obtenemos el resultado

con mas o menos cifras decimales, dependiendo de la capacidad de la calculadora.

8. Efectuar las siguientes operaciones con radicales:

AVIVIE YRS o 2D
dVv3 e V22
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v Los numeros reales, R, son los numeros racionales y los nimeros irracionales. Se
llaman irracionales a los numeros que no se pueden expresar como una fraccion de
dos numeros enteros.

v Los numeros irracionales tienen un desarrollo decimal infinito y no periodico.

v Las operaciones entre numeros reales, suma y producto, verifican una serie de propie-
dades naturales que nos permiten operar con ellos.

v~ El conjunto de los numeros reales se puede ordenar de manera que, dados dos nime-
ros reales, o bien son iguales, o bien uno es mayor que otro.

v Con los numeros reales, en particular con los irracionales, no siempre se puede traba-
jar de una manera exacta, sino que es conveniente utilizar aproximaciones redondea-
das de los numeros.

v Radicales:
Ya=>b 8 bt=a

Propiedades de los radicales:

o {a-V/b= Vab
va fa
® %-— 5

v Calculo de una raiz con una calculadora:

3k
Y
i e [5] 1'475773162

Los nuameros reales, al igual que los numeros racionales, también se pueden re-
presentar en una recta, la recta real. También ponemos los positivos a la derecha,
los negativos a la izquierda. Los enteros y los racionales ocupan el mismo lugar, y los
“huecos" que dejaban los racionales, se rellenan con los irracionales, de manera que
se supone que los reales rellenan toda la recta.

La representacion de los numeros irracionales no siempre es sencilla, algunas
veces es imposible hacerlo exactamente, aunque hay algunos casos en que si se
puede hacer de una manera sencilla.

Por ejemplo, para representar en la recta el nimero /2 podemos utilizar el teorema
de Pitagoras y dibujar un tridngulo rectangulo con catetos 1 y 1, de manera que la
longitud de la hipotenusa sea precisamente el nimero /2, como se indica en la gréfica

Los numeros reales, al igual que ocurria con los nimeros racionales, también tie-
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V2,

0 | VrE
Figura 1.3: Representacion de V2

nen la propiedad de densidad, es decir, entre cada dos numeros reales distintos ry y
ro siempre podemos encontrar infinitos numeros reales. Aunque, a diferencia de los
nameros racionales, los niimeros reales no dejan huecos en la recta, en este sentido
se dice que R es completo.

9. Representar en la recta real, utilizando el teorema de Pitagoras, los nimeros rea-
les:

a)vs  b)B.

10. Encontrar dos numeros reales distintos entre cada par de los siguientes:
a) 23451y 23461.  b) —3/125y —3/124.

3.1. Intervalos

Para describir conjuntos de numeros reales, resulta util a veces expresarlos como
trozos 0 segmentos de la recta, a estos trozos les llamamos intervalos, cuyos diferen-
tes tipos describimos a continuacion:

Intervalo cerrado. Por ejemplo, el intervalo [3, 5], son todos los numeros reales
que hay entre 3 y 5, incluidos el 3 y el 5, es decir,

B ={zcR:3 <z <5}

graficamente, son los puntos de la figura 1.4.

: s—e
0 3 5
Figura 1.4: Intervalo cerrado [3, 5]

La caracteristica fundamental de un intervalo cerrado es que estan incluidos sus
extremos, lo cual indicamos en la figura con los puntos “rellenos” en el 3y en el 5.
En general, el intervalo cerrado [a,b] es el conjunto que se puede describir de la
forma
[a,b)) ={zeR:a <z < b}

Intervalo abierto. Por ejemplo, (2, 4) son todos los numeros reales que hay entre
2 y 4, sin incluir los extremos, es decir,

(2,4)={zeR:2< 2 <4}
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graficamente, son los puntos de la figura 1.5.

: ~ ~
i O O

0 2 4

Figura 1.5: Intervalo abierto (2,4)

La caracteristica fundamental del intervalo abierto, es que no estan incluidos los
extremos, lo cual indicamos mediante los puntos “huecos” de la figura.

En general, el intervalo abierto (a,b) es el conjunto que se puede describir de la
forma

(a,b) ={z€eR:a<z<b}

También se pueden considerar intervalos que incluyan tnicamente uno de los ex-
tremos. Por ejemplo, (2, 3] en el que se incluye el 3, pero no el 2; el intervalo [—3,1) en
el que se incluye el -3, pero no se incluye el 1, etc.

Incluso se pueden considerar intervalos de longitud infinita. Por ejemplo, (—oc, 3]
son todos los numeros reales menores o iguales que 3, es decir,

(—00,3] ={zeR:z <3}

graficamente, son los puntos de la figura 1.6.

=i} - 5
0 3

Figura 1.6: Intervalo (—oc, 3]

Otro ejemplo, el intervalo (2, +oc) son todos los numeros reales mayores que 2 (sin
incluir 2), es decir,

(2,+0)={z €R: x> 2},

graficamente, son los puntos de la figura 1.7

f o

0 2
Figura 1.7: Intervalo (2, +o0)
(Recordamos que ~o es el simbolo que se utiliza para representar la idea de infinito,

no es un numero que se encuentre en la recta, por eso no lo incluimos en los intervalos.
La propia recta real se puede expresar como el intervalo (—oc, +00).)

11. Expresar como intervalos los conjuntos de numeros reales = que verifican las
siguientes condiciones:
ayz >0 b)-1<z<5 g)—3<x <3 gieas a7
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3.2. Valor absoluto, distancias y entornos

El valor absoluto de un nimero real = es el mayor entre = y —x, se denota |z|. Por
ejemplo, |5| =5, | — 3| = 3.
También se puede definir, de una forma mas precisa,

2] —x Siz<0
x| =
T siz>0

Lo que significa que cuando el nimero es negativo, le cambiamos de signo, y
cuando es positivo, lo dejamos tal como esta.

El valor absoluto verifica las siguientes propiedades:

Si a y b son numeros reales:

= |a| > 0, para cualquier nimero real a.
m |a-b|=|a|-|b].

m |a+b| < |a| + |b|. Esta propiedad, que se llama desigualdad triangular, expresa
que el valor absoluto de una suma es menor o igual que la suma de los valores
absolutos.

12. Describir los conjuntos de numeros reales x que verifican las siguientes condicio-
nes, utilizando intervalos si es preciso:
a)|z|=3 b) |z| <3 ezl =2

Una de las utilidades del valor absoluto es para expresar la idea de distancia
entre dos numeros reales, la distancia entre los numeros reales a y b es la diferencia
entre el mayor y el menor. Como no sabemos cual de ellos es mayor, si restamos
b — a podriamos obtener un nimero positivo o negativo, pero las distancias han de ser
siempre positivas, por esta razén, se define la distancia entre « y b como el nimero
|b —al.

Por ejemplo, la distancia entre -3 y 5 es |5 — (=3)| = |8 = 8, o bien,
| -3-5|=|-8l=8.

La distancia a su vez se puede utilizar para definir otro concepto que, si bien no
utilizaremos con mucha frecuencia en este curso, resultara importante a la larga, se
trata del concepto de entorno de un punto.

Se llama entorno de centro el nimero a y radio » > 0 al conjunto de numeros reales
x, tales que la distancia de z al centro del entorno a, es menor que r. Simbdlicamente,

E(a,r)={zeR:|z—a| <7}

También se puede expresar directamente como el intervalo (a — r, a + 7).
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13. Expresar en forma de intervalo el entorno de centro 4 y radio 3.

v Los numeros reales se pueden representar en una recta de la misma forma que hacia-
mos con los racionales, aunque con los numeros reales, los huecos que dejaban en
la recta los racionales, los ocupan los irracionales. De manera que los reales siguen
siendo densos y ademas completos en el sentido de que la recta real no tiene huecos.

v Diferentes tipos de intervalos de la recta real:
Intervalo cerrado [a.b] = {z € R : a < x < b} (se incluyen los extremos).
Intervalo abierto (a,b) = {x € R:a < x < b} (no se incluyen los extremos).
Intervalos de longitud infinita, por ejemplo, (—o0,b] = {z € R : 2 < b};
(atco) = {zie Rua< o}
—x Siz <0

v El valor absoluto de x es |z| = _ :
4z Sz

v La distancia entre los numeros a y b es |b— al.

v Se llama entorno de centro el nimero a y radio » > 0 al conjunto de numeros rea-
les z, tales que la distancia de x al centro del entorno a, es menor que r, es decir,
Elar)={zeR:|z—a|<r} =(a—ra+tr).

Como ya hemos dicho antes, los nimeros reales son los que vamos a utilizar a lo
largo de este curso. Pero no es el conjunto mas grande de numeros que se utiliza en
matematicas. La razon para esta nueva ampliacion del campo numérico es que hay
ciertas operaciones que no se pueden llevar a cabo sélo con los numeros reales.

En una unidad posterior repasaremos como se resuelven las ecuaciones de segun-
do grado, sin embargo, seguro que recordamos como se puede resolver la ecuacion

2’ —1=0.

Despejamos z?; x> = 1. Ahora nos preguntamos qué numero elevado al cuadrado, da
como resultado 1. Hay dos nimeros, +1y —1, ya que (+1)2 =1y (—1)? = 1. Decimos
entonces que la ecuacion tiene dos soluciones,

- i il O

De manera andloga, las soluciones de la ecuacién z> — 16 = 0 son z = ++/16 = +4.

28




La situacion cambia completamente para el caso de la ecuacion z2 + 1 = 0, ha-
ciendo las mismas operaciones que antes llegamos a 2> = —1.

¢,Cual es el numero real que elevado al cuadrado da 1? No hay ningun numero real
que satisfaga esta ecuacion, porque no tiene sentido la operacion /—1.

Al llegar a este punto, los matematicos decidieron que si éste no era un nimero
real, deberia ser un nimero de otra clase, y decidieron llamar a este nimero con la
letra i y de esta forma introdujeron lo que se llama unidad imaginaria, i = /—1.

Es decir, i es un cierto “nimero”, no real, tal que i> = —1. Con esta unidad imagi-
naria, podemos expresar los numeros siguientes, que no tenian cabida en el conjunto
de los nimeros reales, v/—4 = /4../—1 = 2i.

Y tendremos numeros de la forma 3 + 4i que llamaremos numeros complejos. El
conjunto de los nimeros complejos esta constituido por todas los nimeros de la forma
a + bi, donde a y b son numeros reales, se denota C, es decir,

C={a+bi:a,beR}

Dado un nimero complejo z = a + bi; al nimero «a se le llama parte real de z, y
se escribe Re(z) = a; al numero b se le llama parte imaginaria de z, y se escribe
Im(z) = b.

Silm(z) = 0, entonces el numero z = a + 0: es real, por tanto, los nimeros reales
estan incluidos en los nimeros complejos: R ¢ C.

Si Re(z) = 0, entonces el numero z = bi se dice que es un nuimero imaginario
puro.

14. Indicar si los siguientes numeros son reales, imaginarios puros o complejos en
general:

a)3+v/3; b) —3:;  ©imy  d) 34 /=

15. Expresar los siguientes nimeros como complejos en términos de la unidad ima-
ginaria i:

a)v—2; b)2++/-16; c) Y-8+ /=8

16. Sabiendo que la formula para resolver una ecuacioén general de segundo grado

—b+ /b2 — dac

az’+br+c=0esz = , resolver las siguientes ecuaciones, expresando

2a
sus soluciones en forma de nimeros complejos:
a)zi45=0 b4z +13=0" ©€)z*—8z+20=0

4.1. Operaciones con numeros complejos

Para hacer operaciones con numeros complejos no hay que hacer nada especial,
la unidad imaginaria i hay que interpretarla como un nimero mas, eso si, un nimero
que verifica i = —1. Vamos a ir viendo mediante ejemplos las principales operaciones.

Suma

29



Queremos sumar los complejos z; = 3+41Y 2o = —4+ 8¢, s6lo tenemos que sumar
parte real con parte real y parte imaginaria con parte imaginaria:

z1+2z=3+4)+ (—4+8) =—-1+12i.

Producto
El producto de dos numeros complejos se hace como se haria el de dos bino-
mios cualesquiera, pero teniendo en cuenta que > = —1. Por ejemplo, si queremos

multiplicar z; =2+ 3i y 2o = 3 — 54,

z1-29=(24+30)- (3—51) =6 —10i+ 95 — 1542 =6 — 10i + 9 — 15(—1) = 21 — i.
Dado un nimero complejo = = a+bi, se llama conjugado de z al nUmero complejo
Z = a — bi. El producto de un complejo por su conjugado es:

2 2,

2 % = [a+4 W)« (o =bi) = a* = (B2 =a® — b+ P = od® L V2.

Se llama médulo del numero complejo z = a + bi al nimero real

|z] = Va? + b2.

Entonces, el producto anterior se puede reescribir de la forma

gg= g
Division
Para dividir dos numeros complejos multiplicamos el numerador y el denominador
por el conjugado del denominador, de esta forma conseguimos que desaparezca i del
denominador. Por ejemplo, queremos dividir z; = 5 + 3i entre zy, = 8 + 74,
(5+3i) (8—7i) 40—35i+24i—214> 61—115 61 11

Z1

n (B+T) (8-T) 64 + 49 “ T3 13 13”
17. Dados los numeros complejos z; = 2 + 3i; zo = —3 + 20 ¥ 23 = 51, efectuar las
operaciones indicadas a continuacion:
a) z1 + 29 — 23 b) 21 - 29 + 23 C) 21 - 23 d) 21 + 29 - 23.
18. Dados los numeros complejos zy = 3 — 5i; 29 = 1 + 7i y z3 = —i, efectuar las

operaciones indicadas a continuacion (z significa conjugado de z):

H)ior-2r D) e e e )
2 z5
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Potencias de i
La potenciacion en los numeros complejos es exactamente igual que en los nume-
ros reales, salvo que las potencias de la unidad imaginaria presentan un comporta-
miento ciclico.
Calculamos algunas de ellas:
= 1, como en el caso de Ios numeros reales, cualquier nimero no nulo elevado
a 0 es 1.

i' = i, también aqui ocurre como con los niimeros reales.

i2 = —1, por la deflnlcmn de unidad imaginaria.

B =42i==1s

it =43 -i = —4- -.i = —i> = —(—1) = 1, y a partir de este momento empiezan a
repetirse Ios resultados

=446 =—1;¢" = —i, efc.

Entonces, si queremos calcular una potencia alta de i, sélo hay que dividir entre
cuatro y mirar el resto de la division. Por ejemplo, para calcular i**! = i* = —i, ya que

3 es el resto de la division de 231 entre 4.
También ocurre lo mismo cuando los exponentes son negativos.

19.

Calcular: a) (2i)1©  b) 1902,

Potencia de un niumero complejo

Como ya sabemos la forma de calcular las potencias de la unidad imaginaria, ya
podemos calcular la potencia de cualquier nimero complejo. Por ejemplo, queremos
calcular

(3 + 44)?
Utilizamos la formula del cuadrado de una suma, es decir,
(A+ B)* =A% +2AB + B?
cambiando A por la parte real del complejo y B por la parte imaginaria, entonces,
(3+4i)% = 3%+ 2:3-4i + (4i)* =9+ 24i + 16i* = 9 — 16 + 241 = —7 + 24i

En el caso de que las potencias sean mayores que 2, hay que férmulas del desa-
rrollo del binomio de Newton, esto es formulas para desarrollar (A + B)". Veamos de
una manera practica cémo se pueden obtener de una manera réapida estas formulas.

Por ejemplo, necesitamos obtener la formula correspondiente a (A+B)”. Entonces,
en primer lugar escribimos el triangulo de Tartaglia hasta su quinta fila. Recordemos
que el triangulo de Tartaglia es el siguiente, en el que cada numero se obtiene me-
diante la suma de los dos que estan inmediatamente sobre él.

1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
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Los elementos de la quinta fila van a ser los coeficientes del desarrollo del binomio.
Ademas, cada uno de ellos va ir multiplicado por los factores Ay B, elevados cada uno
de ellos a un exponente, segun la siguiente regla: A se empieza elevando a 5y se va
disminuyendo hasta llegar a 0; B se empieza elevando a 0 y se va aumentando hasta
llegar a 5. Asi,

(A+B)® = 1A°B°+5A4°B' +104°B% + 104°B% 4+ 54 B* + 14°B5
= A’ +5A4*B+104%B? + 104°B? + 5AB* + B®

Ahora podemos utilizar esta férmula para calcular, por ejemplo, (1+1)”, sustituyen-
do A por1y B pori,
(14+4)° = 1°+51% 4101342 + 101243 +51¢* + ¢°
= 14564 10(=1) + 10(—4) + 51 + i = —4 — 4i.

20. Calcular las siguientes potencias de nimeros complejos:
a)(2+42 b)(2-9% )1+ 2)*

4.2. El plano complejo

Los numeros reales se pueden representar en una recta, sin embargo, los numeros
complejos se representan en un plano, el plano complejo. La idea es representar
cada complejo de la forma z = a + bi, como el punto de coordenadas (a,b). La parte
real a se representa en el eje horizontal, llamado egje real; y la parte imaginaria b se
representa en el eje vertical, que se llama por esta razon eje imaginario (ver figura
1.8). Al punto (a, b) se le llama afijo del nimero complejo =.

Eje imaginario

Figura 1.8: Plano complejo
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21. ¢Donde se encuentran los afijos de los nimeros reales, es decir, de los complejos
de la forma z = a + 0i?

¢Donde se encuentran los afijos de los numeros imaginarios puros, es decir, de los
complejos de la forma z = 0 + bi?

22. Dibujar en el plano complejo el afijo del numero z = 3 + 4i.

- Calcular su médulo, ¢qué significado geométrico tiene el médulo en el dibujo?

- Calcular y dibujar su conjugado, ¢qué relacién geométrica hay entre el afijo del n-
mero y el de su conjugado? '
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En esta unidad empezaremos a utilizar los numeros reales de una manera practi-
ca. Los usaremos para entender el concepto de sucesion numérica. Una sucesion
de numeros reales es una coleccion de infinitos nimeros ordenados, por ejemplo, la
sucesion de los numeros pares

) A T b

En una sucesién nos va a interesar estudiar hacia dénde tienden los numeros de la
misma, si se acercan a alguno en concreto, si crecen indefinidamente, o cualquier otro
comportamiento. Este estudio es lo que denominaremos calculo de limites. Como un
ejemplo de un limite de una sucesion especial aparecera el numero ¢, de una impor-
tancia en Matematicas comparable a la del nimero =. Y, por ultimo, estudiaremos los
logaritmos, que son la operacion inversa de la potenciacion, en los cuales aparecera
el nimero e, recién estudiado.

SuUcesiones de/MIMErOSITEAICS . . .« ol - i« il ) = i el 2 nh «smin) =ta ey oy & e on 8 fur e 35
1.1.  Progresiones aritméticas y geométricas . . . . . . . . . ... oo 36
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) e T G O T i e A 46
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El conjunto de los numeros pares,
{2,4,6,8,10,12,...}

es un ejemplo de sucesion de numeros reales. Una sucesion de nuimeros reales es
un conjunto de infinitos nimeros reales ordenados. Se llama término a cada uno de
los numeros que la componen, y se denotan

{a1,as,a3,a4,...}

(a1 se lee “a sub 1", ay se lee “a sub 2", y asi sucesivamente. Habitualmente, para
simplificar la escritura, no usaremos las llaves.)

De manera que, en el ejemplo de los numeros pares, ay = 2; as = 4; ag = 6; etc. El
término que ocupa el enésimo lugar, es decir, el lugar n, se llama término general de
la sucesion, es la formula que nos permite calcular el valor de un término cualquiera
de la sucesion. Por ejemplo, en el ejemplo anterior, el término general es

dy = 271,

A partir del término general, se puede calcular cualquier término de la sucesién sin
mas que sustituir el valor correspondiente en n. Por ejemplo, el término que ocupa el
lugar décimo,

gig = 2: 10 = 20

Otros ejemplos:
- Los cuatro primeros términos de la sucesion de término general a,, = 3n + 1 se
obtienen dando a n los valores 1, 2, 3y 4:

2710, 18,
. — o —_ 2n
- Los primeros términos de la sucesion de término general a,, = 3 son
mn
2 468
2'3"4 8"
qgue simplificados, son

i 4 3 8

325"

- Los primeros términos de la sucesion a,, = n* — 1 son

0,3,8,15,...

1. Calcular los cinco primeros términos de las sucesiones cuyos términos generales
son:

a)ian——2n+1 b) b, = 2n3 g)ich =

n?

—=  Dd=3 eea=(-1)
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Un problema mas complicado en general, es el de determinar cual es el término
general, conociendo los primeros términos de la sucesion. No obstante, como vamos a
ver a continuacion, hay algunas sucesiones concretas para las que puede resultar mas
sencillo porque se puede utilizar una férmula, esto ocurre asi para las progresiones
aritméticas y geométricas que vamos a estudiar a continuacion.

1.1. Progresiones aritméticas y geometricas

Vamos a estudiar ahora dos ejemplos importantes de sucesiones que aparecen
con cierta frecuencia: las progresiones aritméticas y las geométricas.

Una progresion aritmética es una sucesion en la que cada término se obtiene a
partir del anterior, sumandole una cantidad fija que llamamos diferencia.

Por ejemplo, la sucesion de términos
8.5,7.9.11, . ...

es una progresion aritmética en la que la diferencia es 2.
La sucesion de términos
g, 1,—,~8, —& ...

es una progresion aritmética en la que la diferencia es -2.

Si el primer término de una progresion aritmética es a; y su diferencia es d, se
pueden calcular todos los términos de la sucesién. Por ejemplo, su segundo término
se puede calcular de la forma siguiente:

ag = ay +d;

su tercer término,
az = as + d = a1 + 2d;

su cuarto término,
ay = ag +d=ay + 3d;

y, en general, el término enésimo de una progresion aritmética es
an=a1+(n—1)-d

Esta férmula nos puede resultar Util para calcular la férmula del término general
de una progresion aritmética o el de una sucesion en la que aparezcan progresiones
aritméticas. Por ejemplo, la sucesién cuyos primeros términos son:

(&S]
w o

7T 9
591317
no es una progresién aritmética, pero su numerador y su denominador si lo son. El
numerador es una progresion aritmética cuyo primer término es a; = 3 y su diferencia
es d = 2, entonces su término general es a,, = 3+ (n—1)-2 = 2n+ 1. El denominador

es una progresion aritmética cuyo primer termino es by = 5 y su diferencia es d = 4,
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entonces su término general es b, = 5+ (n — 1) - 4 = 4n + 1. Entonces, el término
general de la sucesion inicial es

an _ 2n+1
b, 4n+1

Cp =

2. Calcular el término general de las sucesiones cuyos primeros términos son los
siguientes, en las que aparecen involucradas progresiones aritmeéticas:

i 1
e c) - Zing A0

E QF 3 D
a)10,15,20,25,30,35,...  b) 1,52, 7.3, e

b | =1

Recordamos también aqui, aunque no vamos a hacer uso de ella, la férmula para
calcular la suma de los n primeros términos de una progresion aritmética:

(a1t aq)-m

Una progresion geométrica es una sucesion en la que cada término se obtiene
a partir del anterior, multiplicandolo por una cantidad fija que llamamos razon.

Por ejemplo, la sucesion de términos
2,4,8,16, 32,64, . .

es una progresion geometrica de razon r = 2.
La sucesion de términos

{1

1

1, ;
' 2

o ?

il
P

(@]
O =
=~I

» . " 1
es una progresion geometrica cuya razon es r = .

Para tener completamente determinada una progresion geométrica solo es nece-
sario conocer el primer término a; y la razén, los demas se pueden calcular a partir de
ellos. El segundo término se calcula

el tercer término se calcula
ag =ds-r=4ar

el cuarto término se calcula
ay=az-r=4ay-r

y, en general, el término enésimo se calcula mediante la expresion

an =a; - ™1
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Por ejemplo, el término general de la progresiéon geométrica cuyos primeros térmi-
nos son
3,9, 27,81, . ..

es
Qp = ay - ?,,ﬂ.*]. = 5. Snfl =g

3. Calcular el término general de las sucesiones cuyos primeros términos son los
siguientes:

Tl
a)1,2,4,8,16,32,... Db)1,

.

1
"925'1257625°

€)2,—4,16,—32,64, ...

| =

También aqui recordamos la férmula para sumar los n primeros términos de una
progresion geomeétrica, que es

ai(l1 —7=r")

1—r

n:

1.2. Limite de una sucesion

La sucesién de término general a, = i tiene por primeros términos los si-
n
guientes:
4 3 8
1,5,5,33....

Si calculamos términos con valores altos de n en la sucesion anterior, cbservamos
como los términos van aproximandose cada vez mas al niumero 2, por ejemplo,

a100 = 1’98; aipon = 1’998; a1000000 = 1’999998

2n
n-+1

Por esta razén decimos que el /imite de la sucesion a,, = es 2, cuando n

tiende a oo, y lo escribimos,

lim &, = 2.
n—0Q

En general,

el limite de la sucesion a,,, cuando n tiende a co, es el numero L, si a,, esta pro-
ximo a L siempre que n sea lo suficientemente grande. En cuyo caso, escribimos

Vgl o= L
Nn—00

Cuando una sucesién tiene limite decimos que es una sucesion convergente. Si
no tiene limite, decimos que es una sucesion divergente.

Por ejemplo, la sucesion de término general a,, = n? no tiene limite, ya que a
medida que n aumenta, los valores de «,, no se aproximan hacia ningtn numero, sino
que aumentan indefinidamente. En este caso escribimos, lim (n”) = +oo, aunque

n—0oo
decimos que la sucesion es divergente.
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También se puede tener una sucesion divergente, sin que tienda a infinito. Por
ejemplo, la sucesion de término general a,, = (—1)", cuyos primeros términos son

=15 Ly=dsills —Limes;

también es divergente, ya que no se aproxima hacia ningin numero, sino que alterna
sus valores entre —1y 1.

De hecho se verifica la siguiente propiedad importante:

El limite de una sucesion, si existe, es unico.

4. Indicar si las siguientes sucesiones son convergentes o divergentes intentando
calcular sus limites mediante el calculo de términos con valores grandes de n:
3n 1
b) b, =3n+2 €)en——
+2 ) n ) T n

a) a, =
n

En la sucesion de términos,
1.3.5,7,8 .4

cada término es menor o igual que el siguiente, por esta razén se dice que es una
sucesion creciente.

En la sucesion de términos
g kL1 .
bl 21 3 ? 41 sERA
cada término es mayor o igual que el siguiente, por lo que se dice que es una sucesion
decreciente.

En general, diremos que:

La sucesion a,, es creciente, si a,, < a,1, para todo n.
La sucesion a,, es decreciente, si a,, > a,.1, para todo n.

Se dice que una sucesion es monoétona, si es creciente o decreciente.

5. Indicar si las siguientes sucesiones son o no mondétonas, calculando para ello los
primeros términos de cada una de ellas:

el
n

2
a)a, =2n+3 b) b, = = C) ey = (—2)" d) d, =

Todos los términos de la sucesion a,, = 2n+1, son mayores o iguales que 3, porque
los primeros son

TR
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por lo que se dice que la sucesion esta acotada inferiormente por el nimero 3, este
ndmero una cota inferior de a,,.

% i i n
Los términos de la sucesion a, =

n+ 1
el denominador es siempre mayor que el numerador, por lo que se dice que la suce-
sion esta acotada superiormente por el numero 1, y a este nimero se le llama cota
superior de la sucesion.

, Son menores o iguales que 1, ya que

En general, diremos que:

La sucesion a,, es acotada superiormente, si a,, < K, para todo n. Se dice que K
es una cota superior de a,.

La sucesion a,, es acotada inferiormente, si M < a,, para todo n. Se dice que M
es una cota inferior de a,,.

Se dice que una sucesion esta acotada, si lo esta superior e inferiormente.

Se tiene el siguiente resultado importante que relaciona monotonia, acotacion y
convergencia de una sucesion:

Si una sucesion es mondétona creciente y acotada superiormente, entonces es con-
vergente.

De manera analoga, si una sucesion es monotona decreciente y acotada inferior-
mente, entonces también es convergente.

Por ejemplo, la sucesion a,, = 1 es convergente, porque es monoétona de-
n

1 1 =

= = an+1, para todo n y ademas, es acotada
n+1 n+2
inferiormente, ya que 3 < ay, para todo n. Entonces, la sucesion es convergente, es

decir, tiene limite. Aungue no sepamos cual es.

creciente, ya que a, =

6. Estudiar la acotacion de las siguientes sucesiones, calculando algunos términos

de la sucesion: )

n n° —2
——— b) b, =1+ n? c) ¢, = dd,=——
dn+1 ) b s ) en 1 ) dn w41

a) a, =
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Recuerda

2. Calculo de limites

El célculo del limite de una sucesion se puede hacer calculando valores de tér-
minos con n grande, sin embargo, en la practica este procedimiento puede resultar
largo e inexacto. Vamos a ver ahora cémo se pueden calcular limites de sucesiones
utilizando algunas propiedades que verifican.




2.1. Operaciones con limites. Indeterminaciones

El limite

} 2n
7111—120 (3 * n 4+ 3)

se puede calcular sumando los dos sumandos que aparecen en el término general de

la sucesion,
2 LS 9
lim 3+ i = lim i =5
n—00 n-+3 n—oco \ 1+ 3

ya que es 5 el numero al que se aproximan los valores de a,, para valores de n sufi-
cientemente grandes.
Ahora bien, si calculamos los limites de los sumandos por separado,

lim (3) = 3 (porque es una sucesion constante.)
n—0C

2n
lim ( ~ ) = 2 (dando valores grandes a n.)
n—oo \ 1+ 3

Vemos que el resultado de la suma de estos dos limites coincide con el limite de
la suma. Esto mismo ocurre con el resto de las operaciones aritméticas. En particular,
se pueden realizar las siguientes operaciones entre limites:

Si lim a, = Ay lim b, = B, siendo Ay B nimeros (finitos), entonces:

—00 n—0oC
» lim (ap, £b,) = A+ B.
n—oo

m lim (k-a,) = k- A, donde k es una constante cualquiera.

n—oo

m lim (a, b,) = A B.

n—oo

B ]lim (%") = é si B#0yb, # 0, para todo n.

n—oo el B

= lfm (a,)" = AP, si Ay B no son ambos nulos.

n—oo

Si sumamos o multiplicamos dos sucesiones que tienden a oo, entonces el resul-
tado también tiende a oo, lo que significa que,

0o +isi=ioa o000 =00

Ahora bien, si dividimos dos sucesiones que tienden a oc, el resultado puede ser
cualquier cosa. Por ejemplo, las sucesiones siguientes esta formadas por cocientes en
los que numerador y denominador tienden ambos a +oc, sin embargo, los resultados
de los limites de los cocientes, después de simplificar, son distintos:

4n 4 n 1 L
lim — = lim - =2 Iim — = lim — =0 lim — = lim (n) = +oc
n—oc 21, n—oo 2 nooon? mnoson n—oo 11 n—o0
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Por esta razon, decimos que — es una indeterminacion. Es decir, se trata de una

operacion entre limites que puedoecdar lugar a diferentes resultados. Cuando aparece
una indeterminacion, al calcular un limite, tendremos que hacer operaciones, hasta
que ésta desaparezca.

Hay siete indeterminaciones, algunas de ellas apareceran en este curso y algunas
otras en el curso proximo. Son las siguientes:

1°¢ 00 0

Es importante sefialar que el hecho de que aparezcan indeterminaciones no esta
directamente relacionado con que aparezca el infinito. De hecho, puede haber opera-
ciones (entre limites) en las que haya infinitos y que no sean indeterminadas. Ademas
del ejemplo con el que hemos empezado a hablar de las indeterminaciones, incluimos
a continuacién unos ejemplos de operaciones en las que, si bien interviene ~c, no son
indeterminadas:

o0+ 00 =00 xo+4d=0 00+ 00 = DO 00 =60 0 P=—=0

T 1
5-c0=400 (-6)rco=—00 —=0 o’=00 o0Zl=—=0
oo 6. @]
No conviene memorizar estas operaciones, ya que los resultados son bastante
I6gicos y se iran aprendiendo a medida que se utilicen.

7. Sabiendo que lim a, = oo; lim b, = oc; lim ¢, = 3; lim d,, = 0; calcular los
Nn—00 n—00 n—oo n—0C

siguientes limites de sucesiones cuando sean determinados, e indicar la indetermina-
cién correspondiente en otro caso:

a) lim (a,-b,) b) lim (&) c) lim (b,)% d) lim (@) e) lim (%)
n—ea b d

n—o0 n n—oo n—oo Iy n—oG a‘TL

2.2. Reglas practicas para el calculo de limites

Calcular un limite de una sucesion, salvo que el limite sea determinado, consiste en
intentar deshacer la indeterminacion que aparezca. Vamos a ir analizando, mediante
ejemplos, la manera de manipular las indeterminaciones.

e Limite de un polinomio
El limite de un polinomio es +oc, dependiendo del signo del coeficiente de mayor
grado. Por ejemplo,
lim (3n° 4+ 3n — 1) = 400

n—oe

lim (—4n3 + 5n° — 3n — 10) = —c0
n—oo
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La razén es que cuando n toma valores grandes, el valor del primer sumando siempre
es de un orden de magnitud mucho mayor que los de los demas y se impone a éstos.
Por lo que sdlo importa el signo de su coeficiente.

e Limite de una constante entre un polinomio
Empecemos con el limite siguiente, que ya ha aparecido antes,

i
lim — =0.
n—oo n,

y 1
Porque, si calculamos valores de a,, = — para n grande, obtenemos
n

aig =01 a100 = 0’01 awgoo = 0'001, etc.;

que son valores cada vez mas proximos a 0.
Exactamente lo mismo ocurrira si ponemos cualquier otra constante y cualquier
otro polinomio, por ejemplo,

lim A =
n—oo 3n? “+n—2 a

Ya que el polinomio siempre tiende a +oc.

8. Calcular los limites siguientes:

n—oo n—co 1, n—oo 7?,2 +3

2
a) lftm (3n3 + 4n —3) b)Rlims— ¢) lim (n2+ o )

= = - " — O
e Cociente de polinomios. Indeterminacion —
0.0]

Por ejemplo, queremos calcular el limite

, 5n?—5n4+6
Im ————
n—oo N2 4+ 2n 4+ 5

Tenemos una indeterminacion del tipo —, que se puede deshacer dividiendo nu-
o
merador y denominador por la n de mayor grado.

5n2 Bn 6 5 6
. 2 —Bn+6 . i T mE . 9T ntE 5-0+40 5
= i =5 = lim = =-=25
n—oo n2+2n+5 n—oo T 2n 8 n—>cxsl+g+i 1404+0 1
R g no n?
En general, se cumple
a s
T Sl =1
. az™ + bzl 4 ... (5 ‘
lim =10 sin<m

n—eco cg™ +dz™ 14 ...
‘oo Sin>m
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(En el caso n > m el signo del oo depende del signo de g)

Este mismo procedimiento se puede aplicar incluso cuando no son polinomios el
numerador y el denominador. Por ejemplo, para calcular el limite

vnd + 3n + 2n?

Para deshacer aqui la indeterminacion, dividimos numerador y denominador por
n?, aunque para dividir dentro de la raiz habra que elevar al cuadrado y, por tanto,

dividir por n*.
N 14+ —+2
fh YEAIOHIE . VRl ol = Jin 3 Vi+0+2 3 _
nooo 3nZ—bn+1 n—co 302 bn 1 nwx . 5 1 3-0+40 3
n?2  n? ' n? n n?
9. Calcular los limites siguientes:
a) 1f 3n® — 3n b) 1f n? +3n+ 2 o)l vni4+1l+4+n
1m = 1M S
n—oo 213 + 5n2 — 3n + 2 n—oo 213 — 3n + 10 n—os 3N— o

¢ Diferencia de expresiones irracionales. Indeterminacion oc — o
Por ejemplo, queremos calcular el limite
(\/2n2+1— \/n2—2)

Ahora tenemos una indeterminacion del tipo oo — oc, que se puede deshacer mul-
tiplicando y dividiendo por la expresion conjugada.

lim
n—oo

(\/WT— Vn?2 —2) (\/2n2+1+\/n2 —2)

lim (\/2n2+1—\/nz—2) = |fin

Lo e (\/?zn? +1+vn?— 2)
2

n°+3 OF o

= Ilim —, dividimos por n
n—o0 /202 + 14+ v/n? —2 (DG P )
= lim " n = ol = 400
"~ n—oo 1 B 240 L —i B
Jrr it Y
n n

También es posible que aparezca la indeterminacion oo — oo en una diferencia de
dos cocientes de polinomios que tiendan ambos (los cocientes) a oc. En este caso,
basta con restar las dos fracciones, de manera que aparezca un unico cociente y

F " o .0]
proceder como en el caso de la indeterminacion —.
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3. Numero e

3.1. Definicidn
Consideremos la sucesién a,, = (1 + %)n 2

El Iimite de la base,
l{m (1+l) =14+0=1
mn

n—oo

y el limite del exponente es occ. Sin embargo, vamos a ver que 1°° no es igual a 1,
como puediera parecer a simple vista.
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Para ello calculemos algunos valores de a,,,

n | 1 2 3 4 10 100 1000 10000 1000000

a, | 2 225 237037 2'4414 259374 2'70481 271692 271814 271828

En la tabla anterior, observamos que los valores se van aproximando hacia un
numero, menor que 3. Este numero se denomina el nimero e, que se define precisa-
mente como el limite de la sucesion anterior,

1 n
lim (1 + —) —e
n—o0 n
y su valor aproximado es

e = 2/718281828459...

Es un nimero de suma importancia en matematicas, comparable a la importan-
cia del numero 7. Se puede demostrar que es irracional, es decir, que no se puede
expresar como una fraccion entre nimeros enteros.

También se puede obtener el niumero e como el limite de cualquier sucesion de la
donde lim ¢, = oo.

forma
. 1 Cn
Iim (14 — =g
=00 Cn,
n—oco

3.2. Calculo de limites con indeterminacion

100

Todas las sucesiones en las que aparece la indeterminacién 1°° estan relacionadas
con el numero e. La manera de calcularlas consiste en intentar escribir el limite de
manera que aparezca como un limite de la forma anterior.

Veamos un ejemplo. Queremos calcular el limite

§ (n + 1)”
lim
n—oo \ n — 2
41

Como lim B = 1y lim (n) = oo, estamos ante una indeterminacion del

n—oo \ N — n—oo

tipo 1°°. Una manera de calcular este limite consiste en hacer transformaciones hasta

L g - »
expresarlo de la forma lim (1 + —-) ,donde lim ¢, = co. Este limite es también el

n—00 Ch n—o0

nuamero ¢, como hemos comentado antes.

1 n 1 n 3 T
B (”+ ) o (1+”Jr —1) — M (1+ )
n—eoo \ N — 2 n—oo n—2 n—o0 n—2
1 \EIE) e
= lim 1+ T3y = (:'n_’ocn == 63
L ( 3 )
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Otra forma de calcular los limites con indeterminacion 1°° es utilizar directamente
la formula siguiente:

lim (ap, — 1) b
1fm (an)b-n — en—wo( n ) n
Nn—00

Esta formula se puede deducir utilizando argumentos similares a los usados en el
ejemplo anterior.

Es importante destacar que el uso de la formula anterior o las operaciones descri-
tas en el ejemplo, estan condicionadas a que la indeterminacion sea del tipo 1°°. En
otros casos de potencias, el limite puede resultar mucho mas sencillo de calcular. Por
ejemplo, el siguiente limite no es indeterminado:

2 n
lim (n+1) =00® =
n—oo \ T+ 3

A e T R MR Gm RN Em A M S IS G AT SR R S AR M R S B W G A M G A O S BN BR AR GE AR TR W SR SR D RR DR SR AR N SR IE W SR N Sm S AW DS

11. Calcular los limites de las siguientes sucesiones en forma de potencia:

[ m+1\ armve /208 —6n)\ >
a)n]ﬁ“c}o(n2 T 3) o) (n2 Y 3) I ( -5 )

Recuerda

- e -
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4.1. Potencias

Suponemos que el alumno ya esta familiarizado con el uso de las potencias. No
obstante, vamos a incluir aqui un pequeno repaso de los conceptos fundamentales.
Por ejemplo,
4$#=4.4-4

Una potencia se puede entender como una abreviatura de un producto de un nimero
por si mismo. En el ejemplo 43, 4 es la base de la potencia y 3 es el exponente.
Las potencias verifican las siguientes propiedades:

Sia > 0y p, ¢ son nimeros cualesquiera, entonces:
1
1

ea’ =1 sa =a eaP= pr; e af - gl = aP™?
a :
P P
a a\P a
e — =aP 7 e (aP)? = aP? o(a-b) =aP-b" e (—) = —
ad b by

Ademas, si m, n son numeros enteros, una potencia se puede convertir en una raiz
mediante la siguiente relacion

Por tanto, todas las propiedades que verifican las potencias también las cumplen las
raices.

4.2. Definicion de logaritmo. Propiedades

Un logaritmo es la operacion inversa de una potencia. Por ejemplo, si 52 = 25,
diremos que el logaritmo en base 5 de 25 es 2, es decir, el logaritmo de un nimero es
el exponente que al que hay que elevar la base para que resulte tal nimero. Esto que
parece un trabalenguas quiza quede mas claro en la siguiente definicion:

abt'=b < log bhi='p

donde a > 0.

Por ejemplo; log; 25 = 2, porque 5 = 25; log, 81 = 4, porque, 3* = 81; etc.

Debido a la relacion entre los logaritmos y las potencias, todas las propiedades de
éstas se traducen en propiedades de los logaritmos, que vamos a estudiar a continua-
cion mediante ejemplos.

En primer lugar, observemos que solo existen logaritmos de numeros positivos, por
ejemplo, logs(—3) no existe porque no hay ningin numero al que se pueda elevar 3
para que resulte —3.

log,1 =0
Por ejemplo, log, 1 = 0, porque 4° = 1.

loghai=1
Por ejemplo, log; 5 = 1, porque 5' = 5.

IOga("E 3 y) = loga. g loga y
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Por ejemplo,
logy(4 - 16) = log, 4 + log, 16.

En efecto; por una parte log,(4 - 16) = log, 64 = 6; y por otra, log, 4 = 2 y log, 16 = 4.

Ioga (f) = logam ey logay
Y

Por ejemplo,
243
log (?) = logy 243 — log3 9

24
Ya que, logs (TS) = log, 27 = 3 y, por otra parte; log; 243 = 5 y logy 9 = 2.

log,z? = p - log, =

Por ejemplo,
log, 8 = log, 8 - log, 8 - log, 8 = 3 - log, 8
Esta ultima propiedad se puede aplicar también al caso de una raiz, por ejemplo,
3

1
log, /8 = log, 87 = % log, 8 = 5

12. Calcular el valor de los siguientes logaritmos haciendo uso de las propiedades
adecuadas para simplificarlos:
14

a) logs V32 b) logs (%) c) logy (é . 5‘8> d) logg 1 e) log, (?)

4.3. Formula del cambio de base

Hasta ahora los ejemplos que hemos hecho siempre se han podido calcular sin
ayuda de calculadora, porque eran exactos. Sin embargo, algunos logaritmos no se
pueden calcular de forma exacta. Por ejemplo, log, 3. Es evidente que el numero al
gue hay que elevar 2 para que dé 3, es alguin numero entre 1y 2, ya que 3, esta entre
2 y 4. Para calcular este logaritmo hay que utilizar una calculadora.

Sin embargo, la calculadora solo posee dos teclas que permiten calcular logaritmos
de dos bases concretas:

Por una parte esta la tecla qgue permite calcular logaritmos en base 10. Por

ejemplo, para calcular log,, 7, pulsamos 7 y a continuacion y obtenemos,
log,o 7 = 0'84509804...

Los logaritmos en base 10, se llaman logaritmos decimales, a veces se denotan
log 7, sin especificar la base, aunque puede resultar una notacién confusa y creemos
recomendable utilizar log.
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La otra tecla, que suele encontrarse al lado de la anterior, es |In|. Esta tecla sirve
para calcular logaritmos en los que la base es el numero e. Estos logaritmos, que se
llaman logaritmos neperianos o /ogaritmos naturales se denotan In7 = log, 7. Por
ejemplo, podemos comprobar con la calculadora que In 7 = 1'945910149...

Nota: En los libros de matematica superior se utiliza indistintamente In(x) o log(x) para referirse
a los logaritmos neperianos, por esta razodn la utilizacion de la notacién logax puede resultar confusa
para referirse a los logaritmos decimales y es preferible usar log,, . No obstante, lo importante es no
confundirse y se puede usar cualquier notacién siempre y cuando sepamos de qué estamos hablando.

Entonces, tenemos dos teclas en nuestra calculadora, una para los logaritmos de-
cimales y otra para los logaritmos neperianos (base el numero ¢), pero, ;qué podemos
hacer para calcular log, 3?7 Pues necesitamos expresar este logaritmo en alguna de las
dos bases de la calculadora.

Veamos coémo hacerlo. Queremos calcular = = log, 3 lo que equivale, en forma de
potencia, a la expresion 2* = 3.

Entonces, tomando logaritmos neperianos, se verifica In 2* = In 3 y, utilizando las
propiedades de los logaritmos, se puede escribir z - In2 = In 3.

Por ultimo, despejando z, obtenemos

- In3

z = — = 1584962501
T 9 58496250

Hemos comprobado entonces, que

Si hubiésemos utilizado logaritmos decimales, habriamos llegado a

logy 3
logy 3 = ——
%622 Togy0 2
En general, se verifica
Inb lo b
log, b = _ 10810

na logg a

Que es la férmula que sirve para cambiar de base un logaritmo, con el objeto de poder
calcularlo mediante la calculadora. Por supuesto, esta formula se puede usar también
para cambiar a cualquier otra base, aunque evidentemente estas dos bases, 10y e,
son las bases a las que se suele cambiar, ya que son las Unicas que aparecen en las
calculadoras.

13. Calcular los siguientes logaritmos, utilizando la férmula del cambio de base y la
calculadora:
a) log 7 b) logys 4 c) logg 12'3

14. Calcular el valor de x en las siguientes ecuaciones:
a)3*=>5 b)i&* —15 c) H0* =07
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La resolucion de ecuaciones constituye el problema central de la parte de las mate-
méticas que denominamos Algebra. En este unidad repasaremos las técnicas para
resolver las ecuaciones de primer y segundo grado, ya estudiadas en cursos anterio-
res, y aprenderemos a resolver otro tipo de ecuaciones: exponenciales y logaritmicas.
También veremos como se pueden resolver inecuaciones, que son otro tipo de proble-
mas en los que, en lugar de una igualdad como ocurre en las ecuaciones, tenemos
una desigualdad. Para acabar, repasaremos las técnicas para resolver sistemas de
ecuaciones lineales (de primer grado) y estudiaremos una técnica nueva, util cuan-
do el nimero de ecuaciones e incognitas del sistema es superior a dos, el llamado
metodo de Gauss.
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Una ecuacidén es una igualdad en la que aparece una letra que representa un
numero que queremos calcular, llamada incognita. Por ejemplo, en la ecuacion

r+3=4

la incognita es . Esta ecuacion nos dice que = es un numero que, sumado con 3, es
igual a 4.
Resolver una ecuacion es encontrar el valor de la incognita.

1.1. Ecuaciones de primer grado

Una ecuacion de primer grado es cualquier ecuacién que se puede reducir a la
forma
= b

En otras palabras, es una ecuacion en la que la incognita aparece elevada a 1. Por
ejemplo, son ecuaciones de primer grado las siguientes:

A H i
e +E5="T; (z+2)-3=56z+T; 5 +3=-2(x—-2)
Vamos a ir recordando mediante ejemplos como se pueden resolver las ecuaciones
de primer grado:
= Por ejemplo, la ecuacion

20 —4=-3zx+x+10

Agrupamos los términos en x en uno de los miembros y los que no llevan x en
el otro,
20+ 3z —x =10+ 4,

entonces,
dap = 14

La solucién es un numero que multiplicado por 4, dé 14, que se obtiene dividien-
do 14 entre 4,

= Sj la ecuacion contiene paréntesis, quitaremos éstos en primer lugar, para tener
una ecuacion como la anterior. Por ejemplo,

2xz—2)—3(z+1) =2+ 3(x—1),
guitamos los paréntesis,

20 —4—-3xr—-—3=2+3x—3,
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separamos los términos en x y los independientes,
2r -3z —-3x=2-3444+3 & -4z =6,

ahora, podemos cambiar de signo a la ecuacién para que la = quede positiva
(aunque no es imprescindible) y despejamos el valor de z,
-6 -3

4dr = —6 r=—
1 6 < x 1 5

= Sj la ecuacion contiene denominadores, éstos se eliminan utilizando el minimo
comun multiplo. Por ejemplo, la ecuacion
z+2 x-—2 20 —1
= =3+

3 5 30
El minimo comun multiplo de 3, 5 y 30 es 30. Dividimos 30 entre cada denomi-
nador y multiplicamos el resultado por el numerador. Cuando algun término no
lleve denominador, consideramos que es 1.

10{z +2) = 6(z — 2) =90+ 2z — 1,

y ya estamos en la situacién del ejemplo anterior. Eliminamos los paréntesis,
agrupamos términos y despejamos .,

100 4+20—6x+12=904+2r — 1 &2 =0T =

o]

1. Resolver las siguientes ecuaciones de primer grado:
a)2z+1=5 2)) P S =8 =) = c)3(2z—3)+4x=5(x+4) -9

d)5(x—2)=5z+9  €)5(z—2)=5z—10 f)§+3=59:

.’L‘+1;2£E_7

3z+5 ba+4d 77
2 4 j

e

el = 6 9 18

h)

Una de las aplicaciones inmediatas de las ecuaciones de primer grado es la de re-
solver problemas. La resolucion de problemas mediante ecuaciones, y la resolucion de
problemas en general, son la parte mas complicada de las matematicas. No hay reglas
que sirvan para todos los casos. El Unico secreto esta en intentar resolver muchos, aun
de esta forma siempre tropezaremos con alguno que, simplemente no salga.

Empecemos con un ejemplo de los clasicos: Un padre tiene 37 arios, y las eda-
des de sus tres hijos suman 25 afos. ;Cuédntos afios han de transcurrir para que las
edades de los hijos sumen como la edad del padre?

Nos preguntan por los afios que han de transcurrir para que ocurra alguna cosa.
Esta va a ser la incognita, x = afos que han de transcurrir.
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El padre tiene ahora, 37 anos. Dentro de x afios tendra
3T+

Los hijos tienen ahora, entre los tres, 25 afios. Dentro de x afios tendran
25 4+ 3z

ya que pasan x anos para cada uno de ellos.
Entonces, queremos que las dos expresiones anteriores sean iguales. Ya tenemos
la ecuacion,
374+ x =25+ 3x

Resolvemos la ecuacion y obtenemos que = = 6 afos. En efecto, dentro de 6
anos el padre tendra 37 + 6 = 43 afos. Y la suma de las edades de los hijos sera
254 3 - 6 = 43 anos tambien.

Otro ejemplo: En un hotel hay habitaciones dobles y sencillas. En total hay 50
habitaciones y 80 camas. ;Cudntas de las habitaciones son sencillas y cudntas son
dobles?

Llamemos = al numero de habitaciones sencillas. Entonces debe haber 50 — z
habitaciones dobles. Para calcular el nimero de camas habra que sumar el numero
de habitaciones sencillas, ya que en cada una hay una cama; mas dos veces el nimero
de habitaciones dobles,

x+2(50—z) =80

Resolvemos la ecuacién y obtenemos = = 20. Por tanto, hay 20 habitaciones sencillas
y 50 — 20 = 30 habitaciones dobles.

En los dos ejemplos que acabamos de ver se pone de manifiesto la importancia
de elegir cual va a ser la incognita, es decir, el niUmero que queremos conocer, el que
nos preguntan. El resto de la resolucion del problema consiste en releer el enunciado
e ir traduciendo el texto al una ecuacion por medio de z.

2. La suma de tres numeros enteros consecutivos es 66. Calcular los tres ntimeros.

3. Una persona ha invertido 1000 euros en dos tipos de acciones. Una parte de la
inversion le ha reportado unos beneficios del 2 %, mientras que con la otra parte ha
ganado un 3 %. Calcular qué parte de los 1000 euros ha invertido al 2% y qué parte
al 3%, sabiendo que ha ganado 28 euros en total.

4. Un camicn sale de una ciudad a una velocidad de 100km/h. Una hora después
sale un coche en la misma direccion a 120km/h. ¢;Cudnto tiempo tardard el coche en
alcanzar al camion?

Dado que la resolucion de problemas mediante ecuaciones se ha estudiado am-
pliamente en cursos anteriores no le dedicaremos mas espacio, ya que no es el objeti-
vo fundamental de esta unidad. Sin embargo, si no se domina la técnica, es recomen-
dable que el alumno repase estos conocimientos.
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1.2. Ecuaciones de segundo grado

Una ecuacion de segundo grado es cualquier ecuacién que se puede reducir a
la forma
ar’ +br+c=0

Esta es una ecuacion de segundo grado completa, porque contiene todos los términos
posibles. Si falta alguno, (b 0 ¢ ya que si faltase ax?, no seria de segundo grado) en-
tonces es una ecuacion de segundo grado incompleta. Vamos a empezar resolviendo
las ecuaciones incompletas.

Por ejemplo, queremos resolver la ecuacion

2% —32=0
Despejamos 2,
9 32
" =—=1
7 5 6
Entonces, = es un numero que, elevado al cuadrado, es 16. Hay dos posibilidades,
L= :t\/l— =14
En este caso, tenemos dos soluciones = = +4y z = —4.
Otro ejemplo,
24+1=0

Este ejemplo ya ha aparecié cuando estudiamos los nimeros complejos. Si despeja-
mos & como antes, llegamos a
Tz ==xv-1

Ya sabemos que estos nimeros sélo existen en el conjunto de los nimeros complejos,
en cuyo caso las soluciones son = = -+i. Sin embargo, en esta unidad s6lo conside-
raremos como validas las soluciones reales. Por tanto, cuando obtengamos una raiz
cuadrada de un numero negativo, diremos que la ecuacion no tiene solucion.
Seguimos con las ecuaciones de segundo grado incompletas, pero ahora supon-

gamos que falta el término independiente, es decir, el que no contiene . Por ejemplo,
la ecuacion

> —32=0
Sacamos z factor comun,

z(x—3)=0
Entonces, razonamos de la siguiente manera: lo anterior es un producto que es igual
a 0, por lo tanto, necesariamente uno de los dos factores ha de ser nulo,

o bienaz =0, obienz — 3 =0,

las soluciones son z =0y xz = 3.

5. Resolver las siguientes ecuaciones de segundo grado incompletas:
a)2z? — 50=0 b) 22 =4 C)2z2+6=0 d)'5z? =0

6. Resolver las siguientes ecuaciones de segundo grado:
a)2z? -3z =0 b) 22 + 5z =0 e)rt =2z d) =22 Uy =10
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Recordemos ahora cémo se resuelve una ecuacion de segundo grado que conten-
ga todos los términos, es decir,

ar’ +br+c=0

En primer lugar, vamos a obtener la formula. No es preciso recordar de memoria el
modo de obtener la férmula, aunque si puede resultar un buen ejercicio intentar com-
prenderla. Lo que resultara importante seré recordar la férmula y aprender a utilizarla.

Empezamos pasando el término independiente al miembro derecho de la ecuacion,

az? + bz = —c,
multiplicamos toda la ecuacién por 4a,
4a’a? + dabx = —4ac,

sumamos b” a la izquierda y la derecha, de esta forma los dos miembros seguiran
siendo iguales,
4a’2? + dabz + b% = b® — dac

Recordemos que el cuadrado de una suma es
(A+B) = A4 2AB + B®

Si observamos el miembro izquierdo de la nuestra ecuacion, vemos que se trata del
desarrollo del cuadrado de una suma, en la que A es 2ax, y B es b. Entonces, la
ecuacion se puede escribir de la forma

(2ax + b)? = b? — 4ac
Ahora, quitando el cuadrado del miembro izquierdo, obtenemos
2ax + b= £\ b? — 4ac,

despejando =,

2aqr = —b+ Vb? — dac

pasamos ahora el factor 2a dividiendo a la derecha,

. —b4 Vb? —4dac
o 2a

En definitiva, para resolver la ecuacion de segundo grado

a:r:2—l—bsc—|—c:0

se utiliza la formula

—b+ Vb2 — 4ac
T =
2a

Por ejemplo, queremos resolver la ecuacion

2?+z—-6=0
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Los coeficientes de la ecuacion son
a=1 b=1 e = =0,

sustituimos en la férmula,

poTlEVI*P—-4-1.(-6) -—1+v25 -—145
o 2.1 A

y separamos las soluciones,

—14 & =1-—5
2

r] =

7. Resolver las ecuaciones de segundo grado siguientes:
a)z2—3z4+2=0 Db)z?2—4z+4=0 ¢)2z2%+z+5=0

En la actividad anterior hemos visto las tres posibilidades que pueden darse a
la hora de resolver una ecuacién de segundo grado: obtener dos soluciones reales
distintas, una solucion real y ninguna solucion. A las soluciones de una ecuacién de
segundo grado, y de una ecuacion en general, también se les llama a veces raices.

También hemos podido comprobar que el nimero de soluciones no depende mas
que del valor del numero que aparece dentro de la raiz cuadrada. A este nimero se le
llama discriminante, que vamos a denotar por A

A =b* — dac
= S| A > (), la ecuacion tiene dos raices reales distintas.

s Si A =0, la ecuacion tiene una raiz real doble.

s Si A < 0, la ecuacion no tiene raices reales.

A partir de las soluciones de una ecuacién, se puede reconstruir la ecuacién de la
gue provienen. Por ejemplo, si una ecuacion de segundo grado tiene dos soluciones,
x1 = 4, xs = 5, entonces se puede escribir de la forma

(z—4)(z—5)=0

Es evidente que esta ecuacion tiene soluciones 4 y 5, ya que para que el producto sea
nulo, debe serlo alguno de los dos factores = — 4 0 2 — 5, de donde se obtienen las
soluciones.

Si multiplicamos la expresién anterior,

;?:2—5:1:—4:1;+20:0@3:2—9$+20:0

El coeficiente de la = es la suma de las dos soluciones cambiada de signo, y el tér-
mino independiente es el producto de las dos soluciones. Entonces, en general, si
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S =z + 22 es la suma de las soluciones y P = z; - 25 es el producto, la ecuacion de
segundo grado de la que provienen es

2’ —Szx+P=0

8. Indicar el nimero de soluciones de las siguientes ecuaciones sin resolverlas, utili-
zando el discriminante: s
a)z?—6z+5=0 Dbyz’+z+1=0 c¢)a?-10z+25=

9. Escribir una ecuacién de segund
a)2: b)38y -5  ¢)4, doble

y o

e W M e S S RN SN RS BN SN NS B W S N S MS WY B S Y R DD U M BN DN N AW B BN BT NN R D BN AN NS NS B BT S BN BT S N BN N I RS B S

Recuerda
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En este apartado vamos a estudiar otras ecuaciones algebraicas, es decir, otras
ecuaciones en las que aparecen involucradas operaciones como sumas, productos,
cocientes y raices.

2.1. Ecuaciones bicuadradas

Una ecuacion bicuadrada es una ecuacion de la forma
ax* + bz’ +e=0

Es facil darse cuenta de que una ecuacién bicuadrada no es mas que una ecuacion
de segundo grado, en la que se ha cambiado x por z°.

La forma de resolverla es entonces convertirla en una ecuacion de segundo grado
mediante un cambio de variable que consiste en llamar 22 = ¢, por lo que z* = ¢°.

Por ejemplo, queremos resolver la ecuacion bicuadrada
g — 102 +9=0

Hacemos el cambio de variable =2 = ¢, z* = t%. Esto convierte la ecuacion anterior en
la ecuacion de segundo grado

2 -10t4+9=0

Resolvemos la ecuacion mediante la férmula correspondiente,

10+ \/102—4-1-9_ 108

2l 2

t

y separamos las dos soluciones t; = 9 to = 1.
Sin embargo, lo que nosostros queremos calcular son las soluciones de la ecuacién
original, es decir, la x. Por esta razén ahora tenemos que deshacer el cambio de
variable. Como z? = t, = = ++/t. Aplicamos esto a las dos soluciones obtenidas para
£

t1=9 x==4v09=43

ta=1 z=24v1==+1
En este caso, se obtienen cuatro soluciones distintas: —1,+1, —3, +3. Sin embargo,
es evidente que no siempre sera asi. Por ejemplo, si una de las soluciones de ¢ es
negativa, la solucion correspondiente para x no existe, ya que hay que calcular su raiz
cuadrada.

10. Resolver las siguientes ecuaciones bicuadradas:
a9z Lzt —4=0" bzt tze 1 =0 e)a*— 16z2—16=10
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2.2. Ecuaciones con radicales

Vamos a ver ahora como se pueden resolver algunos ejemplos de ecuaciones que
contienen raices cuadradas.
Por ejemplo, la ecuacion

vVr—1=a2-7

Tenemos que conseguir que desaparezca la raiz para poder resolverla. Esto se consi-
gue elevando al cuadrado en los dos miembros de la ecuacion,

(Vz=1)" = (& = 7)?

En la parte de la izquierda se cancela la raiz con el cuadrado, y la parte de la derecha la
desarrollamos con la férmula del cuadrado de una diferencia (4—B)? = A?—2AB+B?,

r—1=2?— 14z + 49
pasando todos los términos a la derecha,
0 =22 — 15z + 50

Resolvemos la ecuacion de segundo grado y obtenemos las soluciones x = 5y 2 = 10.
Sin embargo, es posible que las dos no sean soluciones de la ecuacion inicial, debido a
que al elevar al cuadrado se han podido introducir soluciones extrafias. Para verificarlo,
tenemos gue sustituir las dos posibles soluciones en la ecuacion inicial, para ver si la
verifican:

z =5 Vb—1=5-7, locual no es cierto, por tanto, = 5 no es solucién.

2= 10 VvV10—1=10-17, que si es cierto, por tanto, = = 10 es la solucién
de la ecuacion.

En general, antes de elevar al cuadrado hay que aislar la raiz cuadrada. Por ejem-
plo, en la ecuacion
V+l=z-3

Si elevamos al cuadrado directamente, como en el miembro izquierdo hay una suma,
la raiz no desapareceria. Por tanto, primero aislamos la raiz en un miembro,

vi=xz—4

y ya se puede elevar al cuadrado.

Veamos ahora un ejemplo de una ecuacién con dos radicales,

Ve+6+vVz+1=5
En este caso resulta conveniente, antes de elevar al cuadrado, aislar una de las raices,
vVr+6=5—+vzr+1

ahora elevamos al cuadrado y utilizamos, en el miembro derecho, la férmula del cua-
drado de una diferencia, (A — B)? = A2 — 2AB + B>

2

(Vz+6)’=(5-va+1)°
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entonces,
r+6=20—-25vr+1+x+1

Después de elevar al cuadrado sigue quedando una raiz cuadrada, entonces estamos
en la situacion de los ejemplos anteriores. Por lo que debemos aislar nuevamente la
raiz y volver a elevar al cuadrado, la pasamos al miembro izquierdo para que tenga

signo positivo,
10vx+ 1 =20

de donde,

Elevamos al cuadrado por ultima vez, y obtenemos = + 1 = 4, de donde, = = 3.
Se puede verificar que, en efecto, esta es la solucion de la ecuacion.

11. Resolver las siguientes ecuaciones con radicales:

a)yr+l=xz-5 b) vz +3= C)vz+2—x=0

2.3. Ecuaciones de grado superior a dos

Ya sabemos resolver ecuaciones de primer grado y de segundo. También sabemos
resolver un caso particular de ecuacion de cuarto grado, la ecuacion bicuadrada. Para
las ecuaciones de tercer y cuarto grado en general, hay formulas, del tipo de la utiliza-
da para resolver la ecuacion de segundo grado. No obstante, estas formulas para las
ecuaciones de tercer y cuarto grado, son tan complejas que su utilidad es mas bien
escasa. A partir del quinto grado, no hay posibilidad de encontrar formulas con radica-
les que las resuelvan. En estos casos, en general, se utilizan técnicas de aproximacion
numeérica para encontrar las soluciones. De todas formas, cuando las soluciones son
numeros enteros, se pueden resolver de una manera elemental, utilizando la regla de
Ruffini para la descomposicion de polinomios, que recordaremos aqui.

Supongamos que tenemos una ecuacion factorizada de la forma
(z—-1)(x—2)(zx+3)(xr—5)=0

Si multiplicamos esta expresion, obtenemos una ecuacion de cuarto grado. Pero para
resolverla, no es preciso multiplicarla, sino que se pueden calcular sus soluciones
directamente, igualando a cero cada uno de los factores, de esta forma llegamos a la
conclusion de que las soluciones son

Dada una ecuacion polinémica de grado n, si se puede factorizar de la forma

(x —z1)(x—22)...(T—28) =0
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entonces su resolucion, como acabamos de ver, es inmediata. De hecho, las solucio-
nes son

B=F =28 v Z=TR

En particular, esto es posible siempre que las raices de la ecuacion sean numeros
enteros.

Para hacer esta descomposicion vamos a utilizar la regla de Ruffini. Recordemos
que ésta es una regla que sirve para dividir un polinomio entre otro que sea de la
forma (z — a). Por ejemplo, para dividir el polinomio 2% — 222 + 6z + 5 entre (x — 2),
escribimos los coeficientes del primer polinomio y el nimero 2 (por ser (x — 2) abajo a
la izquierda)

1 =2 6 »

2

|

Ahora, el primer numero se baja a la fila de abajo tal cual. Este numero se multi-
plica por 2 y el resultado se suma al siguiente coeficiente. Se vuelve a tmultiplicar el
resultado por 2 y sumar al coeficiente siguiente, asi hasta el final:

1 =2 § 35
2 2 0 12
1 0 6 |17

El altimo resultado es el resto de la division, 17, el cociente esta formado por el polino-
mio cuyos coeficientes obtenemos antes del 17, es decir, 22 + 6 en este caso.

Recordemos cémo se puede utilizar la regla de Ruffini para factorizar un polinomio.
Por ejemplo, queremos factorizar el polinomio y, de esta forma resolver la ecuacion

2 5 4522 4+ 52 —6=0

Consideramos el polinomio P(z) = z* — 52% + 52® + 5z — 6, debido a un resulta-
do conocido como teorema del Resto, sabemos que el valor numérico del polinomio
para @ = a, es decir, P(a) es el resto de dividir P(x) entre (z — a). Se trata entonces
de localizar los numeros « tales que P(a) = 0, es decir, tales que el resto de dividir
P(z) entre (x — a) sea cero. Estos niumeros seran las raices de la ecuacién. Se sa-
be ademas, que estos numeros son siempre divisores del término independiente del
polinomio. Por tanto, vamos probando con los distintos divisores de —G, que son

~1,+1,—2, +2,—3,+3, =6,46

hasta que encontremos uno en el que el resto sea nulo. Dividimos usando la regla de
Ruffini y, al cociente obtenido, le aplicamos la misma operacion, asi hasta descompo-
ner completamente el polinomio.
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UNIDAD

En nuestro caso

1 1 5 6
1 -5 6 |0
2 2 —6

1 -3 [0
3
1 [o]

Entonces, el polinomio se puede descomponer

(z+1)(z—1)(z—2)(z—3)=0

Y las soluciones de la ecuacion son precisamente las raices que hemos localizado, es
decir, los numeros que hemos ido poniendo a la izquierda,

R R R N N R N N N R N W W R N W

12. Resolver las siguientes ecuaciones factorizando, si es necesario:

a)z® 322 -6z +8=0 b)z*-2%—-a2?+20=0 ©)z¥-42=0
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Una inecuacion es una desigualdad en la que aparece alguna letra, que represen-
ta un numero, llamada incognita, que queremos calcular. Por ejemplo,

20+ 3 < bx

Una inecuacion es entonces, al menos en la forma, lo mismo que una ecuacion, pero
en la que se ha cambiado el “="por alguno de los siguientes simbolos:

< menor que, > mayorque, < menoroigual, > mayor o igual.

Al igual que las ecuaciones, dependiendo de cual es la x de mayor grado, las
inecuaciones pueden ser de primer grado, de segundo, etc. Nosotros estudiaremos
aqui las de primer y segundo grado.

3.1. Inecuaciones de primer grado

Antes de empezar a ver como se resuelven veamos qué significa una inecuacion.
En una ecuacion, por ejemplo,
z+2=3,
queremos calcular el valor de z, de tal forma que, si le sumamos 2, nos dé 3. Este

nimero es = = 1.
En una inecuacion, por ejemplo,

x+2>3,

buscamos un numero x tal que, sumado con 2, sea mayor que 3. En primer lugar, es
facil ver que no hay un unico numero que verifique esta relacion. En efecto, valdria el
numero 2, el 4, el 5, etc. La solucidn de una inecuacién no es un soélo niimero, sino
todo un intervalo de nimeros. En este caso, son todos los numeros mayores que 1, es
decir, los z tales que

@ 1,

o0 lo que es lo mismo, los nimeros del intervalo abierto (1, +o0). (Los intervalos han
sido estudiados en la unidad correspondiente a nimeros reales, seria recomendable
repasarlos antes de seguir adelante.)

La manera de resolver una inecuacion de primer grado va a ser muy parecida a
la forma en la que resolvemos ecuaciones de segundo grado, sin embargo, con las
desigualdades hay ciertas operaciones especiales que conviene tener en cuenta. Por
ejemplo,

2<5
- Si sumamos un mismo numero (positivo o negativo) a la izquierda y a la derecha de
la desigualdad, ésta se mantiene. Por ejemplo,

24+3<56+3

- Si multiplicamos o dividimos los dos miembros de la desigualdad por un mismo
numero positivo, tampoco cambia la desigualdad. Por ejemplo,

2:-4<5-4
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- Pero, si multiplicamos o dividimos los dos miembros de la desigualdad por un
mismo numero negativo, entonces cambia el sentido de la desigualdad. Por ejemplo,

2.(=2)>5-(=2)

Entonces, para resolver una inecuacion de primer grado, podemos aplicar el mismo
procedimiento que para resolver una ecuacion de primer grado, salvo cuando haya que
multiplicar por un numero negativo, o cambiar de signo, en cuyo caso también habra
que cambiar el sentido de la desigualdad. Veamos un ejemplo, resolver la inecuacion

2(x — 1) < 5z — 8§,
quitamos los paréntesis,
2r —2< 52— 8,

agrupamos los téerminos en z a la izquierda, por ejemplo, y los independientes a la
derecha,
-3z < —6

Hasta aqui, todo se ha hecho como si se tratase de una ecuacién. Pero ahora, para
cambiar de signo la inecuacion, necesariamente tenemos que cambiar el sentido de la
desigualdad, porque al cambiar de signo, multiplicamos por un nimero negativo, —1,

3r>6

por tanto, z > 2.
Entonces, la solucion de la inecuacion son los numeros del intervalo [2, +00).

13. Resolver las siguientes inecuaciones, indicando la solucion mediante un intervalo:
— D 1 2z —6
a)3(z—3) <2 Tz b)—f——z;z%—g c) 2z — 10 < =

3.2. Inecuaciones de segundo grado

Empecemos con un ejemplo,
22 —-3z+2>0

Factorizamos el polinomio, utilizando la regla de Ruffini o bien, como es de segundo
grado, resolviendo la ecuacion para calcular sus raices. En cualquier caso,

(x—1)(z—-2)>0

La solucion de la inecuacion son los z tales que (z — 1) por (z — 2) es mayor o igual
que cero. Entonces, habra que determinar el signo de cada uno de los factores. Es
evidente que el factor (z — 1) cambia de signo en z = 1, y el factor (z — 2) cambia de
signo en = = 2. (Cambian de signo donde se hacen cero).




(x-1) = E L
(x-2) - )
(x-1)(x-2) < - -

Figura 3.1: (zx—1)(z —2) >0

El estudio del signo estéa hecho en el esquema de la figura 3.1. Cada una de las tres
lineas horizontales representa la recta real, en la que se han sefalado los numeros 1
y 2, que es donde se puede producir cambio de signo.

En la primera linea estan indicados los signos del factor (z—1) en cada intervalo de
la recta, que se determina sin mas que sustituir un numero de ese intervalo. Por ejem-
plo, si probamos con el nimero —2, (-2 — 1) = —3, negativo, asi, todos los nimeros a
la izquierda del 1 son negativos.

En la segunda linea estan indicados los signos del factor (= — 2) en cada intervalo
de la recta.

Por fin, en la ultima linea estan indicados los signos del producto (z — 1)(xz — 2) en
cada intervalo. Estos ultimos signos se han obtenido sin méas que multiplicar los signos
de las dos lineas anteriores.

Por tanto; a la izquierda de 1 y a la derecha de 2, el signo es positivo, y entre el 1y
el 2, el signo es negativo. La inecuacion incial imponia la condicion de que el producto
(x — 1)(z — 2) > 0, es decir positivo. La solucion esta constituida por los intervalos
en los que el producto es positivo, que en el esquema se han marcado con trazo mas
grueso, es decir,

(—o0, 1] U [2, +00)

(El simbolo U es el simbolo de la union, sirve para indicar que la solucion es la reunion
de los dos intervalos).

Los intervalos son cerrados porque la desigualdad es >, es decir, contiene al igual,
por lo que los numeros 1y 2 también forman parte de la solucion.

El ejemplo anterior es el mas habitual, ya que el polinomio se puede descompo-
ner en dos factores, porque la solucién de la ecuacion de segundo grado tiene dos
soluciones. Sin embargo, puede ocurrir que esto no sea posible. Pero en este caso la
solucion es mas sencilla. Por ejemplo, la inecuacion

202 4+1>0

El polinomio no se puede descomponer, porque la ecuacion 2z? + 1 = 0 no tiene
soluciones, es decir, nunca se hace cero. Pero si nunca se hace cero, esto es porque
o bien siempre es positivo 0 siempre es negativo. Es evidente que 222 + 1 siempre es
positivo, para cualquier z. Por tanto, la solucion son todos los numeros reales R.
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14. Resolver las siguientes inecuaciones de segundo grado:
ayat—1<0 bz—dr+3=0 € —2*—1<0 dj-—2>-1>0

4. Ecuaciones exponenciales y
logaritmicas

En este apartado vamos a estudiar un tipo de ecuaciones no algebraicas: ecuacio-
nes exponenciales y logaritmicas. En primer lugar, es conveniente repasar las propie-
dades de las potencias y de los logaritmos ya estudiadas.

4.1. Ecuaciones exponenciales

Una ecuacion exponencial es una ecuacion en la que aparecen potencias y la
incognita se encuentra en algun exponente. Por ejemplo,

2F'=§

El problema consiste en calcular el valor de =, de manera que 2 elevado a x sea 8. La
solucion en este caso es = = 3.

La ecuacion puede ser mas complicada, el objetivo en caso de que asi sea es
escribirla de la forma anterior. Una vez escrita de esta forma, la solucién puede ser in-
mediata como antes, 0 quiza sea preciso utilizar logaritmos para calcular exactamente
el exponente. Por ejemplo, en la ecuacion

el nimero z no es entero, ya que: 3! = 3, que no llega, y 3% = 9, que se pasa. Se trata
de algun numero entre 1y 2. Para calcularlo exactamente hacemos lo siguiente:




Tomamos logaritmos (neperianos por ejemplo)
In(3*) = In(7)

Ahora aplicamos la propiedad de los logaritmos que nos permite sacar el exponente
fuera del logaritmo, es decir,
1Oga(:1"?)) =pr log”(r)
En nuestro caso,
z-In(3) = In(7),
despejamos x y utilizamos la calculadora,

~In(7)

T = = 17712
. In(3)

15. Resolver las siguientes ecuaciones exponenciales:

837 =1 b)2r=2 c)53’=% )37 =81 €)7% =2

Veamos un ejemplo de una ecuaciéon mas complicada, en la que hay que hacer
algunas manipulaciones para llegar a las formas anteriores. Por ejemplo, queremos
resolver la ecuacion

3.’1:7] o 3.‘1’:+1 — 30

Aplicando las propiedades de las potencias, podemos escribirla de la forma

3.1-
— +3%3=30
3 +

Se trata ahora, de despejar 3“, aunque lo mejor quiza sea hacer un cambio de variable
X = 3%, con lo que la ecuacion queda de la forma

% +3X =30
Resolvemos esta ecuacion de primer grado,
X=9
Entonces, 3* = 9, por tanto x = 2.

También puede ocurrir que la potencia a despejar esté dentro de un ecuacion de
segundo grado. Por ejemplo, la ecuacion

22.1‘ o 92: s =10

En este caso, si hacemos el cambio de variable 2 = X, la ecuaciéon anterior se con-
vierte en la ecuacion de segundo grado

X?2-9X 4+8=0
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(obsérvese que X? = (27)? = 2%7),
Resolvemos la ecuacién y obtenemos las soluciones X = 8 y X = 1. Entonces,
deshaciendo el cambio de variable,

Por tanto, x = 3 y = = 0 son las soluciones de la ecuacion inicial.

16. Resolver las siguientes ecuaciones exponenciales:

24
a)2$+2_2$-1:7 b)3t+5+3.’£:T4 C)52I+5J’.‘_2:O

4.2. Ecuaciones logaritmicas

Una ecuacion en la que la incognita aparece en una expresion con logaritmos es
una ecuacion logaritmica. Por ejemplo, la ecuacion

logio T -+ l()ng(I = 2) = ]Oglo 3

Para resolverlas hay que transformarlas, aplicando las propiedades de los logarit-
mos en ecuaciones que no contengan logaritmos.

Por ejemplo, para resolver la ecuacion anterior vamos a hacer que ambos miem-
bros de la ecuacion queden como un Unico logaritmo, para después eliminarlos.

logyo(@(z — 2)) = logyo 3

Por tanto, eliminando los logaritmos

Plg—2)=23
Resolvemos esta ecuaciéon de segundo grado y obtenemos como soluciones = = —1
y x = 3. Aunque solo es valida = = 3, ya que los logaritmos de nimeros negativos no

existen.

En otras ocasiones conviene mas reducir la expresién a una igualdad entre un
logaritmo y un numero. Por ejemplo, para resolver la ecuacion

logs z + 3-logsx =4
Transformamos la parte de la izquierda,
logs = + logs (2%) = 4;  logs(z*) = 4

Por tanto, utilizando la definicion de logaritmo, lo anterior es equivalente a

de donde z = 5. (¢, Podria ser z = —57)




Otra forma de resolver la ecuacion anterior mas sencilla:
Sumamos los logaritmos en base 5,

4-logsz =4

Entonces, log; « = = 1. Por tanto, « = 5! = 5.

17. Resolver las siguientes ecuaciones logaritmicas:
a)log,4=2 b) logpz — logip(z —1) =1 ¢) 2lnz — 3In(z?) +4ln/z =1

v Una ecuacion exponencial es una ecuacion con potencias, en la que la incognita se
encuentra en algun exponente. Se resuelven transformandolas en una expresion de la
forma a® = b.

v Una ecuacion logaritmica es una ecuacion en la que la incégnita aparece entre loga-
ritmos. Se resuelven eliminando los logaritmos, utilizando sus propiedades.

Un ejemplo de sistema de ecuaciones lineales es

z+y=3

z—y=1
Se trata de dos ecuaciones con dos incognitas. Resolverlo consiste en encontrar dos
nameros x € y que verifiquen simultaneamente las dos ecuaciones.

En general, un sistema de ecuaciones lineales es un grupo de ecuaciones de
primer grado, con un grupo de incégnitas que deben verificarse simultdaneamente.

5.1. Métodos de reduccion y sustitucion

Los sistemas de ecuaciones lineales se pueden resolver de varias formas. En parti-
cular, los sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas se pueden resolver mediante
los métodos de reduccion y sustitucion, que ya se han estudiado en otros cursos. No
obstante, los vamos a repasar aqui.

Método de sustitucion.

Consiste en despejar una incognita de una de las ecuaciones y sustituirla en la
otra. Por ejemplo, queremos resolver el sistema,

z+y=3
z—y=1
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Despejamos y de la primera ecuacion: y = 3 — x.

Sustituimos en la segunda ecuacion: =z — (3 — ) = 1 y resolvemos esta ecuacion,
que tiene por solucion = = 2. Ahora sustituimos en cualquiera de las dos ecuaciones
para calcular y = 1.

Existe una variante del método de sustitucion que se llama a veces, método de
igualacion. Consiste en despejar la misma incognita de ambas ecuaciones para des-
pués igualarlas.

Método de reduccion.

El método de reduccién consiste en la eliminacion (reduccion) de una de las incog-
nitas sumando las ecuaciones, multiplicadas si fuera necesario por alguna constante.

Por ejemplo, el sistema
2r+y=4
= 2y = —3

Multiplicamos la primera ecuacion por 2 y la sumamos a la segunda, de esta forma se
elimina la y y queda

B =25

con lo que z = 1.
Ahora sustituyendo en cualquiera de las dos ecuaciones, obtenemos y = 2.

5.2. Método de Gauss

El método de sustitucion resulia Gtil cuando el sistema es de dos ecuaciones con
dos incégnitas, sin embargo, si aumentamos el numero de ecuaciones y de incogni-
tas, no es practico. Sin embargo, el método de reduccion, utilizado convenientemente
si es util para sistemas de mas de dos ecuaciones. El método de Gauss consiste pre-
cisamente en una generalizacion del método de reduccion que transforme el sistema
inicial en un sistema mas sencillo de resolver.

Por ejemplo, el sistema de tres ecuaciones con tres incognitas siguiente es muy
sencillo de resolver:

Ty 4e=
y+22=28
2=3

Se dice que es un sistema triangular. La ultima ecuacion ya es la solucion de la incog-
nita z = 3. Con esta, sustituyendo en la segunda ecuacién, calculamos y = 2. Con las
dos incognitas calculadas, sustituimos en la primera ecuacion y obtenemos el valor
=1

El método de Gauss consiste en aplicar el método de reduccion de tal manera que
podamos transformar el sistema inicial en un sistema triangular.

Vamos a aplicar el método de Gauss al sistema

4+ 22 =6
—r+y+z=2
2r —z=0
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Empezamos eliminando la incognita = de la segunda y la tercera ecuacion. Para
ello utilizamos la primera de las ecuaciones.

r+y+22=6
2y+32=8 (segunda+primera)
— 2y —5z=-12 (tercera-2.primera)

Ahora eliminamos la y de la tercera ecuacion, la primera y la segunda las dejamos tal
como estan,
T+y+22=6
2y+32=8
— 2z = —4 (tercera+segunda)

Y ya tenemos un sistema triangular. Resolvemos la Ultima ecuacion y después vamos
sustituyendo en la segunda y en la primera, con lo que obtenemos

En algunas ocasiones, puede resultar util cambiar de orden las ecuaciones.

18. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

. i [[assrip= 2 = 5 TH+2y—=z=-3
122+y=0 |1 ; Ve ' i
G b)dz+y=1 Jlz+y =1

Recuerda
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En cursos anteriores ya se han estudiado algunos conceptos de trigonometria. En
este unidad vamos a repasar estos conceptos, y ampliar con algunos nuevos. En par-
ticular, estudiaremos nuevas herramientas que nos permitiran resolver problemas re-
lacionados con triangulos cualesquiera, y no solo con triangulos rectangulos. También
veremos algunas relaciones trigonométricas nuevas con las que podremos resolver
algunas ecuaciones trigonometricas, es decir, ecuaciones en las que aparecen involu-
cradas las razones trigonomeétricas.
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La trigonometria trata sobre las relaciones entre los angulos y los lados de los
triangulos. El concepto fundamental sobre el que se trabaja es el de angulo. Dos se-
mirrectas con un origen comun dibujadas en un plano, dividen a éste en dos regiones.
Cada una de estas regiones es un angulo (figura 4.1).

dngulo angulo

Figura 4.1: Angulos

En un angulo no importa la longitud de las semirrectas que lo componen, sino
la abertura entre ellas. Para medir esta abertura, se utilizan diferentes sistemas de
medida, los mas importantes son: el sistema sexagesimal y los radianes.

Ademas de la medida, que estudiaremos a continuacion, consideraremos que los
angulos tienen una orientacion de acuerdo con el siguiente convenio, indicado ademas
en la figura 4.2:

Si el angulo estd medido en el sentido contrario al giro de las agujas del reloj,
diremos que es un angulo positivo.

Si el angulo esta medido en el sentido de giro de las agujas del reloj, diremos que
es un angulo negativo.

negativo positivo

Figura 4.2: Angulos orientados

1.1. Sistema sexagesimal

Un angulo recto es el menor de los angulos formados por dos rectas perpendicu-
lares, como se sefala en la figura 4.3.

Si dividimos el angulo recto en 90 angulos iguales, cada uno de estos angulos es
un grado (sexagesimal), y lo indicamos de la forma siguiente:

1 recto = 90"

Si dividimos un grado en 60 partes iguales, cada una de estas partes es un minuto
(sexagesimal.) Los minutos los indicamos con una coma en la parte superior derecha
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N

Figura 4.3: Angulo recto

del nimero,
19 = 60’

Por ultimo, si un minuto se divide en 60 partes iguales, cada una de ellas es un segun-
do (sexagesimal.) Los segundos los indicamos con una coma doble,

1' = 60"

Asi, los angulos medidos en el sistema sexagesimal se expresan de la forma
34Y 52! 32", que significa que el &ngulo mide 34 grados, 52 minutos y 32 segundos.

Habitualmente situaremos los angulos en unos ejes coordenados, como en la fi-
gura 4.4. Si empezamos a medir los angulos desde la parte de la derecha del eje
horizontal (angulo de 0Y,) en sentido positivo, los angulos de 90°, 180, 270° y 360° son
los que se han indicado en la figura.

A

900 900
Segundo Primer
cuadrante cuadrante
1802 0° 180° %
360° 360°
Tercer Cuarto
cuadrante cuadrante
270 270°
Figura 4.4: Angulos en los ejes Figura 4.5: Cuadrantes

Los ejes coordenados dividen al plano en cuatro regiones, que se denominan cua-
drantes, ordenados segun la figura 4.5.

1. Indicar en qué cuadrante se encuentra cada uno de los angulos siguientes:

a)30%  b)27stie0 @) —35°" " d)200%'34:38"  8):480°

(Indicacién: en el apartado e), en primer lugar hay que reducir el angulo a uno menor
que 360°, esto se consigue dividiendo entre 360 y quedandose con el resto de la
division.)
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1.2. Radianes

Ademas del grado sexagesimal, en trigonometria se usa con frecuencia otra medi-
da de angulos, el radian.

Dibujemos una circunferencia de radio I?, como en la figura 4.6. El angulo central
AOB mide 1 radian, si la longitud del arco de la circunferencia que va desde el punto
A al punto B es igual al radio de la circunferencia R.

Podemos calcular la cantidad de radianes que hay en

una vuelta completa de la circunferencia, sin mas que e
dividir su longitud entre la longitud del radio. La longitud R
del radio de la circunferencia es ‘

0 A
L=2nR

Entonces, una vuelta completa tiene

longitud de la circunferencia 27 R

—9rrad Figura 4.6: Radian
radio

1 vuelta =

De aqui se deduce que el angulo de 360" tiene 27 rad, y también que el angulo de
180" es de = rad. Las equivalencias entre los angulos que delimitan los cuadrantes en
grados y radianes, vienen dadas en la siguiente tabla:

grados | 0° 90° 180° 270° 360°
: 3
radlanes‘ 0 g m ?ﬂ 27

Conviene recordar estas equivalencias.
Para convertir cualquier otro angulo, bien de grados a radianes, bien de radianes a
grados, se puede utilizar la siguiente proporcién

radianes  grados
w 180

Por ejemplo, queremos convertir el angulo de o = 280" a radianes. Utilizamos la
proporcién anterior,

a 280
© 180
de donde,
= % = ﬁ rad
180 9

Nota: Para referirse a los angulos, se utilizan con mucha frecuencia las primeras letras del alfabeto
griego: a, “alfa"; 3, “beta"; v, “gamma”; etc.

. : 37 -
Supongamos ahora que queremos convertir el angulo 3 = % rad a grados. Utili-

. D I¢]
zando la misma proporcién, = = 150" obtenemos,
™

iz 3
A =180--4+ = 180-= = 135°.
™ 4
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UNIDAD

2. Convertir los siguientes angulos en grados sexagesimales a radianes:
a)45°  b)120°  ¢)30° d)60°  e)300°

3. Convertir los siguientes dngulos en radianes a grados sexagesimales:
a) 1 rad b)% rad  ©) %ﬂ' rad  d) 107 rad eﬁ)--? rad :

Recuerda

2. Razones trigonomeétricas de un
angulo agudo

Un &ngulo agudo es un angulo entre 0° y 90°, es decir, un angulo del primer cua-
drante. Para definir las razones trigonométricas de un angulo agudo, utilizaremos un
triangulo rectangulo.

2.1. Definicion

Consideramos un triangulo rectangulo como el de la figura 4.7. En el que consi-
deramos el angulo agudo a. La longitud de la hipotenusa es a, la longitud del cateto
opuesto al angulo « es by la longitud del cateto adyacente al angulo o es c.
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Se llaman razones trigonomeétricas del angulo «a a las razones (proporciones) en-
tre los lados del triangulo, y son seno (sen), coseno (cos), tangente (tg), cosecante
(cosec), secante (sec) y cotangente (cotg), que se definen como se indica a continua-
cion:

Figura 4.7: Tridngulo rectdngulo

cateto opuesto b hipotenusa a
SEEOr = e cosecian = —— ——  —
hipotenusa a cateto opuesto

Il

o |

cateto adyacente c hipotenusa a

COS @ = = = — seca = = —
hipotenusa a cateto adyacente c
cateto opuesto b cateto adyacente ¢
a = = - cotgax = = —
cateto adyacente ¢ cateto opuesto b

(Las mas importantes son el seno, coseno y tangente).
Por ejemplo, en el triangulo de la figura 4.8, las razones trigonométricas del angulo
« son las siguientes:

5cm
3cm

4cm

Figura 4.8: Tridngulo de lados 3, 4 y 5 ¢m

cateto opuesto 3 hipotenusa 5

s = ———— == cosecg = — = —
hipotenusa B cateto opuesto 3

cateto adyacente 4 hipotenusa 5

CoOs&x — < == seco = ==
hipotenusa 5 cateto adyacente 4
cateto opuesto 3 cateto adyacente 4
tga = = cotga = = —
cateto adyacente 4 cateto opuesto 3
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En la figura 4.9 tenemos dos triangulos rectangu-
los que comparten el angulo «. Estos dos triangu-
los son semejantes, es decir, de sus tres angulos
son iguales y, por tanto, como sabemos, sus lados
son proporcionales, es decir,

A primera vista, da la impresion de que el valor de las razones trigonométricas
depende del tamano del triangulo. Sin embargo, no es asi, como podemos apreciar en
la figura 4.9.

Por tanto, las razones trigonométricas se pueden calcular utilizando las medidas
del triangulo grande o del triangulo pequerio, es decir, lo Unico que importa es el angulo
@]

Debido a que las razones trigonométricas son independientes del triangulo con res-
pecto del cual se calculen, sus valores estan tabulados, y se pueden calcular mediante
una calculadora cientifica. Para hacer calculos mediante la calculadora, en primer lu-
gar hay que asegurarse de que la calculadora este puesta en grados o en radianes,
dependiendo de como queramos hacer los calculos. En la pantalla aparecera la indi-
cacion DEG, si esta en grados sexagesimales; o RAD, si esta puesta en radianes. (El
cambio de uno a otro sistema dependera del tipo de calculadora, aunque lo mas ha-
bitual es que se haga utilizando la tecla y algun ndamero, segun una leyenda
que suele aparecer justo debajo de la pantalla.)

Las teclas que sirven para calcular seno, coseno y tangente; son ls,l_n\ [cos|y|tan |
respectivamente. Por ejemplo, para calcular el valor de sen(35"), con la calculadora en

el modo DEG, pulsamos

y el resultado que se obtiene (dependiendo del numero de decimales que admita la
calculadora) es

sen(35°) = 0/5735764364

Conocido el valor de una razén trigonométrica, también es posible calcular mediante la
calculadora, el valor del angulo. Por ejemplo, si cosa = 0'24, para calcular el valor del

angulo, utilizamos la funcién de la calculadora . Esta es la funcion inversa del
coseno y sera estudiada con mas detalle mas adelante, en la unidad correspondiente
a funciones. Para utilizarla, pulsamos

cos™1
024 [INV] [cos]

el resultado que obtenemos,
76'11345964

se puede convertir a grados, minutos, segundos, mediante la secuencia ,
y se obtiene aproximadamente

a=76° 6 48"
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En el triangulo rectéangulo de la figura siguiente,

4 a = 38", Calcular el valor de a y c.

3em

En el triangulo rectangulo de la figura siguiente,

2 B = 65°. Calcular el valorde by c.

2.2. ldentidades trigonométricas

Las razones trigonomeétricas estan relacionadas en-
tre si mediante algunas férmulas que vamos a estu- &
diar a continuacién. Volvemos a considerar el trian- o

gulo rectangulo sobre el que hemos definido las ra- c

zones trigonométricas, que representamos de nuevo
en la figura 4.10.

Figura 4.10: Triangulo rectan-

gulo
b
o ' - sen q = b .
Si dividimos sen « entre cos a, y simplificamos = & = - = tgea, s decir, la
COS ¥ _ C
. a
tangente es igual al seno entre el coseno,
sen o«
tga =
COS ¥

Resulta evidente comprobar también las siguientes relaciones:

1 1 1
secx = cotgax = ——
sen o cos & tg o

cosec @ =

Vamos a obtener ahora otra relaciéon importante, utilizando el teorema de Pitago-
ras. El teorema de Pitagoras afirma que, en un triangulo rectédngulo, la suma de los
cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa. En nuestro triangulo,
esto se traduce en la siguiente expresion:

;L —

Si dividimos esta expresién entre a?, obtenemos
62_}_(12;&2# b 2+(C)21
a2 ' a? a2 a a/
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. b c - . i
Ahora bien, como sena = — y cosa = —, la expresion anterior se puede escribir como
a a

2

sen2a+cos =11

Esta identidad recibe el nombre de relacion fundamental de la trigonometria, y
relaciona el valor del seno y el coseno de un mismo angulo a.
Veamos un ejemplo de utilizacion de la relacion fundamental. Por ejemplo, sa-

. 1
biendo que sen(30°) = 3" vamos a calcular su coseno y su tangente.
En primer lugar, sustituimos en la relacién fundamental,

1 2
(E) +cos?(30%) =1

despejamos cos?(30"),

cos?(300) =1 — g

cos(30") = \/g = g

(En principio, al sacar la raiz cuadrada, deberiamos considerar la posibilidad de que
cos(30%) fuese positivo o negativo, pero tal como hemos definido las razones trigono-
métricas, como fracciones entre medidas de lados de un triangulo, debemos tomar
el signo positivo. No obstante, para angulos no agudos esto puede no ser asi, como
veremos despues.)

Para calcular ahora el valor de la tangente, aplicamos la formula tg o =

s ]

Entonces,

sen «v
cosa’

1
_ sen(307) 9 1 V3

Teos(300) V3 V3 3
2

tg(30Y)

A partir de la relacion fundamental, se pueden obtener facilmente otras relaciones
entre las razones trigonomeétricas.
Si dividimos todos los términos de la relaciéon fundamental entre cos? o,

9
sen’a  cos?a i:

cos2a  cos?fa  cos?fa

Simplificando, obtenemos

tg2a+1: 2
cos® o

Si dividimos la relacién fundamental entre sen® a y simplificamos, obtenemos la
siguiente formula de menos utilidad que las anteriores:

1

1+ cotg’?a = 7
sen< a

84




6. Sabiendo que cos(60") = % calcular el seno y la tangente del angulo de 60°.

7. Sabiendo que tg(45°) = 1, calcular el seno y el coseno del angulo de 45°.
(Indicacion: utilizar la relacion tg? o + 1 =

- para calcular el valor del coseno).
a.

cos?

- m oSS ER Am oEm = R Em
L e I
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3.1. La circunferencia goniometrica

Ahora vamos a extender la definicion de las razones trigopnométricas que ya cono-
cemos para un angulo agudo a un angulo cualquiera. Para ello, situamos el triangulo
rectangulo que usabamos antes dentro de una circunferencia centrada en el origen de
coordenadas, como el la figura 4.11.

Dado que las razones trigonométricas no dependian de lo grande o lo pequefio
gue fuese el triangulo, tampoco dependeran de lo grande o pequefa que sea nuestra
circunferencia. Por esta razon, elegimos un radio con el que resulta muy comodo hacer
operaciones, radio = 1. Lo que ahora es el radio, antes era la hipotenusa, de manera
que cada vez que haya que dividir entre ésta, no habra nada que hacer, ya que el
resultado sera el de dividir por 1. A esta circunferencia, a la circunferencia de radio 1
centrada en el origen, que nos servira para medir las razones trigonométricas, se le
llama circunferencia goniométrica.

P(x.y)

Figura 4.11: Circunferencia goniométrica

Ahora el angulo o es un angulo central de la circunferencia. La hipotenusa del
triangulo rectangulo de la figura, que ahora es un radio de la circunferencia, corta a
ésta en el punto P(xz,y). Entonces, las razones trigonométricas del angulo « se definen

como

Y
senax = Y cosa = & tga = —
T

(Cosecante, secante y cotangente se pueden calcular utilizando sus relaciones con
las anteriores.)

Esta idea nos permite dar sentido a las razones trigonomeétricas de un angulo de un
cuadrante cualquiera. Por ejemplo, si el angulo se encuentra en el segundo cuadrante,
su seno y coseno son los de la figura 4.12. Es decir, su seno es la ordenada y del
punto Py el coseno, la abscisa z. Como el punto P esta en el segundo cuadrante, el
seno sera positivo y el coseno sera negativo.

Con dibujos analogos, se puede comprobar que el signo de las razones trigono-
métricas es el indicado en la siguiente tabla (se recomienda no memorizar la tabla,
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X=cosi

Figura 4.12: Angulo del segundo cuadrante
cuando sea preciso averiguar un signo se puede hacer el dibujo correspondiente):

Signo de las razones trigonométricas:

seno | coseno | tangente
1€ cuadrante + - +
2° cuadrante + — —
3% cuadrante — — -
4° cuadrante - + =

] —1
8. Sabiendo que cosa = o y que « se encuentra en el tercer cuadrante, calcular el
resto de las razones trigopnométricas.

- —1 3
9. Sabiendo que sena = o y que — < a < 2m, calcular el resto de las razones

2
trigonométricas.

A partir de la representacion de las razones trigonométricas en la circunferencia
goniométrica se puede deducir una propiedad importante del seno y del coseno, a sa-
ber, que sus valores siempre estan comprendidos entre —1 y 1. Esto es debido a que
tanto las ordenadas y las abscisas del punto P(z, y) que va recorriendo la circunferen-
cia siempre oscilan entre estos dos valores, por ser 1 el radio de la circunferencia. Por

tanto, se verifica, para cualquier angulo «,

—l===tseniar <l — 1T = cosax = 1

Los valores de las distintas razones trigonométricas en los angulos de 0, 90, 180,
270 y 360 grados se indican en la tabla siguiente, que también se puede deducir a

partir de la circunferencia goniométrica:
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0% [ 90" | 180° | 270" | 360°
sen | O 1 0 -1 0
cos | 1 0 -1 0 1
tg | 0] 2 0 2 0

(Recordemos que no se puede dividir entre 0, esta es la razén por la que la tan-
gente de 90° y 270° no existe, 7).

3.2. Relacién entre angulos de distintos
cuadrantes

Las razones trigonométricas de cualquier angulo siempre se pueden relacionar con
las razones trigonométricas de un angulo del primer cuadrante.

Por ejemplo, el angulo de 135° se encuentra en el segundo cuadrante (figura 4.13).
Hasta 180V le faltan 45°, que se puede representar en el primer cuadrante.

YA

135"/_ 45°

457

Figura 4.13: Angulos suplementarios

En la figura se puede observar que el valor del seno de los dos angulos coincide y
el valor del coseno es igual, aunque de signo distinto. Por tanto,

sen(135%) = sen(45%)  cos(135%) = —cos(45°)  tg(135°) = — tg(45")
(Dos angulos, que como 135° y 45°, sumen 180, se llaman angulos suplementarios).

Si estamos en el tercer cuandrante, por ejemplo, el angulo de 200" (figura 4.14),
prolongando el radio, hasta el primer cuadrante; obtenemos el angulo de 20°, que es
precisamente la diferencia entre 180° y 200°.

Entonces, a partir de la figura, se puede deducir que tanto seno, como coseno,
tienen los mismos valores aunque signos distintos. Por tanto,

sen(200°) = —sen(20%)  cos(200%) = —cos(20%)  tg(200") = tg(20)

Si el angulo esta en el cuarto cuadrante, por ejemplo el angulo de 300Y, como
en la figura 4.15, prolongando el seno del angulo de 300" hasta el primer cuadrante,
tenemos el angulo de 60°.
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200°

Figura 4.14: Angulo del tercer y del primer cuadrante

YA

- __30f

Figura 4.15: Angulo del cuarto y del primer cuadrante

En la figura apreciamos que el seno de los dos angulos es igual pero de signo
contrario, y el coseno es exactamente el mismo. Entonces,

sen(300°) = —sen(60°)  cos(300°) = cos(60°)  tg(300%) = — tg(60°)

Por dltimo, también entre dos angulos del primer cuadrante se puede encontrar
una relacion, que ya ha aparecido antes. Se trata de dos angulos que sumen 90°, que
se llaman angulos complementarios. Por ejemplo, en la figura 4.16 hemos dibujado
los angulos de 30" y de 60", que son complementarios.

YA

3c°

Figura 4.16: Angulos complementarios

En la figura se observa que los valores del seno y del coseno del angulo de 30°
coinciden con los valores del coseno y del seno, respectivamente, del dngulo de 60°.
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UNIDAD

Entonces,
sen(30°) = cos(60%) cos(30°) = sen(60°) tg(30") = cotg(60")

Tampoco es preciso memorizar estas relaciones, cada vez que se necesiten se
pueden representar y deducir faciimente.

Si el angulo es superior a 360°, en primer lugar, habra que dividir entre 360° y que-
darse con el resto, después se puede relacionar con un angulo del primer cuadrante,
utilizando alguno de los graficos anteriores.

10. Suponiendo que a es un éngulo del primer cuadrante, escribir en funcién de al-
'guna razon trigonomeétrica del angulo « las razones que se indican a continuacion:
a)sen(m—a)  b)cos(a+m) c)tg(—a) d)sen(2r—a)

- e = o mm =
Lo R

Recuerda

4. Triangulos

Estudiaremos en este apartado dos férmulas que permiten resolver un triangu-
" lo cualquiera. Es decir, conocidos ciertos elementos del triangulo (lados o angulos),
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calcular los restantes. Estas formulas son el teorema de los senos y el teorema del
coseno.

Las formulas estaran referidas a los lados y los angulos de un triangulo no rec-
tangulo cualquiera, nombrados segun el siguiente convenio: los angulos con las letras
mayusculas A, B y C; los angulos con las letras minusculas «a, b y ¢; de manera que
un angulo y un lado opuestos tengan la misma letra, como en la figura 4.17.

c

A - B

Figura 4.17: Un triangulo no rectangulo

4.1. Teorema de los senos

Si observamos el triangulo de la figura 4.17, podemos observar un hecho que
salta a la vista. El angulo mas pequefio, el A esta enfrente del lado mas pequefio,
el a; y el angulo mas grande, el (', esta enfrente del lado mas largo, el ¢. Parece que
hubiera alguna relacion directa entre la medida del angulo y la medida del lado. Pudiera
pensarse que los angulos y los lados del triangulo fueran estuvieran en proporcion
directa. Sin embargo, la realidad es que si hay una relacion, aunque a través de los
valores de los senos de los angulos. De hecho se tiene el siguiente resultado, que se
denomina teorema de los senos:

En un triangulo cualquiera de angulos A, B y C, con lados opuestos a, b y ¢, se

verifica
a b e

sen A  senB  senC

A c H B

Figura 4.18: Teorema de los senos

Para demostrar el teorema, consideramos el triangulo de la figura 4.18. Se trata
del triangulo de la figura anterior, al que hemos anadido su altura sobre el lado c. La
altura divide al triangulo en dos triangulos rectangulos: BHC'y AHC.

En el triangulo BHC, se tiene que

h
senB=—=h=asenB
a
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En el triangulo AHC, se tiene que
sen A = i—? = h=0bsen A
0

Igualando las dos expresiones de la altura h obtenidas antes,
asen B = bsen A
de donde se deduce
a b
sen A  senB
La otra igualdad de la proporcién se puede deducir de modo analogo, considerando la

altura del triangulo sobre otro de los lados. También es posible demostrar el teorema
para el caso en el que alguno de los angulos sea mayor de 90°.

A pesar de que resulta un interesante ejercicio el intentar comprender la demos-
tracion del teorema, para nosotros, lo importante ahora es aprender a utilizarlo.

Por ejemplo, dado el triangulo de la figura 4.19, vamos a calcular la longitud de los
lados a y c.

=4 ¢

55° 30"/
A = B

Figura 4.19: Calcular a y ¢

Vamos a utilizar el teorema de los senos, en particular, empezaremos por utilizar

la parte
a b

sen A senB
Sustituimos en la expresion anterior los datos del problema y despejamos el valor de a,

a b 4- sen 55°
= =aq=————=655¢cm
sen 559 sen 309 sen 309
Para calcular el valor de ¢ podemos utilizar
a & b e

— : 0 bien =
senA  senC’ sen B senC

Lo hacemos con la primera expresion, para lo cual necesitamos saber cuanto mide el

angulo C', pero esto es sencillo, ya que sabemos que la suma de los angulos interiores
de un triangulo cualquiera siempre es 180°. Por tanto, C' = 180" — 55° — 30° = 959

a ¢ 655 sen 95°

= =c= = 797 cm
sen 55  sen 959 sen 55Y

11. Calcular el valor del angulo B y del lado ¢ de un triangulo en el que a = 9 cm,
b=6cmy A = 60°.
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4.2. Teorema del coseno

En un triangulo rectangulo en el que la hipotenusa es a y los catetos son by ¢, se
verifica el teorema de Pitagoras
a? = b + ¢
Sin embargo, si el triangulo no es rectangulo esto no tiene por qué cumplirse. Pero
se verifica una generalizacion del teorema de Pitagoras que se denomina teorema del
coseno:

En un tridngulo cualquiera de angulos A, B y C, con lados opuestos a, b y ¢, se
verifica

a’ =0 +c%—2bccos A

Dado que la asignacion de letras a los lados del triangulo es completamente ar-
bitraria, también se verifican las dos formulas siguientes, que son equivalentes a la
anterior:

b?> = a? + ¢ — 2-a-c-cos B

c® = a? 4+ b% —2.a-b-cos C

El teorema del coseno también se puede demostrar utilizando argumentos geome-
tricos, entre ellos, el teorema de Pitagoras. Sin embargo, en este caso vamos a ir
directamente a ver como se puede aplicar la formula.

Por ejemplo, a partir de los datos del triangulo de la figura 4.20, queremos calcular
la longitud del lado a.

=6 C &

60°

c=10ecm B

Figura 4.20: Calcular a

Utilizamos el teorema del coseno, con la férmula que hemos visto en primer lugar,
la que empieza por a?, por razones evidentes. Sustituimos entonces en la férmula

a® =p* + 2 —2.b-ccos A
a? = 362 + 100% — 2:6-10- cos 60° = 76

Entonces,
a=+V76=2872cm

Es importante destacar que este ejemplo no se podria haber hecho utilizando el
teorema de los senos, ya que para ello hubiera sido preciso que tuviésemos al menos
el valor de un angulo y el de su lado opuesto.
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4.3. Resolucion de triangulos

Resolver un triangulo consiste en calcular el valor de todos sus elementos: angulos
y lados. Para ello acabamos de estudiar dos herramientas: teorema de los senos y
teorema del coseno. ¢ Cuando hay que utilizar uno u otro?

El teorema de los senos se puede utilizar siempre que entre los datos se encuen-
tren al menos un angulo y el lado opuesto, ademas de algun otro elemento del trian-
gulo.

El teorema del coseno se puede utilizar cuando los datos que tenemos son un
angulo y los dos lados que lo forman. También se puede utilizar cuando disponemos
de las medidas de los tres lados, aungque no tengamos ningln angulo.

Vamos a ver algun ejemplo mas:

Tres ciudades A, B y C se encuentran unidas mediante tres carreteras rectas. Las
dos carreteras que parten de A hacia las otras dos ciudades forman un dngulo de
120°. La distancia entre A y B es de 50 kilometros y la distancia de A a C es de 30
kilometros. Queremos calcular la distancia de la ciudad B a la ciudad C.

En primer lugar representamos graficamente los datos del problema.

c

a

=30 k 120

A c=50 km

Figura 4.21: Tres ciudades

En la figura 4.21 vemos que la incognita del problema es el lado a. Entonces,
utilizamos el teorema del coseno. Sustituimos en la expresion

a?=b>+c*—2bccos A

a? = 30% + 50% — 2-30-50 cos 120° = 4900

Entonces,
a = /4900 = 70 km

Si ahora quisiéramos calcular el valor de alguno de los otros dos angulos, podria-
mos utilizar el teorema de los senos, porque ya tenemos el valor del angulo A y del
lado a.

Otro ejemplo:
Los tres lados de un triangulo miden a = 3 cm, b = 6 cm y ¢ = 4 cm. Calcular el
valor de sus angulos.

También en este caso tenemos que empezar utilizando el teorema del coseno en
cualquiera de sus formas. Por ejemplo,

a? =0+ — 2-bc-cos A
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b=6c. a=3cm

A c=4cm B

Figura 4.22: Calcular los dngulos

Sustituimos los datos del problema (figura 4.22) y despejamos cos A4,
32=62+42—-264cosA < 9=236+16—48cos A
pasando cos A al miembro izquierdo,
48 cos A = 43
de donde,
cos A = L 0’89583
48
Utilizando la calculadora, obtenemos que

A = 26 23" 4"

]

]

: 12. Calcular el valor de los dos angulos que faltan en el ejemplo anterior. Es decir, :
. sabiendoquea=3cm,b=6cmyc=4cm,y A= 26023 4", calcular By C. ;
| J : : ]
| ]
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Vamos a estudiar en este ultimo apartado algunas relaciones trigopnométricas, ade-
mas de la relacion fundamental, ya estudiada antes. También veremos cémo se pue-
den resolver algunas ecuaciones en las que aparecen razones trigonomeétricas.

5.1. Seno y coseno de una suma

Vamos a deducir una formula para el seno de una suma de dos angulos, sen(a+/3),
en funcién del seno y coseno de los angulos a y 3. La deduccion no es facil, sobre todo
en una primera lectura, pero puede resultar un buen ejercicio, aunque dificil, intentar
comprenderla. A pesar de todo, para el desarrollo posterior, no es imprescindible su
comprension.

005%

o+
o

o g8 T

Figura 4.23: Seno de una suma

Vamos a utilizar la figura 4.23. En esta figura hemos dibujado un triangulo rectan-
gulo, el OPR en el que la hipotenusa mide 1. De esta forma, el cateto opuesto y el
adyacente del angulo 3 son, respectivamente, sen 3 y cos 3.

Si consideramos el triangulo rectangulo OPS, tenemos que sen(a + 3) = PS Pero

PS=TQ=TR+ RQ

Segun el triangulo ORT,

TR
sena = —— = TR =senacosf3
cos 3

Segun el triangulo PQR,

cosa = = RQ = cosasenf

sen [3

Entonces,
sen(av + 3) = TR+ RQ = sen «vcos 3 + cos asen [3
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Con lo que, si el lector ha tenido la paciencia de llegar hasta este punto, habra com-
probado que hemos obtenido la formula del seno de una suma:

sen(a + 3) = sen a cos 3 + cos asen 3
Con argumentos similares, se puede comprobar que el coseno de una suma:
cos(a + 3) = cosacos 3 — sen asen 3

A partir de estas dos férmulas, se pueden obtener multitud de relaciones trigono-
métricas, mediante manipulaciones algebraicas, algunas de las cuales vamos a pro-
poner a continuacion como actividades.

13. Utilizando la formula del seno de una suma, calcular el seno de una diferencia,
es decir, sen(a — 3).

14. Utilizando la férmula del coseno de una suma, calcular el coseno de una diferen-
cia, es decir, cos(a — ).

15. Utilizando las formulas del seno y del coseno de una suma, calcular la tangente
de una suma, es decir, tg(a + 3).
sen(a + 8)

cos(a + 3)
denominador de la expresion que se obtiene por el producto cos o cos 3).

(Indicacion: utilizar el hecho de que tg(a + 3) = y dividir el numerador y el

Otras dos formulas importantes son el seno y el coseno del angulo doble:

El seno del angulo doble se puede obtener a partir de la formula del seno de una
suma, sin mas que aplicar esta formula a sen(a + a), e ir cambiando 3 por a.

sen(a + @) = sen v cos v + cos avsen @ = 2sen @ cos «

Por tanto,

sen(2a) = 2 sen a cos «

16. Comprobar que la formula del coseno del angulo doble es

cos(2a) = cos? a — sen’
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5.2. Ecuaciones trigonomeétricas

Una ecuacion trigonomeétrica es una ecuacion en la que aparecen razones trigo-
nomeétricas.

Veamos algunos ejemplos:

Queremos resolver la ecuacion

seng =1

Se trata de encontrar todos los angulos cuyo seno es 1. Sabemos que el angulo de 90°
verifica esta condicion. Y también lo haran los dngulos que se obtengan cada vez que
a este angulo le sumemos 360°, es decir, cada vez que demos una vuelta completa a
la circunferencia. Entonces, todas las soluciones son de la forma

= 90° + 360k

donde k es un numero entero de vueltas.

17

Resolver la ecuacion trigonométrica cos & = —1.

Las ecuaciones trigonométricas pueden ser algo mas complicadas. Por ejemplo,
pueden involucrar mas de una razoén trigonométrica. En este caso lo que hay que
hacer es intentar reducirla a una Unica razon, para poder llegar a alguna ecuacion
como las anteriores.

Por ejemplo, queremos resolver la ecuacion
3—2sen’z — 3cosz =0

sabiendo que z es un angulo tal que 0° < = < 90°.

Utilizamos la relacién fundamental de la trigonometria para transformar sen” x.

Como
2

sen?z +cos?x =1, sen’z =1 — cos® z.
Entonces, sustituyendo en la ecuacion,
3 —2(1 —cos® z) —3cosx =10
Hacemos operaciones y llegamos a la ecuacion

2cos’x —3cosz+1=0

gue no es mas que una ecuacion de segundo grado en cos . Resolvemos esta ecua-
cion y obtenemos

1
cosxzi cosig= 1

gue son dos ecuaciones sencillas, como las que hemos empezado estudiando.
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Sus soluciones son (comprobarlo)
=600 a2=0°

debido a que nos indicaban que las soluciones solo podian estar comprendidas entre
0% y 90Y, incluidos estos dngulos.

e e g
1 ]
: 18. Resolver la ecuacion trigonométrica ;
i ' : d
. sen’z — senz = 0 . :
| ]
[ 1 ]

Recuerda
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En esta unidad comenzaremos el estudio de la geometria analitica plana. La Geome-
tria se puede estudiar desde muchos puntos de vista, el punto de vista de la Geometria
Analitica se diferencia de otras formas en que, para estudiar los diferentes elementos
geometricos, se introducen coordenadas. Esto permite transformar los problemas geo-
métricos en problemas algebraicos. Por otra parte, los elementos que estudiaremos
aqui seran los puntos, vectores y rectas. Con ellos aprenderemos a resolver proble-
mas de incidencia, paralelismo y distancias. Este importante concepto, el de distancia,
sera utilizado en la unidad siguiente para estudiar otros objetos geométricos mas com-
plejos: las conicas.

RUNTOSIVIVE CIOre S anR Sl e LS s S e - b e by = el g, e, S S e 101
1515 S Puntos ) Pistancialentie oS PUmMtes s . s e e s e e e 101
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AR STimaTesVaCIaneSE ol afe ~ et = ol b e o e s e e SR 104
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1.1. Puntos. Distancia entre dos puntos

Ya sabemos representar puntos en unos ejes de coordenadas, se ha utilizado en
cursos anteriores y en algunas unidades precedentes. Representaremos los puntos
mediante letras mayusculas, por ejemplo; A(2,2), B(-3,2), C(3,—2) (ver figura 5.1).

e
I
b

|
L]

= Ce

Figura 5.1: Puntos A(2,2), B(-3,2), C(3,-2)

Utilizando el teorema de Pitagoras, se puede determinar la distancia entre dos
puntos en el plano, a partir de sus coordenadas de la siguiente forma:

Si P(xz1,y1) ¥y Q(z2,y2) (figura 5.2) son dos puntos del plano, su distancia se puede
calcular mediante la formula

d(P,Q) = \/(;2 — ) e

Figura 5.2: Distancia entre los puntos P(z1,y1) v Q(x2,y2)

En la figura vemos que la distancia entre los dos puntos es la hipotenusa del trian-
gulo rectangulo cuyos catetos miden (z2 — z1) € (y2 — y1).

Por ejemplo, si queremos calcular la distancia entre los puntos P(2,3) y Q(—2,1),
aplicando la féormula anterior,

d(P,Q)=(—2-22+(1-22 = /(42 + (-1)2 = V17

Tal y como esté definida la férmula de distancia, el resultado seria el mismo si
calculasemos la distancia d(Q, P).
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1.2. Vectores en el plano

Ademas de los puntos, para estudiar la geometria analitica en el plano, utilizaremos
otro elemento; el vector.

Un vector @ en el plano es un segmento orientado que viene caracterizado por las
siguientes propiedades:

= Modulo. Es la longitud del segmento. Se denota por ||.

= Direccidn. Es la indicada por la recta en la que se apoya el vector (figura 5.3).

s Sentido. El indicado por la flecha. Cada direccion tiene dos sentidos. Por esta
razén decimos que un vector es un segmento orientado, porque tiene un sentido.

Figura 5.3: Vector @

Representaremos los vectores mediante letras minusculas con una flecha encima;
a, 5, etc.

Las Unicas caracteristicas que vamos a considerar son las expuestas mas arriba.
Esto significa que, para que dos vectores sean iguales, es preciso que sean iguales
sus modulos, direcciones y sentidos. No importa, el lugar en el que estén situados,
siempre que compartan estos tres atributos. Por ejemplo, en la figura 5.4 hemos dibu-
jado el vector i en diferentes posiciones, pero en todos los casos es el mismo vector.

Je T M
P
e ] 2*7

Figura 5.4: Vector ¥

Debido a que no importa en qué lugar situamos el vector en el plano, sino sola-
mente su modulo, direccioén y sentido, se les llama vectores libres

Un vector también se puede determinar mediante un par ordenado de numeros,

que son sus coordenadas. Aunque el significado de las coordenadas de un vector es
distinto de las coordenadas de un punto.
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Un vector se puede interpretar como un movimiento que nos traslada desde un
punto A a un punto B, como se muestra en la figura 5.5. Entonces, las coordenadas
del vector ¢ son la diferencia de las coordenadas de los puntos B y A. Es decir, si el

—

Figura 5.5: Vector v = AB

vector v tiene de extremos los puntos A(xy,y1) y B(x2, y2) sus coordenadas son

= —
U= AB = (z2 — T1,Y2 — Y1)
En el caso del vector de la figura 5.5, estas coordenadas son
7= (7,-2)

Las dos coordenadas de un vector se pueden interpretar como las unidades que
hay que caminar para ir desde el origen al extremo del vector: la primera coordenada,
las unidades que hay que caminar en direcciéon horizontal; la segunda coordenada,
las unidades que hay que caminar en direccién vertical; cada una con sus respectivos
signos, como se muestra en la figura 5.6.

Figura 5.6: Vector v = (7, —2)

A partir de las coordenadas de un vector, se puede calcular facilmente su modulo,
ya que el médulo pasa a ser la distancia entre los dos puntos que une ese vector. Por
tanto, dado el vector de coordenadas #(v;, v2), su médulo se puede calcular mediante

3] = /02 + 03
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1. Se llama vector de posiciéon de un punto A al vector que une el origen de coor-
denadas O(0,0) con el punto A. Calcular los vectores de posicién los puntos A(—1, 2)
y B(3,3). Representarlos graficamente.

2. Calcular el médulo del vector PQ, siendo P(—1,3) y Q(3,4).

v Dados dos puntos en el plano, P(zy,y1) y Q(x2.y3), su distancia se calcula mediante
la férmula

d(P, Q) = v/(es =212 (s 1)
v Un vector 4 en el plano es un segmento orientado que viene caracterizado por las
siguientes propiedades:
- Mddulo. Es la longitud del segmento. Se denota por |z|.
- Direccion. Es la de la recta en la que se apoya el vector.
- Sentido. El indicado por la flecha.

v Las coordenadas del vector que ¢ que une los puntos A(zq,y1) y B(xa, y2) se calculan
restando las coordenadas de los puntos, 7 = AB = (13 — 21,92 — ¥1)-

v El médulo del vector de coordenadas o(vy, v2) €s |7] = y/v? + v3.

2.1. Suma de vectores

Dados dos vectores de coordenadas @(u1,uz2) y ¥(v1,v2), SU suma es el vector de
coordenadas

4+ U = (u1 + v1,uz2 + v2)

Sumar dos vectores es sumar las primeras y las segundas coordenadas de los vecto-
res iniciales por separado.

Geométricamente, la suma se puede hacer como se muestra en la figura 5.7. Se
trata de hacer que los vectores tengan el mismo origen, y dibujar la diagonal del parale-
logramo que forman. Esta forma de sumar vectores se llama regla del paralelogramo.

En la figura 5.8 se describe otra forma equivalente de sumar los vectores o y v.
Consiste en poner el vector ¥ a continuacion del vector . La suma u + v es el vector
que va desde el origen del & hasta el extremo del vector .

Algebraicamente, se trata de hacer dos sumas simultaneamente. Por esta razén,
todas las propiedades que cumple la suma de numeros reales, también las cumple la
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U+v

o

v

Figura 5.7: Regla del paralelogramo

v

U+v

]

Figura 5.8: Suma de vectores

suma de vectores. En concreto, la suma de vectores verifica las siguientes propieda-
des:

Asociativa. (i +v) +w = 4+ (v+w). Es decir, para sumar tres vectores, se pueden
asociar dos de ellos y depués sumar el tercero, y el resultado es el mismo sean cuales
sean los que se asocien.

Conmutativa. @ + v = v + . Lo que significa que no importa el orden en el que se
sumen dos vectores, el resultado es el mismo.

Existencia de elemento neutro. Existe un vector, el vector nulo, de coordenadas
0(0,0), tal que, i + 0 = 0 + @ = u, para cualquier vector .

Existencia de elemento opuesto. Dado un vector cualquiera i, existe otro (—), co
el mismo modulo y direccion, pero distinto sentido que el primero, tal que, i+ (—u) =

=]

2.2. Producto por un escalar

Veamos otra operacion en la que aparecen involucrados los vectores, el producto
de un vector por un escalar. Con escalar nos referimos simplemente a un nimero real.
Esta es habitualmente la denominacion que se da a los numeros, para distinguirlos
de los vectores, cuando se habla de las dos cosas. Los representaremos por letras
minudsculas: a, b, c, ...

Si a es un numero real y (u;, us) €s un vector, se define el producto del escalar a
por el vector i, de la forma siguiente:

a-i = a-(u1,uz2) = (aui, auz)

Por ejemplo, para multiplicar el vector (2, 4) por el nimero 3, solo hay que multiplicar
por 3 cada una de las dos coordenadas del vector,

3i = 3(2,4) = (6,12)

Geométricamente, si multiplicamos un vector i por 2, por ejemplo, el resultado es
otro vector, con la misma direccion, el mismo sentido, pero mdédulo 2 veces mayor que
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el vector original. Si el escalar es negativo, entonces cambia el sentido del vector. En
la figura 5.9 se han dibujado varios ejemplos de productos de un vector por un escalar.

Figura 5.9: Producto por un escalar
El producto de un escalar por un vector cumple las siguientes propiedades,
® o+ U) = ad + a¥
® (a+b)ii = ail + b
® (ab)i = a(bd)

m =1

3. Dados los vectores (2, 3), v(—1,2) y w(—3, —2). Efectuar las siguientes operacio-
nes entre ellos:
a)3u—v  b)ud—2(uU+ 20) C) 3w —u + 2

La suma de vectores y el producto por escalares nos permiten definir una impor-
tante relacion geométrica y algebraica entre vectores.

Supongamos que tenemos dos vectores @ y ©. Si cada uno de ellos lo multiplicamos
por un escalar, y después los sumamos, obtenemos un tercer vector, por ejemplo,

w=2u— 39

Decimos que i es una combinacion lineal de los vectores @ y ©. También es posible
decir que @ depende linealmente de w y v.

Pensemos en dos vectores, @ y v. Si u se puede escribir como combinacion lineal
de 7, entonces, existe algun numero real k tal que

U=kt
Decimos entonces que estos dos vectores son linealmente dependientes. Pero en-
tonces, por lo que hemos visto en el producto por escalares, i y ¥ son vectores con la
misma direccion, es decir, paralelos.
Si no hay posibilidad de escribir uno de los vectores como combinacion lineal del
otro, decimos que son linealmente independientes, y por tanto, no son paralelos.
En resumen (figura 5.10),
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y

linealmente linealmente
independientes dependientes

Figura 5.10: Dependencia e independencia lineal

@y U son linealmente dependientes y paralelos si, y sélo si, uno de ellos se puede
escribir como combinacion lineal del otro, es decir, existe k tal que

U = ki

4. Estudiar la dependencia o independencia lineal de los siguientes pares de vecto-
res:

a)@(2,3)y #(4,6) b)a0,1)yb(1,3) ¢ &1, —3)y d"(%, _73)

También a partir de las operaciones anteriores entre vectores se puede resolver
un problema geométrico entre puntos, el del calculo del punto medio de un segmento.
Lo vamos a resolver para un ejemplo. Dados los puntos de coordenadas A(—1,2) y
B(3,4), queremos calcular las coordenadas del punto medio M del segmento que une
Ay B.

Figura 5.11: Punto medio

En la figura 5.11 hemos representado los puntos A, By el punto M, cuyas coorde-
nadas queremos calcular. Si consideramos los vectores AM y AB, vemos en el dibujo

que son tienen el mismo sentido y uno es el doble que el otro, exactamente se verifica
que :

_— —

AB =2AM
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Pero como las coordenadas de cada vector se calculan restando las del extiremo me-
nos las del origen, la relacion entre las coordenadas del punto son B — A = 2(M — A),
de donde,

1

F)

Por tanto, para calcular las coordenadas del punto medio de un segmento, se suman
las coordenadas de los extremos y se dividen entre dos, es decir, son las medias
aritméticas de las coordenadas de los puntos.

| -143 244)
M:( ¥ g )(1,3)

Mas que aprender el resultado de memoria lo importante es aprender el procedi-
miento para aplicarlo en otras situaciones.

5. Calcular las coordenadas del punto P que se encuentra en el segmento que une
A(2,2) y B(5,9) a doble distancia de A que de B (entre los dos puntos.)

2.3. Producto escalar

Dados dos vectores u y v, se define el producto escalar entre ellos como el na-
mero
u-v = ||| V] cos a
donde |i| y |#] son los modulos de los vectores i y v y « es el angulo que forman (no
importa que sea positivo o negativo, ya que cos(a) = cos(—a).)

El producto escalar es un numero, no un vector. Por eso se llama asi.

Se puede comprobar que si los vectores vienen dados por sus coordenadas: ii(uy, us)
y ©(v1, v2), entonces el producto escalar se puede calcular

T = U171 + U2
Veamos algunas consecuencias y aplicaciones del producto escalar:

= i = |i|* > 0, ya que el angulo de un vector por si mismo es nulo, por tanto su
coseno es 1. A partir de esta propiedad, el médulo de un vector se puede escribir

de la forma
li| = Vi = \/uf + u3

= Podemos utilizar el producto escalar precisamente para calcular el angulo que
forman dos vectores. Por ejemplo, queremos calcular el angulo formado por los
vectores (1,0) y ©(2,2). De la expresion del producto escalar, despejamos el
coseno del angulo,

-0
]9

— —
)

U

= |t]-|7]- cos @ = cosax =
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Entonces, utilizando las coordenadas de los vectores,

12402 2 V2
VIZ+02v22 422 VB 2

de donde se puede deducir que a = 45°.

cosx =

= Si dos vectores son perpendiculares, entonces el angulo que forman es de 90°,
como cos 90Y = 0, el producto escalar sera nulo. Con lo que podemos utilizar el
producto escalar para determinar si dos vectores son perpendiculares, es decir,

4 y @ son perpendiculares si @- = 0

1
i F ' e T e ] Pt e e ] e e o Y Fra T e e e e T T N L ] T b e ey O\ i
1 6. Calcular las coordenadas de un vector perpendicular al vector (2, 3). ]
i N i . = 1

Recuerda

3. Ecuaciones de la recta

Por dos puntos P y @ en el plano pasa una y solo una recta r (figura 5.12). De
manera que dos puntos son suficientes para determinar completamente una recta.
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También queda determinada conociendo un punto P y un vector ¢ que nos indique su
direccién (figura 5.13), seria valido cualquier vector que una dos puntos cualesquiera
de la recta. A este vector le llamaremos vector de direcciéon de la recta. Cuando
pensamos en un vector de direccion de una recta solo nos importa su direccion, no

el médulo ni el sentido. De manera que una recta tiene infinitos vectores de direccion
posibles.

S . it < .
Figura 5.12: r determinada por dos puntos Figura 5.13: r determinada por punto y
vector

A partir de estos datos, un punto y un vector, vamos a estudiar cémo se pueden
determinar las ecuaciones de una recta.

3.1. Ecuaciones vectorial y paramétrica

Supongamos que la recta r pasa por el punto P(pi, p2) y tiene la direccion del vec-
tor (v, v2). Sea X (z,y) un punto cualquiera de la recta, es decir, un punto genérico.

Queremos obtener una expresion que describa las coordenadas de cualquier punto X
de la recta.

Figura 5.14: Recta

Sean j'y 7 los vectores de posicion de los puntos P y X, respectivamente. Segun
vemos en la grafica de la figura 5.14, el vector 7 se puede obtener como la suma del
s :
vector p'y el vector PX, es decir,

F=p+PX

. - —— . .’ -
En la misma figura observamos que el vector P X y el vector de direccion de la recta o
son paralelos y, por tanto, linealmente dependientes. Entonces, existe un nimero real
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t tal que

PX = t7
Sustituyendo en la igualdad vectorial anterior, tenemos
T=p+tv
Sustituyendo las coordenadas de cada vector, obtenemos finalmente la expresién
(z,y) = (P1,p2) + t(v1,v2)

gue se demonima ecuacion vectorial de la recta.

Por ejemplo, la ecuacién vectorial de la recta que pasa por el punto P(1,2) y tiene
como vector de direccion v(—1,2) es

(z,y) = (1,2) +t(-1,2)

Si damos valores a ¢ obtenemos puntos de la recta. A medida que ¢ va recorriendo
los numeros reales vamos obteniendo todos los puntos de la recta. En este sentido, la
ecuacion vectorial se puede interpretar como la ecuacion que describe el movimiento
de una particula a lo largo de una recta, para cada instante de tiempo ¢ tenemos
una posicion de la particula. Por ejemplo, para el instante £ = 0, tenemos el punto
(z,y) = (1,2); para el instante ¢ = 2, tenemos el punto (z,y) = (—1,6); etc. Se dice
que t es un parametro, una variable que, para cada uno de sus valores, determina un
punto de la recta.

A partir de la ecuacién vectorial, si operamos en el miembro derecho de la ecua-
cion,

(z,y) = (p1,p2) + t(v1,v2) = (p1,p2) + (tv1,tve) = (p1 + tvr, p2 + tvg)

y ahora separamos las dos coordenadas de los vectores, obtenemos,

T =p +tvg
Yy = p2 + tvz

A esta expresion se le denomina ecuacion paramétrica (o ecuaciones paramétricas)
de la recta. Su significado es el mismo que el de la ecuacion vectorial, sélo que escrita
de otra forma.
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7. Calcular la ecuacion vectorial de la recta que pasa por los puntos P(1,3) y
Q(—2,5). Calcular previamente un vector de direccion de la recta. Calcular dos puntos
de la recta que no sean Py Q).

8. Calcular las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los puntos A(0, 1) y
B(2,—1). Averiguar si los puntos P(4, —1) y Q(0, 3) pertenecen a ella.

3.2. Ecuaciones continua y general

Partimos de la ecuacién paramétrica de la recta,

z =p1 +tu
Yy =p2+tvy

Vamos a eliminar el parametro ¢, para ello despejamos t en las dos ecuaciones e
igualamos las expresiones obtenidas.

. i T — % i &L — ]
De la primera ecuacion, t = Pl Dela segunda ecuacion, t = i - §
U1 v2
Igualando las dos expresiones, obtenemos

T—P1 T — P2

U1 U2

Esta es la llamada ecuacion continua de la recta.

Si en la ecuacion continua quitamos los denominadores y pasamos todos los tér-
minos a uno de los miembros, tenemos
S T

2
v v = v2(2 — p1) = v1(Z — p2) = vax — v1y — vap1 + V1P2 =0

Llamando a = vg, b = —v1 Y ¢ = —wap; + v1p2, Obtenemos una expresion de la forma
ar+by+ec=0

A esta ecuacion le llamamos ecuacion general (o implicita) de la recta. Esta es una
de las ecuaciones mds importantes de la recta, debido a que si los coeficientes a, b
y ¢ estan simplificados (son primos entre si) la ecuacién es Unica, salvo quiza en el
signo. Cosa que no ocurre con las ecuaciones anteriores, ya que su forma depende
del punto y del vector de direccion elegidos.

Veamos un ejemplo. Queremos calcular la ecuacion general de la recta que pasa
por el punto P(2,1) con vector de direccion (1, —2).
Escribimos en primer lugar la ecuacion continua,
H—2 =1

1 —=2
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Quitamos los denominadores y pasamos todos los términos al miembro izquierdo de
la ecuacion,
—2x4+4d=y-1=-2zx—-y+3=0

(cambiamos de signo a toda la ecuacion para que el primer coeficiente sea positivo),
2r+y—3=0

Para obtener puntos de la recta a partir de la ecuacion general sélo hay que dar
valores a una de las variables y despejar la otra. Por ejemplo, en la ecuacién anterior
si xz = 0, entonces y = 3, luego el punto A(0, 3) esta en la recta.

Para verificar si un punto se encuentra en la recta, solo hay que sustituir sus coor-
denadas en = e y y comprobar que se verifica la ecuacion. Por ejemplo, se puede
comprobar que el punto de coordenadas B(2, —1) se encuentra en la recta de ecua-
cion 2z +y — 3 =0, ya que

' 22 4 (=1) —3=0

z=2—t

9. La recta r esta determinada por las ecuaciones paramétricas { s
W= :

Calcular la ecuacion general de r.

10. Obtener las ecuaciones paramétricas de la recta de ecuacion general
3z —y+8=0.

11. Describir como son las rectas de ecuaciones z — 2 =0, y — 3 = 0.

3.3. Ecuaciones punto-pendiente y explicita

Volvamos a la ecuacion continua de la recta,

T—p1 Y —p2
M V2

Vamos a despejar la expresion y — p, de la ecuacion, es decir, el numerador del miem-
bro derecho, v, pasa multiplicando al otro miembro y tenemos

va(T — p1)
U1

Yy—p2=
que también se puede escribir
U2
Yy—p2= L‘—(fﬂ—Pl)

. U9 - . _
Si llamamos m = —, la ecuacion anterior se puede escribir
U1

y —pz = m(xz — p1)
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Esta ecuacion se denomina ecuacion punto-pendiente de la recta. Recibe este nom-
1 " Vs

bre porque en ella se aprecia un punto, P(p1, p2), y €l nimero m = -2, que se puede
1

calcular a partir de las coordenadas del vector de direccion v(vy,v2), se llama pen-

diente de la recta.

La pendiente de una recta es uno de sus atributos més importantes, ya que es
el numero que mide su inclinacion. Segun podemos ver en la figura 5.15, en la que
hemos representado un vector de coordenadas (v, v2), la pendiente es el cociente
entre el cateto opuesto y el cateto adyacente al angulo « del triangulo rectangulo que
se forma en la figura.

<i

v;

Figura 5.15: Pendiente

Es decir, la'pendiente de la recta es la tangente del angulo que forma el vector con
la horizontal,
m=1tg«

Pensando en la recta, la pendiente es la tangente del angulo que forma ésta con
el eje X, medido en sentido positivo.

Mientras que una recta puede tener muchos vectores de direccién, pendientes sdlo
tiene una, si ésta se puede calcular. (¢, En qué caso no se puede calcular?)

Por ultimo, si en la ecuacion punto-pendiente quitamos los paréntesis y despeja-
mos y, obtenemos y — ps = mx — mp; = y = mx — mp1 + po.
Haciendo n = —mp; + p2, llegamos a la ecuacion

Yy=mz—+mn

gue se llama ecuacién explicita de la recta. En la ecuacion explicita el nimero m
sigue siendo la pendiente de la recta y el nimero n es la ordenada en el origen de la
recta, es decir, el punto en el que la recta corta al eje Y. Ya que si hacemos z = 0, se
obtiene y = n, por lo que la recta pasa por el punto (0,n) que es un punto del eje Y,
como vemos en la figura 5.16.

X
Figura 5.16: Recta y = mz + n
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La ecuacion explicita también se puede obtener a partir de la ecuacién general,
despejando y.

o h o TR NS ED S SR NS N S5 SN AN DN Im MR SD SN N e G SN WS SN SN m N S Em S Sm e BN SN SR ED WS SN S NS NG S S S W NS S SN DS

12. Calcular las ecuaciones punto-pendiente y explicita de la recta que pasa por los
puntos P(2,3) y Q(3,—3).

13. ;Cual es la pendiente de una recta horizontal? ¢Cuél es la pendiente de una
recta vertical? '
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4.1. Posiciones relativas de dos rectas

Si dibujamos dos rectas » y s en el plano, sus posiciones relativas pueden ser:
paralelas, secantes o coincidentes, como se muestra en la figura 5.17.

¥
paralelas secantes coincidentes

Figura 5.17: Posiciones relativas

Para determinar estas posiciones relativas, resolvemos el sistema de ecuaciones
formado por sus ecuaciones generales. Si las rectas son paralelas, el sistema no tiene
solucion. Si las rectas son secantes, el sistema tiene una Unica solucién que es el
punto de corte. Si las dos ecuaciones son iguales o proporcionales, entonces son
coincidentes.

Por ejemplo, las rectas de ecuaciones r : 2z +3y—2=0ys: 224+3y—3=0
son paralelas, el sistema no se puede resolver, aplicando el método de reduccion
llegariamos a una igualdad imposible. Observemos que los coeficientes de la x y de
la y son iguales.

Las rectas de ecuaciones r : z+y—2 =0y s : x—y = 0 son secantes.
Resolviendo el sistema se puede comprobar que z = 1y y = 1. Por tanto, se cortan el
el punto P(1,1).

Las rectas de ecuaciones r: 2z+y+2=0ys: 4z+ 2y +4 = 0 son coincidentes,
ya que si simplificamos la segunda (dividiendo entre 2,) obtenemos la primera.

14. Estudiar las posiciones relativas de las rectas

= AR
'r:{g: Vis: 3z +y—5=0

15. ;Como son los vectores de direccion de dos rectas paralelas? ;Como son las
pendientes de dos rectas paralelas? Poner ejemplos.

16. Calcular la ecuacion general de |a recta que pasa por el punto P(2, 3) y es paralela
alarectay =2z + 1.

116




4.2. Rectas perpendiculares. Vector normal

Dos rectas son perpendiculares si sus vectores de direccion son perpendiculares
(figura 5.18). Segun vimos en la seccidn correspondiente al producto escalar. Si el vec-
tor de una de ellas es ©(v1, v2) para obtener otro vector perpendicular, es decir, de tal
forma que su producto escalar sea nulo, basta con cambiar de orden las coordenadas
y a una de ellas de signo, por ejemplo, el vector w(vq, —v1).

N\ s

Figura 5.18: Rectas perpendiculares

¢ Qué ocurre entonces con sus pendientes?

. » v .
La pendiente de la recta de vector 7 es m = =, La pendiente de la recta de vector
”m
—MN

w es m' = ——. Se comprueba que las pendientes de dos rectas perpendiculares
Vo2
estan relacionadas mediante
e =1
m = —
m

Por otra parte, cuando obtuvimos la ecuacion general de la recta,
ax+by+c=0

los coeficientes de la x y de la y eran, respectivamente, a = vy ¥y b = —uvy, pero

r

/ﬁ

Figura 5.19: Vector normal a una recta

estas son las coordenadas de un vector perpendicular al vector de direccién, segun
acabamos de ver. Por lo tanto el vector 7i(a, b) es un vector perpendicular a la recta de
ecuacion ax + by + ¢ = 0. A este vector se le llama vector normal de la recta (figura
5.19).

El vector normal a una recta se puede utilizar para calcular la ecuaciéon de una
recta perpendicular a la que nos dan por un punto determinado.
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17. Calcular la ecuacion general de la recta s perpendiculara r : 3z —y + 1 = 0 que
pasa por el punto A(2,1). Calcular las pendientes de ambas rectas.

4.3. Distancia entre puntos y rectas

Supongamos que queremos calcular la distancia entre el punto P(p1,p2) vy la recta
de ecuacion general r : az + by + ¢ = 0 (figura 5.20).

. P

Figura 5.20: Distancia de un punto a una recta

Una manera de resolver el problema consiste en calcular la ecuacién de la recta
que pasa por P perpendicular a r, a continuacion se calcula el punto de interseccion
de las dos rectas. Por ultimo, se calcula la distancia de entre el punto P y el punto de
interseccion.

Afortunadamente existe una férmula, que no vamos a demostrar, que permite re-
solver el problema de una manera rapida. Sirve para calcular la distancia cuando la
recta viene dada en forma general:

La distancia entre el punto P(p1,ps) ylarectar: ax+by+c=0es

|ap1 + bp2 + ¢
vaZ + b2
El numerador se calcula sustituyendo las coordenadas del punto en la ecuacion de la

recta, y tomando el valor absoluto para que la distancia sea positiva. EI denominador
es el modulo del vector normal de la recta 7.

d(Br)i=

Por ejemplo, para calcular la distancia entre el punto P(1,4) y la recta
r: 2z +y— 7 =0, sustituimos en la férmula anterior,

_Pasd—y |2 5

d(Byr) V22 + 12 V5 5
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Esta es la ultima unidad con un contenido puramente geomeétrico. En ella vamos a
estudiar las (curvas) conicas: circunferencia, elipse, hipérbola y pardabola. Las cénicas
son curvas gue se pueden estudiar desde distintos puntos de vista. Aqui lo que ha-
remos, sera introducirlas como casos particulares de lo que denominaremos Lugares
Geométricos en el plano. Un Lugar Geométrico es un conjunto de puntos en el plano
que tienen alguna propiedad comun que los caracteriza, mediante la cual, se puede
llegar a obtener su ecuacion.
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Pensemos en el conjunto de los puntos del plano cuya ordenada es igual a su
abscisa. Si su ordenada es igual a su abscisa, entonces y = x. Por tanto, los puntos a
los que nos referimos son los de la recta y = =. También nos podiamos haber referido
a ellos simplemente como la recta que pasa por el origen y forma un angulo de 45°
con el eje X.

Vemos pues, que la recta y = = se puede describir de dos formas (y hay muchas
mas), pero nos interesa particularmente la primera forma en la que lo hemos hecho. En
esta primera forma hemos caracterizado los puntos por una propiedad que todos ellos
tienen en comun: “su ordenada es igual que su abscisa". Cuando un objeto geométrico
se describe de esta forma, se dice que es un lugar geométrico

Un lugar geométrico es un conjunto de puntos que tienen una propiedad comun.

Vamos a ver dos primeros ejemplos importantes de objetos geométricos en el
plano que se pueden describir como lugares geométricos: la mediatriz de un segmento
y la bisectriz de un angulo.

1.1. Mediatriz de un segmento

Un segmento es un trozo de recta comprendido entre dos puntos. Si tenemos el
segmento AB, la mediatriz del segmento ADB es la recta perpendicular que pasa por
el punto medio de A y de B, como hemos dibujado en la figura 6.1.

A
S5
o
f &
B
Figura 6.1: Mediatriz de un segmento Figura 6.2: dist(A, X) = dist(B, X)

La anterior es una manera de precisar lo que es la mediatriz de un segmento, sin
embargo, también se puede expresar como un lugar geométrico, ya que, cualquier
punto X de la mediatriz siempre esta a la misma distancia del punto A que del punto
B, como se puede apreciar en la figura 6.2.

De esta forma, la mediatriz del segmento AB se puede definir también como el
lugar geométrico de los puntos X del plano que se encuentran a la misma distancia
de A que de B. En otras palabras, la mediatriz de un segmento esta constituida por los
puntos X (z,y) tales que d(A, X) = d(B, X). Y esto nos proporciona un procedimiento
para calcular la ecuacion de la mediatriz.

Por ejemplo, queremos calcular la mediatriz del segmento AB, donde A(2,3) y
B(—1,5). Segun acabamos de ver, la solucion de nuestro problema la forman los pun-
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tos X (z,y) tales que
d(A,X) =d(B,X).

Aplicando la férmula de la distancia y sustituyendo las coordenadas de los puntos X,
Ay B, obtenemos la expresion

Vie—22+(@y—3)2 = V(@ + 12+ (y - 5)%

Elevamos al cuadrado en los dos miembros de la expresion, para que desaparezcan
las raices cuadradas, y desarrollamos los cuadrados que hay dentro,

2 —dr 4492 -6y +9=a?+2z+1+y%— 10y + 25.

Por ultimo, pasamos todos los términos a un miembro de la ecuacién, por ejemplo al
segundo y nos queda
0 =6z — 4y + 13.

Que es la ecuacién de una recta, la mediatriz del segmento AB.

1. Calcular la ecuacion de la mediatriz del segmento de extremos A(3,0) y B(1,4),
mediante los dos procedimientos que se proponen a continuacion:

a) Utilizando el hecho de que se trata de una recta perpendicular a AB que pasa por
el punto medio del segmento.

b) Utilizando la definicion de la mediatriz como lugar geomeétrico.

1.2. Bisectriz de un angulo

La bisectriz de un angulo es otro objeto geométrico que se puede definir como un
lugar geometrico. Sabemos que la bisectriz de un angulo es una recta que, pasando
por su vértice, divide al angulo en dos angulos iguales, como vemos en la figura 6.3.

(L
5ee”
L]
Figura 6.3: Bisectriz de un angulo Figura 6.4: d(X,r) = d(X, s)

Pero, si la bisectriz divide al angulo en dos iguales, cada punto X que se encuentre
sobre la bisectriz estara a la misma distancia de las rectas que forman el angulo, r y s
(figura 6.4).

Esta observacion nos permite definir la bisectriz de un angulo formado por dos
rectas r y s como el lugar geométrico de los puntos X del plano tales que su distancia
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a la recta r es igual a su distancia a la recta s. En otras palabras, la bisectriz del
angulo formado por las rectas r y s esta formada por los puntos X (x, y) tales que

d(X,r) =d(X,s).

bisectrices

Figura 6.5: Dos bisectrices

Ahora bien, observando mas detenidamente el problema se puede ver que, en
realidad, dos rectas r y s determinan dos bisectrices (ver figura 6.5). En efecto, dos
rectas r y s que se corten en un punto, producen cuatro angulos que son iguales dos a
dos (opuestos por el vértice), entonces cada uno de estos angulos tiene una bisectriz.
Todos los puntos de las dos bisectrices cumplen la propiedad de las distancias que
hemos indicado mas arriba, con lo cual, seria de esperar que, al resolver el problema
aparezcan las ecuaciones de ambas bisectrices. Y asi ocurre, al resolver el problema
de calcular una bisectriz aparece la otra.

Veamos un ejemplo. Queremos calcular la bisectriz (las bisectrices) del angulo
determinado por las rectas de ecuaciones:

r:dr—3y+2=0 y s:6c4+8y—5=0

Sabemos que la bisectriz es el lugar geométrico de los puntos X (z,y) del plano
tales que
d(X,r) =d(X,s).

En la unidad anterior hemos aprendido a calcular la distancia de un punto P(x, yo)
a unarecta r : ax + by + ¢ = 0, mediante la férmula

_ |axg + byo + ¢|
va? + b?

Entonces, tenemos que aplicar esta férmula sustituyendo, en lugar de (. 1) las coor-
denadas del punto X (z.y). (A este punto “incognita” que utilizamos para resolver los
problemas de lugares geométricos se le llama a veces punto genérico, debido a que
no representa ningun punto concreto, sino a todos los puntos que constituyen la solu-
cion.)

Entonces, d(X.r) = d(X, s) se transforma, sustituyendo, en la expresion siguiente:

d(P,r)

|4z — 3y +2| |62+ 8y — 5| - |4z — 3y +2| |62+ 8y — 5|
V16 +9 V36 + 64 5 10 '

simplificamos los denominadores y obtenemos,

|62 + 8y — 5|

4 — 3 2=
|4z y+ 2| 5

| 123




Y ahora tenemos que eliminar los valores absolutos para obtener las soluciones. Para
ello hay que tener en cuenta que, si |A| = |B|, entonces A = +B.
Por tanto, la expresién anterior se convierte en dos expresiones,

L Ny ol
4x—3y+2-i(—6"“+89 ‘))

2

Las separamos, hacemos operaciones y simplificamos:

6x + 8y — b
4:1?3y+2:+(1+2y0>:>2x14y+9:0;

6x+ 8y —5
43:—3;y+9—(%)¢14w+2y—10.

La ecuaciones de las bisectrices son, por tanto,

2z — 1dy49 =0; 14e+ 2y —1=0.

2. Calcular las ecuaciones de las bisectrices de los angulos que determinan los ejes
coordenados, el eje X y el eje Y.

3. Calcular las ecuaciones de las bisectrices de los angulos formados por las rectas
r: 122 —5y—1 =0y s : 4z + 3y = 0. Comprobar que las dos bisectrices son

perpendiculares entre si.

v Un lugar geomeétrico es un conjunto de puntos del plano que tienen una propiedad
comun que los caracteriza, a partir de la cual se puede calcular su ecuacion.

v' La mediatriz de un segmento es el lugar geométrico de los puntos del plano que estan
a igual distancia de los extremos del segmento.

v La bisecitriz de un angulo es el lugar geomeétrico de los puntos del plano que se en-
cuentran a igual distancia de las rectas que forman el angulo.

Quiza los ejemplos mas importantes de objetos geométricos que se pueden definir
como lugares geométricos en el plano sean las cénicas: circunferencia, elipse, hipér-
bola y parabola, que se estudiaran a continuacion, y que son el objeto fundamental de
esta unidad didactica. Sin embargo, la definicion clasica de las conicas, que se debe
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a Apolonio de Perga (262-190 a.C.), se hizo mediante un procedimiento distinto al de
los lugares geométricos. Se definieron como las intersecciones de un plano con una
superficie conica, de ahi el nombre de secciones cénicas, o simplemente cdnicas,

que reciben estas curvas.

En la figura 6.6 hemos representado una
supetrficie conica (de revolucion). Para
generarla, hacemos girar (por esto se lla-
ma de revolucién) una recta oblicua, que
se llama generatriz, a un eje vertical (la
recta y el eje se cortan en un punto.) La fi-
gura gue obtenemos es la misma que ob-
tendriamos uniendo dos conos circulares
iguales por su vértice, de manera que sus
ejes quedasen alineados. Al cono que
qgueda arriba y al que queda abajo, les
llamaremos “hojas”. Diremos gue la su-
perficie tiene dos hojas, en la figura, una
de ellas se ha coloreado y la otra se ha
dibujado transparente.

Figura 6.6: Superficie conica

Para obtener las conicas, vamos a cortar la superficie conica con planos en dife-
rentes posiciones. Dependiendo de la posicion del plano con respecto de la superficie
coénica, la seccién obtenida (el corte) sera una u otra curva. Las posibilidades mas
interesantes estan en los dibujos de la figura 6.7, que pasamos a explicar a continua-

cion:

Si cortamos una de las hojas de la superficie conica con un plano que sea per-

pendicular al eje de la superficie, la seccidn que se obtiene es una circunferen-

cia.

- Si el plano es oblicuo al eje y corta sélo a una de las hojas, de manera que la
seccién que se obtenga sea una curva cerrada, la seccion que se obtiene es una

elipse.

- Si el plano corta a las dos hojas de la superficie conica, sin pasar por el vérti-
ce de unién de éstas, la seccion que se obtiene, que tiene dos ramas, es una

hipérbola.

- Por ultimo, si el plano es paralelo a la generatriz, sin pasar por el vértice, se
obtiene una curva, que en este caso no llega a cerrarse nunca, que se llama

parabola.
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ELIPSE

HIPERBOLA PARABOLA

Figura 6.7: Secciones conicas
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4. Las curvas que se han descrito antes son las secciones cénicas mas interesantes.
Sin embargo, no son las Unicas, también se pueden obtener otras poniendo el plano
de manera adecuada. Describir qué posicion debe tener un plano que corte a una
superficie conica, para que la seccion obtenida sea cada una de las siguientes:

a) Un punto. b) Una recta. c) Dos rectas que se corten en un punto.

LR e e e

A pesar de la importancia de las curvas conicas como secciones de una superficie
conica, para estudiar los elementos y propiedades de cada una de ellas en el plano,
resulta mas conveniente definirlas como lugares geométricos. Esto nos va a permitir
obtener una ecuacién para cada coénica. Es lo que haremos en el resto de la unidad
didactica.

Recuerda
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3.1. Ecuacion de la circunferencia

Una circunferencia es el lugar geometrico de los puntos X (z,y) del plano que
equidistan (estan a igual distancia) de un punto fijo O(a,b), que es el centro de
la circunferencia. La distancia entre cada punto X y el centro O, es un numero
constante r, que es el radio de la circunferencia (figura 6.8).

Vamos a calcular, a partir de la definicion
anterior, la ecuacion de la circunferencia.

Si X(z,y) esta en la circunferencia, en- b i
tonces
d(X,0)=r
donde O(a. b) es el centro de la circunfe-
rencia.
Aplicamos la férmula de la distancia entre
dos puntos y obtenemos, b.¢
Vie—a)2+(y—0)2=r '
' X
Elevando al cuadrado, para que des-

aparezca la raiz cuadrada obtenemos la
ecuacion de la circunferencia:

(—a)® + (y—b)?* =77

Figura 6.8: Circunferencia

Desarrollando los cuadrados y pasando todos los términos al miembro izquierdo
de la ecuacion, se obtiene,

22 + y® — 2az — 2by + a2+ —r* =0,

que también es la ecuacion de la circunferencia. Aunque es mas facil de recordar la
primera expresion.

Asi, para obtener la ecuacién de una circunferencia hace falta conocer cual es el
centro y cudl es el radio.

Por ejemplo, la ecuacion de la circunferencia de centro O(—1,2) y radio 1 es,
(z+1)P2+@y-2°*=1,
o bien, desarrollando los cuadrados y agrupando los términos,

$2+312+2$—4y+4=0.

A partir de la ecuacion de la circunferencia, también se puede calcular cual es el
centro y el radio de la misma. Si la ecuacién estd escrita en la forma
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(x —a)®+ (y — b)? = r?, la obtencion es muy sencilla. Sin embargo, si la ecuacion esta
desarrollada, habra que convertirla previamente a la forma anterior.

Por ejemplo, queremos calcular cual es el centro y el radio de la circunferencia de
ecuacion
i +y? —4z+6y+9=0

Primero agrupamos los términos en x, los términos en y y pasamos el término inde-
pendiente a la derecha,
z? — 4o +y? + 6y = —9

Ahora, los dos primeros términos, x> — 42 son el comienzo del cuadrado de una dife-
rencia, (z —2)? aunque falta el tercer sumando del desarrollo, que seria 2? = 4; los dos
siguientes, y® + 6y son el comienzo del cuadrado de una suma, (y + 3)* aunque falta
el tercer término del desarrollo, que seria 3° = 9. Afladimos los términos que faltan,
y sumamos los mismos términos en el miembro derecho de la ecuacion, para que no
varie,

22 —dx+44+ 2 +6y+9=-9+449.

Escribimos los cuadrados y sumamos en la derecha,
(z—2)2+ (y+3)* =4

Por tanto, el centro de la circunferencia es O(2, —3) y el radio es r = 2.
Supongamos que al llegar a esta expresion obtenemos algo de la forma,

(m = TPy = 8% = —<10.

Esto significa que no es la ecuacién de la circunferencia, dado que el numero negativo
-10 no se puede escribir como un numero al cuadrado (no tiene raiz cuadrada). Si
fuese 0, tampoco lo seria, salvo que admitamos que un punto es una circunferencia
de radio 0, en este caso la ecuacion solo representaria un punto.

5. Calcular la ecuacién de la circunferencia de centro O(—2,0) y radio » = 2.

6. Calcular la ecuacion de la circunferencia de centro el origen de coordenadas
0(0,0) y que pasa por el punto P(1,1).

7. De las ecuaciones siguientes, unas representan circunferencias y otras no. Calcu-
lar el centro y radio de aquellas que lo sean:
a)z? 492 =19 by 2% +vy? — 2z — 4y =0 c) z2 + 9% — 2z — 8y + 20 = 0.

3.2. Circunferencias y rectas

Tenemos una circunferencia y una recta. ;Cémo pueden estar situadas una con
respecto de la otra, es decir, cudles son sus posibles posiciones relativas? En las
graficas de la figura 6.9 hemos dibujado las tres posibilidades posibles.

128




Puede ocurrir que la recta sea exterior a la circunferencia, cuando no tengan nin-
gun punto en comun; puede que la recta sea secante a la circunferencia, cuando
tienen dos puntos en comun; y, por ultimo, puede que tengan solo un punto en comun,
en este caso, se dice que la recta es fangente a la circunferencia.

exterior secante tangente

Figura 6.9: Posiciones relativas de una recta y una circunferencia

Conociendo las ecuaciones de la recta y de la circunferencia, sus posiciones rela-
tivas se pueden determinar de varias formas. Una de ellas consiste simplemente en
resolver el sistema formado por las dos ecuaciones. Dado que habra una ecuacion de
primer grado, la recta, y otra de segundo grado, la circunferencia. Se trata de un sis-
tema de segundo grado, que puede tener dos, una o ninguna solucion; posibilidades
estas que corresponderian, respectivamente, a secante, tangente o exterior.

Por ejemplo, si queremos estudiar las posiciones relativas de larectar: y =x,y la
circunferencia C : z* + y* = 1, resolvemos el sistema formado por las dos ecuaciones:
y==<
24+yt=1
y obtenemos dos soluciones, que son los dos puntos de corte:
P(L.2)yQ (2. 24).

Otra forma de estudiar las posiciones relativas de una recta y una circunferencia
consiste en comparar el radio de la circunferencia y la distancia del centro de la cir-
cunferencia a la recta.

Si r es el radio y d es la distancia desde el centro de la circunferencia a la recta,
tenemos que:

- Si d = r, la recta es tangente.

- Sid > r, entonces la recta esta mas lejos del centro que la propia circunferencia,
por tanto, es exterior.

- Sid < r, entonces la recta esta mas cerca del centro que la propia circunferencia,
por tanto, es secante.
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8. Estudiar la posicién relativa de recta y circunferencia en los casos siguientes:

=1 z+y+3=0
¥+ 9% — 22 =0 circunferencia de centro O(—1, —3) y radio r = 3.

Ya sabemos como se pueden determi-

nar las posiciones relativas entre una rec- o€
ta y una circunferencia. Para acabar es- \a\a“g
te apartado vamos a resolver un proble- o

ma distinto: dada una circunferencia y un
punto perteneciente a ella, encontrar la
recta tangente a la circunferencia que pa-
sa por el punto (figura 6.10).

Por ejemplo, el punto P(3,4) perte-
nece a la circunferencia de ecuacion
x? + 3% = 25. Queremos calcular la ecua-
cién de la recta tangente a la circunferen-  Figura 6.10: Recta tangente a una circun-
cia gue pasa por el punto P. ferencia

Como queremos calcular la ecuacién de una recta, necesitamos un punto, que ya
tenemos, y un vector de direccion o la pendiente de la recta. Segun podemos apreciar
en la figura 6.10, la recta tangente es perpendicular al radio de la circunferencia dibu-
jado en ese punto. Por tanto, el vector de direccion de la recta sera perpendicular al
vector 0_15, del centro al punto.

WD(B, 4), (el centro de la circunferencia es 0(0,0)) entonces un vector perpendi-
cular puede ser ©(4, —3). Ya que el producto escalar de 073(8,4) y U(4,—3) es nulo:
OP-# =34+ 4-(—3) = 0y, como vimos en la unidad anterior, esto implica que los vec-
tores son perpendiculares. En definitiva, tenemos que calcular la ecuacion de la recta
que pasa por P(3,4) y tiene como vector de direccién #(4, —3). Usando la ecuacion de

la recta en forma continua y convirtiéndola a la forma general,
x—3 Yy

—4
5 :*'—3 =3z +4y—25=0

9. Calcular la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia de ecuacion
x? +y? — 2y = 0, que pasa por el punto de la circunferencia P(1,1).

3.3. Potencia

Sea una circunferencia C, con centro en el punto O(a, b) y radio r. Consideremos
también un punto P(xz¢,yo) cualquiera del plano, es decir, no es necesario que esté
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sobre la circunferencia, ni en ningun lugar concreto. Vamos a definir un nimero, que
llamaremos potencia, calculado a partir de la circunferencia y el punto, que servira,
entre otras cosas, para estudiar la posicion del punto con respecto de la circunferencia.

Figura 6.11: Potencia de P con respecto de C

En la figura 6.11 hemos representado una circunferencia y un punto P exterior
(aunque el concepto es valido para cualquier punto). Llamamos d a la distancia entre
el punto Py el centro de la circunferencia. Entonces:

Se llama potencia del punto P con respecto de la circunferencia C al nimero
Pote(P) = & — r°

Es evidente que el valor de la potencia cambiara dependiendo de la situacion del
punto con respecto de la circunferencia:

Si P es exterior a la circunferencia, su distancia al centro es mayor que el radio.
Por tanto, Pote(P) > 0.

Si P es interior a la circunferencia, su distancia al centro es menor que el radio. En
consecuencia, Potz(P) < 0.

Por ultimo, si P esta sobre la circunferencia, su distancia al centro es precisamente
el radio de la circunferencia. Por lo tanto, Potq(P) = 0.

Se puede pensar que lo anterior no resulta demasiado Util, ya que, si para calcular
la potencia necesitamos calcular la distancia del punto P al centro, bastaria con com-
parar este numero con el radio para decidir la posicion del punto, ¢para qué elevarlo al
cuadrado y restarle el cuadrado del radio? Sin embargo, la potencia se puede calcular
de una manera mas directa, y es lo que hace que resulte una herramienta util. Veamos
de qué manera.

Para calcular la distancia entre el punto P(zg,) y el centro O(a, b) utilizamos la
férmula

d=d(0,P) = \/(zo — a)? + (yo — b)2.
A continuacion, elevamos d al cuadrado y le restamos el radio al cuadrado,
Pote(P) = d? — r? = (z0 — a)? + (yo — b)2 — 7.

Pero esta expresion es exactamente la ecuacion de la circunferencia (cuando todos los
términos se han pasado a la derecha) cambiando x por g, y por y, €s decir, las varia-
bles por las coordenadas del punto. Recordemos que la ecuacién de la circunferencia
era (x — a)? + (y — b)? = r2.

¢, Cémo calculamos entonces la potencia de un punto con respecto de una circun-
ferencia? Pues sustituimos las coordenadas del punto en la ecuacién de la circunfe-
rencia.
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Por ejemplo, dada la circunferencia C : 2 + 4> — 42 — 2 = 0 y el punto P(1,2), la
potencia del punto con respecto de la circunferencia es

Pote(P)—= P4 2 41 -0==120.
Es seguro entonces que el punto P es interior a la circunferencia.

Pero hay mas propiedades geométricas asociadas a la potencia. Dado el punto P
y la circunferencia, dibujamos la recta que pasa por el punto P y por el centro de la
circunferencia O. Esta recta corta a la circunferencia en dos puntos, A y B, como se
puede apreciar en la figura 6.12. La potencia se puede escribir

Pote(P)=d? —r? = (d—7)(d + 1)

(Suma por diferencia es igual a diferencia de cuadrados).
Pero en la figura se observa que d —r = PAy d + r = PB. Entonces,

Pote(P) = PA.PB

Hay que tener en cuenta que en esta formula PA y PB representan las distancias
entre los puntos “orientadas”. De manera que, si A y PB, pensados como vecto-
res, tienen el mismo sentido, el producto es positivo; y si tienen sentidos opuestos, el
producto es negativo.

\/

Figura 6.12: Pote(P) = PA.PB Figura 6.13: PA.PB = PA'.PB’

Lo mas interesante es que esta formula se cumple para cualquier recta que pase
por P y corte a la circunferencia en dos puntos, incluso aunque no pase por el centro.
En efecto, si dibujamos cualquier otra secante que corte en los puntos A" y B’, como
en la figura , se cumple (¢ por qué? ;cémo son los triangulos PA'By PB'A?)

PA PB

s ! /
55 = pg = PAPB=PAPB
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10. Sean las circunferencias

Ci:z?+1y?=1yCy:z?+y?> —22—4y—1=0.

Calcular la potencia del origen de coordenadas, P(0,0), con respecto de cada una de
las dos circunferencias.

11. Calcular la ecuacién del lugar geomeétrico de los puntos X (z,y) del plano que
tienen la misma potencia con respecto de las circunferencias C; : 2> +y?> —4 =0y
Gy a2 Lty =0

En la actividad anterior ha aparecido un nuevo concepto, el de eje radical de dos
circunferencias. En general, dadas dos circunferencias de ecuaciones
Ch:22+1y°+Ax+By+C =0yCy: 22 +y?+ Az + B'y+C = 0, el gje radi-
cal de las dos circunferencias, es el lugar geométrico de los puntos del plano, tales
que su potencia con respecto de las dos circunferencias es la misma.

Tal y como hemos visto en la actividad, el resultado es una recta, y para calcu-
lar su ecuacion no hay mas que igualar las dos ecuaciones de las circunferencias y
simplificar. Cuando existe, porque hay ocasiones en las que no (cuando las dos cir-
cunferencias son concéntricas, es decir, cuando tienen el mismo centro), es una recta
perpendicular a la recta que une los dos centros de las circunferencias.

Cuando tenemos tres circunferencias, el lugar geométrico de los puntos que tienen
la misma potencia con respecto de las tres circunferencias resulta ser un punto. A este
punto, si existe, se le llama centro radical. Se puede demostrar que es el punto donde

se cortan los tres ejes radicales que se obtienen de las circunferencias, dos a dos.

- Una circunferencia es el lugar geomeétrico de los puntos del plano que se encuentran
a la misma distancia de un punto fijo, que es el centro de la circunferencia. Si el centro
es O(a,b) y el radio es r, su ecuacion es

([@—a)*+(y—b) =n

Una recta, con respecto de una circunferencia, puede ser: exterior, secante o tangente.
Para determinar la posicién se resuelve el sistema de segundo grado formado por las
dos ecuaciones, la de la recta y la de la circunferencia.

Se llama potencia del punto P con respecto de la circunferencia C al nimero
Pote(P) = d* —»?
donde d es la distancia de P al centro de la circunferencia, y r es el radio de ésta.

Se llama gje radical de dos circunferencias a la recta, lugar geométrico de los puntos
del plano cuya potencia con respecto de las dos circunferencias es la misma. Cuando
hay tres circunferencias, el lugar geométrico de los puntos que comparten la misma
potencia con respecto de las tres es un punto, que se llama centro radical.
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La elipse también se puede definir como un lugar geométrico, ademas de ser una
seccién conica, y utilizando la propiedad que la define, se puede deducir su ecuacion.

4.1. Ecuacion de la elipse
Empecemos con la definicion.

Una elipse es el lugar geomeétrico de los puntos X (z, y) del plano tales que la suma
de sus distancias a dos puntos fijos, F y F5, es constante. Estos puntos se llaman
focos de la elipse.

Vamos a hacer un esbozo de como se puede deducir su ecuacién a partir de la de-
finicion anterior. En primer lugar, situamos los focos sobre el eje X, Fy(c¢,0) y Fs(—c, 0),
como se muestra en la figura 6.14. Esto se hace asi para que la ecuacion resulte mas
sencilla, si se pusieran en puntos arbitrarios, la ecuacion tendria una expresion bas-
tante complicada.

v
Fy-c.0) R0 / x

Figura 6.14: Elipse
Queremos encontrar los puntos X (z, y) tales que
d(Fy, X) + d(Fy, X) = constante.

Resulta conveniente (para simplificar la expresion) elegir la constante 2a. Entonces,
aplicando la férmula de la distancia,

VE—?+122+V/(z+e)2+4y2 =2
Haciendo unos calculos bastante laboriosos, que pasan por eliminar las raices
elevando dos veces al cuadrado, se llega a la expresion

e 2

z Y

donde a? = b + 2.
La expresion anterior se denomina ecuacion reducida de la elipse (es la mas sen-
cilla posible).
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Entonces, para calcular la ecuacién de la elipse, hay que conocer el valor de los
nameros a, by c. Aunque, como estén relacionados por la expresion a® = b2 +¢2, basta
con conocer dos de ellos para poder calcular el tercero.

12. Calcular la ecuacion de una elipse en la que a = 5 y los focos son los puntos
F1(3,0) y F5(—3,0).

13. Calcular los focos de la elipse de ecuacion 9z% + 16y° = 144.

14. Deducir la ecuacion de la elipse con focos en los puntos F(0,2) y F»(0, —2); y
vértices en los puntos A;(0.3) y A3(0, —3).

4.2. Elementos de la elipse

Ademas de los focos, vamos a enumerar otros elementos y caracteristicas de una
elipse.

- El centro de la elipse es el origen de coordenadas, es decir, el punto O(0, 0).

- Hemos visto antes que los focos de la elipse son los puntos Fi(¢,0) y Fy(—c,0).
La distancia entre ellos, que es 2¢ se llama distancia focal. (Ver la figura 6.15).

Y
By
a
Fy(-c.0) ¥ AG
B,

Figura 6.15: Elementos de la elipse

- Se llaman vértices a los puntos de corte de la elipse con los ejes coordenados.
Los puntos de corte con el eje X, que se calculan haciendo y = 0 en la ecuacién
reducida, son A;(a,0) y As(—a,0). Los puntos de corte con el eje Y, que se calculan
haciendo = = 0 en la ecuacion reducida, son B;(0,b) y B2(0, —b).

- La distancia entre los vértices A, y A, es 2a, se llama eje mayor. Al nimero a se
le llama semieje mayor. Analogamente, 2b es el gje menor y b es el semieje menor.

- La relacién a? = b? + ¢? implica necesariamente que a > b. Por otra parte, esta
relacion es el teorema de Pitdgoras aplicado al triangulo rectangulo de lados a, by ¢
de la figura 6.15.

- Si los focos de la elipse se situan sobre el eje Y, en lugar de hacerlo sobre el eje
X, se puede deducir que la ecuacion tiene la forma

2 2
=y
=

o b
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UNIDAD

Y se sigue verificando a?> = b? + ¢®. Aungue ahora el eje mayor seria el vertical y el
menor el horizontal.

Ademas de los parametros a, b y ¢; se utiliza otro que proporciona informacion so-
bre la forma de la elipse. Se llama excentricidad, y se define como larazén entre ¢y a,

e =—
a
Como 0 < ¢ < a, la excentricidad siempre sera un nimero comprendido entre Oy 1.
Si la excentricidad es un numero préximo a 0, entonces ¢ es pequefio con respecto
a la longitud de a, esto indica que los focos estan muy juntos y, en consecuencia, la
forma de la elipse sera parecida a la de una circunferencia, como se muestra en la
figura 6.16. Sin embargo, si la excentricidad es un nimero préximo a 1, entonces c es

. e proximo a 1
e proximo a 0

Figura 6.16: Excentricidad v forma de la elipse

grande con respecto a la longitud de a, lo que indicara que los focos estan separados
y, por tanto, la forma de la elipse sera estirada.

e
15. Calcular la excentricidad de la elipse de ecuacion % %: 1.

16. Sabiendo que él's.emi_eje mayor de una elipse es a = 2 y que su excentricidad es
e = (2, calcular su ecuacion.
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5.1. Ecuacion de la hipérbola
Empezamos definiendo la hipérbola como un lugar geométrico.

Una hipérbola es el lugar geométrico de los puntos X (z,y) del plano tales que
la diferencia (en valor absoluto) de sus distancias a dos puntos fijos, F y Fs, es
constante. Estos puntos también se llaman focos.

X(x.y)

& &

Figura 6.17: Hipérbola

La ecuacion de la hipérbola se obtiene de modo similar a la ecuacion de la elipse.
Si situamos los focos sobre el eje X, Fi(c.0) y Fa(—c,0), como se muestra en la figura
6.17, el problema ahora es encontrar los puntos X (z, y) tales que

|d(Fy, X) — d(Fa, X)| = constante.

Elegimos la misma constante 2a. Entonces, aplicando la férmula de la distancia, ahora
tenemos,

(& —c2 4392 — A (z+ e +y> =420

Después de eliminar las raices elevando dos veces al cuadrado, se llega a la ex-
presion
2 2
13 Y

a? 2 —q?

= L.
Por fin, llamando b*> = ¢ — a2, se llega a la expresion

2 y2

a? b2

donde ¢? = a® + V.

La expresion anterior se denomina ecuacion reducida de la hipérbola.

Entonces, al igual que ocurria con la elipse, para calcular la ecuacion de la hipérbo-
la, hay que conocer el valor de los numeros a, b y c. Aunque, como estan relacionados
por la expresion ¢? = a? + b? (jcuidado, ahora es distinta!), basta con conocer dos de
ellos para poder calcular el tercero.
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17. Calcular la ecuacion de una hipérbola en la que b = 3 y los focos son los puntos
F1(4O) y FE('—“L 0)

18. Determinar los focos de la hipérbola de ecuacion 9z? — 16y% = 144.

5.2. Elementos de la hipérbola

Describimos también otros elementos de la hipérbola, analogos casi todos a los de
la elipse.

- El centro de la hipérbola es el origen de coordenadas, es decir, el punto O(0, 0).
También aqui la distancia entre los focos, Fi(c,0)y Fx(—c,0), se llama distancia focal
y es 2¢. (Ver la figura 6.17).

- En la hipérbola sélo hay dos vértices, A1(a,0)y As(—a,0). Pero no hay puntos de
corte con el eje Y.

- La relacion ¢? = a* + b* implica necesariamente que ¢ > a. Por otra parte, esta
relacion es el teorema de Pitagoras aplicado al triangulo rectangulo de lados a, by ¢
de la figura 6.17. Aunque ahora la hipotenusa es c.

- Siguiendo con la misma figura, vemos que la grafica de la hipérbola se encuentra

entre dos rectas,
b —b
y=-—x y=—1
a a

que se llaman asinfotas de la hipérbola. Se puede demostrar que la gréfica de la
hipérbola se aproxima cada vez méas a estas rectas a medida que nos alejamos del
centro.

- Si los focos de la hipérbola elipse se situan sobre el eje Y, en lugar de hacerlo
sobre el eje X, se puede deducir que la ecuacion tiene la forma

y2

bZ

b
o

=1

Rl

Y se sigue verificando ¢ = a* + b°. Ademas, esta hipérbola sigue teniendo las mismas
asintotas que la anterior, como se puede ver en la figura 6.18.
La excentricidad de la hipérbola se define como la de la elipse,

C
b e
a
Aunque ahora, como 0 < a < ¢, la excentricidad siempre es un numero mayor que 1.

Si la excentricidad es un numero préximo a 1, entonces ¢ es parecido a la longitud

de a, esto indica que los focos estdn muy pegados a los vértices y la forma de la elipse
es estirada, como se muestra en la figura 6.19. Sin embargo, si la excentricidad es un
numero mucho mayor que 1, entonces a es pequefio con respecto a la longitud de ¢,
lo que indica que los focos estan separados de los vértices y, por tanto, la forma de la
hipérbola seré alargada, como se ve en la figura 6.19.
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(=

Figura 6.18: Dos hipérbolas con las mis- Figura 6.19: Excentricidad y forma de la
mas asintotas hipérbola

' )
; 19. Calcular los focos y las ecuaciones de las asintotas de la hipérbola de ecuacion i
‘ g = ;
: 1
s oy L _ . . !
: 20. Calcular la excentricidad de la hipérbola de ecuacion T il !
! [
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La parabola también se puede definir como un lugar geométrico, de la forma si-
guiente:

Una pardbola es el lugar geomeétrico de los puntos X (z, i) del plano que equidistan
de una recta r, llamada directriz y un punto £, que es el foco de la parabola.

Para obtener la ecuacion, situamos el foco lo situamos en el punto de coordenadas

(5 . i - — 2 '
F (5, 0) y la directriz es la recta = = - cone >0, de manera que c sea la distancia
entre el foco y la directriz, como se puéde apreciar en la figura 6.20.

Y
X(6y)

" /\F(c/2,0)

s

\S)
>

X=-C/,

Figura 6.20: Parabola

Entonces, queremos encontrar la ecuaciéon que cumplen los puntos X (z.y) tales
que d(F, X) = d(X, 7).
Utilizando las formulas de las distancias correspondientes, se obtiene

(o5 e =es
T— = y*=x+ -

By ¥ 2
Si elevamos al cuadrado y simplificamos, obtenemos la ecuacion reducida de la para-

bola

y? = 2cx

Sin embargo, si se cambian las posiciones del foco y la directriz, se obtienen ecua-
ciones distintas. En las figuras 6.21, 6.22 y 6.23, ponemos las ecuaciones correspon-
dientes a cada grafica.

y=c/2

[Focr2
F(-c/20  |x=c/2

F(0.-c/2

y=-c/2

: A S . o o W : .
Figura 6.21: y* = —2cx Figura 6.22: r? = 2cy Figura 6.23: 52 = —2cy
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21. Calcular la ecuacion de la parabola con foco F'(2,0) y directriz z = —2.

[ i
I ]
| ]
] ]
: 22. ;Cuédl es el foco y la directriz de la parabola de ecuacion z? = 4y? |
[} 1
i I
(| 1
| 1

23. Calcular el foco y la directriz de la parabola de ecuacién y2 + 10z = 0.
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En esta unidad vamos a empezar estudiando el concepto de funcion, que es una de
las principales herramientas matematicas para describir el mundo real. A pesar de que
actualmente disponemos de una definicién formal muy precisa de lo que es una fun-
cion matematica, esto no siempre ha sido asi, de hecho los matematicos han utilizado
esta idea, como muchas otras, sin disponer de una definicion, para estudiar problemas
del mundo fisico. Esto, el hecho de utilizar un objeto matematico prestando mas aten-
cion a su utilidad que a su rigurosa definicion, quiza sea una buena recomendacion
para quien empieza a adentrarse en este mundo. Cientificos de la talla de Newton,
Gauss, Kepler utilizaron las funciones para resolver problemas concretos, y los resol-
vieron, sin preocuparse de qué eran exactamente las funciones, después llegé la hora
de formalizar la idea.
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1.1. Funciones

El precio que tenemos que pagar por una llamada concreta desde una cabina
telefénica depende de los minutos durante los cuales estemos hablando. El volumen
de un cubo, medido en centimetros cubicos, depende de la longitud, en centimetros,
de la arista del cubo. El tiempo que tarda en hervir el agua puesta en un recipiente en
un horno microondas a la maxima potencia, depende de la cantidad de agua. En todos
estos ejemplos aparece de modo natural el concepto de funcién. En todos los casos,
hay una variable, y (precio, volumen, tiempo), que depende de otra cantidad variable,
x (minutos, longitud de la arista, cantidad de agua). Por esta razén decimos, incluso
en el lenguaje cotidiano, que y esta en funcion de .

Vamos a detenernos en un ejemplo concreto. Supongamos que la altura de un
rectangulo mide = centimetros y su base es el doble de la altura mas 1 centimetro, es
decir, la base es 2x + 1 centimetros (ver la figura 7.1).

2x+1
Figura 7.1: Rectangulo de base (2z + 1) y altura

Llamemos y al area, en cm?, del rectangulo. Es evidente que el drea y depende de
la longitud de la base z, de manera que si conocemos cuanto mide la base, como el
area de un rectangulo es el producto de la su base por su altura, podemos determinar,
de manera unica, cuanto mide el area. En la tabla siguiente se han calculado algunos
valores del area para diferentes valores de la altura, en centimetros:

z(@ura)[1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
y(@rea) |3 10 21 36 55 78 105 136 171 210

Por ejemplo, para calcular el valor de y correspondiente a = = 6, hacemos
y=06(26+1)=06-13=78. En general, y = z(2z + 1). Es importante observar que
para cada valor de la altura, x, hay un Unico valor del area, y.

Podemos decir, de forma provisional que una funcién es una regla que asigna a
cada uno de ciertos numeros reales un unico numero real.

En el ejemplo que hemos visto antes, del area de un rectangulo, esta regla se
puede escribir de la forma y = z(2z + 1), como hemos visto, o bien, f(z) = z(2z + 1)
(f(x) se lee “f de z".) La expresidon y = f(x) expresa la correspondencia entre = e y
mediante f. Esto mismo se puede representar esquematicamente de la forma,

f

r — Y.

Que nos indica que la funcion f transforma la = en la v.
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Para tener una funcién hace falta entonces que haya una relacion entre dos varia-
bles, de manera que a cada valor de una de ellas corresponda un unico de la otra. No
es preciso que esa regla se pueda expresar mediante una férmula, tampoco es preci-
S0 que la regla se pueda aplicar a todos los numeros reales. Por ejemplo, la funcion

1 , . :
Flz) = = no se puede aplicar al numero 1, ya que si hacemos z = 1, f(1) no
fl‘ —_—

existe (porque no se puede dividir por cero.)

1. Expresar las reglas siguientes como funciones mediante su formula:

a) La regla que asigna a cada numero real = su cuarta parte.

b) La regla que asigna a cada numero real x su raiz cuadrada. A qué numeros se
puede aplicar esta regla o funcion?

c) La regla que asigna a cada numero real z su triple mas 5 unidades.

Las funciones que vamos a estudiar aqui son funciones que transforman nimeros
reales en numeros reales, por esta razon se llaman funciones reales de variable real,
aunque hay otros tipos de funciones, por ejemplo, funciones que transforman vectores
en vectores, o0 vectores en numeros.

Veamos entonces una definicion precisa de lo que es una funcién real de variable
real:

Una funcion real de variable real f es una regla que asigna a cada numero real x
perteneciente a un cierto conjunto D, un unico numero real y = f(z). Formalmente
lo podemos representar por

i 2D — TR
z — f(z)=y
donde D es un subconjunto de R, es decir, un cierto conjunto de ndmeros reales
gue quiza no sean todos los nimeros reales.

En lo sucesivo utilizaremos indistintamente la expresion y = z2 + 2z, o bien
f(x) = 2 + 2z, para referirnos a las funciones.

El conjunto D se denomina dominio de definicién de la funcion f, habitualmente
lo representaremos por la expresion dom (f) y es el conjunto de numeros reales x

para los cuales existe f(x). Por ejemplo, la funcion f(z) = l solo se puede aplicar a
T

numeros reales distintos de 0, es decir, f(0) no existe. Por esta razén decimos que su
dominio de definicion es dom (f) = R— {0} (es decir, todos los nimeros reales menos
el cero.)

Para que una funcion esté completamente determinada es preciso conocer siem-
pre su dominio de definicién. Determinar el dominio de una funcién a partir de su
formula suele ser un problema sencillo, al menos para funciones elementales, como
vamos a ver a continuacién en algunos ejemplos:
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s f(z) = 2% — 322 4+ 32 — 7. La funcién es un polinomio. Para calcular el valor de la
funcién para cualquier = sélo hay que sumar, restar y multiplicar, y esto se puede
hacer con cualguier numero. Entonces, su dominio, y el de cualquier funcion
polinémica, estd compuesto por todos los numeros reales, dom (f) = R.

) 21 . . g o
m flz) = e Ahora tenemos un cociente de dos polinomios, una funcion ra-
X

cional. La funcion existird siempre que el denominador sea distinto de 0. Para
que el denominador se anule, es necesario que,

f— ==,

Por tanto, el dominio entonces es dom (f) = R—{3}, es decir, todos los numeros
reales excepto el 3.

= f(x) = va? — 4. Ahora tenemos una raiz cuadrada de un polinomio, es un ejem-
plo de lo que llamamos funcidn irracional. Para que exista la raiz cuadrada de
un numero es preciso que éste sea mayor o igual que 0. Entonces, el dominio
estara constituido por todos los numeros z tales que,

2 —4>0.

Resolvemos la inecuacion, como se vié en la unidad correspondiente, y obte-
nemos que su solucion es dom (f) = (—oo, —2] U [2,+00). (El -2 y el 2 estan
incluidos en el dominio.)

brx+1 - . L
= f(r) = ——. Esta es una mezcla de funcién racional e irracional. Por una
VE+2 .
parte, al haber un denominador, eéste no puede ser 0; por otra, como hay una
raiz cuadrada, el radicando (lo de dentro) no puede ser negativo. Entonces, el

dominio seran todos los numeros x tales que,
z+2>0

Resolvemos la inecuacion, y obtenemos que su solucion es dom (f) = (-2, +oc0).

2. Calcular el dominio de definicion de las siguientes funciones:

a) f(z) = o— by f(z) = V2T =1 ©) f(a) = —

22 — 5246 F ]

Consideremos ahora la funcion f(z) = z? + 1. El dominio de esta funcién es
dom (f) = R, debido a que es una funcién polinémica. Si tomamos un punto del
dominio, por ejemplo, = = 2 y lo sustituimos en la funcién, obtenemos f(2) =22 +1 =
4 + 1 = 5. Se dice que este numero, f(2), es la imagen del 2 por la funcién f. Pero,
¢,como seran todas las imagenes de la funcion f? ¢ se podra obtener cualquier numero
o solo algunos? En otras palabras, si sustituimos todos los numeros del dominio de la
funcion en ella, todos los nimeros reales, ¢qué imagenes obtendremos?
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Vamos a mirarlo detenidamente, sea cual sea el = que sustituyamos, = siempre
sera positivo o cero. Si ademas le sumamos 1, el resultado obtenido sera siempre
mayor o igual que 1. Estas son las Unicas imagenes que se pueden obtener, nimeros
mayores o iguales que 1. Es facil convencerse de que numeros tales como 0, -2, -10,
nunca se van a obtener como imagen de ningln numero real mediante esta funcién.
Pues bien, este conjunto, el de todos los f(z), con z recorriendo el dominio de la
funcion también se llama imagen de la funcién f, aunque también recibe a veces el
nombre de rango o recorrido de la funcion, y se denota por im (f), en el caso de la
funcién de nuestro ejemplo, im (f) = [1, +0).

A diferencia del dominio de definicion, que se puede calcular faciimente en la ma-
yoria de los casos, la imagen no se puede calcular con la misma facilidad, al menos, a
partir de la formula. Por ejemplo, la imagen de la funcién f(z) = 225823 —1022 42245,
sélo se podria determinar con exactitud si dispusiéramos de su grafica, que es lo que
vamos a estudiar a continuacion.

3. Razonar cual es la imagen de las siguientes funciones, sustituyendo algunos nu-
meros del dominio de la funcion y teniendo en cuenta cual es la forma de la funcion:

a) f@)=3 b)fle)=—a o) fl&)=uz

1.2. Grafica de una funcion

No es esta la primera vez que el alumno sabe de las funciones y de sus graficas.
No obstante, vamos a recordar la idea de la grafica de una funcion.
Tenemos una funcion, por ejemplo, la funcion f(x) = z°. A la hora de dibujar
su gréafica, resulta mas conveniente escribirla de la forma y = 2?. Damos valores a
x y obtenemos valores para la y. De esta forma construimos lo que se llama tabla
de valores de la funcion. (Ya hemos visto un ejemplo antes.) A continuacion, hemos
calculado algunos de los valores para la funcion y = z?:
|3 2 1 01 2 3
Yy | 9 4 1 0 1 4 9

Cada par (., y) se representa en unos ejes de coordenadas como un punto. Con la
tabla anterior, tenemos los puntos (—3,9); (—2,4); (—=1,1); (0,0); (1,1); (2,4) ¥ (3,9).
Dibujamos estos puntos y obtenemos la grafica de la figura 7.2. En realidad la grafica
se obtendria asi, pero representando muchos mas puntos.

En definitiva, la grafica de una funcion f es el conjunto de punto (z,y) tales que
i = fla).
Para obtener la grafica de una funcién, hacemos una tabla de valores, represen-

tamos los puntos, y éstos los unimos mediante una linea, completando asi aquellos
puntos que no aparecen en la tabla. En la practica la cosa no es tan sencilla, la tabla

146




Figura 7.2: Gréfica de y = 22

de valores puede no contener informacién suficiente para hacerse una idea precisa de
coémo es la grafica. Para dibujar la grafica exacta de una funcién hay que estudiar bas-
tantes mas cosas, que iremos viendo poco a poco en esta y las unidades siguientes.

Sin embargo, con lo que sabemos hasta el momento aparecen algunas cuestiones
interesantes. Una de las primeras es, ¢cualquier dibujo en el plano, cualquier curva
que dibujemos sobre unos ejes representara siempre una funcion? La respuesta es
negativa. No todas las curvas son funciones. Ya que, segun se indicé en la definicion
de funcién, para cada x del dominio habra un tnico y. Por ejemplo, si en una funcién
hacemos =z = 1, no es posible obtener dos valores para y distintos, y = 3 e y = 4.
Esto hace que en la grafica nunca pueden aparecer puntos que estén sobre la misma
vertical, unos sobre otros. En las gréficas de las figuras 7.3 y 7.4 se expresa lo que
queremos decir. La curva que hemos dibujado en la figura 7.4 no es una funcién por-
que hay algunos puntos x para los cuales hay mas de un valor de y posible, esto hace
que no sea una funcién. Sin embargo, en la grafica de la figura 7.3 cada = tiene un
unico y.

Y | Y

Figura 7.3: Curva que si es una funcion Figura 7.4: Curva que no es una funcién
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4. En las gréficas de las siguientes figuras, indicar cual es funcion y cual no:

d)

La grafica de una funcion permite apreciar de un vistazo cual es su dominio y su
imagen.

Para que un punto = se encuentre en el dominio, es necesario que exista f(x).
Entonces, para que un punto del eje X esté en el dominio, hace falta que, por encima
de él, o por debajo, haya grafica de la funcion. Por ejemplo, en la grafica de la figura 7.5
hemos representado una funcion y sefialado varios puntos sobre el eje X.

Figura 7.5: El dominio en la grafica

Los puntos -1 y 3 estan en el dominio de definicion, porque existe f(—1) y f(3),
esto lo apreciamos en la figura dibujando una recta vertical y viendo que interseca a
la gréfica de la funcion (la grafica tiene dos trozos distintos, esto puede ocurrir perfec-
tamente). Sin embargo, los puntos 1y 2 no pertenecen al dominio, ya que dibujando
rectas verticales por estos puntos, estas rectas no llegan a tocar a la grafica de la
funcion. (Para indicar que la grafica llega hasta un punto concreto, dibujaremos ese
extremo con un punto relleno, como el punto -1 en la figura 7.5. Para indicar que no
llega, dibujaremos un punto hueco, como es el caso del punto 2 de la misma figura).

Por lo dicho antes, el dominio de la funcion de la figura 7.5 es

dom (f) = (—o0, —1] U (2, 4+00)

148




Para que un punto y se encuentre en la imagen de la funcion f, es necesario que
haya algun z tal que f(z) = y. Por ejemplo, en la grafica de la figura 7.6 vemos que
los puntos -2,1 y 3 estan en la imagen de la funcién, porque dibujando ahora una recta
horizontal se llega a alcanzar la grafica de la funcion. Sin embargo, los puntos -3y -1,

Figura 7.6: La imagen en la grafica

que también se han sefialado, no estan en la imagen, porque la grafica de la funcion
no llega a esas alturas, ya que dibujando una recta horizontal por estos puntos, no se
toca a la gréfica. Entonces, la imagen de la funcién de la grafica estéd compuesta por
los siguientes puntos,

im (/) = {~2} U (=1, +o0)

(El -2 es un punto “aislado” de la imagen, por esta razon se escribe entre llaves).

5. Para las siguientes funciones, indicar cual es el dominio y cual la imagen, a partir
de su grafica:

1.3. Graficas de algunas funciones elementales

Vamos a hacer aqui un recordatorio de las graficas de algunas funciones elemen-
tales, tales como la funcidon constante, funciones polinédmicas de grado primer y se-

gundo grado y la funcién de proporcionalidad inversa. Estas funciones las utilizaremos
después para construir otras.
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Funcion constante

Una funcién constante es, por ejemplo, Tp
y = 2. Si hiciésemos una tabla de valo-
res, para cualquier valor de x siempre se-
ria y = 2. Entonces, todos los puntos es-
tan alineados en una recta horizontal que

pasa a la altura del 2, como la que se ha —% i 4
representado en la figura 7.7. X
El dominio esta formado siempre por to- T2

dos los numeros reales, dom(f) = R. Y 13

la imagen es el valor de la constante, por-
que éste es el Unico resultado que puede
dar la y, en nuestro caso, im (f) = {2}.

Figura 7.7: Grafica de y = 2

6. La grafica de una funcion constante es una recta horizontal. Una recta vertical, ¢ es
una funcion?

Funcion polinémica de grado 1

La funcién y = ma 4+ n. Aqui hay que distinguir varios casos:

- Si m = 0, tenemos la funcién constante, que ya hemos estudiado.

-Sin = 0 (y m # 0), tenemos una funcion de la forma y = z, y = 2z, y = —3z,
etc. En todas estas funciones, si z = ( entonces y = 0, por tanto, todas pasan por el
origen de coordenadas, el punto (0,0). Ademas, se puede comprobar, haciendo tablas
de valores, que se trata de rectas en las que el numero que multiplica a =, el numero
m mide la inclinacién de la recta, es la pendiente de la recta. En las graficas de las
figuras 7.8 y 7.9 hemos dibujado diferentes rectas de la forma y = muzx, con diferentes
pendientes.

A la funcion f(z) = ma a veces se le llama funcion lineal, pero el nombre no es lo
importante, lo importante es identificar la funcién y = 22 con su grafica.

-Sim # 0y n # 0, tenemos una funcién de laformay = =z + 1, y = 22 — 2,
y = —3x+2, etc. También son rectas, pero ahora ninguna pasa por el origen. De hecho,
pasan por el punto de coordenadas (0, n). Y, como hemos estudiado en geometria, m
sigue siendo la pendiente de la recta. En las graficas de las figuras 7.10 y 7.11 hemos
dibujado diferentes rectas de la forma y = ma + n, con diferentes pendientes. En las
graficas se aprecia que ninguna recta pasa por el origen, sino que la recta y = 22 + 1
pasa por el punto (0, 1); la recta y = 22— 3 pasa por el punto (0, —3); etc. A esta funcién
en algunos libros se le denomina funcion afin, aunque este nombre esta en desuso.
Hay quien llama a todas las funciones cuyas graficas son rectas, funciones lineales.

En todos los casos de funciones que representan rectas, excepto las funciones
constantes, el dominio y la imagen estan formados por todos los numeros reales.
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Figura 7.8: Rectas y = mz con m > 0

y=(-112p-2

Figura 7.10: Rectas y = max+n con m > 0 Figura 7.11: Rectas y = mz+n con m < 0

Funcion cuadratica (funcion polinémica de grado 2)

En general, se llama funcién cuadratica a la funcién polinémica de segundo gra-
do, es decir, la funcién de la forma f(x) = az® + b + c.

El caso particular de 3 = = ya lo hemos dibujado en la figura 7.2, es una parabola
con vértice en el origen (0, 0), eje de simetria el eje Y y abierta hacia arriba. Cambian-
do el signo, obtenemos la funcién y = —z? que es igual que la anterior, pero abierta
hacia abajo.

Si multiplicamos por una constante « distinta de cero, obtenemos y = az®. Esta
funcion siempre tiene por gréafica una parabola con vértice en el origen (0,0) y eje de
simetria el eje Y. Cuando a > 0, la parabola siempre esta abierta hacia arriba, en la
figura 7.12 hemos dibujado algunos ejemplos; y cuando a < 0, la parabola esta abierta
hacia abajo, como se puede ver en los ejemplos de la figura 7.13.

El hecho de que el valor de a sea mayor o menor influye en que la parabola sea
mas cerrada 0 mas abierta, respectivamente.

El dominio de definicion de una parabola esta formado por todos los numeros rea-
les, ya que se trata de un polinomio. Sin embargo, la imagen dependera de que la
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Figura 7.12: Parabolas y = a2? con a > 0 Figura 7.13: Parabolas y = az? con a < 0

parabola sea abierta hacia arriba o hacia abajo, y de la altura a la que se encuentre el
vertice.

7. Utilizando las graficas de las parabolas dibujadas en los ejemplos anteriores, dibu-
jar las graficas de las siguientes, sin hacer tablas de valores:

a)y=2a2+2 byy=—22-1 c)y=—-3z2+1

Escribir, en cada caso, el dominio y la imagen de cada funcion.

El caso general de una funcion cuadratica, y = az? + bz + ¢ ya ha sido estudiado
en cursos anteriores. Recordamos que, al igual que en el caso y = az?, la parabola
es abierta hacia arriba si @ > 0 y abierta hacia abajo si a < 0. Por otra parte, las
coordenadas del vértice se pueden calcular teniendo en cuenta que la abscisa es

—b . -
W= la ordenada se calcula sustituyendo esta = en la ecuacion.
a

Por ejemplo, consideramos la parabola y = x* — 4z + 3.
Como a = 1 > 0 es abierta hacia arriba.

La z del vértice es = = el 2

Sustituimos en la ecuacion para calcular el valor de 3, y = 22 — 42+ 3 = —1.
Entonces, el vértice se encuentra en el punto de coordenadas V' (2, —1)

Por ultimo, resulta muy util para representar la grafica calcular los puntos de corte
de la funcién con los ejes de coordenadas:

Punto de corte conelejeY; z =0, y = 3.

Puntos de corte con el eje X; y = 0, 0 = 2° — 42 + 3. Resolvemos la ecuacién de
segundo grado y obtenemos las soluciones z = 1; =z = 3.

Con toda esta informacion, se puede concluir que la grafica de la parabola es la de

la figura 7.14.
Con la grafica a la vista, podemos apreciar que el dominio es dom(f) = Ry la
imagen im (f) = [-1, 4+00).
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vi2.-1)

Figura 7.14: Grafica de y = 2% — 4z + 3

8. Dadas las siguientes funciones polinémicas de segundo grado, dibujar sus graficas
calculando el vértice, puntos de corte con los ejes y teniendo en cuenta si son abiertas
hacia arriba o hacia abajo:

aly=—2?—2zx Dby—=2?—2x1+2
9. En la unidad en la que hemos estudiado las cénicas hemos visto parabolas abier-

tas hacia arriba, hacia abajo, hacia la derecha o hacia la izquierda. ¢ Son funciones
todas ellas?

Funcion de proporcionalidad inversa

. - 1 .
Dibujamos la funcion y = p haciendo
una tabla de valores: '

. 1 1 1
z|0 3 3 3 g ¢ 4 i
y|[2 43 21 5 35 3 L

Como no existe para z = 0, hemos da-
do valores entre 0 y 1, para ver como se
comporta la grafica al aproximarse la z a
cero desde la derecha. Lo que se obser-
va en la tabla es que la y crece. Si diése-
mos a x los mismos valores, pero negati-
vos, obtendriamos los mismos valores de
y, pero también negativos. Al final, tene-
mos la grafica de la figura 7.15.

Figura 7.15: Grafica de y = &
64

153




Esta que acabamos de representar es un caso particular de lo que se denomina a

veces funcion de proporcionalidad inversa que, en general, tiene la forma f(z) = —,
I

donde k es una constante distinta de cero.

En las figuras 7.16 y 7.17 se han dibujado diferentes casos de la funcion de propor-
cionalidad inversa, para distintos valores de la constante k. Es facil ver de qué manera
influye el valor de la constante en el aspecto de la grafica: a medida que & aumenta,
la grafica se separa de los ejes; si cambia de signo, en lugar de estar en el primer y
tercer cuadrante, pasa a estar en el segundo y cuarto. Esto no es exclusivo de esta
funcion, cuando conocemos la grafica de una funcion y = f(x) la grafica de la funcion
y = —f(x) es la simétrica de la de y = f(x) con respecto del eje X, es decir, lo que se
obtendria si doblasemos la hoja de papel por el eje X.

k k
Figura 7.16: y = p con k>0 Figura 7.17: y = . con k <0

10. ;Cual es el dominio y la imagen de la funcion f(z) = E? Mirar las graficas.
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Recuerda

2. Nuevas funciones a partir de otras

En la seccién anterior hemos visto las graficas de algunas funciones elementa-
les. Aunque no conocemos muchas de momento, con estas pocas, combinandolas de
diversas formas, podemos construir muchas mas.

2.1. Funciones definidas a trozos

Una forma de construir una nueva funcion a partir de otras, consiste en cortar
trozos de varias funciones para pegarlos y hacer otra nueva.

z? siz <0
La siguiente es una funcion definida a trozos: f(z)={z si0<z<1
1 siz>1

Este ejemplo tiene tres trozos, cada uno de ellos expresado en un renglon de la
definicién. En cada renglon se escribe: en primer lugar, a qué funcion pertenece el
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trozo; y en segundo, la parte del eje X sobre el cual hay que dibujarlo.

Yl YL Y

Figura 7.18: 22 siz < 0 Figura 7.19: xsi0 <z <1 Figura 7.20: 1siz > 1

Figura 7.21: Grafica de f(z)

En las figuras 7.18, 7.19 y 7.20 hemos representado cada uno de los tres trozos
que intervienen en la definicion. Por ejemplo, en la figura 7.18 hemos representado
la funcion =2, y con trazo mas grueso hemos sefalado la parte de esta funcion para
la cual = < 0. Asi lo hemos hecho también en los otros trozos, dibujar con trazo mas
grueso la parte de la funcion f(z).

Ahora, para dibujar la funcidon f(x) lo Unico que hay que hacer es poner los tres
trozos juntos en el mismo dibujo. Si la funcion esta bien definida, nunca deben super-
ponerse los trozos.

Una vez que tenemos la grafica de la funcion podemos saber que su dominio son
todos los numeros reales, dom (f) = R; y suimagen es im (f) = [0, +00).

Funcién valor absoluto

La funcion valor absoluto es un ejemplo importante de funcidn definida a trozos,
es la funcion que asigna a cada numero real z su valor absoluto |z|. Como sabemos,
el valor absoluto de un numero real es el mismo numero, si el nimero es positivo o
cero; y su opuesto, si el numero es negativo. Entonces, podemos escribir la definiciéon
de la funcion de la forma

T siz>0

(@) = |a] = {—.'1: siz <0
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Figura 7.22: Grafica de f(z) = |z|

Por tanto, su grafica es la de la figura 7.22.

11. Dibujar las siguientes funciones definidas a trozos. A partir de las graficas, indicar
cual es el dominio y la imagen de cada funcion:

—x Siz<0 — 2 siz <0

a) f(z) = 11 si0<z <1l p)g(z)=<2 sil <m< 2.
= el —x+4 siz>2
%

2.2. Operaciones con funciones

Otra forma de obtener nuevas funciones a partir de otras es haciendo operaciones
entre ellas. Hay un grupo de operaciones que se pueden hacer entre funciones que
son precisamente las mismas que se pueden hacer entre nimeros reales: sumar (y
restar), multiplicar y dividir. Después veremos que hay una operacion especial, que no
se puede hacer entre numeros reales, pero si entre funciones.

Suma

. : ’ 2
Por ejemplo, tenemos las funciones f(x) = 2% + 1y g(x) = 5 + =. Entonces, para
sumarlas

(f-i-g)(:f)Zf(lr)+g(:z:)=:1:2+1+5+%=$2+6+%

; 2
La nueva funcién suma, (f + g)(z) = 2? + 6 + —, realmente es el resultado de
T

sumar las imagenes de las dos funciones punto a punto, en otras palabras, es como
si hubiésemos hecho una tabla de valores de cada una de las dos funciones y hu-
biésemos sumado estas dos tablas. De manera que, por ejemplo, para =z = 2 en las
funciones, antes de ser sumadas teniamos f(2) = 5, ¢g(2) = 6. Sustituyendo en la

2 ; 5
suma (f +g)(2) = 22 +6 + 5 = 11, el mismo resultado de sumar f(2) + g(2). Mas
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aun, la funcion g(x) no existe para = = 0, es decir, no existe ¢(0), por tanto, no existe
(f + ¢)(0). Para que un punto se encuentre en el dominio de la funcién suma, debe
estar en cada uno de los dominios de las funciones sumandos.

La resta no es una operacion distinta, realmente es la misma y se hace igual que

la suma.
Producto
Tomemos ahora las funciones f(z) =z + 1y g(z) = % El producto de las dos
funciones,
N P 5  5(x+1)
(F9)(@) = f(2).9(@) = (a +1) = = T2

De manera que el producto funciona exactamente igual que la suma. La funcion
producto existira en un punto, cuando existan los dos factores que intervienen en él.

Cociente

Sean ahora las funciones f(xz) = 3z — 4y g(x) = x — 5. El cociente de f entre g es,

i i) = flz) 3z —4

g) " gle)  x-—5
En cuanto al dominio de definicion, la situacion es ahora distinta a las que se
presenta en la sumay el producto. En el ejemplo que acabamos de ver, dom(f) =Ry

f

dom (g) = R; sin embargo, dom (—) =R — {5}. ¢Por qué ocurre esto? Simplemente
g

porque ¢(5) = 0, y un denominador nunca puede ser cero. Por tanto, para que el
cociente de las funciones f y g tenga sentido, hace falta que g(z) # 0.

12. Sean las funciones f(z) = 22 + . + 1; g(z) = 2? — 4 y h(z) = = + 2. Efectuar las
siguientes operaciones e indicar el dominio de definicion de las funciones resultantes:

8 (f+9)@) B(f-9@ Ehe d(I)@

2.3. Una operacion especial: la composicion

Vamos a estudiar ahora una operacion caracteristica de las funciones, la compo-
sicion de funciones.

Sea la funcion f(z) = = — 3. La funcién f transforma cada nimero real en otro
numero que es tres unidades menor que el anterior, por ejemplo, el 5 se transforma
en el numero 2:

I
5 — 2
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Por otra parte, la funcion g(2) = 22, transforma cada nimero en su cuadrado. Si
aplicamos esta funcion al numero 2,

g
2 — 4
Si ahora encadenamos las dos transformaciones,
= g

Podemos interpretar que hay una funcion que pasa directamente del 5 al 4, esta fun-
cion es la que se llama composicion de funciones y se denota g o f, de tal forma que,
ahora tenemos,
gof
5 — 4

En el esquema de la figura 7.23 se indica lo que ocurre: la funcion f transforma
z en f(z) y la funcion g transforma f(z) en g(f(z)). Entonces, la composicion g o f
transforma « directamente en g(f(z)).

gof

od

Figura 7.23: Composicién go f

AN

Para calcular la férmula de la composicién de funciones g o f tenemos que sustituir
la expresion de la funcidn f(z) por la x de la funcién g(z), es decir,

(g o f)(z) = g(f(z))

Aunque escribimos, go f se lee “f compuesta con g", porque la f es la funcion que
actua en primer lugar sobre la z.

La férmula de g o f para las funciones f(z) = 2 — 3y g(z) = 2 queda,

(g0 f)(z) =g(f(z) =g(z—3)=(x—-3)*=2"—62+9
Pero si la hacemos al revés,

(f 0 9)(x) = f(9(z)) = f(z®) =2* -3
Y esto prueba un hecho importante a tener en cuenta; la composicion de funciones
no es conmutativa, es decir, en general go f # fog.
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13. Sean f(z) =

Qp —
£3 L y g(x) = b2, Calcular las composiciones (go f) y (f o g).

2.4. La funcion inversa

Seguimos con la composicion de funciones. Sea la funcion I(z) = z y cualquier
otra funcién, por ejemplo, f(x) = 22* — 3z + 1. Vamos a componer estas dos funciones
en los dos sentidos posibles:

(fo)(z) = fI(z)) = f(z) =22> -3z +1

(Lo f)z) =I(f(z))=I(22%2 —-3z+1) =222 -3z +1

Aunque, segun hemos dicho antes, la composicién de funciones no es conmutativa
en general, para este caso particular, si lo es. Ademas, el resultado en ambos casos
ha sido la funcién f, hemos obtenido, fol = f, Io f = f.

Esta funcion, I(x) = z, que funciona para la composicién de funciones como el 1
para la multiplicacién de numeros, se llama funcién identidad.

Pensando en la analogia del 1 en la multiplicacion de nimeros, dado un nimero
cualquiera, por ejemplo, el 5, ¢cual es el numero que multiplicado por 5 nos da el 1?

; ; 1 1 s
Ese numero, se llama inverso del 5, y es _, ya que 5.5 = 1. Pues con la composicion
J
de funciones ocurre algo completamente analogo.

Dada una funcién f, se llama funcién inversa de f, y se denota por f~%, a la
funcién que verifica fo f~' = f~lof=1.

Vamos a intentar aclarar un poco estas ideas con un ejemplo. La funcion
. . T L T —2
f(x) = 3z + 2 tiene por funcién inversa a la funcién f=!(z) = 5 Esto se puede
verificar directamente haciendo la composicion de las dos funciones:

(.foffl)(fi’) =f(f71(13)):f (1;2> =gl (mg?) +2=z-24+2=z=1I(2)

Haciendo la composicion en el otro sentido también se obtiene lo mismo.

Aplicamos la funcion f a varios nimeros y después les aplicamos la funcion f—1,

7 F
-2 — -4 — =2
3 — 11 — 3
5 +—= 17T — 5
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Y aqui vemos el significado de la funcion inversa, una vez que hemos tranformado un
namero con la funcién f, la inversa nos devuelve al numero original del que partimos.
En el esquema de la figura 7.24 se ha representado la situacion.

f-1
Figura 7.24: La funcién f y su inversa f~!

Ya sabemos qué significa, ahora nos hace falta saber como se calcula. La funcion
f transforma = en v, la funcion f~!, si existe, transforma y en x. Esta es la clave para
calcular la inversa: intercambiar la = y la 3.

Por ejemplo, queremos calcular la funcién inversa de f(xz) = 2z — 7. En primer
lugar, la escribimos de la forma y = 2z — 7, intercambiamos la = y la y y despejamos
Y,

r+ 7

r=2y—T7T=y= 5

— ; x+7
y esta es la funcion inversa f~1(z) = &

. Ademas, se puede (y se debe) comprobar

gue se trata de la inversa, componiéndola con la funcion original, y verificando que se
obtiene la funcién identidad,

(fo F V@) = F(f 1) = f (“";“") 2. (“’;7) e

(Haciendo la composicion (f~! o f) se obtiene el mismo resultado.)

Este procedimiento no siempre funciona, porque no siempre existe funcion inversa.
Por ejemplo, la funcion y = z2. Cambiamos x por y e intentamos despejar y,

3:=y2=>1 = ++/,

y el resultado no es una funcién, sino dos funciones, una sobre otra. Con lo cual la
funcién f(x) = z? no tiene inversa. (De la misma manera que el nimero 0 no tiene
inverso).

¢, Qué ocurre con la grafica de la inversa, tendra alguna relacion con la grafica de
la funcién?

En efecto, para calcular la inversa intercambiamos « por y, lo que graficamente
equivale a intercambiar el eje X por el eje Y. Si tuviesemos una tabla de valores para
dibujar la gréfica de la funcion y = f(x), esta misma tabla, intercambiando los valores
de z por los de y nos serviria para dibujar la gréfica de y = f~!(z).
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En la figura 7.25 hemos dibujado un
ejemplo de la grafica de una funcién [y
la grafica de su funcion inversa.

Como se puede ver en la figura, las gra- 3 1
ficas de f y de su inversa f~! son simé-
fricas con respecto de la recta y = z, en f
otras palabras, si doblamos la hoja de pa-
pel a lo largo de la recta y = =z, las dos
graficas coinciden.

Figura 7.25: Graficas de f y de f~!

Entonces, la gréfica de la funcion inversa f~' es la simétrica con respecto de la
recta y = x de la grafica de la funcion f.

14. Calcular las inversas de las funciones siguientes:

B f@) =20 blg@)=—  Oha)=3+>.

15. Dibujar la grafica de la funcion f(z) = x2. Comprobar, dibujando la grafica corres-
pondiente, que su inversa no existe.

Dibujar ahora la grafica de la funcion f(z) = 22 con x > 0. ¢ Tiene inversa esta funcion?
Dibujar su grafica y calcular su formula.

Segun acabamos de ver en la actividad anterior, el hecho de que una funcién
tenga inversa o no también es una cuestion geométrica. Siempre que en una funcién f
existan dos valores distintos a y b tales que f(a) = f(b), esa funcion no tendra inversa.
En las graficas de las figuras 7.26 y 7.27 se puede entender esto con claridad. La

-

__f(a)=t(b)
. a b X
Figura 7.26: a # b pero f(a) = f(b) Figura 7.27: No existe inversa

recta horizontal, en la figura 7.26, que une los puntos (a, f(a)) y (b, (b)), al pasar a la
grafica simétrica con respecto de la recta y = z, en la figura 7.27 se ha convertido en
una recta vertical y, como ya sabemos, esto no puede ser una funcion.
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En definitiva, para que exista funcién inversa de la funcién f debe ocurrir que, para
cada dos puntos distintos a y b de su dominio, sus imagenes también deben ser
distintas, es decir, f(a) # f(b). Una funcién que cumpla esta propiedad se dice
gue es inyectiva. Geométricamente, que una funcion sea inyectiva significa que
cualquier recta horizontal dibujada a través de la grafica sélo puede cortarla en un
unico punto.

2.5. Funcion exponencial y logaritmica

La funcion f(z) = ", donde a > 0, se llama funcién exponencial de base
a. Cuando la base es el nimero e (que aparecié en las sucesiones y era el limite

n—0oQ

lim (1 + = == 2'718281828...), simplemente diremos funcion exponencial y nos
estaremos refiriendo a la funcion f(z) = e*.

Vamos a representar las graficas de las funciones exponenciales de bases 2, 3 y
10. Para ello hacemos tablas de valores

@ —4 -3 =2 -1 0 1 2 3 !
1 1 1 1
x = oy =
2 16 8 1 5 1 2 4 3 16
1 1 1 Il
T i — 1 2 1
. 81 2y 9 3 w3 4 .
1 1 1 1
fl—e— — — — 1 10 1 1 1
10 10000 1000 100 1o 0 100 1000 10000

Figura 7.28: Gréficas de y = 2%; y = 3%; y = 107

Representando los puntos de las tablas anteriores aproximadamente, tenemos las
graficas de la figura 7.28.

Para hacer una tabla de valores de la funcion y = ¢*, necesitaremos una calcula-
dora cientifica que disponga de la funcion , habitualmente se encuentra en la tecla
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e.i.‘
[In]. Para utilizarla hay que pulsar primero [INV] o | SHIFT |, dependiendo del modelo,
de manera que si queremos calcular ¢, tendremos que pulsar la secuencia de teclas:

. In|; y obtendremos el valor 7/389056.... Si damos a x los mismos valores de
Ias tablas anteriores, obtenemos la tabla de valores siguiente, para y = e*:

z| —4 -3 —2 -1 0 1 2 3 4
y | 00183 00498 071353 0’3679 1 27183 7/3891 20’0855 54'5982

Estos valores llevados a la grafica, pro-
ducen el dibujo aproximado de la figura
7.29 que, como vemos, es similar a las
anteriores.

Las graficas de las funciones exponen-
ciales tienen unas caracteristicas intere- T
santes. Su dominio esta constituido por
todos los nimeros reales y la imagen son
los nimeros positivos. Ademas, son un ls
claro ejemplo de funcién inyectiva, esto
quiere decir que cualquier funcion expo-
nencial, de cualquier base, tiene funcién
inversa.

Figura 7.29: Grafica de y = €*

Para calcular la funcién inversa de f(x) = 2%, la escribimos de la forma y = 2* e
intercambiamos x por y, para después despejar y,

r=2'= o= ].Ogg(l'),

como vimos en la unidad en la que estudiamos los logaritmos. Por tanto, la funcién
inversa de f(x) = 2% es el logaritmo en base 2 de z, f~!(z) = logy ().

En general, la funcién inversa de f(z) = a® es f~!(x) = log,(z). En particular, la
funcién inversa de la funcion exponencial f(x) = e* es el logaritmo neperiano (logarit-
mo en base ¢) f~1(z) = In(x).

A esta funcidn se le llama, como no podia Yt
ser de otra forma, funcidn logaritmica. L
La grafica de la funcién logaritmica, por L

ser inversa de la funcion exponencial, es . Y
la de la figura 7.30.
Las graficas de las funciones logaritmi- R Ty

cas de otras bases son similares a la
del logaritmo neperiano, aunque ahora, al
haber cambiado la x por la y, también ha

cambiado el dominio y la imagen. Ahora {a
el dominio es dom (In(z)) = (0, +o0) y la
imagen im (In(z)) = R. Figura 7.30: Grafica de y = In(z)
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16. Por medio de una tabla de valores, dibujar las graficas de las funciones exponen-
ciales siguientes:

- 1 -z T 1 i} i1 f ; J 1 ==$'—.—lw. 1 iB‘— s
a)y = (5) b) y = (E) (Indicacion: (5) =277 (E) = leai):
17. Calcular la funcion inversa de f(z) = 27" y dibujar su grafica.

18. Supongamos que f es una funcion inyectiva, es decir, existe su inversa. ¢ Cudl es
la inversa de la inversa, es decir, (f~')~'? (Pensar en las graficas).

L
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Después de ver como se pueden construir funciones a partir de otras y ya que
tenemos una coleccion importante de funciones, vamos a ver algunas propiedades que
afectan a todo el dominio de una funcién. En particular, vamos a estudiar las simetrias
gue puede presentar la grafica de una funcion, la acotacion y la periodicidad, en este
ultimo apartado estudiaremos las funciones trigonométricas, que son funciones que
surgen de las razones trigonometricas estudiadas en una unidad anterior.

3.1. Simetrias

Observemos la grafica que hemos dibu-
jado en la figura 7.31. Si doblamos la ho-
ja de papel a lo largo del eje Y el trozo
de la izquierda coincide con el trozo de la
derecha, lo que indica que la grafica es
simétrica con respecto del eje Y.

Para que se dé esta situacion es necesa- | :
rio que la funcién tome los mismos valo- x| ox  x
res a izquierda y derecha del eje Y, como

vemos en la grafica, para todo x del domi-

nio de definicién de la funcién, se cumple Figura 7.31: Una funcién par

f(=z) = f(z).

1
IO

A una funcién que cumpla lo anterior se le llama funcién par.

Si tenemos la grafica de la funcion podemos apreciar a simple vista si es 0 no es
par, pero si solo disponemos de la féormula tendremos que comprobar que se cumple
f(—x) = f(z). Por ejemplo, la funcién f(x) = z* — 322 es par, ya que para todo z,

fl-2)= (—)*—3(-2)* =" — 32° = f{x)

En la grafica de la figura 7.32 tenemos
una simetria distinta. Elegimos un pun-
to cualquiera sobre la gréfica, dibujamos
una recta que pase por el punto y por el
origen, entonces al otro lado del origen, a
la misma distancia nos encontramos otro
punto de la grafica. Entonces se dice que
la grafica es simétrica con respecto del
origen.

Figura 7.32: Una funcién impar

¢, Qué ocurre ahora con los valores de la funcion? Como vemos en la grafica, en
los puntos a izquierda y derecha del origen (a la misma distancia) la funcién toma
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el mismo valor, pero con signo distinto. Lo que ahora ocurre es que para todo x del
dominio de definicion de la funcion, se verifica f(—xz) = — f(x). Este es ahora el criterio
para comprobar si una funcion es simeétrica con respecto del origen. A una funcion
simétrica con respecto del origen, se le llama funcion impar.

Por ejemplo, la funcién f(x) = 22% — x es una funcién impar, ya que para todo = de
su dominio se verifica, f(—2) = 2(—2)% — (—2) = 223 + 2 = —(22° — 2) = —f(2).

Una funcion puede ser par, impar 0 ninguna de las dos cosas. Por ejemplo, la
funcién f(z) = 2 + 1. Calculamos,

f=z) = (- +1=—-2+1

Y el resultado no es igual a f(z), nia — f(x), por tanto, no es par ni impar. Sin embargo,
si es posible que una funcion sea simultaneamente par e impar, por ejemplo, la funcion
f(z) =0 para z € R (ya que su grafica es el eje X y, por tanto, tiene las dos simetrias
gue hemos mencionado).

El hecho de saber si una funcion es par o impar nos permite dibujar su gréfica con
mas facilidad, ya que basta con saber cémo es el dibujo a un lado del eje X, al otro lado
sera simétrico. Esto lo aplicaremos cuando estudiemos la unidad de representacion de
funciones.

19. Estudiar las simetrias de las siguientes funciones:

2

a) fx) = —— b)glx)=2 +4z  ©)h(x)=|z| - 1.

z? 4+ 1

20. a) f es funcion par de la que sabemos que f(2) = 3. {Cuanto vale f(—2)?

b) ¢ es una funcién impar de la que sabemos que g(z) = 22 si z > 0. ¢Cuénto vale
g(z) siz < 07

3.2. Funciones acotadas

La gréfica de la funcion f(z) = —2* es la Y
de la figura 7.33. La imagen de esta funcion ¢
es im(f) = (—o0,0], es decir, sélo alcanza .
valores negativos y el cero. Por tanto, para

cualquier z del dominio f(z) < 2, por ejem-
plo. Se dice entonces que el 2 es una cota
superior de la funcién y que la funcién esta
acotada superiormente. Es evidente que el
numero 2 no es la Unica cota superior, tam-
bién lo es el 3, el 4, incluso el propio 0. Sin
embargo, no es cota superior el -1, ya que la
funcién llega a superar esta altura. Figura 7.33: Grafica de y = —a2
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Geométricamente, el hecho de que la funcion esté acotada superiormente es equi-
valente a que se pueda dibujar una recta horizontal, de tal forma, que toda la gréfica
quede por debajo de ella.

Consideremos ahora la funcion f(z) = e* +
1. Su grafica es como la de la funcion e,
pero elevada una unidad. La hemos repre-
sentado en la figura 7.34. Ahora la imagen
es im(f) = (1,4o0) (ya que e* nunca llega-
ba al 0). Tenemos la misma situacion que
antes, pero ahora por la parte de abajo.

Por ejemplo, para cualquier = del dominio,
f(x) = 0, por lo que el O es una cota infe-
rior. Se dice entonces que la funcion f esta
acotada inferiormente.

Figura 7.34: Gréfica de y =e* + 1
Una misma funcion puede ser acotada superiormente e inferiormente, como por
ejemplo la funcién
siz < —1

fz) =

si—-1<z<1

R|~=B R~

siz>1

En la grafica de la funcion y = f(z), que hemos representado en la figura 7.35, se
puede apreciar que la imagen de la funcién es im (f) = [—1, 1]. Es decir, para todo =
del dominio, se cumple —1 < f(z) < 1, o lo que es equivalente | f(x)| < 1. En este ca-
so, diremos que la funcion es acotada, para indicar que lo es superior e inferiormente.

+3

Figura 7.35: Grafica de y = f(x)

Por udltimo, una funcién puede no ser acotada, ni superior, ni inferiormente. Tal es
- L g !
el caso de la funcidn f(x) = —. En la gréfica de la figura 7.36, vemos que sea cual sea
xT

el valor numérico K en el que pensemos, existira algin momento en el que f(z) > K,
es decir, no hay manera de dibujar una recta horizontal que quede por encima de toda
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1
Figura 7.36: Gréafica de y = -

la grafica, por esta razoén la funcion no es acotada superiormente. Lo mismo ocurre en
la parte inferior, no tiene cotas inferiores, por lo que no es acotada inferiormente.

21. Estudiar si las siguientes funciones son acotadas o no, indicando en su caso, las
posibles cotas inferiores o superiores:

a) flz)=2  b)glx) =z  ¢)h(z)= |zl

3.3. Funciones periodicas: funciones
trigonométricas

En la grafica de la figura 7.37 hemos dibujado una funcién periédica. Vamos a
ver por queé recibe este nombre. Algo periddico es algo que se repite, y eso es lo que

Figura 7.37: Una funcién periodica

ocurre con esta funcion. La parte de la funcién que hay sobre el intervalo [0, 2] del eje
X vuelve a repetirse en el intervalo [2, 4], otra vez en el [4, 6], y asi sucesivamente. Lo

que ocurre de hecho, es que f(z) = f(x + 2) para todo z. Decimos entonces que es
una funcion periodica de periodo 2.
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Las funciones periédicas mas importantes son las funciones trigonométricas,
que son las que se pueden definir a partir de las razones trigonométricas ya estudia-
das. Cuando hemos estudiado las razones trigonométricas las hemos utilizado para
calcular longitudes de lados, angulos y otras aplicaciones geométricas. El hecho de
que con estas razones trigonométricas se puedan definir funciones periddicas tiene
una enorme utilidad a la hora de modelizar fendbmenos que se repiten con el tiempo.

A la hora de utilizar las razones trigonométricas, los angulos los hemos medido en
grados sexagesimales y en radianes, ahora sélo utilizaremos los radianes.

Funcion seno

La funcién seno es f(x) = sen(x), donde = es un numero real que representa el
angulo medido en radianes. Para ver como es la gréafica, representamos el angulo en
el eje X, y los valores de y = sen(z) en el eje Y. Hacemos una tabla de valores,
utilizando una calculadora (puesta en radianes) y nuestros conocimientos previos de
trigonometria (hemos redondeado al segundo decimal para que la tabla salga mas
sencilla),

= 3 5 3 i
z|0 % L S A S 2
y |0 071 Ofl 0 =07 =I 071 O
La tabla la hemos hecho con valores en el intervalo [0, 27, si hacemos una tabla en

el intervalo [27, 47] obtenemos los mismos valores para y, y estos valores se siguen
repitiendo cada 27 unidades, es decir, cada vuelta a la circunferencia.

T
2
1

+2

Figura 7.38: Grafica de y = sen(x)

El resultado de representar los puntos de la tabla graficamente es el de la figura
7.38. '

En esta grafica se observan las propiedades principales de la funcion seno:

- Su dominio es dom (f) = R.

- Su imagen es im(f) = [—1, 1], lo que significa que es una funcién acotada, ya
que se cumple que |sen(x)| < 1, para todo z. ~

- Es una funcién periddica de periodo 2.
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La funcién seno no es inyectiva, como se puede apreciar en la grafica. Sin embar-
go, si nos restringimos a determinados intervalos, si lo es. En particular, es inyectiva
en el intervalo [=F. 7], es lo que hemos representado en la figura 7.39. Por tanto, en
este intervalo, existe funcion inversa de la funcion seno. Esta funcion se denomina
arcoseno, y se denota habitualmente y = arcsen(x). Su grafica, que es simétrica con
respecto de la recta y = x de la de la figura 7.39, es la representada en la figura 7.40.

Te

N ¥

y=arcsen(x)

Figura 7.39: y = sen(z) en ['T”, %] Figura 7.40: Grafica de y = arcsen(x)

22.

¢ Cual es el dominio y la imagen de f(z) = arcsen(z)?

Unas observaciones acerca de la funcién arcoseno:

- El hecho de haber elegido el intervalo [=F, 7| es completamente arbitrario, se
podia haber elegido entre infinitas posibilidades, basta con elegir un tramo en el que
la funcion sea inyectiva, es por tanto, un convenio.

- En las calculadoras cientificas, la funcion arcsen(x) se representa sin—!, y viene
sin—!

habitualmente con la tecla [sin]. Para utilizarla, hay que pulsar previamente la tecla

. Por ejemplo, para calcular arcsen(0'5) tendremos que poner primero la calcula-

dora en radianes (si queremos obtener el resultado en radianes) y pulsar la siguiente

secuencia:

sin—!

[0.5]  [INV]  [sin]

obtendremos el resultado aproximado: | 0.5235987755983 |.

Funcién coseno

La funcion coseno es f(xz) = cos(x), donde x es un numero real que representa el
angulo medido en radianes. Para ver como es la grafica, hacemos lo mismo que hemos
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hecho para representar la grafica de y = sen(xz). Hacemos una tabla de valores,

|

T

37 5

0 Z i o8; - 3t Iz 9.
1 p) 4 = 1 2 E| =t
y|1 071 0 o'71 -1 =071 0 o071 1

También hemos hecho la tabla de valores en el intervalo [0, 27], y estos valores se
siguen repitiendo cada 27 unidades, es decir, cada vuelta a la circunferencia.

Y

—+2

Figura 7.41: Gréafica de y = cos(z)

El resultado de representar los puntos de la tabla graficamente es el de la
figura 7.41.

En esta gréafica se observan las propiedades principales de la funcion coseno:

- Su dominio es dom(f) = R.

- Suimagen es im(f) = [—1, 1], lo que significa que, al igual que la funcién seno,
es acotada, ya que también se cumple que | cos(z)| < 1, para todo z.

- Es una funcién periddica de periodo 2.

23. La funcién coseno no es inyectiva, pero si nos restringimos al intervalo [0, 7], si lo
es:

a) Dibujar la grafica de la funcién coseno en este intervalo.

b) Dibujar la grafica de su funcién inversa, que recibe el nombre de funcién arcocoseno,
f(z) = arccos(z).

c) Calcular el dominio y la imagen de la funcion arcocoseno.

=
COoS
En la calculadora, la funcién arcocoseno se encuentra en la tecla [cos], y su uso es
analogo al del célculo de arcosenos, que ya se ha explicado antes.
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Funcion tangente

La funcion tangente es f(z) = tg(z), donde = es un numero real que representa
el angulo medido en radianes. Para ver como es la grafica, hacemos lo mismo que
hemos hecho para representar las graficas del seno y del coseno. Hacemos una tabla
de valores,

| 24 4 2

iRl ) i =
y|]o 1 2 -1 0 1 A -1 0

Ahora, sin embargo, los resultados de la tabla no estan tan claros como en los dos
casos anteriores. La tangente no existe en los angulos de 7 y 3{ radianes. Entonces
para entender qué ocurre en los alrededores de estos puntos habria que hacer tablas

de valores préximos a ellos. Vamos a hacerlo sélo para un caso, la izquierda del punto
7. Dado que 7 = 0’78 y 5 = 1’57, haremos una tabla con valores entre 0'8 y 1’5,

T @ 3 o 51 3w I 9.

x| 08 09 1 11 12 13 14 15
y [1703 126 1’56 196 2'57 360 580 14710

En esta tabla observamos que, a medida que nos acercamos a 7 por la izquierda,
los valores de la tangente van aumentando cada vez mas. Por la parte de la derecha
ocurre o mismo, pero en este caso los resultados son negativos. De estas observa-
ciones se puede deducir, que la grafica de la tangente al acercarse la » a 5 sube
(hasta infinito), y por la derecha, baja (hasta menos infinito.) En el punto —*31 ocurre
exactamente lo mismo.

Figura 7.42: Grafica de y = tg(z)

La grafica, teniendo en cuenta todo lo anterior, es aproximadamente la de la figura
7.42. Por supuesto, como ocurre con las graficas de seno y coseno, los valores vuelven
a repetirse a lo largo del eje X.

Las propiedades de la funcion tangente son bastante distintas de las funciones
sSeno y coseno:

- Su dominio esta formado por todos los reales, excepto los puntos en los que
no existe la tangente, que son precisamente aquellos en los que el coseno se anula,
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UNIDAD

recordemos que tg(z) = L)

==t Entonces, dom (f) = R - {(2k - 1)] : k € Z}, es
decir, todos los numeros reales excepto los muiltiplos impares de 5. En cada uno de
estos puntos hemos dibujado una recta vertical, por la que no pasa la funcion tangente.
Estas rectas se llaman asintotas verticales y seran estudiadas mas adelante.

- Su imagen, im (f) = R. Lo que significa que la funcién no es acotada.

- También es una funcién periddica, pero el periodo es mas pequefio. Desde luego,
la grafica se repite cada 27 unidades, pero en realidad se repite cada menos, ya que la
parte de la grafica que se repite es la comprendida entre cada dos rectas verticales, y
la distancia entre cada una y la siguiente es 7 — = = . Entonces, la funcion tangente
es periddica de periodo 7.

--------- RN S T NS BN S SR SN NS DW S SN S S D S S S N D S WD S e NS S e S SN D S SR DN Sn e D Sm s Sm e SR Am mA SN omm e oEm

24. La funcién tangente no es inyectiva. Sin embargo, si la restringimos al intervalo
=k E

(55, %) silo es:

a) Dibujar la graflca de la funcion tangente en este intervalo.

b) Dibuijar la gréﬂca de su funcion inversa, que recibe el nombre de funcién arcotan-

gente, f(x) = :
c) Calcular el demlnlo y la imagen de la funcién arcotangente.

o= s e e omm mm e e am e
- O e mr e m R W

tan—!
En la calculadora, la funcion arcotangente se encuentra en la tecla [tan, y su uso
es analogo al del célculo de arcosenos y arcocosenos.

Recuerda
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A modo de resumen, se ponen a continuacion en una tabla, las gréficas de las
funciones mas importantes que han aparecido hasta ahora.

Y
K 1] 2 L1 3 13 3 1] ] ‘
‘ X
2 F-Xz 2
&} s
y=2 y = z? y=—x°
Y ]
1 i y=In(x)
£y 1 2 7 5] 3 3 1 ] ] “
: X
* a 4
1
= y=e" y = In(z)
¥ [ 2%
' — /\ m,/\m te y=igix)
L] ¥ ] 1] ] L 1 /
2 3 L s [ i ] ] i L] i
X i X
' . 2
y = sen(z) y = cos(z) y = tg(z)
Y Y Y
r M
y=arcsen{x) ]
y=arccos(x) I
yrarcigtx)
o
T EEEEREEREER] IEREERERE]
. X
X i
: 3
y = arcsen(z) y = arc cos(z) y = arctg(x)
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En esta unidad empezaremos a estudiar los limites de funciones. Los limites ya apare-

cieron al estudiar las sucesiones que, en cierto sentido, también se pueden considerar
funciones. Decir que los limites son importantes para las matematicas probablemente
es un topico, pero no es correcto del todo, seria mas correcto decir que sin limites no
seria posible la existencia de toda una rama de las matematicas, el Calculo. El Calculo
es la parte de las matematicas que sirve para estudiar los procesos de cambio, como
veremos en la parte de Derivadas. Utilizando los limites podremos estudiar la conti-
nuidad de una funcion, que también veremos en esta unidad, y las derivadas, que se
estudiaran después. Hay unas matematicas previas al Calculo (los anglosajones les
llaman Precalculus), como la Trigonometria, o el estudio de las funciones elementales;
y los limites permiten conectar estas matematicas con el Célculo.

Eimite de'una‘funcionienUnipUNToRi: -fo <o i e i B o il L e 177
IEiei i [deaideimita i n- s Tr o ol o o o e et 0 (DALE el S RS ilizide
M2l limites]laterales st (s W T e o o e B e e e e, S 178
GO N G T e R e L o e oy e e e o lhets) ot s 180
2 R IS C O U O S  T er st s i e e ot o e e S L 180
2028 S Eonlinidadien PRI s e Tt ah el et e 183
2 3 FUNCIONBSICONHMUASTE G i o e e e e e e bt el o 183
Limite de una funciénenelinfinito ... .. ... ... ... it nnn. 185
P [ | T S 1O S T | T T L R P 185
e I imite S m it O S e U T e e A S e NS 187
e e o o L S Tt e N e (i At e B I e b e ey Tyl i e L e o e SN 189
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A2EE Sl ctinidel imite s e | Lin i O e e i o o e et e el i o Bl g el e 192
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Al igual que la idea de funcion matematica, que hemos estudiado en la unidad an-
terior, la idea de limite ha sido utilizada por los matematicos mucho antes de tener una
definicién precisa del concepto, incluso antes de ponerle nombre. Lo que pretendemos
hacer en este curso es aproximarnos a esta idea con ejemplos sencillos y utilizarla,
aun sin llegar a formalizar con precision su definicion.

1.1. Idea de limite

3 2
. - &% = —1
Consideremos la funcion f(z) = : il g .

x—1
Esta funcién esta definida para todos los numeros reales excepto para = = 1, porque
f(1) no existe (si hacemos = = 1 en la funcion, el denominador se anula). A pesar de
gue no existe en este punto, y por tanto no podemos calcular el valor de la funcién en
él, podemos preguntarnos qué le ocurre a la funcion cuando nos aproximamos mucho
al 1, aunque no lleguemos. Y esto lo vamos a hacer utilizando, una vez mas, tablas de
valores de la funcion.

Empezamos aproximandonos al 1 desde la izquierda, es decir, con valores cada
vez mas proximos a 1, pero menores que 1,

z |07 08 09 099 0999 09999
flx)| 1749 1’64 1’81 19801 1'9980 1’9998

Segun vemos en la tabla de valores, nos estamos aproximando al numero 2. Si hace-
mos lo mismo, pero ahora por la derecha, es decir, con valores que se aproximan a 2,
pero mayores que 2,

¢ | '3 12 11 101 1001 1’0001
f(z) | 269 244 221 20201 2/0020 20002

también vemos que nos estamos aproximando al 2. Es decir, la funcion no existe en
x = 1 pero cuando la x se aproxima al numero 1, f(z) se aproxima al nimero 2.

Diremos entonces que 2 es el limite de f(z) cuando z tiende a 1. Y esto lo escribi-
remos, de forma analoga a como haciamos con las sucesiones,

Hi f(z) =2

r—1
Realmente, probar rigurosamente esta afirmacién requeriria unas herramientas mate-
maticas algo mas sofisticadas que unas tablas de valores pero, para nuestros objeti-
vos, los calculos que hemos hecho bastan.

Vamos a adoptar como definicion (o idea) de limite de una funcién en un punto
la siguiente:

El limite de la funcién f(z) cuando z tiende a a es L si a medida que z se
aproxima al numero a, f(z) se aproxima al nimero L. En cuyo caso escribimos,
Ifim fiz) =L

T—a

177




3 2
. . 2’ —z¢+x—1
Volvamos a nuestro ejemplo inicial, f(z) = | , para entender lo que
=
ocurre realmente en las cercanias del punto 1. El numerador de la fraccién se puede
factorizar utilizando la regla de Ruffini. Si lo hacemos, podemos reescribir la funcion
de la forma

(22 + 1)(z — 1)
z—1

fla) =

Entonces, si = # 1, se puede simplificar
el factor (z — 1) del numerador y del de-
nominador, es decir,

flx)=22+1 siz#1

y si @ = 1, no existe. La gréfica de esta
funcioén es, entonces, como la grafica de
la parabola y = = + 1, pero con un hue-
co en x = 1. Asi la hemos representado
en la figura 8.1. En la grafica se puede
apreciar que si nos acercamos desde la
izquierda o desde la derecha al numero
1, la funcién se aproxima al numero 2.

Figura 8.1: Grafica de y = f(z)

1.2. Limites laterales

Segun hemos visto, decir que liml f(z) = 2, significa que cuando = se aproxima

a1, f(x) se aproxima a 2. Ahora bien, para acercarnos al 1, tenemos dos posibilida-
des, que han quedado reflejadas en las tablas de valores que hemos hecho: hacerlo
desde la izquierda o hacerlo desde la derecha. Los nimeros a los que tiende f(z) al
acercarse a 1 por la izquierda o por la derecha se llaman limites laterales.

En el ejemplo anterior, la primera tabla de valores mostraba que el limite a la iz-
quierda era 2, esto lo escribiremos,

lim f(x)=2

r—1-

y la segunda tabla, en la que nos aproximabamos a 1 desde la derecha, mostraba que
el limite a la derecha era también 2, que escribiremos,

i ¥lz) =2

a1t

Para que el limite de una funcién en un punto exista deben existir y ser iguales los
limites iaterales: limite a la izquierda y limite a la derecha.

LS ) — 1L
T—ra—

it (x) = Ts

T—ra
i fle)i="F
z—at
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Por supuesto, esta situacion, la de que
los dos limites laterales existan y sean : 4
iguales, no siempre se da. Por ejemplo,
consideremos la funcion L

flz) = {—;1: siz <0

1 siz >0

La gréafica de esta funcion es la de la figu- X
ra 8.2.
Vamos a estudiar sus limites laterales
cuando = — 0, a partir de la grafica. Es
como hacerlo con la tabla de valores, pe- Figura 8.2: Grafica de f(z)
ro mas directo. '

Queremos calcular en primer lugar el limite a la izquierdaen 0, lim f(x). Miramos,
z—0~

sobre el eje X, a la izquierda del cero, ahora, si nos situamos sobre la gréfica de la
funcién, el limite a la izquierda sera el numero, sobre el eje Y al que se aproxima la
grafica, aunque no llegue hasta él. En este caso, este nimero es el 0. Por tanto,
lim f(z)=0
z—0~
Para calcular el limite a la derecha del 0. Miramos ahora, sobre el eje X, a la
derecha del 0. Nos situamos sobre la grafica de la funcién y avanzamos hacia el 0
(sobre el eje X), la grafica de la funcion ahora se aproxima (de hecho, llega) al niumero
1 sobre el eje Y. Este es el limite a la derecha. Entonces,
lim f(z)=1

z—0Tt

Vemos pues, que los limites laterales existen, pero son distintos. Por lo tanto,

No existe  lim f(z)

r—0

1. Estudiar los limites laterales de la funcion f(z) = 2

: de valores a la izquierda y a la derecha de 3.
Si x # 3, simplificar la funcion si se puede.

, utilizando para ello tablas

2. Sea la funcién

z2 siz <0
fldi=dz Silica<]
g Sl

Dibujar su grafica y calcular los limites de la funcionen z =0y en z = 1.
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UNIDAD

2. Continuidad

Una funcién es continua cuando su grafica la podemos dibujar sin levantar el lapiz
del papel, de un solo trazo. Esta idea intuitiva se puede formalizar utilizando limites
laterales. Ya en los ejemplos y actividades anteriores, se podia empezar a sospechar
que el hecho de que la grafica de una funcion esté o no “rota” en el punto, afecta de
manera significativa al resultado del limite. Empezaremos estudiando precisamente a
través de ejemplos, la posibles “roturas”, discontinuidades es como se les denomina
en matematicas, que puede tener la grafica de una funcién en un punto, para después
definir qué debe ocurrir para que una funcién no esté rota, es decir, sea continua en
un punto.

2.1. Discontinuidades

Una funcién puede presentar una discontinuidad en un punto de varias maneras.
En los tres ejemplos siguientes analizamos las diferentes posibilidades:

Primer ejemplo

f()—{ siz <1 Y.,

—z4+2 siz>1

La grafica de esta funcién definida a tro-

zos la hemos dibujado en la figura 8.3. °\ "
Estudiamos los limites laterales en z = 1: —— t t
- Limite por la izquierda, llm Flml=1. 1, \

- Limite por la derecha, hm Haz) =1

Como existen los llmltes Iaterales y son
iguales, existe el limite de la funcién y es T

il_Iﬂ flz)=1 Figura 8.3: Discontinuidad evitable
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Ahora bien, f(1) no existe. Esta es la razon por la que, en la grafica, hay un hueco
en ese punto. Esto hace que la funcién sea discontinua, es decir, no sea posible dibu-
jarla de un solo trazo. Sin embargo, bastaria “rellenar” ese punto para que la funcién
fuese continua. Es decir, bastaria con redefinir la funcién de la forma

ﬂmz{l siz<1

—x2 Sizm>l

Siempre que estemos en esta situacion, diremos que en ese punto la funcion tiene
una discontinuidad evitable, precisamente porque se puede evitar redefiniendo la
funcion.

Es importante sefalar que la discontinui-
dad evitable se presenta, no sélo porque g
la funcion no esté definida en el punto,
sino porque el valor de la funcién no coin-
cide con los limites. Por ejemplo, si la fun- ‘
cion es

1 siz <1
g(z) = 42 lag=1 ‘ \ ;
—x+2 siz>1 \

su grafica es la de la figura 8.4, y sigue
siendo una discontinuidad evitable. Solo
hay que Colocar el punto en su Iugar ade_ Figul‘a 84 DiSCUIltinuid?ld eVltﬂ])le
cuado.

Segundo ejemplo

1 sia <
= Y .
f(@) {1 siz >0
En primer lugar, dibujamos la grafica (fi- )
gura 8.5). _ &
Apoyandonos en la grafica, calculamos X

los limites laterales en 2 = 0: = A
- Limite por la izquierda, lim f(z) = 1.

z—0~

- Limite por la derecha, 11'm+ flx)=-1. 12
z—0

Existen los limites laterales, pero son dis- b
tintos, por tanto, no existe el limite

lim f(z) Figura 8.5: Salto finito

x—0

En este caso, ademas de estar no ser continua, es evidente que la cosa no se arre-
gla ahadiendo un punto o varios puntos. Si la quisiéramos hacer continua, deberiamos
afadir un segmento vertical que uniese los dos trozos, pero esto haria que no fuese
una funcion.
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Cuando estemos en esta situacion, es decir, que existan los limites laterales pero
sean distintos, diremos que la funcion presenta en = = 0 una discontinuidad inevi-
table de salto finito. Se llama longitud del salto a la diferencia entre los dos limites
laterales, que en este caso, es 2.

Por cierto, el hecho de que exista f(0) = —1 (el punto relleno de la grafica) es
completamente irrelevante para clasificar la discontinuidad, si no existiese tendriamos
la misma situacion.

Tercer ejemplo

siz <0

T
U 2 siz >0

T
Ahora tenemos un caso distinto de los
dos anteriores. No solo no existe el limite,
sino que hay uno de los limites laterales
gue tampoco va a existir. La grafica la he-
mos representado en la figura 8.6. TN I B B
Estudiamos los limites laterales en = = 0: J
- Limite a la izquierda, 1i1(1]1 Tl =10, i

i 11

- Limite a la derecha, 11’1{1}1+ f(z) = +oo.

Ya que, a la derecha dre 0, la grafica va
hacia infinito, sin aproximarse a ningun
nimero. Aunque escribamos = +oo, el Figura 8.6: Salto infinito
limite a la derecha no existe, para que

existiese, deberia ser un numero finito.

Por tanto, el limite no existe, hay también un salto, pero en este caso, de longitud
infinita. Entonces, siempre que uno, o los dos limites laterales, sea infinito, diremos
que en ese punto la funcién presenta una discontinuidad inevitable de salto infinito.
Insistimos en el hecho de que para que haya discontinuidad inevitable de salto infinito
hace falta que, al menos uno de los dos limites laterales, sea infinito. Al igual que en
el caso anterior, es irrelevante que la funcion esté o no esté definida en el punto.

3. Dibujar la grafica de la funcion

i .
—_— siz <0
T
e
T Sl s <2

—z+1 siz<2

Estudiar sus discontinuidades en los puntos 0, 1y 2.
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2.2. Continuidad en un punto

En el apartado anterior hemos visto tres ejemplos de funciones que presentaban
puntos de discontinuidad de varias formas distintas. Entender ahora qué debe ocurrir
para que una funcion sea continua en un punto es sencillo si repasamos los ejemplos
anteriores:

En el tercer ejemplo, discontinuidad inevitable de salto infinito, la continuidad fallaba
porque uno de los limites laterales era infinito. En el segundo ejemplo, discontinuidad
inevitable de salto finito, existian los dos limites laterales, pero eran distintos. Y en el
primer ejemplo, la continuidad no se daba porque, aunque existian los limites laterales
y eran iguales, el valor de éstos no coincidia con el valor de la funcién en el punto, de
hecho la funcién ni siquiera estaba definida en el punto.

Entonces, ¢qué le debe ocurrir a una funcion para que sea continua en un punto?
Pues es evidente que los limites laterales deben existir y ser iguales, pero esto no es
suficiente, ademas hace falta que la funcion esté definida en el punto y el valor de la
funcién coincida precisamente con el de los limites laterales. En otras palabras,

Una funcioén f es continua en el punto x = a si lim f(z) = f(a)
T— @

El hecho de que se cumpla la expresion lim f(z) = f(a), implica que se cumplen
T—ra
los siguientes puntos, que son los que hay que verficar en cada caso para comprobar

que una funcién es continua:
- Que exista el limite a la izquierda, 1im f(z).

T—a~

- Que exista el limite a la derecha, lim f(z).

T—a™

- Que la funcidn esté definida en el punto, es decir, que exista f(a).
- Que los tres numeros anteriores coincidan, es decir,

lim f(z) = lim f(z) = f(a)

T—a— I—a

4. Estudiar la continuidad de la funcién siguiente en = = 1:

siz <1

siz>1

de
fl@)=q1
L

2.3. Funciones continuas

Ya sabemos cuando una funcion es continua en un punto concreto y cuando no lo
es. Si una funcidn es continua en todos los numeros reales o, en su caso, en todo el
dominio de definicidn, diremos que es una funcién continua, sin especificar ningun
punto.

También es posible hablar de una funcion continua en un intervalo o dominio con-
creto. Por ejemplo, si decimos que f es continua en (1, 2), estamos queriendo decir
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que es continua en todos los « tales que 1 < = < 2. Sin embargo, cuando queremos in-
dicar que es continua en un intervalo cerrado, es algo distinto. Por ejemplo, una funcién
f tiene por dominio de definicion el intervalo cerrado [1, 2]. Estrictamente hablando, no
es posible que en 1 sea continua, ya que en el punto 1 no hay limite a la izquierda,
ni siquiera hay funcion. En este caso, para que f sea continua en [1, 2], lo Unico que
se exige es que el limite a la derecha en 1 coincida con el valor de la funcién en 1.
En z = 2, lo mismo, pero ahora es el limite a la izquierda el que ha de coincidir con
f(2). En estas circunstancias se tiene una funcién continua en un intervalo cerrado.
Las funciones continuas en intervalos cerrados tienen muchas y muy interesantes pro-
piedades que seran estudiadas en profundidad en el curso siguiente, por esta razén
aqui no insistiremos mucho mas.

Lo que si nos interesa saber es qué funciones de las que hemos estudiado hasta
ahora son funciones continuas. En realidad, basta con repasar sus graficas. Si volve-
mos a echar un vistazo a las graficas de las funciones estudiadas en la unidad anterior,
observamos que son continuas:

- La funcion constante, en todo R.

- Las funciones polinémicas, no solamente las de grado 1y 2 que hemos estudiado
en la unidad anterior, sino también las de grado mayor que 2, son continuas en todos
los reales.

- La funcion exponencial de cualquier base es continua en todo R. Sin embargo, la
funcion logaritmica solo es continua en su dominio, es decir, en el intervalo (0, +o0).

- Las funciones trigonométricas sen(x) y cos(z) son continuas en todo R. Sin em-
bargo, la funcion tg(z) tiene puntos de discontinuidad (;de qué tipo?) en los puntos
de la forma (2k + l)g, con k entero, que son precisamente los puntos en los que no

existe.

Ademas, por medio de las operaciones entre funciones que estudiamos en la uni-
dad anterior, podemos construir muchas mas funciones continuas, ya que en la mayo-
ria de las ocasiones, después de efectuar una operacion entre funciones, la continui-
dad se mantiene.

En concreto, si f(x) y g(x) son funciones continuas, entonces:

= f(z)+ g(x) es continua.
= f(x).g(z) es continua.

. ﬁj)) es continua en los puntos en los que g(z) # 0.

= f(g(z))y g(f(z)) son continuas.

; : 5 1 ; :
Por ejemplo, la funcién f(x) = — es continua en R — {0}, ya que es el cociente de
€T
dos funciones continuas y el denominador sélo se anula en 0.

Saber que una funcién es continua de antemano resulta de una enorme utilidad a
la hora de calcular limites. Dado que, si f es continua en a entonces lim f(z) = f(a),
Tr—a

para calcular el limite de una funcién continua en un punto basta con sustituir ese
numero en la funcién.
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Por ejemplo, la funcion f(x) = x* — 32* + 2z — 5 es un polinomio, por tanto, es con-
tinua en todo R. Entonces, si queremos calcular 11’m2 f(z), solo tenemos que sustituir
T

el 2 en la = de la funcion,

lim(z® — 322 +22-5)=2-322+22-5=-5

r—2

Esto es algo que utilizaremos frecuentemente a la hora de calcular limites.

5. Indicar los puntos en los que las funciones siguientes son continuas:

&) J@) =%t ~20+3  b)gl@) =sen(@?~3) O h) = gy

3. Limite de una funcion en el infinito

Hemos estudiado qué es el limite de una funcién cuando x tiende a un punto a.
Ahora vamos a ver qué ocurre cuando z tiende a +oc, 0 a —oo. Es decir, cuando el
valor de = crece o decrece indefinidamente.

3.1. Limites finitos en el infinito

En la figura 8.7 hemos representado la grafica de la funcién arcotangente
y = arctg(z). Recordemos que esta funcion es la inversa de la funcién tangente.
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Ademas, su dominio esta formado por todos los nimeros reales, y su imagen, es
=7
elintervalo [ —. — ).

¢ Qué ocurre con la grafica de la funcion

cuando x crece indefinidamente? Para v
responder a esta cuestion, miramos lo
que ocurre con la grafica a medida que i

vamos recorriendo el eje X hacia la de-
recha. Y, lo que ocurre, es que la gréafica
se aproxima cada vez mas a la recta ho-
rizontal, que también hemos dibujado en
la figura, y = g si bien la grafica nunca
llega a alcanzar a la recta. Si hacemos
los calculos con una calculadora (pues-
ta en radianes), a medida que calcula- T
mos arc tg(z) para valores de z grandes,
observamos que nos aproximamos cada
vez mas al numero 15707963267, que es
el valor aproximado de g

Figura 8.7: Grafica de y = arctg(z)

Las observaciones anteriores muestran que si = tiende a oo entonces f(x) se apro-
. i S 5 5 o i
xima a e En otras palabras, el limite de f(x), cuando z tiende a >, es g que escri-

bimos,
i

lim f(z) = —.

m & . . s
Larectay = '5 es una asintota horizontal de la funcién y = arctg(z), una recta
horizontal a la que la grafica de la funcion se aproxima, aunque no llegue a alcanzarla.

Siguiendo con la figura 8.7, si x tiende a —oo, ocurre lo mismo que antes (ahora
hay que ver hacia dénde se aproxima la grafica a medida que recorremos el eje X

. N . . . — 1T
hacia la izquierda), pero ahora el numero al que tiende la funcion es o Por tanto, el

4

oo g ' — R.1
limite de f(x), cuando z tiende a —oo, €s 7[ gue escribiremos,

lim f(z) = %ﬂ

I——0C

= .r = 7 =
Por supuesto y = Tt también es una asintota horizontal de la funcion arcotan-

gente.

Una funcién puede tener asintotas horizontales y también puede tener asintotas
verticales, de hecho, éstas ya han aparecido cuando hemos estudiado las disconti-
nuidades inevitables de salto infinito. Las asintotas verticales son rectas verticales a
las que la grafica de la funcién se aproxima, sin llegar a alcanzarlas. El estudio de
las asintotas de una funcion resulta muy Util para representar su grafica, por esta ra-
z6n, volveremos sobre este tema en la unidad didactica en la que estudiaremos la
representacion de funciones.
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6. Dibujar la grafica de una funcién que tenga los siguientes limites en el infinito:

Iim, fz) = 2; Im f(z) = —1.
T—00

T——00

1 o : : :
7. Dibujar la grafica de la funcion f(z) = 5 (funcion de proporcionalidad inversa). A
partir de la grafica, calcular sus limites en el infinito.

3.2. Limites infinitos en el infinito

Las asintotas horizontales aparecen cuando alguno de los limites en el infinito es
finito, es decir, existe. Sin embargo, también pueden darse otras situaciones.

Por ejemplo, en las figuras 8.8 y 8.9 hemos dibujado las graficas de dos funciones;
y = f(x), y = g(x), respectivamente. En ambos casos se puede observar que las

N4t Y]

x Nt

y=flx) y=g(x),

yij‘éééé

S

R 1 A S S |
S e e S e e L e
o b 4 ohH ok oA

Figura 8.8: Griafica de y = f(xz) Figura 8.9: Grafica de y = g(x)

funciones no tienen asintotas horizontales.

En el caso de la funcién y = f(x) (figura 8.8), cuando x tiende a +oo, la gréfica de
la funcién sube hacia +oc. Por esta razon, el limite en el infinito no existe y escribimos,

lim f(z) =+

Tr—-+t00

y cuando z tiende a —co, la grafica de la funcion baja hacia —oc. Tampoco aqui exite
el limite y escribimos,

lim f(x) =—o0
T——00

En la funcién y = g(z) (figura 8.9), tanto si x tiende a +oc, como si lo hace a —oc,
la gréfica sube hacia +occ. Por tanto, ahora los limites en el infinito son:

lim g(z) =40 y lim g(z) =400

T—+00 T——00
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Insistimos en el hecho de que estos limites no existen, a pesar de que escribamos
“= 4+00"0 “= —ox". Para que un limite exista es necesario que tienda a un numero
finito. Cuando un limite en el infinito no existe, como en los casos anteriores, pero el
limite es infinito, a veces se dice que la funcion tiene una rama parabdlica, porque la
grafica en la parte en la que va a infinito parece precisamente la rama de una parabola.
Aunqgue también puede ocurrir que en lugar de tener una rama parabdlica la grafica de
la funcién se aproxime a alguna recta oblicua. Tendriamos en este caso una asinfota
oblicua. Estas asintotas, junto a las horizontales y verticales, seran objeto de estudio
en la unidad didactica dedicada a la representacién de funciones.

En la figura 8.10 tenemos la grafica de

una funcion que presenta un comporta-

miento en el infinito completamente dife-
rente a los descritos anteriormente. Se
trata de la grafica de la funcion seno, que
ya estudiamos cuando vimos las funcio-
nes periddicas, aunque igual nos serviria efer s f oy s
la grafica de la funcién coseno o la fun- \/ \/ =
cion tangente. En la gréafica del seno ve-
mos que cuando z tiende a +00 0 2 —o¢,
la funcidon no se acerca a ningun valor
concreto, ni se va hacia mas infinito (arri-

ba), ni se va hacia menos infinito (abajo).  Figura 8.10: Grafica de y = sen(z)
En esta funcion, los limites en el infinito

simplemente no existen.

8. Calcular los limites en el infinito de las funciones de las graficas siguientes:

Nl Y |

25
=
S
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_—

lim f(z) = K, si a medida que « crece (indefinidamente), f(x) se aproxima al nu-

T—++00

mero K. En este caso el limite existe y ademas, y = K es una asintota horizontal de
la funcion.

lim f(xz) = M, si a medida que = decrece (indefinidamente), f(x) se aproxima al
ndmero M. También en este caso, y = M es una asintota horizontal.
Ademas los limites en el infinito pueden no existir, bien porque la funcién vaya hacia

+20 0 hacia —oo, bien porque la gréfica de la funcién oscile sin aproximarse a ningdn
punto concreto.

Si disponemos de la grafica de la funcidn, el calculo de un limite es sencillo, no hay
mas que mirar en el lugar adecuado del dibujo. Si no tenemos la grafica, siempre pode-
mos hacer una tabla de valores, aunque esto resulta a veces bastante laborioso. Afor-
tunadamente, la mayoria de los limites de funciones elementales, o combinaciones
de éstas, se pueden calcular sin la grafica y sin tablas de valores, realizando algunos
calculos y utilizando razonamientos muy sencillos. Eso es lo que vamos a aprender
en esta seccién. Estos procedimientos que aprenderemos seran utilizados con mucha
frecuencia en las unidades didacticas posteriores, por lo que su aprendizaje resulta
especialmente importante.

4.1. Calculo de limites en un punto

Ya sabemos que si una funcion f es continua en «a, entonces lim f(z) = f(a).
€T—ra

Esta formula nos proporciona una técnica de aplicacion inmediata cuando la funcion
es continua en el punto en el que queremos calcular el limite: sustituir el punto a en la
x de la funcién.
Por ejemplo, queremos calcular el limite 11‘111_(4:1:2 — Te + 2)
T—r
La funcién f(z) = 42® — Tz + 2 es un polinomio, por tanto continua. Entonces, sélo
tenemos que sustituir 5 en z:

lim (4a? - Tz +2) =452 - 7-5+2 =67

r—5

9. Calcular los siguientes limites:

a) 1fn12(3m3 L T7z¥—2x42) b) lim (
T— T—

L X — R
z2 42 )
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Esto es lo primero que hay que hacer para calcular un limite en un punto, sustituir
el punto en la z de la funcion. Cuando la funcion sea continua en ese punto, como en el
ejemplo y la actividad anterior, el problema esta resuelto. Si no es asi habra que hacer
algun calculo mas, dependiendo del resultado de la sustitucion. Vamos a ir viendo los
diferentes casos que pueden aparecer mediante ejemplos:

. r+4
Ejemplo i —_—
jemp lm3 (’54—3)

En este caso las funciones que hay en el numerador y el denominador son conti-
nuas. Sus limites respectivos son

lim (z+4) =1, 11'1113(:1: +3)=0.

r——3

1 . -
Pero, g no existe, no se puede dividir por cero. Realmente lo que ocurre es que el

denominador se aproxima mucho a cero, aunque nunca llega a serlo. Si dividimos un
numero, el 4, por un numero cada vez mas pequeno, mas préximo a cero, el resultado
sera un numero muy grande. El limite es oo, es decir, no existe. Lo unico que hay que
determinar es si es +oc 0 —oo y esto dependera del signo del numerador y denomi-
nador que, a su vez, dependera de que nos aproximemos a -3 por la derecha o por
la izquierda. Para hacer esto, se pueden hacer tablas de valores a la izquierda y a la
derecha de -3, aunque basta con elegir un valor de prueba tanto a la izquierda como
a la derecha.

Por ejemplo; para determinar el signo a la izquierda de -3, elegimos el numero

(+)

z = —3'1, entonces, los signos del numerador y denominador de la fraccion son =) ==

—; para determinar el signo a la derecha, elegimos el nimero x = —2'9, los signos son

ahora % = +. Entonces, los limites laterales de la funcién son
4 4
lim (r +. ) = —00; Iim (3 : ) =+
t——3— \ T + e——3+ \x+3
Se trata en definitiva de un limite que no existe y en el punto = = —3 hay una disconti-

nuidad inevitable de salto infinito.

Z2+x—6
En primer lugar calculamos los limites del numerador y del denominador sustitu-
yendo 2 en la = de la funcion:

Ejemplo 1.1’11‘1) (

lim (z2 + z — 6) = 0; lim(z? —x—-2)=0

z—2 z—2

Aunque parece igual, ahora la situacion es distinta a la anterior. Ya que, g es lo que se

llama una indeterminacion matematica. Las indeterminaciones ya aparecieron cuan-
do estudiamos los limites de las sucesiones, cuando tenemos una indeterminacion, el
limite puede existir o puede no existir, por eso se dice que el limite esta indeterminado.

En el céalculo de limites pueden aparecer hasta siete indeterminaciones distintas,
gue son

oo
—: oo —o0; 0.co; 1°° ooo; 0°
o0
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Este curso sdlo estudiaremos algunos de los casos, los mas sencillos.

Pero, sigamos con nuestro ejemplo. Para deshacer la indeterminacion - hay que in-

tentar simplificar los factores que, en el numerador y en el denominador de la
fraccion, hacen que éstos sean nulos. Como numerador y denominador son polino-
mios, se pueden simplificar usando la Regla de Ruffini, (o bien resolviendo la ecua-
cion de segundo grado, ya que son de grado dos). De cualquier forma, el limite con
numerador y denominador factorizados queda,

1 (x —2)(x+3)
223 (z — 2)(z + 1)

Ahora podemos simplificar el factor (= — 2) en el numerador y denominador, con lo que
el limite queda finalmente,

g 2438 _ 243 5
=2 (z+1) 24+1 3

Puede ocurrir que, después de haber simplificado una vez, al volver a sustituir,
continuase la indeterminacion, esto indicaria que hay que seguir simplificando.

10. Calcular los siguientes limites. Si no existe alguno, calcular sus limites laterales:

a) lim o v b) lim M c) lim 2% = 3uch 2
22— 2z +5 w—5 \ 22 —dx— 5 o——1 \ @S - 5z2 +Tx +3 )

V4 -2

Empezamos, como en todos los ejemplos anteriores, calculando los limites del
numerador y del denominador sustituyendo;

lim (\/55-1-1—2):0; lim(z—3)=0

x—3 z—3

. T .
Volvemos a tener una indeterminacion del tipo 5 Sin embargo, ahora el numerador no

es un polinomio (a las expresiones del tipo v/z + 1 se les llama funciones irracionales)
y, por tanto, no se puede aplicar la regla de Ruffini para factorizarlo. Lo que si funciona
en estos casos es multiplicar y dividir por la expresion conjugada del numerador.

La expresion conjugada de P + @ es P — (). Si multiplicamos las dos expresiones,
estamos mulliplicando una suma por una diferencia, el resultado es

(P+Q)(P-Q) =P - Q%
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De esta manera, la raiz cuadrada acaba elevada al cuadrado, lo cual nos va a
permitir poder simplificar con el numerador. Veamos de qué forma:

Multiplicamos y dividimos el limite por la expresién conjugada del numerador (v/z + 1 — 2)

que es (Vz +1+2),
lim (\/m —2) (\/ﬂ_+ ) = lim (\/I_"i'_)g -2
r—3 “L — 3 (\/ﬁ— -k 9) a ;L——?i (\/ﬁ -+ 2)
= lim sof et
-3 (z-3) (Ve +1+2)

= lim (m—3)
z—3 ( (\ﬁT‘I‘ 2)

Ahora podemos simplificar el factor (z — 3), para después sustituir, y de esta forma el
limite queda calculado,

(z —3) ) 1 1 1
lim = lim = = -,
=3 (z—3) (Ve +1+2) a=3yz+1+2 V3+1+2 4

Puede ocurrir que la raiz cuadrada esté en el denominador, en lugar de en el
numerador. En este caso habra que multiplicar y dividir por la expresion conjugada del
denominador. Incluso puede que haya en numerador y denominador, entonces hay
que hacer lo anterior dos veces.

Calcular los siguientes limites en los que aparecen expresiones irracionales:

i e L S R B SN P
.1:—+1 Vit =2 z—4 x—4 r—5 x+3

4.2. Calculo de limites en el infinito

El calculo del limite de una funcién cuando z tiende a infinito, 11’111 f(x) es exac-
I—100

tamente igual que el calculo de limites de sucesiones de numeros reales, es decir,
hm a, que estudiamos en la unidad correspondiente. En aquel caso la variable era

n—-+400
n, y ahora la variable es z. Por lo tanto, no vamos a repetir aqui lo que se comentdé
en su momento. Lo que no es igual es el calculo de limites cuando x« tiende a —oc.
Sin embargo, utilizando una pequefa transformacion, el calculo de un limite cuando =
tiende a —oo se puede convertir en un limite cuando x tiende a +oc.

La idea es muy simple: si z — —oo, entonces (—z) — +o0. Como consecuencia,

Iim f(z)= lim f(—x)

Z——00 Z2—400

: o . z3 — 222 — 3z + 2
Veamos un ejemplo. Queremos calcular el limite siguiente: lim 5
z——o0 4%+ 3z + 8
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Aplicando lo anterior, lo transformamos en un limite z — +o0;

a® — 222 —3x+2 s (—z)® —2(—z)? — 3(—z) +2 _ . —a3 — 222 + 32+ 2
r——cc 4z +3x+8 = e—+m 4(—z)® + 3(—z) +8 x—+oe  —4a3 -3z 48

Como sabemos, este limite produce una indeterminacion del tipo = Be puede des-

oo
hacer dividiendo numerador y denominador por la 2 de mayor grado del denominador
y pasando al limite:

] 2
. =22 —222 4+ 3z +2 N - B
im = lim -= T b3 T
g—too  —4z% — 3z +8 z—too 42 _ 3z &
2 3 2
~ iy ettt
T—+00 _4_;32.4_585

Como acabamos de ver en este ejemplo, es muy recomendable repasar la parte
correspondiente al calculo de limites de sucesiones.

.----——-—---———--_—--——————-——--------------- —————— e em em s em e

12. Calcular los siguientes limites de funciones en el infinito:
2 4
) z—+oo 23 + 4z + 5 b) '4—1?3100 3z +4x+5

' I
| ]

T——00 ; 1
I ]
l i

Recuerda
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En esta unidad vamos a estudiar un problema geométrico: el de calcular la ecuacion
de la recta tangente a la grafica de una funcién en un punto. La solucion a este pro-
blema da lugar al calculo de derivadas, que es un conjunto de técnicas que tienen
aplicaciones en multitud de campos de la ciencia. Dadas dos magnitudes, por ejemplo
el tiempo y el espacio recorrido en ese tiempo por un movil, la derivada nos indica cuél
es la razon (proporcion) de cambio del espacio con respecto del tiempo, es decir, la
velocidad.

Conceptorderderivadal o o R R T 195
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TablaldelderiVadas < o b o i i o e i e s o et e e o 217
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1.1. Tasa de Variacion Media

La pendiente de una recta es un numero que mide la inclinacién de esa recta. Por
ejemplo, en la figura 9.1 hemos representado una recta en el plano, su pendiente la
podemos calcular con la formula

. d—¢
.
b—a
Y Y
/ f
Recta
d L secante
f(a)
c —7
a b X a b x
Figura 9.1: Pendiente de una recta Figura 9.2: Recta secante

Supongamos ahora que tenemos una funcion que no es una recta. Si considera-
mos el intervalo [a,b], el numero equivalente a la pendiente en este intervalo (ver la
figura 9.2) es

f(b) — f(a)

b—a

Como se puede apreciar en la figura 9.2, este numero es la pendiente de la recta
secante a la grafica de la funcion en este intervalo, es decir, la recta que corta a la
grafica de la funcion en los extremos del intervalo [a,b]. Este nimero, que mide la
variacién media de la funcion en el intervalo [, b] se llama Tasa de Variacion Media
de la funcién f en el intervalo [a, b].

Por ejemplo, para la funcion f(z) = 222, su Tasa de Variacion Media en el intervalo
[1,2] es
f@2)—f(1) _8-2

o—1 1 0

lo que nos indica que la funcién ha aumentado 6 unidades en el intervalo [1, 2.

1. Sea f(z) = —22% + 1. Calcular su Tasa de Variacion Media en los intervalos [—1, 0]
y [0,3].

195




1.2. Derivada en un punto. Tasa de Variacion
Instantanea

Dada una funcién f, su derivada en un punto a, si existe, es la pendiente de la
recta tangente a la grafica de la funcion en ese punto.
Veamos como podemos llegar a calcular este numero:

Y Recta tangente
f(a+h) ,Aecta secante
f(a) f
h
a a+h X

Figura 9.3: Derivada

Observemos la figura 9.3. Queremos calcular la pendiente de la recta tangente a
la grafica de la funcién en el punto = = a. En el intervalo [a, a + k] (en la grafica se ha
dibujado con h > 0, pero seria igual con h negativo) hemos dibujado la recta secante
a la grafica. Su pendiente viene dada por la Tasa de Variacion Media en ese intervalo,
es decir,

fla+h)—fla) _ flat+h)— fla)
(a+h)—a h

Por otra parte, segin vemos en la figura 9.3, si i se va haciendo cada vez més
pequefo, llegara un momento en el que la recta secante se habra convertido en la
recta tangente. Por tanto, si i se hace pequeno, la pendiente de la recta secante se
convierte en la pendiente de la recta tangente. Es decir,

| Pendiente de la recta secante| —  |Pendiente de la recta tangente
h—0

Pero para hacer que h sea pequefio, es decir, que h tienda a 0, tenemos que
calcular un limite.

Por tanto, si f es una funcién, llamamos derivada de la funcidn f en x = « al
limite siguiente, si existe,

fla+h) — f(a)
i -
=l
f'(a) = lim -
Calcular la derivada de una funcién en un punto supone entonces el calculo de un
limite. Si este limite existe, se dice que la funcion es derivable.

Por ejemplo, queremos calcular la derivada de la funcién f(x) = 2° para = = 1, es
decir, queremos calcular f'(1).
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Aplicamos la férmula anterior,

f/(1) = lim fA+h) - fQ1) _ o Q+h° -1 1+2h+h"—1

h—0 h h—0 h h—0 h

simplificando en el numerador y sacando h factor comun, que se simplifica con la i del
denominador,

F(1) = lim(2+h) =2

Por tanto, la derivada de la funcién f(z) = 22 para = = 1, es decir, la pendiente de
la recta tangente a la grafica de la funcionen z = 1 es f/(1) = 2.

2. Dada la funcién f(z) = 222 — 1, calcular f'(3).

Debido a que la derivada de una funcién en un punto es el limite de la Tasa de
Variacion Media, también se llama a veces a la derivada, Tasa de Variacion Instan-
tanea.

Ademas de la notaciéon f’(a) para la derivada de una funcién en el punto z = a, a

d
% (a).

veces también se utiliza esta otra notacién, debida a Leibniz,

1.3. Recta tangente y recta normal

Una de las formas de calcular la ecuacion de una recta es la de utilizar la ecuacion
de la forma punto-pendiente, ya estudiada antes. Conociendo un punto por el que pase
la recta, (zp,y0) y su pendiente m, la ecuacion en la forma punto-pendiente es

Y — Yo = m(z — zp)

Y Recta tangentie Y Recta tangente
m=f"' (;
f(a) f f(a) f
Recta
normal
a X a X
Figura 9.4: Recta tangente Figura 9.5: Rectas tangente y normal

En el caso de la recta tangente, segin vemos en la figura 9.4, la recta pasa por el
punto de coordenadas (a, f(a)) y, como hemos visto antes, su pendiente es m = f/(a).
Entonces su ecuacion se calcula mediante la expresion
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y — f(a) = f'(a)(z — a)
Por otra parte, si tenemos una recta de pendiente m, sabemos que la pendiente

' ; ; =L . ” ,

de cualquier recta perpendicular a ésta es m’ = —, si m # 0. Utilizando esta idea,
m

podemos calcular la ecuacion de la recta que pasa por el mismo punto, (a. f(a)) y que

es perpendicular a la recta tangente. A esta recta se le llama recta normal (ver figura
9.5), y su ecuacion es

y—f@%=ﬁm)

(z —a)

o il ;
3. Dada la funcion f(z) = —. Calcular las ecuaciones de las rectas tangente y normal
e .
a su grafica en el punto z = 1. Hacer una grafica aproximada.

1.4. Derivada y velocidad instantanea

Supongamos que un objeto se mueve segun la funcién e(t) = 0'5¢ + 2, donde ¢ es
el tiempo, medido en segundos, y ¢(t) es el espacio que recorre, medido en metros.

Se trata de lo que en Fisica se denomina un movimiento rectilineo uniforme. La grafica
de la funcion es la de la figura 9.6.

espacio |
e(t)
5
4 Ae
3 At
2 6

tiempo t

Figura 9.6: Movimiento rectilineo

Para calcular la velocidad hay que dividir el espacio recorrido entre el tiempo que
se tarda en recorrerlo,

espacio  Ae

tiempo At

(At es la variacion del tiempo y Ae es la variacion del espacio).

En el intervalo que se ha sefalado en la figura 9.6 el valor de la velocidad es

velocidad =

: Ae 5H5-3 2 ;
velocidad = Frial o Lo L 0’5 metros/segundo
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Hay que observar que la velocidad habria sido la misma si se hubiese considerado
cualquier ofro intervalo. La razon es que se trata de una recta. En realidad lo que
hemos hecho al calcular la velocidad, es calcular la pendiente de la recta. Desde el
punto de vista fisico esto significa que la velocidad es la misma en cualquier instante
de tiempo.

Supongamos ahora que el objeto se mueve segun la funcion e(t) = ;tQ + 3. Ahora
la grafica es la de la figura 9.7.

espacio

e(t)

Le

At

1 1+t tiempo t

Figura 9.7: Movimiento no uniforme

Es evidente que ahora la velocidad no es la misma en todos los instantes de tiem-
po, sino que va aumentando a medida que transcurre éste. Si ahora queremos calcular
la velocidad en un instante de tiempo determinado, la velocidad instantanea, ent = 1

' e . Ae . i - A
por ejemplo. El cociente anterior AL es so6lo una aproximacion al nimero que quere-

mos calcular, que sera tanto mas exacta cuanto mas pequefno sea At. Una vez mas
necesitamos calcular un limite:

v(1) = (velocidad en ¢ — 1) — 31;1110% = Jim Bl Agi — B

como e(1) = %-12 +3= g ye(l+At) = %(1 + A2+ 3= %/_\t2 4+ At 4 ;
sustituyendo y simplificando,

1 1
§At2 + At At(EAt +1) 1
0=l Tar T T A T At ) = Emetrolsegundo
En realidad, lo que hemos hecho, con otra notacion, es calcular la derivada de la
funcion e(t) en t = 1, es decir, €'(1).

En general, si e(t) es el espacio recorrido por un objeto, su velocidad instantanea
en el instante de tiempo ¢ = t; es la derivada de la funcion e(t) en ese instante de
tiempo, es decir,

5 E(tg + At) = E(to)
11m
t—0 At

de
v(to) = €'(to) = E(t(’) =1
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UNIDAD

4. Un objeto se mueve seglin la funcion e(t) = 2¢t*> — 1 metros, donde ¢ es el tiempo,
medido en segundos. Calcular su velocidad instantanea para ¢ = 2 segundos, es decir,
calcular v(2) = €/(2).

5. Un objeto se mueve segun la funcién e(t) = 3t + 5 metros, con ¢ medido en segun-
dos. Calcular su velocidad para los instantes de tiempo ¢t =1, t = 2, t = 3. (A qué se
debe el resultado?

2. Derivabilidad y continuidad

Segun hemos visto, para que una funcion f sea derivable es necesario que exista
el limite siguiente:
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Si en esta expresion hacemos x = a + h, entonces decir que h — 0 equivale a decir
que = — a. Por tanto, el limite se puede reescribir de la forma equivalente

(@) = 1 1@ = @)
T—a L=
Utilizando esta definicion alternativa de derivabilidad, vamos a ver que existe una
relacion importante entre continuidad y derivabilidad.
Sabemos, porque ya lo hemos estudiado en la unidad anterior, que para que una
funcion f sea continua en = = a el limite de la funcién en ese punto debe coincidir con
su imagen en el mismo punto, es decir,

lim f(z) = f(a).

r—a

Supongamos que f es derivable en = = a, entonces,

f.’(a) — h/rn f(’L') - f(a)
T T —q
Pero esto es equivalente a
].im |:f(2:) - f(a) fl(a)} = 0
rz—a &~

Hacemos operaciones,

T—a lim (z — a)

T—a

i — itk

P ! y HI}] ) — Cﬂ—’am—a
= T [f(l)—f(a)—f(a)(as—a)} _ lim [f@) - f(a) - f(a)(a — 0]

Por tanto,

0= lim [f(z) - f(a) ~ f'(a)(z — )] = im [f(z) — /(@)]~ Mm [f"(a)(z — )] = lim [f(z) — /(a)]

T—a T

Pero, si lim [f(z) — f(a)] = 0, entonces lim f(z) = f(a); y esto significa que f es
continua en z = a. Esto prueba que

Si f es derivable en x = a, entonces f es continua en =z = a.

No es preciso aprender de memoria la deduccion anterior, ni otras que apareceran
en esta unidad, pero si que puede resultar un buen ejercicio intentar comprenderla y
animamos al alumno a ello.

Lo que si es muy importante es la consecuencia de los célculos, es decir, el hecho
de que si una funcion es derivable en un punto, entonces siempre sera continua en
ese punto. Ahora bien, cabe la pregunta inversa,

Si una funcidn es continua en un punto, ¢ sera también derivable en ese punto?

La respuesta es negativa. Veamos un ejemplo clasico de que una funcién puede
ser continua sin ser derivable:

La funcién valor absoluto, ya estudiada antes, se podia definir de la forma

f(-ic')—|-’ﬂ|:{_r Six <0

x siz >0
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X

Figura 9.8: Funcién valor absoluto

Su grafica es la de la figura 9.8. En la figura podemos apreciar que la funcionen = = 0
es continua, sin embargo, ¢,es derivable?
Para responder a la pregunta, intentamos calcular la derivada en = = 0.

fO-+h) = f(0) _ . ()= £(0)

h h—0 h

£1(0) = lim

Como la funcion esta definida en dos trozos, que son distintos a la izquierda y a la
derecha del 0, tenemos que calcular los limites laterales.
Por la izquierda,

lim }‘;f((]) = lim ;h =—1
h—0— ; h—0- h
Por la derecha,
Iim M = lim E ==,
h—0+ h h—0+ h

Por lo tanto, no existe el limite, dado que los limites laterales existen pero son distintos,
y por tanto, no existe la derivada f'(0).

Este ejemplo prueba un importante hecho, el hecho de que una funcion puede ser
continua sin ser derivable.

iz =& 28 Sjipi DA e 2
6. Sealafuncién f(z) = |z —2| = i J i . Dibujar la grafica de la funcion.
T — 2 Slig =2

A partir de la grafica, ¢es continua en =z = 27 Estudiar su derivabilidad en el mismo
punto.

7. Una funcion derivable es continua. Una funcion puede ser continua sin ser deriva-
ble. Pero, si una funcién no es continua, ¢ puede ser derivable?

2.1. Derivadas laterales

En el ejemplo del valor absoluto ha sido necesario calcular los limites laterales
en la definicién de derivada. A estos limites se les llama derivadas laterales y se
denominan, para un caso cualquiera,
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Derivada a la izquierda f'(a—) = lim flat h]) — /o)
h—0— L
Derivada a la derecha f'(a+) = ilfz‘l}1+ i hfz — )
Por tanto, para que una funcién sea derivable en un punto, es preciso que en ese

punto existan las derivadas laterales y sean iguales. Es decir,

fesderivableen z = a < f'(a—) = f'(a+)

R . Estudiar la derivabilidad en = = 0 utilizando

8. Sea la funcion f(z) =
f(@) 22 siz>0

las derivadas laterales.

2.2. Funciones derivables

Como acabamos de ver para que una funcion sea derivable en un punto es preciso
gue existan las derivadas laterales y sean iguales. Esto tiene una implicacién geomé-
trica importante, ya que supone que la recta tangente dibujada desde la izquierda o
desde la derecha del punto en cuestion debe coincidir. Esto ocurre siempre que la
funcion tenga en ese punto una variacion “suave”, o lo que es lo mismo, en ese punto
no puede haber un punto como el que aparece en la funcién valor absoluto. A estos
puntos se les llama puntos angulosos (ver figura 9.8).

Estos son los puntos en los que una funcion no es derivable, aun siendo continua.

Cuando decimos que una funcién es derivable, sin especificar en qué punto, en-
tendemos que es derivable en todos los puntos de su dominio de definicion.

La mayoria de las funciones que hemos estudiado hasta ahora son derivables. En
particular, las funciones polindmicas, las trigonométricas y las funciones exponencia-
les y logaritmicas.

Ademas, si fy g son funciones derivables, también lo son: f + g, f.g, f sig#0y
g
las composiciones (fog)y (go f).

v Si una funcién es derivable, entonces es continua.
v Una funcion puede ser continua sin ser derivable.

v/ Las derivadas laterales son los limites laterales de la definicion de derivada. Para que
una funcion sea derivable, las derivadas laterales deben existir y ser iguales.

v Una funcion es derivable en un punto cuando en este punto su variacion es “suave",
es decir, no tiene un punto anguloso.
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Dada la funcién f(x) = z?, podemos calcular su derivada en un punto concreto,
por ejemplo, f’(1). Sin embargo, también podemos calcular su derivada en un punto
genérico z, de la misma forma que lo hariamos en 1:

(x+h) — fz ¥ 4+ KPP — 2xh + h? h(2x + h
f'(z) = lim fl@+h) - f(z) = lim @l—L = lim il lim Kae+ i) = 2%
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h
Por tanto, f’(z) = 2x. Esta férmula la podemos utilizar ahora para calcular la deri-
vada en = = 1, sin mas que sustituir, /(1) = 2-1 = 2, o en cualquier otro punto.
A esta nueva funcion, a la obtenida con la formula

f(@+h) - f(=z)
h

’ 12
fi(z) = lim

la llamaremos funcion derivada de f, o bien, simplemente derivada de f.

9. Calcular la derivada (funcién derivada) de la funcion f(z) = .
(Indicacion: sera necesario utilizar la fomula del desarrollo del cubo de una suma que
es (a+b)® = a® + 3a®b + 3ab? + b°).

3.1. Derivadas de orden superior

Dada la funcion f(x), de la forma descrita antes, podemos calcular su derivada,
f'(2) que es a su vez una nueva funcién. Como es una nueva funcién, quiza (si existe)
se pueda calcular su derivada. A esta nueva funcion, a la derivada de la derivada, la
llamaremos derivada segunda y se denotara f”(x). Y asi sucesivamente, la derivada
de la derivada segunda, sera la derivada tercera y se denotara f"'(z), etc.

If

. . df
Ya comentamos en su momento que la derivada f'(z) se podia denotar e La
ar
2

, . ” d ;
derivada segunda f”(z) también se puede denotar gt la derivada tercera f"'(x)
y Bf . |
también se puede denotar % y asi sucesivamente.

3.2. Derivada de algunas funciones
elementales

El calculo de la derivada de una funcién o de la derivada en un punto se hace
mediante un limite. La mayoria de las veces este calculo no es muy complicado, pero
si que puede resultar tedioso. Sin embargo, se puede automatizar, tanto es asi que
existen programas de ordenador capaces de hacerlo. Aunque no vamos a llegar a
hacerlo, ni es necesario, con la rapidez de un ordenador, si que vamos a ir viendo como
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se pueden obtener las derivadas de algunas funciones elementales. Estas formulas
las vamos a ir aprendiendo, de manera que, recordando unas pocas y algunas reglas
sencillas podamos obtener, casi automaticamente, la derivada de cualquier funcion sin
necesidad de recurrir continuamente a la definicion de derivada.

Las férmulas que vamos a obtener se han puesto todas juntas en una Tabla de
Derivadas que se encuentra en la seccion 7, con el objeto de que sea mas comoda
su utilizacién y aprendizaje, sobre todo al principio.

Empezamos pues con la obtencion de las derivadas de algunas funciones elemen-
tales. (A partir de ahora, por comodidad, utilizaremos la notacién y = 5z en lugar de
f(z) = 5z, en cuyo caso, la derivada se denotara y’ ):

e Derivada de la funcién constante y = k

La funcidn constante y = k tiene por grafica una recta horizontal, como vimos en
su momento. Por tanto, su pendiente, es decir, su derivada es nula en cualquier punto.
Entonces,

e Derivada de la funcion y = =
También y = = es una recta, y sabemos que tiene pendiente 1 en cualquier punto,
asi que éste es el valor de la derivada. Entonces,

e Derivada de la funcién y = 2

Ahora ya no tenemos una recta, asi que no nos sirve el argumento de las dos
anteriores. Supongamos que n €s un numero entero positivo, es decir, n = 1,2, 3, ...

Paran = 1. Si y = z, hemos visto que 3’ = 1.

Paran = 2. Siy = 22, también ha aparecido antes en un ejemplo resuelto, tenemos
que y = 2z.

Si y = 2*, se puede comprobar o se habra comprobado si se ha resuelto la activi-
dad 9, que la derivada es 3’ = 3z>.

Si hacemos el célculo para y = 2%, (pero no lo vamos a hacer) obtenemos y' = 4z,
Paray =z°, ' = 5z%.

Seguro que nos imaginamos ya qué ocurre en general. En efecto,

— " ,y.l' — ’I’LZEn_l

Pues bien, esta misma férmula también es valida si n es un numero real cualquiera:
una fraccién, un nimero irracional, el 0... Aunque la deduccion de este hecho escapa
a las intenciones de esta introduccion.

e Derivada de la raiz cuadrada y = \/x

Esta funcién se puede escribir como una potencia, y = /z = 3. Entonces, para
calcular su derivada, no hay mas que aplicar la férmula anterior. Aunque aparece con
tanta frecuencia que es conveniente aprenderla por separado. La calculamos:
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UNIDAD

Entonces,

e Derivada de y = L
T

También esta funcién se puede escribir como una potencia: y = 2~'. Se puede
comprobar que su derivada es

10. Calcular la derivada de la funcién f(xz) = 5 utilizando la definicién de derivada.
Comprobar que el resultado coincide con lo deducido en el texto para la funcion cons-
tante en general. ' ‘

11. Utilizando la férmula de la derivada de y = «", calcular la derivada de y = =
comprobar que se obtiene la formula anterior.

4. Reglas de derivacion

Ya conocemos las derivadas de algunas funciones elementales. Ahora vamos a
estudiar algunas reglas de derivacion que nos van a permitir poder calcular la derivada
de un numero mayor de funciones. En primer lugar, veremos las correspondientes a las
operaciones basicas entre funciones. Estas formulas que vamos a ver a continuacién
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se pueden deducir a partir de la definicion, sin embargo, nos vamos a centrar mas en
su utilizacién que en su deduccion.

4.1. Reglas para derivar sumas, productos
y cocientes

¢ Derivada de una constante por una funcion y = k- f(z)
Para derivar el producto de una constante por una funcién, sélo es necesario deri-
var la funcion, la constante se queda tal cual. Por ejemplo, queremos derivar

y =52’

Dejamos la constante como esta y derivamos la funcién, es decir,
y =5.72% = 3528

Entonces,
y=kf(z) y =kf(z)

e Derivada de una suma o una diferencia de funciones y = f(z) &+ g(x)

Para derivar una suma o una diferencia de funciones, hay que derivar cada uno de
las funciones que se intevienen en la suma o diferencia. Por ejemplo, para derivar la
suma

y =24z
derivamos cada uno de los sumandos,

1
yf:3$2_|_

2V

y=glz)Eg(x) y = fio)iEgic)

e Derivada de un producto de dos funciones y = f(z)-g(z)

La derivada de un producto no es tan inmediata como la de una suma, ya que la
derivada de un producto no es el producto de las derivadas, como se podria esperar.
La formula correcta es

y=Ff(x)glz) v =f(x)g(=@)+ f(z)g'(z)

Veamos un ejemplo. Queremos calcular la derivada de y = (2% + 1)+/z. Aplicando
la formula anterior,

1 Bl
2/ 2W/z
Es importante acostumbrarse, desde el principio, a simplificar al méximo el resulta-
do de una derivada. La razén por la que es importante aprender a calcular derivadas
es porque se trata de una herramienta que después utilizaremos, y para utilizarla de
manera mas eficiente es necesario que tenga la forma mas comoda posible. Por esta
razon la simplificacion de una derivada es tan importante como su obtencién.

y = (22)vz + (2® + 1)
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f(z)
g(z)

La derivada de un cociente se puede obtener utilizando la definicion de derivada
(al igual que la de un producto). Sin embargo, también se puede obtener facilmente a
partir de la férmula de la derivada de un producto. Vamos a deducirla de esta forma,
para asi realizar un ejercicio de uso de la derivada de un producto.

Queremos calcular la derivada de un cociente de dos funciones. Lo escribimos de

la forma f(z)
o) = )

Nuestro objetivo es entonces calcular 1/(z), para ello, despejamos de la expresion
anterior la funcién f(z).

e Derivada de un cociente de dos funciones y =

f(z) = h(z)-g(z)
y calculamos la derivada de f(z), utilizando la formula de la derivada de un producto,
f'(2) = K (z)-g(z) + h(z)-¢(z)
Como queriamos calcular //(z), la despejamos de la expresion anterior,

Wie) - L@ =)o (@)

g(z)
pero h(z) = “;Ei; . Entonces, sustituyendo i (z) en la expresién anterior y operando,
se obtiene i
17 I T i
h"(m) _ f (’I) g(-’lf) NY (L) _ f’(:}:).g(:c) - f(l‘).g’(;zt)
az) (9@))?
Entonces,

i f(z) i f'(@)-g(=) — f(x)-g'(x)
g9(=) (9())”

. . i
Por ejemplo, para calcular la derivada de y = % hacemos

y  l{g—3)—(e+1p1 -4
N (z — 3)2 T (z—3)2

4.2. Regla de la cadena

La regla de la cadena es sin duda la regla mas importante de las derivadas. Esto
es asi porque se utiliza en todas aquellas situaciones en las que aparece una funcion
dentro de otra, es decir, cuando tenemos una composicion de funciones.

Por ejemplo, y = (223 +x)%. En este caso, tenemos la funcién g(z) = 22+ dentro
de la funcién f(z) = z®. De manera que y = f(gy(x)). La regla de la cadena nos va a
permitir calcular la derivada de y = f(g(x)) a partir de las derivadas de f(x) y de g(z).

Veamos de qué forma:

Para derivar una composicion de funciones de la forma y = f(g(x)) hay que derivar
la funcion f en g(x) y multiplicar por la derivada ¢'(z). Es decir,

y=flalz))  y = filalx))g'(x)
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En el ejemplo y = (223 + 2)8. Como f(z) = 2%, entonces f'(z) = 8z7. Por otra
parte, como g(x) = 22° + x, ¢'(x) = 62 + 1. Entonces, aplicando la férmula anterior,

y' = f'(9(2)).g'(x) = 8(22° + )".(62° + 1)

Realmente a efectos practicos no es necesario utilizar la formula textualmente,
basta con darse cuenta de cual es la funcién que hay dentro y de la que hay fuera.
Veamos otro caso. Por ejemplo, y = /4x + 5.

La primera funcién que aparece, la de fuera, es /. La derivada de esta funcion es

, aunque en este caso, lo que hay dentro no es x sino otra funcioén que pondremos

2{
en su lugar. Por tanto, en nuestro caso como la funcién que tenemos es y = /g(z),
su derivada serd y' = ) -g' (). Asl, ¢’ = ! g = .

() ’ 2vAzr +5 4z +5

12. Calcular la derivada de las siguientes funciones:
a)y=3z+2c b)ly=32"+2°-52+8 <)y =
13. Calcular las derivadas de las siguientes funciones:

Ay=(sE  by= 5T

14 Calcufar Ias derivadas de Ias S|gu1entes funciones aplicando la regla de la cadena:
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5.1. Derivada de la funcion logaritmica
En primer lugar, es conveniente recordar aqui las propiedades de los logaritmos ya

estudiadas en una unidad anterior.
Propiedades de los logaritmos

log (E) = log(a) — log(b)

log(a.b) = log(a) + log(d) 7

log, (b) = ;EEZ))

log(a™) = nlog(a)
Aplicando estas propiedades y la definicion de derivada, se puede comprobar que

la derivada del logaritmo neperiano es

’—_

y=In(z) 4y =
1 5

Entonces, por ejemplo, para calcular la derivada de y = In(z? + 5z). Aplicando la

20+ 5

regla de la cadena
(22 45) = —
%%+ 5) xr? + bx

Y , — 1
¥y= z2 + bz

Para calcular la derivada de un logaritmo que no sea neperiano, podemos utilizar
la formula del cambio de base, que es la ultima de las que recordamos antes.

Es decir, sia # e, y = log,(z) = IIEE;; = hl;a) -In(z). Como « es una constante,
' L g
0= n(a) z
Entonces,
y =log,(z) o'= 1n:([a)"};

15. Calcular las derivadas de las siguientes funciones logaritmicas utilizando |a regla

de la cadena:
a) y = In(bz + 3) b) y = logy (/2 + 1)
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5.2. Derivada de la funcion exponencial

Una funcién exponencial es una funcién de la forma f(z) = «*. Vamos a ver en
primer lugar como se calcula la derivada de esta funcion cuando la base es el numero
e, para después generalizar la formula a una base cualquiera.

Queremos derivar y = ¢*. Tomamos en esta expresion logaritmos neperianos,

In(y) = In(e*) =ax-In(e) =21 ==
donde hemos aplicado las propiedades de los logaritmos. Tenemos pues,

Iily) =&

Derivamos en los dos miembros de la igualdad anterior, teniendo en cuenta que y es
una funcion, lo que hace que In(y) haya que derivarlo utilizando la regla de la cadena,
1
_.y’ =1
Y

Como queremos calcular 3/, despejamos de la igualdad anterior,
Por tanto,

Ademas de la formula obtenida, también es importante el método por el que se
ha obtenido, que vamos a utilizar mas veces. Obsérvese que primero hemos tomado
logaritmos neperianos y después hemos derivado la expresion resultante, In(y) = x,
en la que la y no aparecia despejada explicitamente. A esta forma de derivar una
funcién y se le llama derivacion implicita, consiste en calcular la derivada de una
funcion y definida implicitamente, es decir, sin que y esté despejada.

Un ejemplo sencillo de derivacién implicita, por ejemplo, queremos calcular la de-
rivada de y definida implicitamente en la expresion

z? + ay=1

Aunque podriamos despejar i, vamos a hacerlo sin despejarla. Derivamos los dos
miembros de la expresion, interpretando que y es una funcion y « es la variable, en-
tonces, 2x + 5y’ = 0. Ahora despejamos 3/, con lo que obtenemos 3’ = ‘—fl

Cuando la base de la funcion exponencial no es el numero e, por ejemplo y = 47,
se puede aplicar el mismo procedimiento que antes.

Tomamos logaritmos neperianos,

In(y) = In(4*) = z.In(4) = In(4).z.

Ahora derivamos implicitamente. Hay que tener en cuenta, para derivar el miembro
derecho, que In(4) es una constante. Entonces, —-y' = In(4), despejando 3/, tenemos
Y
Yy =y In(4) = 4% In(4).
En general,
= y' = a®.In(a)
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16. Calcular las derivadas de las siguientes funciones:
a)y — e’ b) y—5e%t2 ¢) y = ze®

17. Calcular las derivadas de las funciones siguientes:

: 1 ‘
a)y=5"* bly=g cy=nF

5.3. Derivada de funciones y = f(z)?)

El procedimiento que hemos utilizado anteriormente se puede utilizar también para
calcular la derivada de funciones como y = xz*. Es importante observar que la derivada
de esta funcién no se puede hacer utilizando la férmula para derivar potencias de la
forma z", ya que esta formula sélo es valida cuando n es una constante, no una
funcion que contenga z.

Veamos como se puede derivar y = x* y este procedimiento sera valido para
cualquier funcién de la forma y = f(z)9%).
Tomamos logaritmos neperianos,

Ini(g) = hilg®] = & 10(r)

y derivamos implicitamente. Ahora en el miembro derecho aparece un producto de
dos funciones, hay que utilizar por tanto, la regla de la derivada de un producto,

1 1
—y' =1In(z) +2.— =In(z) +1
Y T

Despejamos v’ y sustiuimos y por su valor inicial,
pej vy yp

y' = y.[In(z) + 1] = 2*[In(z) + 1].

18. Calcular las derivadas de las siguientes funciones:
a)y=(x+3)* b)y=(5x)%+!
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Recuerda

6. Derivadas de las funciones
trigonomeétricas

6.1. Derivada del seno, coseno y tangente

Empecemos calculando con la definicién la derivada de la funcion seno. Se puede
prescindir de esta deduccion para el desarrollo posterior, su inclusién aqui hay que
entenderla como un simple ejercicio de repaso.

Sea f(x) = sen(z). Aplicando la definicion de derivada,

flx+h) - flz) ” sen(z + h) — sen(x)
h = a0 h

! _ 1z
fiz) = lim

utilizamos ahora la férmula del seno de una suma: sen(a+b) = sen(a) cos(b)+sen(b) cos(a),
y el limite queda,

_ sen(z) cos(h) + sen(h) cos(z) — sen(z)

e :

Ahora separamos adecuadamente en dos limites,

f@)= A [Sen(m)'c_()ﬁ(};z)—_l] + lim {cos(:c).—sa;b(h)]

% =quue’ll1’ir%)w — 1. Esto se
puede hacer con una calculadora cientifica, poniéndola en radianes (posicion RAD) y
dando valores a h valores cada vez mas proximos a 0. En el primer caso, observa-
remos que los resultados se aproximan cada vez mas a 0, y en el segundo, que se
aproximan cada vez mas a 1.

Por tanto, la derivada que queriamos calcular queda,

Pero, se puede comprobar que flzﬁ%

f'(z) = sen(x)-0 + cos(x)-1 = cos(x)
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Hemos obtenido, y esto es lo importante, que la derivada del seno es el coseno,
y = sen(x) y' = cos(x)

La derivada del coseno se puede calcular a partir de la derivada del seno de varias
formas. Quiza una de las mas sencillas sea tener en cuenta la relacion fundamental
de la trigonometria, sen?(x) + cos?(x) = 1. Si y = cos(x), se verifica, por la relacién
anterior, (sen(z))? + »? = 1. Derivando implicitamente,

2sen(z)- cos(z) +2y-y' =0

(Hemos aplicado la regla de la cadena para derivar los dos cuadrados y tenido en
cuenta que y es una funcion.)
Ahora despejamos y/,

= sen(z). cos(z) _ —sen(zx). cos(x) — —geril)
y cos(x)

Por tanto,

y =cos(z) y' = —sen(z)

19. Calcular las derivadas siguientes, utilizando la regla de la cadena donde sea ne-
cesario: a)y=sen(z®+a) b)y=uz.cos(z) c)y=cos(/x)

Para calcular la derivada de la tangente, basta tener en cuenta que se puede es-
sen(z)
cos(z)

Se propone como ejercicio en la actividad siguiente calcular su derivada utilizando
la regla del cociente y comprobar que

cribir como un cociente, tg(z) =

y=teg(E) i =1Ftet (@) = = sec’(z)

1,
cos?(x)

Las tres formas diferentes de escribir esta derivada provienen de las relaciones
trigonométricas.

20. Utilizando la regla del cociente, calcular la derivada de la funcién tangente y com-
probar que se obtienen los resultados anteriores.
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6.2. Derivada de las funciones trigonométricas
inversas

Veamos por fin la derivada de las funciones trigonométricas inversas:
Derivada del arcoseno

]l
74
— arcsen(ax e ——
¥ R ——
Derivada del arcocoseno
s g
— arc cos(xT e R
Y Yy 12
Derivada del arcotangente
tg(z) ¢ L
= arc T = —
Y g =y

Vamos a deducir una de ellas, las otras dos se hacen de una manera comple-
tamente analoga. Por ejemplo, vamos a deducir la derivada de la funcién arcoseno,
y = arcsen(z).

Como la funcién arcoseno es la inversa de la funcion seno,

y = arcsen(z) & sen(y) ==«
Derivamos esta expresion implicitamente, entonces,
cos(y)y =1

Despejando 3/,
, 1 i 1

cos(y) /1 —sen?(y) V1-g2
En este udltimo calculo hemos utilizado la relacion fundamental de la trigonometria

sen?(y) + cos?(y) = 1, para poner el coseno en funcion del seno, y ademas el hecho
de que sen(y) = z.

21. Calcular las derivadas de las siguientes funciones:
a) y = arcsen(z — 1) b) y = z- arctg(x) ¢) y = In(arccos(z))
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Funciones elementales

ari=: f =)
y==z y =1
= " y! = nmn—l
y=+z y = ﬁ
I . —l

Y= = ¥y = ]
y — e’! F — eIL'
Y = a® yf = a% ln(a)
y = In(x) y=-

, L1
y = log,(z) Y = ey
y = sen(x) y' = cos(x)
y = cos(x) y = —sen(x)
y=te@) |y =14 tE) = o = e
y = arcsen(z) |y = @
y = arccos(z) ||y = @
y = arctg(z) = 0

Reglas de derivacion
y=k.f(z) y =k.f'(z)
y=[f(z)xyg(z) |y = [f(z) g ()
y=f(2)g9(z) |y =f(z)g(z)+ f(z)g(z)
O @] = @5 @)
9(x) lg(z)]?

y = flg(z)) y' = f'(9(z)).g'(2)

217




El célculo de derivadas, que hemos estudiado en la unidad anterior, tiene multitud de
aplicaciones a diversos campos cientificos. No obstante, una de las aplicaciones in-
mediatas es el estudio de la gréafica de una funcion. Esto es lo que vamos a ver en esta
unidad, como se puede realizar un estudio cualitativo de los aspectos fundamentales
de la grafica de una funcion utilizando la derivada.
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De las ideas que se han estudiado en la unidad anterior, la mas importante, es la
de que la derivada de una funcién en un punto es la pendiente de la recta tangente
a la grafica de la funcién en ese punto. Utilizando esta idea vamos a estudiar como
crece o decrece una funcion (monotonia) y como se pueden localizar sus maximos y
sus minimos.

1.1. Crecimiento y decrecimiento

En la grafica de la figura 10.1 hemos representado una funcion creciente. Una
funcién es creciente si, a medida que aumenta la = aumenta la y. De manera mas
precisa:

Una funcion es creciente si para cualesquiera a y b, tales que a < b se cumple que
f(a) < f(b), como podemos apreciar en la figura.

Y
f
f(b) !
R
a
b x
Figura 10.1: Funcion creciente Figura 10.2: Funcién decreciente

Por otra parte, en la grafica de la figura 10.2, hemos representado una funcion
decreciente, es decir, una funcion en la que, a medida que aumenta la = disminuye la
y. En otras palabras:

Una funcién es decreciente si para cualesquiera a y b, tales que a < b, se cumple

que f(a) = f(b).

Cuando una funcion es creciente en to-
do su dominio, o decreciente en todo el Y
dominio, se dice que es monotona. Asi,
la funcién de la figura 10.1 es mondtona f
creciente, y la funcion de la figura 10.2 es
monotona decreciente.

Una funcion puede no ser monotona, /\ q

cuando sea creciente en unos intervalos ' \/

y decreciente en otros. Por ejemplo, la / P : &
funcién de la figura 10.3 no es mondto-

na, debido a que es creciente en el inter-
valo (—oo, p), decreciente en el intervalo
(p,q), y vuelve a ser creciente en el inter-

Figura 10.3: HGton:
valo (g, +00). gura 10.3: Funcién no monétona
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1. Indicar los intervalos en los que la funcién de la grafica adjunta es creciente y en
cuales es decreciente.

¢ Qué ocurre con la derivada de una funcién creciente o decreciente?

En las graficas de las figuras 10.4 y 10.5 hemos dibujado la recta tangente en un
punto de una funcién creciente y una decreciente, respectivamente. En el caso de la
funcién creciente, vemos que la inclinacion de la recta tangente hace que ésta tenga
pendiente positiva, ya que la tangente del angulo que forma con el eje OX es positiva,
por tanto, su derivada en cualquier punto también lo sera. Analogamente, en el caso
de la funcion decreciente, la inclinacion de la recta tangente hace que tenga pendiente
negativa y, este mismo signo tendra su derivada. Entonces, estudiar el crecimiento
y decrecimiento de una funcion mediante su derivada, consiste en estudiar su signo,
segun el siguiente criterio:

Y ¢
f f
| ' (x)>0 F (%)<
—Au S .
Y \
X X
Figura 10.4: Funcién creciente Figura 10.5: Funcién decreciente

Sea f una funcion derivable en los puntos del intervalo abierto (a. b):
e Si f'(z) > 0 paratodo = € (a,b) , entonces f es creciente en (a, b).
e Si f/(z) < 0 para todo = € (a,b) , entonces f es decreciente en (a,b).

Por ejemplo, si queremos saber cuales son los intervalos de crecimiento y decreci-
miento de la funcion f(z) = z* — 22
En primer lugar, calculamos su derivada,

fl(z) =42® — 4z = 42(2® — 1) = da(z — 1)(z + 1)

Queremos estudiar el signo de la derivada primera, por esta razén hemos facto-
rizado la derivada. Como f'(z) es un polinomio, es una funcién continua en todo R,
luego f’(x) sélo puede cambiar de signo en los puntos en los que se anula, es decir,
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flx)=0edz(z-1)(z+1)=0z=0z=-1;z=1

Para ver entonces cual es el signo, utilizamos el siguiente esquema, en el que se
han representado los tres puntos anteriores (la linea horizontal representa el eje X):

I T
ff<0 4 >0 o <01 f>0

Como f/'(z) < 0 en los intervalos (—oc,—1) y (0,1), en estos intervalos la fun-
cién resulta decreciente. Como f/(z) > 0 en los intervalos (—1,0) y (1, +o00). El signo
en cada intervalo se decide sustituyendo un numero cualquiera de ese intervalo en
f'(z). (Por ejemplo, para ver el signo en el intervalo (0,1), probamos con =z = 0'5:
F1(0'5) = 4.0'5-(0'5 — 1)(0'5 + 1) = 4-0'5-(—0'5)-1’5 < 0, y asi sucesivamente).

2. Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion
flz) =o3 — 122

1.2. Maximos y minimos

Una funcion alcanza en un punto un maximo relativo cuando en ese punto toma
el valor mas alto de todos los que se encuentran cerca de él. De la misma manera,
una funcién alcanza en un punto un minimo relativo cuando en ese punto toma el

Y
f(% Y\
f(x)L”
f(x\
o)
| X X « X X X

Figura 10.7: Mini
Figura 10.6: Méaximo pura. nimo

valor mas bajo de todos los que se encuentran cerca de él. En las graficas de las
figuras 10.6 y 10.7 hemos dibujado sendas funciones con un maximo y un minimo
relativo, respectivamente. Por ejemplo, en la figura 10.6 el maximo se alcanza en el
punto zg, porque para cualquier otro punto = cerca de x el valor f(xy) es mayor (o
igual) que el valor f(x). Analogamente con el minimo.

Para precisar la idea de cercania lo que hacemos es pensar en algun intervalo
(a,b) en el que esté incluido el punto zy. Resumiendo,
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f tiene en 23 un maximo relativo si existe un intervalo (a,b) que contiene a z, tal
que para todo z € (a,b) se cumple f(zg) > f(z).

(Lo importante aqui, mas que recordar definiciones mas o menos formales, es
que la idea geométrica de maximo y de minimo quede clara, a partir de aqui intentar
escribir la definicion consistira en intentar describir lo que vemos en la grafica).

3. Escribir la definicion de minimo relativo de una funcion.

A los maximos y minimos relativos también se les denomina a veces maximos
y minimo locales. Usaremos a veces la expresion extremos relativos o extremos
locales, para referirnos a ambos, maximos y minimos.

Ademas de extremos locales, una funcién también puede tener extremos absolu-
tos cuando, en lugar de tener en cuenta sélo un intervalo, tenemos en cuenta todo el
dominio de la funcion.

Una funcion tiene en zy un maximo absoluto si f(zg) > f(z) para todo z del
dominio de definicién de la funcion.
Una funcién tiene en z; un minimo absoluto si f(z¢) < f(z) para todo z del
dominio de definicion de la funcion.

4. Indicar, en las gréficas siguientes, cuales son los extremos locales y absolutos:

c) d)

Como hemos hecho con el crecimiento y decrecimiento, ahora nos preguntamos
qué ocurre con la derivada en un maximo o en un minimo. Y para saber la respuesta,
una vez mas, acudimos a las graficas. En la grafica de la figura 10.8 hemos dibujado
una funcién con tresextremos relativos en los puntos a, b y c.
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En el punto 2 = a hay un minimo relativo

y en z = b hay un maximo relativo. En

ambos puntos la recta tangente es ho- Y.

rizontal y, por tanto, de pendiente nula,

luego en estos puntos la derivada es 0, f
f'(a) =0y f'(b) = 0. El punto z = ¢ tam- ' (b)=0

bién es un minimo relativo, pero ademas ;

es un punto anguloso, entonces no existe
la derivada (para indicar que la derivada |
primera no existe en este punto utiliza- f' (a)=0
mos el simbolo 7, que significa precisa- £ (c)ﬂ
mente no existe, que ya ha sido utilizado
a lo largo del texto.) Estas son pues las
situaciones que se pueden presentar: la
derivada es nula o la derivada no existe.
De hecho, se puede demostrar que:

Figura 10.8: Extremos y derivada

Siendo f es derivable en los puntos del intervalo abierto (a,b), si f alcanza un
maximo o minimo relativo en z € (a,b), entonces f'(xy) = 0.

A estos puntos, a los puntos en los que la derivada es 0 o no existe, se les llama
puntos criticos o puntos singulares. Y, como acabamos de ver, son puntos en los que
puede haber maximos o minimos.

Las observaciones anteriores proporcionan un procedimiento para estudiar, de ma-
nera conjunta, crecimiento, decrecimiento y posibles extremos de una funcién:

- En primer lugar, calculamos la derivada primera y con ella, igualando a 0, o viendo
en qué puntos no existe, los puntos criticos.

- En segundo lugar, estudiamos el crecimiento y decrecimiento, mediante el signo
de la derivada primera.

- Por ultimo, decidimos donde hay maximo o minimo, de acuerdo con los esquemas
de las figuras 10.9 y 10.10.

f'>0 maximo f' <0 f' <0 minimo f' >0
Figura 10.9: Méaximo Figura 10.10: Minimo

Por ejemplo, queremos estudiar los puntos criticos de la funcién f(z) = 32° —202°.

Como es un polinomio, es derivable en todo R, entonces sus puntos criticos solo
van a ser aquellos que anulen la derivada.

Calculamos la derivada primera y la igualamos a 0 para calcular los puntos criticos,

f'(z) =152% — 602% = 152%(2® —4) =0 & 2 = 0;z = +2

Entonces, en estos tres puntos criticos, z = -2, # = 0, x = 2 es donde puede
haber maximos, minimos o ninguna de las dos cosas.

Estudiamos ahora el crecimiento y decrecimiento mediante el signo de la derivada
en los intervalos que determinan los anteriores puntos criticos:
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f'>0 -2 f'<0 o0 f'<0 2 f'>0

Figura 10.11: Crecimiento y decrecimiento

A la vista del esquema de la figura 10.11, podemos concluir que en = = —2 hay
un maximo relativo y en z = 2 hay un minimo relativo, mientras que en = = 0 no hay
maximo ni minimo.

Si este calculo lo hacemos para después dibujar la grafica de la funcién, sera ne-
cesario conocer las coordenadas de los maximos y minimos para situarlos sobre la
grafica. Para calcular la segunda coordenada (la ), que es la que nos falta, hay que
sustituir la 2 en la funcién original f(z) (no en la derivada, que saldria 0). Entonces, el
maximo se encuentra en (—2,64) y el minimo en el punto de coordenadas (2, —64).

Por ultimo, hay que sefalar que este calculo no nos permite conocer si los maximos
y minimos son absolutos o no, para saber esto, necesitariamos saber algo mas acerca
de la forma de la grafica de la funcion.

=
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5. Estudiar los puntos .cr-"ftjcos:-y_. el crecimiento y decrecimiento de las funciones si-
guientes: a) f(z) =z* —4z®+10  b) f(z) =2* — 22°

Recuerda
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2.1. Concavidad y convexidad. Puntos de
inflexion
Los conceptos de concavidad y convexidad de una funcion son dificiles de precisar

formalmente, pero muy faciles de comprender mediante un dibujo, y esto es lo que
vamos a hacer, intentar entenderlos mediante las graficas.

Y | Y

Figura 10.12: Funcién convexa Figura 10.13: Funcién concava

En la figura 10.12 tenemos la grafica de una funcion convexa. Para tener una
funcién convexa debe ocurrir que, cada vez que dibujemos una cuerda que una dos
puntos A y B de la grafica de la funcion, los puntos de esta cuerda siempre deben
quedar por encima de los puntos de la grafica de la funcidon. Vemos entonces que la
grafica se curva hacia arriba.

En la figura 10.13 tenemos la grafica de una funciéon céncava. Para que una fun-
cion sea concava debe ocurrir que, cada vez que dibujemos una cuerda que una dos
puntos A y B de la grafica de la funcion, los puntos de esta cuerda siempre deben
quedar por debajo de los puntos de la grafica de la funcion. Vemos entonces que la
grafica se curva hacia abajo.

NOTA: Los términos de concavidad y convexidad aplicados a cualquier objeto dependen
del punto de vista desde el que se mira. Esto también es asi en matematicas, por esta razén,
la denominacién por la que se ha optado aqui, llamando convexa a la grafi ca “abierta hacia
arriba” y concava a la “abierta hacia abajo”, no es estandar. Si uno consulta diez textos distintos
de matematicas, puede encontrar en cinco de ellos esta denominacion y en los otros cinco la
contraria. Lo importante, no obstante, no es cémo se llame a las cosas sino lo que uno quiera
decir con estos nombres. El lector puede adoptar su propia denominacién con tal de que no se
confunda. En algunos libros, a lo que nosotros llamamos convexa, se le llama “concava hacia
arriba", y a lo que nosotros llamamos concava, le llaman “cdncava hacia abajo". Hay nombres
para todos los gustos, pero insistimos, ni en esta ni en otras situaciones los nombres son lo
importante.

Una funcion puede ser concava o convexa en todo su dominio, pero en muchas
ocasiones habra intervalos en los que la funcion sea concava, y otros intervalos en
los que la funcion sea convexa. Esto es lo que ocurre en las graficas de las figu-
ras 10.14 y 10.15. En estas graficas hemos sefalado, en rojo, el punto en el que,
aproximadamente, la funcion cambia de concava a convexa, o de convexa a concava.
A estos puntos en los que la funcion cambia su curvatura, se les llama puntos de
inflexion. Ademas de ser el lugar en el que cambia la curvatura de la funcién, en un
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=

concava convexa convexa céncava

Figura 10.14: De concava a convexa Figura 10.15: De convexa a concava

punto de inflexion se da produce un fendmeno especial, que hemos senalado en las
graficas, y es que la recta tangente en el punto atraviesa a la gréafica de la funcion.

6. Senalar en la grafica de la figura adjunta donde se encuentran aproximadamente
los puntos de inflexion y cudles son los intervalos de concavidad y convexidad.

2.2. La derivada segunda para estudiar la
curvatura

En la figura 10.16 hemos representado
una funcion concava. También se han
dibujado las rectas tangentes en cuatro
puntos distintos, p, ¢, r y s. Las pendien-
tes de las rectas tangentes en estos pun-
tos son los valores de la derivada prime-

ra en los mismos puntos, es decir, f'(p), 7 ;’( q " 2 X
f'(q), f'(r) y f'(s). En la parte inferior de A LA \1“\

la grafica, sobre una recta paralela al eje / \

X, hemos dibujado rectas con las mis-

mas pendientes que las rectas tangentes. Figura 10.16: Funcién céncava

Recorramos ahora, de izquierda a derecha, estas rectas. La pendiente de cada
una de ellas es la tangente trigonométrica del angulo que forman con la horizontal,
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gue también se ha dibujado. Es facil apreciar que este valor va decreciendo, de iz-
quierda a derecha. Por tanto, se puede asegurar que los valores de la derivada tienen
el siguiente orden:f'(p) > f'(q) > f'(r) > f'(s).

Si hubiésemos dibujado muchos mas puntos, ocurriria lo mismo, es decir, la funcién
I'(x) es decreciente, pero entonces, su derivada, que es la derivada segunda f”(x)
debe ser negativa.

De la misma manera se podria comprobar que si la funcion de partida fuese con-
vexa, su derivada primera f'(x) seria creciente y, por tanto, su derivada segunda f”(x)
seria positiva.

Esto nos proporciona un criterio para determinar dénde una funcién es céncava y
dénde convexa, sin mas que estudiar el signo de su derivada segunda:

Sea f una funcién cuya derivada segunda existe en un intervalo (a, b):
- Si f”(x) < 0 para todo z € (a, b), entonces [ es concava en (a,b).
- Si f"(xz) > 0 para todo z € (a,b), entonces f es convexa en (a, b).

¢, Qué ocurrira entonces en un punto de inflexiéon? En un punto de inflexion hay un
cambio de curvatura: de concava a convexa, 0 de convexa a concava. Por tanto, el
signo de f”(x) cambia de negativo a positivo o viceversa. En cualquiera de los dos
casos, para cambiar de signo, hemos de pasar por cero. Y esto es lo que ocurre en un
punto de inflexion, que la derivada segunda se anula. Con mas precision:

Si f tiene en zy un punto de inflexion, y existe la derivada segunda, entonces
f”(%o) = (1,

Es importante sefalar que el hecho de que f”(z) = 0 no es suficiente para que en
este punto haya un punto de inflexion, lo que hemos dicho es que si lo hay, entonces
la derivada segunda se anula. En definitiva, para que haya punto de inflexion, hace
falta que haya cambio de curvatura y esto puede ocurrir incluso en el caso de que la
derivada segunda no exista en el punto.

Veamos un ejemplo de aplicacién del criterio de la derivada segunda para el estu-
dio de la curvatura: la funcion f(z) = x? — 622,

Calculamos la derivada segunda e igualamos a cero para determinar los posibles
puntos de inflexion,

fi(z) =32% - 12z; f'(zx)=6z—12=0&2=2

Tal como haciamos con f’ para estudiar el crecimiento y decrecimiento, ahora ha-
cemos lo mismo con f” para estudiar la concavidad y convexidad. Es decir, estudiamos
el signo de f” en los intervalos que = = 2 determina en el eje X,

Entonces, hay un punto de inflexion en = = 2, ya que hay cambio de curvatura.
Las coordenadas del punto sobre la grafica son (2,—16) (para calcular la segunda
coordenada, hay que sustituir en la funcion original f(2) = —16.)
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concava convexa
M\ ! U/
f'<0 o f">0

Figura 10.17: Concavidad y convexidad de f(z) = x* — 622

7. Estudiar los intervalos de concavidad y convexidad y los puntos de inflexion de las
funciones siguientes: a) f(z) = 2! —42* +10  b) f(z) =23  ©) f(z) = 2*

2.3. Criterio de la derivada segunda para
maximos y minimos

El hecho de que la derivada segunda sirva para estudiar la concavidad y conve-
xidad de una funcion hace que también se pueda utilizar para determinar si un punto
critico es maximo o minimo.

v ‘ Y | f'(a)<0
f ]
" F(a)>0
a ' a X
| X
Figura 10.18: Minimo/convexa Figura 10.19: Maximo/concava

En la grafica de la figura 10.18, la funcion f tiene un minimo en = = a, asi que
necesariamente debe ser convexa. De igual forma, en la grafica de la figura 10.19, la
funcion f tiene un maximo en = = a, entonces ha de ser céncava. Esto nos proporciona
el siguiente criterio, para determinar maximos y minimos con la derivada segunda:

Sea f una funcién con un punto critico en = = q, tal que f/(a) = 0:
e Si f"(a) > 0, entonces f tiene en 2 = « un minimo, con coordenadas (a, f(a)).
¢ Si f”(a) < 0, entonces f tiene en = a un maximo, con coordenadas (a, f(a)).

El hecho de que s6lo necesitemos saber el signo de la derivada segunda en el
punto critico hace que este criterio sea facil de aplicar. Sin embargo, existe un proble-
ma, si resulta f(a) = 0, el criterio no nos proporciona ninguna informacién sobre si el
punto es maximo o minimo. En este caso, habria que acudir al estudio del crecimiento
y decrecimiento con la derivada primera.
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Por ejemplo, queremos estudiar los puntos criticos de la funcion f(z) = z(6 — 2x)?
utilizando la derivada segunda.
Calculamos primero los puntos criticos, utilizando la derivada primera,

Fle)= 8 — 22)(6 —6z) =0 e=8r=1
Ahora calculamos la derivada segunda
f(z) = 24z — 48,

y sustituimos en ella los puntos criticos:
17(3) =24 -3 —48 = 24 > 0, entonces en z = 3 hay un minimo.

£1(1)

=24.1-48 = —24 < 0, entonces en x = 1 hay un maximo.

i 4T el s S

R R RN R I R e N N N

, utilizando la derivada se-

8. Estud n

gunda:
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Recuerda

3. Asintotas

Las asintotas verticales, horizontales y oblicuas aparecieron al estudiar los limites
de funciones. Resultan de enorme utilidad para dibujar con precision la grafica de una
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funcion. Vamos a ir viendo, mediante ejemplos, como se pueden calcular e interpretar
con mas detalle del que se vio en la parte correspondiente al calculo de limites.

3.1. Asintotas verticales

Para que una funcion f(x) tenga una asintota vertical en un punto = = a, es pre-
ciso que, por lo menos uno de sus limites laterales sea infinito. Las asintotas verticales
se producen en los puntos en los que hay discontinuidades de salto infinito. Y a la hora
de representar la grafica de una funcion nos interesa precisamente cual es el signo de
estos limites laterales, si es +00 0 —oc.

Por ejemplo, la funciéon f(z) = — tiene por dominio de definicién
&r —
dom(f) = R — {3}. Entonces, en = = 3 puede haber una asintota vertical. Estudia-
mos sus limites laterales: i
Por la izquierda, lim = —oc (para calcular el signo sustituimos en = un valor
r—3- T —

proximo a 3, a su izquierda; por ejemplo, = = 299 y calculamos el signo del resultado).

Por |la derecha, lim
z—3t T —

a 3, a su derecha; por ejemplo, x = 3’01 y calculamos el signo del resultado.)

5= +oc (en este caso, sustituimos en z un valor préximo

. , . » 1
Concluimos que = = 3 es una asintota vertical de la funcion f(z) = =3 Los
L-—
signos que hemos obtenido en los limites laterales nos indican que, en las cercanias
de la asintota, el comportamiento de la grafica de la funcién es como el que se indica

en la figura 10.20. No hay que olvidar que la asintota no forma parte de la funcién,

v \,

4

Figura 10.20: Asintota vertical en z = 3

sino que es una recta a la que la funcion se aproxima.

3.2. Asintotas horizontales

Una asintota horizontal aparece cuando la funcion se aproxima a alguna recta
horizontal cuando = — +oc 0 z — —oc. Para ello alguno de los limites (o los dos) en
el infinito debe ser finito.

Por ejemplo, en la funcién f(z) = 1;4—1 los limites en el infinito son:

230 |



lim —afi|

z—+oo 4+ 1

B i » (—z) -1
lim = lim ————=—=
z——ocox+1 a—+oo (—x)+1 —1
Entonces, tanto a la derecha como a la izquierda, la funcién tiene una asintota hori-
zontal en y = 1. Su gréfica es la de la figura 10.21.

+7
Y,
+5
44
1y
45 ”

7 € & 4 3 2 I S S T T
e X
£
L 3
L4
+5
+5
Ly

Figura 10.21: Grafica de f(z) = 1;
-1

La grafica de la figura 10.21 muestra que una funcién puede tener simultaneamente
una asintota vertical y una horizontal.

9. ;Puede tener una misma funcién dos asintotas verticales distintas? ;Y mas de
dos?

¢ Puede tener una misma funcion dos asintotas horizontales distintas? ;Y mas de
dos?

10. Estudiar las asintotas verticales y horizontales de la funcién

1 ]

B S SIS fe )

3.3. Asintotas oblicuas

o 1
La funcién f(z) =z + —; No es una recta, sin embargo, para valores muy grandes
de x, su comportamiento es muy parecido al de una recta. En efecto, si damos a «

1
valores muy grandes, el término —; es practicamente 0y, por tanto, f(z) toma valores
T
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proximos a los que toma la recta y = x. En la figura 10.22 hemos representado la

Figura 10.22: Grafica de f(z) =z + )

1
P
funcioén f(z) y la recta y = x. Como se puede observar en la figura, cuando los valores
de 2 son muy grandes, la recta y la curva tienden a confundirse. Se dice entonces que
y = x es una asintota oblicua de la funcién f(z).

En general, si f(2) es una funcion, una asintota oblicua de f(x) es una recta de la
forma y = ma + n (con m # 0, ya que de otra forma, seria horizontal) a la que la
grafica de la funcion se aproxima, cuando  — 400 0 x — —o0.

Entonces, para calcular una asintota oblicua hay que determinar los valores de m
y de n.

Para calcular m, si # — +oc entonces la recta y la curva son aproximadamente
iguales,

flx) = mz+n

(= quiere decir, aproximadamente igual).
Dividimos entre z,

f(z) ~m+ = ~m
T X
o i)
es decir, si = es muy grande, m =~ —. Formalmente,
X
i)
m= lim ——

T—+oo

Por otra parte, como f(x) ~ mxz + n, despejando n, tenemos que, para valores
grandes de z, se tiene

n =~ f(x) —max
Entonces,

n=_lim (f(z) - ma)
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3
En el ejemplo que comentadbamos al principio, f(z) = = + I siaix utilizando

2 G
£ xr
las férmulas que acabamos de ver,

3
e T 2L fa Ly
r—+o0 I z—4oe I
"= m—lor-l?oc(f(m) — W) = :z—lfli}oo x2 &= zﬁlrr-l{loo 2

Luego, la asintota oblicua es y = 1.z + 0, es decir, y = z.

Estos calculos realmente lo que prueban es que y = x es la asintota oblicua a
la derecha. Para calcular la asintota a la izquierda habria que repetirlos haciendo
xr — —oc, aunque para las funciones con las que vamos a trabajar en este curso,
siempre ocurrira que se tiene la misma asintota oblicua (podria ocurrir otra cosa en
una funcion definida a trozos.)

11. ;Puede tener una misma funcién una asintota vertical y una oblicua?
¢ Puede tener una misma funcién una asintota horizontal y una oblicua?

12. Estudia las asintotas oblicuas de la funcion

3

flz) = CoR]

Recuerda

4. Estudio de la grafica de una funcion

Hemos ido estudiando, en esta y en la unidad anterior, conceptos que resultan
Utiles para analizar la grafica de una funcién. Vamos a poner ahora todas estas herra-
mientas a trabajar juntas.
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El estudio completo de la grafica de una funcién requiere recopilar una gran can-
tidad de informacién, que nos va a permitir tener una imagen de los aspectos mas
significativos de la grafica. Conviene recoger esta informacion en un orden adecuado.
Existen varias posibilidades, que dependen fundamentalmente de los gustos de quien
lo hace. A continuacion exponemos un posible guion para este estudio:

4.1. Guion para el analisis de la grafica de
una funcion

1. Propiedades globales de la funcion.

Estudiamos en primer lugar el dominio de definicién de la funcion. Los puntos de
corte con los ejes, simetrias y periodicidad (si hubiera lugar a ello).

También puede resultar util el estudio del signo de la funcién, lo que nos indicara
cudles son los intervalos del eje X en los cuales la funcién esta por encima
o por debajo del eje horizontal. Para hacerlo; consideramos, tanto los puntos
de corte en el eje X, como los puntos en los que la funcién no existe (o es
discontinua); todos estos son los puntos donde puede haber cambio de signo. A
continuacioén, determinamos el signo de f(z) en cada intervalo, utilizando algun
valor de prueba. Veremos cémo se hace a continuaciéon en unos ejemplos.

2. Derivada primera.

En este apartado estudiamos y clasificamos los puntos criticos y los intervalos
de crecimiento y decrecimiento. Para el estudio de los intervalos, habra que tener
en cuenta los que determinan los puntos criticos, y también, aquellos puntos no
incluidos en el dominio, si los hubiera.

3. Derivada segunda.

Aqui se estudian los intervalos de concavidad y convexidad y los puntos de infle-
xién. Para los intervalos de concavidad y convexidad habra que tener en cuenta,
los posibles puntos de inflexién, es decir, los que anulan f”(z) y aquellos puntos
no incluidos en el dominio.

4. Asintotas.

Estudiamos ahora la existencia de cada uno de los tres tipos posibles de asin-
totas: verticales, horizontales y oblicuas. Para el caso particular de las funciones
polinémicas, este punto no es necesario, ya que no tienen asintotas.

5. Representacion grafica.

Se trata ahora de llevar a la grafica todo lo que se ha obtenido en los puntos
anteriores. Este ultimo paso, es el mas delicado, ya que supone encajar toda
la informacion que se ha recopilado en un dibujo y, en algunos casos, puede
resultar complicado, como encajar todas las piezas de un rompecabezas. Una
manera de intentar paliar esta dificultad, consiste en ir pasando a la gréfica la
informacion a medida que vaya apareciendo, sin esperar al final. De esta forma
se pueden ir detectando y corrigiendo errores. Sin embargo, hay que decir que al
principio la cosa no es nada facil. Aprender a representar graficas de funciones
es un proceso que lleva un cierto tiempo y requiere mucha practica.
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El estudio de las asintotas puede hacerse perfectamente en segundo lugar, ya que,
como hemos visto, no se precisa la informacion que proporcionan las derivadas.

Vamos a hacer con detalle un par de ejemplos, siguiendo el guidn propuesto.

4.2. Ejemplos

Una funcién polinémica.
Estudiar y representar la grafica de la funcion

flz) =2t — 4o =2?(2® - 4) =2 (2 + D(z - 2)
1. Su dominio es dom( f) = R, por ser un polinomio; ademas, es continua en todo
el dominio.
- Puntos de corte con los ejes:
EjeYy; z=0,y = U; (0,0).
Eje X;y=0,0 = 2%(z+2)(z—2) & = = 0;x = +2. Entonces corta en los puntos
(0,0), (—2,0) y (2,0).
- Simetrias. Es una funcion par, porque f(—x) = (—x)* — 4(—2)? = 2* — d2® = f(x).
Esto quiere decir que su grafica es simétrica con respecto del eje Y.
- Signo de f(x). Los Unicos cambios de signo se pueden producir en los puntos

de corte con el eje X, entonces el signo de la funcién en cada intervalo se indica
en el siguiente esquema:

>0 ‘ | | >0
|

| f<0 f<0 |
-2 0 2

Figura 10.23: Signo de la funcién f(z) = z* — 422

Saber qué signo tiene una funcién en un intervalo nos permite saber si, en ese
intervalo, la grafica de la funcidén esta por encima o por debajo del eje X. Esto
lo hemos indicado en la figura 10.24, en la que se han rayado las regiones del
plano sobre las cuales no hay que dibujar funcion. Utilizando este dibujo y los
puntos de corte, ya se podria hacer un dibujo bastante aproximado de la gréafica.

2. Derivada primera. f'(z) = 423 — 82 = 4z(2? — 2).
Calculamos los puntos criticos,

fllx) =0 4z(2?-2) =02 =0z =+V2

Estudiamos el crecimiento y decrecimiento en los intervalos determinados por
estos puntos.

Entonces, a partir del esquema de la figura 10.25, concluimos que hay un maxi-
mo en el punto (0,0) y hay minimos en los puntos (—+/2, —4) y (v/2, —4).
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>0

rzf’,f’///?//

Figura 10.24: Regiones de la funcién f(z) = z* — 4z

f' <0 -2 f'>0 p f'>06 f' <0

Figura 10.25: Crecimiento y decrecimiento de f(z) = z* — 422

3. Derivada segunda. f”(z) = 122% — 8. Entonces los posibles puntos de inflexion,

fllx)=122% -8=0& 2= :l:\/g

Estudiamos la concavidad y convexidad en los intervalos determinados por estos
puntos.

Figura 10.26: Concavidad y convexida de f(z) = z* — 4z°

s -2
Por tanto, hay puntos de inflexién en (—\/g, %) yen (\/g 90>.

4. La funciodn no tiene asintotas porque es un polinomio, como ya hemos comenta-
do.

5. Representacion grafica. Con toda la informacion que hemos ido recopilando, la
grafica de la funcion es la de la figura 10.27.
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1
Maximo

14
minimo i minimo

Figura 10.27: Gréfica de f(x) = z* — 42°

Una funcion racional. 4
Estudiar y representar la grafica de la funcion f(z) = T
I b

1. Su dominio es dom(f) = R, debido a que su denominador no se anula nun-
ca; ademas, es continua en todo el dominio, por ser cociente de dos funciones
continuas.

- Puntos de corte con los ejes:
EjeY;z =0,y =0; (0,0).

Eje X;y=0,0= 941 2 < 4o = 0 & z = 0. Es decir, el mismo punto de corte
e
que eneleje Y, (0,0).
; : G ; 4(—x) —4x
- Simetrias. Es una funcion impar, porque f(—xz) = = = —f(z).

(—x)2+4 22+4+4
Esto quiere decir que su grafica es simétrica con respecto del origen.

- Signo de f(x). El unico cambio de signo se produce en el punto = = 0, entonces
el signo de la funcion en cada intervalo se indica en el siguiente esquema:
| >0

f<0 |
0

Figura 10.28: Signo de la funcién f(z) =

4x
22 +4

En la figura 10.29 hemos rayado las regiones por donde no hay funcion.

16 — 422
(z2 +4)2°
Calculamos los puntos criticos,

2. Derivada primera. f'(z) =

fllz) =016 -4z’ =0 x = +2

Estudiamos el crecimiento y decrecimiento en los intervalos determinados por
estos puntos.
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Figura 10.29: Regiones de la funcion f(z) = —

| T 1
f' <0 .2 f' >0 2 f <0

4, .
Figura 10.30: Crecimiento y decrecimiento de f(z) = 2—i4
3

Entonces, a partir del esquema de la figura 10.30, se puede decir que hay un
maximo en el punto (2, 1) y hay un minimo en el punto (-2, —1).

N 825 — 96z

3. Derivada segunda. f"(z) = ICEw R Entonces los posibles puntos de infle-

Xién,
f'(2)=0&823 - 96z=0c2=0;2 =+2V3

Estudiamos la concavidad y convexidad en los intervalos determinados por estos
puntos.

ANRY AN WA
" n I " | "
f'<0 -olE f">0 0 f'<0 ¥y f'>0
4
z2+ 4

Figura 10.31: Concavidad y convexida de f(z) =

Por tanto, hay puntos de inflexion en (0, 0), (—2\/3, _T\/ﬁ) y en (2\/5, ?)

4. Asintotas verticales no hay porque la funcion es continua en todo R.
Asintotas horizontales:

i 4 B

1__1,1_1100 w244

Entonces, hay asintota horizontal en y = 0, a la derecha y a la izquierda, debido
a la simetria impar de la funcion.

0

Asintotas oblicuas no puede haber, ya que hay horizontal.
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5. Representacion grafica. Con toda la informaciéon que hemos ido recopilando, la
grafica de la funcion es la de la figura 10.32.

Yis

+2

Méaximo
+1

123456788 1W01M1213

__,1 X
minimo
+2
-3
Figura 10.32: Grafica de f(z) = e
= o a2 44
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La Estadistica sirve para describir datos. En cursos anteriores el alumno ha podido
empezar a estudiar los rudimentos de la Estadistica, en particular de la Estadistica
unidimensional. En esta unidad, después de un breve repaso de los conceptos estu-
diados anteriormente, nos vamos a ocupar de la Estadistica bidimensional. En la Es-
tadistica unidimensional se estudia un grupo de datos, por ejemplo, el gasto mensual
en libros de un cierto numero de familias. Con la Estadistica bidimensional podria-
mos estudiar la relacién entre el gasto mensual en libros de un grupo de familias con
sus ingresos mensuales, es decir, podemos estudiar la relacion de dos caracteristicas
distintas de un determinado conjunto de individuos.

b
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1.1. Poblacion y muestra

Se ha llevado a cabo una encuesta a un grupo de 15 estudiantes de primero de
bachillerato sobre el nimero de horas semanales que dedican al estudio de la asigna-
tura de Matematicas. Los encuestados han respondido que el nimero de horas que
dedican al estudio de esta asignatura son:

108|531
8 |4/4]|2 |1
5|16|7|8|8

Este es un ejemplo de variable estadistica unidimensional, se dice unidimen-
sional porque solo estamos estudiando una caracteristica, numérica en este caso, del
grupo, el numero de horas. El grupo al que se ha dirigido la encuesta, estudiantes de
primero de bachillerato, se denomina poblacién. La poblacién son todos los estudian-
tes de primero de bachillerato de Espafia, por ejemplo. Los datos de los 15 estudiantes
que hemos recogido, son una muestra extraida de la poblacidn.

Una vez que tenemos una muestra de datos, el estudio de los mismos se puede
llevar a cabo con dos finalidades distintas. Podemos estar interesados Unicamente en
sacar conclusiones sobre el numero de horas que dedican al estudio de las Mate-
maticas los 15 estudiantes a los que hemos preguntado; esto es hacer Estadistica
descriptiva. Por otra parte, podriamos intentar sacar conclusiones sobre los habitos
de estudio de toda la poblacion, en este caso, los estudiantes espafioles de prime-
ro de bachillerato, mediante el estudio de la muestra de 15 que tenemos; esto seria
hacer Estadistica inferencial o inferencia estadistica. Para este Gltimo punto de vis-
ta habria que utilizar modelos matematicos de probabilidad, y es lo que se estudiara
en el curso siguiente. En este curso y en esta unidad en particular, estudiaremos la
Estadistica desde el punto de vista descriptivo. En otras palabras, no pretendemos
descubrir los habitos de estudio de todos los estudiantes de primero de bachillerato,
sino simplemente analizar lo que les ocurre a los 15 que hemos elegido.

Como se ha dicho en la introduccion, aqui vamos a recordar como se calculan
algunos de los parametros asociados a una variable estadistica unidimensional, que
ya se estudiaron en cursos anteriores. Sélo aquellos que vamos a necesitar en el resto
de la undiad didactica.

1.2. Parametros estadisticos

Los parametros estadisticos asociados a una variable son ciertos nimeros que se
calculan a partir de los datos, que proporcionan informacion sobre el comportamiento
conjunto de la variable.

Para ir recordandolos, vamos a utilizar el ejemplo de las horas de estudio de los
15 estudiantes de primero de bachillerato. Comenzamos ordenandolos de menor a
mayor,

(1[1[2]3[4[4[5[5[6[7[8][8]8]8]10]
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Si sumamos todos los datos y dividimos la suma por la cantidad de ellos que hay,
obtenemos la media o media aritmeética, que representaremos por T. En nuestro caso,

1+1424+34+44+4+5454+64+T7+8+8+8+8+10 7@
15 15

=:5(38

=

lo que nos indica que, por término medio, estos quince estudiantes dedican 5’33 horas
semanales al estudio de las matematicas.
En general, si disponemos de los datos x4, xs, . .., z,, |la media es

Ey ek ey,

mn

T —

Donde n es el nimero de datos de que disponemos.
Para abreviar la expresion anterior, en particular la suma del numerador se utiliza

T

el simbolo sumatorio 3. Aunque lo correcto seria escribir » ~a; = x1 + g + -+ + Ty,
i=1

para indicar que la suma es desde el primer dato x|, hasta el enésimo z,,, escribiremos

simplemente ) ~ x; para referirnos a la suma de todos los ;.
Por tanto, la formula de la media se puede escribir de la forma siguiente:

R et

n n

r =

La media es un parametro que mide la tendencia central de la variable estadistica.
Otros parametros de tendencia central son, aunque no los usaremos en la estadistica
bidimensional; la moda, que es el dato que aparece un mayor nimero de veces, y la
mediana, que es el dato que ocupa el lugar central, si previamente se han ordenado
de menor a mayor.

En nuestro ejemplo, la moda es 8, que es el dato que aparece mayor numero de
veces, es decir, con mayor frecuencia. Y la mediana, dado que hay 15 datos, es el dato
que ocupa el lugar octavo, zg = 5, una vez que estan ordenados de menor a mayor:

!
[1[1]2]s]4]4]5[5]6[7[8][8[8]8]10]

Si el numero de datos fuese par, entonces la mediana es la media aritmética de
los dos datos que se encuentran en el centro.

Ademas de los parametros que miden la tendencia central; media, moda y media-
na, hay otros que sirven para medir cual es la dispersion de los mismos, es decir, si
estan mas o menos concentrados alrededor de la media. Los que vamos a recordar
aqui son varianza y la desviacion tipica.

Varianza y desviacion tipica se utilizan para medir el promedio de las desviaciones
de los datos con respecto de la media. Para medir esta desviacion, podriamos calcular
todas las diferencias entre dato y media, (x;—7), y sumarlas, para después dividir entre
el nimero de datos. Sin embargo, este resultado seria nulo. Por esta razén, lo que se
hace es utilizar los cuadrados de las diferencias, asi se trata de una suma de niimeros
positivos o nulos, y no siempre dara cero.
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La varianza es la suma de los cuadrados de las diferencias entre cada dato y la
media, dividida por el nimero de datos, se denota s2,

52— (1 —Z)2 4+ (2 —Z)2 + -+ + (zn — T)? g (@ — )2

n n

Entonces, para calcular la varianza, hay que restar la media a cada dato, después
se eleva al cuadrado cada numero y se suman todos, por Ultimo, se divide entre n. El
proceso es algo largo, pero se puede abreviar, porque la férmula admite una expresion
mas sencilla de utilizar. Se puede comprobar que la siguiente expresion proporciona
el resultado, y es la que vamos a utilizar en la préactica:

22233;?_52

mn

S

A pesar de que la varianza mide el promedio de las desviaciones de la media,
como estas desviaciones se han elevado al cuadrado, no estan en las mismas uni-
dades que los datos. Por esta razén, resulta mas intuitivo a la hora de interpretar la
variabilidad o dispersion de los datos, utilizar otro parametro, la desviacion tipica, que
es simplemente la raiz cuadrada de la varianza, y se denota s,

2
e
3——\/2 L —
n

Calculemos la varianza y desviacion tipica en nuestro ejemplo del numero de horas
de estudio:
La varianza la calculamos con la férmula

o Zlf g2

n

Calculamos en primer lugar la suma de los cuadrados de los z;,

fo = 9:%+a:§+-~+:c%
= PLPLBUPRLE P R LF e T8 Py 48 L0
= 14+14+44+94+16+ 25+ 36+ 49 + 64 + 64 + 64 + 64 4 100
= 538

Ahora sustituimos en la formula de la varianza,

5 538 .o .,
s? =22 _ 5332 =746
5 15 9]

Por tanto, la desviacion tipica,

s=Vs2 =746 =273

En resumen, la media de tiempo dedicado al estudio de la asignatura de matematicas
de los 15 alumnos analizados es 7 = 533 horas; y la desviacion tipica es s = 2'73,
lo que quiere decir que la mayoria de los 15 estudiantes dedica al estudio de las
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UNIDAD

matematicas un tiempo comprendido entre las 5’33 — 2'73 = 26 horas y 5’33 + 2/73 =
8’06 horas.

Recuerda

1. El numero de libros leidos en el lltimo mes por diez personas ha sido:

[0]1]2]2[2]3[3[4][5]5]

Calcular la media, moda, mediana, varianza y desviacion tipica.

2. Estadistica bidimensional

Hemos recordado en la seccién anterior algunas nociones de estadistica unidimen-
sional. Alli estudiabamos una caracteristica numérica de un grupo de individuos. En la
estadistica bidimensional se trata de estudiar dos caracteristicas numeéricas de cada
individuo.

2.1. Variables estadisticas bidimensionales

Tenemos un grupo de 8 estudiantes de primero de bachillerato que han hecho un
examen de la asignatura de Matematicas y otro de la asignatura de Fisica y Quimica,
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las notas, de 0 a 10, de cada alumno en cada asignatura han sido las siguientes:

8 9
8 10

=l
s

o
o
)
=l e
o
A
n
(Ll B |

donde para cada par (x;,y;), |a nota de Matematicas es z;, y la de Fisica y Quimica,
1; de un alumno concreto.

Este es un ejemplo de variable estadistica bidimensional (X.Y), donde
X = nota de Matemadticas, Y = nota de Fisica y Quimica. El objeto de estudiar las
dos variables de manera conjunta es el de ver qué tipo de relacion hay entre ambas,
si es que hay alguna.

2.2. Nube de puntos

Una primera aproximacion al estudio de T —— :

la relacién existente entre las dos va- 10 .
riables que constituyen una variable bi- of

dimensional es su representacion grafi- ot o
ca. Si cada par (z;.y;) lo representamos " ¢

como un punto en unos ejes coordena-
dos, se obtiene una grafica que llamare-
mos nube de puntos o diagrama de dis- : .
persion. Para el ejemplo anterior, la nube 2 .

de puntos se ha representado en la figura g
1.1
La forma de la nube de puntos de la figura

11.1 nos sugiere que existe algun tipo de P e T80T
dependencia entre la nota de Matemati-

cas y la de Fisica y Quimica. Figura 11.1: Nube de puntos

Fisica y Quimica
L ]

En efecto, segun vemos en la figura, parece que cuando un alumno tiene una nota
alta en la asignatura de Matematicas, también la tiene en la asignatura de Fisica y
Quimica. Lo mismo ocurre con alumnos que han obtenido nota baja en una de las
asignaturas, también ha obtenido una nota baja en la otra. Se dice en este caso que
parece existir una dependencia linea positiva entre las dos variables (debido a que la
nube de puntos se asemeja a una recta con pendiente positiva). Mediante los para-
ametros bidimensionales que estudiaremos después, veremos como se puede medir
cuantitativamente el grado de dependencia.

La nube de puntos puede presentar muchas formas distintas, en la figuras siguien-
tes se muestran algunas de las diferentes posibilidades.

» En la figura 11.2, los puntos parecen acumularse alrededor de una recta con
pendiente positiva, como en nuestro ejemplo anterior. Diremos entonces que
entre las variables, hay dependencia lineal positiva.

= En la figura 11.3, los puntos parecen acumularse en torno a una recta con pen-
diente negativa. En este caso, diremos que entre las variables, hay dependencia
lineal negativa.
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ol
Figura 11.4: Dependencia no lineal Figura 11.5: No hay dependencia

= En la figura 11.4, los puntos parecen seguir una curva, en este caso parecida a
una parabola. Es decir, entre las variables parece haber algun tipo de dependen-
cia, aunque ahora es no lineal.

= Por ultimo, en la figura 11.5, los puntos estan situados en el plano sin seguir
ninguna pauta concreta, sin aproximarse a ninguna curva o recta que sugiera
algun tipo de funcion. Diremos que entre las variables, no hay dependencia.

Pero, incluso dentro de cada uno de los casos anteriores se pueden establecer
diferencias. Observemos las nubes de puntos de las figuras 11.6 y 11.7. En ambas
tenemos, segun acabamos de explicar, una dependencia lineal negativa. Sin embargo,
son claramente distintas. Mientras que los puntos del diagrama de la figura 11.6 estan
practicamente sobre la recta, en la figura 11.7, los puntos estan mucho mas dispersos.
Para distinguir entre estas posibilidades, se dice que hay dependencia lineal fuerte y
dependencia lineal débil, respectivamente.

No obstante, esta denominacién de fuerte o débil resultaria ambigua si no hubie-
se otra posibilidad que la simple observacion de la nube de puntos. Por esta razoén,
veremos mas adelante un parametro, el coeficiente de correlacion, que establece nu-
meéricamente una medida para el grado de dependencia de las variables.
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X

Figura 11.6: Dependencia fuerte Figura 11.7: Dependencia débil

2

Dibujar las nubes de puntos correspondientes a las siguientes variables estadisti-

cas bidimensionales. Indicar ademas, el tipo de dependencia entre las variables que
se observa en el diagrama. Sera Uutil para ello intentar dibujar la recta o la curva que
mejor se aproxime a la nube de puntos:
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Una variable estadistica bidimensional es un par de caracteristicas numéricas (X,Y)
de un cierto conjunto de individuos. Por ejemplo, el peso y la estatura de un grupo de
personas.

Una nube de puntos o diagrama de dispersion es la representacion grafica de los
datos de una variable estadistica bidimensional (X,Y'). Se trata de representar los
datos (z1.41), (22, 92), - .., (2, yn), COMO puntos en un sistema de ejes coordenados.

El aspecto de la nube de puntos sugiere la dependencia entre las variables X e Y de
una variable bidimensional (X, Y):

- Si la los puntos se acumulan en torno a una recta de pendiente positiva, se dice que
hay dependencia lineal positiva.

- Si se acumulan alrededor de una recta de pendiente negativa, se dice que hay de-
pendencia linea negativa.

- También puede haber dependencia no lineal, cuando los puntos se acumulan en
torno a una curva, y puede no haber dependencia, si los puntos no siguen ninguna
pauta reconocible.
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Como ya hemos comentado antes, el objeto de estudiar de manera conjunta dos
variables estadisticas en lo que llamamos una variable bidimensional, es el de estudiar
la posible dependencia de las dos variables. Para ello, ademas de la nube de puntos,
se pueden calcular ciertos parametros estadisticos que proporcionan informacion so-
bre el conjunto de datos. Hay unos parametros que se refieren sélo a cada variable
por separado, son las medias y desviaciones tipicas marginales. Otros, que estu-
diaremos despues, involucran a los datos de las dos variables.

3.1. Medias y desviaciones tipicas marginales

Consideremos los siguientes datos correspondientes a una variable bidimensional
(X,Y).

.‘]’:i|133456
7

7 8 88
yi|2 3446777

3 9
Si pensamos en los datos de la variable X de forma independiente, podemos cal-

cular, tanto su media como su desviacion tipica con las formulas de la estadistica
unidimensional. Asi, las medias se calculan mediante las formulas:

Dt E s
(13 = n

=

donde > x;, > y; son las sumas de z; e y;, respectivamente, y n es el numero de
(pares de) datos.

Para nuestro ejemplo, estas medias son: o .

T=—=25 y:i;r’T

0 " T
Las medias marginales admiten una in- .
terpretacion grafica importante. Si dibuja-  ~°
mos la nube de puntos (en la figura 11.8 ‘ LI
hemos dibujado la nube de los datos an- 3 .
teriores), el punto de coordenadas (z,7) I gfa”\f;g::
se encuentra siempre en el centro de

gravedad de la nube, esto es, el punto
donde se puede suponer concentrada to- O T
da la masa.

Figura 11.8: (T, 7) es el centro de gravedad
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3. Para los siguientes datos, dibujar la nube de puntos correspondiente y su centro
de gravedad, es decir, el punto de coordenadas (z.7):

Bl 2. 8 4o
yi |6 5 3 2

a)

T M3

b)

yi‘ i 23l

También se pueden calcular de forma separada las varianzas y las desviaciones
tipicas marginales, mediante las formulas siguientes:
- Las varianzas marginales:

= me =g

S

2
x

== i
n

- Las desviaciones tipicas marginales:

[ 2
S — —Zm?’ _“3—3*2
mn

Y

Sy: — Y

Vamos a calcular las varianzas y desviaciones tipicas del ejemplo con el que empe-
zabamos este apartado. Para llevar a cabo estos calculos, y los que vendran después,
conviene organizar la informacion en una tabla que nos permita realizar la tarea de una
manera mas comoda. Una posibilidad es organizarlo como en la tabla que se pone a
continuacion, en la que aparecen (de momento) cuatro columnas; x;, y;, que son los
datos originales, y =%, y?, que son los datos al cuadrado. En la Ultima fila de la tabla se
ponen las sumas de todas las columnas:

z | w | o2 | uf
1 2 1. 1
3|3 9 9
3 | 4 9 16
4 4] 16 | 16
5|6 | 25 | 36
6 | 7| 36 | 49
T 7| 49 | 49
8 | 7| 64 | 49
8 | 8 | 64 | 64
819 | 64 | 81

53 | 57 | 337

3.2. Covarianza

La covarianza es el primer parametro conjunto que vamos a estudiar, en el sentido
de que involucra los datos de las dos variables. Da una idea sobre la forma en que se
distribuyen los puntos alrededor del centro de gravedad (. 7). Se representa por s, y
es la media de los productos de las diferencias de las coordenadas de cada punto de
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Y ahora solo queda sustituir en las
férmulas.

Varianzas:
337
= = - 53" = 56l
373 .
Si = ﬁ — 5’72 = 4,81

Desviaciones tipicas:
5= W61 =237

s, = V481 = 2'19.



la nube (z;.y;) y las coordenadas de (Z,7), es decir,

_ 2 (xi —7)(yi — 7)

n

Sy

Al igual que ocurria en el caso de las varianzas, la covarianza se puede calcular
mediante una formula que es equivalente a la anterior, pero mas sencilla de utilizar
desde un punto de vista practico, esta formula equivalente es la siguiente:

Para utilizar esta férmula, primero hay que calcular la suma de todos los productos
x;.1;, dividir esta suma entre n y restarle el producto de las medias. A efectos practicos,
en la tabla de la que hemos hablado antes, ahadimos una nueva columna, la de los
productos x;.1;, cuyos componentes seran los productos de los de las columnas x;, v;.
Para el ejemplo del apartado anterior, completando la tabla que habiamos empezado
antes,

i |\w| 2 | ¥ | nae
1.1 2 1 4 2
3| 3 9 9
3 | A 9 16 12
4 | 41| 16 | 16 16
56| 25 | 36 30
6 | 7| 36| 49 | 42
7171 49 | 49 49
8| 7| 64 | 49 56
8| 8| 64 | 64 64
81 9| 64| 81 72

53 | 67 | 337 | 373 | 352

Entonces, la covarianza en este caso es

i s 372
S;L-y - E Tt ‘Ut - T_y — L — 5f3 ; 51’7 — 4."99
n 10

Aparte de la forma en la que se calcula la covarianza que, segun acabamos de
ver, no reviste una especial dificultad, nos interesa saber cuél es el significado de este
parametro. Como dijimos al principio, la covarianza da una idea de como estan distri-
buidos los puntos alrededor del centro de gravedad (z,7). Y esto se aprecia mediante
el signo.

- Si la covarianza es un numero positivo, los puntos estaran dispuestos de manera
que haya dependencia lineal positiva.

- Si la covarianza es un numero negativo, los puntos estaran dispuestos de manera
gue haya dependencia lineal negativa.

- Si la covarianza es un numero proximo a cero, esto indicara que, o bien no hay
dependencia entre las variables, o esta dependencia no es lineal.

Hay una explicacion geométrica para lo anterior, y aunque no vamos a entrar mu-
cho en los detalles, indicaremos que realmente la covarianza no es otra cosa que la
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media de los productos de las coordenadas de los puntos una vez trasladados los ejes
al punto (7, 7). Entonces, si cada vez que tenemos una nube de puntos, imaginamos
los ejes centrados en (7, 7), dependiendo de en qué cuadrante estén los puntos, los
signos de los productos seran positivos o negativos. Por ejemplo, si la mayoria de los
puntos se encuentran en el primer y tercer cuadrante, la media sera positiva. Esto es
lo que ocurre cuando hay dependencia lineal positiva.

4. A partir de los datos siguientes, dibujar la nube de puntos y calcular medias y la
covarianza:

%9 8 6 3

1
i
1
I
1
I
ool 2 , !
1
T 1
¢ Qué tipo de dependencia hay entre las variables? :

i

d
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A pesar de que el signo de la covarianza indica el tipo de dependencia que hay
entre las variables, no nos sirve para determinar si esta dependencia es mas o menos
fuerte. La razén es que su valor depende de las unidades en las que estén dados
los datos. Es decir, que si una de las variables esta en centimetros, por ejemplo, y
pasamos estas medidas a metros, el valor de la covarianza cambia (aunque no el
signo). Lo cual impide que se pueda establecer una comparacion acertada entre dos
dependencias lineales positivas o dos dependencias negativas.

Para evitar este problema, se utiliza otro pardmetro llamado coeficiente de corre-
lacion lineal o coeficiente de Pearson (nosotros lo llamaremos simplemente coeficien-
te de correlacién), que se define como el cociente entre la covarianza y el producto de
las desviaciones tipicas:

Sxy
I

S-Sy

Veamos en primer lugar un ejemplo sencillo de cémo se calcula y, a continuacion,
comentaremos su significado.
Por ejemplo, queremos calcular el coeficiente de correlacion para los datos siguien-

tes:
Ti ‘ 1 3 4
yi[1 2 5
En primer lugar, organizamos la informacién en la tabla que hemos aprendido a
utilizar antes,

Lo} e

2 2
Ti | Y | X | Y| LY
L] 1| XL |
3121914 6
4 | 5116(25] 20
6 |5 36|25( 30
14|13 |62 [ 55 | 57
Y empezamos a calcular los parametros estadisticos.
Medias:
— ZJ’T 14 ) T y[ 13 7
. n 4 . Y n 4
Varianzas:
2 2
$2 = 2% 2= _gr_gos 2= LY _ 7 = 5 _ 3952 — 319
n 4 Y n 4

Desviaciones tipicas:

8z = V325 =180 sy = V319 =178
Covarianza:
Ti-Yi 57 .
Szy = 2 T —TY = a1 3'5.3'25 = 2'87
n
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Por fin, el coeficiente de correlacion es

Szy 2'87

= =089
Spsy 1’80178

r=

5. Multiplicar los todos los datos anteriores por 10 y calcular el nuevo coeficiente de
correlacion. Es decir, ahora consideramos los datos:

x; |10 30 40 60
yi |10 20 50 50

Ya sabemos calcular el coeficiente de correlacion. Veamos ahora cémo lo podemos
interpretar.

En primer lugar, es evidente que el signo del coeficiente de correlacion y el de la
covarianza coinciden, ya que las desviaciones tipicas que aparecen en el denominador
son siempre positivas (recordemos que las desviaciones tipicas son raices cuadradas
y, por tanto, su resultado siempre es positivo.) Pero ademas, se puede demostrar que
r? < 1, lo cual implica que r siempre es un nimero comprendido entre -1y 1,

e |

El hecho de que r esté mas préximo a -1, a 1, o a 0 esta directamente relacionado
con la forma de la nube de puntos y, por tanto, con el tipo de dependencia entre las
variables estadisticas.

En las gréaficas de la figura 11.9 hemos dibujado diferentes nubes de puntos junto
a los valores de sus correspondientes coeficientes de correlacion.

.

. | - L . 1 .
ol il ) | * | « =

r =098 r =081 r=—002 r=-—079 r=—099

Figura 11.9: Coeficiente de correlacion y nube de puntos

Segun vemos en las figuras, cuando los valores de r son positivos, tenemos de-
pendencia lineal positiva, tanto mas fuerte, cuanto mas proximo a 1 esté el valor de
r. Cuando los valores de r son negativos, hay dependencia lineal negativa, tanto mas
fuerte, cuanto mas proximo a -1 esté el valor de r. Por ultimo, en el diagrama central
tenemos un ejemplo de una nube de puntos en la que no se aprecia ninguna tendencia
positiva o0 negativa concreta, en este caso, el valor de r esta cercano a 0.

Por dltimo, si » = 1 los puntos estara situados sobre una recta de pendiente positi-
va, es decir, no es que se parezcan a una recta, sino que estan alineados. Sir = —1
los puntos estaran alineados en una recta con pendiente negativa. Y cuando r = 0,
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estariamos en el caso en el que no hay absolutamente ninguna dependencia o corre-
lacion, se dice a veces que las variables son incorreladas.

A la hora de calcular el coeficiente de correlacion hay que tener una pequena
precaucion. Lo habitual es que aparezcan decimales casi desde el primer calculo, de
los cuales tomamos los 2 o los 3 primeros, bien eliminando los demas ( esto se llama
truncar), o bien redondeando al segundo, al tercero, etc. Sea cual sea la manera en la
que lo hagamos, cuando llegamos al valor de » se han acumulado pequenos errores
que, finalmente nos pueden dar un valor de » poco mayor que 1, por ejemplo, 1’001.
Pero esto, teéricamente es imposible, en estos casos lo mejor es rehacer los calculos
tomando un mayor numero de decimales, con el objeto de aumentar la exactitud.

6. Asignar a cada una de las nubes de puntos siguientes su valor del coeficiente de
correlacion de entre los siguientes:

r=060; r=099; r=-0098  r=-0726.

A B C | D

v El coeficiente de correlacion lineal mide el grado de asociacion lineal entre dos varia-
bles estadisticas. Se calcula mediante la formula

G,

=
Sy

v Verifica—1<r<1.
Sir > 0, hay dependencia lineal positiva entre las variables.
Si r < 0, hay dependencia lineal negativa entre las variables.
Si r = 0, no hay dependencia, las variables son incorreladas.

v La dependencia es mayor cuanto mayor sea el valor absoluto de 7.
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Si calculasemos el coeficiente de corre 1

lacion de la nube de puntos de la figur 0s
11.10, obtendriamos un resultado positi 08
vo. En efecto, se observa que hay un: 07
dependencia lineal positiva, ya que lo: 06
puntos parecen acumularse alrededor dt 05
una recta de pendiente positiva, recta es 04
ta que también se ha dibujado en la figu 93
ra. Ahora bien, ¢ cudl es la recta que me =
jor se aproxima a los puntos? Esta recta -
cuya ecuacion vamos a aprender a calcu s 02 03 05 03 1

lar es la llamada recta de regresion
Figura 11.10: Recta de regresién

Cuando queremos estudiar la recta que mejor se aproxima a la nube de puntos,
estamos haciendo regresion lineal. Sin embargo, hemos visto a lo largo de esta unidad
otras nubes de puntos que mas que acercarse a una recta, parecian aproximarse a
alguna curva (una parabola por ejemplo). En este caso hablariamos de regresion no
lineal. En este curso solo nos ocuparemos de la regresion lineal.

5.1. Rectas de regresion

Hemos dicho antes que la recta de regresion es la recta que mejor se aproxima
a la nube de puntos. Vamos a intentar aclarar qué queremos decir con la expresion
“mejor se aproxima".

Empezaremos diciendo que hay dos formas de precisar esta idea, que dan lugar a
dos rectas de regresion, que se van a llamar, respectivamente, recta de regresion de
Y sobre X y recta de regresion X sobre Y.

La recta de regresion de Y sobre X aparece como aquella recta que hace que
las diferencias entre las ordenadas de la recta y las ordenadas de los puntos (estas
diferencias son los segmentos verticales que se han dibujado en la figura 11.10, es
decir, son las diferencias entre |a altura del punto y la de la recta) sea, en promedio,
minima. Debido a que estas diferencias son positivas y negativas, dependiendo de
gue el punto esté por debajo o por encima de la recta, realmente lo que se hace es
elevarlas al cuadrado, sumarlas y dividir entre el numero de puntos, para calcular el
promedio. Bien, pues imponiendo la condicién de que este promedio sea minimo, se
puede demostrar que la ecuacién que la verifica es

— S —"
=y — (=)
S:I:

La recta de regresion de X sobre Y se obtiene de manera analoga, imponiendo la
condicion de que sean minimas las diferencias entre las abscisas. De esta forma, se
llega a la ecuacion

il Sa
ooz
S

Y

(y —9)
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Es facil darse cuenta de que las dos rectas de regresion pasan por el centro de
masas de la nube de puntos (z,y) y ademas, ambas estan inclinadas hacia el mismo
lado, es decir, ambas tienen pendiente positiva o pendiente negativa, precisamente
dependiendo de que la haya dependencia lineal positiva o negativa.

Para calcularlas es necesario calcular las medias, las varianzas y la covarianza.
En el apartado siguiente vamos a ver un ejemplo.

5.2. Estimaciones con las rectas de regresion

¢ Para qué sirven las rectas de regresion? Pues sirven para hacer estimaciones de
una de las variables sobre la otra. Vamos a ver qué significa esto mediante un ejemplo
que ya aparecio cuando empezamos a hablar de variables estadisticas bidimensiona-
les, las notas de la asignatura de Matematicas y de la asignatura de Fisica y Quimica
de un grupo de alumnos.

3_?5‘2 4
yi‘S

5 7 8 9
4 55 5 76 8 10

o

donde los z; son las notas de Matematicas y los y; las de Fisica y Quimica.

La nube de puntos de estos datos, que ya habiamos dibujado, es la de la figura
11.11 y sugiere que cuando la nota de Matematicas es alta, también lo es la de Fisica
y Quimica; y lo mismo cuando la nota es baja.

Fisica y Quimica

a 1 2 3 4 7 8 9 10 1

5
Matematicas
X

Figura 11.11: Dependencia positiva

Este grado de dependencia o de correlacion la podemos cuantificar mediante el
célculo del coeficiente de correlacion. Omitiremos la tabla y algunos de los calculos

gue hemos repetido ya en varios ejemplos. (Se sugiere como ejercicio verificar los
resultados.)

Medias:

Varianzas:
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Desviaciones tipicas:

Covarianza:

Coeficiente de correlacion:

=2t — (/8905.
8 ¥y

Lo que confirma nuestra observacion sobre la nube de puntos. Existe una correla-
cion positiva fuerte entre las dos variables.

Ahora bien, supongamos que un estudiante ha hecho los dos examenes y sdlo
conoce la nota de Matematicas que es un 6'5. ;Qué nota puede esperar en la asigna-
tura de Fisica y Quimica? Para hacer esta estimacion es para lo que sirve la recta de
regresion de Y sobre X. Calculamos su ecuacion sustituyendo en la expresion

_— S "
y-§=— (-7

y—6= —(x — 6125)
que, simplificando y despejando y se convierte en
y = 0'8746x + 0'6431

Ahora, para estimar la nota de Fisica y Quimica, sustituimos en la ecuacion de la
recta el valor =z = 6’5, entonces, y = 6’328, que sera aproximadamente la nota que
puede obtener.

Otro estudiante sabe que ha obtenido 9 en Fisica y Quimica. ¢Qué nota puede
esperar en Matematicas? Ahora sabemos que y = 9 y queremos calcular . Para este
caso, es mas adecuada la recta de regresion de X sobre Y, ya que queremos calcular
x conocido y.

Calculamos la recta de regresion de X sobre Y sustituyendo en la expresién

z-T="2(y-7)

5y
'25
46875

Simplificamos y despejamos 2 y obtenemos

x —6'125 = (y —6)

z = 0'9067y + 0'685.

Para estimar la nota de Matematicas, sustituimos en la ecuacion de esta recta el
valor y = 9, con lo que se obtiene = = 8'8453.
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UNIDAD

¢ Queé fiabilidad tienen estas estimaciones? Desde luego, no se puede esperar que
aporten el resultado exacto. Su exactitud dependera precisamente del valor del coefi-
ciente de correlacion. Cuanto mas proximo esté el coeficiente de correlaciéon a -1 0 a
1, mejor sera la estimacion. Por otra parte, hay que tener en cuenta que la estimacion
solo tendra sentido si el valor que se sustituye esta en el rango de los datos que se tie-
nen. Por ejemplo, si tenemos datos de peso y estatura de un grupo de personas y los
pesos oscilan entre 60 y 70 kilogramos, no tendria sentido, con estos datos, intentar
hacer una estimacion de la estatura de una persona que pese 120 kilogramos.

7. Se ha preguntado a un grupo de personas cuéntas horas semanales dedican a ha-
cer deporte (X) y cudntas horas semanales dedican a ver la television. Las respuestas
han sido las siguientes:

o DA

¥i |20 15 5 4 1
Calcular las ecuaciones de las dos rectas de regresion. Utilizando la recta adecuada,
estimar el tiempo que dedicaria a ver la television una persona que dedica semanal-
mente 5 horas a hacer deporte.

Recuerda
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La probabilidad es la parte de las matematicas que conecta la estadistica descriptiva
con la estadistica inferencial. Esta ultima, la estadistica inferencial, hace uso de una
herramienta fundamental, la variable aleatoria. En esta unidad didactica haremos en
primer lugar, un repaso de los elementos basicos de la teoria de la probabilidad que
nos permitan entender la idea de variable aleatoria. A continuacion introduciremos la
idea de variable aleatoria y estudiaremos los dos ejemplos de variables aleatorias mas
importantes: la binomial y la normal.

Probabilidad B e ey e e e e s o s s R 261
151 S Experimtentosialeatonos SUCesasE - 2 i S e e 261
2 FeelEnEE W RlEIRRE! & o o a o b o e 0 0 e b ol on oo ne s o e 263
ESa Prebabilidacic ot clema e 265
Nariables aleatarias . s o s oo s i s e s e e e WA e e R 2 e A e s 267
Variables aleatorias discretas: la distribucién Binomial . ............... 269
3.1.  Caracteristicas de una variable aleatoriadiscreta . . . . . .. ... .. ... ... 269
siel DT e el e | BRI RATEN e s vnis to 2n <l o et e o s T o et o e S e e RSN S 271
Variables aleatorias continuas: la distribucion Normal . . . . ... ... ....... 274
4.1.  Funcion de distribucion de una variable aleatoria continua . . . . . . ... .. .. 274
4.2. Funcién de densidad de una variable aleatoria continua . . . . . . ... ... .. 276
A O 8) 1S H e T G N O e R e rore ot e sancsd vl o i 278
4.4 Tablaide la'normaliestandarN(O;L) . e o v s v e o me s s 282
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1.1. Experimentos aleatorios. Sucesos

Si dejamos caer un objeto desde una altura de 10 metros, es posible, con unos
conocimientos basicos de Fisica, determinar lo que ocurrira a continuacion: tiempo
que tardara el objeto en caer al suelo y velocidad con la que llegara. Lo mismo ocurre si
ponemos a calentar agua en el fuego, se puede predecir en que momento comenzara
a hervir, se podria calcular el tiempo que tardara en evaporarse todo el agua, etc.
Estos experimentos en los que, siempre que se repitan en las mismas condiciones, se
puede predecir cudl sera el resultado, se llaman experimentos deterministas.

Hay otros experimentos en los que no se puede predecir el resultado. Por ejemplo,
tiramos un dado con seis caras numeradas del uno al seis. Seguro que sale un numero
del uno al seis, pero no podemos predecir cual serd. Lo mismo ocurre si tiramos una
moneda, no podemos predecir si saldra cara o cruz. Estos son los experimentos de los
que se ocupa la probabilidad, se llaman experimentos aleatorios. Son experimentos
cuyo resultado no se puede predecir, depende del azar. (Una definicion precisa del
azar, incluso del azar matematico, pertenece al campo de la Filosofia, aunque todos
tenemos una idea intuitiva de su significado).

Si tiramos un dado, puede salir el 1, puede salir el 5, puede salir un nimero par,
puede salir un nimero impar, puede salir un nimero mayor que 3, puede salir un nu-
mero, etc. Cada una de estas posibilidades asociadas a un experimento aleatorio, en
este caso el de tirar un dado, se le llama suceso. A los sucesos los representaremos
mediante letras mayusculas. Por ejemplo, para el lanzamiento del dado, algunos de
los sucesos son

A={1}; B={numeropar}; C = {mayorque 3}; etc.

El suceso B = {numero par} es un suceso compuesto, porque puede descomponer-
se en otros sucesos, ya que el hecho de que salga un numero par al tirar un dado es lo
mismo que decir que salga el 2, el 4 o el 6. Es decir, B = {numero par} = {2,4,6}. Sin
embargo, no es posible descomponer el suceso A = {1}, por esta razdn se le llama
suceso elemental

Dado un experimento aleatorio, a la coleccion de todos sus sucesos elementales
se le llama espacio muestral, y lo representaremos por la letra E. Por ejemplo, si
tiramos un dado, su espacio muestral es

E={1,2,3,4,5,6}
Si tiramos una moneda, solo hay dos posibilidades, por tanto, su espacio muestral es
E = {cara, cruz}

Al espacio muestral también se le llama suceso seguro, F, ya que incluye todas
las posibilidades del experimento y, con toda seguridad, una de ellas ocurrira, con lo
que el suceso se verifica siempre. También hablaremos del suceso imposible, como
el suceso que nunca ocurre, y lo representaremos por el simbolo (), que también se
utiliza para representar al conjunto que no posee elementos, el conjunto vacio.
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1. Describir el espacio muestral asociado a los siguientes experimentos aleatorios:
a) Extraemos una carta al azar de una baraja espafnola y anotamos el palo al que
pertenece la carta.

b) Abrimos al azar un libro de 200 paginas y anotamos el numero de la pagina de la
derecha.

c) Tiramos tres monedas y anotamos el nimero de caras.

d) Sacamos al azar una bola de una bolsa que contiene dos bolas rojas, una verde y
dos azules.

e) Lanzamos una moneda tantas veces como sea necesario hasta obtener por primera
vez cara.

Se llama unién de dos sucesos Ay B, y se representa por A U B, al suceso que
ocurre cuando ocurre A, ocurre B 0 ambos. Se llama interseccion de dos sucesos A
y B,y se representa por A N B, al suceso que ocurre cuando ocurren A y B simulta-
neamente.

Por ejemplo, en el experimento de extraer una carta de una baraja espafiola, si
llamamos A al suceso que consiste en extraer una carta de oros y B al suceso que
consiste en elegir un as, entonces, A U B se verifica si la carta elegida es un oro,
0 un as, o ambas cosas, es decir, el as de oros. Por otra parte, A N B se verificara
unicamente cuando la carta sea el as de oros.

Llamaremos suceso contrario de A, y lo representaremos mediante A, al que
ocurre cuando no ocurre A.

Se puede comprobar que se dan las siguientes propiedades con respecto de las
operaciones entre sucesos que acabamos de definir:

= AU A = E, ya que siempre ocurre o bien A o bien el contrario A, por tanto es el
sSuceso seguro.

AN A=(,vyaque Ay su contrario 4, nunca pueden ocurrir simultaneamente.

A= A, el contrario del contrario de A es el propio A.

E = (), es decir, el contrario del suceso seguro es el suceso imposible, y por lo
tanto, ) = E.

m ANE=A4; AU = A.

AUB=ANEB : :
m ¢ __ _ . Estas dos propiedades, que se denominan Leyes de De
ANB=AUB
Morgan, nos dicen que el contrario de una union es la interseccion de contrarios,
y el contrario de una interseccion es la unién de contrarios.

Se dice que dos sucesos A y B son sucesos incompatibles si su interseccion es

el suceso imposible, es decir, AN B = (. Por ejemplo, la segunda propiedad de la lista
anterior indica que un suceso y su contrario siempre son incompatibles.
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1.2. Frecuencia y probabilidad

Tiramos un dado de seis caras n veces y anotamos los resultados obtenidos, si
llamamos A al suceso “salir 2", el nimero de veces de las n que se obtiene el nimero
2 se llama frecuencia absoluta del suceso A, lo vamos a denominar n 4. El cociente
entre el numero de veces que se obtiene el 2 y el y el numero de veces que se tira el
dado, se llama frecuencia relativa del suceso 4, que representaremos por f.(A), es
decir,

fo(a) = 22
s
Necesariamente f,.(A) es un numero comprendido entre Oy 1 (pudiendo ser0O o 1,) ya
que ny < n.

¢, Qué ocurrira con el numero f,(A), cuando el nimero de veces que tiramos el
dado sea muy grande? Suponiendo que el dado esta bien equilibrado, es razonable
pensar que el nimero de veces que se obtiene 2 sera el mismo que el nimero de
veces que se obtiene 1, igual que el nimero de veces que se obtiene 3, etc. Por tanto,
el numero de veces que se obtiene 2, tendera a ser una sexta parte del numero de
veces que se tira el dado. En otras palabras, el limite de la frecuencia relativa, cuando

. e i |
n tiende a infinito sera 5’

lim f,.(A)= 1

n—oc 6
Este hecho no se puede demostrar, sino que es un hecho empirico, experimental,
siempre que se comprueba ocurre. De la misma manera que si tiramos una moneda
equilibrada un gran nimero de veces, esperamos que mas o menos la mitad de las
veces se obtenga cara, y la otra mitad se obtenga cruz.

Este limite ideal de la frecuencia relativa de un suceso cuando el numero de veces

gue se repite el experimento tiende a infinito es lo que podriamos llamar probabilidad,
porgue mide la mayor o menor disposicion de un suceso a verificarse.

2. Si repetimos un experimento aleatorio n veces, ¢cual es la frecuencia relativa del
suceso seguro E'y la del suceso imposible ()?

Basandonos en las caracteristicas de las frecuencias relativas, podemos definir la
probabilidad como cualquier funcién P que hace corresponder un nimero real a cada
suceso y que verifique las siguientes propiedades:

s P(A) > 0, para cualquier suceso A.
m P(FE) = 1, es decir, la probablidad del suceso seguro es 1.

= Si Ay B son dos sucesos incompatibles, entonces
P(AUB) = P(A) + P(B).
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A estas propiedades se les llama axiomas de la probabifidad y a partir de ellas se
pueden deducir las siguientes propiedades, que también verifica la probabilidad:

- P(A) = 1—-P(A), que nos permite calcular la probabilidad de un suceso conocida
la de su contrario.

- P(0) = 0, es decir, la probabilidad del suceso imposible es 0.

- Si Ay B son sucesos cualesquiera, compatibles, entonces
P(AUB)=P(A)+ P(B) - P(An B).

Por lo general trabajaremos con experimentos aleatorios cuyos espacios muestra-
les estaran compuestos por sucesos simples igualmente probables. Para estos casos,
el problema practico del calculo de probabilidades es bastante sencillo.

Por ejemplo, en el caso del dado, el espacio muestral £ = {1,2,3,4,5,6}, esta
compuesto por seis sucesos elementales, todos ellos con las mismas posibilidades de
ocurrir, es decir, hay la misma probabilidad de que salga 1, que de que salga 2, que
de que salga 3, etc. Como P(E) =1,y

E={1}u{2}u{3}lu{4}u{5}u{6};
entonces,
1= P(E) = P({1}) + P({2}) + P({3}) + P({4}) + P({5}) + P({6});

porgue los sucesos son incompatibles dos a dos (no pueden darse dos de ellos simul-

: . ” 1
taneamente.) Por tanto, necesariamente la probabilidad de cada uno es 5’ para que la

suma anterior sea 1.
Si queremos calcular la probabilidad de que el resultado de tirar el dado sea par,

! ! | 3 1
P(par) = P({2}) + P({4}) + P{6}) = c + o+ s == = 3.

Lo que hemos hecho al final es dividir el numero de casos favorables a que salga
par, 3, entre el nimero de casos posibles, que eran 6. A esta regla, que permite cal-
cular probabilidades facilmente, se le llama regla de Laplace, y se puede generalizar
de la forma siguiente:

Si E es un espacio muestral compuesto por sucesos simples igualmente probables,
entonces, para cualquier suceso A,

numero de casos favorables a A
numero de casos posibles

P(A) =

Veamos algunos ejemplos de aplicacién de la regla de Laplace:
- Tiramos una moneda, ¢cudl es la probablidad de obtener cara?

; 1
Hay dos casos posibles: cara y cruz; y uno favorable, entonces P(cara) = 3"

- Sacamos una carta de una baraja espafiola, ¢ cudl es la probabilidad de sacar un

rey?
1

Hay 40 casos posibles, de los cuales 4 son reyes, entonces P(rey) = o= 10

- Tiramos dos monedas, ¢cual es la probabilidad de obtener una cara y una cruz?
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Si llamamos cara = ¢ y cruz = +, hay cuatro casos con las mismas posibilidades:
{ce, e+, +¢,++}; de los cuales, dos son favorables, que son, ¢+ y +c. Por lo tanto,

= | b
| —

P(caraycruz) =

3. Tiramos dos dados numerados del 1 al 6, y sumamos las puntuaciones obtenidas.
Calcular la probabilidad de que la suma sea 10.

4. De una baraja espanola extraemos dos cartas consecutivamente y sin devolucion,
en otras palabras, sacamos la primera y, sin devolverla a |la baraja, sacamos la segun-
da. Calcular la probabilidad de que las dos cartas extraidas sean reyes.

1.3. Probabilidad condicionada

Pensemos en el ejemplo de la actividad anterior. Tenemos una baraja espafiola
de la que extraemos dos cartas consecutivamente, sin reemplazamiento. Vamos a
plantear la experiencia ahora desde otro punto de vista. Sacamos la primera carta y
resulta ser un rey, ¢ cual es la probabilidad de que la segunda sea también un rey?

Como la primera ha sido un rey y no la hemos devuelto, antes de la segunda
extraccion hay 39 cartas, de las cuales 3 son reyes. Por lo tanto, la probabilidad de

3
que la segunda sea un rey es 39"

Supongamos que la primera carta no ha sido un rey, ¢cual es la probabilidad de
que la segunda lo sea?

Si la primera no ha sido un rey, antes de la segunda extraccién hay 39 cartas, entre
- 4
las cuales se encuentran los 4 reyes. Por tanto, la probabilidad ahora es =

Lo que hemos hecho en ambos casos es calcular una probabilidad condiciona-
da, es decir, hemos calculado la probabilidad de un suceso, condicionado a que otro
suceso ha ocurrido. De manera mas precisa, dados dos sucesos Ay B, la probabilidad
de B condicionada a A, que vamos a denotar B/A es

P(AN B)

P (B/A) = =

siempre que P(A) # 0.
De la formula anterior, si despejamos la probabilidad de la insterseccion, tenemos
P(ANB)=P(A).P(B/A)

Esta férmula resulta muy util para calcular la probabilidad de un suceso compuesto
por dos sucesos consecutivos. Por ejemplo, el problema de calcular la probabilidad de
que dos cartas extraidas de la baraja espafiola sin reemplazamiento sean reyes, se
puede replantear de la siguiente forma:
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Sea R; el suceso salir rey en la primera extraccion y Rs el suceso salir rey en la
segunda extraccion. Queremos calcular la probabilidad de que salga rey en la primera
y en la segunda extraccion, es decir,

P(Ry N Rz) = P(R1).P(R2/Ra)

Esta formula nos dice que la probabilidad de sacar rey en la primera y en la segun-
da extraccion es igual a la probabilidad de que salga rey en la primera, multiplicada
por la probabilidad de que salga rey en la segunda, sabiendo que la primera ha sido

un rey. Entonces,
4 3 1

P(R1NR2) = 35 35 = T30°

Si bien para ciertos sucesos el hecho de saber que ha ocurrido previamente algun
otro puede ser importante, en otros casos esta informacion es irrelevante. Por ejemplo,
en el caso anterior, supongamos que las dos cartas se extraen con reemplazamien-
to, esto es, después de sacada y anotada la primera carta se devuelve al mazo. Es
decir, ahora al sacar la segunda carta hay 40 en la baraja, incluidos los 4 reyes. El
hecho de saber que la primera carta ha sido rey o as no condiciona en modo alguno
el resultado de la segunda extraccion. Cuando tenemos dos sucesos para los que la
verificacion de uno no condiciona la del otro, decimos que los dos sucesos son inde-
pendientes. En términos de probabilidad condicionada, se dice que A y B son dos
sucesos independientes si

P(B/A) = P(B) o bien P(A/B) = P(A)
Como consecuencia, si dos sucesos son independientes, entonces
P(ANnB)=P(A)-P(B)

La misma férmula se puede aplicar cuando en lugar de dos son mas los sucesos
independientes dos a dos. Por ejemplo, tiramos una moneda 10 veces, jcual es la
probabilidad de que salgan 10 caras?

El resultado de cada lanzamiento es independiente de los demas. Por tanto, la
probabilidad de que salgan 10 caras sera el producto de las probabilidades de obtener
cara en cada lanzamiento, es decir,

10
P(10 caras) = P(caraenla 1*)-P(caraenla2®)... P(cara en la 10%) = (1) = L

5. Tiramos un dado numerado del 1 al 6 tres veces. Calcular la probabilidad de obte-
ner, al menos, un 3.
(Sugerencia: calcular primero la probabilidad del suceso contrario).
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Recuerda

2. Variables aleatorias

Tiramos dos monedas y contamos el numero de caras, este niumero puede ser
0, 1 0 2. Hemos repetido la experiencia 5000 veces (en realidad, hemos simulado la
experiencia con un ordenador) y en la tabla siguiente hemos anotado la cantidad de
veces que ha salido cada uno de los resultados, es decir, la frecuencia absoluta de

cada suceso:

nimerodecaras | 0 1 2
frec. absoluta | 1222 2509 1269

Como la experiencia se ha repetido 5000 veces, dividiendo las frecuencias abso-
lutas por este nimero, obtenemos las frecuencias relativas, y la nueva tabla es
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nimerode caras | 0 1 2
frec. relativa | 0’2444 0/5018 02538

Este es un ejemplo de distribucion de frecuencias (relativas en este caso.) Ob-
sérvese que la suma de las frecuencias relativas es 1, que es la frecuencia relativa del
suceso seguro,

Fr(0) + (1) + Fr(2) = 02444 + 0’5018 - /2538 = 1

Segun vimos en la seccion anterior, si aumentamos indefinidamente el nimero de
veces que repetimos el experimento, las frecuencias relativas acabaran tendiendo a
la probabilidad de cada uno de los sucesos. Dado que el espacio muestral que se
obtiene al tirar dos monedas es

E = {cc,c+, +c,++},
las probabilidades de los diferentes numeros de caras son:
P(0) =025 P(1)=10'5 P(2) = 025

Tenemos ahora, una distribucion de probabilidad, que es el limite de la distribu-
cién de frecuencias relativas cuando el numero de veces que se repite la experiencia
tiende a infinito.

nimero de caras | 0 1 2
probabilidad | 025 0’5 0'25

También la suma de todas las probabilidades es 1.

Tanto la distribucién de frecuencias, como la distribuciéon de probabilidad estan
asociadas a una variable aleatoria, que en este caso es X = numero de caras. En
general, una variable aleatoria es una ley o funcién que toma valores asociados a un
cierto experimento aleatorio.

El ejemplo anterior, la variable X = numero de caras, es un ejemplo de variable
aleatoria discreta. Se llama asi a las variables aleatorias que sélo pueden tomar un
cierto numero de valores, bien finito, X = 0.1.2, como el ejemplo anterior, o si el
numero es infinito, de manera que entre cada dos no haya posibilidad de encontrar un
tercero, por ejemplo, si los valores de la variable son X =0, 1, 2,3, ... No obstante, los
ejemplos de variables aleatorias discretas que estudiaremos seran siempre del primer
tipo, es decir, con un numero de valores posibles finito.

Cuando la variable puede tomar todos los valores de un cierto intervalo de nume-
ros reales, entonces se dice que es una variable aleatoria continua. Por ejemplo, si
elegimos una judia verde al azar y medimos su longitud en centimetros, la variable
X = longitud en cm, es una variable aleatoria continua.
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6. De las siguientes variables aleatorias, indicar cual es discreta y cual es continua:
a) El numero de llamadas telefonicas que recibe una determinada centralita entre las
9y las 10 horas de un dia elegido al azar.

b) Tiramos dos dados y sumamos sus puntuaciones.

c) La hora a la que llega el autobus a una parada, de la que sabemos que esta com-
prendida entre las 5 y las 5 y media de la tarde.

d) El peso de una persona elegida al azar.

e) La cuantia del primer premio de un sorteo de loteria primitiva en euros.

f) El nimero de coches de una familia escogida al azar.

- S RS S RS D BN R OSSO WS B e

Recuerda

3. Variables aleatorias discretas:
la distribucion Binomial

Ya hemos visto lo que es una variable aleatoria discreta. En esta seccion vamos
a estudiar sus caracteristicas principales y el ejemplo méas importante de variable dis-
creta, la distribucion Binomial.

3.1. Caracteristicas de una variable aleatoria
discreta

Volvamos al ejemplo del lanzamiento de dos monedas. Si consideramos la varia-
ble aleatoria X = numero de caras, esta variable aleatoria discreta podia tomar los
valores X = 0,1, 2. La funcién que asigna a cada valor de la variable su probabilidad
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correspondiente se llama funcion de probabilidad. En este caso, como hemos visto
antes,

PlX=0=02  PX=1)=0% PX=2 =02

Si denotamos por x; los valores que puede tomar la variable, y p; las probablidades
respectivas de cada uno de los valores, es decir, P(X = z;) = p;; la funcién de
probabilidad se puede representar en la tabla siguiente:

Para que una funcién de probablidad de una variable aleatoria discreta esté bien
definida es preciso que la suma de todas las probablidades sea 1, es decir,

Z'Pz’ =1

Al igual que las variables estadisticas, las variables aleatorias también tienen aso-
ciados ciertos parametros que permiten describirlas. Los vamos a estudiar a continua-
cién.

Se llama media, esperanza matematica o valor esperado de una variable aleatoria
discreta X al niumero

= Z Tq.Pg

Es decir, la suma de los productos de los valores de la variable x; por sus probabilida-
des correspondientes p;. En nuestro ejemplo,

p= zip;=0-025+1-05+2-025=1.

Este valor es el andlogo a la media 7 de una variable estadistica unidimensional. Es el
valor que esperamos obtener como promedio si el experimento aleatorio se repite un
numero de veces muy alto.

Se llama varianza de una variable aleatoria discreta X al numero

o = Z(mi — p)%pi

La varianza de una variable aleatoria es analoga a la varianza de una variable esta-
distica. También se puede simplificar su calculo mediante la férmula

o? =% at.p,—pt
En nuestro ejemplo,
o?=> alp—pt=0%.025+1%.05+22.0'25 - 1> = 0'5.

Por ultimo, se llama desviacion tipica de una variable aleatoria discreta X a la
raiz cuadrada de su varianza, es decir,

o= \/me.pi—,u,z
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Que en nuestro ejemplo es o = /0’5 = 0'707.

7. Consideramos la siguiente tabla, que es la funcién de probabilidad de una variable
aleatoria discreta:

wo[ NSO S
p |02 003 p

a) Calcular el valor de p para que la funcion de probabilidad esté bien definida.
b) Calcular su media, varianza y desviacion tipica.

3.2. Distribucion Binomial

Tenemos un experimento aleatorio que sélo produce dos posibilidades que vamos
a llamar éxito y fracaso. La probabilidad de éxito es p y la de fracasoes 1 —p = ¢. Re-
petimos la experiencia n veces, cada vez que se repite el resultado es independiente
del anterior. Si llamamos X = numero de éxitos de los n, entonces se dice que X es
una variable aleatoria que sigue una distribucién Binomial, lo que indicaremos de
la forma X ~ B(n,p), donde n es el numero de veces que se repite la experiencia
y p es la probabilidad de obtener éxito cada vez que se repite. Es evidente que la
Binomial es una variable aleatoria discreta, ya que los valores que puede tomar son
N =01, 2.8, 0 oy T

Quiza la situacién mas sencilla en la que aparece la Binomial sea en el lanza-
miento de una moneda. Por ejemplo, lanzamos una moneda n = 4 veces. Cada vez

. - il .
que la lanzamos puede salir cara con probabilidad p = 37 0 cruz con probablidad
g=1—p= 7" Si consideramos éxito al hecho de salir cara, la variable aleatoria

X = ndmero de caras sigue una binomial B(4, 3).

Vamos a calcular su funcion de probabilidad:

1 4
m P(X =0)=P(4cruces) = P(++++) = (5) ; ya que las cuatro pruebas son

independientes.

m P(X =1) = P(1caray4cruces) = P(c+ ++) + P(+c+ +) + P(+ + c+) +
P(+ + +c¢)

4
1 .
=4 - (5) ;donde ¢+ ++; +c++; ++c+ + + +c son los diferentes
ordenes en que pueden aparecer la cara y las cruces.

m P(X =2)= P(2carasy 2 cruces)
= P(ec++) + P(+c+¢) + P(c + ¢+) + P(+ + ce) + P(c+ +¢) + P(+cc+)
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4
i ” ; : :
=1 5 ; también aqui hemos considerado las diferentes formas de ordenar

las dos caras y las dos cruces, que son seis en total.

15"
»= P(X=3)=P(3carasy1cruz) = P(1caray 3cruces) =4- (5) .

s P(X = 4) — P(4 caras) — P(4 cruces) — (%)4

Por una parte, se puede comprobar que la suma de estas probabilidades es 1, con
lo que la funcion de probabilidad esta bien definida; y por otra, los factores por los que

aparece multiplicado (1)* en cada caso son
1,4,6,4,1

gue es la cuarta fila del tridngulo de Tartaglia, ya estudiado en el curso anterior.
Recordemos que el triangulo de Tartaglia es el siguiente, en el que cada numero
se obtiene mediante la suma de los dos que estan inmediatamente sobre él.

1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Por otra parte, también se ha estudiado que los elementos de cualquier fila enési-
ma de este triangulo se pueden calcular mediante los numeros combinatorios

T ) T . n . T
0/'\1/)'\2)""""\n
donde cada numero combinatorio se calcula
n\ n!
r)]  rli(n—r)
(n! es n factorial. Por ejemplo, 5! =5-4-3-2-1 = 120.)

En general, se puede comprobar que la funcién de probabilidad de la Binomial
B(n.p) viene dada por

PO =k) = () b am
que es la probabilidad de que se produzcan k éxitos, con k =0,1,2,...,n.

La dificultad a la hora de resolver un problema asociado a la Binomial no esta en
la utilizacién de la férmula, sino en la identificaciéon de la Binomial adecuada. Veamos
un par de ejemplos:
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- En un examen de tipo test hay 10 preguntas de respuesta alternativa. Cada una
de ellas tiene 4 posibles opciones, de las cuales hay que elegir una. Si se responde al
azar, ¢;cual es la probabilidad de responder correctamente a dos de ellas?

Cada vez que respondemos a una pregunta del examen, podemos acertar con
probabilidad p = % o fallar con probabilidad ¢ = 1 — p = g Si consideramos la varia-
ble aleatoria X = numero de respuestas correctas, la variable X sigue una Binomial
B(10, 3).

Entonces, queremos calcular la probabilidad P(X = 2), aplicando la férmula ante-

rior
PlXx=2= (120> : G)o . G)S =['3818.

- En una biblioteca el 10 % de los libros son de matematicas. Elegimos 5 libros al
azar. ¢ Cual es la probabilidad de que hayamos cogido mas de 3 libros de matemati-
cas?

Cada vez que escogemos un libro tenemos una probabilidad p = 0"10 de elegir uno
de matematicas, y una probabilidad ¢ = 1 — p = 0’90 de elegir un libro que no sea de
matematicas. Si consideramos la variable aleatoria
X = numero de libros de matemadticas elegidos, la variable X sigue una binomial B(5,0'1).

Queremos calcular la probabilidad de que haya mas de 3 de matematicas, es decir,
P(X > 3) = P(X =4)+ P(X = 5). Por tanto, hay que utilizar la férmula de la funcion
de probabilidad de la Binomial dos veces,

P(X >3)=P(X =4) + P(X =5)

= 000045 + 0’00001 = 0'00046.

Como cabia esperar, una probabilidad muy baja. Pues ya era muy dificil, con sélo un
10 %, elegir un solo libro de matematicas.

La deduccion de las formulas para el célculo de la media, varianza y desviacion
tipica de una binomial no es dificil pero si bastante laboriososa, por lo que no la vamos
a describir aqui. Diremos simplemente cuales son las férmulas:

Si X ~ B(n,p), su media es

pL=mn-p
Su varianza es

c:=n. P q
Y su desviacion tipica

o= pq
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8. Tiramos cinco veces un dado numerado del 1 al 6:

a) Calcular la probabilidad de obtener sélo un 6.

b) Calcular la probabilidad de obtener al menos un 6.

c¢) Calcular la probabilidad de que salga 6 en los cinco lanzamientos.

9. Un examen de tipo test consta de 20 preguntas, cada una de ellas con 4 opciones,
de las cuales sélo una es la correcta. Un estudiante que no se ha preparado el examen
responde al azar. jCuantas respuestas cabe esperar que acertara?

4. Variables aleatorias continuas:
la distribucion Normal

Una variable aleatoria continua es una variable que toma sus valores entre cual-
quiera de los contenidos en un intervalo de numeros reales. Mientras que la probabili-
dad en una variable discreta viene determinada por su funcién de probabilidad, en las
variables continuas la probabilidad viene determinada por la llamada funcién de densi-
dad, que estudiaremos a continuacion. La mas importante de las variables aleatorias
continuas es la distribucion Normal, que también estudiaremos aqui.

4.1. Funcion de distribucidon de una variable
aleatoria continua

Supongamos que tenemos un grupo muy numeroso de alumnos que han conocido
la nota final de una determinada asignatura. Supongamos también que esta nota se ha
determinado teniendo en consideracion muchos factores, y no unicamente un examen,
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por ejemplo, la entrega de trabajos, la participacion en clase, la realizacion de varios
controles, etc. Todo ello hara que, si la calificacion estd comprendida entre 0 y 10
como suele ser habitual, la nota final de un alumno concreto pueda ser casi cualquier
numero real del intervalo [0, 10]. Si elegimos un alumno al azar y consideramos su
nota, la variable aleatoria X = nota final es un ejemplo de variable aleatoria continua.
Los posibles valores que puede tomar la variable X son todos los nimeros reales del
intervalo [0, 10] (al menos, tedricamente.)

Ahora bien, ¢como son las probabilidades asociadas a esta variable? En primer
lugar, dadas las posibilidades, no parece que tenga mucho sentido preguntarse por la
probabilidad de que un alumno elegido al azar haya obtenido, por ejemplo, un 4’589
de nota final. Tendra sentido més bien, preguntarse por un determinado rango de po-
sibilidades, es decir, tendra sentido preguntarse por la probabilidad de que un alumno
haya obtenido una nota superior a 5, o entre 2 y 8, o menor que 8, etc. Esto es una
caracteristica de las variables aleatorias continuas, las probabilidades puntuales son
nulas, es decir, P(X = 4’589) = 0, y lo mismo para cualquier otro valor.

Por todo lo anterior, en las variables aleatorias continuas, estaremos mas intere-
sados en como esta distribuida la probabilidad a lo largo del intervalo en el que toma
valores, que en las probabilidades de valores concretos, que son todas nulas. Esta dis-
tribucion de la probabilidad viene determinada por lo que se denomina precisamente
funcion de distribucion, que se define:

F(z) = P(X < x)

En otras palabras, F(x) es la probabilidad de que la variable X tome un valor inferior
oigual a z.

Para entender mejor el significado de la funcion de distribucion, vamos a intentar
imaginar como es la funcion de distribucion de la variable aleatoria del ejemplo de la
nota final del examen.

En primer lugar, hay unos valores evidentes,

F(10) = P(X <10) =1

ya que, con toda seguridad la nota de cualquier alumno sera menor o igual que 10. Y
lo mismo ocurrira para valores mayores que 10, es decir, también la probabilidad de
que alguien saque una nota inferior a 11 sera 1.

F(0)=P(X <0)=0

ya que, nadie sacara una nota inferior a 0, y tedricamente nadie obtendra 0, por lo
gue comentamos antes de las probabilidades puntuales (aunque lamentablemente
sabemos que algunas veces ocurre.) Lo que si ocurre, con toda seguridad, es que
F(—-1)= P(X < —1) =0, y lo mismo para cualquier otro valor negativo.

Ya sabemos entonces que la funcién F'(z) vale 0 en z = 0 y vale 1 en z = 10. Solo
falta ver qué ocurre entre 0 y 10.

Aunque no tengamos datos de la probabilidad de obtener una calificacion menor o
igual que 3, por ejemplo, seguro que es mas probable obtener una nota menor o igual
gue 4, y esto a su vez menos probable que obtener una nota menor o igual que 5, etc.
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En otras palabras, a medida que aumentemos las posibilidades de nota, aumentara la
probabilidad. Esto hace que la funcion de distribucion verifique

F(1) < F(2) < F(38) < F(4) < etc,,

y lo mismo para cualquier otro valor. Y, como bien sabemos, esto significa que la fun-
cion de distribucion es creciente. Concluyendo, la funcién de distribucion es creciente
y crece desde el O al 10. Entonces, una posible gréafica seria la de la figura 12.1.

El hecho de que la funcion sea conti-

nua se deduce precisamente del hecho Y
de que la variable aleatoria también sea
continua. Si no lo fuese, la variable po-
dria no tomar todos los valores del inter- 1+

valo [0, 10]. (Aunque no lo hemos estudia- /_
do, por su escaso interés en este curso, . F i
las variables aleatorias discretas también 0 10 X
tienen una funcidn de distribucién, que se

define exactamente de la misma forma,

pero en aquel caso la funcion de distribu- Figura 12.1: Grafica de F(z)
cion no es continua).

Salvo lo del intervalo [0, 10], que puede ser cualquier otro, todo lo anterior se puede
aplicar a cualquier funcion de distribucion de cualquier variable aleatoria continua:

La funcion de distribucion F(x) asociada a una variable aleatoria continua X es
una funcion continua, creciente, no nula (ya que es una probabilidad) y su grafica
crece desde O a 1.

10. Sea X una variable aleatoria continua, cuya funcion de distribucion es

0 siz<0
il ) =@ Siil)ic el
1 vsiie =i

Dibujar la grafica y calcular las siguientes probabilidades, bien con la féormula de la
funcién, bien con la grafica:
a) P(X <3), b)P(X > 1) (utilizar el contrario)  c) P(X =

W=

I

4.2. Funcion de densidad de una variable
aleatoria continua

En las variables aleatorias discretas utilizabamos la funcion de probabilidad para
calcular las probabilidades asociadas a la variable. Para las variables aleatorias conti-
nuas disponemos de la funcion de distribucion, aunque utilizaremos mas a menudo el
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equivalente a la funcién de probabilidad de las discretas, que aqui se llama funcion
de densidad de probabilidad.

La funcion de densidad de una variable aleatoria continua X no es mas que la
derivada de su funcion de distribucion, la denotaremos por f(x). Entonces,

f(z) = F'(x)

Veamos las caracteristicas y propiedades de esta nueva funcion:

- Dado que la funcion de distribucion F(x) es creciente, f(x) > 0, ya que la deriva-
da de una funciodn creciente siempre es mayor o igual que 0. Esto hace que su grafica
siempre se encuentre por encima del eje de abscisas.

- Se puede demostrar que las probabilidades asociadas a la variable X son las
areas por debajo de la grafica de f(x), de hecho se verifica que la probabilidad
P(a < X < b) es el area que hay entre el eje 0X vy la grafica de f(z) en el inter-
valo [a, b] (ver figura 12.2). Lo expresaremos de la forma siguiente:

Pla< X <b)= Area(f(“”)& [a, b])

(Con los conocimientos de este curso no podemos justificar esta propiedad, que
es la mas importante, se deriva de un importante teorema del Calculo Integral, que
sera estudiado en el préximo curso, de hecho, el area que hemos mencionado antes
se calcula mediante una integral).

Figura 12.2: Funciéon de densidad f(z)

- Admitiendo la propiedad anterior, se puede deducir otra caracteristica de la fun-
cion de densidad. Si la probabilidad es el area que hay por debajo de la curva, nece-
sariamente

el area total por debajo de la funcién de densidad siempre es 1.

Por otra parte, como las probabilidades puntuales son nulas, es decir,
P(X = b) = 0, a la hora de calcular la probabilidad P(a < X < b) es indiferente
que las desigualdades sean estrictas o no, es decir,

Plac X <bj=Pla< X <bh)=Pla<X<h=Pla<X <h

Lo unico que importa es el area que hay por debajo de la gréafica, no si los extremos
estan o no incluidos.
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Todas las ideas anteriores son ciertamente complicadas de entender en una pri-
mera lectura. Sin embargo, las vamos a revisar en un caso practico, que es el objeto
de esta seccion. Se trata del estudio del ejemplo mas importante de variable aleatoria
continua: la distribucion Normal.

4 .3. Distribucion Normal

La distribucion Normal es una variable aleatoria continua que aparece asociada
a multitud de fenomenos. En un tiempo se pensé que practicamente todos los feno-
menos estadisticos se podian ajustar a esta distribucién, de ahi el nombre que se le
puso, “‘normal”, de hecho, si un fendmeno no la verificaba, se decia que era un fe-
némeno “anormal”. Hoy en dia sabemos que, sobre todo aquellas variables en las
que intervienen multitud de factores independientes, siguen una variable, si no nor-
mal, muy parecida. Entre los ejemplos que se pueden citar se encuentran: casi todas
las caracteristicas naturales de los seres vivos, como su longitud o su peso; multitud
de fendmenos sociales y econdmicos como la tasa de natalidad, la distribucion de la
renta; etc. Todos son casos en los que intervienen multitud de factores independien-
tes entre si. Por ejemplo, en la estatura de una persona influyen factores genéticos,
habitos alimenticios, etc.

Vamos a describir su funcion de densidad y veremos como se pueden calcular
probabilidades relacionadas con ella.

Se dice que X es una variable aleatoria continua que sigue una distribucion Normal
de media p y desviacion tipica o, lo que denotaremos X ~ N(u, o), si su funcion de

densidad es
1 _@w?
f(z) = e 202
ayV 2T
En primer lugar, hay que sehalar que no es preciso en absoluto aprender la formula
que acabamos de ver. Lo importante es conocer su gréafica, que vamos a describir
ahora. En la figura 12.3 hemos representado la grafica de la funcién f(z) para valores

dados de 1y o.

.
-

T TR T X

Figura 12.3: Funcioén de densidad de la normal N(u, o)

- La funcién cumple f(x) > 0, es decir, su grafica siempre se encuentra por encima
del eje 0.X.
- Tiene forma de campana, de hecho se le suele llamar campana de Gauss.
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- Tiene un maximo absoluto en el punto = = .

- Tiene dos puntos de inflexion que se encuentranenz =y —ayr =i+ 0.

- La grafica es simétrica con respecto de la recta vertical que pasa por su maximo.
- El eje X es asintota horizontal de f(x).

- El area por debajo de su grafica es 1.

Segun dijimos en el apartado anterior, para calcular probabilidades asociadas a
una Normal, seria preciso calcular areas sobre los intervalos correspondientes por de-
bajo de la grafica anterior. Sin embargo, esto no es sencillo, entre otras cosas porque
la integral de la funcion de densidad de la Normal, que es la herramienta con la que
habria que calcular el area, no se puede calcular de manera exacta. Lo unico que se
puede hacer es aproximarla numéricamente. Sin embargo, se puede comprobar que
si X ~ N(u,0), entonces la variable

es una Normal N (0, 1), es decir, una Normal de media ;« = 0 y desviacion tipica o = 1.
A'la Normal N(0,1) se le llama normal estandar y para este caso particular los valores
de las dareas, es decir, los valores de su funcion de distribucion estan tabulados, por lo
que no es preciso calcularlos cada vez. El proceso mediante el cual pasamos de una
Normal X ~ N(u,o) a una Normal estandar Z ~ N(0, 1) se llama tipificacion de la
variable.

Resumiendo, para calcular probabilidades de una variable X ~ N(u, o), primero
hay que tipificar la variable, y después hay que utilizar la tabla de la Normal estandar
para determinar los valores de la probabilidad. Veamos como se hacen las dos cosas.

Tipificacion de la variable

Sea X ~ N(3,2) y supongamos que queremos calcular P(X < 4), entonces, en
la expresion X < 4 restamos la media y dividimos por la desviacion tipica en ambos
lados de la desigualdad:

P(X < 4) =P(LQ_‘5 & ?) = P(Z < 0'5)
donde Z ~ N(0,1) que al ser la Normal estandar se podra calcular mediante los
valores de la tabla como veremos después.
Si la probabilidad a calcular fuese de la forma P(—2 < X < 3), por ejemplo, ten-
driamos que restar la media y dividir por la desviacion tipica en los tres miembros de
la desigualdad, de la forma siguiente:

=P(-2'5<Z<0)

9 _ = -
P(2<X<3):P( IS b L 3)

4
2<2 2

donde, nuevamente, Z ~ N (0, 1).
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Uso de la tabla de la Normal estandar N (0. 1)

Supongamos entonces que la variable ya esta tipificada y tenemos que calcular

una probabilidad que esta en términos de Z, con Z ~

N(0,1). La tabla de la normal

estandar, que se ha incluido en el apartado siguiente tiene tabulados con cuatro de-
cimales los valores de las probabilidades (o areas, segun la grafica que se adjunta
con la tabla) correspondientes a P(Z < k) para valores de k comprendidos entre O y
3'89. Para valores de & mayores que 3'89, la probabilidad es practicamente 1, por lo
que no es preciso que estén en la tabla. Vamos a ir viendo con ejemplos las diferentes

posibilidades:

P(Z < 2'65)

El area que queremos calcular es el que se ha colo-
reado en la figura 12.4. Este area se puede encontrar
directamente en la tabla, para ello hay que buscar el
namero en el que coinciden la fila 2'6 y la columna
0’05, que es 0'9960. Por tanto, P(Z < 2/65) = 0'9960.

P(Z < —-2'65)

El area que queremos calcular es el que se ha colo-
reado en la figura 12.5. La tabla s6lo nos ofrece va-
lores del area a la derecha de Z = 0. Sin embargo,
como la grafica de la funcion de densidad es simé-
trica, el area desde —oc hasta -2'65 es igual que el
area desde 2’65 hasta +oo, y esta ultima la podemos
calcular mediante el contrario:

P(Z < -2'65) = P(Z > 2'65) = 1 — P(Z < 2'65) =
1 — 09960 = 00004.

Figura 12.4: P(Z < 2'65)

\

Figura 12.5: P(Z < —2'65)

(Recordemos que a la hora de calcular el area es indiferente que las desigualdades

sean o no estrictas).

P(2'21 < Z < 3'34)

El area que queremos calcular ahora es el que se ha
coloreado en la figura 12.6, comprendido entre 2’21 y
3'34. Para calcular este area basta con restar al area
hasta 3’34, el area hasta 2'21. Es decir,

PR3 « ZLI3M)=PlZ « ¥34) — P(Z < 22])=
0'9996 — /9864 = 0'0132.
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P(—8'34 < Z < —2'21)

El area que queremos calcular ahora es el que se
ha coloreado en la figura 12.7, y debido a la sime-
tria de la funcion de densidad, este area es exac-
tamente igual a la de la figura 12.6, que ya hemos

calculado antes. Por tanto, D X
P(-334 < Z < -221)=P(221 < Z < 334) =
0'0132.

Figura 12.7: P(-334 < Z <
—2'21)

Para acabar, veamos el caso en el que el area a calcular sea la comprendida entre un
numero negativo y uno positivo.

P(—2'01 < Z < 3'14)

El area que queremos calcular ahora es el que se
ha coloreado en la figura 12.8. Procedemos como
en los casos anteriores,

P(—201 < Z < 314) = P(Z < 314) - P(Z <
—2/01)

= PLE <84 — FLE » 2 =

= P(Z < 3'14) - (1 = P(Z < 2'01)) = 0/9970.

Figura 12.8: P(-2'01 < Z < 3'14)

11. La estatura de un grupo de personas sigue una normal N(1'72,0'3) medida en
metros. Elegimos una persona al azar del grupo. Calcular la probabilidad de que:

a) su estatura sea mayor que 1'80.

b) su estatura esté comprendida entre 1'70 y 1°'75.

12. Las notas finales de una asignatura en una universidad siguen una normal de
media p = 5’5 y desviacion tipica o = (6.

a) Elegido un estudiante al azar, ¢cual es la probabilidad de que haya aprobado la
asignatura? ;Qué porcentaje de alumnos aproximadamente han aprobado la asigna-
tura?

b) ¢ Cual es la probabilidad de que un estudiante elegido al azar haya sacado una nota

superior a 87
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4.4. Tabla de la normal estandar N(0, 1)

0

001

002

003

004

005

0’06

007

0'08

0’09

00
0'1
02
03
04
05
0%6
07
08
09
10
11
12
1'3
14
15
16
17
18
19
20
2'1
22
23
24
25
2'6
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38

0’5000
0'5398
0’5793
06179
0’6554
0'6915
0'7257
0'7580
07881
0'8159
0'8413
0’8643
0'8849
0’9032
09192
0’9332
09452
0’9554
09641
09713
09772
09821
0’9861
09893
09918
09938
09953
09965
0’9974
0’9981
09987
09990
0’9993
0'9995
09997
09998
09998
09999
0’9999

0°5040
05438
0’5832
06217
0’6591
06950
0’7291
07611
079210
0’8186
0’8438
0’8665
0'8869
09049
09207
09345
09463
09564
09649
09719
09778
0°9826
09864
0'9896
0’9920
0'9940
09955
09966
0'9975
09982
0'9987
0’9991
0'9993
0’9995
09997
09998
09998
09999
09999

05080
0’5478
0’5871
0’6255
0’6628
0’6985
07324
07642
07939
0’8212
0’8461
0'8686
0’8888
0’9066
09222
09357
09474
09573
09656
09726
09783
0'9830
0’9868
09898
09922
09941
0’9956
09967
09976
09982
09987
09991
09994
09995
0’9997
0'9998
0'9999
0’9999
09999

0’5120
0’5517
0’5910
0'6293
0’6664
07019
0'7357
07673
07967
0’8238
0'8485
08708
08907
0’9082
09236
09370
09484
09582
09664
09732
09788
0'9834
09871
0°9901
0'9925
0'9943
09957
0'9968
0'9977
0’9983
09988
09991
09994
0'9996
09997
09998
09999
09999
09999

0’5160
0’5557
0’5948
0’6331
06700
0’7054
0'7389
0’7704
07995
0'8264
08508
08729
08925
09099
09251
09382
0’9495
09591
09671
0'9738
0’9793
09838
09875
09904
09927
09945
09959
09969
09977
09984
09988
09992
09994
0’9996
09997
09998
09999
09999
0’9999

0’5199
0’5596
0’5987
0’6368
0’6736
0’7088
07422
07734
0’8023
0’8289
08531
0’8749
0’8944
09115
0’9265
0’9394
09505
0’9599
09678
09744
09798
09842
0’9878
09906
09929
09946
0’9960
09970
09978
09984
09989
0’9992
0'9994
0’9996
09997
09998
09999
09999
09999

0’5239
0’5636
06026
0'6406
06772
07123
0'7454
0'7764
0’8051
0'8315
0'8554
0'8770
0’8962
0'9131
09279
0'9406
09515
09608
09686
09750
09803
09846
09881
0’9909
0’9931
09948
0'9961
09971
09979
09985
09989
09992
09994
09996
09997
09998
09999
09999
0'9999

0’5279
0’5675
06064
0’6443
0’6808
07157
0'7486
07794
08078
0'8340
08577
08790
0’8980
09147
09292
09418
09525
09616
0'9693
0’9756
0’9808
09850
09884
09911
09932
09949
09962
09972
09979
09985
09989
09992
09995
09996
09997
09998
09999
09999
09999

0’56319
0’5714
0'6103
0'6480
0'6844
07190
07517
0'7823
0’8106
0’8365
08599
0’8810
08997
09162
09306
0’9429
0'9535
0'9625
09699
09761
09812
0'9854
09887
09913
09934
09951
0'9963
09973
09980
09986
09990
0’9993
0’9995
09996
09997
09998
0’9999
09999
09999

0’5359
0’5753
0'6141

06517
0’6879
07224
07549
0’7852
08133
0’8389
0’8621

0’8830
09015
09177
09319
0’9441

0’9545
0'9633
09706
09767
09817
0'9857
0°9890
09916
09936
09952
0’9964
09974
0’9981
0’9986
09990
09993
09995
09997
09998
09998
0'9999
09999
0’9999
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Conjuntos de numeros a los que pertenece cada nimero:
—3 es un numero entero, y por tanto, también racional.
2 es un numero natural, entero y racional.

6 . . 6 -
7 ©s un nimero racional, pero como = 2, también es natural y entero.

-5 ’ ;
7 es racional, pero no entero, ni natural.
3 es natural, entero y racional.

Expresion decimal de los siguientes numeros racionales e indicar el tipo de decimal del que se trata:

Solo tenemos que hacer la division, utilizando una calculadora:

a) % = (’2; es un decimal exacto.

b) —E = 0/428571 428571 .. .; es un decimal periédico puro, el periodo en este caso estda compuesto por
las cifrérs 428571.

c) i = (/384615 384615 ...; también en este caso se trata de un decimal periddico puro, su periodo
esta formado por las cifras 384615.

d) _)—2 = —3/954545454 . .. ; es un numero decimal periédico mixto, el periodo es 45.
65 . e ’
e) é = 1'96969696 . . . ; es un decimal periédico puro, su periodo es 96.

Expresion fraccionaria de los siguientes nuimeros decimales:
a) 3'34. Como es un numero decimal exacto,

334 167

38 =— = —.
100 50

b) 0'003. También en este caso se trata de un decimal exacto, entonces,

3
f L2 e
0003 = Tk
c) 31'21212121.... Ahora tenemos un decimal periédico puro, si lo llamamos N = 31/21212121...,
tenemos que restar 100N — NV, como hemos explicado en el texto:

100N = 3121'21212121...
N = 31°21212121.... .
99N = 3090°00000000. ..

Ahora, despejamos N,
~ 3090 1030

N=e——-=—F——.
99 33

d) 2'5555.... Este también es un decimal periédico puro, en el que el periodo tiene sélo una cifra
decimal, por tanto, aqui la resta es 10N — N,

10N = 25'5555...
N = 2'5b555. .-
9N = 23'0000...
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Entonces,
_2

5

e) 4'3215151515. .. Este es un decimal periédico mixto, con periodo 15. Hay que restar 10000V — 100N
Lo importante siempre, es que la resta sea entre dos numeros con la misma parte decimal, ya que al ser
infinita, es la Unica manera de que se cancele.

N

10000N = 43215'15151515...
100N = 432'15151515. ..
9900N = 42783'00000000...
Entonces,
42783
© 9900

Escribir cuatro nimeros racionales distintos entre los siguientes pares de fracciones:
4 16

5 ’ 5 4 16
Elegimos cuatro numeros que sean mayores que — y menores que b por ejemplo,
i)

a)

5_, 6 1 8
5 ’ 5 ' 5
3 . 8
b) 1 y 1
Aplicando ahora la misma idea que antes, sélo podemos encontrar el nimero % Ahora bien, si consi-
3 30 5 50 o
deramos que i—nYi"w entonces podemos encontrar bastantes mas nimeros que se encuentren
entre los dos anteriores, por ejemplo,
E' 2 E: %: etc
40’ 40° 40 40° ’
c) . y %
T T

z 3 g s 20 30 ;
Estos dos numeros racionales también se pueden escribir como = Y =5 Entonces, cuatro numeros

entre ellos son
21 22 23 24

W T 0 70
3.
d) 1 ¥y
Empezamos reduciendo las dos fracciones a comun denominador para poder compararlas mejor, como
el minimo comun multiplo de 4 y 5 es 20,

15 28
50 Y 30
Entonces, cuatro nimeros racionales entre los dos anteriores son, por ejemplo,
6 17 18 19

200 200 207 20

Indicar a qué conjuntos numéricos pertenece cada numero, y si son racionales o irracionales:

—]

a) . Es un nimero racional y real.

b) 4777777 . ... Es un numero racional, porque su parte decimal es periddica, y real.
c¢) 2/01001000100001 . ... Es un numero real, aungue es irracional, ya que su parte decimal es infinita y
no periodica.
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d) V7. Es un nimero real, irracional, porque no se puede expresar como una fraccién de nimeros
enteros.
e) —81. Es un nimero entero, racional y real.

g = ('86.

-3
Ordenar de mayor a menor: F na -0’75 V3=173 27 = 6'28
3 =3
Entonces, 27 > /3 > £ B
Redondear a la segunda cifra decimal:
a) v3=17320-.. = 1'T3.
b) 3m = 9/4247 - .. = 942,

1
c) 3= 0’125 =0'13.

Efectuar las siguientes operaciones con radicales:
a) v/2-v/7-v/8. Como todos los indices son iguales, se puede multiplicar directamente
V278 = V278 = V112.
b) /2. /5. El minimo comuin multiplo de los indices es 9, entonces, v/2-V/5 = v/23.¢/5 = /40.
o Y35 V35
K
V35 29%/_ 27/35 _ UFE
V3
d) \/— Multlplicamos los dos indices, \/_ V3.
e) v/2v/2. En primer lugar tenemos que meter el primer 2 dentro de la raiz quinta. Para ello es preciso
elevarlo a la quinta, después se multiplican los indices de las raices, \/2v/2 = v/ v/25.2 = V/26.
Por dltimo, simplificamos el indice con el exponente del radicando, ¥/ 25 = /23,

. En este caso, el minimo comun multiplo es 27, entonces,

Representar en la recta real, utilizando el teorema de Pitagoras, los nimeros reales:

a) vh.

Construimos un triangulo rectangulo con catetos 1y 2, entonces, /5 = /12 + 22. Entonces, utilizando
la figura siguiente, obtenemos el nimero+/ 5:

b) V3.

Este nimero lo podemos representar de dos formas distintas; representando el nimero /2 y multi-
plicando por 2, ya que /8 = 2+/2, o bien, dibujando un triangulo rectangulo de catetos 2 y 2, ya que
V8 = /22 + 22, De esta Ultima forma es como lo hemos hecho en la figura siguiente:
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Encontrar dos numeros reales distintos entre cada par de los siguientes:
a) 2'3451 y 2'3461. Por ejemplo, 234511, 2'34512, etc.
b) —3/125 y —3'124. Por ejemplo, los nimeros —3'1241, —3'1242, etc.

Expresar como intervalos los conjuntos de nuimeros reales = que verifican las siguientes condiciones:
a) z > 0; (—oo,0].
b) -1 <z <5; (—1,5].
c) -3 <x<3;(—3.3).
d) 4 > z; [4, +00).

Describir los conjuntos de numeros reales = que verifican las siguientes condiciones, utilizando intervalos
si es preciso:

a) |z| = 3. Sélo hay dos nimeros que cumplan esta condicion, -3y 3.

b) |z| < 3. Se trata de los numeros que son menores que 3, sin considerar el signo, es decir, los nimeros
que hay entre -3 y 3, sin incluir los extremos, por tanto, se trata del intervalo abierto (—3, 3).

c) |z| = 2. Son los nimeros mayores o iguales que 2 y menores o iguales que -2, se trata entonces
de los intervalos (—oo, —2] y el intervalo [2, +oc). Para expresar la unién de los dos intervalos, escribimos
(—o0, —2] U [2, +00).

Expresar en forma de intervalo el entorno de centro 4 y radio 3.
Se trata de los numeros que se encuentran a una distancia de 4 menor que 3, es decir, el intervalo
(4-3,4+3)=(1,7).

Indicar si los siguientes numeros son reales, imaginarios puros o complejos en general:
a) 3 + /3. Es un nimero real.
b) —3i. Es un numero complejo, imaginario puro.
c) mi. Es un numero complejo, imaginario puro.
d) 3 + /—1. Es un numero complejo, también se puede escribir 3 + i.

Expresar los siguientes nimeros como complejos en términos de la unidad imaginaria i:

a) v/=2 = v24/-1= V2.

b) 2 + /=16 = 2 + 16/—1 = 2 + 4i.

C) V=8 +v—8=—2+v8/—1=-2+2/2i.

Obsérvese, en este caso, que la raiz cubica de —8 tiene perfecto sentido en los nimeros reales y es
igual a —2.

Resolver las siguientes ecuaciones, expresando sus soluciones en forma de niimeros complejos:
a) x? + 5 = 0. Para este caso no es precisa la férmula del caso general, sino simplemente despejar z2,

22 = =5 = x = +v/=5 = +/5i.

b) 2% — 42 + 13 = 0. Utilizando la férmula de la ecuacién de segundo grado,

L _AEVIE-—TT-13 _ 4+v-36 _ 46
z= . - -

5 5 7 = 2434,

c) z% — 8z + 20 = 0.
8+y64—-4-1-20 8x+y/-16 8+4i ;
T = = = 5 =3 =4+ 2.
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z1 = 2+ 3i; 20 = —3 + 2i y z3 = 5i. Efectuar las operaciones indicadas a continuacién:

a) z; + 20 — 23 = 2+ 3i — 3+ 2i — 5i = —1. Por tanto, el resultado, ademas de ser un complejo, es un
numero real, ya que no tiene parte imaginaria.
b) z1 - 22 + 23 = (2+3i)(—3+2i) +5i = —6+4i — 9i + 6i* + 5i = —12. También en este caso el resultado

€s un numero real.
C) 21 - 23 = (2 + 3i) - 5i = 10i + 152 = —15 + 10i.
d) 21 + 2923 =(2+3i) + (=3 +2i) - 5i =2+ 3i — 15i + 10i* = —8 — 12i.

z; =3 — 5i; 20 = 1 + Ti y z3 = —i. Efectuar las operaciones indicadas a continuacion:

a) z;-23 = (3—"5¢) - (1 —7i) = 3 — 213 — 5i + 35i? = —32 — 26i.

b) z1 - z3. En esta operacion, tenemos que calcular primero el producto y después calcular el conjugado
del resultado final.

Calculamos el producto, z; - z3 = (3 — 5i)(—i) = —3i + 5i* = —5 — 3i, entonces, z1 - 23 = —5 + 3i.

c) ? + z3. Calculamos primero el cociente, multiplicando numerador y denominador por el conjugado

1
del denominador,

z (147 (3+5i) 3+ 5i+ 21i+ 35:°
z (3-5i) (3+45i) 9+25
_ 3—35+26i=—32+%z_:—_16+1_3i
34 34 34 TF ~ I
Ahora, le sumamos z3,
2 —-16 13 ~ =16 4
z+23=?~+ﬁz+(—z)=?—ﬁa.

d) 22 Aqui, primero hay que calcular el conjugado de z3 y después dividir,

zZ9

Zm_ i (1—7i)_i—7‘i2_7+i_7+1i
zo  (L+7i) (1—-7i) 1449 50 ~ 50 50

Como vemos en estos ejemplos, es conveniente dejar el resultado final de manera que se distinga
claramente la parte real de la parte imaginaria.

Calcular:
a) (23)10 =210 . 410 — 1024 42 = 1024 - (—1) =—=1024.
b) 1902 = 2 = —1. Ya que 2 es el resto de dividir 1002 entre 4.

Calcular las siguientes potencias de numeros complejos:
a) (2 +1i)2. Utilizamos el desarrollo del cuadrado de una suma (A + B)? = A? + 2AB + B?,

(2+i)?=22+22i+i*=4+4i—-1=3+45

b) (2 —4)3. En este caso, deducimos en primer lugar la férmula del binomio correspondiente, seguin se
ha indicado en el texto ‘ '
(A—B)3 = A® -34%°B +3AB? - B®

(Cuando el binomio es una diferencia, la deduccion se hace exactamente igual que en el caso de una suma,
alternando los signos de los términos, empezando siempre por el signo positivo para el primero).

(2-1)°=22-32%+32% - =8—-12{ +6(—1) — (1) =2 — 114
¢) (1+2i)%. La férmula que tenemos que utilizar en este caso es

(A+ B)* = A* +44A°B 4+ 6A®B* + 4AB3% + B*
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(1+20)* = 1% 4+413(26) +6:12(20)% + 4-1(20)% + (20)°
= 148 +64i*>+48>%+16i*=1+8 —24—32+16=—7— 244

;Dénde se encuentran los afijos de los numeros reales, es decir, de los complejos de la forma =z = a + 0i?

Los afijos de los nimeros reales son los puntos del plano de la forma (a,0), que estéan situados sobre
el eje horizontal, es decir, sobre el gje real.

;Doénde se encuentran los afijos de los numeros imaginarios puros, es decir, de los complejos de la
forma z = 0 + bi?

Los afijos de los nimeros de la forma = = 0 -+ bi, son los puntos de la forma (0, b), que estan situados
sobre el eje vertical, es decir, sobre el eje imaginario.

Dibujar en el plano complejo el afijo del nimero z = 3 4 4i.

z=3+4i

- Calcular su modulo, ¢qué significado geométrico tiene el médulo en el dibujo?

El médulo de un numero complejo z = a + bi es |z| = va? + b?. En nuestro caso, |z| = V32 +42 = 5.
Es la longitud de la fecha que une el origen con el afijo, porque se frata del teorema de Pitagoras aplicado
al triangulo rectangulo de catetos 3 y 4.

- Calcular y dibujar su conjugado, ¢qué relacion geometrica hay entre el afijo del nimero y el de su
conjugado?

El conjugado de z = 3 + 4i es Z = 3 — 44, que graficamente es el simétrico de z con respecto del eje
real, como podemos ver en la figura siguiente:

z=3+4i

Cinco primeros términos de las siguientes sucesiones:
Solo tenemos que sustituir los valores de n = 1, 2, 3,4, 5 en cada formula del término general:
a) a, = —2n + 1.
-1,-3,-5,-7,-9,...

b) b,, = 2n3.
2,16, 54,128, 250, .. .
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G)6n = n+2
1,982
b5 T
(donde hemos simplificado los términos).
d):d,, = 3%
3.9.97.81:243... ;..
e) en = (-1)"
5 R R A S—

Calcular el término general de las siguientes sucesiones:
a)lo0, 15,20, 25, 30, 35,.... Es una progresion aritmética de diferencia d = 5. Por tanto, el término general
es
an=01+(n—1)-d=10+(n—-1)-5=5m+5

5] T . —— . . 1
b) 1. g 2 3 3, 5 4. ... Es una progresion aritmética de diferencia d = S entonces,

il n+1
a.n:al+(n—1)-d:1+(n—1)-§: 5
1 4 7 10 <5 S ; : . ; i
c) 171013 El numerador es una progresion aritmetica de diferencia d = 3, cuyo primer término

es a; = 1, entonces su término general es
gpn=0a1+n-1)-d=14+(n-1)-3=3n-2

El denominador es una progresion aritmética de diferencia ¢ = 3, con primer término b; = 4, entonces su
término general es
bp=bi+(n—-1)-d=4+(n—-1)-3=3n+1

Entonces, el término general de la sucesion inicial es

ay, 3n—2
Cp = — =

b, 3n+1

Término general de las sucesiones cuyos primeros términos son los siguientes:
a) 1,2,4,8,16,32,... Es una progresion geomeétrica cuyo primer término es ay y cuya razén es r = 2,
entonces,

tn = @y _,rn—l =15 2-n—| - 2nﬁ1
b) 1 112 1 Es una progresién geomeétrica con primer término 1 y razoén !
iy At 5=t ay = T = =
'5° 25" 125° 625 prog g P L ¥ 5
entonces,
n—1
. 1 1
an = ay - Pl 1 = I (5) = 57),—1
c) 2,—4,16,—32,64,... Es una progresion geomeétrica con primer término a; = 2 y con razon r = —2,
entonces,

ap = a7 - rﬂﬁl — 9. (_2)&71 — B (71)nﬁ1 . 2?!71 = (_1)11#1 .gn

Convergencia o divergencia de las siguientes sucesiones:
3n -
a) an = 3 Calculamos términos para valores grandes de n, con la ayuda de una calculadora:
T

ajon — 2’041 a1pop = 2’994 a10000 = 2’9994
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Los términos se van aproximando cada vez mas al nimero 3, por tanto, la sucesion es convergente y

3n

n—co 1 + 2

b) b,, = 3n + 2. Los primeros términos de la sucesion son
5.8, 11 14, I, .. .

Es una progresion aritmética de diferencia 3, los términos van de 3 en 3, luego es imposible que se aproxime
a ningun numero. Entonces, la sucesion es divergente y escribimos

lim (3n +2) = 400

n—oo

1 O a7
c) ¢, = —. Calculamos términos de la sucesion para valores grandes de n:
n

ajp = 0’1 aioo = UfOI alpnn — 0’()01 ai1p000 = U’UUU]
a, Se esta aproximando a 0. Entonces, la sucesioén es convergente y

1
lim — =0
n—oo 1N

Indicar si las siguientes sucesiones son o no monoétonas, calculando para ello los primeros términos de
cada una de ellas: '
a) a, = 2n + 3. Los primeros términos son

57,9, 11, 18, ...

Entonces, es una sucesion monodtona creciente.
2 . o
b) b, = —. Sus primeros términos son
T

3.4

IV ]
= o
(10 V]

Entonces, es una sucesion monoétona decreciente.
c) e, = (—2)™. Los primeros términos son:

A ~BAR B s
Los términos van aumentando y disminuyendo, por tanto, la sucesion no es monotona.
2
n*+1 : P ;
d)d, = . Los primeros términos son, aproximadamente:
n

2,2'5,33333,4'25,5'2,6/1667, . --

Es mondtona creciente.

Estudiar la acotacién de las siguientes sucesiones:
n
a)a, =———.
) anp 412 + 1’ ‘

Los primeros términos son
1 3 4
5'9 13" 17"

Esta acotada inferiormente por 0, porgue todos los términos son positivos.

Esta acotada superiormente por 1, ya que el numerador siempre es menor que el denominador.

b) b, = 1 +n?.

| b2
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Los primeros términos son
2,00 105 1T
Esta acotada inferiormente por 0, porgue todos los términos son positivos. Pero no esta acotada su-
periormente.
'.'?.3
n+1"

C) Cp =
1
2 !
Esta acotada inferiormente por 0, por ser todos los términos positivos. Pero no esta acotada superior-
mente, ya que los términos crecen indefinidamente.

—2
d)d, = —=.

16
'E'-.-'

b

e

4
3’

-2 -2 -2 -2
3T E
Esta acotada inferiormente por —2, ya que los términos empiezan en —1 y crecen. Esta acotada su-
periormente por 0, ya que todos los términos son negativos.

—1

Sabiendo que lim a, = oc; lim b, = oo; lim ¢, =3; lim d, = 0; calcular:

n—00 n—oo n—oo n—oo

a) lim (a, - b,) = oo - oo, determinado.
n—oo

b) lim (ﬁ> Indeterminacion del tipo 2

¢) lim (b,)% . Indeterminacion del tipo cc®.

n—oa

a, 00 : .
d) lim (J) = — = oc. Observar que el numerador es un numero cada vez mayor y el denominador

n—oo N 0
es cada vez mas proximo a 0, con lo cual el cociente, sera cada vez mayor.

I 0
e) lim (d—) =— =0.
n—o0 \ dn o0

Calcular los limites siguientes:
a) lim (3n® + 4n® — 3) = +o0, porque el término de mayor grado tiene coeficiente positivo.

n—od

2 . . : - g
b) lim — = 0, por ser una constante entre un polinomio que tiende a infinito.

n—0oC 7".',2

c) lim (n?+ ﬁ. = 400+ 0 = +00.
n—oo n? + 3

Calcular los limites siguientes:
& o — 3n® —3n _
n—oc 2n% + 512 — 3n+ 2 .
que el grado del denominador, el limite es igual al cociente de los coeficientes de mayor grado, 55
n?4+3n+2

n—oo 2n3 — 3n + 10° o
que el grado del numerador, el limite es 0.

Se trata de una indeterminacién —, como el grado del numerador es igual
o0

También es una indeterminaciéon —, como el grado del denominador es mayor
o0

V2 +1+n s
¢) lim % Dividimos numerador y denominador por n, teniendo en cuenta que para dividir
n—oo n —

dentro de la raiz hay que elevar al cuadrado.

1
. JErien ., VitmETl AT+l 2
lim ——— = lim - ==
n—oc 3n—3 n—oc 3 E 3—-0 3
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Calcular los limites:

a)
) B . (\/71—1—\/n—3)(\/n—l-l-\/n.—3)
nlill‘lg( == ”_3) o rih—1~1c1>c (\/?’L*l‘l’\/!l*g)
_ ik fp—=1) =f{n—3) _ i 2 —0
T e (Vn_l+tvn-3) n-o(Yyr—1+vn-3)
b)

= lin

g e
e (V2n? —n+n) n—oo \/2n2 —n+n

=0
n—00

Ahora tenemos una indeterminacion —. Para deshacerla, dividimos numerador y denominador por n?.

oo
Y el resultado es oc, ya que el numerador tiene grado 2 y el denominador grado 1.

Calcular los limites de las siguientes sucesiones en forma de potencia:

a) I n+l)™H
s n2+43 '

El limite de la base es lim ——
n—oo 114 + 3

= 0, ya que el grado del numerador es menor que el grado del
numerador.

2n
) : n+ 1\
El limite del exponente es 2, porque los grados son iguales. Entonces, lim ( e ) =i0? =0,

n—oo \ N2 + 3
2 Tn
i S
b) lin .
) nil-}';c (n? — 3)

Ahora tenemos la indeterminacion 1°°, entonces utilizando la férmula que se ha estudiado en el texto:

5
. n®+1 —2n
lim (an, — 1) - by hm (— - 1) -n lIim ——
=e

P oo 2
lim (aﬂ)b" = en—oo n—oo \ n¢ + 3 = gn—0o0 n?+3 — eG =1
n—o0
3 3n
o) Ii 2n” —6n
11m ————— F
n—co \ 213 — 5

. 2n® — 6n A —18n2 + 15n
i} b lim (a, —1)-bn _hm (W - 1) - (3n) lim e 4
lim (@)™ =gn—oo =e =en—® 20°-5 =¢0=1

n—00

Calcular el valor de los siguientes logaritmos haciendo uso de las propiedades adecuadas para simplificar-
los:
a) log, v/32 = log,(2°) = 5.

b) log, (— =logzl—1log;9=0-2=-2

1 1
c) log; (g : 58) = log; 5) —logg(578) = —1 — (—8) =T.
d) log(] 1 = O.

14
e) ]Og';' (?) = 10g7 7 =,
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Calcular los siguientes logaritmos, utilizando la formula del cambio de base y la calculadora:

In7 = - . ;
& 1/771243749. También se pueden utilizar logaritmos decimales, es resultado es el

%) Jogy ¥ = In3

Calcular el valor de = en las siguientes ecuaciones:
a) 3 = 5. Tomamos logaritmos neperianos (también se puede hacer con logaritmos decimales),

n3*=hicac-m3=Mmb5

y despejamos z,
Ind ;
r=— = 1464973521.
In3
- : - In5
b) 8% = 5. Utilizamos el mismo procedimiento, In8* =In5 < 2 -In8 =Inj5; z = Iii— = 0'7739760316.
c) 10 = 0'7. En este caso es mas sencillo utilizar los logaritmos decimales, ya que log,, 10* =,

entonces,
Tr = ].Og]_() 0”7 — 70”1549“]96

Resolver las siguientes ecuaciones de primer grado:

a)2z+1=5.2z=5—-1; :c=§=2
2 1
b) 224 8=5—2x. 22+ 2% =5H—B;de=2; @= i
c) 3(2z — 3) + 42 = 5(xz + 4) — 9. Quitamos primero los paréntesis,
20

6r—9+4r=5zx+20—-9; dHxr=20; = z 4

d) 5(x — 2) = 5z + 9. Quitamos el paréntesis y agrupamos términos, entonces llegamos a la expresion
0z=19

Pero esta ecuacion no tiene solucion, ya que no existe un nimero que multiplicado por 0, dé 19.

e) 5(z — 2) = 5z — 10. En este caso, 5z — 10 = 5z — 10, entonces, 0z = 0.
Esta ecuacion, sin embargo, tiene infinitas soluciones, ya que cualquier nimero multiplicado por 0 es 0.
6 2

f) £ 4 3 = 52. Quitamos los denominadores, « + 6 = 10z, despejamos z, = = 5= 7
. En primer lugar, quitamos el paréntesis y después los denominadores,

x+1 20 -7
g) 2(z —1) + =
4
o+1 20 -7 = 2 : : :
2z —24 —g =g 8z —8+2(x+1) =2z — 7, volvemos a quitar los nuevos paréntesis y despejamos
—].

z,8—-8+2x+2=2z-7;, 8zx=-1; z=3
3 5 S5z +4 : ; ’
h) e i 1— £ Quitamos los denominadores,
6 9 18
3Bz +5)—2(bz+4)=18~—2z; 9z + 15— 10z —8 =18 — x; 0z =11

Por tanto, no tiene solucion.
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La suma de tres numeros enteros consecutivos es 66. Calcular los tres nimeros.
Llamemos = al primero de los numeros, entonces, los dos siguientes son = + 1, = + 2. Como la suma
debe ser 66, la ecuacion es
r+x+14+ax+2=0606

Resolvemos la ecuacion y obtenemos = = 21. Por tanto, los tres numeros son

21,22, 23.

Una persona ha invertido 1000 euros en dos tipos de acciones. Una parte de la inversion le ha reportado
unos beneficios del 2 %, mientras que con la otra parte ha ganado un 3 %. Calcular qué parte de los 1000
euros ha invertido al 2% y qué parte al 3 %, sabiendo que ha ganado 28 euros en total.

Llamamos « a la cantidad que ha invertido al 2 %. Entonces, 1000 — x es la parte que ha invertido al
3 %.

Los 28 euros de beneficio son la suma del 2% de = mas el 3% de 1000 — z, entonces la ecuacion

0’02z + 0'03(1000 — z) = 28

(Para calcular el 2% de una cantidad, multiplicamos por 2 y dividimos por 100, o lo que es lo mismo,
multiplicamos por 0'02).

Resolviendo la ecuacion, obtenemos z = 200 € .

Ha invertido 200€ al 2% y 800€ al 3%.

Un camidn sale de una ciudad a una velocidad de 100km/h. Una hora después sale un coche en la misma
direccién a 120km/h. § Cuanto tiempo tardara el coche en alcanzar al camién?

Sea x el nimero de horas que tarda el coche en alcanzar al camién, contando desde el momento en
que sale el coche.

En el momento en que lo alcance, la distancia que han recorrido los dos vehiculos es la misma. Por otra
parte, sabemos que
espacio

velocidad = —
tiempo

entonces, espacio = velocidad - tiempo.

Hay que calcular el espacio que recorre cada vehiculo e igualarlos.

Espacio recorrido por el coche = 120z, Espacio recorrido por el camién = 100(x + 1), ya que, lleva una
hora mas que el coche circulando.

La ecuacion es 120z = 100(z + 1). Resolvemos la ecuacion y obtenemos x = 5 horas.

Resolver las siguientes ecuaciones de segundo grado incompletas:
a) 22%— 50 =0,

222 = 50; z? = ? = 25. Entonces, © = +/25 = +5.

b) 22 = 4. Aqui no hay mas que calcular la raiz cuadrada, = = +v/4 = +2.
)2z 4+6=0 z2= % = —3 Entonces, la ecuacion no tiene solucion.

d) 522 = 0. En este caso, z? = 0, por tanto, sélo hay una solucién x = 0.

Resolver las siguientes ecuaciones de segundo grado:

a) 222 — 3z = 0. Sacamos x factor comun, e igualamos los dos factores asi obtenidos a cero, z(2z —3) =
0. Entonces, las soluciones sonz =0y z = 3.

b) 22 + 52 = 0. Sacamos factor comun, x(x + 5) = 0. Entonces, z = 0y x = —5.
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c) % = 2z. En primer lugar, pasamos todos los términos de la ecuacion a la izquierda, después sacamos
factor comun z e igualamos a cero ambos, como en los casos anteriores, 2? — 22 = 0 = z(x — 2) = 0. Las
soluciones, z =0y x = 2.

d) —2? — 42 = 0. Se puede sacar factor comun directamente, aunque también podemos cambiar de
signo toda la ecuacion antes, 22 + 4z = 0 & z(x + 4) = 0. Las soluciones, z =0y x = —4.

Resolver las ecuaciones de segundo grado siguientes:
—bt /b2 —4ac
2a ’

L _3+y(BP-41-2_3+/9-8_3:x1
- i = =

2 2

a) 22 — 3z 4+ 2 = 0. Utilizamos la formula = =

Separamos las soluciones, y obtenemos z, = 2 Ts = 1.

Obsérvese gue el sumando —b en el numerador de la férmula no significa que el nimero que ponemos
haya de ser siempre negativo, sino que hay que cambiar de signo al nimero b. Por esta razén, en este caso,
hemos puesto 3 al sustituir.

b) 22 — 4z + 4 = 0. Utilizamos la misma férmula que antes,

_A:VPE T 14 420 4

9.1 2 5 =2

xr

Vemos que, en este caso, solo obtenemos una solucion. Por tratarse de una ecuacion de segundo grado,
decimos que es una solucion doble.
c)2z2+xz+5=0.

 -1%£v17-4-2.5 -1+/1-40 —1+-39
o 3.2 - 4 - 1
Por lo tanto, no tiene soluciones reales, ya que no existe la raiz cuadrada de un nimero negativo.

Indicar el nimero de soluciones de las siguientes ecuaciones sin resolverlas, utilizando el discriminante:
a) 22 — 6z + 5 = 0. Calculamos el discriminante de la ecuacion A = b* — 4ac.
A= (-6)2—-4-1-5=236—20=16 > 0. Hay dos soluciones reales distintas.
b)22 +24+1=0.
A=1%—-4-1-1= -3 < 0. No tiene soluciones reales.
¢) 2?2 — 10z 4+ 25 =10.
A= (—10)? —4-1-25= 100 — 100 = 0. Tiene una solucién real doble.

Escribir una ecuacion de segundo grado cuyas soluciones sean:
a)2y3.
Sabemos que si la suma de las soluciones es S y el producto es P, la ecuacion es 2% — Sz + P = 0.
Aplicando lo anterior: S =2+3=5 P =2-.3=6. La ecuacion, z2 — 5z + 6 = 0.
b) 3y -5.
§=-543=-2 P=(-5)-3=-15. Laecuacion, z*+ 2z — 15 =0.
c) 4, doble, es decirz; =4y 25 = 4.
S=4+4=38 P =44 =16. La ecuacién, z? — 8z + 16 = 0.

Resolver las siguientes ecuaciones bicuadradas:
a) 9z* + 522 — 4 = 0. Hacemos el cambio de variable z? = ¢,

92 +5t—4 =10
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Resolvemos la ecuacién de segundo grado,

Ahora deshacemos el cambio de variable,

= §:i7§' r = ++/—1 no existe

b) z* + 2% + 1 = 0. Hacemos el cambio de variable z? = ¢,
t24+t+1=0

pero esta ecuacion de segundo grado no tiene solucion, por lo que la ecuacién original tampoco puede
tenerla.
c) 2 — 152 — 16 = 0. Hacemos el cambio de variable y obtenemos la ecuacién de segundo grado,

t* —15t—16=0
Resolvemos la ecuacion de segundo grado y obtenemos las soluciones
t1 = 16 ta = 1
Ahora deshacemos el cambio de variable,

z=4+V16=+4 z=++/—1no existe

Resolver las siguientes ecuaciones con radicales:
5 : P ] ot
a) vz + 1=z — 5. Aislamos la raiz cuadrada y elevamos al cuadrado, (\/z)" = (z — 6)*, desarrollamos
la ecuacion, z = 22 — 12z + 36. Que se convierte en la ecuacion de segundo grado

0=2x>—132+ 36

cuyas soluciones son z = 4 y z = 9. Sustituyendo en la ecuacion inicial, comprobamos que la tnica solucion
valida es z = 9.

b) /x + 3 = 2. Elevamos al cuadrado y obtenemos la ecuacién z + 3 = 22, cuya solucion es = = 1, que
se puede comprobar que es valida.

¢) vz +2 —x = 0. Aislamos la raiz y elevamos al cuadrado, entonces, obtenemos = + 2 = =, que se
puede transformar en la ecuacion de segundo grado

22—z —-2=0

Las soluciones son z = 2y @ = —1, aunque soélo es valida = = 2.

Resolver las siguientes ecuaciones factorizando, si es necesario:

a) #* — 3z? — 62 + 8 = 0. Factorizamos el polinomio. Las posibles raices son los divisores de +8, es
decir, =1, +1, -2, +2, —4, +4, —8, +8.

Aplicamos la regla de Ruffini,

1 -§ —6 8
2| -2 10 -8
1 -5 4 |0]
1 1 —4
1 -4 |0]
4 4
t [o]




Entonces, el polinomio queda factorizado, (= + 2)(z — 1)(z —4) = 0 y las raices o soluciones son
r= -2 di=11 =4

b) #* — 22® — 2? + 22 = 0. En este caso no tenemos término independiente, porque todos los términos
llevan z, con lo que podemos sacar factor comun z,

(e =2* — 24 2) =0

De manera que solo hay que factorizar 2® — 222 — x + 2. Las posibles raices son ahora —1,+1, —2, +2.
Aplicamos la regla de Ruffini,

1 -2 =1 2
-1 -1 3 -2
1 -3 2
1 1 -2

1 -2 o]
2
o

Entonces, el polinomio queda factorizado de la siguiente forma:

zz+1)(z—1)(x—-2)=0
y sus soluciones son
=1 r=-1 =1 &5 =2

c) 2% — 42° = 0. En este caso, el polinomio se puede factorizar sin utilizar |a regla de Ruffini. En primer
lugar, sacamos factor comun 9,

2%(z? —4) =0
Por otra parte, (z? — 4) es una diferencia de cuadrados, entonces se puede factorizar mediante la férmula
(A+B)(A— B)=4% - B

En fin, el polinomio queda 2°(x + 2)(x — 2) = 0. Por lo que las soluciones de la ecuacién son z = 0 =
-2 gi= 2

Resolver las siguientes inecuaciones, indicando la solucidon mediante un intervalo:
a) 3(x — 3) < 2 — Tz. Quitamos el paréntesis y agrupamos los términos,

3t —9<2—"Tx; 102 <11
11 i o ; 11
Entonces, = < 10" La solucion esta constituida por los puntos del intervalo (—oo, EJ .
—x A | . ) P i . T

b) e N > 5% — —. Quitamos los denominadores y agrupamos los términos (el minimo comun multiplo

de los denominadores es 12),
-3z — 48 > 20x — 2; —23z > 46

Cambiamos de signo la inecuacion, 23z < —46 y despejamos z, z < —2. La solucién en forma de intervalo
(—o0, =2].

c)2z—10 < . Quitamos el denominador y agrupamos los términos, 6z —30 < 2z —6; 4z < 24,
Entonces, = < 6 que, en forma de intervalo es (—cc, 6).

2r —6

Resolver las siguientes inecuaciones de segundo grado:
a) z2 — 1 < 0. Factorizamos el polinomio,

(z—1)(a+1)<0

y estudiamos el signo, seguin el esquema de la siguiente figura:
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(x-1) : z
(x+1) - - i
(x-1)(x+1) L3 - L2

Ahora nos interesa que el producto sea menor que 0, por eso en la ultima linea hemos sefalado con
trazo mas grueso el intervalo entre —1 y 1, que es donde el signo es negativo.

La solucion es el intervalo (—1, 1). Abierto porgue la desigualdad es estricta, es decir, no contiene igual.

b) 2 — 42 + 3 < 0. Factorizamos el polinomio,

(z—1)(z—3) <0

y estudiamos el signo, que se ha indicado en el esquema siguiente:

i 1 3

(x-1) 3 *
(x-3) = 5
(x-1)(x-3) : .

Ahora la solucién es el intervalo [1, 3|, ya que ahora el producto puede ser igual a cero (<.)

¢) —z? — 1 < 0. El polinomio no se puede descomponer. Pero la solucién esta constituida por todos los
numeros reales, ya que —z? — 1 siempre es negativo.

d) —2% — 1 > 0. No tiene solucién, ya que si hemos dicho en el apartado anterior que —z? — 1 es el

conjunto vacio, no puede haber ninglin nimero para que sea mayor que Cero.

Resolver las siguientes ecuaciones exponenciales:
a) 3* = 1. z = 0, porque es el ndmero al que hay que elevar 3 para obtener 1.

1 1
b) 2 = 5. Como 5 = 271, entonces = = —1.
1 1
¢) 5* = —. Como — = 572, entonces z = —2.

25 25
d) 3 = 81. 81 = 3%, entonces = = 4.

e) 7" = 2. En este caso el resultado no es exacto, tomamos logaritmos neperianos (también se puede

hacer con logaritmos decimales, y se obtiene el mismo resultado, comprobarlo).

In(7*) =1n(2); =z-In(7) =1In(2), entonces, = = % = 0'3562.
n

Resolver las siguientes ecuaciones exponenciales:
. - . . . g 2 4
a) 2vt2 — 27-1 — 7. Aplicando las propiedades de las potencias, 2%-2% — 5 =% Ahora hacemos

el cambio de variable 2* = X, y la ecuacion queda 4X — g = 7. Resolviendo esta ecuacion, X = 2.
Entonces, 2* = 2, dze4gonde e [ -
b) 3%+% 437 = = Aplicamos las propiedades de las potencias, 32354 3% = = Hacemos el cambio

i ;2 244 . S 1
de variable 3* = X y obtenemos la ecuacion 243X + X = 5 que tiene por solucion X = 3 Entonces,

3 = % de donde z = —1.
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c) 5%* + 5% —2 = (. Si hacemos el cambio de variable 5* = X, 5%* = X2, X? + X —2 = (. Esta ecuacion
de segundo grado tiene por soluciones: X = —2 X = 1s

Entonces, 5% = —2, no tiene solucién, ya que el resultado de una potencia (de base positiva) no puede
ser un numero negativo; y 5* = 1, nos lleva a la solucion = = 0.

Resolver las siguientes ecuaciones logaritmicas:
a) log, 4 = 2. Eliminamos el logaritmo directamente, transformandolo en una potencia,

=4

entonces © = £2, pero como la base de un logaritmo no puede ser un nimero negativo, la solucién es
=2
’ b) log,, x —log,,(z—1) = 1. Transformamos el miembro izquierdo en un Unico logaritmo, log 13 i = = 1
y eliminamos el logaritmo, transformandolo en una potencia, ﬁ = T =10,

Quitando denominadores, @ = 10(x — 1), cuya solucion es = = %U

c) 2lna — 3In(a?) + 41In /z = 1. Aplicamos las propiedades de los logaritmos,

2lnz — 12Inz + %ln.r: 1 —8lnz =1

Por tanto, Inu = %1 de donde x = ¢~ !/%. Ya que la base de los logaritmos neperianos es el nimero e.

Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

2c4+y=20
a) { vty
r+y=-—1

Se puede resolver tanto por sustituciéon como por reduccién. Por reduccion, que es mas rapido, restamos
la primera menos la segunda ecuacion, y obtenemos = = 1. Sustituyendo en alguna de las ecuaciones,
Y= —2

x4+y—2=3
b)<z+y=1
n =2

Es un sistema triangular. Entonces, la solucién es inmediata. Solo hay que sustituir = en la segunda
ecuacion y calcular el valor de 3, después sustituimos en la primera ecuacién y calculamos z. La solucidn
es

=2 y=-—1 =10
z4+2y—z=-3
C)kaz+y =1
y+z=
Aplicamos el método de Gauss. Eliminamos = de la segunda ecuacion (de la tercera ya esta eliminada)

r+2y—z=-3
—y+z=4  (segunda-primera)
y+z=2
Eliminamos ahora la y de la tercera ecuacion,
-3
2 =
=6 (tercera+segunda)

z+ 2y —
2z

IS
Il

2
I

s
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Y ya tenemos un sistema triangular, cuyas soluciones son

w
I
(%]

Indicar en qué cuadrante se encuentra cada uno de los angulos siguientes:

a) 30". Es un angulo del primer cuadrante, por encontrarse entre 0" y 90°.

b) 278" 30’. Es un angulo del cuarto cuadrante, por estar comprendido entre 270% y 360°.

c) —35". Es un angulo que se encuentra en el cuarto cuadrante, por ser negativo y estar comprendido
entre —90° (que acaba en el mismo lugar que 270") y 0°.

d) 200" 34’ 38”. Esta en el tercer cuadrante, por estar comprendido entre 180" y 270°.

e) 480". Dividiendo entre 360, obtenemos cociente 1 y resto 120. Entonces, después de dar una vuelta
completa, nos quedamos en el segundo cuadrante.

Convertir los siguientes angulos en grados sexagesimales a radianes:
a) 45", Se puede hacer con la proporcién que se ha indicado en el texto, pero también se puede razonar
de otra forma:
Como 45 es la mitad de 90°, y 90° es g rad, 45" es g

27
b) 120°. Se puede comprobar que 120° es la tercera parte de 360", entonces, debe ser — rad.
3

c) 3 }” Se puede comprobar que 30" es la tercera parte de 90" o bien la sexta parte de 180%, entonces,
30" es Z rad.

d) 00“ Teniendo en cuenta que 60" es la tercera parte de 180°, 60° es % rad.

300 « 3007 5
3009, Aqui usamos la pro orcion, —, entonces, « = —— = — rad.
&) 300°. Aqul usa Arep %0 7 ik Rl

Convertir los siguientes angulos en radianes a grados sexagesimales:
a) 1 rad. Usamos la proporcion,

entonces, a = @ ~ 57295779 = 57° 17’ 45",

El calculo anterior se puede hacer con la calculadora cientifica, para que aparezca el resultado final
en grados, minutos y segundos, una vez que tenemos el numero 57'295779, pulsamos (en
algunas calculadoras, la tecla [ INV |es | SHIFT ).

b) T rad. Se puede usar la proporcion, o bien se puede sustituir directamente el valor de = por 180,

1
entonces gueda @ =387
(3]
Y . 5-180

c) = = 300°.
d) 107 rad. En este caso, como 27 son 360°, 10z son 5-360 = 1800°.
e) — 3 rad. Usamos la proporcion,
o 2
180
180-360 :
entonces, a = s 3 = 6565'6127 = 6)650 7490,

.H.
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En el triangulo rectangulo de la figura siguiente, a = 3&, Calcular el valorde a y c.

3ecm

c

3
Seguin la figura, sen(39) = %, despejando el valor de a, a = W = 4'87 cm.

El valor del otro cateto se podria calcular mediante el teorema de Pitagoras, aunque también puede
hacerse mediante la tangente del angulo (o incluso con el coseno)

ta(38°) = >

de donde, ¢ = tg(BLS“) = 3'84 cm.

En el tridangulo rectangulo de la figura siguiente, 3 = 63. Calcular el valorde by c.

c

Ahora hay que tener en cuenta que el cateto opuesto al angulo 3 es ¢, y el cateto adyacente es b. Entonces,
sen(65°) = 1%, de donde, ¢ = 10- sen(65°) = 906 cm.

Por otra parte, cos(65") = 1—b0 de donde, b = 10- cos(65°) = 4’22 cm.

/1D . ,
Sabiendo que cos(60") = 3 calcular el seno y la tangente del angulo de 60°.
Sustituimos en la relacién fundamental sen? o + cos? @ = 1,

1\ 2
sen?(60%) + (2) =]

despejamos sen?(307),
sen?(60°) =1 — % = %

Entonces,

3 3
sen(60°) = = —\ij

2 2 sen o
Para calcular ahora el valor de la tangente, aplicamos la formula tga =

V3

0 _sen(ﬁOO) 9
) = cos(600) 1 Vs

2

Los valores del seno y el coseno del angulo de 60° coinciden, respectivamente, con los valores del
coseno y el seno de 30°. Esto es debido a que en un triangulo rectangulo en el que uno de los dngulos
agudos sea 30°, necesariamente el otro es de 60°.

cosa’
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Sabiendo que tg(45") = 1, calcular el seno y el coseno del angulo de 45",

- > 1
Sustituimos en la relacion tg? o + 1 = ——,
Cos° &
’+1=———
* cos?(459)
de donde, despejando cos?(45°),
1
Drely _ o
cos*(45") = 5
sacamos la raiz cuadrada,
1 1 V2
0s(450) = 4/ 2 = — = X2
cos(45") 3= 7 5

Para calcular el valor del seno, podemos utilizar la relacion fundamental, aunque resulta mas sencillo
- i sen a .z
utilizar la relacion tg o = , ya que de esta relacion se deduce que

CoSs o
sena = cos - tg o
Entonces,

sen(45°) = cos(45°)- tg(45°) = L=

| S

V2
2

CTIVIDAD e
Sabiendo que cosa = = y que a se encuentra en el tercer cuadrante, calcular el resto de las razones

trigonométricas.
Como « esta en el tercer cuadrante, su seno y su coseno son negativos y su tangente es positiva.
Utilizando la relacion fundamental de la trigonometria,

1\2
Y -

sen’ —= 1 =7
sna—l—(z)

Haciendo operaciones analogas a las que ya hemos hecho en otras actividades anteriores, obtenemos

—V3
ER

sen o =

donde el signo negativo es por lo que ha dicho antes.
La tangente es entonces,

sen o
tga = =3

COs «x
Las demas razones trigonométricas son entonces,
1 -2 -2v3
coseco = = —=—
sen o 3 3
1 -2
seca = =— =2
COos v 1
. IRVE ]
cotgaa = — = — = —
N tga /3 3

; ' -1 3 : i
Sabiendo que sena = 3 y que 5 < « < 27, caleular el resto de las razones trigonomeétricas.

. 3T . .
Si > < o < 2w, entonces « esta en el cuarto cuadrante. Por tanto, el seno es negativo, el coseno es
positivo y la tangente es negativa.
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Sustituimos en la relacion fundamental,

2

_—1 _—‘—('.0&32(1 =i

: 1 8
de donde, cos®’a =1 — 9 :\fg
8 22
Por tanto, cosa = \/; =g 1
ser o 3 =D

La tangente tga = e /5 ==

.3 .
Y el resto de las razones trigonométricas son

1 1 3v2 1
=-3 seco = :i cotga = — = —2v/2
Sen o Ccos a 4 tg o

cosecy =

_AL 1IVILDAL L
Suponiendo que a es un angulo del primer cuadrante, escribir en funcion de alguna razon trigonométrica
del angulo a las razones que se indican a continuacion:

Utilizando graficos como los que estan en el texto:

a) sen(m — o). El dangulo (7 — o) esta en el segundo cuadrante, entonces, sen(m — a) = sen(a).

b) cos(a + 7). El &ngulo (« + 7) esta en el tercer cuadrante, entonces, cos(a + 7) = — cos(«).

c) tg(—a). Si v esta en el primer cuadrante, entonces —« esté en el cuarto cuadrante y es simétrico,
por tanto,

bl —ai) sen(—a) —sena ¢

gl—a) = = = —tga

=2, cos(—a) cos =

d) sen(27 — ). El angulo (27 — «) esta en el cuarto cuadrante, entonces, sen(2r — a) = —sen a.

ACTIVI

Calcular el valor del angulo B y del lado ¢ de un tridanguloen el que a =9 cm, b=6cmy A = 60°.
Dibujamos un triangulo con los datos que nos dan:

Aplicamos el teorema de los senos,

a b

senA  senB
y sustituimos los datos del problema, para después despejar sen B,

9 6 6- sen 60°
P e B=—" —(0577
sen60? sen B Sl 9 ST

Ahora, utilizando la calculadora, obtenemos
B =359 15" 52"

El valor del angulo € = 180° — A — B = 180" — 60° — 35" 15’ 52" = 849 34’ 55", Entonces, para calcular
la longitud del lado ¢, podemos utilizar
b c

senB  sen(C

304 |



Sustituimos y despejamos ¢,

G c . 6-sen(84Y 34’ 55”) 10'35 cm
= - — = 5]
sen B sen(84° 34’ 55") sen B

Para introducir en la calculadora el valor del angulo 84" 34’ 55" utilizamos la tecla de la forma

84‘0 / HJ34‘D i |55|O / HI

A medida que se van introduciendo los nimeros, la calculadora va convirtiendo el valor del angulo al sistema
decimal, después se pulsa , y se obtiene el valor del seno.

ACTIVIDAD 12

Calcular el valor de los dos angulos que faltan en el ejemplo anterior. Es decir, sabiendo que a = 3 cm,
b=6cmyc=4cm,y A=26°23 4", calcular By C.
. a b
Aplicamos el teorema de los senos, = A
o ) senA  senB
Sustituimos y despejamos sen B,

— = gen B = == Of8887839

sen(26° 23’ 4”7)  sen B 3

3 6 6sen(26° 23’ 4”)

Entonces, utilizando la calculadora,
B =62Y 43" 15"

Para calcular el valor del otro angulo, podriamos utilizar nuevamente el teorema de los senos, aunque es
mas sencillo utilizar el hecho de que entre los tres angulos suman 180°. Por tanto,

¢ = 180% —26° 238’ 4" —62° 43" 15" =90° 53’ 41"

Hay que tener en cuenta que en todos estos problemas, los resultados son aproximados, dependen del
numero de decimales que tomemos v, si los tomamos todos, de la capacidad de la calculadora.

ACTIVIDAD 13
Utilizando la formula del seno de una suma, calcular el seno de una diferencia, es decir, sen(a — 3).
Utilizamos la formula del seno de una suma, cambiando /3 por (—3).

sen(a — ) = sen(a+(—F))
= senacos(—/3) + cosasen(—/3)

= senacos3 — cosasen/d
Ya que cos(—f3) = cos 3 Y sen(—/3) = —sen [3.

ACTIVIDAD 14
Utilizando la férmula del coseno de una suma, calcular el coseno de una diferencia, es decir, cos(a — 3).
Utilizamos la férmula del coseno de una suma, cambiando 3 por (—/3).

Il

cos(a — 3) cos(a + (—3))

cos acos(—3) — senasen(—73)

= cosacos+senasen

T A Y 4

ACTIVIDAL 15
Utilizando las férmulas del seno y del coseno de una suma, calcular la tangente de una suma, es decir,
Siguiendo la indicacion del texto,
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sen(a + ) senacos 3+ cosasen

tg(la+ 4 = = -
gla+h) cos(a+ 3)  cosacos 3 — senasen 3
senacos f  cosasend
_ cosacosf?  cosacosf  tga+tg 3
~ cosacosf  senasenf 1 —tgatgs
cosavcos 3 cosacos 3
. tea+tg g
Por tanto, tg(a + 3) = 1—%
—lgatlg,

Comprobar que la férmula del coseno del angulo doble es
cos(2a) = cos® a — sen® o
En la férmula del coseno de una suma cos(a + /3), cambiamos 3 por a.
cos(a + @) = cosavcos @ — sen asen o = cos? o — sen® o

Como queriamos comprobar.

Resolver la ecuacion trigonométrica cos z = —1.
Se trata de calcular todos los angulos x cuyo coseno sea —1. Sabemos que esto ocurre con el angulo
de 180", entonces, las soluciones son de la forma = = 180% + 360k, con k& un nimero entero.

Resolver la ecuacion trigonométrica sen? x — senz = 0.
Sacamos sen x factor comun,
senz(senz —1) =0

Entonces,
senxz = 0; obiensenz = 1
Estas ecuaciones tienen por soluciones

z =0+ 180k x = 90° + 360k

donde k es un nimero entero.
(La primera solucion tiene esta forma porque el valor 0 lo toma el seno de los angulos 0°, 180", y cada
vez que se da media vuelta a la circunferencia).

Se llama vector de posicion de un punto A al vector que une el origen de coordenadas O(0,0) con el
punto A. Calcular los vectores de posicion los puntos A(—1,2) y B(3, 3). Representarlos graficamente.

El vector de posicién del punto A, @ = OA = (-=1-0,2-0) =(-1,2).
El vector de posicion del punto B, b=0B = (3—0,3-0)=(3,3).
La representacion grafica es la de la siguiente figura:
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Como vemos las coordenadas del vector de posicién de un punto coinciden con las coordenadas del
punto. Aunque tienen un significado distinto, ya que una vez que tenemos el vector, lo podemos mover a
cualquier lugar del plano, cosa que no se puede hacer con el punto.

Calcular el médulo del vector PQ, siendo P(—1,3) y Q(3,4).
Calculamos la coordenadas del vector, PQ) = (3 — (—1),4 —3) = (4, 1).
Entonces, el médulo del vector es |PQ| = 42 + 12 = /17.

Dados los vectores (2, 3), v(—1,2) y w(—3, —2). Efectuar las siguientes operaciones entre ellos:
a)3i —7=23(2,3) — (-1,2) =(6,9) — o2 = LT)
b) @ — 2(7 + 20W) = @ — 24 — 40 = -0 — 4 = —(2,3) — 4(-3,-2) = (10,5)
C) 3w — v+ 20 = 3(-3,-2) — (2,3) + 2(—1,2) = (-9, -6) — (2,3) + (—2,4) = (—13,-5)

Estudiar la dependencia o independencia lineal de los siguientes pares de vectores:
a) i(2,3) y v(4,6). Son linealmente dependientes y, por tanto, paralelos, porque i = 2.
b) @(0,1) y b(1, 3). Son linealmente independientes, porque no exite k tal que k(0,1) = (1, 3).

-

c)c(l,-3)yd ( 23). Son linealmente dependientes, ya que %c = d, o bien, &= 2d.

Calcular las coordenadas del punto P que se encuentra en el segmento que une A(2.2) y B(5.9) a doble
distancia de A que de B (entre los dos puntos )

Podemos considerar los vectores AB y PB que tienen la siguiente relacion AB = 3PB.

Entonces, B — A = 3(B— P) = P = (2B — A).

il
Sustituyendo la coordenadas de los puntos A y B, obtenemos P (3 36)

Calcular las coordenadas de un vector perpendicular al vector (2. 3).

Se trata de encontrar un vector # tal que @@ = 0. Si cambiamos las coordenadas de orden y a una
de ellas le cambiamos el signo, por ejemplo, ¥(3, —2), obtenemos lo que queremos. En efecto, el producto
escalares u-v = 2.3+ 3(—2) =0

Por lo tanto, son perpendiculares.

Calcular la ecuacion vectorial de la recta que pasa por los puntos P(1,3) y @(—2,5). Calcular previamente
un vector de direccion de la recta. Calcular dos puntos de la recta que no sean Py Q.
Calculamos un vector de direccidn con los puntos P y (, no importa el sentido. Por ejemplo, 7 = PQ =
(—=2,5) — (1,3) = (-3,2).
Para calcular la ecuacion vectorial utilizamos uno de los puntos, por ejemplo, P(1, 3) y el vector ¢(—3,2).
Sustituimos en la expresion
(z,y) = (1,3) +1(-3,2)
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Para calcular puntos de la recta damos valores a t.
Parat =2, (z,y) = (1,3) + 2(=3,2) = (-5,7).
Para t = —1, (z.9) =(153) + (-1){-8,2) = (4, 1).
(Para los valores ¢ = 0 y t = 1 salen precisamente los puntos Py ().)

Calcular las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los puntos A(0,1) y B(2,—1). Averiguar si
los puntos P(4, —1) y Q(0,3) pertenecen a ella.
Utilizando los puntos A y B calculamos un vector de direccién de la recta,

#=AB = (3,~1) —{0,1) = {3, —2)

Para calcular las ecuaciones paramétricas utilizamos un punto de la recta, por ejemplo, A(0,1) y el vector

5(2 —2):
x=0+2¢t
=11 —2t
Cada vez que damos a ¢ un valor (el mismo en las dos ecuaciones) obtenemos un punto de la recta.
Si P(4,—1) pertenece a la recta, habra algun valor de ¢ que haga que = = 4, y = —1. Sustituimos las
coordenadas de P en z e y de las ecuaciones paramétricas. Entonces,
4:=2=1=2
“1=1=-2t=t=2

Lo que prueba que P pertenece a la recta.
Sin embargo, si hacemos lo mismo con (0, 3),

==t =0
3=1-2t=t=-1

No obtenemos el mismo valor de ¢, por lo que @ no pertenece a la recta.

= t o
sy Calcular la ecuacion general

La recta r esta determinada por las ecuaciones paramétricas {

=
[l
ot

de r.
Eliminamos t de las ecuaciones paramétricas, es decir, despejamos ¢ en cada ecuacion e igualamos,
-1
y—>5

=5+2%=t="—
y=o-+ 5

p=2=tFt=

e ! zT—2 y=3a
Entonces, la ecuacion continua es — =

Eliminamos los denominadores y operamos, obteniendo la ecuacion general r : 2z +y — 9 = 0.

ACTIVIDAD 10
Obtener las ecuaciones paramétricas de la recta de ecuacion general 3z — y + 8 = 0.

Esta actividad se puede resolver de varias formas. Una forma consiste en dar valores para calcular dos
puntos de la recta, a partir de estos dos puntos, hacemos un vector de direccion y con un punto y el vector
se puede calcular la ecuacion paramétrica. Pero es mucho mas sencillo lo siguiente:

Igualamos una de las variables al parametro ¢, por ejemplo, = = t.

Ahora sustituimos en la ecuacién de la recta y despejamos y, 3t —y +8=0=y = —8 + 3¢

La ecuacion paramétrica es
p= B
y=—-8+3t

De donde se puede deducir que un punto de la recta es P(0,8) (los términos independientes en las dos
ecuaciones,) y un vector de direccion es #(1, 3) (los coeficientes de t en ambas ecuaciones).
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Describir cémo son las rectas de ecuaciones z —2 =10,y — 3 = 0.

La recta de ecuacion x — 2 = 0 es una recta vertical que pasa por el punto 2 del eje X. Al no tener y,
todos los puntos de la recta son de la forma (2,0), (2,1), (2,2), (2,3), etc. Ya que el valor de y puede ser
cualquiera, mientras que = = 2 y todos estos estan sobre una vertical.

Por razones analogas, la recta y — 3 = 0 es una recta horizontal que pasa por el punto 3 del eje Y.

Calcular las ecuaciones punto-pendiente y explicita de la recta que pasa por los puntos P(2.3) y Q(3, —3).
Calculamos en primer lugar un vector de direccion,

—_—
7= PQ = (1,-6)
A partir del vector de direccion, podemos calcular la pendiente de la recta,

-6
i 1

Entonces, utilizando el punto P(2,3) y la pendiente m = —6, sustituimos en la férmula
Yy —p2 = m(z —p1)
y obtenemos la ecuacién punto-pendiente
y—3=—6(z—-2)
Para calcular la ecuacion explicita, sélo hay que despejar y de la ecuacion anterior,

y=—6x+15

¢ Cual es la pendiente de una recta horizontal?

La pendiente de una recta horizontal es m = (0. Se puede justificar de varias formas:

Una recta horizontal forma un é&ngulo de 0° con el eje X (son paralelos,) entonces,
m=1tg0% =0.

Un vector de direccion de una recta horizontal seria #(1,0) (nos desplazamos una unidad a la derecha
y ninguna hacia arriba ni hacia abajo), entonces, m = % =il

¢, Cual es la pendiente de una recta vertical?

La pendiente de una recta vertical no existe (también se dice que es infinita). Se puede justificar de la
misma forma de antes, ya que una recta vertical forma un angulo de 90" con el eje X y la tangente de 90"
no existe. Utilizando el argumento del vector de direccion llegamos a la misma conclusion. Por esta razon,
una recta vertical no tiene ecuacion punto-pendiente, ni explicita.

Estudiar las posiciones relativas de las rectas

L jJz=2+41
1¥ =3 =
Una forma de hacerlo es convertir las ecuaciones paramétricas a la forma general y resolver el sistema,

pero se puede conseguir lo mismo sustituyendo las ecuaciones paramétricas en la ecuacion general de la
otra recta, para después calcular ¢,

ys: 3x+y—5=0

324t)+3—-t—-5=0=t=-2
Sustituimos ahora en las paramétricas el valor de t obtenido y tenemos las coordenadas del punto de corte,

=) y=2>5
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¢, Como son los vectores de direccion de dos rectas paralelas?

También deben ser paralelos, por lo tanto, seran vectores linealmente dependientes. Por ejemplo, (2, 4)
y w(4,8).

¢, Como son las pendientes de dos rectas paralelas?

La pendiente es la tangente del angulo que forma la recta con el eje X, si son paralelas, este angulo es
igual, por tanto, las pendientes son iguales. Por ejemplo, con los vectores anteriores, se obtiene la misma
pendiente.

Calcular la ecuacion general de la recta que pasa por el punto P(2,3) y es paralela a la recta y = 2z + 1.
La recta que buscamos pasa por el punto P(2.3) y tiene pendiente m = 2, porque ha de ser paralela a
la otra. Utilizando la ecuacién de la recta en la forma punto-pendiente,

y—3=2(z—2)
Para obtener la ecuacién general, quitamos el paréntesis y pasamos todos los términos a un miembro,

2p—y—1=0

Calcular la ecuacion general de la recta s perpendiculara r : 3z —y + 1 = 0 que pasa por el punto A(2,1).
Calcular las pendientes de ambas rectas.

El vector de direccion de s es el vector normal de r, es decir, 7(3, —1) (los coeficientes de la recta r).
Entonces, queremos calcular la ecuacién de una recta que pasa por el punto A(2,1) y tiene de vector de
direccién 7i(3, —1). Calculamos la ecuacién continua y operamos para obtener la general,

de donde,

: =1 ; ;
La pendiente de la recta s es m = 3 entonces la pendiente de la recta r, que es su perpendicular es

-1
m =—=3.
m

Calcular la distancia del origen a la recta de ecuacion r : 5z +1y — 3 = (.
Queremos calcular la distancia entre el punto P(0,0) y larecta r : 5z +y — 3 = 0. Utilizando la férmula
de la distancia de un punto a ua recta,

50+0-3 |-3]  3v26

d(P,r) = = =
=T ~Vm

Mediatriz del segmento de extremos A(3,0) y B(1.4).

a) Como la recta perpendicular a AB que pasa por el punto medio del segmento.

Queremos calcular la ecuacién de una recta que pase por el punto medio del segmento AB y que sea
perpendicular al segmento.

Calculamos en primer lugar las coordenadas del punto medio M del segmento AB. Para ello, como
vimos en la unidad anterior, tenemos que sumar las coordenadas de los puntos y dividir entre dos,
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3+1 0+4 o
U( s ):M(z‘z)

Ahora necesitamos un vector de direccion de la recta, que ha de ser perpendicular al segmento AB.
—p
Entonces, podemos elegir un vector que sea perpendicular precisamente al vector v = AB = B — A =
(_'21 4)
Un vector perpendicular al anterior es w(4,2). (Basta con cambiar de orden las coordenadas y a una de
ellas de signo).

Por ultimo, tenemos que calcular la ecuacién de la recta que pasa por el punto M(2,2) y tiene como

—9 -2
vector de direccion (4, 2). Utilizando la forma continua de la ecuacion de la recta, S =

Simplificando y escribiéndola en forma general, la ecuacion de la mediatriz es z — 2y +2=0.
b) Como lugar geomeétrico. La mediatriz esta formada por los puntos del plano X (x, i) tales que

d(A4,X) = d(B, X)

Hacemos lo mismo que en el ejemplo que se ha resuelto en el texto: sustituir las coordenadas en la
férmula de la distancia, elevar al cuadrado y simplificar.

VE-3P+@ = V- 177+ [y 97

2 _6z+9+y =22 —-2z+1+y%—-8y+16

O0=4z—8y+38

y simplificando, se obtiene « — 2y + 2 = 0.

Bisectrices de los angulos que determinan los ejes coordenados, el eje X y el gje Y.

Las rectas cuyas ecuaciones que queremos calcular son las bisectrices de los cuadrantes que determi-
nan los ejes coordenados. Sus ecuaciones son:

Eje X:%: y=0.EjeY:a: £=0.

Las bisectrices son el lugar geomeétrico de los puntos X (x, y) del plano tales que

d(X,r) =d(X,s)

Utilizamos la formula para calcular la distancia entre un punto y una recta que hemos usado en el
ejemplo,

lyl _ =l

— =—=y==4=zx

el Wl

Es decir, las dos bisectrices son
by: y== bo: y=—z

Graficamente,
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Bisectrices de los angulos formados por las rectas v : 120 — 5y — 1 = 0y s : 4z + 3y = 0. Comprobar que
las dos bisectrices son perpendiculares entre si.

Las bisectrices son el lugar geométrico de los puntos X (x,y) del plano tales que d(X,r) = d(X, s).

En este caso, la expresion que obtenemos es

|12z — 5y — 1| |4z 4 3y|
18 I

Eliminamos los valores absolutos como hemos explicado antes,

12z —-5y—1 | (4z+3y
13 T 5 '

y, operando obtenemos las dos ecuaciones siguientes:
b1 : 8z — 64y — 5 = (; by 1 1122+ 14y —5=10

La comprobacién de que estas dos rectas son perpendiculares se puede hacer de varias formas: com-
probando que sus vectores de direccion son perpendiculares, comprobando que el producto de sus pen-
dientes es igual a -1 y comprobando que sus vectores normales son perpendiculares, ya que, las rectas
también habran de serlo. Lo vamos a hacer de esta Ultima forma.

Los vectores normales de las dos bisectrices son, respectivamente,

i1 (8, —64) y fia(112,14)

Para verificar que los dos vectores son perpendiculares, basta con comprobar que su producto escalar es
nulo:
Ty = 8112 —64-14 =0

Posicion que debe tener un plano que corte a una superficie conica, para que la seccion obtenida sea:

a) Un punto. Tiene que ser un plano que pase por el vértice, pero que no corte a ninguna de las dos
hojas de la superficie conica.

b) Una recta. Debe ser un plano que pase por el vértice y que contenga a una generatriz de la superficie.

c¢) Dos rectas que se corten en un punto. Debe ser un plano que pase por el vértice y que corte a las
dos hojas, pasando por el interior de ambas.

En la siguiente figura se han representado estas tres situaciones. A estas secciones conicas a veces
se |les llama cdnicas degeneradas.

punto recta dos rectas

Ecuacion de la circunferencia de centro O(—2,0) y radio r = 2.
Aplicamos la férmula, (z + 2)? + 3? = 4 y desarrollamos,

2?2+ +4z=0
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Ecuacion de la circunferencia de centro O(0,0) y que pasa por el punto P(1,1).
Como vemos en el grafico siguiente, el radio de la circunferencia es la distancia entre el centro y el
punto P(1,1).

Entonces, » = d(O, P) = /12 + 12 = /2. Por tanto, la ecuacién de la circunferencia es, |

22 +y’ = (V2P =2’ +y’ =2

Centro y radio de las ecuaciones que sean circunferencias:

a) =2 + 32 = 9. La ecuacidn ya esta escrita con los cuadrados correspondientes. Es evidente que se
trata de una circunferencia de centro el origen de coordenadas O(0,0) y radio r = 3.

b) 2? 4+ y? — 2z — 4y = 0. Agrupamos los términos en x y los términos en y,

22 -2x+4+9y% —4y=0

Completamos los cuadrados en la izquierda, afadiendo los mismos numeros en el miembro derecho, de
manera que la ecuacion no varie,

22 -2z 41+  —dy+4=1+4
Entonces, la ecuacion se puede escribir,
(z—1%+(y—2?%=5

que es una circunferencia de centro O(1,2) y radio r = /5.
c) % + 3% — 2z — 8y + 20 = 0. Seguimos el mismo proceso que en el apartado anterior,

22 -2z 4+ 9% —8y=-20

22 —224+1+y*—8y+16=-20+1+16

y obtenemos finalmente,

(z—1°+(y—4)>=-3
gue no es la ecuacion de una circunferencia, ni siquiera un punto. Ya que dos numeros al cuadrado no
pueden sumar un negativo.

W HIVIDAD 8
Posicion relativa:
z—1=0
2?2 +y*—2x=0
una de segundo grado, la circunferencia, es conveniente despejar alguna incognita de la de primer grado y
sustituir en la de segundo. Aunque en este caso es muy sencillo, ya que, de la primera ecuacion,

. Resolvemos el sistema. Como hay una ecuacién de primer grado, la recta, y

g 1= =m=1
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sustituimos ahora en la segunda ecuacion, |
1432 -2=0=2y’=1=y=+41.

Entonces, tenemos dos soluciones, que son los puntos P(1,1) y (1, —1). Es decir, la recta es secante a la
circunferencia.
z+y+5=0
circunferencia de centro O(—1, —3) y radio r = 3.
El radio de la circunferencia es r = 3 y la distancia del centro de la circunferencia a la recta,

—_ —_ 5 5
d(O,recta) = lll% = ?

V2

Comod = e < 3 =r, larecta es secante a la circunferencia y, por tanto, también la cortara en dos puntos.

Recta tangente a la circunferencia z? + 32 — 2y = 0, por el punto P(1, 1).
En primer lugar, completamos cuadrados en la ecuacion de la circunferencia para calcular su centro y
su radio,
P+ -=0=22+ - +l=1=2+(y—-1)>%=1

Entonces, el centro es O(0,1) y el radio es r = 1.
Calculamos el vector del centro al punto P,
OP=P—-0=(1,1)—(0,1) = (1,0)

El vector de direccion de la recta tangente es un vector perpendicular al anterior, para elegirlo, como en
otras ocasiones, cambiamos de orden las coordenadas y a una de ellas de signo. Por lo que un posible
vector de direccion es

v(0,1)

La recta cuya ecuacion queremos calcular, pasa por el punto P(1,1) y tiene de vector de direccién,
7(0,1). Entonces, se trata de una recta vertical, la recta de ecuacion

=1
En la grafica siguiente hemos representado la circunferencia y la recta tangente calculada:

Yi

00,1) \ P(L,D

X

Ci: 22492 =1yCo: 22 +y> -2z —4y—1=0.
Potencia de P(0,0), con respecto de cada una de las dos circunferencias.
Escribimos la ecuacién de C; de la forma z? + 32 — 1 = 0. Entonces,

Pote, (P) =0 +0* —1=—1
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En el otro caso, basta con sustituir directamente,
Pote,(P) =0 +0*— 20— 40— 1= -1

Luego el punto P es interior a ambas circunferencias.

Lugar geomeétrico de los puntos X (z, y) del plano que tienen la misma potencia con respecto de las circun-
ferencias C;: 22+ 92 —4=0yCy: 2 +y* — 6y =0.
Buscamos los puntos X (z, y) tales que

Pote, (X)) = Pote, (X)

Entonces, )
:1,‘2+;z12-4:ar2+3;2—6y=>7;}:7(33},:;.9:5
Se trata entonces de una recta, y todos los puntos de esta recta tienen la misma potencia con respecto
de las dos circunferencias. En general, a esta recta se le llama eje radical de dos circunferencias.

Ecuacion de una elipse con a = 5y focos F1(3,0) y F»(—3,0).
Como los focos son F(3,0) y F»(—3,0), ¢ = 3. Sustituyendo a y ¢ en la expresion o = b*+¢?, deducimos
que b = 4. Entonces, no hay mas que sustituir a = 5y b = 4 en la ecuacion reducida,
2
xT y_ e
25 * 16

2
1

Calcular los focos de la elipse de ecuacion 922 + 16y* = 144.
En primer lugar, escribimos la ecuacion reducida de la elipse, dividiendo toda la ecuacion por 144, y
simplificando,

de donde, a = 4 y b = 3. Entonces, como a? = b? + ¢, ¢ = /7.
Por tanto, los focos se encuentran en los puntos de coordenadas F (v/7,0) y Fo(—+/7,0).

Deducir la ecuacion de la elipse con focos en los puntos F(0,2) y F5(0,—2); y vértices en los puntos
A (O 3) Yy Ag(o —3)
Los focos se encuentran sobre el eje Y, entonces se trata de una ecuacion de la forma
o | 2
o s ]
b2 a?
en la que se verifica & = b® + 2.
De las coordenadas de los focos, obtenemos ¢ = 2, y de las coordenadas de los vértices, obtenemos
4=
Sustituyendo en la expresién a? = b? + 2, obtenemos b = /5. Por tanto, la ecuacién de la elipse es
2

T
5

y
2. 1
9

3'.'2 y2
Excentricidad de la elipse T + E 1,

A partir de la ecuacion se deduce que a = 2 y b = /3. Sustituyendo estos valores en la relacién
a’ = b® + ¢, y despejando obtenemos ¢ = 1. Entonces, la excentricidad es
o 1

:—:—:0"5
‘ a 2
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Ecuacion de la elipse con a = 2 y excentricidad e = /2.

“ . (6
Necesitamos saber el valor de a y el de b. Ya conocemos el valor de a = 2. Ahora bien, como ¢ = —
a

02 == =e=0%22 =04

Utilizamos nuevamente la relacion a? = b? + ¢2,
4=0+042=>=4-016=2384

(No hace falta que calculemos la raiz cuadrada de este numero, ya que en la ecuacion lo que hay que
escribir realmente es el valor de b%.) Entonces, la ecuacion es

(3]

2
T =

=il
4 3’84

Ecuacion de una hipérbola en la que b = 3 y los focos son F'(4,0) y Fz(—4,0).
Dado que los focos son Fy(4,0) y Fa(—4,0), se deduce que ¢ = 4. Sustituyendo ahora el valor de b = 3
y ¢ = 4 en la relacién ¢? = a? + b? y despejando, obtenemos a = /7.
= 2
Entonces, la ecuacion de la hipérbola es 7”7 — % ==,

Determinar los focos de la hipérbola de ecuacion 9% — 16y° = 144.
Dividimos la ecuacion entre 144, para obtener la ecuacion reducida de la hipérbola,

de donde, a = 4y b = 3. Como ¢ = a® + b?, sustituyendo, obtenemos ¢ = 5.
Por tanto, los focos se encuentran en los puntos de coordenadas F(5,0) y Fa(—5,0).

Calcular los focos y las ecuaciones de las asintotas de la hipérbola de ecuacion =2 — 3 = 1.
La ecuacioén se puede escribir de la forma

de donde a = b = 1. Como ¢ = a? + b?, sustituyendo, obtenemos ¢ = V2.
Entonces, los focos se encuentran en los puntos de coordenadas F, (v/2.0) y F»>(—+/2.0). Y las asintotas
son las rectas de ecuaciones y = y=—x.

Excentricidad de la hipérbola de ecuacion II - y— = 1.

3
De la ecuacién sabemos que « = 2y b = /3. Utilizando la relacién ¢ = a2 + b?, obtenemos ¢ = /7.
7
Entonces, la excentricidad es e = £ g
a

Calcular la ecuacion de la parabola con foco F(2,0) y directriz © = —2.
Se trata de una parabola de la forma y? = 2cx, donde ¢ es la distancia entre el foco y la directriz. En
este caso, ¢ = 4. Entonces, la ecuacion es
yz = 8z
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;Cuél es el foco y la directriz de la parébola de ecuacion x? = 4y?
La ecuacion es de la forma 2% = 2ey, con ¢ = 2. Entonces, el foco estd situado en F(0, 1) y la directriz
es larectay = —1.

Calcular el foco y la directriz de la pardbola de ecuacion y? + 10z = 0.
Si escribimos la pardbola de la forma y? = —10z, vemos que se trata de una ecuacion de la forma
y? = —2cx, con ¢ = 5. Por tanto, el foco esté en el punto de coordenadas F(52.0) y la directriz es la recta

" 5
de ecuacion z = ¢

; : ! 8
. Por ejemplo, si = = 8 entonces y = F= 2.
b) ¥ = /z. Los Unicos numeros z a los que se puede aplicar son aquellos de los cuales se puede
calcular su raiz cuadrada, es decir, los no negativos o, lo que es lo mismo, los z tales que = > 0.
c) y= 3z +5.

TIVIDAD 2

a) f(z) = z

p gy En primer lugar calculamos los puntos que anulan el denominador, estos son los
L — oL i
que no van a pertenecer al dominio de definicién, 2 — 5z + 6 = 0.

Resolvemos la ecuacion de segundo grado, y obtenemos como soluciones, = = 2; =3

El dominio de definicion son todos los nimeros reales excepto el 2y el 3, dom (f) = R — {2, 3}.
b) f(z) = v/2x — 4. Ahora para que exista f(x) hace falta que el radicando sea no negativo, es decir,

20—420=220>4=0>2
Entonces, el dominio de definicion esta formado por todos los nimeros mayores o iguales que 2,
dom (f) = [2,+0)
& +1

) o) = ——

poder ser negati\'fo, tampoco puede ser nulo. Por tanto, para que exista f(z) es preciso que,

. En este caso, como la raiz esta en el denominador, el radicando, ademas de no

22 —1>0.
Resolviendo esta inecuacion de segundo grado, obtenemos como solucion,
dom (f) = (—o0, —1] U [1, 400)

ACTIVIDAD 3
a) f(z) = 3. Sea cual sea el z que sustituyamos, el resultado siempre sera 3. Entonces, en este caso,
im (f) = {3}.

b) f(z) = —z?. Para todo =, 2% siempre es mayor o igual que 0. Tenemos entonces un nimero positivo
(o cero). Con el menos que hay delante, se convierte en un nimero negativo. (Es importante observar que
el menos no esta elevado al cuadrado, para que esto ocurriese deberia ser (—z)?, por esto el resultado es
negativo, no positivo.) Entonces, la imagen son los nimeros negativos y el cero, im (f) = (—oc, 0].

¢) f(xz) = z. El dominio de esta funcion es dom (f) = R. La imagen de cualquier nimero, por ejemplo,
f(3) = 3, es siempre el mismo numero. Entonces, es evidente que el dominio debe coincidir con al imagen.
Por tanto, también im (f) = R.
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Las gréaficas de los apartados a) y ¢) son funciones, sin embargo, las de los apartados b) y d) no lo son, ya
que aparecen puntos de las graficas unos sobre otros, es decir, para un mismo valor de = hay mas de uno
de y.

a) El dominio, dom (f) = [—1,0) U (0, 1]. El nimero 0 no esta en el dominio, también se podria indicar de la
forma dom (f) = [-1, 1] — {0}.

La imagen, im(f) = (—1,1). Hay que tener en cuenta que en el -1 y en el 1 (del eje Y') hay puntos
huecos, por lo que no esta incluidos en la imagen.

b) El dominio esta constituido por todos los numeros reales excepto el 0, dom (f) = R — {0}.

La imagen, im (f) = [0, +c0).
ACTIVIDAD 6
Una recta vertical no es una funcidn, porque todos los puntos estan unos sobre otros, de manera que a un
unico x le corresponderian infinitos valores distintos de .

IBAR —

ACTIV 7
{

ACTIVIDAD
a) y = z* + 2. La gréfica de esta funcién es como la de la funcién y = 22, pero elevada dos unidades, ya
que cada valor de y se calcula sumando 2 al correspondiente de z2. Entonces, la gréfica es la de la figura

siguiente:

A la vista de la gréfica, dom (f) = R; im (f) = [2, +0o0).
b) y = —2* — 1. Ahora se trata de bajar la gréfica de y = —2* una unidad, con lo cual, el vértice queda
en el punto (0, —1). La grafica es la de |a figura siguiente:

dom (f) =R; im(f) = (—o0, —1].
c) y = —3xz? + 1. Por ultimo, en este caso hay que subir la grafica de y = —32% una unidad. El vértice
pasa a estar en el punto (0,1). Y la gréfica es asi:
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dom (f) =R; im(f) = (—o0,1].

a)y = —z? — 2z. Como a = —1 < 0, la parabola es abierta hacia abajo.
- —b 2

La = del vértice es = = e —1.

Sustituimos en la ecuacion para calcular el valor de y, y = —(—1)? — 2.(—1) = 1. Entonces, el vértice se
encuentra en el punto de coordenadas V(—1,1)

Calculamos los puntos de corte de la funcidn con los ejes de coordenadas:

Punto de corteconelejeY; z =0,y =0.

Puntos de corte con el gje X; y = 0, 0 = —z? — 2. Resolvemos la ecuacion de segundo grado y
obtenemos las soluciones = = —2; z = 0.

La gréfica es la de la figura siguiente:

Vi-1.1)

b) y = 2® — 2z + 2. Como a = 1 > 0, la parabola es abierta hacia arriba.
—b 2
La x del vérticees o = — = — = 1.
) YT % T 21
Sustituimos en la ecuacién para calcular el valor de y, y = 12 — 2-1 + 2 = 1. Entonces, el vértice esta en
el punto de coordenadas V(1.1)
Calculamos los puntos de corte de la funcién con los ejes de coordenadas:

Puntode corteconelejeY; z =0,y =2.

Puntos de corte con el eje X; y = 0, 0 = 22 — 2z + 2. Pero esta ecuacién no tiene soluciones, por tanto,
no hay puntos de corte con el eje X. Aungue es algo que ya lo podiamos saber con la informacién de que
disponiamos: si la parabola es abierta hacia arriba y el vértice esta por encima del eje X, es imposible que
haya puntos de corte con el gje X.

La grafica es la de la figura siguiente:
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ACTIVIDAD 9
No todas las parabolas que hemos estudiado son funciones. Sdlo las que son abiertas hacia arriba y las
gue lo son hacia abajo.

En la siguiente figura hemos dibujado dos parabolas, una abierta hacia la izquierda y la otra hacia la

derecha. Como vemos, no pueden ser funciones, ya que para un mismo valor de z se pueden encontrar
dos valores distintos de y.

ACTIVIDAD 10
En las graficas vemos que para la funcion f(z) =
por todos los numeros reales excepto el cero: dom

-z siz<0
a) f(z) = 11 si0ss<1,
m

| o

-, tanto el dominio como la imagen estan constituidos

f)=im(f) =R - {0}.

=

—

- siz>1
T

Van vl Y4

Y ahora los ponemos juntos en la misma grafica.

320 |




¢ 1

a

El dominio, dom (f) = R, y laimagen, im (f) = (0, +o0).
— 2 siz <0
b) g(z) =< 2 sil <« & 2.
—r+4 siz>2
Hacemos como antes, dibujamos cada uno de los tres trozos por separado,

Y Y1 Y

+3

\ T T4
\

Y ahora los ponemos juntos en la misma grafica. En la gréfica final, en el punto = = 2 el punto hueco
gue ha dejado el trozo de la derecha lo ha rellenado el punto del trozo de la izquierda. Otra diferencia que

se aprecia con el caso anterior es que, ahora hay una parte del eje X sobre la cual no hay funcién, esto se
traduce en el dominio de la funcion.

Yh

Ahora el dominio es, dom (f) = (—o0,0) U (1, +c0)), y la imagen, im(f) = (—oo0, 2].

f(w)*m +3:+1 g(z) =22 —4; h(z) =z + 2.
a)(f+9)(x)=flx)+gz)=2>+z+1+2>—4=22%+2—3. dom(f+g) =R, por ser un polinomio.

b) (f — 9)(z) = f(z) — g(x )—.n'2+x+1— (22 —4) =z + 5. dom(f — g) = R, por la misma razén que
antes.
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c) (g.h)(: )h() (22 —4)(z+2) = 2% + 22?2 — 4 — 8. dom (g.h) = R.

d>(">u: g =28 onsiag

h T+
Entonces, dom (?—1) =R — {—2}. (Ndtese que la simplificacion que hemos hecho no tendria sentido si

x = —2, ya que estariamos dividiendo 0 entre 0).

e 20 —1 ’ : " .
Flek= ‘ 3 ; g(x) = ba?. Aplicamos las férmulas correspondientes,

23;—1)2_5(4:32—43:“) 2022 —20z+5
B 9 - 9 ’

(gof)(rr}=g{f(-r))—g(2$3_1) :5.(

fog)(z) = f(52%) = 2'5”:; — - 103,-? -

, intercambiamos z por y y despejamos v,

a) f(z) = 3_ 2. Escribimos la funcién de la forma y=

21_5:,. 3r+5
=
3 Y 2

La funcion inversa es f

—Hay = ¥ y se puede comprobar que el calculo es correcto haciendo la
composicion (f o f~1)(x), o en orden inverso, y verificando que sale I(z).

b) g(z) = R Hacemos como antes,

" 2
Lainversade ges g~ '(z) = o 1.

2 . . g
c) h(xz) = 3 + —. Haciendo las mismas operaciones, obtenemos,
T

<

o TR T R TET T T R

5 4 1 2 k] 1  TE
1a X

Grafica de y = 22

La gréfica simétrica de la funcién y = 2, con respecto de la recta y = z es,
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Por tanto, la inversa no existe, porque esta grafica no es una funcion.
Gréfica de la funcién y = 2> con = > 0. Se trata de la misma gréfica, pero Unicamente lo que hay sobre
la parte positiva del eje X, es decir, |la parte de la derecha.

Y-q

i

y=z2conz >0

Esta funcion si tiene inversa, su grafica es

YL

Inversa de f(z) = z* conz > 0

Para calcular su férmula, intercambiamos z e y en la expresién y = 22, y despejamos v,

z=1=>y=+/7T

(Al despejar y no hay =+, ya que la = en la funcién original sdlo podia tomar valores positivos).
Entonces, f~!(z) = /.

a)y = =] = 2—*, Utilizando la indicacion de la actividad, la tabla se hace de forma muy sencilla. Sélo

hay que tomar la tabla que hicimos para y = 2* y cambiar los valores de y, de forma que el correspondiente
a —2 es ahora el que corresponde a 2, y viceversa. La tabla que resulta es,

zt|-4 -3 -2 -1 01 2 3 4

y|[16 8 4 2 1 3 1 % 3%
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b)y= (—) = e~ ". Agui ocurre lo mismo que antes, la tabla sale invertida,
€

x| -4 -3 =2 -1 0 1 2 3 4
y | 54’5982 200855 7'3891 27183 1 0'3679 071353 0°0498 00183

En la figura siguiente hemos representado las dos graficas.

Funcién inversa de f(z) = 27*. En primer lugar calculamos la férmula,

y=2""=z=27Y& —y=logy(z) = y = —logy(x)

Por tanto, f~!(x) = — logy(x).
Para dibujar la grafica, hay que dibujar la simétrica de la grafica de y = 2%, con respecto de la recta
Y=

y=x

y= -logztx)

Si f es inyectiva, la inversa de su inversa es la propia funcion, (f~!)~! = f, ya que si hacemos la simétrica
con respecto de la recta y = x dos veces volveremos a tener la grafica que habia al principio.

"2

8) f(z) = -

Calculamos f(—x),

fe)= B o T o ()
(—z)?+1 22+1

Por tanto, se trata de una funcion par, simétrica con respecto del gje Y.
b) g(z) = 223 + 4z.

g(—z) = 2(—z)® + 4(—2) = —22° — 4z = —(22% + 4z) = —g(x)
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Por tanto, es una funcién impar, simétrica con respecto del origen.
c) h(z) = |z| - 1.

h(—z)=|—z|—-1=|z| - 1=h(z)

Entonces, es una funcién par, simétrica con respecto del eje Y.

a) f par, tal que f(2) = 3. Queremos calcular f{—2).
Si f es par, entonces f(—xz) = f(z) para todo z. Por tanto, f(-2) = f(2) = 3.
b) g impar, tal que g(x) = z? si » > 0. Queremos calcular cuanto vale g(z) si x < 0.
Por tratarse de una funcién impar g(—z) = —g(z), entonces, si z < 0, g(z) = —z>.

a) f(z) = 2.

Suimagen es im (f) = {2}. Entonces es acotada superiormente, por ejemplo, por 3. Y acotada inferior-
mente, por ejemplo, por 1.

b) g(x) = =.

Su grafica es una recta que pasa por el origen (la bisectriz del primer y tercer cuadrante que ha apare-
cido ya), por tanto, no es acotada ni superior, ni inferiormente.

c) h(z) = |x|.

Es la funcion valor absoluto. Recordando su grafica, se puede concluir que es acotada inferiormente,
por ejemplo, por -1; pero no superiormente.

Dominio e imagen de f(z) = arcsen(x).

El dominio es dom (f) = [—1, 1], que era la imagen de la funcién sen(z).

La imagen es im(f) = [%g] que era el dominio de la funcién y = sen(z) restringida al intervalo
indicado.

a) Gréfica de la funcién coseno en [0, 7|. Basta con cortar, de la grafica completa de la funcién coseno, el
trozo correspondiente a este intervalo. El resultado es el de la gréfica siguiente:

] i \ :x

b) Grafica de su funcion inversa, f(x) = arccos(z).
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oy

y=arccos(x) 1

c¢) El dominio, dom (f) = [-1,1], y laimagen, im(f) = [0, 7].

a) Gréfica de lay = tg(x) en el intervalo( =3, 3 ). Sélo hay que cortar el trozo de gréfica que hay sobre este
intervalo, el resultado es la grafica siguiente:

b) Grafica de su funcion inversa, f(x) = arctg(z). Tenemos que dibujar la simétrica, con respecto de la
recta y = z, de la gréfica anterior.

| /y=aretg(x)

049 87 & 85 4 329 12 3 4 5 8 7 8 3

X

c¢) El dominio, dom(f) = R y la imagen im (f) = (—51, 7). Se trata por tanto, de una funcién acotada
(superior e inferiormente.)
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z2 -9

Limites laterales de f(z) = enz=3.

Hacemos una tabla de valores a la izquierda de 3, es decir, proximos a 3 pero menores:

x |27 28 2’9 299 2/999 29999
flx) |57 5’8 59 599 5999 59999

El nimero al que se aproximan las imagenes de la funcion es 6, entonces,

lim f(z) =6

r—3-
Hacemos ahora lo mismo, pero a la derecha de 3, con valores mayores que 3:

x |33 32 31 301 3001 30001
flz)[6'3 62 61 601 6001 60001

Tambien ahora nos aproximamos a 6, entonces, h’m+ flz) =6.
z—3
Dado que los limites laterales existen y son iguales, el limite en 3 es

lim f(z) = 6
La funcién se puede simplificar si a # 3,

z2—9 (z+3)(@—23)

fl@)=——3 — T+3siz#
22 siz<0
Dibujar la graficade f(z) = ¢« si0 <z <1 y calcular los limites de la funciénenz =0y enz = 1.
3 sizzl

En primer lugar dibujamos la grafica. Hay que tener en cuenta que la funcién no esta definida en « = 0,
por eso en ese punto hemos dibujado un hueco.

- Limite en z = 0:
Limite por la izquierda: “h'r})l_ flz)= 0,

Limite por la derecha: lim+ Flz) =0.
x—0
Como los limites laterales existen y son iguales,

lim f(z)=0

z—0
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- Limite en z = 1:
Limite por la izquierda: lim f(z)=1.
-1
Limite por la derecha: _11'1111 filz) = 3.
Es importante tener en cuenta que a la hora de calcular limites, no importa que la funcion esté o no

esté definida en el punto. Nos preocupa el numero al que la grafica se aproxima, llegue o no llegue.
En este caso, aunque los limites laterales existen, no son iguales, entonces el limite no existe,

lim f(z) =3

— siz <0
-
Discontinuidades de la funcion f(z) = { 1 Si0=2<1 enlospuntos0,1y2.
z S5il g 2

—z+1 siz<2
La gréfica de la funcion es la siguiente:

Enz=0:
- Limite por la izquierda, _h"}}, f(z) = +oo.
- Limite por la derecha, h’m+ Tl = 1.
xz—0
Entonces, el limite de f(z) cuando = — 0, no existe, y la funcidén presenta en = = 0 un punto de
discontinuidad inevitable de salto infinito.
En =14
- Limite por la izquierda, h’u?ﬁ Flz)=1.
- Limite por la derecha, h’II'l‘ Flz)=1.
r—1T
Entonces, existe el limite de f(z) cuando = — 1,

11'm1 flz)=1
Sin embargo, no existe f(1), por tanto, la funcién presenta en = = 1 un punto de discontinuidad evitable.

En.on=2-
- Limite por la izquierda, Hrgl Flg)=i,
s 4

- Limite por la derecha, llf;; flz) =-1.
A pesar de que existen los limites laterales, son distintos. Por tanto, no existe el limite lim f (z). Se trata
entonces de un punto de discontinuidad inevitable de salto finito. La longitud del salto es 2 — (—1) = 3.

Zz

Continuidad de la funcién f(z) =<1 . enz =
— Siz=>1

£

La grafica de la funcion f(z) es la siguiente:
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Ya en la grafica se puede apreciar que la funcién es continua. Sélo queda comprobar que se cumple
lim f(x) = f(1).
El limite a la izquierda es lim f(z) = 1 (la altura, medida sobre el eje Y, a la que acaba la rama de la

izquierda de la funcion.)
El limite a la derecha es 11’1111+ f(z) = 1 (la altura, medida sobre el eje Y, a la que acaba la rama de la
r—

derecha de la funcién.)
Por tanto, h’ml f(x) = 1. Por otra parte, la funcién esta definida en z = 1y f(1) = 1 (este numero se

obtiene sustituyendo en la parte de la definicion de la funcion en la que esta el >).
Es decir, la funcion es continua en = = 1, como veiamos en su gréfica.

Puntos en los que son continuas las funciones:

a) f(z) = 322 — 2z + 3. Es continua en todo R, por ser un polinomio.

b) g(z) = sen(x® — 3). Es continua en todo R, ya que es composicién de dos funciones sen(z) y (2% — 3)
que a su vez, son funciones continuas.

3:3

C) h(IE) = m.
es continua en todos los puntos, excepto en los que anulan el denominador, que son 1 y -5. Por tanto, es
continuaen R — {-5,1}.

Es un cociente de dos polinomios, que son funciones continuas. Entonces,

Gréfica de una funcion en la que lim f(z)=2; lim f(z)= -1
T—00 r——00
Se trata de dibujar una funcién que tenga dos asintotas horizontales: y = 2, a la derecha, e y = —1, a
la izquierda. Una posible gréfica es la siguiente:

/

T 4 & 4 3 2 ¥ & 4 & & E 7

Aungue se podria dibujar de muchas otras formas.
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Grafica de la funcion f(z) = > y calcular sus limites en el infinito.

La grafica de y = —, que estudiamos en la unidad anterior, es la siguiente: |
T

Observamos en la grafica que la recta y = 0 (el eje X) es una asintota horizontal de la funcion, tanto a
la izquierda como a la derecha. Entonces,
lim f(z)=0 y lim f(z)=0

E—0c0 r——0oQ

Para calcular los limites en el infinito a partir de las graficas, solo hay que mirar si las graficas suben a mas
infinito, bajan hacia menos infinito u oscilan, en cuyo caso el limite simplemente no existe. En las graficas
de la actividad, los limites en el infinito son los siguientes:

a) lim f(z)=-+oc; lim f(z)=—cc.
b) lim f(z)=—oc; lim f(z)=—co.
¢) lim f(z)=+o0; lim f(z)=2

d) lm_f(z)=+oo; lim f(z) = —oc.

Sdlo tenemos que sustituir el valor al que tiende x en la = de la funcién:
a) 11’1‘!12(32:3’ +7x% — 22+ 2) = 3-2° + 722 — 2.2 + 2 = 50.
2$2—3$+1) _212-31+1 0

b)i‘iﬂ( 27 +2 Trz 3"

g i
a) lim ”B,,——I_—EL . Sustituimos = = 2 en el numerador y denominador:

=2 \ gz —2x+5H

- 22 +32+4 14

lim | ——— | = —

z—2\22 =22 +5 5

22 +z+1 - .
b) lim (m) Sustituimos en el numerador y en el denominador:
T—5 \ T — 4T —

11'1'115($2+a:+1):52+5+1:31; 11’11%($2—43:—5):52—4-5—5:0

Entonces, el limite no existe. Pasamos a analizar el signo de los limites laterales:
" : ; + i
Por la izquierda de 5, probamos con el valor = = 4'9. Los signos son _(_hl = (—). Entonces, el limite por

(=)

o ' e +z+1
laizquierdaes lim ( ———— | = —c0.
z—5- \z2—4x—5
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Por la derecha, podemos probar con el valor 2z = 5'1. El signo ahora es — = (+). Por tanto, el limite

(+)

5 2 4+z+1
por laderechaes lim | —— | = +ox.
z—5+ \ 22 —42 -5

e n 2 - - ; e
c) lim &~ . Sustituimos = = —1 en el numerador y denominador de la funcion,
a——1\23 + 522 + Tz + 3

11'1111(3:3 -3z -2)=(-1)®-3(-1)-2=0
i

lfim (IL +52% + Tz +3) = (-1)*+5.(-1)2 +7.(-1) +3=0

z——1

Ahora tenemos una indeterminacion del tipo g Factorizamos el numerador y el denominador, utilizando la
regla de Ruffini, y luego simplificamos,

lim 4~ =3 = lim (:r_—i—i)gﬁ_—i)_ lim —3)
e——1\23+522 + T +3/) a—-1(z+1)2(z+3) z2——1(z+3)

Y, por ultimo, volvemos a sustituir para ver si la indeterminacion ha desaparecido,

@-d)_  (-1-2) -3
rlrl—gll (x+3) —9&1}111 (-14+3) 2°

a) lim

e |
e—1+/z+8—3

Calculamos en primer lugar los limites del numerador y denominador:
lim(2? —1)=1*-1=0; lim (Vo2 +8-3)=3-3=0
r— —

Se trata de una indeterminacion g Multiplicamos y dividimos por la expresion conjugada del denomina-

dor. Ademas, hay que factorizar el numerador para poder simplificar al final los factores que producen la
indeterminacién,

Tt iy B D=L +8+8)
O eT5-3 ~ B /z+8-3) (V218493
- (x+1)(z - 1)(\/m+ +3)

1 ( ;1:—6—8) — 32
. (z4+1)(z—1)(Vz+8+3)
T—1 $+8*9
= i (z+1)(z—1)(Vz+8+3)
x—1 (5'3 — 1)
(simplificamos (z — 1)) = };135(::: +1) (Vz +8+3)

(sustituimos z =1) = 2. (\/5—1- 3) =

r—2
= Empezamos como antes,

lim (vz —2) =0; lim (x—4) =0

z—4 z—4

Tenemos una vez mas la indeterminacion g Multiplicamos y dividimos por la expresién conjugada de (/z —
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2) y simplificamos,

vE—-2 vE—2) (/2 +2)
a1 = el
2 52
= lim (\/E) -
r—4 (x — 4) (\/T -+ 2)
= e P ]
et (z-4)(Vz +2)
) 1
= By
_ 1 _1
C Vi+2 4

vr—142
&

5 - A pesar de que este limite aparentemente es como los dos anteriores, no es asi. Si
sustituimos z = 5, no aparece ninguna indeterminacion y el limite ya esta calculado.

Hn\/.’r—1+2 vo—1+4+2 4 1
T — —— g
T—5 z+3 5+3 8 2

Este ejemplo prueba lo importante que es sustituir antes de empezar a hacer operaciones innecesarias.

e) i
) lim.

A

a) 11:1_1 N T Se trata de una indeterminacién del tipo —. Dividimos numerador y denominador por
T—+00 I 4x + co
3
lll il = === h'm +
x—+oo 13 +4$+D :1:—v+ccz_%+?+j’§
1
— lll"ﬂ —rr
z—+oo 1 4 '—‘; =+ %
— O —
O 14+0+0

4
b lim —— . En primer lugar, transformamos el limite en un limite en el que
) 1_{lw314+4x+r p g q

T — +o0, apllcando lzm flz)= lim f(-=x),
=00
4 ) (—.’I:)“l 2t

lim — o = 1 = lim ———o—
320 3zt + AT +5  a—+00 3(—T)3 + 4(—3) + 5  a—+o0 3% — dz + 5

. S .
Tenemos otra vez una indeterminacion del tipo —. Dividimos numerador y denominador por 24, simpli-
e 0]
ficamos y pasamos al limite,

zt =
lim 4—— = lim ﬁ
z—+oo 3zt —dx + 5 sl a4 o |
) 1
= lim I 5
e—+00 3 — —5 +
1 .
3-0+0 3

c) lim (v—z+5—+—z—2).Como en el apartado anterior, empezamos convirtiéndolo en un limite
T——00
cuando & — +o00.

lim (\/—:r:+5—\/—;1'—2) = lim (\/—(—:E)+5—\/—(—m)—2)

T——00 z—+00
= lm (Vo+5-vz-2)
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Como sabemos, lim Vo +5=oy lim vz — 2. Por tanto, nuestro limite es una indeterminacion
T—+00

T—+400

del tipo oo — o, que se puede resolver multipliéando y dividiendo por la expresion conjugada:

{ E il — - 1y (Vz+5-vz=2) (Va+5+ vz —-2)
i (FEVE) = i I

= lim ( I+5)2k( :1:72)'2
s [VETBEAE—2)

= lim (@+5) —(&—2)
z—+o0 (VT +5+ vz —2)

= lim 2 = [

T—+00 (\/m+ m)

"IVIDA

—2z% + 1.

f(z) =

La Tasa de Variacion Media en el intervalo [—1, 0]:
fO-f(1) _1-(1 _2_,
0 — (=) 1 1
La Tasa de Variacion Media en el intervalo [0, 3]:
f(3)—f(0) -17-1 -18 5
3-0 3 3
flz) =222 —1.
Aplicamos la definicién de derivada para a = 3,
res . it 4 B+ B = F(3)
F@) =l ==
Calculamos los sumandos que aparecen en el numerador:
fB+h)=2(3+h)2—1=2(9+6h+h?)—1=2h%+12R+17
f(3)=232-1=17
Ahora, sélo queda sustituir en el limite y simplificar,
2h% + 12+ 17— 17 2h% + 12/ h(2h + 12
Py = g = A = g 2 A, BORHIR) o fons 18) =0
h—0 h h—0 h h—0 h—0

flx) = = Recta tangente y normal en z = 1.
La ecuacion de la recta tangente es y — f(1) = f’(1)(z — 1). La ecuacion de la recta normal es

y—f(1)=%(w_1).

Por tanto, necesitamos calcular, para ambos casos, la derivada f'(1):

1 —h
—_——1 —_—
: o dhL-ETE =) ... TEH W —h
/ — = | = ——— e
Fil)= jim n S T A TR
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Simplificando h y pasando al limite,

F(1) = lim

— o]
h—01-+h

Entonces, |la ecuacion de la recta tangente:
y—f(1)=f'(1)(z—-1);y—1=—1.(z — 1), y simplificando queda, y = —z + 2.
Y la ecuacion de la recta normal:

-1
y— f(1)= m(:r; —1)y—1= _—l(x — 1), simplificamos, y = z.
La grafica de la funcion y de las dos rectas es aproximadamente la de la figura siguiente:

Normal

e(t) = 2t* — 1. Queremos calcular la velocidad instantanea para t = 2. Aplicamos la definicion, que es la
misma que la de derivada en ¢ = 2:

w2 =¢(2) = Jim L2F ﬁi —¢(2)

comoe(2)=222-1=T7y
e(2+ At) =2(2+ At)? — 1 = 2(4 + 4A¢t + At?) — 1 = 2A¢2 + BAL + 7

DALY SALLTF =T . 2A? + 8AL . At(2At +8)
= lim ——— = lim ———— -
At At—0 At At—0 At

V@)=
simplificando At y pasando al limite,
v(2) = Ahl;:nO(Qm + 8) = 8 metros/segundo

ACTIVIDAD B

e(t) = 3t + 5. Ahora queremos calcular la velocidad ent = 1, £ = 2 y ¢t = 3. Aplicamos la misma férmula que

en la actividad anterior: 3 i g
v(1) =€'(1) = lim el A1}

At—D At
ahorae(l) =314+5=8ye(l+ At) =3(1+ At)+5=3At+8.
Entonces,
g we OMEE=8 o 3AE B
v(l) =€'(1) = Alilllo g 3?110 ik A!ltrilo(fﬁ) = 3 metros/segundo

Si hacemos las mismas operaciones para ¢t = 2 y para t = 3, obtenemos v(2) = 3 metros/segundo y
v(3) = 3 metros/segundo, respectivamente. La razén por la que sale el mismo resultado es que se trata de
un movimiento rectilineo uniforme (su grafica es un linea recta de pendiente 3) y, por tanto, su velocidad es
constante.
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. . —r+4+2 siz<?2 : —_—
La grafica de la funcién f(z) = o ¢ : es la de la figura siguiente:
T—2 Slz > 2

Entonces, a partir de la grafica se observa que la funcion es continua en z = 2.
Con respecto de su derivabilidad, calculamos las derivadas laterales en z = 2,

oy . o JR+HR)-FE) . -@+h)+2-0 .. —h_
FE—)= M I LS K g L
pe o fRHR)—FO@) . @+h)-2-0  h_
Flatl= lin. A = B A =y =1

Como no coinciden las derivadas laterales, no existe f'(2) y, por tanto, la funcién no es derivable. Esto
se podia apreciar en la figura, ya que en z = 2 tenemos un punto anguloso.

No puede ser derivable. Ya que, si fuese derivable, esto implicaria que fuese continua, pero estamos supo-
niendo gue no lo es. Esta observacion prueba que se cumple

NO CONTINUA = NO DERIVABLE

A CTIVET

r Siz<0

2 siz>0

Queremos estudiar la derivabilidad de la funcion f(z) = { Nz =0.

Calculamos las derivadas laterales en 2 = 0,

. f(0O+h)— f(0) . h—=0 . h
L — —_— e = = P
f (O ) N ,’c1~]—31(}“ h hhj%]]7 h hli}gl* h 1

. f(0+h)— f(0) . h*=0 . h? )

!

= e —— ] e — S— 1 _— = L —_—
f(0+) hh%_ A hulu‘(x;.Jr 3 JHm, — hh_:};(h) 0

Por tanto, no es derivable.
Una manera mas rapida de hacerlo cuando sabemos, como se puede comprobar faciimente en este
caso, que la funcién es continua en = = 0. Calculamos la derivada de f para los valores en los que = # 0:

f,(I}_{1 siz <0

2z siz>0

Entonces, se ve sin mas que sustituir, que f'(0—) =1y f/(0+) = 2-0 = 0.
Hay que insistir en que esto ultimo sdlo se puede hacer en el caso en el que previamente se conoce el
hecho de que la funcién es continua. De otra forma, se podria llegar a la conclusion de que una funcién como

: -1 siz<0 ; : : 5
por ejemplo, f(z) = i S 120 es derivable, que no es cierto, simplemente porque no es continua.
&=
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f(x) = «*. Utilizamos la definicién de derivada y la indicacién de la actividad.

- — fi: 8 4 0.9 2 3_ .8
F(z) = lim flz+h) - f(z) — lim & +3z°h+3zh“+ h° -z
h—0 h h—0 h
simplificando y pasando al limite,
: 32%h + 3zh? + K3 h(3z? + 3zh + h? )
Filz) = lim A R 5+ "LH_I)=Hm(3x2+3:ﬂh+h2)=3x2
h—0 h h—0 h h—0

Queremos calcular la derivada de f(z) = 5. Aplicamos la definicion,

tix 1o JE+R)— flz)
s = 11112%1 h
como la funcién es constante, f(xz+ h) =5y f(z) = 5. Entonces,

5—25 0

/(e — 1’ —_— { _—
Fig) = e = i =Y
ACTIVIDAD 11 i
Queremos calcular la derivada de y = — = 2.
T
= ] -1
¥ =l =lg=—n

a)y=322+2r Yy =6z+2
b)y=3z34+22%2 -524+8 o =922 44z —5.
- .

ACTIVIDAD 13

a) y = (z* + 32)/z. Utilizamos la regla del producto,

. 1 2 +3c  T2*+9
y = (322 + 3)Vz + (23 +30)5 == (30 + AV + 1:2\/; - TQ\/E £
2
1
b)y = 22 L3 T Ahora utilizamos la regla del cociente,
. 2z.(x* —1)— (2> +1)22 22°—22—-22°—22  —4x
o= (= —1p ECET R G

ACTIVIDAD 14

a) y = (z* + 1)?. Utilizamos la regla de la cadena,
i =20(a? £ 1)1%-2z = 40w(a® 4 1)

b) y = V52 — 1. También aqui usamos la regla de la cadena, empezando por derivar la raiz cuadrada,

= ! (10z) = o
Y - VBa?—1
ACTIVIDAD 15
1 5
a — 1 5 3 L= .5 —|
Jy=Wz+3)  y=g—=b=os

1 1 1 1
= e ! I 1
b)y=logy(va+1) y'= In(2) vz +12y/z 2In(2).y/z(/z+1) 20@E+/3)
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a) y = e>**°. Usamos aqui la regla de la cadena, 3’ = 3e**+5,
b) g = 5e®t2, 3 = he=t+2,
c) y = xze®. Aqui hay que utilizar la regla del producto, y’' = 1.e* + z.e® = (1 + z)e”

a)y=5"12 ¢ =5 +2.In(5)-(32°) = 31n(5)-2%.5% *2.

1
b) Yy = -2—1‘ = 9= yl = 2_9:11'1(2)'(—1) = —111(2)'2A$.
TVE.
Qy=7nv" o =xv% ln(n‘)'z\lﬁ = 2\2@).

ACTIVVIRAD 19
ACTIVIDAD 18

a) y = (x + 3)®. Tomamos logaritmos neperianos,

In(y) = In((z + 3)*) = z.In(z + 3)

derivamos y despejamos v/,

T
z+3

y 1
= =1.In(z . =
- n(m+3)+x$+3 In(z + 3) +

y =y [ln(as +3)+ ;L-mﬂ] = [z +3}". [ln(x +3)+ ﬁ—s

b) y = (53:)'TZ+1. La derivada se obtiene siguiendo el proceso anterior y resulta,

222 In(5z) + 2% + 1J

2
! — 5. =+1 2
y = (5z) [ .

ACTIVIDAD 19

a) y = sen(z® + ). Usamos la regla de la cadena, y' = cos(z® + z).(32% + 1).
b) y = 2. cos(z). Aqui utilizamos la regla del producto, y" = 1-cos(z) + z-(—sen(z)) = cos(z) — zsen(z).
¢) y = cos(y/z). Utilizamos nuevamente la regla de la cadena,

o L —sen(ya)
y' = —sen(y/7) 55T oE
ACTIVIDAD 20 ()
sen\r 5
y = tg(z) = Pk Usamos la regla del cociente,
, _ cos(z) cos(z) —sen(x)-(—sen(z))  sen®(z) +cos?(z) 1
B cos?(x) B cos?(x)  cos?(z)

Las otras expresiones se obtienen mediante relaciones trigonométricas.

ACTIVIDAD 21

a) y = arcsen(z — 1). Usamos la regla de la cadena,

! = 1 —_- 1
V1i—(z—1)2 2z — 22

b) y = rarctg(z). Mediante la regla del producto,

Y

1
y' = l-arctg(z) + -——— = arctg(z) +

i
1422 14 22

¢) y = In(arccos(z)). Con la regla de la cadena,
. 1 1 -]

= arccos(x) 1—_z2 arccos(z)-v1 — z2
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Segun la figura siguiente, la funcion es creciente en los intervalos (p,q) y (r,s), y es decreciente en los
intervalos (—oc, p); (g,7) ¥ (s, +00).

f(x) = z® — 12z. Calculamos la derivada primera y la igualamos a cero (o factorizamos), para ver donde se
producen los cambios de signo,

i) =32* —12
Fle)=103" =12 =0& 2=

Entonces, el crecimiento y decrecimiento queda como en el esquema siguiente,

fr50 -2 f'<0 2 f'>0

Es decir, es creciente en los intervalos (—oo, —2) y (2, +00) y decreciente en (-2, 2).

f tiene un minimo relativo en x, si existe un intervalo (a, b), que contiene a x, tal que para todo z € (a, b)
se cumple f(xo) < f(x).

a) En z = a hay un minimo relativo, en = = b hay un maximo relativo y en x = ¢ un minimo absoluto. Pero
no hay maximo absoluto, ya que la gréfica tiende a infinito, no esté acotada, y por esta razén no se llega a
alcanzar el maximo absoluto.

b) En @ = a hay un maximo relativo y en z = b un minimo relativo. Tampoco en este caso tenemos ni
maximos ni minimos absolutos, porque la funcién no esta acotada ni superior ni inferiormente.

¢) En = = a hay un minimo absoluto, en 2 = b un maximo absoluto, en 2 = ¢ un minimo relativo y en
z = d un maximo relativo.

d) No hay maximos ni minimos, ni absolutos ni relativos. Incluso aunque la funcién esta acotada infe-
riormente, es decir, no llega al eje X, pero precisamente por esto no hay minimo absoluto, porque el 0 no
llegar a alcanzario.

a) f(z) = a* — 42* + 10. Calculamos la derivada primera y la igualamos a cero para obtener los puntos
criticos,

flz) =423 — 122  =42?(z - 3) =0 z=0;2=23

Sélo tenemos dos puntos criticos, 2 = 0 y z = 3. Estudiamos ahora el crecimiento y decrecimiento en los
intervalos determinados por estos dos puntos criticos.
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| |
f' <0 o f'<0 5 f'>0

Entonces, tenemos un minimo relativo que se alcanza en z = 3 y, en = = 0 no hay maximo ni minimo.
El minimo esta en el punto de coordenadas (3, —17) (f(3) = —17.)
b) f(x) = z* — 222, Calculamos la derivada primera para obtener los puntos criticos,

fliz) =da® -tz =42(z° - 1) =0 2 =0,z = +1.
Los puntos criticos son ahora » = 0, z = —1, z = 1. Estudiamos el crecimiento y decrecimiento,

' J ' | ¥ [ ¥
f<0_1f>00f<01 fes0

Hay un maximo en el punto (0, 0) y un minimos en los puntos de coordenadas (—1,—1) y (1, —1).

Los puntos de inflexion son, aproximadamente, los que se han sefalado en la figura siguiente:

La funcién es céncava en los intervalos (—oo,a); (b,¢) y (d.e). Y es convexa en los intervalos (a,b);
(e,d) y (e, +o0).

a) f(z) = z* —42*410. Es un polinomio, por tanto, tiene derivadas de todos los 6rdenes en cualquier punto.
Calculamos su derivada segunda y la igualamos a cero para obtener los posibles puntos de inflexion,

fl(z) =423 —122%;, () =122 -4z =122(z —2) =0 =02 =2

Estudiamos ahora los intervalos de concavidad y convexidad mediante el signo de la derivada segunda en
los intervalos que determinan los puntos z = 0 y = 2. Para ello, como siempre, damos valores a f(x)
que estén en estos intervalos. El resultado es el indicado en la figura siguiente:

N NEY,

£'>0 0o f<0 5 0

Entonces, la funcion alcanza puntos de inflexion en z = 0 y = = 2. Para calcular la segunda coordenada
de los puntos, sustituimos en la funcién original y obtenemos (0, 10) y (2, —17).

b) f(z) = ='/3. Ahora no tenemos un polinomio (el exponente no es un ndmero natural) y puede que no
exista alguna derivada. Calculamos la derivada segunda,

L 55 -2 . —2
! — Ca2f8 L W7 - T
f'(z) 37 ; f(z) Tk 92573
Con esta derivada segunda ocurren dos cosas: por una parte, siempre es distinta de 0, ya que el numerador
de la fraccion lo es; y por otra, si z = 0 no existe. Por tanto, = = 0 es el Unico punto que pudiera ser punto
de inflexion de la funcion.
Estudiamos la concavidad y la convexidad,
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f'>0 1 f'<0
Por tanto, hay un punto de inflexion en (0, 0). Pero, ¢como puede haber un punto de inflexion sin que

haya derivada segunda? De hecho tampoco existe la derivada primera en z = 0. La razén se comprende
viendo la grafica de la funcién, que hemos representado en la figura siguiente:

.

+3

La recta tangente, que hemos senalado en rojo en la figura, es vertical. Por tanto, su pendiente es infi-
nita, pero esto quiere decir que la derivada no existe. (Nota: la grafica de esta funcién se puede obtener
facilmente teniendo en cuenta que es la inversa de la funcién f(z) = z3).

¢) f(z) = =*. Volvemos a tener un polinomio, asi que ahora no hay ningutin problema con la existencia
de las derivadas. Su derivada segunda,

flz) =45 F'(z)=122" =0 x=0

Entonces, solo es posible que haya punto de inflexién en = = 0. Pero, no lo hay, porque
f"(xz) =122 > 0 si z # 0 (z* siempre es positivo o cero). Entonces, la funcién siempre es convexa.

’;"/U“' ATy C

a) f(z) =

(z) = 2® — 4z + 3. Calculamos los puntos criticos, utilizando la derivada primera,
i) =2 — A=0%pu=10

Calculamos la derivada segunda, f”(z) = 2. Como es constante, f(2) = 2 > 0. Entonces, f tieneenz =2
un minimo.

De hecho esta funcién es una parabola “abierta hacia arriba", debido a que el coeficiente de la 2%, que
es 1, es positivo. Por esta razén, sabemos que su vértice debe ser un minimo.

b) f(z) = —2* + 1. Calculamos los puntos criticos, utilizando la derivada primera,

flz)=-22=0&z=0

Y su derivada segunda, como antes, también es constante f(z) = —2 > 0 para cualquier z, en particular,
1"(0) = =2 < 0. Luego, en z = 0 tenemos un maximo.

También en este caso se trata de una parabola, pero ahora, “abierta hacia abajo”.

c) f(x) = x*. Los puntos criticos son, en este caso,

fllz)=382>=022=0
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Su derivada segunda es f”(z) = 6z. Entonces, f”(0) = 0. Esto quiere decir que no podemos utilizar el
criterio de la derivada segunda para determinar si es maximo, minimo, o ninguna de las dos cosas. Habra
que estudiar, en este caso, el crecimiento y decrecimiento. Pero, f/(x) = 3z% > 0 si x # 0, esto quiere decir
que la funcién siempre es creciente. Por tanto, en = 0 no hay ni méaximo, ni minimo. En realidad, lo que
hay es un punto de inflexién porque, como se puede comprobar facilmente, hay cambio de curvatura.

Una misma funcion puede tener dos o mas asintotas verticales. Por ejemplo, la grafica de la funcion tan-
gente, ya estudiada, tiene infinitas asintotas verticales.

Una funcién puede tener dos asintotas horizontales distintas, una a la derecha y otra a la izquierda.
Un ejemplo de esto es la funcién arcotangente, que se estudié en la unidad anterior. Sin embargo, no
es posible que tenga tres, porque o bien hacia la derecha, o bien hacia la izquierda, deberia tener dos
distintas, con lo cual dejaria de ser una funcién, porque habria puntos de la grafica unos sobre otros. No
incluimos ninguna grafica de esta situacion, precisamente porque es imposible, aunque puede resultar un
buen ejercicio intentar dibujar tres asintotas horizontales y convencerse de que no hay manera de ajustar
una funcion.

fla) = 22—-1 (z-1)(z+1)
Asintotas verticales. El dominio es dom(f) = R — {—1,1}, entonces hay que estudiar las posibles
asintotas en z = —1y en z = 1. Lo hacemos en z = 1, en el otro punto es andlogo, ademas de que, como

en este caso la funcién es par, si hay asintota en = = 1, también debe haberla en = = —1.
1

lm —M— = -

Feait S (z—1D(z+1) -
> 1 _

:r:linll"' (.’L — 1)(2 + 1) S

Por tanto, hay asintota verticalen z = 1yenxz = —1.
Asintotas horizontales. Calculamos el limite cuando = — +o0,

0

. 1
lim — =
z—+oo 14 — 1

Cuando =z — —oo ocurre lo mismo, debido a que la funcién es par. Entonces, hay una asintota horizontal en
y =1k

Una misma funcién puede tener una asintota vertical y una oblicua. Por ejemplo, el de la figura 10.22 del
texto.

Una misma funcion puede tener una asintota horizontal y una oblicua, siempre y cuando no esten del
mismo lado, es decir, no pueden estar las dos a la derecha o las dos a la izquierda. Por esta razoén, a la hora
de estudiar las asintotas de una funcidn, si estudiamos previamente las asintotas horizontales y existen a
derecha e izquierda, ya no es necesario estudiar las oblicuas, seguro que no hay.

S ) 3
Fg) = ﬁ Calculamos m y n utilizando las férmulas,
z

; , 3
; flx . 22+ 1 ; T
m= lim (z) = lim =5 i Im — =1
z—+4oo T T—-00 T z—+o0 13 + x

o lfm ——e— =0
7= it ——— —x | = lim — =
z—-+oo \ 22 4+ 1 z—+oc 22 + 1

Entonces, la hay asintota oblicua en y = =. Se puede comprobar que salen los mismos resultados si
hacemos = — —o¢.
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flz) =
1.

. Derivada primera: f/(x) =

241

dom(f) =R.

- Puntos de corte con los gjes:

Eje Y5 5=0; 4 =1 (0,1):

Eje X; no tiene, porque nunca se anula el numerador.,

- Simetrias. Es una funcién par.

- Signo de f(x). Siempre es positiva, con lo cual su grafica esta por encima del eje X.

—2z . ;
(IT*%)Q' Tiene un maximo en el punto (0,1). Es creciente en (—o0,0) y
decreciente en (0, +cc).

. ’ 6x2 — 2 ; i 13 13 1
Derivada segunda. f"(z) = CEER Puntos de inflexién (\/;, 4) yen (\/;, Z)' En (—oo,— 5)
1 1 5 1
es convexa, en (— \/; ! \/;) es concava y en (\/; ; +oo) es convexa.

Solo tiene una asintota horizontal en y = 0.

5. Representacion grafica.

ot

Numero de libros leidos en el Ultimo mes por diez personas:

[0[1]2]2]2[8]3[4[5[5]

Media, moda, mediana, varianza y desviacion tipica.
Media. La calculamos mediante la formula

> T

m

E:
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Lasumadelosz;es> o, =0+14+2+24+2+34+3+4+5+5=27. Entonces,
27

o =al
0 -

l’f =
Moda. Es el dato que aparece mayor nimero de veces,
MODA = 2.

Mediana. En este caso, el hay una cantidad par de datos, por lo que la mediana es la media aritmética
de los dos datos que ocupan el lugar central, estando ordenados de menor a mayor, es decir, la media de
los datos quinto y sexto:

datos centrales

O[T [Z[2[Z B3 41515

2+3

&

MEDIANA = 2%

Varianza. La calculamos con la formula

2
By
32 = Z i 4‘$2.
n

Para ello, en primer lugar necesitamos calcular la suma de los cuadrados de los datos,

doa? o= 0P417422 422427437437 442+ 57+ 57
= 0+1+4+4+4+9+9+16+25+25
= o7

Entonces, la varianza -
2 /=2 al
= = oD = 3'45:
s 5 5% =3'45;
y la desviacion tipica,
s = /345 = 1'86.

Nubes de puntos y el tipo de dependencia entre las variables.

a)
z; |2 2 3 4 6 7 85
yi|9 8 8 5 3 1 1 4
La nube de puntos es la de la figura siguiente:
8| L] L ]
6 ’
> 5 L] \\
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En ella se observa que hay dependencia lineal negativa entre las variables, ya que los puntos se agrupan
en torno a una recta de pendiente negativa.

b)

7 &

i)
=
(W] o o]

DI =
| =
=21l 35
~I| #=
=J| Ot
(=2] Rep]
E |

Dibujamos la nube de puntos:

> & \
4 \
2 ,./ \\
/ \
2 L ]

Y en este caso, hay dependencia no lineal, ya que la curva a la que parecen ajustarse los puntos es parecida
a una parabola abierta hacia abajo.

c)

;|1 2 4 46 6 9 9
vi|2 6 8 2 4 8 27

La nube de puntos correspondiente a esta variable no muestra ninguna dependencia concreta entre las
variables.

8| L] L]
7 L
6 L]
4 ®
2 @ L] L]
601234)5‘575910
d)
z.]1 2 24 5 677
v |1 2 3 46 7 8 9

La nube de puntos es la de la figura siguiente:
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En ella se observa que los puntos se acumulan alrededor de una recta con pendiente positiva. Por tanto,
hay dependencia lineal positiva entre las variables.

Nube de puntos y punto de coordenadas (Z, 7) para los datos:
% |6 5 3 2
Calculamos las medias marginales:

a)

; 4 7
D DL S LS bith . 10y

n 4 n 4

Entonces, nube de puntos junto con su centro de gravedad se han dibujado en la grafica siguiente:

: .
‘ “ (%)
) 3 .
; .

)1 2 3 4
yi|l 3 3 1°
En este caso, las medias marginales son

b)

8|
Il
Il
82,
S
<|
Il
i1 00
Il
V]

Graficamente:
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2 *(xy)
on 1 & 3 4 5
%]l 35 4
Medias marginales:
1 1
E=—0=2’5; y=—3:3’25
4
Gréficamente:
8
>3 . .ﬁ’?)

Nube de puntos, medias y la covarianza para los datos:

T 1
vi |9

[e2] Het]
oo

ol o

En primer lugar, dibujamos la nube de puntos. En ella apreciamos que la dependencia entre las variables
es lineal negativa, esto mismo nos lo va a indicar el signo de la covarianza gue, segun se ha explicado en
el texto, debe ser negativo.
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10 T — T
9 °
8 ®
7k
6 °
> 5
ok
3 °
2k
1k
o . .
0 1 2 3 4 5

X

Para calcular los parametros, organizamos la informacion en la tabla siguiente:

wi | yi |} | ¥} |ziy
1[9]1[8 ] 9
8| 4|64/ 16
316|936 18
4|3|16] 9 | 12
10 [ 26 [30 | 190 | 55

(En realidad, las columnas z?, y? s6lo serian necesarias para el célculo de las varianzas, que no se piden).
Vamos sustituyendo en las férmulas correspondientes:

Medias: 5 i 5 -
= Iy _ Ui
=& = _— =2'5 = =" =65
* n 4 y n 4
Covarianza: = -
Ti-Yi — / ! !
oy = —— —TYPY=——25-66=-10"75.
Bay 5 Z¥= 15 5-65 0'7

El signo negativo de la covarianza esta de acuerdo con la afirmacion anterior de que hay dependencia lineal
negativa entre las variables.

ACTIVIDAD 5

Calcular el coeficiente de correlacion para los datos:

z; |10 30 40 60
yi [10 20 50 50

La nueva tabla es
T Yi T Yi
10 | 10 | 100 | 100 | 100
30 | 20 | 900 | 400 | 600
40 | 50 | 1600 | 2500 | 2000
60 | 50 | 3600 | 2500 | 3000
140 | 130 | 6200 | 5500 | 5700

Medias: 4 4
p=2B M0 g gXB_ B
n 4 n
Varianzas:
4 6200 : 5500
55 = LI _at=nes  2=2b 2o B0 s sigrs,
n 4 L n 4
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Desviaciones tipicas:

=325 = 18/03; 8y = V/318'75 = 17'85.

Covarianza:

Zﬂfz‘.yi

n

—35-32'5 = 287'5.

=T =

'~

5700
4

Szy =

Coeficiente de correlacion:

Szy 287'5 _
Sg.8y 18031785

g 0'89.
Se observa que, al cambiar la escala (es lo que hemos hecho al multiplicar los datos anteriores por 10,)
cambian todos los parametros excepto la correlacion, que sigue siendo igual.

ACTIVIDAD 6
Asignar a cada nubes de puntos su valor de r.
Segun lo comentado en la explicacién del coeficiente de correlacion, los valores correspondientes a

cada grafico son:

10

A B | c

o1 at e .

o1 ez

[

x; horas semanales dedicadas a hacer deporte. y; horas semanales dedicadas a ver la television.

r = —0'98

2 03 o

r =099

z\ 0

S

4

R

r= —0/26

10

yi | 20

1

D

Rectas de regresion. Si zz = 5, estimar el valor de y.

Organizamos la informacion en una tabla y calculamos los parametros que vamos a necesitar para las

rectas de regresion:

7 8
5 4 1

r =060

3

(1]

g | ve | 2] | 98 | sew
201 0 | 400 0
4 | 15| 16 |2256 60
715 | 49 25 35
81| 4 64 16 32
10 1 | 100 1 10
29 | 45 | 229 | 667 | 137
Medias:
z=2$1:§:5’8 gzzyizll_S:g
n 5 n 5
Varianzas:
x? 5 667 .
2 = 2.2 -% = = — 582 = 12'16; ¥ = 2 Ui —PP = 667 — 92 =524,
n 5 n 5
Covarianza:
iU 1 T
Spy = z:; g -y = % 5'8.9 = —-24'8.
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S

Recta de regresion de Y sobre X:y — 7 = ﬁ’i(ar — ).
24’8
T

y = —2'039z + 20'828.

y—9=

Recta de regresion de X sobre Y.z — 7 = —S'”zy (y — 7).
s
y

x = —0'473y + 10'057.
Para hacer la estimacion que nos piden tenemos que utilizar la recta de regresion de Y sobre X. Entonces,
siz =5,
y = —2'039 - 5+ 20'828 = 10’633 horas.

Describir el espacio muestral en cada caso:
a) Extraemos una carta al azar de una baraja espafnola y anotamos el palo al que pertenece la carta.
Hay cuatro palos, que son los sucesos elementales de este experimento, por tanto,

E = {oros, espadas, bastos, copas}.

b) Abrimos al azar un libro de 200 paginas y anotamos el nimero de la pagina de la derecha.
Suponemos que la primera péagina del libro esta situada en la parte de la derecha, como es habitual.
De esta forma, la pagina de la izquierda siempre sera par y la de la derecha es impar, por tanto,

E=1{1,3,5,7,...,199}.

c) Tiramos tres monedas y anotamos el nimero de caras.
En este caso tenemos cuatro posibilidades,

E =4{0,1,2,8}.
d) Sacamos al azar una bola de una bolsa que contiene dos bolas rojas, una verde y dos azules.
E = {roja, verde, azul}.

e) Lanzamos una moneda tantas veces como sea necesario hasta obtener por primera vez cara.

En este experimento se puede obtener cara en la primera tirada, se puede obtener cara por primera vez
en la segunda, en la tercera, en la cuarta, en la tirada 10000, etc. Con toda seguridad acabara saliendo una
cara, pero no se puede predecir cuando. Este es un ejemplo de un espacio muestral que contiene infinitos
sucesos elementales, representando mediante un numero el orden en el que aparece la primera cara, el
espacio muestral es

F={1,2345,...}

Frecuencia relativa del suceso seguro E y del suceso imposible (.
El suceso seguro E es el que se verifica siempre, por tanto, si la prueba se repite n veces, el suceso FE

se verifica las n veces, entonces
T

f(E) = e 1.
El suceso imposible §) es el que no se verifica nunca, por tanto, si la prueba se repite n veces,
0
(@) =—-=0.

T

| 349



Probabilidad de que la suma al tirar dos dados numerados del 1 al 6 sea 10.
Los casos posibles son los pares

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
(2,1) (22) (2.3) (2.4) (25) (2,6)
(3,1) (3,2) (33) (3,4) (3,5 (3,6
(4.1) (4,2) (4.3) (44) (45 (4,6)
(5.1) (5,2) (53) (5,4) (55 (5,6)
(6.1) (6,.2) (6.3) (6.4) (6,5) (6,6)

En total 62 = 36 casos posibles. Si fueran 3 dados, los casos posibles serian 6* = 216, ya que cada dado
puede dar seis resultados distintos y por cada resultado del primero tenemos otros seis del segundo, otros
seis del tercero, etc., si hubiera mas.

Los casos favorables a que la suma sea 10 son los tres siguientes:

(5,5  (46) (6,4)

Entonces, aplicando la regla de Laplace, la probabilidad de que la suma sea 10 es

P(suma 10) = % = 119

De una baraja espafola extraemos dos cartas consecutivamente y sin devolucién. Calcular la probabilidad
de que las dos cartas sean reyes.

Extraemos dos cartas: la primera carta se puede extraer de 40 formas distintas, y una vez extraida la
primera, la segunda se puede extraer de 39 formas distintas. Por lo tanto, los casos posibles son 40 - 39.

Analogamente, los casos favorables son 4 -3, ya que el primer hay 4 reyes; el primero se puede obtener
de 4 formas distintas y el segundo de 3 formas distintas.

Entonces, aplicando la regla de Laplace, la probabilidad de que las dos cartas sean reyes es

4-3 1.

P(dos reyes) = 2039 = 130°

Probabilidad de obtener, al menos, un 3 al tirar un dado tres veces. (Sugerencia: calcular primero la proba-
bilidad del suceso contrario).

Sea A = obtener al menos un 3, entonces su contrario es A = no obtener ningtn 3.

Para ello, no hay que obtener 3 en el primer, segundo y tercer lanzamiento. Como cada lanzamiento es
independiente de los otros:

Por tanto,

Indicar cual es discreta y cual es continua:

a) El numero de llamadas telefénicas que recibe una determinada centralita entre las 9 y las 10 horas
de un dia elegido al azar.

Puede que el nimero de llamadas durante esa hora sea 0,1,2,3,... Por tanto, es una variable aleatoria
discreta.

b) Tiramos dos dados y sumamos sus puntuaciones.

Las posibles sumas son

2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12.
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Por tanto, es una variable aleatoria discreta.

c) La hora a la que llega el autobds a una parada, de la que sabemos que esta comprendida entre las
5y las 5 y media de la tarde.

En este caso, los posibles valores de la variable son todos los niumeros reales comprendidos en el inter-
valo [5.5'5] (entendiendo por 55 las cinco y media). Entonces, se trata de una variable aleatoria continua.

d) El peso de una persona elegida al azar.

Los valores de esta variable pueden ser desde unos pocos gramos (el peso de un recién nacido) hasta
el peso maximo de una persona, que en algunos casos extremos como sabemos, pueden llegar varios
centenares de kilogramos. Por tanto, es una variable continua.

e) La cuantia del primer premio de un sorteo de loteria primitiva en euros.

Como sabemos, la cuantia del primer premio de un sorte de loteria primitiva depende de la recaudacion
del sorteo y del nimero de ganadores del primer premio. Entonces, los valores que puede tomar incluyen
un amplio intervalo de posibilidades y, aunque realmente la fraccion més pequena es un céntimo, se puede
considerar a efectos practicos una variable aleatoria continua.

f) El nimero de coches de una familia escogida al azar.

El nimero de coches de una familia cualquiera siempre sera un ndmero entero, mayor o igual que 0.
Por tanto, se trata de una variable aleatoria discreta.

| 1 2 3 4
pi [02 01T 073 p
a) Calcular el valor de p para que la funcion de probabilidad esté bien definida.
Para que la funcion de probabilidad esté bien definida es preciso que_ p; = 1. Entonces,

02+01+083+p=l=p=1—-06=04
b) Calcular su media, varianza y desviacion tipica.
- Media:
p=Y zipi=1-02+2-01+3-03+4-04=29.
- Varianza:
o?=> "zl pi—pt=12.02+2%.01+3% 03+4%.04-2'9* =129,

- Desviacion tipica:

o =+1"38 =114,

Tiramos cinco veces un dado numerado del 1 al 6:

a) Probabilidad de obtener solo un 6.

La probabilidad de obtener un 6 en un lanzamiento es p = % la probabilidad de no obtener un 6 es
g=1—p= é Si consideramos la variable aleatoria X = numero de veces que se obtiene 6, |la variable X
sigue una binomial B(5, §). Entonces,

P(X=1)= G) : (%)I : (%)4 — 0'4019.

b) Calcular la probabilidad de obtener al menos un 6.
Obtener al menos un 6, es el suceso (X > 1), pero el calculo directo de este suceso requeriria aplicar
la férmula de la binomial cinco veces. Es mejor, calcular la probabilidad del contrario. Es decir,

0 5
P(X>1)=1-P(X<1)=1-PX=0)=1- (g)(é) (g) =1— 04019 = 0'5981.

c) Calcular la probabilidad de que salga 6 en los cinco lanzamientos.

P(X =5) = (g) : (%) (é)o = 0'0001.
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Un examen de tipo test consta de 20 preguntas, cada una de ellas con 4 opciones, de las cuales sélo una
es la correcta. Respondiendo al azar, jcuantas respuestas cabe esperar que acertara?

La probabilidad de acertar una pregunta del examen, respondiendo al azar es p = 1. La probabilidad de
fallar una pregunta es ¢ = 3. Si consideramos la variable aleatoria X = nimero de preguntas acertadas, la
variable X sigue una binomial B(20, ;).

El nimero de preguntas acertadas que cabe esperar es precisamente la esperanza matematica o media

gue, tratandose de una binomial, es

Il
on

1
—en =00 5 =
pL=n-p 1

X variable aleatoria continua con funcidén de distribucion:

0 siz<0
Flzj=s=z 8li<z<l
1 siz>0

la grafica es la siguiente, en ella se pueden observar las caracteristicas tipicas de una funcién de distribucién
mencionadas en el texto:

F(x)

Calcular las probabilidades:

a) P(X < 3) = F(3) = 3. Hemos aplicado directamente la definicion de funcién de distribucion y
sustituido en la férmula de F(z).

by P(X > §)=1-P(X <1)=1-F(})=1- 1= 2. Aqui, primero hemos aplicado la relacién entre
la probabilidad de un suceso y su contrario, y después la formula de la formula de distribucion.

c) P(X = 2) = 0. Ya que se trata de una variable continua, por tanto, las probabilidades puntuales son
nulas.

La estatura de un grupo de personas sigue una normal N(1'72,0’3) medida en metros. Elegimos una
persona al azar del grupo. Calcular la probabilidad de que:

a) su estatura sea mayor que 1'80.

Si X es la estatura de una persona elegida al azar, X ~ N(1'72,0'3). Entonces queremos calcular la
probabilidad P(X > 1'80).

Tipificamos la variable,

X —-172 5 180 — 172

P(X >180)=P
( ) ( 0’3 0’3

) = P(Z > 0'27)

donde Z ~ N(0,1).
Utilizando la tabla de la normal estandar,

P(Z>027)=1-P(Z<027) =1— 06064 = 0'3936.
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b) su estatura esté comprendida entre 1'70 y 1°75.
Queremos calcular ahora la probabilidad P(1'70 < X < 1'75). Tipificamos la variable y consultamos la

tabla de la normal estandar,
170 — 1'72 75

1'75 — 1'72
P1'T0< X < V15)=P *-'—<X<L = P(-007T< Z <010
0’3 0'3

P(—0'07 < Z < 0'10) = P(Z < 0'10) — (1 — P(Z < 0/07)) = 0/0677.

Las notas finales de una asignatura en una universidad siguen una normal de media p = 35 y desviacién
tipica o = 0'6.

a) Elegido un estudiante al azar, ¢cual es la probabilidad de que haya aprobado la asignatura? ;Qué
porcentaje de alumnos aproximadamente han aprobado la asignatura?

Si X es la nota de un estudiante elegido al azar, X ~ N(5'5,0'6). Entonces queremos calcular la
probabilidad P(X > 5).

Tipificamos la variable,

X —55 % 5—55
06— 06

PLX 5> 8f=P = P(Z > —-0'83)
( )

donde Z ~ N(0,1).
P(Z > —0'83) = P(Z < ('83) = 0'7967.
Por lo tanto, el procentaje aproximado de aprobados es del 79’67 %.
b) ¢ Cual es la probabilidad de que un estudiante elegido al azar haya sacado una nota superior a 8?
X —5'5 . 8—5
0'6 06

P(X>8):P( 5>—P(Z>4’17)

donde Z ~ N(0,1).
P(Z>41T)=1-P(Z < 417)

Pero como 4'17 esta fuera de la tabla, la probabilidad P(Z < 4'17) es practicamente 1, por tanto, la probabi-
lidad que nosotros queremos calcular es practicamente nula. En otras palabras, con los datos del problema,
que un estudiante haya sacado mas de un 8 es practicamente imposible. (Pero en la vida real no lo es.)
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Acotada. Una funcion es acotada, silo es
superior e inferiormente.

Acotada inferiormente (sucesion). La su-
cesion a, es acotada inferiormente, si
M < a,, para todo n. Se dice que M es una
cota inferior de a,,.

Acotada superiormente (sucesion). La
sucesion a, ©s acotada superiormente, Si
a, < K, para todo n. Se dice que K es una
cota superior de a,,.

Acotada superiormente o inferiormente
(funcion). Una funcidén es acotada superior-
mente o inferiormente, si tiene alguna cota su-
perior o inferior.

Afijo. Se llama afijo del nimero comple-
jo z = a + bi al punto de coordenadas (a,b)
representado en el plano complejo.

Angulo. Un angulo es cada una de las re-
giones en las que dividen al plano dos semi-
rrectas con un origen comun.

Angulo recto. Un angulo recto es el me-
nor de los angulos formados por dos rectas
perpendiculares.

Angulos complementarios. Dos angulos
son complementarios si suman 90°.

Angulos suplementarios. Dos &ngulos
son suplementarios si suman 180°.

Asintota horizontal. Es una recta horizon-
tal a la que tiende una funcion cuando alguno
de los limites en el infinito es finito.

Asintota oblicua. Es una recta de la for-
ma y = mx + n a la que tiende una funcion
cuandor — —c0 0 2 — +o0.

Asintota vertical. Es una recta vertical a
la que tiende una funcién cuando uno de los
limites laterales (o los dos), en el punto en el
que esta la asintota, es infinito.

Binomio de Newton. Se llama binomio de
Newton a la expresion (A+ B)™, que se puede
desarrollar utilizando los coeficientes del trian-
gulo de Tartaglia.

354 |

Bisectiriz de un angulo. La bisectriz de
un angulo formado por dos rectas r y s es el
lugar geométrico de los puntos X del plano
que estan a la misma distancia de la recta r
que de la recta s.

Centro de gravedad. El centro de grave-
dad de una nube de puntos es el punio de
coordenadas (7, 7).

Centro radical. El centro radical de tres
circunferencias es el lugar geométrico de los
puntos cuya potencia con respecto de cada
una de las tres circunferencias es la misma.
Si existe, es un punto. Punto en el que se cor-
tan los tres gjes radicales.

Circunferencia. Una circunferencia es una
seccion conica, que ademas es el lugar geo-
métrico de los puntos X (z,y) del plano que
equidistan de un punto fijo O(a,b), que es el
centro de la circunferencia. La distancia en-
tre cada punto X y el centro (J, es un ndmero
constante r, que es el radio de la circunferen-
cia.

Circunferencia goniométrica. La circun-
ferencia goniométrica es una circunferencia de
radio 1, centrada en el origen. Se utiliza como
marco para referir las razones trigopnométricas
de un angulo cualquiera.

Coeficiente de correlacion lineal. Se lla-
ma coeficiente de correlacion lineal al cocien-
te de la covarianza entre el producto de las

desviaciones tipicas marginales, es decir,
Sw.y

T = :
528y

Combinacidn lineal. E| vector z es una
combinacion de los vectores a, 5, c, etc., si es
igual a la suma de los vectores anteriores mul-
tiplicados  por escalares, es decir,
F=ka+lb+mc+...

Composicion de funciones. Componer
dos funciones es aplicar una tras otra. La com-
posicion de la funcion f primero, con la fun-
cion g después, se calcula (go f)(x) = g(f(z)).

Céncava. Una funcion es céncava si, di-
bujando una cuerda que una dos puntos de
su grafica de la funcion, los puntos de la cuer-
da siempre quedan por debajo de los puntos
de la grafica.



Conjugado. El conjugado de un numero
complejo z =a+bieszZ=a— bi.

Convexa. Una funcion es convexa si, di-
bujando una cuerda que una dos puntos de
su grafica de la funcion, los puntos de la cuer-
da siempre quedan por encima de los puntos
de la grafica.

Continua en un punto (funcion). Una fun-
cion f es continua en un punto =z = a si
lim f(z) = f(a).

T—a

Contrario. El suceso contrario de A es el
suceso que ocurre cuando no ocurre 4, y se
representa A.

Convergente. Una sucesion es convergen-
te si tiene limite.

Cosecante. La cosecante de un éngulo
agudo de un triangulo rectangulo es la razon
entre la hipotenusa y el cateto opuesto al an-
hipotenusa

cateto opuesto
1

sena

gulo, cosecar = . También se

cumple cosec a =

Coseno. El coseno de un angulo agudo
de un triangulo rectangulo es la razén entre el
cateto adyacente al angulo y su hipotenusa,
cateto adyacente

Costx = -
hipotenusa

Coseno de una suma. El coseno de una
suma se calcula mediante la férmula
cos(av+ 1) = cosacos 3 — sen avsen [3.

Cota inferior (superior). A es una cota
superior de la funcion f, si para todo x de su
dominio de definicion, se cumple f(z) < A.
B es una cota inferior de la funcién f, si para
todo z de su dominio de definicion, se cumple
HEl =8,

Cotangente. La cotangente de un angulo
agudo de un tridangulo rectédngulo es la razdn
entre el cateto adyacente al angulo y el cateto
cateto adyacente

cateto opuesto
1 Cos (v
se cumple cotgax = —
tg o

opuesto, cotga = . También

T sena
Covarianza. La covarianza de una varia-

ble estadistica bidimensional es la media de

los productos de las diferencias de las coorde-

nadas de cada punto de la nube (z;.y;) y las
coordenadas de (7.7), es decir,
(@i T -7 _ Driy 3

T n

,_‘,‘_f.y =

Creciente (funcidn). Se dice que una fun-
cién es creciente, cuando al aumentar su abs-
cisa x, aumenta su ordenada .

Creciente (sucesion). Una sucesion a,
es creciente si cada término es menor o igual
que el siguiente, es decir, si a,, < a,.1, para
todo n.

Cuadrante. Un cuadrante es cada una de
las cuatro regiones en las que los ejes coor-
denados dividen al plano.

Decimales exactos. Son decimales exac-
tos los numeros racionales que se obtienen de
una divisién entre dos enteros en la que el ul-
timo resto es 0, de forma que la cantidad de
cifras decimales es finita. Por ejemplo, 5'89.

Decimales periédicos mixtos. Son deci-
males periddicos mixtos los numeros raciona-
les cuya parte decimal esta formada por una
parte que no se repite y otra que si lo hace.
Por ejemplo, 2'535353535...

Decimales periddicos puros. Son deci-
males periodicos puros los numeros raciona-
les cuya parte decimal esta formada por algu-
na cifra, o algun grupo de cifras, el periodo,
gue se repite. Por ejemplo, 4'21212121...

Decreciente (funcidn). Se dice que una
funcién es decreciente, cuando al aumentar
su abscisa x, disminuye su ordenada y.

Decreciente (sucesion). Una sucesion a,
es decreciente si cada término es mayor o igual
que el siguiente, es decir, si a,, > a,.1, para
todo n.

Densidad. La propiedad de densidad de
los numeros racionales y los reales significa
gue entre dos numeros distintos, siempre es
posible encontrar un tercero, y por tanto, infi-
nitos.

Derivacion implicita. La derivacion impli-
cita es una técnica de derivacion que consiste
en obtener la derivada de una funcion y defi-
nida implicitamente, es decir, que aparece en

| 355




una expresion pero sin estar despejada.

Derivada (en un punto). La derivada de
una funcion en un punto es la pendiente de la
recta tangente a una funcién en ese punto.

Derivada (funcion derivada). La funcion
derivada es una expresion que proporciona el
valor de la derivada de la funcion f en un pun-
to genérico x: cualquiera.

Derivada lateral. Las derivadas laterales
son cada uno de los dos limites laterales que
aparecen al calcular la derivada en un punto.

Desviacion tipica (de una variable alea-
toria). La desviacion tipica de una variable
aleatoria es la raiz cuadrada de su varianza.

Desviacion tipica (de una variable esta-
distica). La desviacion tipica es la raiz cua-

E: 2

. i) _

drada de la varianza, s = vs? =/ = — T.
n

Desviaciones tipicas marginales. Las
desviaciones tipicas marginales de una varia-
ble estadistica bidimensional (X,Y) son las
respectivas raices cuadradas de las varianzas
marginales.

Direccidn. La direccién de un vector es
la determinada por la recta sobre la cual se
apoya el vector.

Discriminante. El discriminante de una
ecuacion de segundo grado az? + bz +c =0
es el nimero A = 5% — 4ac.

Discontinuidad en un punto. Una fun-
cién tiene una discontinuidad en un punto
cuando en ese punto la funciéon no es conti-
nua.

Discontinuidad evitable. Se tiene una dis-
continuidad evitable en un punto cuando exis-
te el limite de la funcion en el punto, pero no
coincide con el valor de la funcion en ese pun-
to, o éste simplemente no existe.

Discontinuidad inevitable de salto fini-
to. Se tiene una discontinuidad inevitable de
salto finito cuando existen los limites laterales,
pero son distintos.
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Discontinuidad inevitable de salto infi-
nito. Se tiene una discontinuidad inevitable de
salto infinito cuando alguno de los limites late-
rales, o ambos, es infinito.

Distancia. La distancia entre los nimeros
reales a y b es el numero |b — al.

Distancia entre dos puntos. La distancia
entre los puntos P(z1,y1) Y Q(z2,y2) se cal-
cula mediante la férmula

d(P,Q) = v/(m2 — ©1)> + (y2 — 1)

Distribucion binomial. Se dice que X si-
gue una distribucion binomial y se escribe
X ~ B(n,p), sirepitiendo un experimento alea-
torio n veces, de manera que cada vez so-
lo hay dos posibilidades: éxito con probabili-
dad p y su contrario, fracaso con probabilidad
1 —p = ¢, X representa el numero de éxitos
de los n.

Distribucion de frecuencias. Una distri-
bucién de frecuencias es el recuento de fre-
cuencias de cada resultado cuando se ha rea-
lizado un experimento aleatorio varias veces.

Distribucion normal. La distribucion nor-
mal es el ejemplo més importante de variable
aleatoria continua, su funcion de densidad vie-

1 _fz=p)?
ne dada por f(z) = e~
oV 2T

Distribucion de probabilidad. Una distri-
bucion de probabilidad es un recuento de pro-
babilidad de cada resultado posible asociado
a un cierto experimento aleatorio.

Divergente. Una sucesion es divergente
si no tiene limite.

Dominio de definicién. El dominio de de-
finicion de una funcién, f es el conjunto de to-
dos los nimeros reales z, tales que f(x) exis-
te. Se denota dom (f).

Ecuacion. Una ecuacion es una igualdad
en la que aparece una letra que representa un
numero, que hay que calcular, llamada incog-
nita.

Ecuacion bicuadrada. Una ecuacion bi-
cuadrada es una ecuacion de la forma
ar* +br2 +e=0.



Ecuacion continua. La ecuacion continua
r— P & —k
de larectaes A “,donde P(py,p2)
(9]

Uy Uz
es un punto de la recta y (v, v2) €s un vector
de direccion de la recta.

Ecuacion explicita. La ecuacion explicita
de la recta es y = mx + n, donde m es su
pendiente y n su ordenada en el origen.

Ecuacion exponencial. Una ecuacion ex-
ponencial es una ecuacion en la que aparecen
potencias y la incégnita se encuentra en algun
exponente.

Ecuacion general. Se llama ecuacion ge-
neral o implicita de la recta a la ecuacion de la
forma ax + by + ¢ = 0 que verifican todos los
puntos (z,y) de la recta.

Ecuacion logaritmica. Una ecuacion lo-
garitmica es una ecuacion en la que la incog-
nita aparece en una expresion con logaritmos.

Ecuacion paramétrica. La ecuacion pa-
ramétrica (o ecuaciones paramétricas) de la
T =Py +tug
y=p2+ilvy
un punto de la recta y ¥(vy, v2) es un vector de
direccion de la recta.

recta es donde P(p;,p2) es

Ecuacion de primer grado. Una ecuacion
de primer grado es toda ecuacion que se pue-
de reducir a la forma ax = b.

Ecuacidn punto-pendiente. La ecuacion
punto-pendiente de la recta es
y —pas = m(z — p), donde P(pi,ps2) €s un
punto de la recta y m es su pendiente.

Ecuacion de segundo grado. Una ecua-
cion de segundo grado es toda ecuacion que
se puede reducir a la forma az? + bz + ¢ = 0.

Ecuacion trigonométrica. Una ecuacion
trigonométrica es una ecuacion en la que apa-
recen razones trigonométricas.

Ecuacion vectorial. La ecuacioén vectorial
de larecta es (z,y) = (p1, p2) + t(vy,v2), don-
de P(pi1,p2) es un punto de la recta y (v, v2)
es un vector de direccién de la recta.

Eje radical. El eje radical de dos circunfe-
rencias es el lugar geométrico de los puntos

del plano que tienen la misma potencias con
respecto de las dos circunferencias. Cuando
existe, es una recta perpendicular a la recta
que une los dos centros de la circunferencia.

Elipse. Una elipse es una seccion coni-
ca, y ademas, es el lugar geométrico de los
puntos X (z,y) del plano tales que la suma de
sus distancias a dos puntos fijos, F| y Fs, es
constante. Estos puntos se llaman focos de la
elipse.

Entorno de un punto. Se llama entorno
de centro el niumero a y radio r > 0 al conjunto
de niimeros reales z, tales que la distancia de
x al centro del entorno a, es menor que r. Sim-
bdlicamente, E(a,r) ={z € R: |z —a| < r}.

Escalar. Un escalar es un numero real.
Cuando se habla de numeros reales y vecto-
res, se utiliza esta denominacién para distin-
guir a los numeros reales.

Estadistica descriptiva. Cuando el obje-
tivo del estudio estadistico es el analisis de los
datos de los que se dispone.

Estadistica inferencial. Cuando el objeti-
vo del estudio estadistico es el de sacar con-
clusiones acerca de una poblacién, mediante
el estudio de una muestra de esa poblacion.

Excentricidad. La excentricidad, de una
elipse o de una hipérbola, es la razén entre ¢

: C ¥
y a, es decir, e = —. En el caso de la elipse se

a
verifica 0 < e < 1, y en el caso de la hipérbola
ezl

Experimento aleatorio. Un experimento
aleatorio es un experimento en el que no se
puede predecir su resultado, sino sélamente
describir varios posibles. Por ejemplo, tirar una
moneda.

Experimento determinista. Un experimen-
to determinista es aquel en el que se puede
predecir su resultado final, incluso sin reali-
zarlo. Por ejemplo, si se deja caer un objeto
desde una determinada altura, se puede pre-
decir el tiempo que tardara en llegar al suelo y
la velocidad con la que lo hara.

Expresion conjugada. La expresion con-
jugadade P+ Qes P — Q.
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Extremos. Extremos relativos, son los ma-
ximos y minimos relativos. Extremos absolu-
tos, son los maximos y minimos absolutos.

Frecuencia absoluta. Se llama frecuen-
cia absoluta de un suceso A al nimero de ve-
ces que ocurre este suceso, n 4, cuando el ex-
perimento se repite n veces.

Frecuencia relativa. Se llama frecuencia
relativa del suceso A al cociente entre la fre-
cuencia absoluta y el nimero de veces que se

repite el experimento. Es decir, f,.(A4) = ri—f‘

Funcion. Una funcion f es una regla que
relaciona la variable x con la variable y, de tal
forma que a cada valor de = corresponde un
unico valor de y. Esta relacion se expresa me-
diante la férmula y = f(z).

Funcidn constante. Una funcion constan-
te es la que, para cualquier valor de z, siempre
toma el mismo valor constante. Por ejemplo,
y=2,y=—4,etc.

Funcion continua. Una funcion es conti-
nua cuando lo es en todos sus puntos.

Funcion cuadratica. Una funcion cuadra-
tica es una funcion polindmica de grado 2, por
ejemplo, f(z) = ax® + bx + c.

Funcién definida a trozos. Una funcion
definida a trozos es una funcion construida a
partir de trozos de otras.

Funcion de densidad. La funcion de den-
sidad de una variable aleatoria continua X es
la derivada de su funcién de distribucion

f(z) = F'(z).

Funcién derivable (en un punto). Una
funcion es derivable en un punto si se puede
calcular su derivada en ese punto.

Funcién de distribucién. Se llama fun-
cion de distribucion de una variable aleatoria
a la funcion F(z) = P(X < z). En el caso
de las variables aleatorias continuas, esta fun-
cion siempre es continua, creciente, no nula
(ya que es una probabilidad) y su grafica cre-
cedesde Oa.
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Funcion exponencial. Se llama funcion
exponencial de base o > 0 ala funcion f(x) =
a*. Cuando se dice funcion exponencial, sin
especificar la base, se entiende que la base
es el nuimero ¢, es decir, la funcién f(z) = e*.

Funcion identidad. Se llama funcién iden-
tidad a la funcion I(xz) = x, que verifica que,
para cualquier funcion f, fel =To f = f.

Funcion impar. Una funcién es impar si,
para todo = de su dominio, f(—z) = —f(z). Su
grafica es simeétrica con respecto del origen.

Funcién inversa. Dada una funcion f, su
funcién inversa es otra funcion f!, tal que
foft=f1lof=1donde I(z) =zesla
funcion identidad. Su grafica es simétrica con
respecto de larecta y = .

Funcion inyectiva. Una funcion f es in-
yectiva si para cada dos puntos distintos a y b
se cumple f(a) # f(b). Geométricamente, que
una funcién sea inyectiva significa que cual-
quier recta horizontal dibujada a través de la
grafica solo puede cortarla en un unico punto.

Funcion irracional. Una funcion irracio-
nal es una funcion cuya férmula es una raiz de
un polinomio. Por ejemplo, f(z) = /3x* — 4.

Funcioén logaritmica. La funcion logarit-
mica, y = log,(x), es la funcion inversa de la
funcién exponencial, y = o®. Cuando la base
es el numero e se escribe y = In(z).

Funcion par. Una funcién es par si para
todo x de su dominio, f(—x) = f(x). Su gréfi-
ca es simétrica con respecto del eje V.

Funcion periodica. Una funcién es peri6-
dica de periodo T'si f(z) = f(z+1T) para todo
Z.

Funcion polinémica. Una funcién polin-
mica es aquella cuya féormula es un polinomio.
Por ejemplo, f(z) = x* — 223 + 3z + 1.

Funcion de probabilidad. La funcién de
probablidad de una variable aleatoria discreta
X es la que asigna a cada valor z; de la va-
riable su probabilidad correspondiente p;, es
decir, P(X = ;) = pi.



Funcidn de proporcionalidad inversa. La
funcién de proporcionalidad inversa es la fun-

. k
cion de la forma f(z) = —, donde k es una
T
constante distinta de cero.

Funcién racional. Una funcion racional es
la que es un cociente de dos polinomios. Por

. 34 1
ejemplo, f(x) = Y

Funcién trigonométrica. Las funciones tri-
gonométricas son las que se definen a partir
de las razones trigonométricas.

Funcion valor absoluto. La funcion valor
absoluto es la que asigna a cada numero real
x su valor absoluto |z|.

Grafica de una funcidén. La grafica de una
funcién f es el conjunto de puntos (z,y) tales

que y = f(z).

Hipérbola. Una hipérbola es el lugar geo-
métrico de los puntos X (z,y) del plano tales
que la diferencia (en valor absoluto) de sus
distancias a dos puntos fijos, £} y I, €s cons-
tante. Estos puntos se llaman focos de la hi-
pérbola.

Imagen. La imagen del punto z = a me-
diante la funcién f es el valor f(a). La ima-
gen de la funcion f es el conjunto de todas las
imagenes f(x) cuando z recorre el dominio de
definicién de la funcién. Se denota, im (f).

Imaginario puro. Un nimero complejo z
es imaginario puro si es de la forma z = bi, es
decir, Re(z) = 0.

Indeterminacién. Una indeterminacion es
una operacion que puede aparecer entre limi-
tes, que puede dar lugar a diferentes resulta-
dos.

indice de la raiz. El indice de una raiz es
un numero natural n del radical {/a.

Inecuacion. Una inecuacion es una des-
igualdad en la que aparece alguna letra, que
representa un ntimero, llamada incognita, que
gueremos calcular.

Interseccién. Se llama interseccion de dos
sucesos Ay B, y se representa por AN B, al

suceso que ocurre cuando ocurren Ay B si-
multaneamente.

Intervalo abierto. El intervalo abierto (a, b)
es el conjunto de numeros reales que se pue-
de describir de la forma (a,b) = {r e R:a <
< bl

Intervalo cerrado. El intervalo cerrado [a, b]
es el conjunto de numeros reales que se pue-
de describir de la forma [a,b] = {z € R:a <
x < b}

Limite (de una funcién en un punto.) El
limite de la funcion f(z), cuando z tiende a a
es L, si a medida que x se aproxima al numero
a, f(x) se aproxima al nimero L. Se escribe
lim f(z) = L.

r—a

Limite de una sucesion. El limite de la
sucesion a,, cuando n tiende a oo, es el nd-
mero L, si a,, esta proximo a L siempre que n
sea lo suficientemente grande. En cuyo caso,
escribimos lim a, = L.

n—oo

Limites laterales. Los limites laterales de
f(x) cuando x — a son los numeros a los que
se aproxima f(x) cuando z tiende a a por la iz-
quierda o por la derecha. Se llaman limite por
la izquierda y limite por la derecha, respectiva-
mente. Para que el limite de la funcion exista,
es preciso que existan los limites laterales y
sean iguales.

Linealmente dependientes. Dos vectores
son linealmente dependientes cuando uno de
ellos se puede escribir como combinacion li-
neal del otro, en cuyo caso son paralelos.

Linealmente independientes. Dos vecto-
res son linealmente independientes cuando no
son linealmente dependientes, es decir, nin-
guno de ellos se puede escribir como combi-
nacion lineal del otro, en cuyo caso no son pa-
ralelos.

Logaritmo. Un logaritmo es la operacion
inversa de una potencia, a” = b < log, b =p
donde a > 0.

Logaritmo decimal. Un logaritmo decimal
es un logaritmo en base 10.

Logaritmo neperiano. Un logaritmo ne-
periano es un logaritmo en base el nimero e.
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Lugar geométrico. Un lugar geométrico
es un conjunto de puntos que tienen una pro-
piedad comun.

Maximo absoluto. Una funcién f alcan-
za en xp un maximo absoluto si f(zg) > f(2)
para todo 2: del dominio de definicion de la fun-
cion.

Maximo relativo. Una funcién f alcanza
en zp un maximo relativo si f(zy) > f(z) para
todo z cerca de xy.

Media. Se llama media o media aritméti-
ca de un conjunto de datos xy,x2,...,2,, ala
suma de todos ellos dividida entre el nimero

total de datos n, es decir,
= Ty Do === 05 - Z;r:,;
- n o n '

Media de una variable discreta. La me-
dia, esperanza matematica o valor esperado
de una variable aleatoria discreta con funcién
de probabilidad P(X = x;) = p; es el numero
=N

Mediana. La mediana es el dato que ocu-
pa el lugar central. Si el nimero de datos es
par, entonces se toma como mediana la me-
dia aritmética de los dos datos centrales.

Medias marginales. Las medias margina-
les de una variable estadistica bidimensional
(X.Y) son las medias de cada una de las dos
variables calculadas por separado, es decir,

= Z-Tf,ﬂ: Zyi.
T n

Mediatriz de un segmento. La mediatriz

de un segmento AB es el lugar geométrico de

los puntos X del plano que se encuentran a la

misma distancia de A que de B.

Método de Gauss. El método de Gauss
sirve para resolver sistemas de ecuaciones li-
neales, es una generalizacion del método de
reduccion que transforma el sistema inicial en
un sistema triangular, que es mas sencillo de
resolver que el sistema inicial.

Método de reduccion. El método de re-
duccion sirve para resolver sistemas de ecua-
ciones lineales, consiste en la eliminacion (re-
duccion) de una de las incognitas sumando
las ecuaciones, multiplicadas si fuera necesa-
rio por alguna constante.
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Método de sustitucion. El método de sus-
titucion sirve para resolver sistemas de ecua-
ciones lineales, consiste en despejar una in-
cognita de una de las ecuaciones y sustituirla
en la otra.

Minimo absoluto. Una funcién f alcanza
en o un minimo absoluto si f(zp) < f(x) para
todo « del dominio de definicidn de la funcion.

Minimo relativo. Una funcion f alcanza
en xg un minimo relativo si f(zg) < f(x) para
todo x cerca de zg.

Moda. La moda es el dato que aparece
mayor nimero de veces.

Médulo. El médulo de un nimero comple-
jo z = a + bi es el nimero real |z| = va? + b2.

Modulo (de un vector.) El médulo de un
vector es la longitud del segmento que lo defi-
ne. Si tiene coordenadas (v, v2), se calcula
mediante la férmula || = \/v{ + v3.

Mondtona. Una funcién es monétona cuan-
do es creciente o decreciente en todo su do-
minio. Se dice, en cada caso, que la funcion es
mondtona creciente o mondtona decreciente.

Muestra. Subconjunto de datos estadisti-
cos que se extrae de una poblacion, por ejem-
plo, mediante una encuesta.

Normal estandar. La normal estandar es
la normal de media 0 y desviacién tipica 1, se
denota N(0,1) y sus valores estan tabulados.

Nube de puntos. Una nube de puntos o
diagrama de dispersion es la representacion
gréfica de los datos de una variable estadis-
tica bidimensional (X,Y'). Se trata de repre-
sentar los datos (z1,y1), (T2, 92), - -, (Zn, Yn),
como puntos en un sistema de ejes coorde-
nados.

Ndmero € El nimero e es el limite

lim
Nn=—+00

e = 2/718281828459...

1 .
14— = e, su valor aproximado es
n

Numeros complejos. El conjunto de los
numeros complejos esta constituido por todos
los numeros de la forma a + bi, donde a y b



son numeros reales, se denota C, es decir,
C={a+bi:abecR}.

Numeros enteros. Los nlimeros enteros
son los numeros naturales, junto con el 0 y los
negativos. El conjunto de los nimeros enteros
se denota Z y sus elementos son
Z={....—3,-2,-1,0,+1,+2,+43,... }.

Numeros irracionales. Los numeros irra-
cionales son los que no son racionales, esto
es, no se pueden expresar como el cociente
de dos numeros enteros.

Numeros naturales. Los numeros natura-
les se representan mediante el simbolo N, son
los que se utilizan para contar,
N=1{1,2,3,4,5,...}.

Numeros racionales. Los nimeros racig-
nales son todos los nimeros de la forma —,
q

donde p y ¢ son ambos enteros, y ademas q es
distinto de 0. Simbdlicamente,

Q= {g :p.qEZ:q;éO}.

Numeros reales. Los numeros reales son
el conjunto formado por los numeros raciona-
les y los irracionales, es decir, al conjunto de
todos los nimeros decimales posibles, se re-
presenta R = Q U {irracionales}.

Ordenada en el origen. La ordenada en
el origen de una recta es la altura en la que la
recta corta al eje de ordenadas, al eje Y.

Parametro. Se llama parametro a la varia-
ble t que aparece en las formas vectorial y pa-
rameétrica de las ecuaciones de la recta. Cada
valor de ¢ determina un punto de la recta. Un
parametro en general, es una variable que, en
una familia de elementos, sirve para identificar
cada uno mediante un valor numeérico.

Parabola. Una parabola es el lugar geo-
meétrico de los puntos X (x,y) del plano que
equidistan de una recta r, llamada directriz, y
un punto F, que es el foco de la parabola.

Parte imaginaria. Dado un numero com-
plejo z = a + bi, se llama parte imaginaria al
numero by se escribe Im(z) = b.

Parte real. Dado un numero complejo

z = a + bi, se llama parte real al nimero «

y se escribe Re(z) = a.

Pendiente. La pendiente de la recta es un
namero que mide la inclinacion de la recta. Se
puede calcular a partir de las coordenadas de
un vector de direccion, si ¢(v;, v2) s un vector
de direccion, su pendiente es m 2 tam-

Vo
bién se cumple m = tga, donde a es el angu-

lo que forma la recta con la horizontal, medido
en sentido positivo.

Periodo. El periodo T' de una funcién pe-
riédica es la longitud del intervalo a partir del
cual la funcion vuelve a repetir todos sus valo-
res.

Plano complejo. Plano en el que se re-
presentan los nimeros complejos, el eje hori-
zontal es el eje real, donde se representa la
parte real del nimero; y el eje vertical es el
eje imaginario, donde representamos la parte
imaginaria del nimero complejo.

Poblacion. Conjunto de individuos del que
se hace un estudio estadistico.

Potencia. Se llama potencia de un punto
P con respecto de una circunferencia C al nu-
mero Pote(P) = d* — r?; donde d es la distan-
cia del punto P al centro de la circunferencia,
y r es el radio de la circunferencia.

Probabilidad. La probabilidad de un su-
ceso A es el limite de su frecuencia relativa,
cuando el nimero de veces que se repite el
experimento tiende a infinito. También se pue-
de definir como cualquier funcién P que hace
corresponder un numero real a cada suceso y
que verifica las propiedades

s P(A) > 0, para cualquier suceso A.

= P(E) = 1, es decir, la probablidad del
suceso seguro es 1.

= Si Ay B son dos sucesos incompati-
bles, entonces P(AUB) = P(A)+P(B).

Probabilidad condicionada. La probabi-

lidad de B rJ:Bo)ndicionada a A es
P(B/A):—P—(A)—’ si P(A) # 0.

Producto escalar. El producto escalar en-
tre dos vectores viene dado por la expresion
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-7 = |i||7] cos v, donde « es el angulo que Recta real. La recta real es la recta en
forman los dos vectores. la que se representan los nimeros reales. Se
supone que cada numero es un punto en la
Progresion aritmética. Una progresion recta.
aritmética es una sucesion en la que cada tér-

mino se obtiene a partir del anterior, suman- Recta tangente. La recta tangente a la

dole una cantidad fija que llamamos diferen- grafica de la funcion f en = = a, es la recta

cia. de ecuacion y — f(a) = f'(a)(z — a).
Progresion geomeétrica. Una progresion Rectas de regresion. Se llama recta de

geométrica es una sucesion en la que cada regresion en general, a la recta que mejor se
término se obtiene a partir del anterior, multi- aproxima a una nube de puntos. Hay dos, la

plicandolo por una cantidad fija que llamamos recta de regresion de Y sobre X

razon. Say

y -7 = — (x —7); y la recta de regresion
SZIT
8
Punto anguloso. Un punto anguloso es de X sobreY = — 7 = —(y — 7).
un punto en el que no existe derivada aun sien- 5y
do la funcién continua. Redondeo. Redondear un nimero deci-

mal es utilizar una aproximacion hasta una de-
Punto critico (punto singular). Es un pun- terminada cifra decimal, esta cifra se elige de-
to en el que la derivada de la funcién es nula pendiendo del valor de la siguiente. Por ejem-
0 no existe. plo, para redondear a la segunda cifra deci-
mal, se mira a la tercera; si ésta es mayor o
Punto de infexion. Punto de la gréficade  igual que 5, se aumenta una unidad la segun-
una funcién en el que hay un cambio de cur- da, si es menor que 5, se deja como esta.
vatura, de concava a convexa, o de convexa a
concava. Reduccién al absurdo. Una demostracion
por reduccion al absurdo consiste en suponer
Radian. Un radian es la medida de un an- o contrario de lo que se quiere probar, hasta
gulo central en una circunferencia, de tal for- |legar a alguna afirmacién que sepamos que
ma que el arco que abarca el angulo tenga la es falsa, con lo cual, nuestra suposicion inicial
misma longitud que el radio de la circunferen- también ha de ser falsa.
cia.

Regla de Laplace. La regla de Laplace
Radicando. El radicando de un radical {/a sirve para calcular de una manera préctica la

es el numero real a. Sin es par, slo puede ser  probabilidad de un suceso de un espacio mues-
un namero positivo. Si n el impar, a puede ser  tral cuyos sucesos elementales sean equipro-
cualquier numero real. bables (tengan la misma probabilidad). Si E
es un espacio muestral compuesto por suce-
Raices. Las raices de una ecuacion son sos simples igualmente probables, entonces,

las soluciones de la ecuacion. para cualquier suceso A,
numero de casos favorables a A

= numero de casos posibles

Razones trigonomeétricas. Las razones tri-
gonomeétricas de un angulo agudo, en un trian-
gulo rectangulo son las proporciones entre los
lados del triangulo. Se llaman seno, coseno,
tangente, cosecante, secante, cotangente. Es- - . ,
tas razones se pueden extender también aun  ©88 ¥ = ['(9(2)).¢'(x).
angulo cualquiera.

Regla de la cadena. La regla de la cade-
na es una regla que sirve para derivar compo-
siciones de funciones. Si y = f(g(z)), enton-

Regla del paralelogramo. La regla del pa-

Recta normal. La recta normal a una fun- ralelogramo es un procedimiento geométrico
cién en un punto es la recta perpendicular a la  Para sumar dos vectores. Consiste en hacer-
recta  tangente su  ecuacién es los coincidir en sus origenes y dibujar la dia-

-1 gonal del paralelogramo formado por los dos
y—fla)= '(a) (z —a). vectores comenzando en el mismo punto en
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el que se han unido los vectores (ver la figura
7 de la unidad 5).

Regla de Ruffini. La regla de Ruffini es
un procedimiento que sirve para dividir un po-
linomio entre otro de la forma (z — a).

Relacion fundamental de la trigonome-
tria. Se llama relacion fundamental de la trigo-
nometria a la identidad sen? a + cos? o = 1.

Resolver. Resolver una ecuacion es en-
contrar el valor de la incégnita.

Secante. Una secante es una recta que
corta a la grafica de una funcion en dos pun-
tos.

Secante (trigonométrica). La secante de
un angulo agudo de un triangulo rectangulo
es la razon entre la hipotenusa y el cateto ad-
hipotenusa

cateto adyacente’

yacente al angulo, seca =

También se cumple seca = :
COS ¥

Seno. El seno de un angulo agudo de un
triangulo rectangulo es la razon entre el cateto
opuesto al angulo y su hipotenusa,
cateto opuesto

sena = -
hipotenusa

Seno de una suma. El seno de una suma
se calcula mediante la formula
sen(a + [3) = sen a cos 3 4 cos arsen 3.

Sentido. El sentido de un vector es el in-
dicado por la fecha. Cada direccion tiene dos
sentidos.

Sistema de ecuaciones lineales. Un sis-
tema de ecuaciones lineales es un grupo de
ecuaciones de primer grado, con un grupo de
incégnitas que deben verificarse simultanea-
mente.

Sistema sexagesimal. El sistema sexa-
gesimal es un sistema de medida de angu-
los en el que un angulo recto mide 90 grados
(909), un grado mide 60 minutos (60") y un mi-
nuto mide 60 segundos (60".)

Sucesion de numeros reales. Una suce-

sién de numeros reales es un conjunto de in-
finitos numeros reales ordenados.

l

Suceso. Un suceso es un posible resulta-
do (observable) de un experimento aleatorio.
Los sucesos se representan con letras mayus-
culas 4, B,C, ...

Suceso compuesto. Un suceso compues-
to es el que se puede descomponer en otros
sucesos.

Suceso elemental. Un suceso elemental
es aquel que no puede descomponerse en otros
SuUCeso0s.

Suceso imposible. El suceso imposible
es el que nunca se verifica, se representa me-
diante el simbolo (.

Suceso seguro. El suceso seguro es el
que se verifica siempre, esta constituido por
todos los elementos del espacio muestral £.

Sucesos incompatibles. Dos sucesos A
y B son incompatibles si AN B = .

Sucesos independientes. Dos sucesos
Ay B son independientes si P(B/A) = P(B)
o bien P(A/B) = P(A). Si dos sucesos son
independientes, también se verifica
P(ANB) = P(A)- P(B).

Superficie conica. Una superficie cénica
(de revolucion) es la que se genera haciendo
girar en el espacio, una recta (generatriz) obli-
cua a otra que es el eje de revolucion. (Las
dos rectas deben cortarse en un punto.)

Tabla de valores. Una tabla de valores de
una funcién es un conjunto de pares (z.y),
donde cada y lo obtenemos sustituyendo un
valor 2 del dominio en la funcién.

Tangente. La tangente de un angulo agu-
do de un triangulo rectangulo es la razon entre
el cateto opuesto al angulo y el cateto adya-
cateto opuesto

cateto adyacente
Sern

. También se

cente, tga =

cumple tga =

cosa

Tasa de Variacion Media. La Tasa de Va-
riacion Media de una funcion f en un intervalo

) — ()

.b| es el nimero *
[a, ] b—a

Teorema del coseno. El teorema del
coseno afirma que en un tridngulo cualquiera
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de angulos A, By C, con lados opuestos a, b
y ¢, se verifica & = b?+c¢? —2-b-c- cos A, y tam-
bién las dos férmulas: b = a*+c¢*—2-a-c- cos B
y & =a®+b% —2-a-b-cosC.

Teorema de Pitagoras. El teorema de Pi-
tagoras afirma que, en un triangulo rectangu-
lo, la suma de los cuadrados de los catetos es
igual al cuadrado de la hipotenusa.

Teorema del Resto. El teorema del Res-
to afirma que el valor numérico del polinomio
P(z) para = = a, es decir, P(a) coincide con
el resto de dividir P(z) entre (z — a).

Teorema de los senos. El teorema de los
senos afirma que en un triangulo cualquiera
de angulos A, By C, con lados opuestos a, b

fica = 0 __ ¢
P R senA  senB  senC

Término. Se llama término a cada uno de
los niimeros que componen una sucesion, y
se denotan {a;,as,as,a4,...}.

Término general. El término general de
una sucesion es la formula que nos permite
calcular un término cualquiera de la sucesion,
se denota a,,.

Tipificacion de la variable. Si X sigue
una variable N(u, o), entonces la variable 2 =
X1 sigue una normal estandar N(0.1). Se
llama tipificacién de la variable al paso de X a
Z.

Triangulos semejantes. Dos triangulos son

semejantes si sus angulos son iguales. Cuan-
do dos triangulos son semejantes, sus lados
son proporcionales.

Unidad imaginaria. Se llama unidad ima-
ginaria al nimero i = \/—1 que verifica 7 = 1.

Unidén. Se llama unién de dos sucesos A
y B,y se representa por AU B, al suceso que
ocurre cuando ocurre A, ocurre B o ambos.

Valor absoluto. El valor absoluto del nud-
—r Siz<0

mero z es |z| = e
T o

Variable aleatoria. Una variable aleatoria
es una ley o funcion que toma valores asocia-
dos a los resultados de un experimento alea-
torio.
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Variable aleatoria continua. Una variable
aleatoria es continua cuando puede tomar va-
lores en un cierto intervalo de nimeros reales.

Variable aleatoria discreta. Una variable
aleatoria es discreta cuando soélo puede tomar
un cierto numero de valores, o bien cuando,
aungue esos valores sean infinitos, entre cada
dos, no se puede encontrar un tercero.

Variable estadistica bidimensional. Una
variable estadistica bidimensional es un par
de caracteristicas numéricas (X, Y") de un cier-
to conjunto de individuos. Por ejemplo, el peso
y la estatura de un grupo de personas.

Variable estadistica unidimensional.
Una variable estadistica unidimensional es una
caracteristica numérica de un cierto conjunto
de individuos, por ejemplo, el peso de un gru-
po de personas. Es unidimensional porque sé-
lo pensamos en una caracteristica.

Varianza (de una variable aleatoria.) La
varianza de una variable aleatoria discreta X
con funcion de probabilidad P(X = z;) = p;
es el numero o? = ¥ 22.p; — p’.

Varianza (de una variable estadistica.)
La varianza es la media de los cuadrados de
las diferencias de cada dato y la media. Se

> {a; —3)*

calcula con la férmula s = =, aun-
que para calcularla se suele utilizar la formula

. Y
equivalente s = Tﬁ — 7.

Varianzas marginales. Las varianzas mar-
ginales de una variable estadistica bidimen-
sional (X,Y’) son las varianzas de cada una
de las variables calculadas por separado, es
decir,

2 — > a3 g B IR _ =2
n £

5 Te.
% 7

7

Vector de direccion. Un vector de direc-
cién de una recta es cualquier vector que ten-
ga la direccion de la recta. Se puede calcular a
partir de dos puntos cualesquiera de la recta.

Vector (libre.) Un vector libre es un seg-
mento orientado caracterizado Unicamente por
su modulo, direccion y sentido.

Vector normal. El vector normal a una rec-
ta de ecuacion ax + by + ¢ = 0 es 7i(a, b), que



es perpendicular a la recta.

Vector nulo. El vector nulo es el _vector de
coordenadas 0(0, 0). Verifica, @0 = 0+u = .

Vector de posicion. El vector de posicion
de un punto A es el vector que une el origen
de coordenadas O, con el punto A, es decir,

@=0A.
Velocidad instantanea. La velocidad ins-

tantanea es la derivada del espacio con res-
pecto del tiempo.
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