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PRESENTACION

El programa de formacién del profesorado del Ministerio de Educacion ha propiciado
esta nueva publicacion, Materiales para la preparacion de la prueba de Maturita.
Matemadticas. Secciones Bilingiies de Eslovaquia, realizada de manera coordinada con el
propdsito de facilitar a la ensefianza de las Matemadticas en las Secciones Bilinglies de
Eslovaquia un instrumento de homogeneidad con vistas, especialmente, a las pruebas de
Bachillerato.

Esta publicacién forma parte del plan de la Agregaduria de Educacién en Eslovaquia
para suministrar al profesorado y al alumnado textos y materiales pedagdgicos de utilidad
basica, que compaginen las exigencias de los curriculos eslovacos y espafioles en este modelo
de ensefianza integrada que son las secciones bilingles.

Nuestra felicitacidon a los autores por la voluntad expresada en este libro de clarificar
las cuestiones practicas a las que el estudiante eslovaco se enfrenta durante su aprendizaje
bilinglie de las Matematicas; y por la capacidad que han tenido de trabajar coordinadamente
en grupo, salvando las dificultades que impone la distancia y aprovechando con solicitud y

eficacia los recursos de los nuevos sistemas de comunicacion a través de internet.

Bratislava, diciembre de 2009






INTRODUCCION

Una de las caracteristicas mas llamativas del sistema educativo eslovaco es la prueba
de madurez que realizan los alumnos al finalizar sus estudios. Es una prueba oral en la que los
estudiantes son examinados de todos los contenidos cursados durante sus estudios en la
seccién bilinglie.

Para obtener el titulo de bachillerato espafiol, los alumnos de las secciones bilinglies
deben examinarse, ademas de Lengua y Literatura espafiolas, de por lo menos una de las
asignaturas de ciencias impartidas en espafiol, (Biologia, Fisica, Matematicas y Quimica),
siendo matematicas una de las mas elegidas por los estudiantes.

Los profesores espaiioles de ciencias deben seguir el curriculo eslovaco. Esto hace que
los libros de texto en espafiol no se adapten totalmente a este curriculo. Para preparar la
prueba de madurez los alumnos tienen la opcidon de matricularse en un seminario de
matematicas en el Ultimo curso donde se repasan todos los temas que entran en la prueba de
madurez.

Por este motivo, los profesores de matematicas vimos la necesidad de crear este
material que sirva de ayuda, tanto a alumnos como a profesores, para preparar esta prueba.
Hemos recopilado en este libro una coleccidn de ejercicios representativos de cada uno de los
temas que pueden aparecer en la prueba de madurez.

En cada uno de los temas se enumeran los conceptos mas importantes que deben
dominar los alumnos, seguidos de una coleccion de problemas representativos, unos
resueltos detalladamente y otros en los que sélo se indica la solucién.

Se ha hecho un esfuerzo porque todos los contenidos de las diferentes secciones
bilinglies estén recogidos en este libro. Ya que en cada seccidn bilinglie tiene un cierto

margen a la hora de elaborar su propio curriculo.
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[ema 7

ea proposicional

4

CONCEPTOS BASICOS

L 2R JBR R JEE JNR 2

Proposiciones. Valor de las proposiciones.
Operadores légicos. Proposiciones compuestas.
Férmulas con proposiciones.

Tautologia, contradiccion e indeterminacion.
Cuantificadores.

Leyes de la logica.

PROBLEMAS RESUELTOS

Estudia mediante una tabla de verdad si la siguiente proposicién es tautologia, contradiccion
o indeterminacion:
[(p—a)Aq'|—p'
Solucion:

Construimos la tabla de verdad teniendo en cuenta que tendrd 2? = 4 filas y aplicamos las
distintas operaciones entre proposiciones.

plap'|al p—a | (p—a)Aq’ | [(p—a)Ag'|—p!
VIV F F| V F Vv
VIFIF V| F F Vv
FIVV F| Vv F v
FIFVIV| Vv v v

En la dltima columna, la que corresponde a nuestra proposiciéon, observamos que hemos
obtenido valores de verdad para cualesquiera que sean los valores de las proposiciones de
partida, por lo que nos encontramos con una tautologia.

Si p:”Hoy es martes” y q:”Mafana es jueves” son proposiciones, determinar los dias de la
semana en que son verdaderas las proposiciones siguientes:

a) qvp

b) p—q

11
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Solucion:

Comenzamos estudiando los valores de verdad y falsedad de las proposiciones compuestas
propuestas en los apartados a) y b), a partir de los valores de verdad o falsedad de las
proposiciones que las conforman. Para ello realizamos la tabla de verdad.

pla avp | p—q
Viv| v v
VIF| Vv F
Flv| Vv v
FIF| F v

Observamos que la proposicion qVp es verdadera si lo es una de las proposiciones p o q o
ambas. La proposicidon p es cierta sélo si es martes. La proposicidn g es cierta si es miércoles.
De este modo, la proposicion gV p sélo es cierta cuando una de ellas es cierta, puesto que no
pueden serlo simultdneamente. Por tanto, la proposicidn es cierta si es martes o miércoles.

En el caso de la segunda proposicidn es cierta en todos los casos, salvo cuando la proposiciéon
p es cierta y la proposicidn q es falsa. Esto sélo ocurre si estamos en martes. Por tanto, la
proposicién es cierta cualquier dia de la semana excepto el martes.

Dadas las proposiciones:

a) Existen numeros enteros cuya raiz cuadrada es cero.
b) Todos los nUmeros enteros son menores que uno.
Escribelas simbdlicamente y niega las expresiones obtenidas.

Solucion:
a) Empezamos escribiendo de forma simbdlica la proposicién:
AxeZ:Vx=0
Ahora, procedemos a negarla. Literalmente, que no existan niumeros enteros cuya raiz
cuadrada es cero equivale a decir que ningln nimero entero tiene raiz cuadrada cero.
Para trasladar este hecho de forma simbdlica debemos recordar que la negacidon de un
“existe” es un “para todo” y que también hay que negar la proposicion “la raiz cuadrada
es cero”. Asi, tenemos:
(HXEZ:\/;=O)'EVXEZ:\/;¢O
b) De nuevo comenzamos escribiendo simbdlicamente la proposicion:
VxeZ:x<1
Procedemos ahora a negarla. De forma semejante al apartado anterior, que no todos los
ndmeros enteros son menores que uno equivale a decir que existe un numero entero
mayor o igual que uno. Simbdlicamente:
(VxeZ:x<1)'=3axeZ:x>1

Escribe la reciproca, contraria y contrarreciproca de la implicacién: “Si un numero es par
entonces su cuadrado es par”
Solucion:

Si llamamos p a la proposicién “Un nimero es par” y g a la proposicion “El cuadrado de un
numero es par”, podemos representar la implicacion por p—q. A partir de ella podemos
establecer otras implicaciones:

12



* Reciproca: g—p, que literalmente seria: “Si el cuadrado de un nimero es par entonces
dicho numero es par”

* Contraria: p'—q', que en lenguaje comun seria: “Si un nimero es impar entones su
cuadrado es impar”

* Contrarreciproca: q'—p', que podemos expresar como: “Si el cuadrado de un nimero
es impar entonces dicho numero es impar”.

5. Averigua quienes toman té, sabiendo que:

a) SiStanka toma té, Miro también.

b) Pueden tomar té Miro o Beata.

c) O Stanka o Miro toman té, pero no ambos.
d) Miro toma té, siy solo si lo toma Beata.

@ Solucion:

Vamos a utilizar una tabla de verdad para deducir el resultado. Llamamos p a la proposicién
“Stanka toma té”, g a la proposicién “Miro toma té” y r a la proposicién “Beata toma té” vy
escribimos las cuatro condiciones utilizando los distintos conectores légicos. Tenemos
entonces:

a) p—q;b) qvr;c) (avp)A(qap)';d) ger

Ahora, creamos una tabla de verdad donde recojamos cada una de estas proposiciones en
una columna:

plairl p—a | avr | (avp)AlgAp)' | qer
VIVIV| vV Vv F Y
VIVIE| vV Y F F
VIEIV| F Vv Vv F
VIFIF| F F Y F
Flviv] v Vv Y Y
FIVIF| Vv Vv v F
FIFlV] Vv Vv F F
FIFIF| vV F F F

Observamos que en la quinta fila todas las proposiciones son ciertas y esto sélo ocurre
cuando q y r son verdaderas. Por tanto, podemos concluir que Miro y Beata son los que
toman té.

13



PROBLEMAS PROPUESTOS

Estudia mediante una tabla de verdad si la siguiente proposicion es tautologia, contradiccion o

indeterminacion:
[(p'Va)A(pVr)|=(qVr)

Z. Sip:”Hoy es viernes” y q:”Mafiana es domingo” son proposiciones, determinar los dias de la
semana en que son verdaderas las proposiciones siguientes:
a) peq
b) p'Alpva)
3. Dadas las proposiciones:
a) El cuadrado de todo nlimero real es mayor que 2,
b) Existen enteros cuyo cubo aumentado en 1 es igual al cubo del siguiente.
Escribelas simbolicamente y niega las expresiones obtenidas
# Escribe la reciproca, contraria y contrarreciproca de: x°—5x+6>0=>x<2Vx<3
SOLUCIONES
7. Esuna tautologia
2
a) Todos los dias, menos el viernes y el sdbado.
b) Elsabado
3
a) VxeR:x*>2;3xeR:x’<2
b) IxeZ:x’+1=(x+1)’; Vx€Z :x’+1#(x+1)
4 Reciproca: x<2Vx<3=x"-5x+6>0

Contraria: x’—=5x+6<0=x>2Ax>3
Contrarreciproca: x>2Ax>3=x"—-5x+6<0

14



[ema 2
[eorra de conjantos

CONCEPTOS BASICOS

L 2K JER 2R JEE JNE JNE JEE R 2

Conceptos basicos: elemento, cardinal, relacion de pertenencia.

Inclusién. Subconjunto.

Conjunto universal. Conjunto vacio. Partes de un conjunto.

Diagramas de Venn.

Operaciones: union, interseccién y complemento. Propiedades. Operaciones derivadas.
Leyes de Morgan.

Particion de un conjunto

Conjuntos numéricos y relaciones entre ellos.

Intervalos de la recta real: nomenclatura, representacién y operaciones

PROBLEMAS RESUELTOS

SeanU={1,3,5,7,9,11,13,15,17,19,21,23,25}, A={xe U / xes multiplode 3}, B={xe U/x
es multiplo de 5 }. Comprobar las leyes de Morgan.

Solucion:
Comenzamos especificando los dos conjuntos Ay B, escribiéndolos por extensién. Asi:
A={3,9, 15,21}yB={5, 15, 25}

Las leyes de Morgan para conjuntos son:
a) A'UB'= (ANB)'
b) A'NB'= (AUB)'
Asi, debemos determinar los conjuntos contrarios de A y B, para proseguir con las uniones e
intersecciones indicadas.
A'={1,5,7,11,13,17,19, 23,25}
B'={1,3,7,9 11,13,17,19, 21,23 }
Pasemos a comprobar la primera ley. Para ello debemos verificar que los conjuntos A'UB'y
(ANB)' estan constituidos por los mismos elementos :

A'UB'={1,3,5,7,9,11, 13,17, 19, 21, 23, 25}

(ANB)={15} — (ANB)'={1,3,5,7,9,11,13,17,19, 21, 23, 25}
Luego A'UB'= (ANB)'
Comprobemos ahora la segunda ley. Ahora tenemos que verificar que los conjuntos A'NB'y
(AUB)' tienen los mismos elementos:

A'NB'={1,7,11,13,17,19, 23}

(AUB)={3,5,9,15,21,25} —» (AUB)'={1,7,11,13,17,19, 23}
Luego A'NB'= (AUB)'

15



2, Sea el conjunto S=1{1, 2, 3}. Determina el conjunto de las partes de S, es decir, (S)

@‘ Solucién:
Denotamos por & (S) al conjunto de las partes de S, es decir, al conjunto formado por todos
los subconjuntos de S. El cardinal de este conjunto ¢ (.S) es 2", donde n es el cardinal del
conjunto S. Asi, debemos determinar 2° = 8 elementos.
En primer lugar especificamos todos los conjuntos unitarios:
{1}, {2}, {3}
Ahora todos los conjuntos de 2 elementos:
{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}
Finalmente debemos recordar que todo conjunto tiene dos subconjuntos impropios: el
conjunto vacio @ y el propio conjunto S.
Asi, tenemos que:

©(S)={8,{1},{2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, S}

3. Una orquesta esta compuesta por 180 musicos de los cuales:

* 6 no tocan mas que el violonchelo

e 24 tocan el violonchelo y el violin, pero no la viola.

* 12 tocan el violonchelo y la viola, pero no el violin.

* 6 tocan el violin y la viola pero no el violonchelo.
Ademads sabemos que 63 musicos tocan el violin, 54 el violonchelo y 36 la viola.
¢Cuantos musicos no tocan ninguno de los tres instrumentos?

@‘ Solucion:

Vamos a llamar A al conjunto de chelistas, B al conjunto de violinistas y C al conjunto de
violas. Sabemos que |A| = 54, |B| =63y |C| =36.

Por los datos también sabemos que:

| ANB'NC'|=6; |ANBNC'|=24; |ANB'NC|=12; |A'NBNC|=6;

Si reflejamos toda esta informacion en un diagrama de Venn tenemos:

De esta forma vemos claramente que | ANBNC | =54 — (6 + 24 + 12) = 12 y podemos
completar todos los cardinales restantes:

| A'NBNC' | =21; |A'NB'NC|=6

Graficamente:

16



Por tanto, podemos determinar claramente el nUmero de musicos que no tocan ninguno de
los tres instrumentos (chelo, viola o violin):180- (6 +24 + 12+ 12+ 21 + 6+ 6) =93

Sean los conjuntos A ={1, 2, 3, 4, 5}, B={1, 3}, C={2, 4} y D = {5}. Estudia si B, Cy D forman
una particion de A.

Solucion:

Los conjuntos B, Cy D forman una particion de A si verifican:

* Son no vacios.

* Son disjuntos dos a dos

* SuunidnesA
Observamos en primer lugarque Bz & ,Cz 0 yD=z 0 .
Por otra parte, BNC=0, BND=Q y CND=4
Finalmente, BUCUD={1,3,2,4,5|=A

SiA=<-3,4>y B=<-1,7 > Determina ANB

Solucion:

Representamos graficamente los intervalos A y B.

En el caso del intervalo A, como aquellos valores reales comprendidos entre -3 y 4; en el caso
de B, como aquellos valores reales comprendidos entre -1y 7.

Esto nos permite observar claramente que la interseccion de estos dos intervalos esta
formada por todos los niUmeros reales que se encuentran entre -1 y 4, incluyendo estos dos
valores.

Asi, tenemos: ANB=<-1, 4>

17



PROBLEMAS PROPUESTOS

7. Sea U={2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20} el conjunto universal, y sean A= { x € U/ x es
multiplo de 3 }, B={ x e U/ x es multiplo de 4}. Comprobar las leyes de Morgan con Ay B.

2. En una clase de musica con 73 alumnos hay 52 que tocan el piano, 25 el violin, 20 la flauta, 17
tocan piano y violin, 12 piano y flauta, 7 violin y flauta y so6lo hay 1 que toque los tres
instrumentos. ;Hay algin alumno que no toque ninguno de los tres instrumentos?

3 SiA=(<-3,6) U (8 +x)) yB=(-m,12> Determina ANB

4 Sean A = {las vocales del alfabeto espafiol}, B = {a,e,0} y C = {i,u}. Estudia si B y C forman
una particion de A. Halla también @ (B)

SOLUCIONES

7. A'UB'= (ANB)'={2,4,6,8, 10, 14, 16, 18, 20}
A'NB'= (AUB)'={2, 10, 14}

2 11

3 <-3,6)U(8,12>

4 By Cforman una particion de A.

@(B) ={ 0 ,{a}, {e}, {o}, {a, e}, {a, 0}, {e, 0}, B}

18



[ema 3

Niiweros entoros ¢ racimales

CONCEPTOS BASICOS

L IR JBR JER JER JNE JR 2

Numeros naturales y enteros.

Divisibilidad. NUmeros primos.

Criterios de divisibilidad.

Maximo comun divisor (M.C.D.) y minimo comun multiplo (m.c.m.)
Numeros racionales.

Representacidon decimal de nimeros racionales.

Fracciones generatrices.

PROBLEMAS RESUELTOS

Demuestra que: 6[n*+5n

Solucién:
Vamos a demostrarlo utilizando el método de induccion:
Paran=1 1°+5-1=6, luego 6 | 6
Paran=2 2°4+5.2=18,luego 6 | 18

Supongamos que es cierto para un valor n, es decir, (es cierto paran + 1?
(n+1)°+5(n+1)=n’+3-n*+3-n+1+5-n+5=n’+3-n*+3-n+5-n+6

Agrupando adecuadamente, tenemos:

(n+1)°+5(n+1)=(n*+5-n)+3-n(n+1)+6, que resulta ser un multiplo de 6, puesto que el
primer sumando, (n3+5n) , lo es por la hipdtesis de induccién, el segundo sumando,
3-n(n+1), contiene un factor 3 y un factor 2 (por contener dos nlimeros consecutivos, uno
de ellos debe ser par) y el ultimo sumando es un 6.

Por tanto, es un multiplo de 6.

Expresa en forma de fraccién irreducible:

a) 1,324 b) 2,35 c) 5,53
Solucion:
a) En este caso tenemos un nimero decimal exacto. Su expresién como fraccion sera:
1324 331
1000 250

b) Aqui hay un nimero decimal periédico mixto.

19



N =2,355555....
10- N =23,55555....
100 - N = 235,5555...

212 106
Restando 100-N—-10-N=212 290N=212 5> N= — = ——
90 45
c) Este es un numero decimal periédico puro.
N =5,53535353...
100 - N =553,53535...
548
Restando 100 - N—-N =548 99 -N=548 > N = E

3, Di cudl es la vigésima cifra decimal de estos numeros cuando los expresamos como

decimales:
123 123
a) — b) —
999 990

@‘ Solucion:

En primer lugar expresamos ambos nimeros mediante decimales. Tenemos entonces:
3 ——~
a) ﬁ=0, 123 decimal periédico puro.

La vigésima cifra decimal (20=6-3+2) coincidird con la que ocupa la segunda posicién;
en este caso, el 2 .

b) %=0, 124 decimal periddico mixto.

La vigésima cifra decimal coincidirda con la primera cifra del periodo (20-1=19y
19=9-2+1); enestecaso, el 2.

4. Un campo rectangular de 36m de largo y 150m de ancho, estd dividido en parcelas cuadradas

iguales. El drea de cada una de estas parcelas es la mayor posible. ¢Cual es la longitud del
lado de cada una de la parcelas cuadradas? ¢ Cuantas parcelas cuadradas obtenemos?

@' Solucion:

Buscar la longitud del lado de las parcelas cuadradas equivale a buscar el valor que permite
dividir cada una de las dos dimensiones en partes enteras. Ademas, esa longitud es la misma
para ambas y debe ser la mayor posible para conseguir el drea mas grande, por lo que
tenemos que buscar el maximo comun divisor de las dos cantidades. Es decir:

| =m.c.d. (36, 150)
Asi, lo primero que debemos hacer es factorizar los dos valores:

36]2 1502
18)2 7513
913 2515
313 515
1 1

Por tanto, 36 =22-3>y150=2-3 - 5
El maximo comun divisor se compone de aquellos factores comunes a los dos ndmeros, con

su menor exponente. Asi:
m.c.d. (36,150)=2:-3=6

20



Luego debemos hacer cuadrados de longitud 6 m para conseguir dividir el rectdngulo en
partes iguales con el mayor drea posible (36 m?).

Para calcular el nimero de parcelas sélo debemos determinar el nimero de partes en las que
se divide cada una de las dos dimensiones. El largo se divide en 6 partes mientras que el
ancho se divide en 25. Por tanto, tenemos 6 - 25 = 150 parcelas cuadradas de 36 m” cada una.

Buscar las cifras que faltan para que el nUmero 251*8473* sea divisible por 15.

Solucion:

Para que el numero 251*8473* sea divisible por 15 deber serlo por los factores que lo
constituyen , es decir, 3y 5.
Asi, para ser divisible por 5 debe acabar en 0 6 5.
Para ser divisible por 3, la suma de las cifras debe ser multiplo de 3. Como precisamente las
cifras de las que disponemos suman 30, podemos tomar como cifras desconocidas cero.
Luego el numero seria:

251084730
Pero tenemos muchas mas soluciones. Asi, si el nUmero acaba en 0, las cifras 3, 6 y 9 pueden
ocupar la cuarta posicién. Por tanto, tenemos también como soluciones:

251384730

251684730

251984730
Si decidimos que el niumero acabe en 5, las cifras 1, 4 y 7 podrian ocupar la posicidn cuarta,
por lo que también sirven como solucién:

251184735

251484735

251784735
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PROBLEMAS PROPUESTOS

7. Demuestra que: WV n€INsi4|n’=2|n
2. ;Cuadles de los siguientes nimeros pueden expresarse como fraccion?:
3,45; 1,00§;\/E;2,131131113...; m; 1,142857
Escribe la fraccion que representa a cada uno en los casos posibles.

3. Un viajante va a Sevilla cada 18 dias, otro va a Sevilla cada 15 dias y un tercero va a Sevilla
cada 8 dias. Hoy han coincidido en Sevilla. ;Dentro de cuantos dias volveran a coincidir en
Sevilla?

4 Averigua por que cifra hay que sustituir * para que el numero 68072959*3 sea divisible por
11.

SOLUCIONES
7, Se comprueba de forma rapida mediante reduccién al absurdo.
2 345=22.1003=31.1 147g57=12
100 300 7
3. Dentro de 360 dias.
4 Sdlo puede ser la cifra 1.
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ema ¥

Fotencias ¢ raices

CONCEPTOS BASICOS

L 2R JBR ZBR R 4

Potencias con exponente natural, entero

Propiedades de las potencias. Operaciones con potencias

Radicales. Potencias con exponente racional. Operaciones con radicales. Racionalizacién
Comparacion de potencias y de radicales

Ecuaciones e inecuaciones irracionales

PROBLEMAS RESUELTOS

Ordena los nimeros : a) (4,8)*y (4,9)*b) (—4,8) 'y (—4,9)*

Solucion:

Si tenemos en cuenta la gréfica de la funcion f: y=x"*, observamos que es decreciente en el

intervalo (0,+) y es creciente en (—o0,0).

a) Los numeros reales 4,8 y 4,9 pertenecen al intervalo (0,+%)y 4,8<4,9; por tanto
f(4,8)> f(4,9), es decir (4,8)*>(4,9)".

b) Los numeros reales —4,8 y —4,9 pertenecen al intervalo (—©,0)y —4,9<—4,8, por
tanto f(—4,8)<f(—4,9), es decir (—4,8) *<(—4,9)".

3/ 2 3
. g ., Va Va
Simplifica la expresion —

61'3/;'61_E

Solucion:
2 3
s . 3 2
Las raices que aparecen en el numerador pueden ser expresadas como potencias: a”-a
El resultado de dicho producto es otra potencia de base a y exponente igual a la suma de los
13
exponentes de los factores, estoes ¢ ¢ .

Procedemos de forma andloga con el subradicando del radical que aparece en el
2 2

: 373 3
denominador y obtenemos que aaa’=a’.

13

p 32 3
Asi obtenemos que Va’Va’ _ a°®

2

2
\/a-%-a 5 \g?

2 2
. | 3 : 3 i
El denominador Y, expresado como potencia, es (a ) . Pero el resultado de esta potencia

23
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. . 1 -
es otra potencia con la misma base, cuyo exponente es 3 gue es el resultado de multiplicar

los exponentes . Teniendo en cuenta que la division de dos potencias con la misma

3V 2
base es otra potencia, con igual base, cuyo exponente es la resta del exponente de la potencia
del numerador menos el exponente de la potencia del denominador, de lo que resulta:

VE _a®_ g

Como el exponente del subradicando es mayor que el indice de la raiz, podemos extraer
facrtores de dicho radical. Para ello basta tener en cuenta que 11=6+5,con lo que
a"'=a*"=4° 4. De lo expuesto, se deduce que {a''=Yaba’=ald’.

Evidentemente, las operaciones anteriores son validas si imponemos la condicion a>0.

Calcula \/E—i- \/E—JL-%\/Q y simplifica al maximo.
2 X 2x

Solucion:
Tenemos que averiguar si los distintos sumandos son semejantes. Cada uno de los tres
primeros términos se puede expresar como cociente de radicales que pueden ser
racionalizados, esto es, pueden expresarse equivalentemente por cocientes en los que el
divisor no contiene radicales:

(\ﬁ—\/zxw/S $g+%+@.

Como 8=2%, extrayendo factores del radical, obtenemos que V8 x=2+2x.

Sabemos que las fracciones de niumeros reales no se alteran, si multiplicamos el numerador y
el denominador por la misma cantidad. Hemos de multiplicar y dividir cada fraccidon por un
factor adecuado para que no aparezcan radicales en los distintos denominadores. Asi,
elegiremos como factor para la primera fraccién /2 para que quede en el denominador

(\2)°, para la segunda elegiremos \/;y para Ia tercera 2 x:

AT E

Efectuando operaciones, tenemos:

F+F_JL+M=J2—X+@_@+2@
2 X 2x 2 X 2x

Como +/2x es un factor comdn a todos los sumandos, podemos escribir:

J£+\E—\/—+\/8 L S—— NG
X 2 2

2 2x X X
Al efectuar las operaciones que aparecen entre paréntesis, tenemos:

fﬁﬁ_ws satl) oy

X
La operaciones anteriores son validas, siempre que x> 0.

Racionaliza y simplifica: a) 75— b) 3V5+503
v 3V5-53
Solucion:

Como indicamos en el anterior ejercicio, hemos de multiplicar y dividir cada fraccién por una
cantidad adecuada para que no aparezcan radicales en el denominador.
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5. Resuelve la ecuacion: a) V3 x+14++Vx—4=5 b) ‘\‘/x2+12+‘\t/(x2+12)

-

a)

b)

La descomposicion de 54, en factores primos, es3>-2, con lo que %54=V3%2.6i
multiplicamos {3°.2. por {/3-2°, obtenemos {/3*.2*, que es un nimero entero. Asi:

6 _ 6 132_6{24 _6V24_o6V24_ys,
Usa V322 3.2 V32 32 6
Para racionalizar, nos interesa multiplicar el numerador y el denominador por una cantidad tal
que dé como resultado, en el denominador, radicales en los que los subradicandos sea
potencias de exponente dos. Teniendo en cuenta el producto notable (a+b)(a—b)=a’*—b>,

vemos que nos conviene como factor 3+/5+5+/3 . En consecuencia podemos escribir:

3V5+5V3 _3V5+543 3V5+53 _ [3V5+543)
375—-5V3 " 335-5V3 3V5+5V3 7 (357 (53]

El numerador es el cuadrado de una suma, asi, haciendo uso de la identidad

(a+b)’=a’+2ab+b", tenemos que:

(335 +5v3) =(3V5)+2(3V5)(5v3)+(5V3)°=9-5+3015+25-3=

=120+30V15=30(4+15)
Procediendo de la misma forma con el denominador, obtenemos:
(35)°—(53)’=9-5-25-3=—30
3V5+5v3 _30(4+115) _ (4+44T5)=—4—I5.
" 3V5-5y3 =30

Asi

iS5
2

Solucion:

Las ecuaciones dadas son irracionales porque la incdgnita aparece en al menos uno de los
subradicandos.

a)

b)

Intentaremos encontrar una ecuacién polindmica que, aunque no sea equivalente a la
dada tenga entre sus raices a las soluciones de la ecuacion irracional considerada, para lo
cual aislamos en el primer miembro uno de los radicales, por ejemplo el primero,
V3 x+1=5—\/ﬂ, elevamos al cuadrado ambos miembros y sumamos los términos
semejantes, con lo cual obtenemos: 3x+1=x+21—-10vVx—4.

Aqui tenemos que hacer una observacion que justifica la afirmacidon anteriormente hecha
acerca de la posibilidad de que la ecuacidn obtenida sea no equivalente a la dada:

la funcién f:y=x”no es inyectiva ya que es posible encontrar valores X,y X, de la
variable x, que, no siendo iguales, cumplan x?= xi.

Asi, podria ocurrir que obtenemos soluciones de la ecuacion (y3x+1 ) =(5—Vx— 4)
gue no son solucién de la ecuacidn V3x+1=5—/x—4.

Como la ecuacién 3 x+1=x+21—10/x—4, sigue siendo irracional, aislamos el radical en el
segundo miembro ( 2x—20=—10"x—4 ) simplificamos por 2 y elevamos, nuevamente,
los dos miembros al cuadrado, obteniéndose asi la ecuacién de segundo grado
x*—45x+200=0, cuyas raices son X,=5 y x,=40. Ambos valores pertenecen a los dominios
de definicion de las funciones y=+/3 x+1 e y=+x—4, pero Gnicamente la primera cumple la
ecuacion dada en el enunciado. Por tanto la solucion de la ecuacién es x=35.

Si practicamos el cambio de variables x*+12= p* convertimos la ecuacién irracional

Vel + 12+ (2+12) T—23 en la ecuacién racional p—{—i:%, que tiene sentido si 27#0.
2 p

Si multiplicando ambos miembros por 2 p, nos queda la ecuacién de segundo grado

1
2 p*+2=5p, cuyas raices son p=2y P=5.
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6.

4

c) Si sustituimos dichos valores en p*=x’+12, obtenemos que las posibles soluciones de la
. ] 1 .
ecuacion dada son las raices de x*+12=160 de x2+12=5. La segunda ecuacidon no

admite soluciones reales, mientras que las soluciones de la primera son x,=2 y x,=—2.
No es dificil comprobar que ambos nimeros son soluciones de la ecuacién dada en el
enunciado.

Resuelve en el conjunto de los nimeros reales la ecuacién paramétrica \/xz—a=a—x, con
parametro a €R.

Solucion:
Si seguimos el mismo procedimiento que el descrito en el apartado a) del anterior ejercicio,

obtenemos la ecuacién paramétrica de primer grado 2a x=a’+a.
a+1

Para despejar x, tenemos que suponer que a#0.En estas condiciones x=T. (Se ha

podido simplificar a ya que hemos supuesto que es dicho parametro es distinto de cero).

Si sustituimos dicho valor en la ecuacion irracional dada, obtenemos la igualdad
(a—1 )2 _a—1
=

cero, es decir, si a>1.

Si a=0, tenemos la ecuacion irracional \/x2=—x, gue es equivalente a la ecuacion

\x\=—x, cuya solucion es cualquier niumero real negativo o cero.

En resumen, las soluciones de la ecuacién dada son:

atl
2

-Si a#0vya<1, laecuacion no tiene solucién real.

-Si a=0, la soluciéon es cualquier nimero rea x<0.

., que se cumple sdélo en el caso en el que el segundo miembro sea positivo o

-Sia>1, la ecuacion tiene por solucion x=

Resuelve la inecuacién irracional Vx+1>x—1.

Solucion:
Puesto que el primer miembro tiene asignado signo positivo, la inecuacién tiene sentido si
x>1. Elevar al cuadrado los dos miembros es la mejor forma de eliminar la raiz del primer
miembro, para lo cual tenemos que analizar si dicha operacién va a conservar la desigualdad.
Como ambos miembros son positivos y la funcién f: y =x* es creciente para valores positivos
de la variable, podemos afirmar que (\/ﬁ)g(x_l)z, obteniéndose asi la inecuacién
x?—3x<0.
La funcién f:y=x’—3x representa a una parabola convexa que corta
al eje OX en los puntos de abscisas x=0y x=3, por tanto, los puntos de
ordenada negativa tienen sus abscisas en el intervalo abierto (0,3). 1 3

El dominio de definicién de x+1es el conjunto de puntos que
cumplen x=—1.
Si representamos la situacion en la recta real:

1 0 1 3
De lo anterior concluimos que la soluciéon de la inecuacidn es cualquier numero real x que
pertenezca al intervalo abierto (1,3).
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PROBLEMAS PROPUESTOS

70.

77.

72

Averigua si se verifica (33 )ﬁ:(\/?)wg,
Si 10*=16, calcula el valor de 107%°*,

3 37°
s Y ?-

Calcula la media aritmética de los numeros —310 s

1 0,4

4
Expresa como potencia de base 2 y como radical el valor de la expresion 0,25 -4
270,75

. Lz . . . —\12 P
Averigua qué términos del desarrollo del binomio (\/§+%/2) son numeros enteros.

V6 Ay
Racionaliza: a) \/7+\/7+1 )\/5 c) x+\/x —y

1+V2 V2 ZC)\/E_JEJF\EJF\/Z_JE

(5; ) 1244 V2 142 5 V3 V10 V15 V2
/018a a /18b2 \/7

b? 0,125

1

1 1

. _ L 2
Resuelve las ecuaciones: a) x”* +x*°=72 b) ((x\/})_l) 2| 2X
X

Calcula: a) b)

)Vl +49-3Yx+49=10 d) [x+Vx+5)(x+vVx+3)=99
Resuelve las ecuaciones: a) V2x —4—x+5=1 b) \/4 +Ix— x’=x—2

O Vxt5+V2x—7=2Vx d) V16X —V8x+5+1=4x €) Y1+ x\V2x’+8—1=x

Resuelve en el conjunto de los nimeros reales la ecuacidon paramétrica \/xz—a2=a—x, con
parametro a €R.
Resuelve las inecuaciones: a) \/16— <5 b)V2x+3—-1=Vx+1

Calcula:
3y y+ix 2y« 6) aa+3 3Ja—3 18
\/7+y y—\/; xX— y2 Va—3 Va+3 \/a2_9

V(a*=9)-(a—3)
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SOLUCIONES

N

N

70.
77,

72

S &S N &

Se verifica.
1

2
13

3%.5°
21
210, 42
Son el 12,72y 139,
V3+V6-3
a) >

52037 Ir Ny, ¥20, 20, y<i

Y/ — - 3
) 5592000 b) # o) ~2V30 d) 2424, a>0, b#0, %0
a)512,-729 b) 16 c)24,-24 d)4
1
a)20y4,b)3,c)4,d)§,e)0y2

Si a<0, x€ @ ;si a=0, tiene infinidad de raices, vale cualquier x<0; si a>0, x=0.
a) —4<x<4b) x=3
a) Sy\/;

X

. x=0,x#y" b) Ya+3, a>3
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[ema 5

Demostraciones matlemdticas

CONCEPTOS BASICOS

*
L 2
L 2

Hipotesis. Tesis. Axioma, postulado, teorema, lema, corolario

Refutacidon de una afirmacion

Métodos de demostracion: directa, por equivalencia, por el contrarreciproco, por reduccion al
absurdo, por induccién.

PROBLEMAS RESUELTOS

7.

4

Demostrar la regla de divisibilidad por tres: “si un nimero natural es tal que la suma de sus
cifras es divisible por 3, entonces dicho nimero es divisible por 3”.

Solucion:

Como cada teorema, la afirmacién estd dada mediante una proposicion compuesta
condicional. El antecedente de la misma recibe el nombre de hipétesis, y el consecuente es
denominado tesis. La hipdtesis nos sefiala las condiciones que deben cumplirse para que se
verifique la afirmacién hecha en la tesis. El método que seguiremos para demostrar este
teorema sera el directo, esto es, partiremos de las hipotesis, las desarrollaremos y haciendo
uso de ellas y de otras afirmaciones matematicas que son ciertas, concluiremos que la
afirmacion de la tesis también es cierta.

Segun las hipotesis, debemos considerar un niumero natural N tal que la suma de sus cifras

sea divisible por 3. Si representamos por “a ” a la cifras de las unidades, por “b " a la cifra de

las decenas, por “c”a la cifra de las centenas, etc., entonces podemos escribir que

N=...dcha,y se ha de verificar 3la+b+c+d+...

Si expresamos dicho nimero como suma de potencias de 10, obtenemos :
N=a+10b+100c+1000d +...

Por otra parte, 10=9+1, 100= 99+1, 1000=999+1, con lo que, sustituyendo en la expresién
anterior, nos da:
N=a+(94+1)b+(99+1)c+(999+1)d +...

Si efectuamos las multiplicaciones y reordenamos los términos obtenidos, queda:
N=(a+b+c+d+..)+9(b+11c+111d+...)

Como, segun la hipétesis, 3la+b+c+d+..., tenemos expresado N como suma de dos
cantidades divisibles por 3, con lo que podemos afirmar que 3|N.
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Z, Realiza las siguientes demostraciones:

-

a)

b)
c)

a)

b)

Demuestra que si el cuadrado de un nimero natural es divisible por 3, entonces dicho
numero también es divisible por 3.

Demuestra que 3 es un nimero irracional.

Demuestra ¥ n€N, (n|n"+6=54n).

Solucion:

Aqui valen los comentarios previos hechos en el anterior ejercicio. Dado que la
demostracion de esta afirmacion mediante un método directo resulta complicada,
decidimos proceder por el método de reduccién al absurdo que estd basado en que
afirmar que la proposicion P=Q es cierta es equivalente a afirmar que la proposicidn
P A=Q es una contradiccion ( —Q representa simbdlicamente a la negacion de Q).

El enunciado que se nos pide demostrar se puede expresar, con simbolos matematicos, de
la siguiente manera:

VnEIN,(3|n2:3|n),

Asi nosotros demostraremos que de la afirmacién “ n es un nimero natural tal que 3|n2 y34fn
“ es absurda. En efecto, supongamos que 7 es un nimero natural tal que 3|n”y 347, entonces
existen sendos naturales p y ¢ tales que =3 pY,obienn=3g—1obienn=3qg-2.

Aqui es preciso remarcar que el cero no se considera nimero natural y que los nimeros

gue no son divisibles por 3, difieren en una o dos unidades de los que son divisibles por 3.

* Si suponemos que n=3¢—1y lo sustituimos en n*=3 p, obtenemos (3q—1)2=3p.
Efectuando las operaciones del primer miembro, pasando todas las variables al
segundo y extrayendo 3 como factor comun, tenemos 1=3(p+2g—3 qz), de lo que
se deduce que 3|1, lo cual es absurdo.

* Si ahora suponemos que n=3¢g—2, procediendo de forma similar a como se hizo
antes, concluimos que 4=3(p+4q—3q2), de lo que se deduce que 3|4, lo cual es
también un absurdo.

También haremos por reduccién al absurdo la demostracion de que /3 es un nimero
irracional. Es decir, supondremos queﬁes racional, entonces existird una fraccién

irreducible?de nimeros naturales tales que §=\/§ Si elevamos ambos miembros al

cuadrado y los multiplicamos por ¢, obtenemos p’=3¢, de lo que se deduce que 3|p°.

Teniendo en cuenta la afirmacién demostrada en el apartado a), deducimos que 3|p. Por
tanto, existira un nimero natural m tal que p=3m. Sustituyendo en p°=3q, obtenemos
9m2=3q, que, al simplificar por 3, se convierte en la igualdad 3m2=q, de lo que se
deduce que 3|g, es decir, g=3n, siendo n alglin nimero natural.

3m
3n
simplificar por 3, lo cual contradice lo dicho al comienzo de la demostracidn (se imponia
que la fraccién fuera irreducible).

De todo lo anterior, concluimos que la fraccién —= es reducible ya que se puede
q

En general, cuando se pretende probar que de una hipdtesis se deduce la negacion de una
sentencia, resulta mas sencillo el hacer la demostracion por reduccion al absurdo. Asi,
demostraremos por dicho método la afirmacién “Sin es un numero natural tal que
n|n2+6, entonces 5{n, es decir, supondremos que 7 es un numero natural tal que
n|n2+6 y 5|n, entonces existen sendos nimeros naturales p y g tales que:

n*+6=pny n=5q
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Si sustituimos la segunda igualdad en la primera, pasamos las variables al segundo
miembro y extraemos 5 como factor comun, obtenemos que 6=5(pg—54°), de lo que se
deduce que 56, lo cual es absurdo.

3. Demuestra la siguiente afirmaciones:

a)
b)
c)

a)

b)

V n€N:24n’—6n°+2n—10=24n
Y nelN:7)2" 43!
VY nelN, (2|ne2|n?)

Solucion:

Se trata de demostrar que de la negacion de una proposicion, se deduce la negacién de

otra. En este caso, es conveniente hacer la demostracion por el método del

contrarreciproco que esta basado en que la proposicion =P =-0 es equivalente a Q= P.

Por tanto demostraremos que “sizmes un numero natural tal que 2|n, entonces

2|’ —6n"+2n—10 “ siguiendo el método de demostracién directo.

Partimos del supuesto 2|n, entonces existe un numero natural p tal que n=2 p.

Calculemos ahora, sustituyendo n por 2 p, el valor de la expresién n°—6n*+2n—10:
n—6n"+2n—10=8p =24 p’+4 p—10

Si extraemos 2 como factor comun en el segundo miembro obtenemos:
n’—6n’+2n—10=2(4p’—6 p’+2 p—5)

de lo que se deduce que efectivamente, tal como se queria demostrar,

2|’ —6n"+2n—10.

Hay varios caminos a seguir para demostrar que WV nelN:7|2”+2+3211+1 (los dos puntos se

leen “se verifica”). Optaremos por un método directo, por lo que calcularemos el valor de
dicha expresion, teniendo en cuenta las igualdades 2""*=2%.2" 3™4+1=3.9"y9=7+2.
En efecto,

2" 432 =020+ 3.(7+2)"
y haciendo uso del binomio de Newton:

2" 43 =g 2" 3 (M) 7 (T T 2+ () 7R 2 |72 | )2
0 1 2 n—1 n

No hay que olvidar que n es un nimero natural mayor que cero y que el desarrollo de
(7+2)" tiene al menos 2 sumandos, concretamente tiene n+ 1 sumandos.

Si quitamos los corchetes y tenemos en cuenta las igualdades 8)=1 y (Z =1, entonces:
2””+32“*‘=4~2”+3~7”+3~(’f)7”1-2+3~(;)7“-22...+3~( " )7-2’”+3-2”
n—

Al sumar los términos semejantes, nos queda:

2"”+32““=7~2”+3~7”+3~(’1“)7”1~2+3-(;)7”2‘22...+3~( " )7-2"1
n—
Como 7 es un factor comun a todos los términos del segundo miembro, podemos escribir:

2" 3=, 2”+3-7"‘1+...+3-( ”1)-2”‘1]
"

n+2 2n+1

de lo que se deduce que 7|2"""+3™ ", tal como se queria demostrar.

La afirmacion ‘v’nelN,(2|n<:>2|n2) es una equivalencia, por tanto, para demostrar su
veracidad tendremos que probar que son ciertas las implicaciones VnelN,(2|n=>2|n2) y
YV neN, (2|n*=2n).
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Veamos que ¥ nelN, (2|n= 2|n2). Partimos de las hipdtesis n€INy 2|n. Entonces existe
un numero natural p tal que n=2 p. Teniendo en cuenta la Ultima igualdad, resulta que
n’=(2pY=4p°=2-2p>, por lo que podemos afirmar que 2|n’.

Nos queda por demostrar que la segunda implicacion, ‘v’nelN,(2|n2:2|n), es cierta,
pero el proceso a seguir es el mismo que en [.a), poniendo 2 en lugar de 3.

Esta parte se deja como ejercicio para el lector.

Nota: La demostracion de b) se puede hacer también por el método de induccidn ya que es
una propiedad que depende de los numeros naturales.

Demuestra las siguientes afirmaciones:
n(n+1)(2n+1)
6

a) VneN:I’'+2°+3%+. . +n'=
b) VneN:3]2™-1

Solucion:
Puesto que la propiedad depende de los niumeros naturales, puede ser demostrada por el
método de induccién. Este método, apoyado en lo que se conoce con el nombre de “Axiomas
de Peano”, consiste en:
= 19) comprobar que la afirmacion es cierta paran=1,
= 29) suponer que existe un cierto nimero natural k tal que, para cualquier natural
n<k,yen particular para k, se verifica la propiedad a demostrar

= 39) demostrar que la afirmacion es cierta para el siguiente de k, que es k+1.

+1)(2n+1
a) Para claridad del proceso, sean P (n)=1°+2*+..+n’y Q(n)=n(n )6( ntl) )
= 12) Veamos que paran=1es P(1)=0(1). En efecto, como el primer miembro tiene
tantos sumandos como indica el valorde n, P(1)=1°=1.

1(1+1)(2-1+1) 6

Por otra parte, O(1)= =—=],

parte, O(1) 5 G
con lo que hemos comprobado que la igualdad se verifica en el caso en el que 7 valga
1.

= 29) Supongamos que existe un nimero natural & tal que, para cualquier natural n<k,

se verifica la igualdad. Entonces, en particular, se cumple P(k)=Q(k), es decir,
k(k+1)(2k+1)

6
= 32) Veamos que P(k+1)=Q(k+1), para lo cual calcularemos por separado cada uno
de los miembros:

P+2°+3%+. +k’=

P(k+ 1)=12+22+...+k2+(k+1)2=k(kJrl)(ZhL1)+(k+1)2
Si efectuamos la suma de fracciones:
2
P(k+1)= k(k+1)(2k21)+6(k+1)

Si sacamos factor comun k+1 y efectuamos:
kA D)k (2k+1)+6(k+1)] _ (k+1)(2k*+7 k+6)
6 6

Calculemos ahora el segundo miembro:
Q(k+1)—<k+1)(k+1+1)(2<k+1>+1) (k+1)(k+2)(2k+3)

6 6

P(k+1)=t
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Si efectuamos el producto de los dos ultimos factores del numerador, obtenemos que:
2
Q(k+1)=(k+1)(2k6+7k+6)
Por lo tanto, efectivamente se cumple P(k+1)=Q(k+1).

b) La afirmacién dada se podria hacer directamente, sin embargo, dado que depende de los

numeros naturales, la demostraremos por el método de induccidn.

Sea P(n)=2""—1 entonces:

= 19)Paran=1, tenemos que P(1)=2"'—1=4—-1=3,asi3|P(1).

= 29) Supongamos que existe un nimero natural k tal que, para cualquier natural se
verifica 3|P(n). Entonces, en particular, se cumple 3|P(k), es decir 3[2*“—1, por
tanto existe un ndmero natural ¢ tal que 2°*—~1=34,0 equivalentemente
2**=1+3g4.

= 39)Veamos que 3|P(k+1), para lo cual calcularemos P(k+1).

P(k+1)=22"1_1=022_1=2%22_1=4.2%—1.
Sustituyendo 2% por el valor obtenido anteriormente, tenemos :
P(k+1)=4(143g)—1=4+12g—1=12¢g+3=3(4q+1),

de lo que podemos concluir que 3|P(k+1).

5, Demostrar o refutar la siguiente afirmacién: “Si un nimero natural es divisible por 4 y por 6,
entonces dicho numero es divisible por 24”.

@‘ Solucién:

Refutar una expresidn es comprobar que dicha expresidn es falsa a través de un ejemplo. Tal
ejemplo recibe el nombre de contraejemplo.

Evidentemente, la afirmacién es falsa ya que el nimero 12 es divisible por 4 y por 6 y sin
embargo no es divisible por 24.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

7.

Demuestra la regla de divisibilidad por 11 : “Si un nimero natural es tal que, la diferencia que

hay entre la suma de las cifras que ocupan lugar par, y la suma de las cifras que ocupan lugar

impar, es divisible por once, entonces el nimero es divisible por once”.

Realiza las siguientes demostraciones:

a) Demuestra que si el cuadrado de un numero es divisible por 5, entonces dicho nimero
también es divisible por 5 .

b) Demuestra que V5 es un numero irracional.

Demuestra las siguientes afirmaciones:

a) VneN,3n*+1 =64{n,

b) WV neN, 7|n@7|n2,

) VneN:34n’+6n"+2n+6=34n,

d) VnelN:9[10™-1,

e) ‘v’nelN:1%+2i!+%+...+";!1 =1—%

f) WV neN:3|10""'+10"+1.

Demuestra o refuta la siguiente afirmacion: “El producto de dos numeros irracionales es

irracional”.

SOLUCIONES

El proceso a seguir en las demostraciones es muy similar al de los ejemplos resueltos.
La afirmacion hecha en el 4° ejercicio es falsa. Por ejemplo v/2 y V8 son nameros irracionales
y, sin embargo, v/2-1/8=4, que no es un numero irracional.
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[ema 6

Sucesiones de nimeros reales

CONCEPTOS BASICOS

L IR JBR JER JER JE JER 2

Sucesiones: término general

Sucesiones recurrentes

Propiedades de las sucesiones. Limite de una sucesion.
Progresiones aritméticas.

Progresiones geométricas.

Matematica financiera: formula del interés simple y compuesto.
Series. Serie geométrica.

PROBLEMAS RESUELTOS

Indica que tipo de sucesidn es - 8, -5, -2, 1, ... y suma sus diez primeros términos

Solucion:
Mediante una observacion de la sucesién propuesta comprobamos que la diferencia entre
términos consecutivos de la misma es un valor constante d = 3. Por tanto, nos encontramos
ante una progresion aritmética. Su expresion general sera:
a,=a;+d(n-1)
a,=-8+3-(n-1)=-8+3n-3=3n-11

Pasamos ahora a calcular la suma de sus diez primeros términos. Para ello recurrimos a la
siguiente expresion:

a,t+a
S,= ‘n
2
Asi, tenemos:
a,+a, —8+19 11
S =——".n= +10=---10=55
2 2 2

3
Calcula el lugar que ocupa el numero E en la sucesioén 3, 3/2, 3/4, 3/8, ... y la suma de sus

infinitos términos.
Solucion:
Mediante una observacién de la sucesion propuesta comprobamos que el cociente entre

1
términos consecutivos de la misma es un valor constante r=5 . Por tanto, nos encontramos

ante una progresion geométrica, que podemos expresar del siguiente modo:
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. 3
Como el término E se puede expresar como ;, tenemos que n = 8, por lo que este
término es el octavo de la sucesion.
1
Por otra parte, como la sucesion es una progresion geométrica de razén r=5<1 , podemos

calcular la suma de sus infinitos términos utilizando la siguiente expresion:

Asi, tenemos:

Un coronel manda 5050 soldados y quiere formar con ellos un tridngulo para una exhibicidn,

de modo que la primera fila tenga un soldado, la segunda dos, la tercera tres, etc. ¢ Cuantas
filas tienen que haber?

Solucion:
Las filas de soldados que se quieren siguen la siguiente sucesién: 1, 2, 3, 4, 5, 6, ..., es decir,
forman una progresién aritmética de diferencia d = 1, cuya expresién general es a, = n. Dicha
expresion podemos deducirla del siguiente modo:
a,=a;+d(n-1)=1+1-(n-1)=14+n-1=n
Por otra parte, la suma de todas las filas que hagamos debe darnos el total de soldados de los
gue disponemos, esto es, 5050. De este modo, si hacemos k filas tendremos que la suma
desde la primera fila hasta la fila k sera:
S, =5050
Si utilizamos la expresidon que permite calcular S,, tenemos que:

SR -k=5050

ﬂ-k=5050
2
k + k?*=10100
k*+ k—-10100=0
Resolvemos ahora esta ecuacion de segundo grado:
_ —1+V1°—4-1-(—10100) _ —1++/1+40400 _—1++40401 _—1+201

k =
2-1 2 2 2
Y de aqui, tenemos dos soluciones:
—1+201 200 —-1-201 -—-202
k,= 5 = 5 =100 y k,= > = =-101

La segunda no tiene sentido, por lo que el nimero de filas que se tienen que hacer son 100.

Tres nUmeros estan en progresion geométrica; el segundo es 32 unidades mayor que el
primero, y el tercero, 96 unidades mayor que el segundo. Halla dichos numeros.
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Solucion:
Sean x, y, z los tres numeros. Como estan en progresion geométrica de razéon r, podemos
nombrarlos de la siguiente manera:

Primer nimero: X;

Segundo numero: y=X-r;

Tercer niUmero: z=y-r=x-r

Por otra parte sabemos que:
y=32+x
z2=96+y

Asi que:

X-r=32+x
X-r’=96+x-r

Si resolvemos el sistema, encontramos como solucién r = 3 y x = 16, por lo que los nimeros
buscados son 16, 48 y 144.

El 1 de enero depositamos 5 000 € en una cuenta bancaria a un interés anual del 6% con pago
mensual de intereses. ¢ Cudl serda el valor de nuestro dinero un afio después?

Solucion:
Lo primero que tenemos que tener en cuenta es que el interés anual del 6% se paga

6
mensualmente, luego tenemos un interés mensual de ') % =0,5%.

Asi, para calcular lo que vale cada mes nuestro dinero debemos multiplicarlo por 1,005. Por
tanto, tenemos:

Al finalizar el primer mes: 5000 - 1,005 €

Al finalizar el segundo mes: 5000 - (1,005) * €

Al finalizar los 12 meses: 5000 - (1,005) 2 € ~ 5.308,39 €
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PROBLEMAS PROPUESTOS

7. En una progresion geométrica de razon positiva, la suma del tercer término con el cuarto es
240 y la suma del quinto con el sexto es 3.840. Calcular la razén y formar la progresion.

2 Enun cine, la segunda fila de butacas esta a 10 m de la pantalla y la séptima fila estd a 16 m.
¢En qué fila debe sentarse una persona que le guste ver la pantalla a una distancia de 28 m?

3. El segundo y cuarto término de una progresion aritmética suman 22; y el tercero y sexto
término suman 34. Hallar el valor de las incégnitas.

4 Durante 5 afios depositamos en un banco 2 000 € cada afio al 4% de interés anual, con pago
anual de intereses. ¢ Qué cantidad de dinero hemos acumulado durante esos 5 afios?

SOLUCIONES

7. Parar=4,a,=3,12,48,192, ..
Para r=-4,a,=5, 20, -180, 320, ...

2, Enlafilal7

3 a,=7,a3=11,a,=15,a,=23

4 11.265,95 €
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[ema 7
/%f/"/b&&’

CONCEPTOS BASICOS
¢ Definicion de matrices.
¢ Sumay producto por escalares.
¢ Producto de matrices. Propiedades.
& Matriz inversa.
¢ Ecuaciones matriciales.
¢ Rango de una matriz.
& Teorema de Rouche-Frébenius.
PROBLEMAS RESUELTOS
. 4 3 . oo

7. Dada la matriz A= ) s efectla el siguiente producto ( -5) - A.

Para multiplicar un ndmero por una matriz se multiplica el nimero por cada término de la

matriz.

_ 4 3 )_ (=20 —15
(5)-A=(5) (2 —5) B (—10 25 )
2 -1 0 2 —6 1 0
2, Dadas las siguientes matricesA= |—2 1 1]|,B=(2 1 |y C=|—1 3| ,calculalas
5 0 4 5 0 4 2

siguientes operaciones:

a) AB c) A+B

b) B-A d) B+C

@ Solucion:

a) Para que dos matrices A y B puedan multiplicarse es necesario que el nimero de columnas
de la primera matriz coincida con el numero de filas de la segunda. El producto es otra matriz
cuyos elementos se obtienen multiplicando cada vector fila de la primera matriz por cada
vector columna de la segunda matriz, y su posterior suma.

2 —1 0| (2 =6\ [2242:(=1)+50 (—=6)-2+1:(=1)+0-0 2 -7
AB={-2 1 1|2 1 |=(2(=2)+2-14+51 (=6):(=2)+1-1+0-1|=|3 13
5 0 4 5 0 2:5+2-0+5-4 (—6):5+1-:0+0-4 30 —-30
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b) El producto B-A no es posible de realizar, ya que la primera matriz no tiene tantas
columnas como filas tiene la segunda.

c) Para que dos matrices puedan sumarse es necesario que tengan la misma dimension. En tal
caso se suman término a término.

La suma de las matrices A y B no se puede realizar por que no tienen las mismas dimensiones.

2 —6 1 0 241  (—6)+0 3 -6
d)B+C= |2 1 |+ |—=1 3|=[2+(-1) 1+3 |=|1 4
5 0 4 2 5+4 0+2 9 2
13 :
3, Comprobar la propiedad asociativa para: A=(2 1], B= y C=
1 0 6 2
0 4
7
@ Solucion:
-2 5 12 21 é 203
(A-B)-C= (-1 10 4 12 5|7 151
4 0 16 24 7 204
1 3 203
A(B:C)= (2 1 (g(l))= 151
0 4 204
Vemos que la matriz resultante en los dos casos coinciden, con lo que se cumple la propiedad

asociativa.

4 Comprobar con algunos ejemplos que el producto de matrices no es conmutativo.

@ Solucién:

* SiAesdeorden 3x2y B es de orden 2x4, puede efectuarse A-B, pero no puede realizarse el
producto de B-A., ya que no cumplen la condicién necesaria del producto de matrices.

1 3
e SiA= |2 1| yB= (g g _42) , puede efectuarse A-By B-A, pero A-B es de dimension 3x3
0 4
y B-A es de dimensidn 2x2.

19 28 6 3
matrices iguales, confirmando que no cumple la propiedad conmutativa.

* SiA= (i ;) y B= (; g),entonces AB = (5 14) yB-A=(30 36),por lo que no son

5, Calcula la matriz inversa de la siguiente matriz usando el método de Gauss.

1 10
1 11
3 43
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@‘ Solucion:

Para aplicar el método de Gauss se coloca la matriz identidad del mismo orden junto a la
matriz que se quiere buscar su inversa, transformando la matriz 3x3 en una de 3x6, de tal
modo que nos queda:

1 1 1
1 1 0
3 4 0
Ahora se realizan operaciones entre las filas de tal manera que las tres primeras columnas nos
queden como la matriz identidad, 3x3.

(1*) 1 1001 0 0 (1%) 1 101 00
2)=(1*) o o 1/]-1 1 0 (2%) 0 0 1]-1 1 0
(3%) 3 4 310 0 1/ (3)-=3(1*)1o 1 3]-3 0 1

(1) 1 101 0o (=21 0 =34 0 -1
(29)=(3*) 1o 1 3/-3 0 1 (2*) 01 3|-3 0 1
(3*)=(2*) \o 0 1]-1 1 0 3 00 1[-1 1 0
(1*)+3(3*) (1 0 o1 3 -1 (1%) 1 0 01 3 -1
(2%) 0 1 3-3 0 1](29)=-3(3)fo 1 o0 -3 1
(3*) 0 0 1|-1 1 o0 (3) 00 1|-1 1 0

Una vez conseguida la matriz identidad en las tres primeras columnas, las tres ultimas
corresponden con la matriz inversa de la inicial, asi nos queda como solucién:
1 3 -1
0 -3 1
-1 1 0

NOTA: Para comprobar el resultado podemos multiplicar la matriz problema por la matriz solucion y el resultado debe ser la
matriz identidad.

01 3 2 1 1 -1
6. Resuelve laecuacion AX+B=C,donde:A=|(1 1 0] B=|—1 0] C=(0 1
2 00 3 4 1 -2

@ Solucion:

Despejamos la X:
AX+B=C—>AX=C-B—>A""4X=4""(C-B)->X=4""(C-B)

1 —1 2 1 -1 =2 0 0 1/2
HallamosC-B: |0 1 |-|—-1 O] ={1 1 |[yA'=| 0 1 —1/2
1 -2 3 4 -2 =6 1/3 —1/3 1/6
-1 =3
Calculamos el producto y obtenemos: | 2 4
-1 =2
- . . | x—3y=4 _[—20 =5
7. Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones: Ix+3y=B S|endoA—(_2 _15)
23 17 NP .
B= 415 y las incégnitas x e y matrices de orden 2x2 .
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Solucion:

Resulta favorable aplicar el método de reduccién, para ello sumamos miembro a miembro las

dos igualdades.
_ 3 12 |1 4
3x—A+B%3x—(_6 O) 9x—(_2 O)

Sustituimos en la primera ecuacion :

1 4 ) (20 -5\ (1 4 =1 (=21 -9\ (7 3
(—2 o)'?’y'A9 3y'(—2 —15) (—2 o)ey' 3 (0 —15)'(0 5)

« = 1 4 _[7 3
2 0)""" o s
Calcula el rango de la siguiente matriz usando el método de Gauss.

37 4 -1
2 11 -6 17
5 -1 24 =37

Solucion:
El rango de una matriz es el nUmero de filas o columnas linealmente independientes .
También se define el rango de una matriz como el nimero de filas no nulas que obtenemos
después de triangularizar la matriz con el método de Gauss.

(1%) 3 7 4 -1 (1%) 37 4 -1
(29)+17-(1*) | 53 130 62 0 (2*) 53 130 62 0
(3*)=37-(1") \~106 —260 —124 0 (3)+2:(2)\0 0 0 0

Ahora esta claro que ran(M)=2.

Estudia el rango de la matriz M segun los valores de a .iExiste algin valor de a para el que
sea ran(M)=17?

1 2 a
M=(1 1 a
a 0 1
Solucion:
Transformamos la matriz M para hacer todos los ceros posibles en ella :
(12) 1 2 a (1%) 1 2 a
(28)—(1*) (0 -1 0 (2%) 0 -1 0
(3*)=a-(1*) \0 —2a 1-d° (3*)-2a-(2*) \o 0 1-d
Hacemos 1-a2=0—a=1,a=—-1
1 2 1
Sia=1,M=|0 —1 0|->ran(M)=2
0O 0 O
1 2 -1
Sia=—1,M=|0 —1 0 |> ran(M)=2
0 O 0

Si a>—1#0 ,esdecir,si a#l y a#—1, ran(M)=3
El rango de M no puede ser 1 para ningun valor de a, porque las dos primeras filas son
linealmente independientes para cualquier valor de a .

42



70, Discute aplicando el teorema de Rouche-Frobenius y resuelve, si es posible, aplicando la regla
de Cramer, los siguientes sistemas de ecuaciones:

xty—z=-=2 x+y=1
a)i2x—y—3z=-3 b) my+z=0
x—2y—2z=0 x+(m+1)y+mz=m+1
@’ Solucién:
1 1 -1 1
a) Calculamos el rango de la matriz de coeficientes A= (2 —1 —3| como S #0,
1 -2 =2
ran(A)=2
1 1 -1 =2 1 1 =2
Hallamos el rango de la matrizampliadaA'=|2 -1 -3 —3|como [2 —1 -3|=0,
1 =2 =2 0 1 =2 0
ran(A4)=3
Como ran(A)#ran(A’), el sistema es incompatible.
1 1 0
b) Estudiamos el rango de la matriz de coeficientes A= [0 m 1], A|=m2-m=m(m-1),
1 m+1 m

‘A‘ =0 para m=0,m=1.
o Sim#0 y m#1, ran(A)=3=ran(A") .El sistema es compatible determinado.Para cada
valor de m distinto de 0 y de 1, tenemos un sistema con solucion Unica:

1 1 0 1 1 0 1 1 1
0 m 1 0 0 1 0 m 0
m+1l m+1 m 1 m+1 m 1 m+1 m+1
x= 5 y= 5 z= 3
m —m m —m m —m

m—1"m—1"m—1
I 0
0 1
,por lo tanto el sistema es incompatible inderteminado.

Para resolverlo , tomamos las dos primeras ecuaciones y pasamos x al segundo miembro:
x=d4,y=1-4,z=0.

-1
Solucién:( m n )

. Sim=0-> #0 > ran(A)=2, como en A’hay dos filas iguales, ran(A4)=2=ran(A4 ")

11 1 1 0 1 1 1 1
e Sim=1-> ‘0 ) #0-> ran(4)=2,A=10 1 1 0|> [0 1 0|#0->ran(4)=3.
1 21 2 1 2 2

Como ran(A)#ran(A "), el sistema es incompatible.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Hallar la matriz inversa de la matriz A= (; z)

Estudia el rango de estas matrices:

11 1 2 21 3 }‘53_31—31 }_11}_11
A=|2 3 5 11| B=[4 2 -1|C= D=
1 -1 6 29 6 3 2 11 1 1 I
37 5 5 1 1 1 -1
Estudia y resuelve los sistemas, cuando sea posible:
— = _ —_ X+2y+z=() x+y=5
a) 3;(—:y+zz=_00 b) _chxiy+.;.zz_=_22c) _x+4}’+32+2t=0d) x+z=6
y—z= XTy—2z2= 2X+2z+1=0 2x+y+z=11

Determina los valores de m para los cuales son incompatibles estos sistemas:
mx—y—z=m |(m+1)x+y+z=3 |2x+y—z=m—4
a){x—y+mz=mb){ x+2y+mz=4 c){(m—6)y+3z=0

x+y+z=—1 x+my+2z=2 (m+1)x+2y=3

SOLUCIONES

N

-1 5 _7

w2 )

ran(A)=3,ran(B)=2,ran(C)=2,ran(D)=4

a) x=—1/3,y=2/3,z=—1/3 b)Incompatible c) x=(3/8)1, y=(1/4)A,z=—(7/8) 1, t=1

a) m=—1 b)m=2,m=3 c) m=-3
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[ema 8
Determinantes

CONCEPTOS BASICOS

¢ Concepto de determinante de orden n.

¢ Regla de Sarrus.

¢ Concepto de menor de orden n y menor complementario.
¢ Concepto de rango de una matriz.

& Matriz inversa.

PROBLEMAS RESUELTOS

31 2 -5
7, Calcula el siguiente determinante 30 -3 2
4 5 6 2
51 2 4

@ Solucidn:

Para calcular este determinante de orden cuatro debemos hacer ceros, podemos hacer ceros
en la segunda columna (para ello “jugamos” con filas)
Fs > F3—5Fy, Fs > Fa—Fu.

3 1 2 -5

3 0 -3 2
-1 0 -4 27
2 0 O 9

Ahora desarrollamos por la segunda columna multiplicando cada elemento por su adjunto,
guedando el derminante reducido a uno de orden 3, el cual calculamos mediante la regla de
Sarrus.

3 -3 2
(-1°|-11 -4 27|=—(-108—162+16—297)=551
2 0 9
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2, Calcula el rango de la siguiente matriz.

2 3 1 -2 3
4 2 1 -6 3
6 3 0 2 4

@’ Solucién:
Nos aseguramos de que arriba a la izquierda haya un menor de orden 2 distinto de ceroy lo

orlamos con la fila inmediatamente inferior y las sucesivas columnas de la derecha. El primer
menor de orden tres que se forma es:

2 3 1

4 2 1/=0

6 -3 0
como sale nulo pasamos a la siguiente columna.

2 3 =2

4 2 6|70

6 -3 2

Luego el rango de la matriz es 3 (el orden del menor no nulo de mayor orden)

3, Estudia el rango de la siguiente matriz segun los valores del parametro a

@ Solucion:

Lo primero es resolver el determinante de la matriz

a 1 -1
1 2 1|=—2a°-3+1+2-3a+a=-2a’—2a=—2a(a+1)
1 3 —a

a) Si a#0ya#1 entonces |A|#0 y Rangode A=3
b) Sia =0, siempre podemos encontrar un menor de orden 2 no nulo y entonces el rango es 2

01 -1
1 2 1
1 3 0

c) Si a=-1, también podemos encontrar un menor de orden 2 no nulo y el rango es por tanto 2.

4 Calcula el valor del pardmetro m para que la siguiente familia de vectores de R? sea una familia
ligada:

@‘ Solucion:

Ponemos los vectores en un determinante de orden 3, cuando este determinante sea nulo la
familia es ligada, es decir sus vectores son linealmente dependientes.

{(-1,2,1),(5,-3,0),(m,1,5)}

-1 2 1
5 —3 0/=154+5+3m—-50=—30+3m
m 1 5
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De donde se deduce que si m = 10, el determinante es nulo y la familia es ligada (sus vectores
son linealmente dependientes) y si m # 10 ,el determinante es no nulo y la familia es libre (sus
vectores son linealmente independientes).

4., Calcula el valor del pardmetro k para que la siguiente matriz sea singular (es decir, para que su

determinante valga cero). Para k = 0, calcula la inversa de A y también A".

0 k 1
A=lk 1 0
1 0 k
Solucion:
Para que esta matriz sea singular, su determinante debe ser cero.
0 k 1
A=)k 1 0[=0=—1-K'=0=k=V-1=-1
1 0 k
Para k = 0, la matriz queda de la siguiente forma.
0 0 1
A={0 1 0
1 00
y su determinante es |A|=—1
Aplicamos ahora la férmula del calculo de la matriz inversa: Al:ﬁ.(Ade )

primero calculamos los adjuntos A; de cada elemento a; de la matriz A: Aij=(—1)('“).o<ij en
donde «&;es el menor complementario del elemento que esta en la filaiy en la columna j (a;)

1 0 0 0 0 1
A, = =0.4,,=— =0.4,,= =—1
11 ‘0 0‘ 09 12 ‘1 O 07 13 1 0‘ )
0 1 0 1 0 0
A, =— =0,4,,= =—1,4 =
21 ‘0 O| 03 22 1 0 s 4123 ‘1 0 09
0 1 0 1 0 0
A= =—1.4.,=— =0.4 =
31 1 0 s <132 ‘0 0‘ Oa 33 0 1 0

Con lo que la matriz adjunta de la matriz A (Adj A) queda de la siguiente forma:

o 0 -1
(AdjA)=[ 0 -1 o0
-1 0 0
y por lo tanto la traspuesta de la adjunta (Adj A)":
0O 0 -1
(AdjA)'={ 0 -1 o0
-1 0 O
y la matriz inversa es:
L1 0O 0 -1 0 0 1
A == 0O -1 00 1 0
-1 0 O 1 00
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Para comprobarlo multiplicamos las matrices Ay Ay debe salir la matriz unidad (1)
0 01 0 01 1 00
A.A*=1|0 1 0o|.|0 1 0o]=|0 1 0O
1 00 1 00 0 01
Observamos que la inversa coincide con la propia matriz A y por lo tanto:

A*=A.A=|,
A=A A=1.A=A
A=A A=1.1=],
A=A A=A,

Es decir, A"=1sines pary A"=Asinesimpar.

PROBLEMAS PROPUESTOS

a+1 a a a
. a+l a a
7, Calcula el valor del determinante
a a a+1 a
a a a a+1
alao0
2, SeaA=|0 1 1].Hallaelvalorovalores del parametro a para los que la matriz A no tiene
1 a O

inversa. Halla A* para a = 2.
2 5 -3 =2
-2 -3 2 -5
3 =2 2
-1 -6 4 3

J, Calcula el valor del determinante

1 3 1 -2
4 Calcula el rango de la matriz 14 3 -1
2 3 —4 -7
38 1 -7
SOLUCIONES
7 4a+1.
2/3 0 -—-1/3
2 LamatrizAnotieneinversasia=106a=-1.Sia=2lainversaes [—1/3 0 2/3
1/3 1 -2/3
3 -4.

4 Elrango es 2.
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[ema 9

resines alpebracas

CONCEPTOS BASICOS

& \Variables y constantes. Expresiones algebraicas y sus tipos. Valor numérico de una expresion
algebraica. Dominio de una expresidn algebraica.

¢ Monomios, binomios y polinomios. Elementos de un polindmio. Valor numérico de un
polinomio. Operaciones algebraicas con polinomios. Identidades notables. Descomposicidn
en factores de un polinomio.

¢ Eltridngulo de Pascal y su relacion con las potencias de binomios. El binomio de Newton.

PROBLEMAS RESUELTOS
7, Descomponer en el mayor numero de factores, con coeficientes enteros, los siguientes polinomios:

a) 3x’+5x—2, b) a®—a*+2a’+2a’, ) m’—m*n—mn*+n’, d) 12x°+20 x*+x-3.

Solucién:
a) El polinomio dado es de segundo grado. Para descomponerlo en factores, es suficiente
averiguar los valores de x que lo anulan, ya que es conocido el hecho:
“Si X, y X, son las raices de un polinomio de segundo grado ax’+ bx+c, entonces:
ax’+bx+c=a(x—x,)(x—x,)”
Por tanto hemos de resolver 3x*+5x —2=0.

— b+ b*—4dac
2a

Haciendo uso de la férmula x= , para obtener las soluciones de una ecuacién de

. . . 1
segundo grado, tenemos que los valores de x que anulan dicho polinomio son x1=§ y X,=—2,

con lo que:

1

3X2+5x—2=3(x ~3 x|

(x+2)=3 (x+2)=03x—1)(x+2).

Por tanto la descomposicién pedida es 3x°+5x—2=(3x—1)(x+2).

b) a? es un factor comun en la expresién ¢°—q*+2a’+2a*, por tanto
a’—a*+2a’+2a°=d’(a'—a’+2a+2).

El segundo factor es un polinomio de cuarto grado. Para descomponerlo en factores, es
conveniente averiar sus raices y, como es de cuarto grado, las buscaremos a través del
método de Ruffini. Las posibles raices enteras se han de encontrar entre los divisores del
término independiente. Los divisores de 2 son el 2, —2, 1y —1. El dnico nimero con el
gue obtenemos cero en el lugar del resto es el 1. En efecto:
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10-1 2 2
al 11 022
|1-1020

Esto significa que (a*—a’+2a+2):(a+1)=a’—a’+2, es decir:
a'—a’+2a+2=(a’—a’+2)(a+1).
Repitiendo el mismo razonamiento para ¢’ — a°+2, obtenemos que:
a—a'+2=(a"-2a+2)(a+1).
Por lo que concluimos que

a’—a*+2a’+2a°=a’(a*—d’+2a+2)=d’(a’—d*+2)-(a+1)=a’(a’=2a+2)-(a+1)-(a+1)

Como el discriminante de a’-2a+2es A=(-2)’—4-1-2=—4<0, el polinomio a’—2a+2
no se puede descomponer en factores con coeficientes reales, asi la descomposicién en
factores pedida es ¢°—a*+2a’+2a°=a’(a"—2a+2)(a+1).

c) Para descomponer m’—m’n—mn*+n’, se puede proceder como en el anterior apartado

’

siempre que hagamos unos pequenos arreglos. Podemos escribir

3 2
3 2 2 3 3| m m m
m-—-mn—mn+n=n- —3——2——+1
n n n

imponiendo la condicién n#0 para hacer el cambio de variables p=-—, con lo que nos
n

queda m’—m’n—mn’+n'=n’(p’— p"—p+1) v, siguiendo el mismo proceso que en el
apartado a) , obtenemos que

m—m’n—mn"+n'=n(p—1)*(p+1)

Deshaciendo el cambio de variables, obtenemos:

2
m m
——1|[—+1
n n
Efectuando las operaciones en el interior de los paréntesis y simplificando, se tiene la
descomposicién pedida.

3 2 2 3 3
m-—m n—mn +n=n (

3 2 2 3 2
m—-mn—mn+n =(m—n) (m+n)
No es dificil comprobar que para n=0 sigue siendo valida la igualdad.

Para resolver este ejercicio se puede proceder de forma mas rapida, extrayendo m*® como
factor comun de los dos primeros términos y —n” de los dos Gltimos:

3 2 2, 3_ 2 2

m-mn—mn+n=m (m—n)—n (m—n)
Nuevamente m—n es un factor comun vy asi:
3 2 2 3 2 2

m—mn—mn +n =(m—n)(m —n )

pero mz—nzz(m—n)(ern), con lo que obtenemos el mismo resultado:

m' —m’n—mn’+ n3=(m—n)2(m+n)

d) Al ser 12 x*+20 x*+x —3 de tercer grado, podemos intentar la descomposicién en factores
por el método de Ruffini. Las posibles raices enteras deben pertenecer al conjunto de los
divisores del término independiente, esto es al conjunto {— 1, 1,—3,3}, sin embargo, al hacer
las divisiones segun el método de Ruffini, no obtenemos en ningln caso el resto cero, por
tanto dicho polinomio no admite raices enteras.
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Las raices fraccionarias no enteras deben pertenecer al conjunto de niumeros racionales no
enteros que se obtienen de dividir los divisores del término independiente entre los divisores
del coeficiente del término de mayor grado, esto es, deben estar en el conjunto que resulta
de dividir los divisores de —3 entre los divisores de 12 que son 1, *2, =3, =4, +6vy
+12. Este conjunto es:
4ttt 11 11 1.1 .33 33
2°2° 3’37 4747 6’67 127127 2727 47 4]
Al probar con el primer niumero, obtenemos en el lugar del resto un cero
1220 1 -3

I
S| 673
1214 -6 0|

(12x*+14x—6)=2-

De esto se deduce que:

12x°+20 X’ +x 3= 2xH1) 6574 7x—3)

1
+_
Ty

3 1
Las raices del polinomio de segundo grado son 5y 3 por lo que la descomposicidon de

X+% =(2x—3)(3x+1). Asi, la descomposicién en factores pedida es:

3
s 6 =
éste es (x >

12xX°4+20 x*+x—3=(2x+1)(2x—3)(3x+1).

—1|:{x+

2 2
1-2x +1]. b) i X
3x"—x—2

Simplifica: a) (1 !

—X x—1

Solucion:
a) Antes de simplificar, debemos efectuar las operaciones encerradas entre paréntesis:
( - 1—2x° 1—1(1—x)].[x(x—1)+1—2x2+1(x—1)]
1—x '

X+ x—1 * 1—x x—1

Operando en los numeradores:
( L 1—2X2+1)=1—1+x_xz—x+1—2xz+x—1= x ( —x2)= x x-1

1—x x—1 l—x x—1 l—=x \x=1) 1-x (=x%)
Multiplicando y simplificando, obtenemos:
( 1 1 1—2x2+1)= x(x—1) =—(x—l)= lI-x _1

l1—x x—1 —x"(1-x) x(1=-x) x(I-x) x
Por supuesto, todas estas operaciones son vdlidas para aquellos valores de x que hagan no
nulos los distintos denominadores, esto es para x€R—{0, 1}

X+

X+

b) Para simplificar la expresion dada es preciso descomponer, tanto el numerador como el
denominador, en factores.

Teniendo en cuenta los productos notables, 1—x*=(1—x)(1+x).

El denominador es un polinomio de segundo grado, por tanto, tal como ya se indicé en el
primer ejercicio, tenemos que averiguar sus raices, resolviendo la ecuaciéon 3x°—x —2=0.

2
Dichas raices son 3 y 1, con lo que:

3x°—x-2=3 x+% (x—1)=(3x+2)(x—1)

- 1-x° (1—x)(1+x)
Ahora podemos escribir: =
P 3 —x—2 Bxt2)(x=1)
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La division de 1—x entre x —1 es — 1, ya que 1—x es el opuesto de x —1. Asi:
1—x? =—(1+x)=—l—x
3xP—x—2 (3x+2) 3x+2°

3
Razonando de la misma forma que en el apartado anterior, x€IR—[—E; 1].

Halla el maximo comun divisor y el minimo comun multiplo de los polinomios
20 —x—8x+4 y X’ —4x’+4x.

Solucion:

Denotemos respectivamente por P(x)y Q(x) a los polinomios 2x*—x*—8x +4 y x*— 4 x>+ 4x.
Para calcular el maximo comun divisor (mcd) y el minimo comun multiplo (mcm) de varios
polinomios, se procede de la misma forma que para el caso de numeros enteros, esto es, se
descomponen en el maximo numero de factores y, como el mcd debe ser el polinomio de
mayor grado que divida a los polinomios dados, éste, el mcd, serd el producto de los factores
comunes con su menor exponente. Por otra parte, como el mcm es el polinomio de menor
grado que sea divisible por cada uno de los polinomios dados, el mcm sera el producto de los
factores comunes y los no comunes con su mayor exponente.

Para descomponer en factores el primer polinomio, podemos proceder como en el ejercicio 1. b)
o bien segun el segundo método propuesto en 1. c). Optaremos en este caso por este Ultimo, asi
sacaremos factor comun x? de los dos primeros términosy —4 de los dos Ultimos:
2x =X —8x+4=x"(2x—1)—4(2x—1)=(2x—1)(x’—4)
Teniendo en cuenta los productos notables, x*—4=(x—2)(x+2). Por lo tanto
2% —x = 8x+4=(2x—1)(x—2)(x +2).
Podemos sacar factor comun x en el polinomio x*—4 x*+4x , con lo que
X —4x +4x=x(x"—4 x+4)
Pero nuevamente, teniendo en cuenta los productos notables, x*—4x—4=(x—2)*. Asi:
X —4x +4x=x(x-2),
obteniéndose: mcd (P(x), Q(x))=x—2ymem(P(x),0(x))=x(2x—1)(x+2)(x—2)

Efectda la division (2x3—5x2—2x+3):(3x2—1)

Solucion:
El proceso a seguir es similar al seguido en la divisidn de numeros reales, las unicas
diferencias son que hay que dividir término a término y que los coeficientes que aparezcan en

el divisor pueden ser racionales no enteros o irracionales.
Asi tenemos que averiguar un monomio que multiplicado por el primer término del divisor

2 2
nos de 2x’, ese monomio es gx, gue multiplicado por el divisor nos da 2x3—§x. Como

no es facil calcular mentalmente el resto, colocamos el producto cambiado de signo debajo
del dividendo y calculamos el resto

2x —5x*  =2x 43 :(3x*-1) =%x
2
_2x3 +§X
—sz —?x +3
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Al ser iguales los grados del resto y del divisor, podemos continuar la divisién procediendo de la
misma manera, averiguando el monomio que multiplicado por 3 x*> nos de el primer término del

actual resto; claramente, el monomio buscado es —%, que multiplicado por (3 x2_1) nos da

5 , . ,
—5x2+§.CoIocamos el opuesto de este binomio debajo del resto

anteriormente obtenido y nos queda :
2
2x° =5x* —2x  +3 :(3x*-1) =—x—§
3 3
2
_2x3 +§x
4
—5x 3 +3
5
5% 3
4 4
—_ +_
37 73

Y la divisién estd acabada, ya que el resto es un polinomio de grado menor que el grado del
divisor y se pretende obtener en el cociente un polinomio. Por tanto, podemos escribir:

4 .4
[ +_
2x'-5x’-2x+3_2 5| 33
3x*—1 303 1 3x%-1

4
Desarrollar el binomio (%—i) .

Vx

Solucion:

2 )4.
Vx

Para obtener el desarrollo, utilizaremos la férmula de Newton:
+b)'="a" [ |a" b+[")a" B = x| B
(axb) (O)a (l)a 54 |
en la que los numeros combinatorios que aparecen en los coeficientes corresponden,
respectivamente, a los nimeros que aparecen en la fila n del triangulo de Pascal.
Los elementos que aparecen en la cuarta fila del tridngulo de Pascal son 1, 4, 6,4y 1. Asi
4 4 3 2 2 3
x 2 =1.(£) _4.(1 2 . z) 2 _4.(£) 2\,
2 VJx 2 2) Jx 2) \Wx 2 \Vx
Efectuamos cada una de las potencias:
4 4 3 2 2 3 4
x_2 =x_4_4.x_3.i+6.x_2.2_7_4.£.2_3+2_4,
B N e e R S
Pero \/xzzx, Ji=xVx v \/?:xz, por tanto:
x 2V 2t P2 22
2 Wx) 20 2 x 2 x
Podemos simplificar en algunos términos, y queda:
4 4 3
X2 )X X 6,106,160
2 Vx| 16 Wx Vx  x
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Racionalizamos el segundo y cuarto término, multiplicamos el numerador y el denominador
de las fracciones por las cantidades convenientes para que finalmente no queden raices en los
denominadores.

i_i 4=x_4_ )i\/;_+6x_ 16\/; _f_&
2 Vx| 16 Vx/x Vrx ¥
4 4 3
. x 2\ _x XVx 16Vx , 16
i, eld I did S| = +6x— +—.
asi, el desarrollo pe |oes(2 \/;) T . X " e
2 15
Calcula el término independiente de x del desarrollo X——Q
5 Vx

Denotemos por T, al k-ésimo término. Si observamos la formula de Newton, vemos que
cada término tiene un numero combinatorio tal que en la parte superior tiene el mismo
numero que el exponente, y en la parte inferior tiene un nimero que es una unidad menor
gue el numero que indica la posicién del término. Asi, en este caso, el nimero combinatorio

15 . -
que apareceenel T, es 1) En consecuencia podemos escribir que

A

El término independiente de x es el que no contiene a xentre sus factores, o,
equivalentemente, el que contiene a x’, y, segun esto, lo Gnico que nos interesa del T es el
exponente de x.

Para las potencias se verifican las siguentes propiedades:

P 9
(x?)7=x"1, x—q=xp7qy fxi=xr.
X

k—1
En la expresion de T, escrita anteriormente, el exponente de x es 2[15—(1{—1)]77.

Igualamos a cero dicha expresién y, resolviendo la ecuacidn resultante, obtenemos que
k=13, por lo que podemos afirmar que el término independiente de x es el 132.
Nos queda por calcular dicho término:
_(15 (£)3 2| 1st 10 aP
13‘(12) 40\ Vx) Ta2r3r g e
Como 15!'=15-14-13-12! y 3!=3-2-1, segun las propiedades de las potencias anteriormente
mencionadas, podemos escribir

_15-14-13-121 x° 2°
BTUO1213:2-1 47 xS
Por otra parte 4°=(2?)=2°. Simplificando, obtenemos que 7T ;=5-7-13=455, que

efectivamente es independiente de x.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Descomponer en factores, con coeficientes enteros, los siguientes polinomios:
a)3x°—2x*—3x+2, b) a’+2a’b—ab’—2b°, ) 18x’—15x*—x+2.
_ P +s’ b) 4—x*

2 3 —4x—4
Halla el maximo comun divisor y el minimo comtn multiplo de los polinomios 8a’*— 1,
6a—3, 2a’+a—1.

Efectua la division (3x®—2x*—3x+3):(5x*—2)
4

r+s r—s
r—s r+s

1

Simplifica: a) 3
s—r

2

2
Desarrollar el binomio (%—4—\/;3

0

;
3

L . | 2 X

Calcula el término que contienea x en el desarrollo %/—_—— .

X V4
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SOLUCIONES

N

a) (x+1)(x—1)(3x—=2) b) (a+2b)(a—b)(a+b)c) (2x—1)(3x+1)(3x—2)

2 —x—2
2 a) 2 siendo r#+s, r#0b) < siendo x€R— 2,—2 .
r 3x+ 3
3. mcd=2x—1, mem=2(2x—1)(x+1)(4x’+2x+1)
9 11
4 3 2 5 5

(3%’ —2x*=3x+3):(5x°=2)=2x—=+
8 I
S, 3—6—x44\‘/?+6x2\/;—&1/x3+1—?
X

6. Se trata del quinto términoy su valor es 1532 x'°.
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[ema 70
Leaaciones Uneales
caadrdlicas

CONCEPTOS BASICOS

L 2K ZNR 2R 2R JNR JNE JEK SR 2

Ecuaciones equivalentes. Manejo de ecuaciones.
Ecuaciones lineales con una incégnita.
Ecuaciones con valor absoluto.

Ecuaciones con raices.

Ecuaciones cuadraticas. Discriminante.
Ecuaciones bicuadradas.

Ecuaciones con parametros.

Inecuaciones de primer grado.

Inecuaciones de segundo grado.

PROBLEMAS RESUELTOS

Determina tres nimeros enteros consecutivos cuyos cuadrados sumen 77.

Solucion:

Llamamos al mas pequefio de los nimero por la incdgnita x , entonces los tres nimeros
consecutivos seran x,(x+1)y(x+2). Asi podemos plantear una ecuacién para resolver el
problema, para ello escribimos los cuadrados de los tres nimeros, los sumamos e igualamos la
suma a 77 que es el resultado que nos dice el enunciado. Es decir: x*+(x+ 1)’ 4+ (x+2)*=77
Para resolver la ecuacién, primero desarrollamos los cuadrados del primer miembro, después
operamos y por ultimo agrupamos todo los términos en el primer miembro, entonces
llegamos a: x*+x’+2x+ 1+x’+4x+4=77, de aqui: 3x*+6x—72=0, dividimos entre 3
para simplificar la ecuacién: x*+2x —24=0.

—25/ 4496 _—2+10

2 T2
vamos a tener dos posibles soluciones, x,=4 yx,=—6. Podemos ver que con la primera
solucién los numero son 4, 5 y 6; mientras que con la segunda los nimeros serian -6, -5 y -4.
Comprobamos una de las soluciones: 2°+5°+6°=16+25+36=77 . La otra solucién se
comprueba igual.

Resolvemos la ecuacién cuadratica utilizando la conocida férmula: x=
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2,

4

Resuelve las siguientes ecuaciones bicuadrada y racional:
a) x*—29x*+100=0

4x 16
+x—4=
b) x—4 x—4
Solucion:

a) En las ecuaciones bicuadradas las resolvemos con un cambio de variable, se sustituye la
incognita al cuadrado por una nueva incognita, de esta forma tenemos una ecuacién
cuadratica que ya podemos resolver facilmente. En nuestro caso haremos el cambio de
variable x’=¢, entonces la ecuacién que tendremos sera: t>—29t+100=0 .
Resolvemos ahora esta ecuacion de 22 grado:
t=29:v“ (=29)°~400 _ 291841 —400 _ 29+ 441 _ 29+21 _

2 2 2 2

Las soluciones para ¢ son entonces: {;=25 yt,=4 . Para conocer las soluciones de la incégnita
original x debemos deshacer el cambio hecho al principio, es decir x*=25 yx2=4 , llegamos
asi a las cuatro soluciones que son x,=2,x,=—2,x,=5yx,=—5. Comprobamos una de las
soluciones (las otras se hacen igual): 2°—29.2*4+100=16—29-4+100=0 .

b) Las ecuaciones racionales son las que tienen fracciones algebraicas. Se resuelven eliminando
los denominadores y después se obtienen las soluciones de la ecuacion polindmica resultante. En
algunas ocasiones aparecen soluciones nuevas que no son soluciones de la ecuacién original, por
lo que es necesario comprobar las soluciones en la ecuacion inicial. En nuestro caso, tenemos la
4x 16 o . . )

x_4+x—4=m , para eliminar los denominadores simplemente multiplicamos la
ecuacion por el denominador (x—4), obtenemos entonces: 4x +(x—4)’=16, desarrollando
llegamos a la ecuacion 4x + x*—8x+16=16= x"—4x=0=x(x —4)=0=>x=0,x=4 . De estas
dos soluciones sdlo es valida x=0,x=4 no es vélida porque anula los denominadores de la

1 1
ecuacion inicial. Veamos que x=0 es solucién: _i4+0—4=ﬁ@—4=_—2@—4=—4 .

ecuacion

Resuelve las siguientes ecuaciones irracionales y de valor absoluto:
a)| 16x°— 8x+5=4x—1
b) |x*—3x+1|=1

Solucion:
a) Las ecuaciones irracionales son aquellas en las que la incégnita aparece en algun radical. Se
resuelven aislando los radicales, elevando a la potencia adecuada para eliminar el radical y
después resolviendo la ecuacién polindmica que aparece; en ocasiones la operacidn de aislar
y eliminar los radicales hay que realizarla mas de una vez. Se debe comprobar que las
soluciones obtenidas lo son de la ecuacidn inicial ya que en ocasiones aparecen soluciones
nuevas no validas.

En nuestro caso ya esta aislado el radical, asi que elevamos la ecuaciéon al cuadrado y
obtenemos:

[V 16x°— | 8x+5=4x—1] =16x°— 8x +5=(4x— 1= 16x’— | 8x+5=16x"—8x +1 »
ahora agrupamos los términos y simplificamos, dejando otra vez el radical en el primer
miembro y volvemos a elevar de nuevo al cuadrado, teniendo finalmente una ecuacién
cuadratica:
[ 8x+5=—8x+ 1] =8x+5=64x"—16x+1= 64x"—24x —4=0= 16x"—6x—1=0 .
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Resolvemos la ecuacion de 29 grado:
_6F136+64 _6+1100 _6+10

216 ) 0 ; las soluciones son: x1=§yx2 =—§ .
Debemos comprobar las soluciones, sustituimos en la ecuacion inicial:
| 1\* 1 1 B 1 B 3 7.3
16l —=| —( 8 —=| +5=4{ =] -1 ——2=———1| ——2=—Z | ——=—=,
V ( 8) V ( 8 ( 8) 14 2 g 27174 2

1 o 9 1. -
podemos ver que X,= 3 no es una solucién valida. La solucién x1=5 si es valida.

b) Las ecuaciones con valores absolutos se resuelven eliminando los valores absolutos, de esta
forma nos apareceran dos o mas ecuaciones (segun el numero de términos con valor
absoluto) que debemos resolver por separado, para finalmente comprobar la soluciones.

De nuestra ecuacién |x2—3x+ 1|=1 vamos a obtener las siguientes dos ecuaciones:
X’ =3x+1=1=2x"-3x=0y —(x’=3x+1)=1=>x"—3x+2=0. La primera tiene solucién
inmediata: x’~3x=0=x(x—3)=0=x,=0 y x,=3 . Resolvemos la segunda:
L =3F19-8_3=1
2 2
Sustituimos una de las soluciones para comprobarla (las otras se comprueban igual):
2°=3-2+1|=1e|-1|=1.

=>x,=2 yx,=1.

Resuelve las siguientes inecuaciones de primer y segundo grado:
a)3x—7 S5x+%
b) x’+3x—10>0

Solucion:
a) Las inecuaciones de primer grado se resuelven operando hasta despejar la incégnita.
Debemos tener cuidado al operar con el signo de la desigualdad. En nuestra inecuacién

3X_7S5X+E lo que haremos en la primera operacion serd multiplicar por 2 para eliminar

denominadores, quedando entonces 6x—14<10x+1 . Ahora agrupamos los términos en los
dos miembros y tenemos 6x—10x<1+14=—-4x<15, para finalizar despejamos la incégnita
X pero debemos cambiar el sentido de la desigualdad ya que dividimos entre un ndmero

. 15 g - .
negativo: xZ—T . Se puede representar la solucién en la recta real para visualizar mejor la

_E,_'_w

solucién; también se puede escribir en forma de intervalo: x€ 4

b) Para resolver la inecuacién de grado 2, lo primero es factorizar el polinomio asociado, para ello
, : 37/ 9+40 _—3+7

resolvemos la ecuacién asociada x*+3x—10=0; x= 2 = 2 =>x,=2y x,=-5.

Entonces la factorizacion es: x*+3x—10=(x—2)-(x+5), ahora construimos una tabla con 3

columnas y 3 filas, arriba en las lineas de separacion escribimos los valores —o0,—5,2,+o vy ala

izquierda de las filas los factores separados y su producto final, en las casillas de la tabla ponemos

el signo del factor de la izquierda, o del producto de los factores, segun el intervalo que nos

marcan los simbolos escritos arriba. En nuestro caso el resultado seria el siguiente:
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(—o0,—5) (—5,2) (2,+00)
x+5 - + +
x—2 - - +
(x+5)(x=2) + _ +

La solucién se puede representar de forma grafica, nosotros la escribimos en forma de
intervalos;mirando la ultima fila de la tabla, vemos que hay dos intervalo en los que el
polinomio es positivo, estos seran nuestra solucién: x€(—oo,—5)U(2,+00) .

Nota: Es importante sefialar que todas las inecuaciones de grado mayor que 2 se pueden resolver con este
método, primero se factoriza el polinomio (o polinomios si es un cociente de polinomios) y después se crea una
tabla de la misma manera que lo hemos hecho en este ejercicio, y finalmente se seleccionan los intervalos
solucion.

Resuelve en IR la siguiente ecuacién cuadratica segun el valor del parametro m :
2
mx —2mx+x+m+1=0.

Solucion:
Lo primero que haremos es ordenar los términos para identificar los coeficientes a,b y c de la
ecuacion de segundo grado: mx’+ x(1 —2m)+(m+1)=0. Entonces los coeficientes son:

a=m,b=1-2myc=m+1. Tenemos entonces dos opciones iniciales:m=0,m#0,
estudiaremos los dos casos por separado.

m=0 . En este caso la ecuacion se reduce a x+1=0 cuya solucion tnicaes x=—1,
« m#0. Ahora tendremos una ecuacion de segundo grado completa, para resolverla
calculamos el discriminante que nos permitirda determinar las posibles soluciones:
A=b'—4ac=(1-2m)’'—4m(m+1)=1-4m+4m’—4m’—4m=1-8m. Segin el valor
del discriminante tendremos una solucidn, dos soluciones o ninguna:

o Dos soluciones: A>0= 1—8m>0:m<%

o Unasolucion: A=0=>1-8m=0=>m=

1
8

o Sin solucion: A<0=1—-8m <02m>§

72
L . . ) —b¥\ b"—4ac
Resolvemos la ecuacion con la conocida formula.x12=2—. En nuestro caso
’ a
; 2m—1+/ 1-8m 2m—1—-1{1—-8m .
tendriamos: x,= > y X,= 5 Resumimos en una tabla las
m m

soluciones obtenidas segun el valor del parametro m :

l-l-oo

m 0 § % (—oo,é) (o)

Solucion

2m—1+| 1—8m
2m

oo s

2m
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Halla un nimero tal que el doble del mismo sea igual a su cuadrado menos su mitad.

Resuelve las siguientes ecuaciones bicuadrada y racional:
a) x*—13x*+36=0
b 6x+1_ x+1 X

) x2—4 x+2 x—2

Resuelve las siguientes ecuaciones irracionales y de valor absoluto:
a){3x—24+{x—1=3
b) |x—35|—|x+2|=—x+7
Resuelve las siguientes inecuaciones de primer y segundo grado:
a)2:(2x—1)<7-3-(14+2x)
p) X HX=6_¢
x—38
Resuelve en R la siguiente ecuacién cuadrdtica segun el valor del parametro k:
(2—x)(x+1)=k.
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SOLUCIONES

7, X=E

2 a)x,=3,x,=-3,x;=2,x,=—2
b)x1=3,x2=—%
3 a)x=2
b) x=14
4 a)x€[-3, +o
b) x&( —0, —3|U[ 2, 8)
5. Enforma de tabla:

k 0 9 9 9
—+ - —00,—
4, 4 4
Solucion {2,-1} )] [ l} 141 9—4k
2 2
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[ema 77

elemas de ecaaciones

& INeCARCIONES

CONCEPTOS BASICOS

L 2R JBR JBE JBE JR SR SR N 2

Concepto de sistema de ecuaciones lineales. Tipos. Forma matricial.
Existencia de soluciones. Teorema de Rouché-Frobenius.

Metodos de sustitucidn, igualacién y reduccién.

Sistemas de Cramer,regla de Cramer.

Método de Gauss.

Sistemas homogéneos.

Concepto de inecuacién.

Sistema de inecuaciones con una incégnita.

Sistema de inecuaciones con dos incégnitas.

PROBLEMAS RESUELTOS

Resuelve el siguiente sistema segin el valor del pardmetro k y da una interpretacion
geométrica de lo obtenido

—x+ky=1
2x—5y=-5

@’ Solucion:

Aplicamos el método de reduccion multiplicando la primera ecuacién por 2 y sumando ambas
ecuaciones luego:

2x—5y=-5 2k—5

Sustituyendo y en la ecuacién de abajo, por ejemplo, podemos calcular el valor de x:

15 —10k+25-15 —10k+10 (—5k+5)
=—5=2x=—5— = = SX=—
2k—5 2k—5 k-5 (2k—5) (2k—5)

2x+
. 5 :
Vemos que la solucién depende del valor de k y que cuando k = Y (cuando el denominador es

5 5
nulo) no existe. Es decir cuando k = 3 el sistema es incompatible y cuando k¢§ el sistema es

63



compatible determinado.

L . . L 5
Cada ecuacion del sistema es de primer grado y es la ecuacién de una recta en el plano. Para k = E
el sistema no tiene solucién y por lo tanto las rectas no tienen puntos en comun y seran paralelas.

5 . . . . .
Para k#g el sistema tiene una Unica solucidn y las rectas tendran un Unico punto en comun es

decir serdn secantes.

2, Discute aplicando el teorema de Rouché-Frobenius y resuelve, si es posible, aplicando la
regla de Cramer

3x+2y+3z=7
4x—y+z=-2
7x—3y+z=8

@‘ Solucion:

Escribimos la matriz de los coeficientes A, la matriz ampliada A* y calculamos sus rangos.

3 2 3 3 2 3 7
A=|4 -1 1|,A'=[4 -1 1 —2
7 -3 1 7 -3 1 8

Vemos que el rango minimo de A es 2, ya que podemos encontrar al menos un menor de
orden dos no nulo; por ejemplo:
3 2
4 -1
Para ver si es tres debemos resolver el determinante de A.

3 2 3 |-18 11 O

4 -1 1/=|-3 2 0|=—3#0=>RagA=3

7 -3 1 7 -3 1
y por lo tanto el Rag A*= 3 también ya que el menor de orden 3 anterior también estd en A*y

esta no tiene cuatro filas. Como el niumero de incégnitas también es 3 el sistema sera
compatible determinado.

Calculamos la solucién por Cramer (el sistema es evidentemente de Cramer)
7 2 3] |-17 11 O

-2 -1 1 |-10 2 O
8 -3 1 8 -3 1 _—76

X=
3 2 3 -3 3
4 —1 1
7 -3 1

3 7 3 |-18 —-17 O
4 -2 1 -3 —-10 O
7 8 1 7 -3 1/ 129
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3, Discute, aplicando el teorema de Rouché-Frébenius, el siguiente sistema segun los valores del
pardmetro m.

X+my+4z=1
10x+y—z=2
Xx+3y+z=0
@‘ Solucion:
Primero escribimos las matrices Ay A*:
1 m 4 1 m 4 1
A={10 1 -1|,A"={10 1 -1 2
1 3 1 1 3 1 0

Claramente vemos que el rango minimo de A es dos, ya que podemos encontrar al menos un
menor de orden dos no nulo; por ejemplo:

1 4
10 -1
Para ver si puede o no puede ser 3 resolvemos el determinante de A:
1 m 4
10 1 —-1=1+120—m—4+3—-10m=120—11m
1 3 1
De aqui deducimos que si

=-41

120
m=Tﬁ|A|=O:RangodeAe52

120
m¢?:|A|¢O:RangodeAe53

Ahora vamos por partes:
120 * . P
a) s m#HzRango deA=3=RangodeA =3=numerodeincdgnitas
y por lo tanto el sistema serd compatible determinado.

b) Si m:g:RangodeAzz’ sustituimos m en la matriz A* y calculamos su rango
11

orlando el menor (distinto de cero) que esta en la esquina superior izquierda.

120
11
10 1 -11
1 3 1 0

El primer menor que sale es el determinante de A que sabemos que vale cero. El segundo
menor debemos calcularlo, si sale cero el rango es 2 y si sale distinto de cero el rango es 3.

1 1

A*=

120
120 —
STy 1
= —109 #0
10 1 1| |9 —11 0
1 3 0
1 3 0

Luego el rango de A* es 3 y el sistema sera incompatible para este valor de m.
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4 Estudiay resuelve en caso de compatibilidad, por el método de Gauss, el siguiente sistema:
6x+4y+2z=2

5x+3y+4z=2
x+y—z=1

@ Solucion:

Escribimos la matriz ampliada y hacemos ceros debajo de la diagonal principal utilizando las
operaciones que no modifican el rango.

6 4 2 2 11 -1 1 ‘ 1 1 -1 1

5 3 4 2F~F, |5 3 4 2 F2~F2—5F1,F3~?3—3F1 0 -2 9 -3

11 -1 1 6 4 2 2 0 -1 4 -2
1 1 -1 1

F,~2F,—F, |10 -2 9 -3
0O 0 -1 -1
Volvemos a escribir el sistema con los nuevos coeficientes y términos independientes (hemos
obtenido un sistema equivalente)
x+y—z=1
—2y+9z=-3
—z=-1
Ahora vamos sustituyendo de abajo a arriba:
z=1l=>y=6=>x=—4

5. Resuelve el siguiente sistema de inecuaciones lineales con una incégnita.

4x—5>—3+2x
—6x+5=21—x

@‘ Solucion:

Primero resolvemos cada inecuacidn por separado

—6x—5=21—x
4x—5>—-3+2x —b6x+x=1-5
4x —2x>—3+5 —5x=—-4

2x>2 5x<4
x>1 X<—

La solucidn es la interseccién de ambas soluciones, es decir:

VY xelR / 1<x<%
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6. Resuelve el siguiente sistema de inecuaciones con dos incégnitas.
3x—y>1
X+2y<2

@  Solucion:

Resolvemos cada inecuacion por separado.

3x—y>1=3x—1>y, la solucién son puntos (x, y) del plano y vemos que la coordenada y de
cada punto estd por debajo de las coordenadas y de los puntos de la rectay =3x—1 con la
misma X. Luego la solucién de esta inecuacion son todos los puntos del plano que estan por
debajo de larectay =3x—1.

Representamos esta recta y dibujamos dicho semiplano. Como los puntos de la recta no son
solucidn ésta la dibujamos punteada.
De igual forma procedemos con la segunda inecuacion:
2—X
2

X+2y<2=2y<2—x yportanto y<

2—x
La solucién son todos los puntos por debajo de la recta y=T incluidos los puntos de la

recta.
La solucidn del sistema es la interseccion de ambas soluciones (la parte coloreada del dibujo)
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PROBLEMAS PROPUESTOS

7. Discute y resuelve el siguiente sistema de ecuaciones, segun los valores de a, y resuelve en su

caso.
ax+y+z=0
(a+1)x+y—az=0
x+(a+1)y=0

3x—2y+3z=2
2,Resuelve el siguiente sistema 4x—3y+z=—-1
X+5y—6z=5

2x—y—2z=hb

J, Estudia, segun los valores de ay b, el sistema X+y+z=5
4x—5y+az=-10

x_3x+1<2_§
5 5

—x+2 2x—1 1
+ <3x—=
3 2 3

4 Resuelve el siguiente sistema de inecuaciones con una incégnita

SOLUCIONES

7.Sia#0vya #-1 el sistema es compatible determinado, x =0, y =0, z = 0 (solucidn trivial). Sia=0
el sistema es compatible indeterminado, x=t,y=—t,z=t con t€lR.Si a = -1 el sistema es
compatible indeterminado, x=0,y=—t,z=t con t€R

2 x=1,y=2,2=1.
3, Si a #-8y b cualquiera, el sistema es compatible determinado, sia=-8y b # 0, el sistema es
compatible indeterminado.

VxEIR/i<x<22
14
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[ema 72

Fanciones

CONCEPTOS BASICOS

* 6 0 o

Definicién. Formas de expresar una funcién.

Operaciones. Composiciéon de funciones.

Grafica de una funcién.

Caracteristicas de las funciones ( monotonia, simetria, periodicidad,acotamiento,...)

PROBLEMAS RESUELTOS

Escribe la expresion analitica de la funcién f que asigna a cada numero real el triple de su
cuadrado, disminuido en una unidad. Calcula la imagen de 1 en f y las antiimagenes de -4 por f.

Solucion:

La expresion analitica de la funciénes : f(x)=3x"—1.

Para calcular laimagen de x=1 sustituimos x por 1 en la expresion analitica de f:
f(1)=3-1"-1=2

Para calcular las antiimagenes de y=—4 debemos sustituir y= f(x) por -4 y despejar x en
la expresion f(x)=3x>—1.Setiene: —4=3x>—1-3x’=—3ox=+V—1¢R .

Luego -4 no tiene ninguna antiimagen real . Escribiremos : f(‘”(—4)=ﬂ

1
Dadas las funciones f(X)=; y g(x)=x—2, calcula la funcién suma f +g , la funcién

diferencia f — g, la funcién producto f -g y la funcion cociente § , ¥y halla el dominio de
cada una de ellas.

Solucion:
Para hallar la expresidn analitica de f +g sumamos la expresiones analiticas de las funciones

/v sg: <f+g>(x)=f(x)+g(x)=§+x—2=xi7ﬁl
Efectuamos de forma andlogapara f—g, f-gy g :
(f—g)(x)=f(x)—g(x)=l—(x_2)=l_x_2_1—x2+2x_—x2+2x+1
X X X ¥
<f'g><x>=f<x>-g<x)=§ (x—2)=x;2
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1
(x)_f(x)= X 1 1

glx) (x=2) x(x=2) x'-2x

5

Para hallar el dominiode f+g, f—g, f-gy ideterminamos primero el dominio de

fy g: D(f)=%"-[0]  D(g)=%

luego los dominios que pide el enunciado seran:
D(f+g)=D(f)ND(g)=R—|
D(f—-g)=D(f)ND(g)=R—|
D(f-g)=D(f)ND(g)=R—0]

D(§)=D(f)ﬂD(g)—{x€‘R/g(X)=0}=5R—|0’2}

Para prevenir los efectos de la sequia el Ayuntamiento de un pueblo decidié un aumento

drastico de las tasas ,esperando disuadir a los habitantes del pueblo del consumo excesivo de
agua. La tasa mensual fijada fue de 0,75€ por cada metro clbico de los primeros 1,2 metros
cubicos gastados , 6€ por metro cubico de agua de los 12 siguientes metros cubicos y 30€ por
metro cubico de ahi en adelante.

Expresa la factura mensual de agua como una funcion de la cantidad de agua.

Solucion:

Sea fla funcién que expresa la factura del aguay x el consumo de agua en m’ ; el importe
de lafacturasera: y=f(x)€
Veamos un esquema de la situacién para encontrar la férmula de f (x):

m’® gastados 0al,2 1,2a12 12 a mas
Precio por m’ 0,75 € 6,00 € 30,00 €
Buscamos algunas imdagenes para ver regularidades:
£(0)=0-0,75 f(2)=1,2-0,75+(2—1,2)-6
f(1)=1-0.75 f(7)=1,2-0,75+(7-1,2)-6
f(1,2)=1,2-0,75 f(12)=1,2-0,75+(12-1,2)-6+(14-1,2)-30

Observamos que hay valores que son constantes y un valor que va variando. Este Gltimo sera
la variable independiente x . En cada tramo la férmula es diferente, por tanto f(x) es una
funcidn definida a trozos.
si0<x<12- f(x)=0,75x
sil2<x<12- f(x)=1,2-0,75+(x—12)-6=6x—6,3
six>12- f(x)=1,2-0,75+(12—1,2)-6 +(x—12)-30=30x—294,3
donde x sonlos m® deaguaconsumiday f (x) elimporte total de la factura. La funcién queda asi:
0,75x—-0<x<1,2
f(x)={6x—6,3—12<x<12
30x—294,3—> x>12

(x—1)
(x+3)

Considera las funciones f(x)=x"+5, g(x)= y h(x)=vx. Calcula las funciones

compuestas que se indican a continuacion:
a) gof
b) feog
c) hogef
d) hog
e) foh
f) gohof
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&

b)

d)

Solucion:

La expresion analitica de la funcion compuesta go fes:

YRR S PRV b e o)t S i .
(g0 f)(x)=g(f (x))=g(x"+5) (F+5)13 118

La expresion analitica de la funcidon compuesta fog es:

x=1\_[x=1) _x’+1-2x
o = = = S=—/— — 5=
(reglx)=r(g)=r |5 = 255 | 5= 5o
=x2+1—2x+5=x2+1—2x+5x2+45+30x=6x2+28x+46
x>+ 9+6x x>+ 9+6x x> +9+6x
La expresidn analitica de la funcidn compuesta /hogo f es:
2 +4\_ [ +4
(hego f)(x)=h(g(f(x))=h(g(x"+5)=h|=5—|=y/=
x+8 x +8

La expresion analitica de la funcidon compuesta /4o g es:

_ _ _ [ x—=1
(hog)(x)=h(g(x))=h| Et = [ 2

La expresion analitica de la funcidon compuesta f o/ es:

(foh)(x)=f(h(x))=f Vx)=(Vx) +5=x+5

x—1
x+3

La expresidn analitica de la funcidn compuesta goho fes:

(gohof)(x)=g(h(f(x)))=g<h(x2+5)>=gwxz+5)=%

5. Observando la siguiente grafica, determina:

Rango o recorrido
Dominio
Continuidad
Monotonia
Simetrias
Periodicidad
Acotamiento
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d)

f)

g)

Solucion:

Observando la grafica podemos ver que sélo son imdagenes por la funcidn los valores
comprendidos entre 1y -1, por lo tanto: R(f)=[1,—1]

Los valores que toma x en la funcién , si consideramos que la grafica es continua, se
pueden expresar de la siguiente forma: D( f)=[—o0,+x]

No existe ningln valor de x que no le corresponda una imagen, por lo que la funcién es
continua.

Los intervalos de crecimiento que se observan en la grafica son:
(—6,—5.5),(—4.5,—3.5),(—2.5,—1.5),(—0.5,1.5),(1.5,2.5),(3.5,4.5)

y los intervalos de decrecimiento son :
(—5.5,—4.5),(-3.5,—2.5),(-1.5,—0.5),(0.5,1.5),(2.5,3.5),(4.5,5.5)

La funcion es simétrica con respecto al origen de coordenadas, luego es una funcién
impar.

La funcién es periddica con periodo 2.

La funcion tiene una cota superior en 1, ya que no existe ninguna imagen de mayor valor
y una cota inferior en -1, ya que no existe ninguna imagen de menor valor.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

7.

En algunos paises se utiliza un sistema de medicién de la temperatura distinto a los grados

centigrados que son los grados Farenheit. Sabiendo que 10 °C =50 °F y que 60 °C = 140 °F,
obtén la ecuacién que nos permita traducir temperaturas de °C a °F.

Representa la siguiente funcién f (x)=

(x"=1)

Dadas las funciones f (x)=x+3y g(x)=x>—1, calcula la funcién compuesta g°f y su
dominio.
Observando la gréfica adjunta, determina:

6 -5H-4-3-2-1p 1 2 3F 4658

a) Rango o recorrido
b) Dominio

c) Continuidad

d) Monotonia

e) Simetrias

f) Periodicidad

g) Acotamiento
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SOLUCIONES

7. °F=(9/5)C+32

3 (gof)(x)=x’+6x+8; D(gof)=R
4 a) R(f)=[-0,—-0.5]U[0,+]b) D(f)=%R c) continua

d) intervalos de crecimiento (—,0) intervalos de decrecimiento : (0,+) e) simetria par
f) no es periddica g) no esta acotada
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[ema 73
Fanciones elomentales

CONCEPTOS BASICOS

L 2R JBR ZBR R 4

Las funciones constantes, lineales y afines.
La funcién cuadratica.

Funcién de proporcionalidad inversa.
Funciones polindmicas.

Funciones racionales.

PROBLEMAS RESUELTOS

Representar graficamente la funcién f (x)=x’+1 vy a partir de ella las funciones
y=f(x)+k siendok=2y k=-3.

Solucion:
La funcién f(x)=x>+1 es una pardbola que podemos comparar con la forma general
f(x)=ax*+bx+c donde x, = -b/2a es la coordenada x del vértice de la pardbola, pudiendo
calcular inmediatamente la coordenada y:
Xo=-0/2=0 Six, =0 sustituyendo en la funciény, =1
Por ser a > 0 las ramas de la parabola se dirigen hacia arriba.
La funcién es simétrica respecto del eje V.

La funcién y= f(x)+k es una funcién similar a f (x) pero su vértice esta desplazado en el
eje Y, k posiciones. Si k = 2 entonces la funcién que queremos representares f (x)=x>+3 ,
gue es similar a la anterior, pero el vértice estd en el punto (0,3),desplazado hacia arriba en 2
posiciones:
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Del mismo modo la funcién f(x)=x’+1-3=x>—2, es otra parabola similar a la primera
pero desplazado hacia abajo en el eje Y, 3 unidades, es decir, el vértice estara en el punto (0,-
2):

N

2, Comprobar si las siguientes parejas corresponden a una funcién y a su inversa.

X

=2 Sy==

a) y=2x;y >
x—3
b) y=3(x—1);y=( 3 )

2 1

y=x —7,'y=

2 (x*+7)

@ Solucion:

La funcién inversa se obtiene a partir de la funcidn inicial, intercambiando las variables x e y
para posteriormente despejar la y. Ese resultado sera la funcidn inversa.

X -7l X
a) yEXx—x=ly—y=o—f T (x)=35

La primera pareja corresponde a una funcién y a su inversa

b) y=3(x—1)—>x=3(y—1)>x=3y—-3—>x+3=3y
y=EB) L, o td)

No corresponde a una funcidn y a su inversa.
—_-2 _,2 —_ 2
c) y=x-T-ox=y—T—ox+T7=y

y=+V(x+7) >  fT(x)=xJ(x+7)

La dUltima pareja no corresponde a una funcién y su inversa.

76



3

Dados los puntos A=(0,1); B = (1,0) y C = (2,3). Comprobar si estos puntos estdn o no
alineados y en el caso en que no lo estén, calcular una funcidn cuadratica que pase por ellos.

Solucion:
Para que los puntos estén alineados deben pasar por la misma recta. Calculando la recta que
pasa por los puntos A y B, luego podemos comprobar si el punto C pertenece o no a dicha
recta.
La ecuacién de una recta es una funcién lineal que puede darse de diversas formas, por
ejemplo en forma punto pendiente: y=mx+n, donde m es la pendiente de la recta y n la
ordenada en el origen.
Sustituimos los valores de los puntos en la ecuacién de la recta para calcular los pardmetros m
yn:
A=(0,1) - 1=n
B =(1,0) > O=m+n=m+1—-m=—1
La ecuacién de la recta que pasa por los puntosAyBes y=—x+1.
Para que el punto C = (2, 3) esté alineado con los dos primeros, debe cumplir la ecuacién de
esta recta:
3#—2+1, luego C no estd alineado con los puntos Ay B.
Calculamos una funcién cuadrdtica que pase por los tres puntos, que tendra la forma
y=ax*+bx+c . Esta ecuacién corresponde a una parabola.
Calculamos los pardmetros a, b y ¢ escribiendo un sistema de ecuaciones donde la ecuacién
de la pardbola debe ser compatible con cada uno de los puntos dados:
A=(0,1) -» 1=c
B=(1,0) > 0=a+b+1
C=(2,3) > 3=4a+2b+1
Multiplicando a la segunda de las ecuaciones por (-2) y sumandola a la tercera obtenemos:
3=2a—1—a=2
Por ultimo sustituimos y despejamos para obtener el parametro b:
0=2+b+1—-b=-3
Por tanto la ecuacidn cuadratica correspondiente a una parabola tiene la forma:
y=2x"-3+1

Las fuerzas eléctricas que se dan entre dos cargas son funciones proporcionales al valor de las
dos cargas que intervienen e inversamente proporcionales al cuadrado de la distancia que hay
entre ellas. Si tenemos dos cargas positivas de valores 3 uC y 2 uC, separadas entre si una
distancia de 10 cm y la fuerza que aparece entre dichas cargas es de 5,4 N, calcular cudl sera
la constante de proporcionalidad.

Solucion:
Si la fuerza es proporcional a las cargas entonces debe cumplir que sea igual al producto de
las cargas por una constante:
F=cte-q,q,
Si es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entonces :
cte
F=—
2
,
Para que ambas cosas se cumplan simultadneamente:
q,°4,
2
P
Por tanto una vez que tenemos la funcidn, sustituimos por los datos proporcionados en el

problema para calcular dicha constante:

F=cte-
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3:10°-2-10°°
0,17
De donde obtenemos el valor de esta constante que no es otro que el valor de la constante k

perteneciente a la ecuacion de Coulomb y que en el vacio y en el aire vale:
cte =k =9- 10° N-m?/C?

5,4N=cte

Calcular el dominio de las siguientes funciones y representar la funciéon correspondiente al
apartado c).
a) y=Vx—2
b) y=5x+7

c) =2
Y x—2

Solucion:

El dominio de la funcidn, es el conjunto de valores de x para los cuales la funcidn existe, es

decir, para los cuales esta definida.

a) La funcion esta definida por una raiz por lo que sélo pertenecen al dominio de la funcién
los valores de x que permitan al radicando ser un nidmero igual o mayor que 0, ya que en
caso contrario el resultado no pertenece a los niumeros reales.

Portanto x-2>0 - x 22

El dominio de la funcién esta definida por todos los nimeros reales que abarcan el
intervalo definido desde x = 2 hasta .

D=[2,+ o)

b) La funcidon y=5x+7 es una funcidn lineal, que estd definida para todos los numeros
reales, por lo tanto el dominio de la funcién va desde —o hasta o D = (- 00,00 )

¢) Lafuncion de este apartado corresponde a una funcién de proporcionalidad inversa, que no
esta definida para todos los numeros reales, ya que aquellos valores que anulen el
denominador, hardn que la funcién tome el valor oo . y=$ Los valores que hagan x — 2
=0, es decir x = 2 no definen la funcion.
La funcion estd definida para todos los numeros reales excepto para x = 2.
D=R—-{2}=(-© ,2)U (2, ©)
Esta funcidon corresponde a una hipérbola, que son funciones que se cifien a dos asintotas,
una vertical que coincide con el valor para el cual no esta definido el dominio, es decir x =
2 y otra horizontal correspondiente a la recta y = 0, es decir el eje x. La funcion posee
simetria de punto respecto al punto de corte de ambas asintotas:
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PROBLEMAS PROPUESTOS

7.

En fisica hay muchas funciones proporcionales e inversamente proporcionales. Por ejemplo
la 22 ley de Newton relaciona la masa, la aceleracidn y la fuerza. Si queremos representar la
fuerza en funcidn de la aceleracidn para una determinada masa, équé tipo de funcién
tendremos? ¢y si representamos la masa en funcién de la aceleracién para una fuerza dada?
Calcular el dominio de las siguientes funciones:
a) y=3x’-2x+1
b) y=2x—7 definida en el intervalo [1,6]

2x
x’=3
Un pescador se desplaza con su barco por un rio desde su pueblo hasta el pueblo vecino. La
velocidad del barco es de 36 km/h, y el pueblo estd a 12 km. Tarda 30 minutos en llegar al
pueblo, ya que va contra corriente. ¢Cuadl serd la velocidad de la corriente? Determinar una
funcién que permita calcular el tiempo que invierte en ir hasta el pueblo vecino y regresar.

c) Y=
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SOLUCIONES

7.

La fuerza en funcion de la aceleracion para una masa determinada es una funcién lineal que

gueda representada a través de una recta, mientras que la aceleracién y la masa para una
fuerza dada, vienen dadas por una funcién inversamente proporcional, cuanto mayor sea una
de las variables mds pequefia sera la otra, y se representa a través de una hipérbola.

a) La funcidn estd de definida para todos los nUmeros reales: D = (- o0, )
b) D =[1,6] ya que es el intervalo de definicién que marca el enunciado
c) D=(—o0,—\3)U(—3,V3)U(V3,+»)
v =12 km/h
432

t=———
1296—x
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[ema 74

Fanciones exponenciales

ogartmieas

CONCEPTOS BASICOS

¢ Funcion logaritmica y exponencial.
& Logaritmos. Propiedades.
¢ Sistemas de logaritmos.
& Ecuaciones exponenciales y logaritmicas.
PROBLEMAS RESUELTOS
7. Apartir de las grificas de f(x)=logx y g(x)=2%; determina las graficas de las funciones:

a) h(x)=log(x+3) b)i(x)=2""+2

Solucion:

a) Primero buscamos el dominio de la funcidn. Sabemos que el logaritmo estd definido para
valores mayores que cero del argumento, es decir: x+3>0=>x>—-3, en forma de
intervalo de definicién seria x€(—3,+) . Sabemos también que en el punto x=—3 hay
una asintota vertical por la derecha hacia menos infinito.

También es conocido que la funcién logaritmo, de cualquier base, pasa por el punto
(1,0). Buscamos entonces el valor que hace que el argumento tenga valor 1:
x+3=1=>x=-2, es decir, que la funcién de trabajo pasa por el punto (—2,0) .

Ya podemos representar la funcion. A la izquierda tenemos la grafica de f (x)=logx,ya
la derecha nuestra funcién 4 (x)=log(x+3) . Vemos que i (x)=log(x+3) es igual a la
funcidn logaritmo pero desplazada 3 unidades hacia la izquierda.
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b) El dominio de la funcién va a ser toda la recta real al estar definida en todo R la funcién
exponencial, la unidad y el argumento de la exponencial. Cuando la variable x tiende hacia
menos infinito, la exponencial tiende hacia cero y entonces la funcién tiende hacia 2, es
decir, tenemos en la recta y=2 una asintota horizontal hacia menos infinito.

Un punto importante en las funciones exponenciales es el punto de corte con el eje y, que

. - - 1
ocurre cuando x=0, en nuestro caso: i(0)=2""42=2 1+2=5+2=§, es decir, la

2
cualquier base, al anular el argumento, la funcién vale 1. Buscamos entonces el valor que
hace que el argumento de la funcidn tenga valor 0: x—1=0=x=1. Al valer cero la
exponencial, sumamos la constante 2 y entonces nuestra funcién pasa por el punto (1,3) .

funcion pasa por el punto |0,=| . Sabemos también que en la funcién exponencial, de
40l /

1wl

L—t—— —7 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2,

1 1 -

A la izquierda vemos la funcién g(x)=2" y a la derecha esta representada i(x)=2""+2.
Vemos que j(x)=2"""+2 es igual a la funcién exponencial de base 2 pero desplazada 1
unidad hacia la derecha y 2 unidades hacia arriba (debido a tener que sumar la constante 2).

Responde a las siguientes preguntas:
a) Calcula el dominio y la funcién inversa de la funcién / (x)=3+1log(x—2)

b) Si loga=3,logh=—5y logc=4, calcula log(a™b- c)

1
¢) Escribe mediante un sdlo logaritmo 310g5+510g9—310g3—10g 25

Solucion:

a) Para calcular el dominio sabemos que la funcion logaritmo esta definida para los valores
del argumento que son mayores que cero, es decir, x—2>0=x>2 (3 es una constante
numérica que no afecta al dominio). En forma de intervalo serfa: x€(2,+0) .

Para calcular la funcion inversa primero escribimos la ecuacion sustituyendo el nombre de
la funcién por la incégnita y: y=3+log(x—2).
Ahora cambiamos las variables, es decir, en vez de y ponemos x, y en vez de x ponemos y:
x=3+log(y—2)
Por ultimo operando despejamos y para tener la funcion inversa:
x=3+log(y—2)elog(y—2)=x-3
Eliminamos el logaritmo con la potencia de base 10 y exponente los dos miembros de la
ecuacion:
10" P=10"" & y—2=10""
Ahora ya podemos despejar la funcion: y=2+ 10°7°.
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b) Lo que debemos hacer aqui es aplicar las propiedades de los logaritmos para eliminar las

potencias y los productos y tener una expresion en funcion de los logaritmosde a, b y c:
1

log(a* b ¢)=loga’+logh+log cz=2'10ga+10gb+%~logc

Ahora que tenemos la expresidon que buscdbamos, sustituimos los valores de loga=3,
logb=—5 y log c =4 entonces:

2~10ga+logb+%'logc=2-3—5+%~4=6—5 +2=3
c) Aplicamos otra vez las propiedades de los logaritmos para obtener un Unico término:

1 1
3log 5+%10g9—310g3—log25 =log 5’ +log 9% —(log 3’ +log 25)=log (5°-9%)—log(3’-25)=

=lo 33 =lo 3 =lo >
gl 3 gl 3 gl 9

Resuelve la siguiente ecuacion exponencial: 4™ '+2"72=48

1
=log(5°-92)—log(3’-5%)=log

549
3%.5°

Solucion:
Intentamos que aparezca la misma base en el primer miembro. Aplicando las propiedades de
las potencias a los dos sumandos tenemos:
4xl=4Z y4x=(22)x=22x=(2x)2

Ademds 2°"2=2".22=4.2", llegamos asi a la siguiente ecuacidn:

%-(2")%r 4.2"=48
Multiplicamos por 4 para eliminar el denominador: (2x)2+16'2x—192=0, si utilizamos el
cambio de variable 2*=y se transforma en una ecuacion de segundo grado:

Y +16y—192=0
Resolvemos la ecuacién de 22 grado:

y=—16ix 16°—4-(—192) _—16+ 256+768=—16iv“€ 1024 _ —16+32

2 2 2 2
Las soluciones de la ecuacion de 22 grado son: ¥,=8ey,=—24, Deshacemos el cambio de
variable y obtenemos 2*=8 y 2*=—24 . Como la funcién exponencial siempre toma valores
positivos, la Unica solucién es 2 =8=2°=x=3.
Sustituyendo comprobamos que la solucién es correcta: 4° ' +2° 7 =4*+2°=16+32=48

Resuelve la siguiente ecuacion logaritmica: log(4x—1)—log(3x—2)=log2

Solucion:

x—1
X1 = og2
3x—2) 08~

Al tener los dos miembros de la igualdad la misma funcidn logaritmica, los argumentos deben ser

Aplicamos las propiedades de los logaritmos a la ecuacion: log(

3x—2
4x—1=2(3x—2)edx—1=6x—4 o4x—6x=1-4=—-2x=-3 ©x=%

iguales, es decir: =2 . Resolvemos a continuacion la ecuacion racional que nos aparece:

Sustituimos el valor obtenido en la ecuacion para comprobar que la solucidon es correcta:
3 3 5 5
1 4-=—1| -1 ==2]=1 —1 ==l —| =log2
og( 5 ) og( 3 5 ) og(5) og( 2) og 5 og
2
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5.

x2—y2=11

Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones:
logx—log y=1

Solucion:
Para resolver el sistema operamos en la segunda ecuacion y entonces tenemos que:

log( ﬁ) =1=log10=>2=10=>x=10y
y ¥

Sustituimos en la primera ecuacion y operamos:
(10y)’—y’=11=100y° — y’=11=99y’=11 :y2=%2y2=%2y=i%
Sélo nos vale la solucidn positiva ya que no existe el logaritmo de un numero negativo, asi que
10 1

1 10
y=§ y de x=10y llegamos a que x=? . Por lo tanto la solucién es (x, y)=( 3 3) .

Comprobamos la solucién:
10
2 2
10 1\°_100 1_99 10) (1) 3
—| - =| =———==Z=11;log| — | —log| =| =log| — | =log10=1
(3)(3)999 g(s 37 TR

3
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Representa la siguientes funciones:

a) f(x)=log(x—2)+1

b) g(x)=3""-1.

Responde a las siguientes preguntas:

a) Calcula el dominio y la funcién inversa de la funcién 4 (x)=2—10"""

b) Si loga=—6,logh=5 ylogc=2, calcula log( xaz'b)
c

1
c) Escribe mediante un sélo logaritmo Slog x—alogy+ 3logz

Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:
a) 3" '43'+3"=39
b) 9"7'-2-3"-27=0
Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas:
a) log(4x—1)—log(3x—2)=log2
b) log(x’+1)—log(3x—8)=1
Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:
a) [ logx+log y=1
logx—2logy=-5
2°+57=9

b) 2xfl+5y+l=9
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SOLUCIONES

a)
2: ~ _____——-___
; _—
1t //-"*
:I / 2?5I - Isfnl - ?5 = I4ful - I4I.5I - Isfn
-/
—1 :I||II
b) .
1zf
m}l.-"'l
L/
Br
/T
JBL
|
2f
1 1 L-rr"'f 1 0 1 o
i _ 1 -1 1 —
37— 1
a) Dom|h(x)|=R, y=logi —x—3
b) —2
PRI
c) log| —
vy
a) x=2
b) x=3
_3
a) x >
b) x,=3, x,=27
) )c—L =100
2 10”7
b) x=3, y=0
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[ema 75

Buzones trigonométricas

CONCEPTOS BASICOS

L 2R JER 2R 2R JNE JNR SR 2

Razones trigonométricas de un dngulo agudo.

La circunferencia goniométrica. Ampliacion de la definicion a angulos cualesquiera.
Signos de las razones trigonométricas.

Reduccién al primer cuadrante.

Teorema fundamental de la trigonometria y corolarios.

Teorema de adicion de angulos.

Transformacion de sumas en productos.

Ecuaciones goniométricas

PROBLEMAS RESUELTOS

El dngulo de elevacién del punto mas alto de un acantilado, observado desde un barco es de

18°. Al aproximarse 150 m en direccidn a la costa, el nuevo angulo de elevacion es de 36
éCual es la altura del acantilado?

Solucion:

El angulo de elevacién del punto B para un observador situado en el punto A es el angulo
formado por la recta que unen los puntos Ay B y la horizontal.

El problema nos da por tanto dos angulos de elevacién distintos y la distancia que hay entre
ellos, 150 m. La razén trigonomeétrica de la tangente nos relaciona la altura del acantilado con
la distancia de la base de dicho acantilado hasta el punto desde donde se mide el dngulo de
elevacion,ya que forma un triangulo rectangulo. Si llamamos x a la distancia horizontal
medida desde el punto donde el dngulo de elevacidon es de 36° entonces la distancia
horizontal desde el otro punto serd x+150.

Altura del
acantilado

A 18 36
150 metros ®Metros
h h
tan 18°= tan 36°=—
150+ x X
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Despejando la altura h de las dos ecuaciones e igualandolos podemos obtener la variable x
para posteriormente calcular la altura:
h=(150+x)-tan 18° h=x -tan36°
_150-tan 18° - tan 36° _
= tan 36°—tan 18° x=121.35m

La variable h queda:
j= 150 tan 18°-tan 36° h=88,17m
tan 36°—tan 18°

La circunferencia goniométrica tiene radio r = 1y en ella el seno y el coseno de un dngulo coinciden,

respectivamente con la ordenada y la abscisa de cualquier punto P que pertenezca a dicha
circunferencia. Con esta informacion demostrar el teorema fundamental de la trigonometria

2 2
sen“a+cos a=1

Se aplica el teorema de Pitagoras (hipotenusa al cuadrado igual a la suma de los catetos al

cuadrado) en el tridngulo rectangulo inscrito en la circunferencia:

La hipotenusa del triangulo es el radio de la circunferencia luego su valor es 1, mientras que los

catetos corresponden a la ordenada y la abscisa del punto P, por lotanto al sena yal cosa:
1’=(sena)’+(cos a)’— l=sen’ a+cos’a

LIMEAS TRIGOMOMETRICAS
SENC ¥ COSEND

El resultado puede ser aplicado en cualquiera de los cuadrantes, ya que aunque el signo del
seno o del coseno sea negativo, al ser elevado al cuadrado se obtiene el mismo resultado.

Obtener el sen a y el cos a sabiendo que tan a=1 y que a pertenece al tercer cuadrante

Solucion:
Se considera la definicién de tan a y el teorema fundamental de la trigonometria:
_sena s 5
tan a= l=sen"a+cos a
cosa

sen o
Como tan a=1 entonces 1=

cos o

De la ultima ecuaciéon obtenemos que sena=cosa , y sustituyendo en el teorema
fundamental de la trigonometria:
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2 2 2 1 2
l=sen“a+sen"a— 1=2sen a—>5=sen o

1_+V2
=ty —=—
seno==x ) 5

Aunque tenemos dos posibilidades sélo es posible una, ya que el enunciado del problema nos
dice que el angulo a pertenece al tercer cuadrante: sena<0  cosa<0
Por tanto el resultado final sera:

2

®

@

2
sena=T=cosa

Calcular las razones trigonométricas del angulo 1590° a partir de las razones trigonométricas
de un angulo del primer cuadrante.

Solucion:

Al ser un angulo mayor que 360° lo primero que necesitamos es reducirlo al primer
cuadrante. Por tanto dividimos entre 360° de manera que obtengamos un cociente y un resto.
El cociente representa el nimero de vueltas completas que realiza el angulo y el resto es un
angulo equivalente al inicial, pero reducido al primer giro.

1590° = 4-360° + 150°
El dngulo de 1590° equivale a uno de 150° y las razones trigonométricas son las mismas.
El segundo paso es reducir el angulo equivalente a uno del primer cuadrante y para ello nos
valemos de la circunferencia goniométrica, donde se cumple que si a pertenece al primer
cuadrante, B al segundo y la suma de o+ B es 180° entonces:

sen ff=sena cosff=—cosa tan f=—tana
Calculamos el dangulo a:
a=180°—f , siendo f=150°
0=180°—-150°=30°

sen 150°=sen 30°=%

e

cos150°=—cos30°=——
tan 150°=—tan 30"=_T\/3
Simplificar las siguientes expresiones teniendo en cuenta que a es un angulo del primer cuadrante:

sen(rr+a)-cos(£—a)
a) 2

(cos’a—1)-tan (rr—a)-cotan (27T —a)
tan (180—a)-cotan (360 —«)
seca -cos(180—a)

Solucion:

a) Reducimos todos los angulos al primer cuadrante (a partir de la circunferencia
goniométrica):

)=—sena

sen(mm+
( )=—tana

a
tan(mm—a
L —
cos(?—a)——sena
1
tan(27m—a) tana

cotan (2mm—a)=
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6.

®

Sustituyendo en la ecuacién original:
sen(rr+a)-cos(%—a)

(cos’a—1)-tan (1 —a)-cotan (21w —a)

—Ssenao-sen o

(cos’a—1)"(—tana)- n
—tana

Las tangentes se simplifican. Si ahora acudimos al teorema fundamental de Ia
trigonometria 1=sen’a+cos’a, podemos escribir cos’a—1 en funcién del seno, de
manera que todos los términos de la ecuacién han quedado reducidos a una sola funcién,
el seno
2 2
cos'a—l=-sen" «a
Por lo tanto:

s
sen(m+a)-cos| ——a
2 _ —seno-sena _—senasena _

(cos’a—1)-tan (1 —a)-cotg (2T —a) ( —sen’a

cos’a—1)(—tana) ——
—iga

b) De nuevo reducimos al angulo de primer cuadrante y si escribimos todos los términos
posibles en funcién de una sola de las razones trigonométricas:

Seca =
CoS a

cos(180—a)=—cosa
tan (180—a)=—tana

cotan (360—a)=—cotana =—
tana

Sustituyendo en la ecuacioén inicial:

—tana -

tan o
=1

1
cos a

(—cosa)

Resolver las siguientes ecuaciones trigonométricas:

a) cos2x=Il+senx
b) cosx=sen2x

Solucion:
Vamos a usar las ecuaciones que transforman las razones trigonométricas de los angulos
(a+pB)y (a—p)en funcidn de las razones trigonométricas de los angulos o y B, pero
teniendo en cuenta que en este caso los angulos son iguales asi que utilizaremos las
ecuaciones de los angulos dobles:
sen20=2-sena-cosa
cos 2a=cos a—sen’ o
a) Usamos el teorema fundamental de la trigonometria para que todos los términos queden
en funcién de la misma razén trigonométrica: sen’ x+cos’x=1 = cos’x=1—sen’ x
1—sen’x—sen’x=1+sen x
2sen2x+senx=0 - senx(2senx+1)=0
Por lo tanto uno de los dos factores debe ser cero:
x=0+360°k
©osenx=0 1 g0o+3600 -k O FEZ

e 2senx+1=0 > senx=—l S x=210"+360 .llicon keZ

2 x=330°+360°-
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b) Sustituyendo la formula del seno del angulo doble en la ecuacion inical obtenemos:
cosx=2senx-cosx > cosx—2senx-cosx=0 > cosx-(l1—2senx)=0
Por lo tanto uno de los dos factores debe ser cero:

o . [ x=90°4360°
cosT=0 > 297004360k O K€L

e 1—-2senx=0 => 1=2-senx > senx:l N x=30°+360° -k

7 ™ le=1500+360° -k ©N KEZ
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PROBLEMAS PROPUESTOS

El angulo de elevacién del punto mas alto de una montafa observado desde un punto situado

en tierra es de 32°. Al aproximarnos 1000 m en direccién a la montafia, el nuevo dngulo de
elevacion es de 41°. ¢Cual es la altura si los dos puntos de observacidn estan al nivel del mar?

2, Calcular las razones trigonométricas del angulo -1395° a partir de las razones trigonométricas
de un angulo del primer cuadrante.
3. Resolver las siguientes ecuaciones trigonométricas:
a) sen2x+cosx=6sen’ x
2 2 1
b) sen”x—cos x=5
¢) cos2x=5—6cos’x
4 Demostrar las siguientes igualdades:
a) secx—cosx=tanx-senx
b) cotanx -secx=cosecx
SOLUCIONES
1000-tan41° - tan 32°
h= =22223
7 tan41°—tan 32° ,39m
2, sen45°=ﬁ
2
45°=—
cos >
tan 45°=1
3
x=30°+180%k
S
3 [x=150°+180°k conk€Z
x=60°+180%k
b) [x=1200+180°kCO”kEZ
x=30°+180%k
S
c) [x=150°+180°k conkezZ
4 Las identidades se resuelven utilizando las férmulas trigonométricas y simplificando de la

forma adecuada.
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[ema 76

rroonomelra

CONCEPTOS BASICOS

Resolucidn de triangulos rectangulos.
Teoremas del seno y del coseno.
Resolucidn de triangulos: caso general.

PROBLEMAS RESUELTOS

Dos radares, separados una distancia de 20 Km, observan un avidn, situado en su mismo
plano vertical, bajo angulos de 36° y 52°, respectivamente. ¢ A qué altura vuela el avion?

A W

20 Km

Solucion:
Sea h=CD y x=DB .Entonces, AD=20—x.
h
En el tridngulo ADC se cumple: tan (36°)= 50—+

o h
En el tridangulo DBC se cumple: tan (52 )=;

Resolviendo el sistema formado por ambas ecuaciones hallaremos la altura del avién.

tan(36°)=20h

—h=(20—x)tan(36°)
_Xh — x=724km y h=9.27 km
tan(52°)=; —h=xtan(52°)

La altura con la que vuela el avién es 9,27 km.
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Z, Calcula el area de un pentdgono regular cuyo lado mide 6 cm.

Consideremos uno de los tridngulos isdsceles en que se descompone el pentagono.
M es el punto medio de AB vy el angulo a es la mitad del angulo central 4AOB del

poligono.

360° _712°

AOB= =72°>« 2=36°

Si consideramos el triangulo OMB , podemos calcular la apotema del poligono, que
. 3
coincide con la altura del tridngulo : tan(36°)=g—>a=4,13 cm

Por lo tanto, el area del pentagono serd 5 veces el area del tridngulo OAB :
A=5. base-altura _s. 6.4’13=61,95cm2
2 2
El drea del pentdgono es 61,95 cm”.

3. Halla el lado c del tridngulo de la figura.

Puesto que los datos sona, by ACB , aplicamos el teorema del coseno:
c’=a’+b*—2-a-bcos(y)

Sustituyendo los datos, obtenemos: ¢=+8*+5*—2 -85 cos (120°)=11,36m

El lado c mide 11,36 m
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4 Halla el lado a del tridngulo de la figura.

Puesto que los datos son «, By b aplicaremos la primera igualdad del teorema del seno:
a _ b
sen () sen(p)

Sustituimos los datos y despejamos a:
a 5 sen(50°)
= —ag=5-—-
sen(50°) sen(30°) sen(30°)

El lado a mide 7,66 m

=7,66m

5. Los tres lados de un tridngulo miden 3,4, y 5 cm , respectivamente. Calcula sus dangulos y su
area.

@ Solucion:

Es un tridngulo rectangulo ya que se cumple el teorema de Pitagoras
(h’=a’+b"—5°=4"+3"), por tanto, tiene un angulo recto «=90° formados por los dos
catetos. Para calcular los otros dos dngulos podemos aplicar las relaciones trigonométricas,
teniendo en cuenta que la hipotenusa del triangulo mide 5 cm, y los catetos 3y 4 cm,

respectivamente.

sen(B)=%=0,6—>B=arcsen(0,6)= 36,87°
sen(y)=%=0,8 —y=arcsen(0,8)=53,13°
El drea del tridngulo sera : A=%=ﬁ= 6cm’

6. Las agujas de un reloj de pared miden 10y 12 cm,respectivamente.

a) ¢Cual es la distancia entre los extremos cuando el reloj marca las cuatro?
b) ¢Cudl es la superficie del triangulo que determinan las agujas a esta hora?

12

95



@ Solucion:

360°
a) El angulo formado por las agujas es de: =

3
Aplicando el teorema del coseno al triangulo, obtenemos:
AB’=0B*+04>—2-0B- A0 cos 120°
AB=112"+10°-2-12-10-cos 120°=+364=19,08 cm
b) La superficie del triangulo  OA4B sera:
g= OB-04 -sen((x)= 12-10-sen (120°)
2 2

=120°,

=52 cm’

7. Tenemos que hacer un mapa de una zona geografica. A, B, y C son las cimas de tres
montanas de la misma altura , de forma que las posiciones de Ay B se conocen, mientras que
la posicion de C se ha de determinar. Subimos a lo alto de la cima A y medimos el angulo
entre la linea AB y la linea AC que es de 68°. Subimos a lo alto de la cima B y medimos el
angulo entre las lineas BCy BA, que resulta ser de 35°. En el mapa que tenemos, la distancia
del papel entre Ay B es de 3 cm.

a) Haz un diagrama de la situacion y determina el dngulo que forman en C las lineas CAy
CB.

b) ¢ Cuales serdn sobre el mapa las distancias entre CA y entre CB ?

c) Sila escala del mapa es 1: 50000 cm = 1,5 Km, calcula la distancia real entre los puntos A,
ByC.

@ Solucion:

a) El diagrama de la situacién seria como un tridngulo el que se muestra en la figura:

C

El 4ngulo que forman en C las lineas CA y CB serd a=180—68—35=77°, ya que la
suma de todos los dngulos es 1802 y conocemos dos de ellos.

b) Aplicaremos el teorema del seno: o
sen () _sen(68°) R AB-sen(68°)

— —— BC= =2,85
AB BC sen (o) o
sen(x) sen(35°) —— AB-sen(35°)

nlog senly ), qe=225M0 )y 77
AB ac sen (o) n

c) Para obtener las distancias reales multiplicamos la medida en el plano por 50 000 :
AB=3-50000=150000cm=1,5Km,; BC~1,42 Km,; AC~0,88 Km
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PROBLEMAS PROPUESTOS

En un instante determinado, dos observadores , separados una distancia de 500 m, ven un
aguila en el mismo plano vertical que ellos, bajo angulos de 35° y 52° .¢A qué altura vuela el
aguila?

Dos amigos parten de un mismo punto A y siguen direcciones que forman entre si un angulo

de 35 °.Tras caminar 50 m y 75 m, respectivamente, se sitian en dos puntos By C. Calcula la
distancia que les separa y los angulos B y C del triangulo ABC .

El entrenador de un equipo de futbol indica a tres jugadores, A, B y C, que se sitlen en el

campo formando un triangulo. A debe situarse a 20 mde B, Ba 15 mde Cy Ca 23 m de A.
¢Bajo qué angulo observa cada jugador a los otros dos?

Resuelve el triangulo ABC en el que a=340cm, B=42° y C=57°.

De un paralelogramo sabemos que el lado mas largo mide 20 cm, que su area es de 120 cm?*
y que el angulo mas pequefio mide 30°. Determina:

a) Elvalor del otro dngulo del paralelogramo.

b) La longitud del lado mas pequefio.

c¢) La medida de las diagonales.
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SOLUCIONES

S RN S NN

226,30 m
B=40,11°,C=104,89°; BC=44,51
A=40,08°;B=80,79°;C=59,13°
A=81°;p=23034cm; c=288,70cm

a) 150°

b) 12 cm
c) d;=30,98 cmy d,=11,33 cm.
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[ema 77

Fanciones goniomeétricas

CONCEPTOS BASICOS

L 2R JBR ZBR R 4

Funciones trigonométricas.
Funciones trigonométricas derivadas.
Funciones trigonométricas inversas.
Tabla de valores: manejo.
Representacion de graficas

PROBLEMAS RESUELTOS

Un alternador es una espira plana que gira a una velocidad angular w en un campo magnético

creado por imanes. Esto induce una fuerza electromotriz que hace circular la corriente
eléctrica por la espira hacia un circuito exterior. Esta fuerza electromotriz (fem) es una funcidn
periddica, es decir, se repite con el tiempo. Si en un alternador la ecuacién de la fem es
€=3,6-sen(1007r¢), calcular el periodo de esta funcién, el tiempo t para el cual la fem
alcanzara su primer maximo y representar € en funcion del tiempo.

Solucion:
Si € es una funcién periddica entonces se cumple que €(t+7)=€(¢)
3,6-sen(1007(¢+17))=3,6-sen(10077¢)
3,6-sen(1007r¢+1007t 7T)=3,6-sen(1001r¢)

para que esta ecuacion sea valida, debe cumplirse:

100w T=21 = T=—2T"=0.025=20ms
10070

La fem serd maxima cuando la razén seno alcance su méaximo valor, es decir cuando

TT
sen(10071¢)=1 por lo que 1007Tt=5 > t=5-10—3s=5ms
En ese instante €max=3,6 m=11,4V (voltios)
Representamos en el eje de abscisas el tiempo en milisegundos y en el eje de ordenadas la
fuerza electromotriz teniendo en cuenta que una oscilacion completa corresponde a un

tiempo de 20 ms, que es el periodo de esta funcién y que la amplitud maxima de esta funcién
es el valor maximo de la fem que acaba de ser calculado:
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. .. , . . , Ny - T
Un cuerpo vibra con un movimiento armdnico simple segln la ecuacion x—0,02-sen(2t+3)

. Sabiendo que la velocidad de vibracién es la derivada de la posicidn con respecto al tiempo
calcular dicha velocidad y el periodo T .

Solucion:
El periodo T es el tiempo para el cual la funcién se repite:
x(t)=x(t+T) 0,02-sen(2t+%)=0,02-sen(2(t+T)+%)=0,02-sen(2t+2T+%)

2T=2m—>T=m
Calculamos la velocidad derivando la funcidn posicién respecto al tiempo y teniendo en

cuenta que la derivada de la funcién seno es la funcion coseno:

v=%=0,02~2~cos(2t+%) , v=0,04-cos(2t+%)

El periodo de la velocidad sigue siendo el mismo que el de la posicion

Observa la siguiente funcién f (x)=cosx y estudia su dominio, el recorrido, intersecciones
con los ejes, su continuidad, periodicidad, simetria, crecimiento y decrecimiento.

A

-5

-1
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Solucion:
Dominio:
Son todos los valores de x para los cuales la expresidon de la funcién tiene sentido, por tanto:
D(f)=R
Recorrido:

Son todos los valores que toma la funcidn. La funcién coseno solo toma valores entre -1y 1.

Cortes con los ejes:
La funcién corta al eje Y en el punto (0,1) y al eje X en infinitos puntos; pero para el intervalo
[0,217] sélo corta al eje X en los puntos:

T 31T
5]y (7’0)
Periodicidad:

La funcién es periddica con periodo T=21,ya que f (x)=f (x+2).

Simetria:
f(—x)=cos(—x)=cosx= f(x) — funcién par, simétrica respecto a el eje Y.

Continuidad:
La funcidn coseno es continua en todo su dominio.

Monotonia:
Podemos estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcidn graficamente o analiticamente
a través de su derivada. Como la funcién es periédica nos cefiimos al intervalo [0,27] .
Graficamente puede ser observado que para este intervalo la funcién es estrictamente
creciente en el intervalo (7,21T) y estrictamente decreciente en el intervalo (0,77) .
Analiticamente tenemos que calcular la derivada de la funcion coseno:

df(x)_d(cosx)_

de dx

En el intervalo [0,27r] la funcién derivada se anula en los puntos 0,7y 27, por lo tanto
usamos estos puntos para dividir el intervalo y estudiar el signo de la derivada en ellos.
En el intervalo (0,77) :

—Ssénx

df(x ., . .
%= —senx<0— funciéndecreciente en ese intervalo
x
En el intervalo (1r,21):
d f(x g . .
%= —sen x>0— funcion creciente en ese intervalo
x

1
Representar la funcion f(x)=§-cos 2x+cos x

Calcular su dominio, periodicidad, simetrias, los intervalos de crecimiento y decrecimiento,
puntos de corte con los ejes y puntos singulares.

Solucion:

La funcidn existe para todo los numeros reales luego su dominio es R.

El periodo delcosxes2my el delcos2xest, por lo tanto estudiaremos la funcion
solamente en el intervalo [ 0,277 | ya que después se repite.

Estudiamos las simetrias:
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f(—x)=%cos(—2x)+ cos(—x)=%cos 2X+cos x

f(=x)=7(x) - esuna funcién par simétrica respecto al eje Y.
Puntos de corte con los ejes:

N | W

ConelejeY> x=0 > f(x)=%cosO+cosO=%+1=

1
ConelejeX> y=0 > 0=Ecos2x+cosx

Para resolver esta ecuacion trigonométrica se utilizan las formulas del angulo doble:

cos 2x =cos’ x—sen’ x
Por tanto en nuestra ecuacién trigonométrica resulta:

cos’ x—sen’ x+2cosx=0
Tenemos que poner todos los términos en funcién de la misma razén trigonométrica y para
ello se hace uso de la ecuacién fundamental de la trigonometria: sen’x+cos’x=1, de donde
resulta que sen’x=1-—cos’x
cos’x—(1—cos’x)+2cosx=0

2cos’x+2cosx—1=0
resolviendo la ecuacién de segundo grado se obtiene:
—2+4+8 _,] cosx=0,366

4 cosx=—1,366
La ecuacidn tiene dos soluciones pero una de ellas es incompatible ya que es menor que -1y
es imposible que el coseno de un angulo tenga ese valor.
cos x=0,366 - con ayuda de la funcién inversa del coseno:
x,=arccos (0,366)=1,196rad ; x,=arccos(0,366)=5,087 rad

Luego los dos puntos de corte con el eje x en el intervalo [0,27] son:
(1,196,0);(5,087,0)

g

Calculamos los puntos singulares de la funcién igualando su derivada a O:

COS X =

ConelejeY:

df(x
L=—sen2x—senx
dx
Usando la ecuacion del angulo doble del seno: sen2x=2-sen x-cos x, resulta
df (x
%=—sen2x—sen X=-2 sen X cos X - sen x=—senx(2cosx+1)
X

Igualando a 0 tendremos dos ecuaciones:
senx=0—x=0,x=1
1 21 41T
2cosx+1=0—-cosx=———ox=—,;x=—
2 3 3

De donde se obtienen los puntos singulares:

3} (27 3 1\ (4 3

05_ )‘ —)__ )‘ -’TI__ )‘ —J__

2 3 4 2 3 4
Ordenamos de menor a mayor en la ordenada x. Si elegimos un punto cualquiera entre el
primer y el segundo punto singular y observamos el signo de la derivada en él, conoceremos

I I L, ) _T
el crecimiento o decrecimiento de la funcién. Por ejemplo para X_E , que se encuentra en

ese intervalo el signo de la derivada sera:
2
M:—sen%"—sen%w

dx
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. . 2m . .
Luego la funcién en el intervalo O’T es decreciente y de modo analogo para los otros

. L, . . s .
intervalos se comprueba que la funcidn es creciente en el intervalo (2?,17) , decreciente en

(7T, 4%) y creciente de nuevo en (4% 21T)

La grafica de la funcidn resulta:

[ %]

fin
—

\ /
\ | \ T 3m
\ f \‘1 2 j
i 2
I e S B

[
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PROBLEMAS PROPUESTOS

7. Una masa sujeta a un muelle sobre una superficie sin rozamiento oscila con un movimiento
. . . L 2m . .
vibratorio segln la ecuacion: x(t)=2cos(7 't) , donde el tiempo se mide en segundos y la
posicidon en metros. Calcular:
a) El periodo de esta funcion.
b) La distancia maxima que separa a esta masa de su posicién de equilibrio.
c) Eltiempo minimo necesario para que la masa pase por los puntos x=0,5my x=—2m
, g . 1
Z. Hallar las simetrias y periodicidades de la funcion y=senx+zsen2x y obtener donde son
continuas y donde derivables.
3. Representar la funcion y=sen x+cosx y obtener sus puntos singulares.
SOLUCIONES
7,
a) 3s
b) 2m
c) t=0,63s;t=1,5s
2, Funcion impar, simétrica respecto al origen de coordenadas.
Periddica de periodo 27 y continuay derivable para todos los nimeros reales.
. ™ &\ (51
3. Los puntos singulares son (Z,\/2);(T,—\/§)

133
<

.l-|ﬁ

I3

=]
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[ema 78
Limites ¢ continardad

CONCEPTOS BASICOS

¢ Definicidn de limite.
& Propiedades y operaciones con limites.
¢ Limites infinitos, limites en el infinito e indeterminaciones.
¢ Definicidn de continuidad. Propiedades.
¢ Discontinuidad. Tipos.
¢ Funciones continuas.
¢ Funciones compuestas.
¢ Asintotas: tipologia y célculo.

PROBLEMAS RESUELTOS
7, Explica el significado de estas dos expresiones :

a) limX— =+
X—00 x
b) Mn2X_1=2
X— 00 X
Solucion:
2
a) lim < =+, podemos conseguir que el valor de sea tan grande como

P X
gueramos sin mas que tomar x tan grande como sea necesario.
Con mas precisién: dado un numero k, tan grande como queramos, podemos encontrar

2
x-—1>k
X

un numero 4 , tan grande como sea necesario, tal que si x>/, entonces:

2x—1 . 2x—1
=2, podemos conseguir que

b) [lim

X— 00 X

dando a x valores suficientemente grandes.
Con mas precisiéon: dado k>0, podemos encontrar un niumero tal que si x>/, entonces:
2x—1
<k
X

sea tan proximo a 2 como queramos

Comprobando los ordenes de infinito, asigna limite a estas expresiones:

, 2"
a) lim———
) o 10X° =5
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¢)

f)

g)

5
, Nx —1
lim >
x—o 10x°—5
3
lim log(x2 +1)
-0 10X"—5

X

lim ——————
x—o log(x”+ 1)
ll'm(Zx— xs—l)

;;Z(IOXZ—\/)CS—I)

lim (log x*—10x°)

X— 0

Solucion:
lim T0x 5=+oo porque la funciéon exponencial es un infinito de orden superior a
X— 0 X —

cualquier potencia.

Vx'—1

lim To0—s =+o00 porque el exponente del numerador es mayor que el del denominador.
X— 0 X —

. log(x’+1 . . e . .
lim %=0 porque cualquier potencia es un infinito de orden superior a cualquier
X— 0 X —

funcidn logaritmica.

X

lim ——————=+00 porque toda funcién exponencial es un infinito de orden superior a
x—o log(x”+1)

cualquier funcion logaritmica.

, N - . s .
llm(zx— X —1)—+°° porque una exponencial es un infinito de orden superior a una

X—

potencia.

, 5 5
lim (IOXZ—\/XS— 1 ) =~ porque el minuendo es de grado 2y el sustraendo es de grado .

’ 3 2) . . e s . .
lim (log x —10x )——00 porque las potencias son infinitos de orden superior a los logaritmos.

X—

Cuando x— +oo, f (x) tiende a +o0 ; g(x) tiende a —0 ; A(x) tiende a 0 y j(x) tiende a 1.
Identifica las indeterminaciones y asigna el limite al resto:

a)

b)

c)

d)
e)
f)

g)
h)

X—00

- JS(x)
lim ((x))
,  JX
lim )

lim [ 5(x)4 ()]
lim [/ (x)=g )]
. h(x
)
ll'mf(x)
v B(X)
lim j(x)g(x)

X— 0

lim f(x)g<x)

X— 00
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Solucion:

a) fl;ni%=i—£. Es una indeterminacion. No podemos saber cual es el limite de ese
cociente sin conocer las funciones f (x)y g(x) .

b) ll'ni%=%=ioo. No podemos saber si el limite serd ~+o0 0 —oo, sin conocer A (x),

esto no es una indeterminacion porque solo puede darse uno de esos dos resultados.

c) fz;nzo[g(x)h(x)]:—oo-o . Indeterminacién.

d) lim| f(x)—g(x)]=+00—(—0w)=+0w

X— 00

e) lim

f) lim hx) -0 o, Caso analogo al b)
x?w . (x) _ 14—

2) lim j(x)*"=1" |ndeterminacién.

w_ 1 _

=t =

h) lim f(x)fY=+0" 0

2x+a,x<l1

Estudia la continuidad de esta funcidn segun los valores de a: f(x)= 2
X —ax+2,x>1

Solucion:
La funcién es continua en x#1 cualquiera que sea a, porque esta formada por dos funciones

polindmicas. Estudiemos la continuidad en el punto de abscisa 1:
lim f(x)=2-1+a=2+a  [im f(x)=1"—a-1+2=3—a

x— 1 x—1

Para que f (x) tenga limite en x=1, ha de ser:

lz’mf(x)=limf(x)—>2+a=3—a—>a=%
x—1" x—1

Por tanto:

1 , 5 - o . .
e Sia=—, existe lim f(x)=5 y este limite coincide con f (1) la funcion es continua.
x—1

2" ~2

1 ,
S a;ﬁg , No existe i’i"lf(x) . La funcién es discontinua, y en x=1 tendra un salto finito.

=2 +x—2

Estudia la continuidad de la funcidn siguiente: y= 3 >
X —x—

Hallamos las raices del denominador. Son x=—1y x=2 . En estos puntos no estd definida la
funcién. Estudiaremos el limite de la funcién en esos puntos:
X =2x"+x =2
lim ———=*+w
x——1 X —)C—Z
Si x>—1,y—>—0ysix——1",y—>+w
=2+ x=2_0_ ., (X+1)(x=2)_5
lim——F————=—=lim—————==
x—-2 X —x—2 0 x—2 (X+1)(x_2> 3
La funcion es discontinua en x=—1y en x=2 porque no esta definida en esos puntos.
En x=—1 tiene una discontinuidad infinita y, por tanto, una asintota vertical.
En x=2 tiene una discontinuidad evitable porque existe limite finito en ese punto.
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6. Calcula a y b para que sea continua la siguiente funcidn:

7. Determina las asintotas de la siguiente funcién: f (x)=

x2+ax,x§—1
f(xX)={ b, —1<x<3
2x+4,x=3

Solucion

La funcién f (x) es continua en x#—1y en x#—3 cualesquiera que seanay b, por estar
definida por funciones continuas. Estudiemos los limites en x=—1yen x=3.

- Calculo del [m f(x).
lim f(x): lim (x2+ax)=]—a lim f(x)= lim b=b

x——1 x—-—1 x— -1 x—--1

Para que sea continuaen x=—1, debe de ser 1 —a=b.
+ Calculo del /m f(x)
lim f (x)=limb=b lim f(x)=Ilim(2x+4)=10

x—3 x—3 x—3" x—3"

Para que sea continua en x=3, debe ser b=10.

Llevando el valor b=10 a la igualdad anterior: 1 —a=10—a=-9 .
Sia=—9 y b=10, f(x) escontinuaen x=—1 yen x=3 porque:

lim f(x)=f(=1)=10 iﬁngf(X)=f(3)=10

x——1

(x—2)*
Solucion

Asintotas verticales : hay una enx=2, ya que Izm[f(x)]=oo' ahora estudiamos la

x—2
posicidn de la curva respecto de la asintota:
f(1,99)~78806— lim| f(x)|=+w
x—2
£(2,01)~81206— lim| f(x)]=+o
x—2

Asintotas oblicuas: determinamos la ecuacion de la recta y=mx+ny para ello calculamos
el valor de la pendiente y del origen en ordenadas aplicando limites

n=1Ilim x)—mx)=1lim
xﬂoo(f( ) ) xaoo(x—z)z X— (x—2)2

Existe una asintota oblicuaen y=x+4.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

7. Calcula los siguientes limites:

a) lin_1 (0,5°+1) ) lim 3x+4\"
xr x+1 x— 4+ 2X+5
b) [lim 2
x> 3 4
x k) [lim —
c) h’m(l—l) w2 X°=5x4+5 x—2
X X , 1-V3—x
) 1-3x |) llﬂ’li2
d) lz’m(l——) o X
X— —0 X m) ll’m \/x+9_3
l, x2+3 1 x—0 x2
e) lm x3 . ny lim (2x+1-Vax’+1)
x— +o0
1 Jx+1
f lim , x+1-2
it (x x(x_l)] o 63
x SX 3 _o\*!
g) IIM( ) p) lim (4X 2)
Xx— +o0 X— 40 3X
h) [lim (xz—\/x +2X) q) lim (log x| ™
X— +00 x— +owo
x—1
. x , 3x—1\ 72
i) I 1,2°— r) I
xi’ﬁo( x+1 A
2, Calcula el valer de k para que cada una de las siguientes funciones sean continuas:
a) f(x)= 1 ,six#1
k,six=1
V-1 .
o) f(x)=| o1 !
k,six=1

J. Estudia la continuidad de cada una de las siguientes funciones para los distintos valores del
parametro a :

2 .
a) f(x)= x +a§c,s‘1xs2
a—x",six>2
b =] €, six<0
) /(¥ x+2a,six>0
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SOLUCIONES

b)

a)
b)

+o0 f) o

0 g —©

1/e h) 0

676 1) +00
No existe el limite. j)  to

lim = — oo . k) No existe el limite.
o X ’ lim f(x)=+o.
x—2 ?
lim %=+oo lz'm+f(x)=—oo
x-0" X x—2
) 12
=4
k=1/2

Continua si a=—38, discontinuasi a#—38
Continua si a=1/2; discontinuasi a#1/2
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m) No existe el limite.
lim f (x)=—o0.
x—0 >
lim f (x)=+o
x—0"

n) 1

o) 372

p) +o©

qQ 0

-1
r) el




[ema 79
Derrvadas

CONCEPTOS BASICOS

L 2R JBR 2R 2R JNE JNR SR 2

Definicién de derivada de una funcién en un punto.
Interpretacién geométrica de la derivada.
Derivabilidad y continuidad.

Derivadas de las funciones elementales.

Regla de la cadena.

Derivacién logaritmica.

Calculo de derivadas.

Derivadas sucesivas.

PROBLEMAS RESUELTOS

Halla la funcién derivada de f (x)=+ x+3 utilizando la definicién y calcula su valor en el
punto de abscisa x=2 .

Solucion:

+ —
La definicién de la derivada de una funcién en un punto x es: f "(x)=lim flx h}i S1x) ,
h—0

La funcién en x+/% seré f (x+h)=+x+h+3 , asi que sustituyendo en la definicién:
£ (x)=lim Vx+h+t3—x+3_0

h—0 h 0
El resultado es una indeterminacién, para poder resolverla multiplicamos numerador y
denominador por v x+h+34+x+3, para poder simplificar la fraccion:

, , Fh+3)—(Vx+3)

[ (x)=lim (x J-(x+3) =lim | =1
-0 A(Nx+h+3+Vx+3) sooVx+h+3+Vx+3 2Vx+3

Una vez obtenida la funcién derivada en el punto x, sustituyendo el valor de Xx por 2
obtendremos el valor de la derivada en ese punto :

‘(2)=—L

Dada la parabola y=x>—2x—2, se traza la cuerda que une los puntos de la parabola de abscisas
x=1y x=3 . Hallala ecuacién de la recta tangente a la pardbola que es paralela a esa cuerda.
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&

Solucion:
x,=1-y=-3;4(1,-3)
x,=3-y,=1,B(3,1)
Vo= =4

—=2.
X,—x; 2

Hallamos los extremos de la cuerda: y la pendiente de la recta que

une ambos puntos vendra dada por la expresion:

La pendiente de la tangente f ' (x,) debe ser igual a la de la cuerda:
f(x))=2x,—2=2—>x,=2.

Como f (2)=—2 entonces la tangente en el punto (2,—2) es paralela a la cuerda que une los
puntos Ay B.

Su ecuacién en forma punto-pendiente, es y+2=2(x—2)—>y=2x—6

Halla el valor que ha de tener m para que la funcién f (x) sea derivable en x=1 .

3—mx’six<l
flx)=t 2
—six>1
mx
Solucion:
Para que f (x)sea derivable en x=1, ha de ser continuaen x=1.
« Si f(x)escontinuaenx=1, ili”’ff(x)=f(1)=3—m

lim f (x)=lim(3—mx*)=3—m lim f(x)zll’m(l)zg

x—-1 x—-1 o1t o1t mx m

2
Por lo que los limites laterales deben ser iguales: 3—m=;—>m2—3m+2 =0
Resolvemos la ecuacidn de segundo grado y obtenemos los valores de m para los que se
cumple laigualdad: m=2 y m=1.
Asique f(x)escontinuaenx=1 sim=1 6 m=2.
e f(x)seraderivableenx=1 si f'(1)=/f"(1"):
3—x"six<1 —2xsix<l—-f'(1)=-2
= . X)= ! =] _
Param=1 tenemos : f (x) 2 y f'(x) —3six>1—>f'(1+)=—2
X

—=six>1
X

por lo que f (x) es derivable en x=1 si m=1.
3-2x’six<l —4xsix<1—f'(1')=—4
Para m=2 tenemos: / (x)= lgesg VY (x)= _—21six>1—>f'(1+)=—1
X X

por lo que f'no esderivableen x=1 si m=2.

Calcula la derivada de :

a) f(x)=x’

b) f(x)=i4

o f(x)=Vx’

d) f(x)=V7x"

€) f(x)=x3—@+%
) f(x)=3x"-5x"+7x+1
® f(x)=sen(x’+5x~1)
h) f(x)=vsenx
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1) f(x)=sen\/x +5x—1
_]) f(X)= X +3x
k) f(x)=arccosf
) f(x)=arctan(senx)
Solucion:
a) f'(x)=5x
b f(¥)=Dlx =3
o /'(x)=D x7)=§x51‘§x5=53xz
_alim 3| _sm2 3 _sm2 5237
d f'(x )—D(ﬁ})—J73x —\ﬁ3x =
2 3_ .. 1 3
e) f'(x)= —?—?—3X o 3
H f(x)=1 12x°—10x +7x
g f'(x)=(2x+5)cos(x’+5x—1)
_ coSX
W S= en
i f'(x) COS\/X +5x—1 17(2;;4-5)
2V +5x—1 7
Doofr(x)=5 [ *2”*]_582”* D(x2+3x) 5¢" ¥ (2x+3)
1 -1
9 /1 \/1— D(\/) VI—x 2\/7 2\/x X
h S()= e D (senx)=—5_
l1+sen” x I1+sen”x

Calcula la derivada de las siguientes funciones, aplicando previamente las propiedades de los
logaritmos:

3s1nx COS X
) /()= SR

b f (x)=(1+)

¢ f(x)=x"
Solucion:

a) Antes de derivar, aplicamos las propiedades de los logaritmos:

f(x):ln(%)3 ;[ln(senx)+ln(cosx) 2In(1—x)]

Ahora derivamos la expresion resultante :

1 _1 cosx _senx . 2 |_1 coszx—sen2x+ 2 |_1][ cos2x 2
3lsenx cosx 1l—x| 3l\senx-cosx l-x) 3|1 l—x
Esen2x

[ (x)=

ua|l\)

(cotan2x+ 1 )
1—x
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b)

Antes de derivar, aplicamos las propiedades de los logaritmos:

I £(x)=(1+L] =xm(1+L
x x
Derivamos la igualdad:
-1
' 2
f((x))=ln L+L)+x xl
fx x 1+L
x
Despejamos f'(x)
1 1
‘(x)=|In(1+=]-
£ [ L)L)
Sustituimos f (x) por su valor:
1 1 1\
"(x)=[In|1+—|— 1+—
S [n x) x+1 X

Antes de derivar, aplicamos las propiedades de los logaritmos:
In f(x)=Inx"=x"Inx

c)
Derivamos la igualdad:
f(x) 42 31 _ 402 2_ 2
S =3x" Inx+x —=3x"Inx+x"=x"(3lnx+1)
f(x) X

Despejamos f'(x)
F(x)=x"3Inx+1) f(x)

Sustituimos f (x) por su valor:
F(x)=x"x*3lnx+1)
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Encuentra el valor de las derivadas siguientes en el punto que se indica aplicando la definicién
de derivada:

a) f(x)=x’-5x+6en x=—2

b) f(x)=Ilnxen x=2

x2—2x

x+3

Hallar le ecuacion de la recta tangentea: y= en x,=3.

X

) € .
Determina el valor de k que hace que la funcién f (x)= ok tenga un Unico punto de
X

tangente horizontal.
éPara qué valoresde @ y b lafuncién f (x) es derivable para todos los nimeros reales?

2 .
— <0
f(x)=]¥ +taxsix <
—x’+bsix>0
Halla la funciéon derivada de las siguientes funciones:
a) f(x)=(x*+3x-5)

b) f(x)=[ln(2x+3)]
o f(x)=Vx
d) f(x)=V3x"
e) f(x)=3"
f) f(x)=e”
g) f(x)=arctanln7x
) f(x)=3
. x+
) flo=iE
j) f(x)=e“m

1 —tan x
K f<x)=\/1+tanx
) f(x)=sen’(In x?)
m) f (x)=senx-cosx
n) f(x)=(Inx)"
o) f(x)=In(lnx)
p) f(x)=VxvVx+1
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SOLUCIONES

S AN & N

a)

b)

_1 7.
y=otp (3
k=1

a=0y b=-8

3(x*+3x—5)*(2x+3)
2
2x+3

a) f'(x)
b) f'(x)=5[In(2x+3)]*

(8]
w
)

x+(Inx)’
h) f'(x)=3"""In3(senx+xcosx)
7

(x—4?
. , =(2x+5)-e“‘24r5
i) S(x) s

)= 1+ tan’ x
Y T s (L

1) f’(x)=§-sen(lnx2)-cos(lnxz)
m) f'(x)=cos x—sen’x

n) f'(x)=(hlx)xlln(lnx)+L]

In(x)
o) f(x)=—

" xlnx
3x+2

) S ey
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[ema 20

Awdlieie de funerones:

CONCEPTOS BASICOS

¢ Dominio y rango.
¢ Monotonia. Extremos absolutos y relativos.
¢ Concavidad, convexidad, puntos de inflexidn. Asintotas.
¢ Graficas.
PROBLEMAS RESUELTOS
7. Llafuncion y=x’+mx’+nx+ p pasa por (0,5), tiene un méximo en x=—1y un minimo en

x=3.Hallam,nyp.

Solucion:

La funcién pasa por el punto (0, 5), por lo tanto: 5=0’+m-0°+n-0+ p= p=5.
Derivamos la funcién para poder calcular los extremos: y'=3x>+2mx +n . Sabemos que en
un extremos la funcién derivada se anula, es decir, que pasa por los puntos (—1,0) y (3,0).
Sustituyendo el punto (-1, 0) llegamos a:
0=3(—1’+2m(—1)+n=>—2m+n=-3.
Sustituyendo el punto (3, 0) llegamos a:
0=3(3)+2m(3)+n=6m+n=—27.

Tenemos el sistema de ecuaciones: —2mtn=-3

om+n=—27
Vamos a resolverlo por reduccidn.

Restando la segunda ecuacidon menos la primera:
6m—(—2m)+n—n=-27—(-3)=8m=-24

, —24
de aqui llegamos a m=T=>m=—3 .
Despejamos ahora n de la primera ecuacién: n=2m—3 y sustituyendo el valor obtenido de
m calculamos n :
n=2(-3)-3=n=-9.
Sustituyendo en el sistema podemos comprobar que los valores de m y n son correctos.
Hemos calculado los valores de los parametros m , ny p . La funcién es: y=x"—3x"—9x+5 .
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2,

4

Calcula el radio de la base y la altura de un cono de generatriz 3 m y de volumen maximo.

| .
Sabemos que el volumen de un cono es V=§ r hdonde r es el radio de la base y Z la
altura. No podemos trabajar con esta ecuacién porque tiene dos incognitas, para tener sélo
una incognita en la ecuacion utilizamos la relacidon entre la generatriz g, el radio r y la altura
h, que nos la da el teorema de Pitdgoras: g>=r"+5".
Despejamos »* : r>=g’—h”, sustituimos ahora el valor conocido de g:r’=g’—h’= " =9— i’
y por ultimos se sustituye este valor en la ecuacidn del volumen del cono:

V=%Trr2h=> V=%1T(9—h2)h:>V=%7T(9h—h3)
Para calcular el maximo, derivamos la funcién volumen que hemos calculado en funcion de la

variable i:V '=%7T(9 —3h*)=m(3—h%) , igualando la derivada a cero (condicion de extremo):

V'=0=>m(3—h)=0=>h’=3=>h=+\3
Como la altura es una distancia debe ser positiva, y asi 4=y 3 m . Para comprobar que es un
maximo, vemos que para valores de 4 menores que | 3 (por ejemplo 1) la derivada es positiva y
entonces la funcion crece, y para valores mayores que | 3 (por ejemplo 2) la derivada es negativa
y la funcién decrece; por lo tanto en =1 3 m hay un maximo relativo de la funcién volumen.
Conocidos la generatriz y la altura nos falta calcular el radio de la base del cono utilizando la
ecuacion °=9— %= =1 9— 42, sustituyendo el valor de / calculado:

r=\9-=(9-3=(6m

La altura del cono es /3 m y el radio de la base V6 m .

3
X

=1

Estudia y representa graficamente la siguiente funcién: f (x)=

Solucion:

Dominio. Continuidad. Puntos de corte con los ejes.
Los puntos que anulan el denominador no pertenecen al dominio: x’—1=0=x’=1=>x=+1,
entonces el dominio es Dom | f(x)]=R—{—1,1] .

Hay discontinuidad en los puntos x==*1 que, de hecho, seran asintotas verticales.
3

CorteconelejeY (x=0): f(0)= 020 1 =0, punto (0,0) .

3
X

Corte con el eje X ( y=0): 0=— 1=>x=0,punto (0,0).
i

Simetrias. Periodicidad.
Funcién par ( f(x)=f(—x)):

f(=x)= (—(;));il :>—x2x_31 #f(x), no es par.
Funcién impar ( f (x)=—f(—x)): : 3
—f )= s s ()

(—x)’—=1 x’—1

Entonces la funcidon es impar o simétrica respecto al origen de coordenadas. Esto significa que
no es necesario hacer todos los cdlculos, podemos hacerlos para la parte positiva del eje X, y
para la parte negativa seria la simétrica respecto al origen de coordenadas. A pesar de esto
realizaremos todas las operaciones sefialando las que conocemos por ser funcién impar.

Una funcién es periddica si cumple f(x)=f(x+T) . En este caso no es periddica.
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Asintotas.

Horizontal ( xlirilwf(x)=a) : lim f(x)= lim zx

xX—+o0 x—+0o X —

3 3
=400, lim f(x)=lim 2xl=—oo(ya

x——0o X —

X— —0

lo sabemos por ser funcidén impar); no tiene asintota horizontal.

] 3 3 3
Vertical(hjnf(x)=°°) : lim 2x =—o0, lim =+o0; lim — ,
3

-+ x —1 -+t x =1 -1 x —1
lim — 1=+oo (los dos ultimos limites los sabemos por ser funcidon impar); entonces las
x—-1" X —

rectas x=1 y x=—1 son asintotas verticales.

Il
I
8

Oblicuas ( y=mx+n con m= lim Sx) y n=lim [f(x)—mx])
x—oxwo X X—+0
3 3
m=1lim Lo tim X g X oy
xoxo X x—oxm X(X —1) x—o*xo X —X

xX— £ x—xw| X —1 xX— *oo

n=lim | f(x)—mx]|= lim[ j‘3 —x]=lim[x2x_1]=0

Entonces la recta y = x es una asintota oblicua.

Extremos. Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
3P —1)—-x"2x _x*-3x7 _x(x7-3)

(x*=1) (*=1)  (¥*=1)

2

Los posibles extremos se calculan con ' (x)=0; xz(x2—3)=0=> ) ¥ =0=x=0 =
x —3=0=>x=%+y3
Para estudiar si son maximos o minimos podemos utilizar el criterio de la derivada segunda o
estudiando los intervalos, lo haremos de la segunda forma, entonces ahora calcularemos los
intervalos de crecimiento y decrecimiento, dividimos el eje en intervalos teniendo en cuenta
los puntos de discontinuidad, una vez tenemos los intervalos miramos el signo de la funcion
derivada, si es positivo la funcidn crece y si es negativo la funcién decrece. Lo escribiremos en
forma de tabla para que sea mas sencillo de interpretar (los tres primeros intervalos
podriamos no estudiarlos, conocemos su comportamiento al ser una funcién impar):

Derivamos la funcién: f ' (x)

Intervalo | (—o0,—y3) | (={3,-1) (=1,0) (0,1) (1,03) (1 3,4)
/() I : - - - +
f(x) crece decrece decrece decrece decrece crece

Podemos entonces estudiar los extremos, vemos que antes de x=1 3 la funcién decrece y
después crece, esto significa que en x=13 hay un minimo. Al revés, en x=— 3 pasa de
crecer a decrecer por lo que hay un maximo, aunque ya lo sabemos por se una funcién impar.
Para finalizar, x=0 no es extremo ya que antes decrece y después también.

Debemos calcular la coordenada y de los extremos, para ello sustituimos los puntos en la funcién:

= [3) I3 =33
f(3)= f(l 2) =3\3yelminimoestéen(\3,3x3)
(\3) -1 2 2
— (=37 _-3(3 313
f(= 3)=<<%)2) 1= 32\ 3 y el méximo:(—\ 3,%) (lo sabemos por ser impar)
—/3)=

Puntos de inflexién. Intervalos de concavidad y convexidad.
_2x°+6x _2x(x°+3)
(=1 (¥*=1)

Calculamos la derivada segunda: /' '(x)
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2x=0=x=0
inflexion: £''(x)=0:2x(x*+3)=0=
Calculamos los puntos de inflexién: f''(x)=0; ( ) 24320 sin solucicn en R

Para calcular los intervalos de concavidad y convexidad, dividimos el eje en intervalos
teniendo en cuenta los puntos de discontinuidad, una vez tenemos los intervalos miramos el
signo de la funciéon derivada segunda, si es positivo la funcién es cdncava(U) y si es negativo la
funcion es convexa (N). Lo escribiremos en forma de tabla, igual que antes podriamos no
calcular los dos primeros intervalos:

Intervalo (—o0,—1) (—1,0) (0,1) (1,+00)
f ) - . : :
f(x) convexa (N) | coéncava (U) | convexa (N) | coéncava (U)

En el punto x=0 la funcién pasa de ser cédncava a ser convexa, por lo tanto (0, 0) es un punto
de inflexidn.

Representacion grafica.

Ya podemos unir toda la informacién de la funcién para dibujarla. Lo primero es marcar los
puntos conocidos, después se dibujan las asintotas (si las hay) y para finalizar se traza la
grafica teniendo en cuenta la informacién de que disponemos.

15

e - . X
Estudia y representa graficamente la siguiente funcién: f (x)=—

In x

Solucion:
Dominio. Continuidad. Puntos de corte con los ejes.
La funcion logaritmo solo esta definida para los valores positivos de x. Los puntos donde se
anula el denominador no pertenecen al dominio: Inx=0=x=1, entonces el dominio de la
funcién es: Dom| f(x)|=(0,1)U(1,+o) .
Hay una discontinuidad en el punto x=+1 que sera una asintota vertical.
Corte con el eje Y (x = 0): no existe porque f(0) no esta definida.

0
Corte con el eje X (y = 0): 0=m =x=0, pero en el punto x = 0 no estd definida, no hay.

Simetrias. Periodicidad.
No hay simetrias ni periodicidad por la propia definicién de la funcién, no hace falta estudiarlo.

Asintotas.

. - X . , .
Horizontal: lim f (x)= lim ——=+00: no tiene asintota horizontal.
x— 400 xX—+w Il x
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x—=+0

Vertical: lim f (x)=1lim m=00 ; entonces la recta x = 1 es una asintota vertical.
x—0
) X ) )
Oblicuas: m= lim A )= lim X = lim
votw X xote X(INX)  xow Inx
por lo tanto no hay asintota oblicua.

=0 . Pero m tiene que ser distinto de cero,
Extremos. Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

In x—x~l
Derivamos: f ,( )

x _Inx—1.

(Inx)* ~ (Inx)
Posibles extremos: /' (x)=0=Ihx—1=0=lhx=1ox=¢.
Vamos a escribir la tabla de crecimiento y decrecimiento:
Intervalo (0,1) (1,e) (e,+m)
f'(x) - - +
f(x) decrece decrece crece

Calculamos la coordenada y del extremo: f (e)=

Antes de x=e la funcidn decrece y después crece, esto significa que en x=e hay un minimo.

Pyl el minimo estden (e,e).
Puntos de inflexién. Intervalos de concavidad y convexidad.

, Lin xP=(Inx—1)-2ln x-+
Derivada segunda: £1(x)= X

lnx_2(lnx—l)
X _ X X — 2—Inx
(Inx)* (Inx)* x(Inx)’
Puntos de inflexién: f'/(x)=0=2-Inx=0olhx=2ox=¢’
Escribimos la tabla de concavidad y convexidad:
Intervalo (0,1) (1,¢7) (e*+)
f/ ’(.X) _ + _
f(x) convexa (N) | céncava (U) | convexa (N)
eZ 2
AGE

En el punto xy=¢?vemos que hay un punto de inflexién; calculamos la coordenada y :
2
e
—~=— . El punto de inflexién esta en (¢*, =)
Inle?) 2

Representacion grafica.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

La funcién y=x"+ mx’+nx+ p pasa por (—1,0) , tiene un minimo en x=—1y un punto de

. . 1
inflexion en x=—§ .Calculam ,nyp.
Calcula las dimensiones de un bote cilindrico con dos tapas de volumen V=87 m’ si

gueremos que el metal empleado en su fabricacidon sea minimo.
Ayuda: la superficie del metal utilizado debe ser minima.
Estudia y representa graficamente la siguiente funcién: f (x)=x"—6x’+9x+5 .

3
Estudia y representa graficamente la siguiente funcién: f (x)= 2l t4 .
X
Estudia y representa graficamente la siguiente funcion: f(x)=(x—2)e" .
SOLUCIONES
m=1,n=—1, p=—1
r=i4m, h=;i_ m
V2
!

!
il L
"I 1 1
i
/ 1 2 3 4
/
30 -
’ |
2[|] -|
I
1|[:I B II o
[ _—
."l : \—'_ -
S A A T L
—10 -5 5 10
e
_-"'-FFH---- — I
- —10F
aF |
6-. [ |
F |
o |
2r |
[ |
¥ |
1r |I
L II
1 1 : 1 |I
¥ o— > -1 r 1 [ 3
F ]
S, + I|
Hm\ -1 :— /
N /}f
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[ema 27

CONCEPTOS BASICOS
& Concepto de primitiva e integral de una funcion.
¢ Integral de funciones elementales
& Propiedades de la integral.
¢ Integracion por partes.
¢ Integracién de funciones racionales.
& Meétodo de sustitucién
PROBLEMAS RESUELTOS
o 34+x
7. Halla una primitiva de f (x)= s que se anuleen x=1
@ Solucion:
f 3—'5_xdx=f 2 ;_C dx= f dx—i—f dx——fdx+ jxdx—%x+%%+c
1
Por tanto, las primitivas de f (x) son de la forma F(X)=%X+Ex2+ccomo se tiene que
3 1 6+1 -7
= 1+—-1’+C=0; ——+C=0, C=—
anular en x=1, entonces F (1)=0, es decir, = 5 10 10 10
Luego la primitiva pedida es F(x)=§x+x—2—l .
5 10 10
Z, Calcula las siguientes integrales indefinidas:
a) [x*(3x+14)dx
b) [V5x+6dx
arctan x
c ——dx
f 14x°
dx
d) J4tanx
) dx
e _axr
X+ x+1
@ Solucion:
_1 1 (3x°+14)" (3x’+14)
3x +14) 9x"(3x"+14) dx=— +C= +C
) [0 gl 9x(3F 14V de=g 2T 36
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T
(5x+6)° I

1 6
b)jﬁbx+aﬁ=f6x+®%h=% 1 +C=86x+6Y+C=&Hﬁaiﬁﬁ+C
—+1
5
0 J"arctanx (arctan x) dx= (arctan x )’ +C
1+x° 2
dx COS X
= ‘dx=1 +C
d) ftanx fsenx * n|senx|
dx
dx 4 dx dx 3
e) f 2 =f 2 =4J‘ 2 =4.[ 2 =
X +x+1 4x"+4x+4 (4x"+4x+1)+3 (2x+1) 41
3
2
—dx
—4f dx _4 Jﬁf V3 2 2x+1
- 5 — ') ———F—=—=arctan — |+C
37 (2x+1 327 [2x+1 V3 V3
—| +1 —| +1
V3 V3
3. Calcula las siguientes integrales racionales
4 3
X —X —)g—l d
—X
1— 2x
x+3
@ Solucion:
4
a) Por el algoritmo de la divisién tenemos que 2 f f 1— + 3x 12 descomponiendo
X —x X —x

el denominador x3—x2=x2(x—1),vemos gue tiene una raiz de multiplicidad simple y
otra de multiplicidad doble, por tanto, hacemos la siguiente descomposicién:
2_)(’-7_1=£+£2+ c
¥ (x—1) x x> x—1
Multiplicando por x*(x— 1) tenemos:
—x—1l=x(x—1)A+(x—1)B+x’C
Para obtener las constantes 4 , By C damos valores a x .
Six=0: —0—-1=0(0—1)4+(0—1)B+0°C = B=I
Six=1: -1-1=—1-(1-1)4+(1-1)B+1°C = C=-2
Y dando otro valor cualquiera obtenemos 4 , por ejemplo x=—1:
—(=1)=1==1(=1-1)A+(=1)(=1=1)B+(=1C => A4=2
Luego la integral nos gueda
J‘ x'—x —x 1 de= f

3
x—x

x xr x-—1

+_3x7_12)dx=f x—|—2—|—L )dx—
X —x

2
=fxdx+_[2dx+fi2dx—f 21dx=%+21nx—l—2ln|x—l|+C
X x xX— X

b) Como -3 es una raiz de multiplicidad 3 del polinomio del denominador, realizamos la
siguientes descomposicion:
1-2x"__ 4 B ., C
(x+3) x+3  (x+3) (x+3)
Multiplicando por (x+3)’, obtenemos:
1-2x’=(x+3) A+(x+3)B+C
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Asignado valores a x obtenemos:
Six==3:1-3-(=3)’=(-3+3)4+(-3+3)B+C = C=-17
Six=0:1=94+3B-17
Six=—2:-7=A4A+B—-17

94+3B=18

A+B=10 obtenemos

Resolviendo el sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas

los valores A=—2y B=12.
Por tanto la integral queda:

fl_zxzdx=f_—2dx+ 12 dx+f —17 dx=

(x+3) x+3 (x+3) (x—3)°
_ 1 5 oo
=2 x+3dx+12f(x+3) dx—1[ (x+3) dx=
-1 -2
=—2ln|x+3|+12<x+3) _qqx43) = 2nfx+3-—2 417 e
-1 —2 x+3 2(x+3)

4 Utilizar el método de integracidn por partes para calcular las siguientes integrales:
a) fxz sen x dx
b) fexsenxdx

@ Solucion:

a) Integramos utilizando la regla de integracion por partes fu dv=uv—fv du

: _ .2 _ .
fxzsenxdx= u=x" | du=2x =—x2cosx—f(—2xcosx)dx=
dv=senx |dv=—cosx

=—xzcosx+f(2xcosx) de=|] 4=2x | du=2
dv=cosx |dv=—senx

*

=—xzcosx+2xsenx—f (2senx) dv=—x"cosx+2xsenx+2cosx+C
b) Procediendo de la misma manera obtenemos:

x *llu=senx _|du=cosx|* «x P _
e'senxdx= = =e'senx— | e cosx=

dv=¢e" dv=e"
;([”d=cosf:>[dz=_se€x); e’ senx—(exCosx—f —exSenxdx)=
v=e yv=—e

x x 2
e senx—e cosx—fx sen x dx
Si nos fijamos en la primera igualdad y en la ultima tenemos que
2 X x 2 2 .
fx senxdx=e senx—e cosx—f x“sen x dx , sumando fx sen x dx en ambos miembros

X X
e senx—e cosx
2

+C

2 b
tenemos: 2fx senxdx=e"senx—e" cosx . Luego fxz sen x dx=

5. Calcular las siguientes integrales realizando los cambios de variable indicados:

2 3
a) fsen xcos”x dx con sen x=t

X

b) f lj— —dx con 1+e*=¢
e
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Solucion:

a) Si hacemos el cambio sen x =7 entonces se tiene que cos x dx=dt ,entonces realizando los

cambio en la integral obtenemos:
3 5

fsenzxcos3x dx=f (1 —12)d¢=f (tz—t4)dt=%—%+c
Deshaciendo el cambio nos queda:
3 5
fsenzxcos3x =30 X S X o

3 5
b) Sil+e*=t, derivando ambos miembros obtenemos e* dx=dt y sustituyendo obtenemos:
[——av=[Lar=nm||+c
1+e t
Deshaciendo el cambio nos queda:

f ¢ —dx=In|l1+e"|+C
I+e
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1 s
Encuentra la primitiva de fx)= S Tsenx que se anula en x=z
COs” X

Calcula las siguientes integrales indefinidas:
a) fcosx'sen3x~dx
b) fseczx'\/tanx-dx

dx

2 J~(3x+1)4

d) [ cos3x-e dx
x3

) fx8+1dx

Calcula las siguientes integrales racionales:

dx

2x+3
3 f x—2
X’+3x—4
b) J4x2—2x—8
5x-2
) f2x2—3x—5dx
J'Zx—l-l »
(x;lf
2x —3x+2
G
Utilizar el método de integracidn por partes para calcular las siguientes integra:
a) [ In|x+1|dx
b) [ xIn|x+1]dx
c) fxsenxdx
d) fx e dx
e) fxsenxdx
f) f(3x2+2x—7)cosxdx
Calcular las siguientes integrales realizando los cambios de variable indicados:

1+
a) 1_\/)6;dxcon x=t*

dx

dx

d
b) fﬁ con2—x=¢*

tan x
) J—5—dxcontanx=t
cos” x

Inx

d) dx conlnx=t¢

X
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SOLUCIONES

7. F(x)=tanx—cosx+

2

V2-2
2

sen’x+C

R

3
‘(tanx)*+C

W N

I
p—

‘Bx+1)°+C

X esen3x+ C

=
aQ
Q
o
=

(xH+C

2x+7In|x=2|+C
x+4In|x—4|+In|x+2|+C

mu+ﬂ+%mk—ibc

2
3
2In|x—1|-——+C
x—1
—1 1
o= +2In|x—1|+C
2(x—1y7 x-—1

xln|x+1|-x+In|x+1|+C
2 2

%ln|x+1|—%(%—x+ln|x+l|

—xcosx+senx+C

xe'—e'+C

—xcosx+senx+C
(3x°+2x—13)senx+(6x+2)cosx+C

+C

—2x3\/x—x—4\/x—4ln|l—\/}|+C

—2V2—x+C
tanzx
+C
2
2lnx
In2

+C
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[ema 22
tegral Defrnida

CONCEPTOS BASICOS

Definicidon de integral definida y propiedades.
Interpretacién geométrica.

Teorema fundamental de calculo.

Regla de Barrow.

Calculo del area encerrada por una funcion.

L 2R JBR ZBR R 4

PROBLEMAS RESUELTOS

7, Calcula las siguientes integrales definidas:
4.2
a) L (x"—x+5)dx
* dx

I x

TT
c) _[02 cos x dx

@ Solucion:

Calculamos una primitiva de la funcién y luego aplicamos la regla de Barrow
3 2

b)

4 3 2 3
a) fl(xz—x+5)dx=[%—%+5x =4?—47+5-4—(1?—%+5-1 =%=28,5
1
b) ?@=[lnxﬁ=ln2—lnl=ln2—0=ln2
X

c) J.OE cos x dx=|sen x]g=sen%—sen0=l—0=l

2. Calcula el drea encerrada por la funcién f(x)=—x"+4x el eje de abscisas y las rectas x=1y
x=3

@ Solucion:
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La funcién es positiva en el intervalo (1,3) . Luego el area pedida se corresponde con la integral:
-3’ 4-32_(—13 4-12)_2 I

[ (~x’+4x)d —x 4x]
(=x"+4 x)dx= + 1—3—|-2 3 T3 3

3 2

3. Halla el drea limitada por las gréficas de las funciones f (x)=x’+3 x>y g(x)=x+3, y entre
x=—2yx=0

@‘ Solucion:

Estudiamos el signo de la funcién i (x)=f(x)—g(x)=x'+3x’—x—3 como h(x)es una
funcién continua sdlo hay que buscar las raices y comprobar los signos es cada intervalo.
Factorizamos el polinomio 4(x)=(x—1)(x+1)(x+3) La Unica raiz en el intervalo (—2,0) es
x=—1.
Luego i (x)=>0sixe(—2,—1) yaque h(—1,5)>0y h(x)<0sixe(—1,0) yaque #(—0,5)<0.
Por tanto el area pedida es:
—1 0

J L (fx)—glx))de— [ (f(x)=glx))dx=>
También se puede hacer observando las graficas de las funciones. Vemos que f (x) es mayor
que g(x) en el intervalo (—2,—1) y al revés en el intervalo (—1,0) .

— 4L

Otra forma de calcular area pedida es haciendo la integral J': (£ (x)—g(x))|dx.

7
El area pedida es Euz .

@ Solucion:

2k

Como no se especifica el intervalo suponemos que piden el area finita encerrada entre las dos
graficas. Observando la grafica se aprecia que el drea pedida corresponde con las integrales:

—Jﬁlx—dex+f;x—x3dx
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Pero como las funciones son simétricas basta con calcular una area.

0 3 ! 3 1 , 24T e L
_f_lx—x dx+f0x—x dx=2f0x—x dx=2 T 0=2 1 >

También se puede calcular el drea haciendo la integral -[11 I(f (x)—g(x))dx.

. e 1 >
El drea encerrada entre las dos graficas es Eu .

PROBLEMAS PROPUESTOS

AN

Calcula las siguientes integrales definidas:
2,2

a) fl (x"+x—=3)dx

b) [ \x—2dx

1 )
-1
c) _]ﬁox-e’r dx
s

d) JI_XE tan x dx

4

1 X
——dx
) fo X 4+3x+2

[ (2x—Vx)dx

Calcular el area limitada por la grafica de la parabola y=x2—x—2 y el eje OX.
2
Calcular el area de la figura limitada la parabola y=XZ , lasrectas x=1, x=3 y el eje OX.

Calcular el 4rea de la figura limitada entre la curvay=x(x—2)(x—4), las rectas x=1, x=3y
el eje OX.
Calcular el drea limitada por la curva y=x’—6x"+8x y el eje OX.

Calcular el drea limitada por la pardbola y=4 x—xy el eje OX.

Calcula el area de la figura limitada entre la y=—x2—x+2 ,lasrectas x=—1, x=0y el eje
OX.
Halla el area comprendida entre las gréficas de las funciones f (x)=6x—x"Yy g(x)=x"—2x

Halla el area limitada por las graficas de las funciones 1 (x)=e", g(x)=¢ "y lasrectas x=0y
x=1
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SOLUCIONES

R WIN AW
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[ema 23
vomelria metrica en el plano

CONCEPTOS BASICOS

Figuras bdsicas en el plano: puntos, rectas, semirrectas, segmentos y dngulos

Los poligonos y su clasificacidon segun los angulos internos y segin el nimero de lados
Elementos notables de un poligono regular convexo

Clasificacidon de los triangulos. Elementos notables de un triangulo y sus propiedades.
Construccion de tridngulos. El teorema de Euclides.

La circunferencia: propiedades, elementos notables. Trazado de tangentes a una circunferencia.
Circunferencia circunscrita a un tridngulo. Circunferencia inscrita en un triangulo.

& Propiedades de los angulos segln su posicion relativa respecto de una circunferencia.
Poligonos inscribibles en una circunferencia

* 6 0 o

*

PROBLEMAS RESUELTOS

7, Dado un cuadrilatero cualquiera:
a) Demuestra que un cuadrildtero convexo es inscribible en wuna

circunferencia, si vy sélo si la suma de dos dangulos internos A
correspondientes a dos vértices opuestos es 180°. /

. 7 . . . . . B

b) En el cuadrildtero inscrito en la circunferencia de la figura, \
D
X . . . l

0 —_

x—pB=120" Y y—;. Calcula la amplitud de los angulos internos ;

de dicho cuadrilatero.

c) Si el radio de la circunferencia mide 30cm, calcula la longitud del arco arc(CA)
que contiene al punto D.

@ Solucion:

a) Para probar la veracidad de esta proposicion hemos de demostrar las siguientes

afirmaciones:

* 12 Sj tenemos un cuadrildtero convexo inscrito en una circunferencia, entonces la
suma de dos angulos internos opuestos es 180°.

e 2° Si la suma de dos angulos internos opuestos de un cuadrilatero convexo miden
180°, entonces dicho cuadrilatero es inscribible.

En efecto:

* 1° Supongamos que tenemos un cuadrilatero convexo inscrito en una circunferencia,
tal como se muestra en la figura dada en el enunciado. Consideremos dos angulos
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internos opuestos, por ejemplo el « y el B. Puesto que ambos angulos, respecto de la
circunferencia, son angulos inscritos, entonces cada uno de ellos mide la mitad del arco
que abarca.

Para facilitar la escritura, denotemos por arc(BC )+arc(CD) el arco que abarca el
angulo «y por arc(DA)+arc(AB) el arco que abarca el angulo B. Entonces:

(x=%(arc(BC)+ arc(CD))y B=%(arc(DA)+arc(AB))

Por tanto o<+[3=l(arc(BC)+arc (CD)-l—arc(DA)+arc(AB))=%-36OO= 180°.

\S}

* 22 Supongamos ahora que tenemos un cuadrildtero convexo ABCD tal que la suma de
dos dngulos internos opuestos mide 180°. Consideremos la circunferencia circunscrita
al triangulo A ABC, entonces el vértice D puede estar sobre la circunferencia, o ser
interior a la misma o ser exterior:

A
- Si el vértice D estd sobre la circunferencia, entonces el /‘
cuadrildtero ya es inscribible. B \ F
c g D

- Supongamos que el vértice D es exterior a la circunferencia, tal como se muestra
en la figura de la izquierda. Puesto que «vy B son angulos inscritos en la
circunferenciay o+ = 180°, podemos escribir :
%(arc(BC)+arc(CE)+arc(EF))+%(arc(EF)+arc(FA)+arc(AB))=1800, es

decir arc(BC)+arc(CE)+2-arc(EF )+arc(FA)+arc( AB)=360".

Por otra parte arc(AB)+arc(BC)+arc(CE)+arc(EF)+arc(FA)=360".

Si restamos ambas expresiones obtenemos que arc(EF)=0,

De lo que se deduce que los puntos E'y F' coinciden entre siy A

con el punto D. F
De lo anterior concluimos que el punto D estd sobre la ® \
circunferencia. E\

C

- Supongamos ahora que el vértice D es interior a la circunferencia, tal como se
muestra en la figura de la derecha. Se procede de forma andloga y también se
concluye que D esta sobre la circunferencia.

b) Si denotamos por r al radio de la circunferencia, entonces la longitud de la circunferencia
viene dada por la expresién /=21 r, la longitud correspondiente a un angulo central de
2r _mr

un grado viene dada por 110=W_1_80y la longitud correspondiente a un angulo
. Tr . . .
central w se calcula mediante la expresién lw=1—80'w, siempre que el angulo w esté

medido en grados sexagesimales.
Como el cuadriltero dado estd inscrito en una circunferencia, «+ B8=180". Teniendo en
cuenta la anterior igualdad y que «—B=120", se obtiene que x=150"y B=30’. De

1o 0 . . o s
y=3 se deduce que y=75". Pero la suma de los angulos internos de un cuadrilatero

vale 360°, por lo que x=105".
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c) El arc(CA)estd limitado por los lados del d&ngulo inscrito y,por lo que
1
750=y=5arc(CA), es decir arc(CA)=150". Por supuesto, esta Ultima igualdad nos

informa de la medida del angulo central que limita al arco cuyos extremos son los punto C
y A, medido en sentido contrario al seguido por las agujas del reloj.

Denotemos por w dicho angulo central, entonces la longitud del arco mide

lw=%-150=25n cm.

2, Determinar el drea de un circulo inscrito en un tridngulo rectdngulo, sabiendo que la altura
sobre la hipotenusa divide a ésta en dos segmentos de longitudes 25,6 cmy 14,4 cm.

@ Solucion:

B El centro de la circunferencia inscrita en un tridngulo
[ \ equidista de los lados del tridngulo, por tanto dicho
G centro pertenece a las bisectrices de los angulos internos

- del tridangulo.
"""" i Si trazamos los segmentos que tengan un extremo en el
| “ A centro de la circunferencia y el otro extremo en uno de
- b los vértices del tridngulo, entonces dividimos el triangulo

en otros tres triangulos. Si consideramos como base de cada uno de ellos a los lados del
tridngulo, sus respectivas alturas coinciden con los radios de la circunferencia inscrita.
La suma de las dreas de dichos tridngulos es igual al area, S,. del tridngulo rectangulo dado,

1
esto es SA=5(a-R+b'R+c‘R). Pero p=a+b+ces el perimetro del tridngulo, por lo que

1
podemos escribir que SA=Ep-R.

Los datos que nos dan son precisamente las proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa,
n=256cmy m=144 cm.
La hipotenusa: ¢=25,6+14,4=40cm.
Segun el Teorema de Euclides:
a’=m-c=14,4-40=576
b*=n-c=25,6-40=1124
de lo que se deduce que a=24cmy b=32cm. Por lo tanto,

el perimetro es p=96cm y el area del triangulo es:

SA=%24~32=384cm2.

1 , . .
Teniendo en cuenta que SA=5p'R, se obtiene que R=8cm,y asi el drea del circulo es

S0=1T-82=64Trcm2.

3. Se considera un triangulo equildtero ABC de 2 cm de lado. Con centro en el vértice A

trazamos un arco de circunferencia que pase por los vértices B y C. Con centro en el vértice B
trazamos otro arco de circunferencia que pase por los vértices Ay C. Calcula el area de la
superficie encerrada por dichos arcos y la base AB del triangulo.
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Solucion:
Evidentemente el tridngulo A ABC es equilatero y el area del sector circular correspondiente
2

a la superficie sefialada en la figura con Iy /1] es S,H,,:%-w =2TTT cm’
C La superficie correspondiente a la zona JJ es la que resulta de restarle el
area del tridngulo sefialado con Il al area del sector limitado por el

| circulo con centro en Ay los radios AC y AB, esto es S11=23_7T_S111'
La altura del triangulo A ABC divide a dicho triangulo en dos triangulos
A B rectangulos. Las bases de dichos tridngulos miden 1 cm.

Haciendo uso del Teorema de Pitdgoras, obtenemos que la altura
anteriormente mencionada, mide +/3c¢m. Por tanto la superficie del

1 = 2 =
triangulo rectangulo es S,,,=E-2-\/§=\/3cm2. Consecuentemente SH=TTT—\/3 cmz,y el

area pedida es S=4TTT—J§ cm’.

4 Describe el proceso a seguir para construir un tridngulo A ABC, si se conocen el lado a, la

&

altura /1, correspondiente al lado a y la altura %, correspondiente al lado 4. Indica la relacién
gue debe existir entre las magnitudes dadas para que:

a) dicha construccion sea posible

b) para que no tenga solucién

c) para que el triangulo sea recto en el vértice C.

Hacer la construccidn, en caso de ser posible, si a=6cmcm, h,=55cm y h,=4cm.

Solucion:

Trazamos:
19) un segmento a (denotando por B y Ca sus

B

extremos),
29) una recta paralela, p,, a dicho segmento, que
= diste del mismo %, unidades,
32) una circunferencia con centro en By radio %,
49) una tangente a dicha circunferencia que pase por
el punto C.
La tangente trazada corta a la recta p, en un punto 4.

Los puntos A, By C forman un triangulo que cumplen
las condiciones dadas en el enunciado.

Claramente, de ser posible esa construccidon, se
obtienen dos posibles soluciones ya que hay dos
tangentes a la circunferencia trazadas desde el punto
C.

Si &, coincide con la longitud del segmento BC, entonces dicho

segmento es un radio de la circunferencia con centro en By radio #,. En

estas condiciones, la tangente trazada por el punto C es perpendicular al

segmento BC y consecuentemente el tridngulo asi obtenido es recto en
% ' C.

., Claramente, si /1, es mayor que la longitud a dada, entonces el problema
no tiene solucidn. En este caso, el circulo encerrado por la circunferencia trazada contendria al
punto C'y en ese caso no se podria trazar una tangente a la circunferencia, que pasase por el
punto C.

p:l

2k
hﬂ
c
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5.

Calcula los angulos internos, la longitud del lado, la apotema vy el area de un poligono regular
de 8 cm de radio, si tiene 35 diagonales.

Solucion:
Tenemos que averiguar el numero de lados, n, que tiene el poligono.
Las diagonales del poligono son los segmentos que se pueden trazar entre dos vértices no
consecutivos, por tanto su cantidad viene dado por C,(n)—n,siendo C,(n)las

combinaciones binarias de » elementos. Como el poligono tiene 35 diagonales, podemos

n(n—1)

escribir que C,(n)—n=35, o0 bien —n=35, cuyas raices son n=10 y n=—7. PPor

tanto se tata de un decagono.

Al trazar todas las diagonales posibles a partir de uno de sus vértices, el poligono de » lados
queda dividido en n-2 triangulos . La suma de los dngulos internos de todos esos triangulos
coincide con la suma de los 4dngulos internos del poligono, por tanto
dicha suma es (n—2)~1800. Si el poligono es regular, cada uno de los

. . . . (n—2)-180°
angulos internos viene dado por la expresidon B asi, en
nuestro caso, cada dangulo interno debe medir 144°,y
consecuentemente el angulo «<BA40=72°, siendo O el centro del
decagono y Ay B dos vértices consecutivos.

La apotema, a,,, divide al tridngulo A BAO en dos tridngulos rectangulos. Haciendo uso del
coseno en uno de dichos triangulos, la longitud del lado viene dada por la expresién

L=2Rcos72", y por tanto L=3,33 cm. Haciendo uso del seno, a,=R sen72"=8-sen72’, la

a,

apotema mide 7,61 cm. El drea del poligono se obtiene a través de S=10- , que nos

da 126,71 cm’.

PROBLEMAS PROPUESTOS

Responde a las siguientes cuestiones:

a) Demuestra que la circunferencia circunscrita a un tridngulo rectangulo es tal que su
hipotenusa coincide con uno de sus diametros. Y, reciprocamente, si un
lado de un triangulo es tal que coincide con un didmetro de la
circunferencia circunscrita, entonces dicho tridngulo es rectangulo.

b) é¢Cuanto mide la mediana correspondiente a la hipotenusa de un A
tridngulo rectangulo, si sus catetos miden 3y 4 cm?

c) Consideremos la figura representada a la derecha en la que O es el
centro de la circunferencia, <(DCB)=130". Calcula el angulo x, la
longitud del arco menor y la cuerda determinados por los vértices D y B, si el radio de la
circunferencia mide 4 cm.

Con el cateto mayor de un tridngulo rectangulo como didmetro, se traza un semicirculo. Hallar

la longitud de la semicircunferencia, sabiendo que el otro cateto mide 30 cm y la cuerda que

une el vértice del dngulo recto con el punto de interseccidn de la hipotenusa y el semicirculo
mide 24 cm.
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Consideremos una circunferencia de 3 cm de radio. Denotemos por O su centro. Con centro

en un punto P de la misma, trazamos otra circunferencia con igual radio, que corta a la
considerada en los puntos denotados por A y B. Consideremos el arco determinado por
dichos puntos sobre la circunferencia de centro P que esté contenido en el circulo encerrado
por la circunferencia de centro en O. Ese arco divide al circulo con centro en O en dos
superficies. Calcula el area de la menor de ellas.

4 Construir un tridangulo A ABC tal que sus lados estén en la proporcion a:b:c=4:5:7,y el
radio de la circunferencia circunscrita al triangulo mida 5 cm.
5. Calcula el numero de diagonales, la longitud del lado, la apotema y el drea de un poligono
regular de 8 cm de radio, si cada uno de sus angulos internos mide 150°.
6, Responde a las siguientes cuestiones:
a) En un reloj analdgico unimos mediante sendos segmentos los puntos correspondiente a 1
y 5 hya8y4hrespectivamente. Averigua el angulo que formas dichos segmentos.
b) Si en dicho reloj unimos mediante segmentos los puntos correspondientes a 11, 8 y 4 h,
calcula la amplitud de los angulos internos del triangulo asi formado.
7. Un rombo de 150 m?> es tal que la proporcién entre sus diagonales es e: f=3:4. Calcula la
longitud de los lados, las diagonales y la altura de dicho rombo.
8. Encuentra una relacion para calcular el area de un n-agono regular en funcién del radio de la
circunferencia inscrita a dicho poligono.
SOLUCIONES
7,
a) Se demuestra con razonamientos analogos a los ejercicios resueltos
b) 2,5cm
20
c) 40% T em;
9
2 20mcem.
A 6Tr+%\/§cm.
4 a=%\/60m, b=207\r60m, c=4\6cm.
5. 54 diagonales, lado: 8\/2—\/§cm, apotema: 4w/2+\@cm, area: 192cm’.
60
a) 90°
b) 45° 60°y 75°.
7. lado: 12,5m, diagonales: 20my 15m, altura: 12m.
180’
8 n~R«tan( )
n
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[ema 24

eomelria metriea

en el egvaclo

CONCEPTOS BASICOS

L 2R JBR 2R 2R R JNR SR 2

Figuras bdsicas en el espacio: puntos, rectas, planos.
Posiciones relativas de puntos, rectas y planos.

Angulo formado por dos rectas, por dos planos o por una recta y un plano.
Elementos notables de un poliedro. Poliedros regulares. Desarrollo de los poliedros.
Secciones de un prisma recto o de una piramide mediante planos.

Cilindros y conos.
La esfera y sus secciones mediante planos (paralelos, meridianos, casquetes circulares).
Areas y volimenes de cuerpos en el espacio.

PROBLEMAS RESUELTOS

7. Se considera un prisma recto de base cuadrada ABCDEFGH tales que |4B|=5cm vy |AE|=8

cm. Calcula la distancia del punto B a la recta SF, siendo S el centro de la cara ABCD.

@\’ Solucidn:

/
7

H
I
|
I
I
I
I
I
—

D
VAN

A

En el dibujo de la izquierda se representa graficamente la
situacion descrita en el enunciado. El tridngulo A SBF es
recto en B ya que la arista BF es perpendicular a la cara
correspondiente a la base del prisma, por tanto es
perpendicular a cualquier recta contenida en el plano
gue contiene a dicha cara. La distancia del punto B a la
recta SF viene dada por la distancia entre dicho punto y
su proyeccion P sobre la recta. La longitud del
segmento PB es precisamente la altura del triangulo
rectangulo A SBF, considerando como base a la
hipotenusa SF.

Haciendo uso del Teorema de Euclides, BS*=PS-SF,

BF>=PF-SF Y BP>=pPS- PF. BF mide 8 cm ya que es
una de las aristas del ortoedro. La distanciade Ba Sesla

mitad de la longitud de la diagonal BD de la base ABCD del prisma recto, pero, haciendo uso del

139



4

P - 5 —
Teorema de Pitagoras, BD=15"+5°=5v2 cm, Y, consecuentemente, BS=§ V2 cem,y, en el
triangulo A SBF, la hipotenusa

o2
SF—8+2 3

Asi, sustituyendo en las expresiones que resultaron de aplicar el Teorema de Euclides,
obtenemos:

é\/E)2=§\/3_4 cm.

PS=%@ cm, PF=%\/371 chBP=%\/ﬁ cm.

40
Por lo tanto la distancia del punto B a la recta SF es 5—1\/1_7 cm.

Una pirdmide regular es tal que la suma de los angulos interiores del poligono de la base es

igual a 540° y las caras laterales son triangulos equilateros. Determina el volumen, el area
total, los dngulos que forman la base y la arista lateral, la base y la cara lateral y dos caras
laterales consecutivas de dicha pirdmide en funcidn de la longitud, a, del lado de la base.

Solucion:

v Teniendo en cuenta que la suma de los angulos internos
de un poligono convexo de n lados viene dada por la
expresion (n—2)180°, deducimos que la base es un
pentagono.

La altura, /2, de la piramide es la distancia del vértice a la
base y coincide con la longitud del segmento
determinado por dicho vértice y su proyeccion sobre la
base, dicha proyeccion es el centro S del pentagono.
Denotemos por A, B, C, D, Ey V a los vértices
de la pirdmide, siendo los cinco primeros los
correspondientes a la base. Sea M el punto medio de uno
de los lados del pentdagono, por ejemplo del 4B,
entonces el tridngulo A MSV es rectangulo, recto en S,
tal que el cateto MS es la apotema del pentagono.

E
El Angulo interno correspondiente

al vértice 4 del tridngulo rectdngulo A AMS mide 54°, por tanto la

, a 9 D
apotema a,=MS mide —-tan54". MVes la altura del triangulo

A
z >
V3 . iy M
A ABV, por tanto MV—Ta y, haciendo uso del Teorema de Pitagoras
B C

en el tridngulo AMSV , tenemos que h=SV=%V3—tan2540.

De todo lo anterior se deduce que el area de la base es

5 , .
Zaztan540,el area lateral es S%az, el area total es

5, 1% ’ A iZeg0
Z(\/?;—i-tan540)a2 y el volumen es Z—Ztan 54°\/3—tan>54°.

>

El angulo que forma la arista AV con la base coincide con el
angulo que forma AV con la recta que resulta de intersecar la base D
con un plano perpendicular a la misma y contenga a dicha arista.
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Ese angulo « es precisamente el dngulo interno correspondiente al vértice 4, en el tridngulo
h_1 [ 2.0 1

rectangulo A ASV , pero sencx=—=5\/3—tan2540, o<=ar<:sen(5\/3—tan2 540).
a

El angulo que forman dos caras laterales es precisamente el dngulo que forman las rectas que
resultan de intersecar dichas caras con un plano que sea perpendicular a las mismas.
Consideremos un plano con las caracteristicas descritas y que contenga al vértice 4. Ese plano
cortara a la arista BV en el punto medio N de la misma y pasara por el vértice C. El angulo
que forman las caras laterales ABVy BCVes precisamente el angulo internoy
correspondiente al vértice N del tridangulo isésceles A CNA.

Segln los cdlculos ya hechos, AN=NC=§a, y, aplicando el teorema del coseno en el

triangulo A ABC junto con las férmulas del dngulo mitad, tenemos: B B
; . y\_14C _1 o av3_2+3 0
AC=a21—cos108°=2asen 54’ sen|<|=—-——=—-2asen54 :——==_"sen 54
2] 2AN 2 2 3
de lo que se deduce que:

y=2arcsen ( # sen 540) .

La superficie de un tridngulo rectdngulo de lados 15, 20 y 25 cm respectivamente, gira

alrededor de un eje perpendicular a la hipotenusa que pasa por el vértice correspondiente al
menor angulo interno del mismo. Calcula el volumen del sélido que asi se describe.

Solucion:

| Haciendo uso del Teorema de Euclides, se tiene
que la altura del tridngulo respecto de la
hipotenusa y las proyecciones de los catetos
gue miden 15 y 25 cm son respectivamente 12,

9y 16 cm.

Si al volumen de un tronco de cono de radios 25

y 16 cm y altura 12 cm le restamos el volumen

de un cono de 16 cm de radio y 12 cm de altura,

obtenemos el volumen pedido.

Haciendo uso de la féormula para calcular el

volumen de un cono tenemos que el volumen del cono es 10247 cm?’. El volumen del

tronco de cono es 51241 c¢m’. Por tanto el volumen del sélido de revolucién es

4100 cm’.

Nota: El volumen del tronco de cono, cuyo eje pasa por los centros de las circunferencias que

determinan las bases, se puede obtener directamente por la expresién:

V=TrTh(r12+ Fortry

Siendo /4 la altura del tronco de conoy 7,y 7, los radios de las bases del tronco de cono.
Esta formula se obtiene completando el tronco de cono para obtener un cono, calculando la
altura de este ultimo haciendo uso del Teorema de Thales para tridngulos semejantes.

Se considera un cubo ABCDEFGH. Sean M y N los puntos medios de las aristas EH y GH
respectivamente. Averigua la longitud de los lados de la seccidn resultante de cortar el cubo
por el plano CMN y los volimenes de los cuerpos en los que queda dividido el cubo. Cada
una de las aristas del cubo mide 6 cm.
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Solucion:
Puesto que los puntos M, N y C estan en el plano secante,
los segmentos MN y NC también estan contenidos en el
\ plano secante y, respectivamente en las caras EFGH vy
DCGH. La recta paralela al segmento MN que pasa por el
\ punto C estd contenida en el plano secante ya que el punto
\ C pertenece al plano secante. Esa paralela corta a la arista
AD en un punto P. Puesto que el triangulo MHN tiene los
lados paralelos al triangulo PDC, estos dos triangulos han
[y - de ser semejantes. El tridangulo MHN es isésceles, por tanto
el tridangulo PDC también lo es, con lo que el punto P tiene
B gue coincidir con el punto A. La seccion ACMN producida
por el plano CMN en el cubo es un trapecio ya que tiene
cuatro lados y dos de ellos son paralelos.
El triangulo MHN es recto en H y sus catetos miden
respectivamente 3 cm, por tanto la hipotenusa, segun el
Teorema de Pitagoras, mide 3 /2 cm. El lado AC coincide con
la diagonal del cuadrado ABCD y por eso mide 6+/2 cm. El
lado NC coincide con la hipotenusa del tridngulo rectangulo
CGN, cuyos catetos miden respectivamente 3 y 6 cm, con lo
que el lado NC mide 3+/5 cm. Siguiendo un razonamiento
similar, obtenemos que el lado AM mide también 35 cm.
En consecuencia el trapecio ACMN es isésceles. A
El cubo ha quedado dividido en dos cuerpos y uno de ellos, el ACDMNH, es un tronco de
pirdmide de 6 cm de altura. Las rectas que contienen respectivamente a los segmentos AM y
BN cortan a la recta que contiene a la arista DH en un punto V. De esta forma construimos la
pirdmide que corresponde al tronco de piramide ABDMNH, cuya altura mide 6+ x cm.

. . L. 6_6+x
Teniendo en cuenta que los tridngulos VHN y VDB son semejantes, podemos escribir §= PR
de lo que se deduce que x=6 cm. El volumen del tronco de pirdmide coincide con la cantidad
gue resulta de restarle el volumen de la pirdmide MNHV del volumen de la pirdmide ABDV. Asi
obtenemos que el tronco de pirdmide tiene una capacidad de 63 cm:®. Si efectuamos 6°—63,

obtenemos el volumen del otro cuerpo en el que ha quedado dividido el cubo, esto es 153 cmi’.

Una torre con cupula esta formada por un cono truncado, cuyas bases miden 6 y 3 m

respectivamente y 4 m de altura. El casquete esférico que forma la cupula tiene un radio de 3
m y una altura de 1 m. Calcula su superficie.

Solucion:
Haciendo uso del Teorema de Pitagoras, tenemos que
R*=3*+(R—1)?, de donde se obtiene que el radio de la esfera
es R=5 m.Por tanto la superficie del casquete esférico es
S=2m-5-1=10m m’.
La generatriz, g, del tronco de cono, haciendo uso del Teorema
de Pitdgoras, es g=v3’+4’=5 m. Asi, la superficie del tronco
de cono es S=m-(3+6)-5=451 m’.
La suma de ambas superficies es 551 m’, que corresponde a la
superficie de la torre.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Una piramide triangular es tal la base es un triangulo equildtero de lado 8 cm y cada una de

las aristas laterales miden 15 cm. Calcula el volumen de la pirdmide, el angulo que forman las
aristas laterales con la base y el angulo que forman las caras laterales con la base.

De una superficie circular de radio 4 cm suprimimos un sector circular correspondiente a un

angulo central de 30° y construimos con ella un cono. Calcula las dimensiones del cono y el
angulo que forman los dos segmentos que resultan de cortar el cono mediante un plano
perpendicular a la base del mismo, que pase por el vértice del cono. Calcula el volumen del
cono.

Un trapecio recto de bases 40 y 30 cm respectivamente es tal que uno de los lados desiguales

forma 60° con la base mayor. Obtener el volumen del cuerpo resultante al hacer girar la
superficie encerrada por el mismo, alrededor de un eje que contiene a la base menor.

La arista AB y la altura de una piramide regular ABCDV de base cuadrada miden a unidades
cada una. Calcula la distancia del centro de |la base a cualquiera de las caras laterales de la
piramide.

Dado el volumen V de una piramide n-agonal regular en la que el lado de la base mide a

unidades, determinar el angulo que forma una arista lateral de la pirdmide con el plano de la
base.

Calcula el perimetro del poligono que se obtiene al seccionar el cubo ABCDEFGH, de arista 60

cm, mediante el plano MLD, siendo M el punto medio de la arista BF y L un punto de la arista
FG que dista 20 cm del vértice G. Calcula, ademas, el volumen de cada uno de los cuerpos en
los que queda dividido dicho cubo.
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SOLUCIONES

N

16 V611 cm™ arctan ( 6811), arctan(\/T)_
%cm, @cm, 2arcsen(%), 218—1\@01"3'
11 000 1T cm’.
B3,
3 %

24V 180° 180°
arctan .sen tan '

n~a3 n n

50+16V34+18V41 cm, 47400 cm®, 168600 cm®.
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[ema 25

[ ransformaciones peométlricas

en el plano

CONCEPTOS BASICOS

L 2R JBR JBR BN 4

Movimientos: giros, traslaciones, simetrias axiales y centrales.
Homotecias.

Semejanzas.

Criterios de semejanzas de tridngulos.

Criterios de congruencia de tridngulos.

PROBLEMAS RESUELTOS

\

Dada la siguiente figura, construir las figuras homoticas respecto a las homotecias dadas:

- . . 1
a) Centro en el vértice B y razon de la homotecia k=§

1
b) Centro en el vértice Ay razon de la homotecia k=—§

A

Solucion:
a) Una homotecia es una transformacidn geométrica que, a partir de un punto fijo,
multiplica todas las distancias por el mismo factor. En el primer apartado ese punto fijo es

el vértice B, y que la razén de la homotecia sea k=5 significa, que dado cualquier punto,

1 : . .
por ejemplo A: BA =5BA siendo A' el punto perteneciente a la homotecia:
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Be o C

. . 1
b) La razén de la homotecia es k=—5 respecto al punto A, por tanto el punto B se traslada

1
a otro B'respecto a A de manera que 4B =73 AB" y de modo anélogo con el punto C:

(o B'

2, La luz siempre toma el camino mads corto para viajar de un punto a otro. Usando esta idea

dibujar en qué punto de un espejo se reflejara un rayo que parte del punto A(1,1) para llegar
al punto B=(4,2) . Considera que el espejo esta situado en el eje X.

@ Solucion:

Se dibuja la simetria axial (simetria respecto a un eje) del punto (1,1) respecto al eje X, su
homodlogo serd el punto A' y posteriormente se traza una linea recta desde el punto A' hasta el
punto B. El punto C, en donde la recta corta al espejo, es el punto en donde se refleja el rayo y
el camino ACB es el camino mas corto para llegar desde A hasta B.

0.5

45

051 < Espejo

3. Dibujar un tridngulo homdélogo al dado en la figura respecto al eje e (simetria axial respecto a

ese eje) y después otro tridngulo homologo al dibujado pero respecto al eje f. éCudl es la
transformaciéon geométrica que hace pasar del tridangulo dado al dltimo?
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1

I,
—

Una simetria respecto a un eje transforma un punto A del plano en otro punto A' de manera
qgue el segmento AA' sea perpendicular al eje y la distancia que une al punto A con el eje es la
misma distancia que une al punto A' con dicho eje. Los puntos A y A' se llaman puntos
homdlogos y este tipo de simetria es lamada simetria axial.

m
m

1"

Podemos ver que cualquier segmento mide lo mismo que su simétrico y que este tipo de
simetria conserva las distancias. Los dngulos miden lo mismo que los simétricos.

Si comparamos el primer tridngulo con el Ultimo podemos comprobar que tenemos una
simetria respecto a un punto, en este caso sobre el punto en el que cortan los dos ejes, donde
se cumple que para un punto dado, por ejemplo C, los puntos C, C' y el punto respecto al que
se realiza la simetria (podemos llamarlo O) estan alineados y que la distancia desde Ca O es la
misma distancia que la de su homdlogo a O. Este tipo de simetria recibe el nombre de
simetria central.

Dos torres, una de 30 pasos y otra de 40, estan separadas 50 pasos. Entre las dos torres se
encuentra una fuente hacia la que van a beber dos pajaros que estan en lo alto de las torres.
Los dos pajaros (cada uno desde una torre diferente) descienden a la misma

velocidad y llegan al mismo tiempo. ¢A qué distancia de las torres se encuentra la fuente?

Solucion:
Si los dos pdjaros descienden a la misma velocidad y en el mismo tiempo entonces recorreran
la misma distancia. La trayectoria de los pdjaros es la hipotenusa de los triangulos rectangulos
gue se forman con la altura de cada una de las torres y la distancia desde las bases hasta la
fuente. Si llamamos x a la distancia entre la primera torre y la fuente, entonces la distancia
desde la fuente hasta la segunda torre sera 50 —x .
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/l

fuente

Aplicando el teorema de Pitdgoras, hipotenusa al cuadrado igual a la suma de los catetos al
cuadrado, e igualando las dos hipotenusas podemos obtener la distancia desde la base de las
torres hasta la fuente:
30° +x7=(50—x)*+ 40
900+ x*=2500—100x +x°+1600
100x=3200 — x=32 pasos
La fuente se encuentra a 32 pasos de la primera torre y a 18 pasos de la segunda.

5, Tenemos un triangulo rectangulo de lados 15, 20, y 25 cm. Si lo dibujamos colocando la

hipotenusa como base entonces podemos dibujar otros dos tridngulos rectangulos dentro del
primer tridngulo, trazando la altura. Escoger el tridngulo mas pequeiio de los dos y obtener
sus lados usando criterios de semejanza.

@ Solucion:

Los dos triangulos son semejantes ya que todos sus angulos son iguales, el que comparten, el
angulo recto y por lo tanto también el tercero. Los situamos en posicién de Tales para apreciar
sus lados semejantes:

Al ser lados proporcionales se cumple que:

i=£—>x=15.15=9
15 25 25
y_15 =L2()=12

20 25 77 25
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PROBLEMAS PROPUESTOS

7.

Dado el siguiente rombo, construir las figuras hométicas respecto a su vértice B:

a) CentroByrazénk=2.
b) Centro Byrazon k=-2.

C
Obtener los lados del segundo tridngulo rectangulo que se forma en el ejercicio 5.

Un roble tiene una sombra de 6,5 m a cierta hora del dia. En ese mismo instante, un cobertizo

gue se sitla a su lado y que tiene una altura de 2,8 m proyecta una sombra de 70 cm. ¢Cudl
es la altura del roble?
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SOLUCIONES

3

a) 12cm.
b) 16 cm.

26 m.

b) c'

AF
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[ema 26
Vectores e el plano

en el esvaco

CONCEPTOS BASICOS

Vectores. Operaciones. Representacion grafica.
Combinacién lineal. Independencia. Bases.
Producto escalar, vectorial y mixto.

PROBLEMAS RESUELTOS

Considerando a los vectores d y b de la siguiente figura como una base de V?, calcular en
funcidn de dicha base los siguientes vectores:
AC,CA, DB ,MA,MB, MC ,MD, MA+MB+ MC
B C

Solucion:
Dados dos vectores no nulos de diferente direccién, como los dados en el enunciado,
cualquier otro vector del plano puede ser escrito en funcién de los dos primeros.
Si tenemos un vector v podemos encontrar dos nimeros reales &k, y k, tal que:
V=k,d+k,b
A los numeros k, y k, se les denomina componentes del vector v en la base formada por los
vectores @ y by se escribe: V=(k, k)

Considerando la figura del problema y los vectores dados, por la regla del paralelogramo
podemos calcular todos los vectores facilmente en funcionde @ y b .

AC=4+D Por tanto los coeficientes de los vectores Zz’yg son las componentes del vector
AC en la base dada por los vectores G yb
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AC=(1,1)
CA=—AC=(-1,-1)
DB=b—7 ya que seria la suma del vector p y el vector —¢ , por tanto en esta base:

DB=(—1,1)
1\_[4=—l'5 L. _15 sus componentes seran: MA= ( l—l)
2 2 2 2
A_4§=—l"d+l b y sus componentes serdn _>=( 1 l)
2 2 2°2
1\_/15=l' 1 bysus componentes seran: MC= (l l)
2 2 272

Por ultimo la suma de los tres ultimos vectores serd la suma de sus componentes:

11 L, (1 1)\ (11
MA+MB+MC= ( > 2)+( 2,2)+(2,2)_( 2,2)

Las aristas del cubo de la siguiente figura miden 3 unidades. Calcular las coordenadas de

todos sus vectores que aparecen si unimos todos los puntos dados con el punto O y calcular
usando cdlculo vectorial el area del triangulo ACE.

Solucion:

Tenemos tres dimensiones en el espacio consideramos los ejes con origen en el punto O por
lo que tendremos las siguientes coordenadas para los vectores pedidos:

04=(3,0,0), 0B=(3,3,0), 0C=(0,3,0)

0D=(0,3,3), 0E=(0,0,3), OF =(3,0,3)

0G=(3,3,3)

Para calcular el drea del tridangulo ACE acudimos a la interpretacién geométrica del producto
vectorial, ya que si dos vectores son linealmente independientes, como es el caso de los
vectores AE y AC el paralelogramo construido sobre ellos tiene un area que coincide con el
modulo del producto vectorial de los dos vectores. El triangulo sombreado coincide con la
mitad de dicho paralelogramo, por tanto:

Area del triangulo: A=%|ZEX AC)|

Calculamos los vectores AE y AC :
AE=(0,0,3)-(3,0,0)=(-3,0,3),4C=(0,3,0)—(3,0,0)=(-3,3,0)
Y su producto vectorial sera:

=(-9,9,-9)

w W
w O~
S W

El médulo de el producto vectorial:

V(=9)*+(=9)+(—9)’=15,59
Por lo que el area del tridngulo sera la mitad de este mddulo, medido en unidades al
cuadrado: Area del tridngulo ACE = 7,795 u?
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3

Calcular el valor de a y b para que el vector (a, b, 1) sea perpendicular a los vectores (3,2,0)
y (2,1,—1) al mismo tiempo.

Solucion:
El producto vectorial de dos vectores es otro vector simultdneamente perpendicular a ambos,

por lo tanto calculamos dicho producto vectorial y posteriormente lo comparamos con el
dado en el anunciado:

Para que el vector (a,b, 1) tenga la misma direccién que el obtenido mediante el producto
vectorial debe cumplir:

-2_3_-1

a b 1
Por tanto a=2y b=-3 ; y el vector buscado es (2,—3,1)

Los vectores de la siguiente figura zi y v forman una base ortonormal. Calcular el producto

escalar de los vectores X e 7, escribiendo sus coordenadas en funcién de la base dada y
calcular el angulo que forman entre ellos.

L
x|
\

Solucion:

Por definicién una base ortonormal es aquella formada por dos vectores perpendiculares
entre si y cuyo maédulo es la unidad, por tanto las coordenadas de los vectores X e 7 seran:
-%:(3’1);?:(_1,2)

El producto escalar de los vectores dados sera:

X-y=(3,1)(-1,2)=3-(—-1)+1-2=—1
Para calcular el angulo que forman los vectores X e ¥ usamos la definicidn de producto escalar
que se iguala al producto de sus mddulos por el coseno del angulo formado entre los
vectores:

X - y=|3]{y]-cos(X-7)

siendo el coseno del dngulo formado por los vectores X e el menor de los angulos existente
entre ellos.

oo (3,1)-(—1,2) -1

Ry T RE

Usando la funcién inversa del coseno, el angulo formado por los vectores X e 7 es de 98°.

Dados los puntos 4=(1,0,4), B=(3,0,1), C=(2,0,0) y D(0,4,0) estudiar sin representarlos
si son o no coplanarios.

Solucion:
Cuatro puntos son coplanarios cuando pertenecen a un mismo plano. Esto se cumple si tres
de los vectores formados entre ellos son linealmente dependientes, por lo que el rango de la
matriz formada por dichos vectores debe ser menor que 3.
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rg[ZE,ZE’,ZE]<3
En caso contrario los vectores seran linealmente independientes.
Calculamos los vectores a partir de los puntos dados:
AB=(3,0,1)—(1,0,4)=(2,0,-3)
AC=(2,0,0)—(1,0,4)=(1,0, —4)
AD=(0,4,0)—(1,0,4)=(—1,4,—4)
Para calcular el rango de la matriz, colocamos los vectores en tres columnas y hallamos su
determinante. Si se iguala a O el rango de la matriz es menos que 3, pero en caso contrario
serd igual a 3:

2 1 -1
0 0 4
—3 —4 —4

Por la regla de Sarrus podemos obtener el determinante obteniendo:

det(AB, AC, AD)=0+0—12—(—32)=20
Como el resultado es distinto de cero los vectores son linealmente independientes por ser su
rango igual a 3, por lo que los puntos no pueden ser coplanarios.

Calcular un vector perpendicular a los vectores i=(3,2,0) y v=(0,2,1) a la vez y que tenga
modulo 1.

Solucion:

Calculando el producto vectorial de los dos vectores obtendremos una perpendicular a
ambos:

uxv=(2,-3,6)
Pero este vector no es unitario ya que su mdédulo no es la unidad. Si lo dividimos entre su
moddulo obtendremos un vector con la misma direccidon y sentido pero con médulo 1.
Llamamos al vector obtenido W

|w|=V2 4+ (=3)+6°=7
El vector unitario sera:

—

w—

2. 36
7, 77

PROBLEMAS PROPUESTOS

Dados los puntos A=(—2,—2), B=(3,4),C=(8—1) . Calcular el punto D de manera que los
puntos ABCD formen un paralelogramo.

2, Calcular a y b para que los puntos 4=(2,—1,0), B=(3,0,1)y C=(a,b+1,2) estén alineados.
3. Dados los vectores #i=(1,4,—8),v=(1,—1,0)y w=(1,2,3) . Calcular:

a) (dxv)(vxw)

b) |[al],|9 x|

SOLUCIONES

7. (3,-7)
2 a=4;b=0
3 a) 33

b) 9,33
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[ema 27
welria analitica en

CONCEPTOS BASICOS

L 2R JER ZBR BN 4

Puntos y rectas.

Ecuaciones de la recta.

Posicion relativa de dos rectas. Paralelismo y perpendicularidad.
Distancias entre dos puntos, dos rectas y de un punto a una recta.
Angulo entre dos rectas.

PROBLEMAS RESUELTOS

Dados los puntos 4=(—1,2)y B=(2,3), calcula:

a) Ladistancia entre los puntos Ay B.

b) Larecta r que pasa por esos dos puntos en todas las formas posibles.
c) Larecta que es perpendicular a  y pasa por el punto C=(2,-2).

d) La distancia del punto Calarectar.

Solucién:
a) La distancia entre dos puntos 4 y B es igual al médulo del vector que une A y B, es decir,
el médulo del vector 4B . Entonces AB=0B—04=(2,3)—(—1,2)=(3,1) ; el médulo de
este vector es | 4B|=13"+1*=4/10y por lo tanto la distancia pedida entre Ay B es 10 u .

Nota: Se podria haber calculado con el vector BA pero el resultado es el mismo ya que la distancia es igual
medirla desde 4 hasta B que desde B hasta A4 .

b) Para calcular las ecuaciones de una recta necesitamos un punto y un vector director de
esa recta. En nuestro caso vamos a utilizar el punto 4=(—1,2)(se podria hacer
igualmente con el punto B) y el vector director v:ZE:(3,1) calculado en el apartado
anterior.

Entonces las ecuaciones de la recta en sus diferentes formas son:
Vectorial: r:(x,y)=(—1,2)+k(3,1), k€R

x=—1+3k reR

=2+k

x+1_y=2

371

General o implicita: (eliminamos denominadores multiplicando por 3, y después pasamos

todos los términos al primer miembro) 7: x+1=3(y—2)e x—3y+7=0

7

Explicita: (despejamos y de la ecuacidn anterior) riy=§+§

Paramétricas: (separamos las dos coordenadas) 7:

Continua: (despejamos el pardmetro k e igualamos) r:
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Punto-pendiente: (escribiendo la ecuacién en la forma y—b=m(x—a)siendoayb las
coordenadas de un punto de la recta), en nuestro caso tomando el punto A=(—1,2).
Entonces la ecuacidn de la resta es:

r:y—2=%(x+1)

c) Los coeficientes de la ecuacidn general de una recta r coinciden con las coordenadas de
un vector perpendicular a dicha recta, por lo tanto dicho vector serd el vector director de
una recta r ' perpendicular a la recta 7 . En nuestro ejemplo dicho vector perpendicular a
res p=(1,—3) y ademas es el vector director a la recta 7 ' pedida.

Entonces el vector v=(3,1)es un vector
perpendicular a 7 ' que tendra la forma:

r':3x+y+d=0
Sustituyendo el punto C=(2,—2) en r' podemos
calcular el parametro d :

3-2-24+d=0=d=—4

La ecuacién de la recta pedida es:

r':3x+y—4=0

d) Para calcular la distancia desde un punto P=(a,b) SHEN LN E T
unarectar: Ax+By+C=0 :
Sabemos que:

d(P,r)

9]

_|Aa+Bb+C]|
VA + B
Asi no tenemos mas que sustituir el punto C'y la recta  en la ecuacion y operar:
se.n=BR A s 30,
U 1P4(=37 V10 2

Calcula el valor del pardmetro m para que la distancia desde el punto P=(1,2)a la recta
rimx+2y—2=0seaigualay2 u.

Solucion:
Tenemos que utilizar la ecuacién de la distancia entre un punto y una recta, pero ahora
sabiendo que el resultado tiene es | 2 . Entonces:
m+2-2-2 m+2
d(P,r)=| |72, 52 |=e‘| 2 | :
o vm +2 vm +4
Sabiendo que la distancia es | 2 tendriamos la ecuacion:

+2 =
Am*2 _ 3
yvm +4
Elevando al cuadrado los dos miembros desarrollando:
2
(mzﬂ=2©m2+4m+4=2m2+8®m2—4m+4=0
m-+4

Resolvemos ahora la ecuaciéon de 22 grado:
= 4701616 _4_
2 2

2

La Unica solucion es m=2 .
Si sustituimos ese valor podemos comprobar que el resultado es correcto.
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Halla el punto de corte de larecta r: x—2y+4=0 con la recta que es perpendicular a ella que
pasa por el punto P=(1,-2) .

Solucion:
La recta perpendicular a r tiene laformar':2x+y+d =0.
Sustituyendo el punto P=(1,—2)en la ecuacién obtenemos el pardametrod:
2-2+d=0=d=0.
Entonces la recta perpendiculares r ":2x+y=0.
Para calcular el punto de corte de las dos rectas resolvemos el sistema de dos ecuaciones con
dos incdégnitas que forman las rectas, es decir, resolvemos el sistema:

x—2y+4=0
2x+y=0
. . x—2y+4=0
Multiplicamos la segunda ecuacién por 2 4x+2y=0

Y sumando ambas ecuaciones obtenemos:
4
S5x=—4ox =—§

Para calcular y despejamos en cualquiera de las dos
ecuaciones y sustituimos el valor de x calculado, por
ejemplo de la segunda ecuacion:

4 8
=-2xopy=—2| ——| oy=—
y y ( 5) y 3
Por lo tanto punto de corte de las dos rectas es:

4 8
C=l ——, -
=54
Calcula el punto simétrico de 4=(0,7) respecto de la recta 7:3x—5y+1=0.

Solucion:
Para resolver este ejercicio, primero calculamos la ecuacién de la recta s perpendicular a r
gue pasa por el punto 4 . Después calculamos el punto de corte C entre las dos rectas, y para
finalizar teniendo en cuanta que el punto C es el punto medio del segmento que une 4 con
su simétrico, podemos calcular las coordenadas de B .
La ecuacidn de la recta perpendicular tiene la forma
§:5x+3y+d=0.
Sustituimos el punto 4 en esta ecuacion para calcular
el parametro d :
5043 7+d=0=d=-21
Entonces la ecuacidn de la recta perpendicular es:
§:5x+3y—21=0
El punto de corte de las dos rectas lo obtenemos
resolviendo el sistema
3x—=5y+1=0
S5x+3y—21=0
La solucién es x=3,y=2y el punto de corte es:
C=(3,2).

Calculamos ahora el vector AC :
AC=0C—-04=(3,2)—(0,7)=(3,-5) .
AB=2-AC=2-(3,-5)=(6,—10).
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Ya podemos obtener las coordenadas del punto simétrico, para ello utilizamos la definicidn
del vector que une dos puntos: AB=0B—0A y las coordenadas seran:
OB=AB+0A4=(6,—10)+(0,7)=(6,—3)=B=(6,—-3)

El vértice 4 de un paralelogramo ABCD est4 en el punto (3,—4). Dos de sus lados estan
x=2_y—2
371
ecuaciones de las rectas que contienen los otros dos lados y el coseno del angulo que forman

las dos rectas que pasan por el punto A.

contenidos en las rectas de ecuacionesr:2x+3y—7=0ys: Halla las

Solucion:

Sustituyendo en las ecuaciones de las rectas » y s podemos comprobar que el punto 4 no
pertenece a ninguna de las dos rectas.
Obtenemos la recta s en forma general multiplicando
por 3: e

s:x=3y+4=0. e
Las rectas que pasan por 4 que contienen los otros t ~
dos lados del paralelogramo tienen que ser paralelas .
rys,lasllamaremostyt’.
La recta ¢ tiene la forma

t:2x+3y+d=0
Obtenemos el pardmetro d sustituyendo el punto 4
en la ecuacionde ¢ :

2-34+3-(—4)+d=0=d=6
Porlotanto¢:2x+3 y+6=0.
La ecuacion de la rectat’se calcula de la misma—
manera, pero al ser paralela a s tiene la forma:
t":x=3y+d=0
Sustituyendo, igual que antes, las coordenadas del punto 4 tendremos la ecuacion de ¢ ':
3—-3(—4)+d=0=d=-15

Entoncest':x—3y—15=0.

Para calcular el angulo podemos utilizar los vectores directores o los vectores perpendiculares
de las dos rectas.
Utilizamos, por ejemplo, los vectores perpendiculares:

n=(2,3)yn'=(1,-3).
Calculamos el médulo de los dos vectores:

=1 224+3%={13 y |7'|=) 12+(=3)*=/10

Ahora necesitamos el producto escalar de los dos vectores:

an'=2-143-(-3)=-7
Y para finalizar obtenemos el coseno del dngulo que es:
anl -7 7
AllA| (13410 V130

COSxX=
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Escribe, de todas las formas posible, las ecuaciones de la recta que pasa por el punto
A=(—1,3) y es paralela al vector v=(—3,4) .

. . Jx=3-2A . iy
Calcula la distancia de la rectar:|” —_2 A€Ral punto de interseccién de las rectas

§:2x+3y—1=0yt:x+y+2=0.

x+1
b

perpendiculares y que 7 pasa por el punto P=(—1,2) .

Dadas las rectasr:ax—2y+7=0ys: =% , obtén ay b sabiendo que las rectas son

Determina la posiciéon relativa de los siguientes pares de rectas. En caso de ser secantes,
calcula el punto de corte y si son paralelas calcula la distancia entre las rectas.

a) r:x,y)=(2,—1)+k(1,-1) keR, s:—x+y+5=0.

b) r:5x—y+7=0,s:—10x+2y—14=0

r:iz=y—_2, s:—x+5y+12=0

) 5 1

_2

Obtén la ecuacidn punto-pendiente de la recta paralelaa r:(x,y)=(2,5)+k ke€eR

1

que pasa por el punto 4=(1,—2).
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SOLUCIONES

[N

Vectorial: (x, y)=(—1,3)+k(—-3,4) k€eR

Paramétricas: {© 1=3k rer

y=3+4k
) x+1_y-3
Continua: 3 ——4
General: 4 x+3 y—5=0
4 5
f~1 . -_—_— +_
Explicita: y 3 X 3
d=45u
a=3,b=-3.
Soluciones:

a) Secantes (perpendiculares), el punto de corte es P=(3,—2).

b) Coincidentes.

c) Paralelas. Distancia: d =

[\]
()
S

y+2=—%(x—1)
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[ema 28
comelria analitica

en el esvaco

CONCEPTOS BASICOS

* 6 6 o

Puntos y vector director de una recta.

Ecuaciones vectorial, paramétricas y continua de una recta.
Ecuaciones vectorial, paramétricas y general de un plano.
Posiciones relativas de rectas, de planos y de rectas y planos.

PROBLEMAS RESUELTOS

Estudia la posicidn relativa de las rectas:

x=1-3t
X _y—3_z )
—==3 s: y=3_|_2tcont€IR
z=t
Solucion:
Ponemos la recta r en paramétricas:
X=—2A
r:l y=3+5 con A€R
z=3A

Ahora vemos si tienen o no puntos en comun igualando ambas rectas y discutiendo el sistema
de tres ecuaciones con dos incdgnitas resultante por el teorema de Rouche.
1-3t=-2A —3t+2A=-1
34+2t=3+5A>{ 2t—5A=0 CONAER
t=3A t—3A=0
Las matrices A de los coeficientes y A* ampliada con los términos independientes son:
-3 2 -3 2 -1

*

A= 2 -5|, A=l 2 -5 0
1 -3 1 -3 0
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El rango de A es dos ya que al menos un menor de orden 2 en A es no nulo, por ejemplo:

3 2,
2 -5
para ver cudl es el rango de A*resolvemos su determinante:
-3 2 -1
2 -5 0|=1#0
1 -3 0

Luego el rango de la matriz ampliada es 3. Segun el teorema de Rouche como los rangos son
distintos el sistema es incompatible y por lo tanto las rectas no tienen puntos en comun, y o
se cruzan o son paralelas. Como sus vectores directores son linealmente independientes (no
son combinacién lineal) entonces no son paralelos y las rectas se cruzan.

Se puede hacer el problema razonando en términos de vectores solamente, cogiendo un
punto, A, de la recta r y un punto, B, de la recta s y calculando el vector AB . Se ve que los
vectores directores de ambas rectasry s, \7=(—2,5,3) delarectary W = (-3,2,1) de la recta
s, ho son combinacidn lineal y por lo tanto no son paralelos, esto significa que las rectas ni
son paralelas ni coincidentes como antes hemos dicho. Ahora, si las rectas se cortan deben
estar en un mismo plano y los vectores AB,V y W seran linealmente dependientes y si las
rectas se cruzan dichos vectores seran linealmente independientes.

Escogemos los puntos dados en las rectas, 4(0,3,1)y B(1,3,0), entonces 4B=(1,0,0) .
Podemos comprobar si los vectores AB,V y W son linealmente dependientes o independientes
de varias formas, una de ellas es poniéndolos en un determinante (como filas o como columnasy
en el orden que queramos) y resolviéndolo, si sale distinto de cero son independientes. Se ve que
sale el ultimo determinante resuelto.

En definitiva las rectas r y s se cortan.

Calcula una ecuacién continua de la recta dada de la forma:

3x+2y—3z+2=0
4x—2y+z2—6=0

Solucion:
Si el anterior sistema es una recta debe ser un sistema compatible indeterminado, lo
resolvemos por Cramer pasando cualquiera de las incégnitas al otro miembro
3x+2y=—2+3z

4x—2y=6—1z
Ahora despejamos x e y por Cramer en funcidn de z que pasa a ser un pardmetro (z =)
a=(3 2 |sjal=—14
4 -2
—2+3A 2
6—A —2| 4-6A—12+2A —-8—-4A 4 2
X= = = =—+=-A
—14 —14 —14 7 7
3 —2+3A
4 6-A | 18-3A+8-12A _26-15A _—13 15
y= = = = +—A con A€R
—14 —14 —14 7 14
z=A
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Es decir, las ecuaciones paramétricas de la recta son:

y= —13+£A con A€lR
7 14

z=A

Ahora sélo debemos de despejar el parametro A e igualar.
B
7 7

15
14

2
7
O también:

Ix—4_14y+26 _
2 15

Estudia la posicion relativa de los siguientes planos:
2x—y+4z+5=0
4x—2y+8z—3=0

Solucion:
Estudiamos el sistema por Rouche escribiendo primero las matrices de los coeficientes y

2 -1 4 2 -1 4 5
JAX
4 -2 8 4 -2 8 -3

El rango de la matriz A es 1 ya que todos los menores de orden dos que podemos encontrar
en ella son nulos (es decir las dos filas que forman la matriz son combinacién lineal). El rango
de la matriz A" es 2 ya que al menos podemos encontrar un menor de orden 2 no nulo en
dicha matriz (es decir las filas que la forman no son combinacion lineal):

4 5
8 -3
Por lo tanto se cumple que los rangos de Ay A" son distintos y el sistema es incompatible, lo
cual significa que los planos no tienen puntos en comun y son paralelos.

ampliada p =

#0

Escribe la ecuacion general o cartesiana del plano que contiene a larectar:x =y =z y al punto
4(0,2,3)

Solucion:

<i
°

Necesitamos dos vectores del plano no paralelos, uno de ellos puede ser el vector director de
la recta, el otro lo podemos obtener calculando un punto de la recta y restdandolo con el
punto A. Con estos dos vectores y el punto A obtenemos las ecuaciones paramétricas.

El vector director de la recta es V(1,1,1) y un punto de la recta es el (0,0,0) .

Entonces el vector (0,2,3) es un vector del plano.
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Las ecuaciones paramétricas del plano son:

X=A
y=A+2u A, HER
z=A+3u
La ecuacién general del plano la obtenemos al resolver el siguiente determinante:
x 1 0
y 1 2|=0=>x—-3y+2z=0
z 1 3

PROBLEMAS PROPUESTOS

7. Dados los puntos 4(1,3,5), B(—2,4,1), halla las coordenadas del punto C, perteneciente
al plano OXY, de formaque 4, By C estén alineados.
2, Halla la ecuacioén de la recta que pasa por el punto (1,2,3) y es paralela a la recta
2x+3y—z=1
x—y+z=4
3. Hallala ecuacién del plano que pasa por el punto (1,—1,2) y contiene a la recta
X+y—2z=2
x—3y+z=1
4 Estudia la posicidn relativa de las siguientes parejas de rectas:
Xx—y+z=0
a) 2x+y=3
x—2y+z=0
X—2y—z=3
2x+y=-5
4x—z=-10
b)
2y—z=—7
2x—3y=8
SOLUCIONES
-11 1
7. C - _71 0
4 4
x—1 -2 z—3
2. = y =
2 -3 =5
3, Elplano buscadoes: 11x—13y —4z—16=0
4

27 2

3 3
a) Las rectas se cortan en un punto de coordenadas ( 0,——)

b) Las rectas se cruzan.
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[ema 29
Froblemas métricos en ef

lano 4 en el espacio

CONCEPTOS BASICOS

* 6 6 o

Producto escalar, vectorial y mixto.
Angulos entre elementos del espacio.
Distancias en el espacio.

Vector normal de un plano.

PROBLEMAS RESUELTOS

x—1 +2 z
Calcula el dngulo que forman la recta r :_—1=VT=I y el plano I1:4x+5y+z+2=0
Solucion:

El angulo entre la recta y el plano es 90° menos el angulo que forman el vector director de la
recta y el vector normal del plano:
v=(-1,3,1),i=(4,5,1)
Teniendo en cuenta la definicion de producto escalar y su expresion analitica podemos
calcular el angulo entre recta y plano.
vi=(-13,1)(451)=—4+15+1=12|_ 12 ..,
v-7=|¥||71]-cos e=111V42 cos o V1142

Luego el dngulo entre la recta y el plano es 90° - 56° = 34°,

Calcula la distancia del punto P(3,—2,4) al plano IT:3x+6y+ z+6=0.

Solucion:

Calculamos la ecuacion de la recta, 7, perpendicular al plano II y que pasa por el punto P.
El vector normal del plano es un vector director de esta recta.
El vector normal del plano es 71=(3,6,1) y por lo tanto las ecuaciones paramétricas de la recta son:
x=3+3A
Fiy=—246A conA€R

z=44+A
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Ahora calculamos Q, el punto de corte de la recta ry el plano II . Para ello sustituimos las
ecuaciones parametricas de la recta 7 en el plano I1 :

3(3+3A)+6(—2+62\)+(4+A)+6=0:46A+7=O:A=R

El punto de corte lo calculamos sustituyendo este valor de A en la recta

0= 117 134 177
46 46 " 46
La distancia pedida es el mddulo del vector @3

2 2 2
(21 42 7 (21 (a2\ (7 7
p=(2L 42 T\, g=iop|=[ 2] +[ 22 4+ L) =
0 (46’46’46):>d |OP] \/(46) (46) (46) 746

7
La distancia entre el punto Py el plano II es E u

2x—y+2z=-3

Calcula la distancia del punto P(6,—3,4) a la recta Fi[ 3x=y+z=4

Solucion:
Lo primero que vamos a hacer es poner la recta en paramétricas y para ello resolvemos el
sistema compatible indeterminado por Cramer.
2x—y=-3-2z
3x—y=4-z
Si z=A . Entonces tenemos el sistema:
[2x— y=—3-22

3x—y=4-A
3 -1 3 -1

—3-2A -1

4—A -1
x=————T————=3+2A+4—A=7+A

2 —3-2A

3 4-A
y=———7f———=8—2A+9+6A=17+4A con A€R

z=A
La distancia entre el punto Py la recta r es la distancia entre Py O, en donde Q es el punto
de corte de la rectary la perpendicular a dicha recta que pasa por P. Como el punto QO
pertenece a la recta r sus coordenadas son de la forma:
O(7+A,174+42,A)
Y por lo tanto el vector FQ es:
PO=(1+A20+4A,—4+A) .
El vector director de la rectary el vector FQ deben ser perpendiculares y asi su producto
escalar debe ser nulo.
POV, =(14+A,20+4A,—4+21)-(1,4,1)=0=>1+A+80+16 A—4+A=0

—77 . . .
Luego ?\=1—8 y la distancia pedida es:

_Di=([1-77
d—IPQI—\/(l i

2
+

2
20308

;-
o +_4_77)_\/28.386~
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4 Calcula el 4rea del triangulo definido por los vectores (4,—1,3)y (—5,3,1)

@' Solucion:

Como sabemos, el drea de un tridngulo es la mitad del mddulo del producto vectorial de los
vectores que definen el triangulo.

i
C=(4,-1,3)x(-53,1)=| 4 —

k
3|=—101-19]j+7k=(-10,-19,7)
-5 1

W = -

Luego el drea, S, del triangulo es: g=1=!1=
2 2

€1 _1(4.-1,3)x(~5,3,1)| _ V510 .
2

PROBLEMAS PROPUESTOS

7. Calcula el dngulo formado por los planos II :x+y—3z=1yIl,:2x-3 y+2z=2
Z, Halla la ecuacién de la recta proyeccidon de la recta r: 2x—=3y+z=1 sobre el plano
x—y+3z=—4
I1:2x—y+3z+5=0
+1_y_z-2

[

Calcula la distancia del punto P(1,2,3) ala recta x_2 n 2

4 Calcula el 4rea y el volumen del tetraedro determinado por los puntos 4(0,0,0) , B(0,a,a),
C(a,0,a)y D(a,a,0).
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SOLUCIONES

A S N N

El dngulo formado por los planos I,y I, es 59,2°
13x—=16y—11=0
19x+48z+91=0

La distancia entre la recta » y punto P 3 unidades

3
. =y a 3
El dreaes 2v/3a> u® yvolumen es % u

La proyeccion es:
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[ema 30

Conicas

CONCEPTOS BASICOS

¢ Concepto de lugar geométrico.
¢ Lacircunferencia.
¢ Laelipse.
¢ La hipérbola.
¢ Laparabola.

PROBLEMAS RESUELTOS
7, Calcula la ecuacion de la circunferencia que tiene por centro el punto (4, 0) y radio 5, calcula

también las ecuaciones de las rectas tangentes a dicha circunferencia en los puntos de abscisa 2.

Solucion:
La ecuacidn de una circunferencia de centro (a, b) y radio R es: (x —a)* + (y — b)* = R%.
Sélo tenemos que sustituir las coordenadas del centro y el radio y obtenemos la ecuacién de
la circunferencia: (x — 4)* + y* = 25.
Las rectas tangentes se pueden calcular de varias formas.

Calculamos los puntos de tangencia, estos deben cumplir con la ecuacion de la circunferencia,
sustituyendo x = 2 en la misma obtenemos que y = ++/21, es decir, los puntos de tangencia

son (Z,M) y(2,—\/£),

Nos fijamos en el punto situado en el semiplano superior, la recta que pasa por el centro y el
punto de tangencia (la que contiene al radio) debe ser perpendicular a la recta tangente a la
circunferencia en dicho punto.

—21
El vector director de esta recta debe ser: v=(4,0)—(2,v21)=(2,—21) ,entonces m = \/T
y por lo tanto la pendiente de la recta tangente debe ser:
_—1_ 2
m V21

Y ya soélo tenemos que escribir la ecuacién punto pendiente de la recta
y V2 \/— )
La recta tangente del semiplano inferior se caIcuIa del mismo modo y queda:

(y+21)= J_ -2)
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(Otro modo de hacerlo es utilizando la interpretacion geométrica de la derivada: “la derivada
de la funcién y= \/(25—()(—4)2) debe ser la pendiente de la recta tangente a dicha funcién en
el punto de abscisa 2“)

Halla los elementos de las siguientes elipses:
2 2
XY o1 3lty’=121
25 10
Solucion:

Simplemente tenemos que comparar con la ecuaciéon de la elipse y utilizar las relaciones entre
los elementos:
(X—XO)ZJr (Y=o
a’ b’
en donde (xo, Yo) es el centro de la elipse, a es el semieje mayor y b es el semieje menor.
Sabemos que se cumple que a’> = b? + ¢, en donde c es la distancia del foco al centro o

=1

- . C .
semidistancia focal y e=— es la excentricidad.
a

Evidentemente la primera elipse estd centrada en el origen (0, 0), su semieje mayoresa=5y
su semieje menores b = \/E Por lo tanto las coordenadas de los vértices sobre el eje mayor
son A’(—5,0),A(5,0),y sobre el eje menor: B'=(0,—+/10), B(0,V10) . La semidistancia focal
esc= \/25—10=\/E luego las coordenadas de los focos son F’(—\/E,O), F(\E,O) y por

V15

ultimo la excentricidad es e=T

Transformamos la segunda elipse para poder compararla con la ecuacién general
2 2 2 2
XS AP S A
121 121 ( 11 )2 11°

V3

11
Esta elipse también esta centrada en el punto (0, 0), sus semiejessona=11y b=ﬁ y por lo

tanto las coordenadas de sus vertices son:

, 11 J[—11
A(0,11), A’(0,—11), B(—,O), B(—,O)

V3 V3
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Observamos que el semieje mayor de la elipse es paralelo al eje Y

a2=b2+c2:>c=\/(121—%)=11\/§

Luego las coordenadas de los focos son:

o) e

Y la excentricidad es:

Halla los semiejes real e imaginario de la hipérbola, centrada en el origen, que pasa por el
punto P(2, -6) y cuyo foco es F(3, 0)

Solucion:
y . (x=%,)"  (y=y,) g
Sabemos que la ecuacién de la hipérbola es —— —=1y la relacidn entre sus
a b
elementos es c’=a’+b’
22 (_6)2 2

Sustituimos y obtenemos las ecuaciones: — — 0’ =1ly9=a’+b
a

4b% - 36a’ = a’b?,
4(9-2a%)-36a’=a*(9-23a%,
36 -4a’-36a’-9a’+a*=0,
a*—49a’+36=0
a’=t
L, 40xV49'-436_ 49412257 _49+47,5 _[1=48,25
2 2 2 t=0,75

Si t = a’ = 48,25 observamos que b no existe
b=v9-0,75=2,9, (es una hipérbola cuyo eje real es el eje y ya que b > a). Luego los
semiejessona=0,87yb=2,9.

Halla el foco, la directriz y el vértice de la parabola de ecuacién:

Solucion:
La ecuacion de una parabola céncava con directriz horizontal, cuyo vértice es el origen de

1
coordenadas es y=2—px2 (en donde p es la distancia entre el foco y la directriz) y por lo tanto

1
la ecuacién de una parabola cuyo vértice es el punto (a, b) es (y—b)=2—p(x—a)2.

Desarrollando esta ecuacidon obtenemos:

2
a

y—b=i(x2+az—2x):>y=ix2—3x+—+b
2p 2p P 2p

gue es la ecuacién general de una parabola.
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La comparamos con la ecuacion de la parabola dada en el enunciado:

1

—=—>=p=3

6 2p

1

—=—>3=—1

3

25 1

—=—+b=>b=4

6

Luego el vértice es el punto V(-1, 4)

Como la distancia entre el vértice y la directriz es 5 ésta, estara por debajo del vértice a una

distancia de 3 Y su ecuacion debe ser, légicamente,y =4 - 3. > .

2

3
El foco debe estar por encima del vértice (en la recta x = -1) a una distancia de E también y

3 11
por lo tanto su coordenada y es y=4+5=? . Es decir, el foco es el punto F de coordenadas

|

11
—1,==

al

Foco e

Vértice

5
Directriz y=3
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PROBLEMAS PROPUESTOS

7.

3

4

Encuentra la ecuacidn del lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan del punto

(1, 3) y de la recta y = 2. Halla las ecuaciones de las rectas tangentes y normal en el punto de
abscisa x = 5.

Halla la semidistancia focal, los semiejes, la excentricidad y las asintotas de las siguientes

hipérbolas:
2 2
a) X _ Y _
36 64
b) 4x2—y2=4

Calcula la ecuacién de la circunferencia cuyo radio vale 3, pasa por el punto (2, 4) y su centro
estd en la bisectriz del primer cuadrante.
Halla el eje, el foco, la directriz y el vértice de la pardbolay = x* + 2x — 15.
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SOLUCIONES

1 19
El lugar geométrico es la parabola V=E X —x+3 , la recta tangente es: y=4x—7 , larecta

-1 47

normales y=—Xx+—.
4 4
_ _ _ _ 4

a) a—6,b—8,c—10,e—5/3,y=i§x

b) a=1,b=2,c=5e=15,y=+2x

. ] N
[ 6-+/14 ] [ 6-+/14
X— +y—

2

-k

63
El eje es x = -1, vértice (-1, -16), foco (—1,—7) , directriz y=T .
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[ema 37
Combinalorra

CONCEPTOS BASICOS

* 6 6 6 0 00

Numeros factoriales y combinatorios. El triangulo de Tartaglia.
Ecuaciones combinatorias. El binomio de Newton.
Combinatoria. Técnicas basicas de recuento.

Variaciones. Variaciones con repeticion.

Permutaciones. Permutaciones con repeticion.
Combinaciones.

Resolucién de problemas de recuento.

PROBLEMAS RESUELTOS

Desarrolla el siguiente binomio de Newton: (2x—3y)’.

Solucion:
La formula del binomio de Newton es:
(a+b)”=( ’S) a"+( ”) a”‘lb+( g) a"_2b2+...+( n

1 n—

) ab"“+( ”) b
1 n

Para ello lo primero es identificar los términos del binomio y a continuacion se sustituyen los
valores correspondientes y se desarrolla el binomio, que en nuestro ejemplo son
a=2x,b=-3y,n=5 (es importante fijarse en el signo de los términos ya que debemos
incluirlo), y a partir de aqui desarrollamos la ecuacién; los nimeros combinatorios que
aparecen se calculan directamente con la definicidn o con el triangulo de Tartaglia, y son:

FEEEIEER Rk

Finalmente desarrollamos el binomio:

253y =( ) 2xPo (3 2n) '3+ 32 (3o 2w (357

+(i)(2x)(—3 y)4+(§)(—3 P20 +5 24 (=3 1)+ 1025 X2 (=32 P +10- 2% x> (=3) ¥ +

+5-2x-(=3) "y 4 (=3) -y’ =32-x"—240-x" y +720-x*- >~ 1080- x> y*+810-x- y*—243- )’

Resuelve los siguientes ejercicios:
8- (n+1)!

a) Simplifica la siguiente expresion: ol-(n—1)

b) Obtén la solucidn de la siguiente ecuacién combinatoria: V', ,=20-V
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&

3.

&

Solucion:
a) Para simplificar una expresiéon de este tipo se desarrollan los factoriales segin su

definicidn y se simplifican los términos comunes. En este caso:

8-(n+1)! _8-7-6!-(n+1)n(n—1)

6!(n—1) 6!-(n—1)!
Al desarrollar todos los factores de la fraccién vemos que en el numerador y en el
denominador aparecen los términos comunes 6! y(n—1)! que podemos simplificar, de
este modo, obtenemos 8-7-(n+1)-n=56-(n"+n) , que es la solucion.

b) Para resolver una ecuacidon combinatoria, lo primero que hacemos es sustituir los
términos por sus desarrollos en factoriales segun la formula que le corresponda, después
se simplifican los factoriales, se resuelve la ecuacidén resultante y para finalizar se
comprueban las soluciones.

En nuestro ejercicio:
x! x!
(x—4)!_20 (x—2)!
Simplificamos el factor x!y multiplicando por (x—4)!(x—2)!, tenemos entonces:
(x—=2)=20-(x—4)!
Desarrollando el factorial del 22 miembro para simplificarlo:
(x=2)(x=3)-(x—4)1=20(x—4)!=(x—2)(x—3)=20= x’—5x—14=0

Resolvemos la ecuacién de 22 grado:

541 (=5)—4-(—14) _5+|81 _5+9

B 2 T2 2

Cuyas soluciones son x;,=7yx,=—2, de éstas x,=—2 no es vélida por ser un nimero

negativo. Si sustituimos el valor x;=7 en la ecuacién podemos comprobar que es solucién

de la ecuacién original.

Vx’4=20-Vx,2@

X

En el coche de una familia caben sus 5 miembros. ¢{De cuantas formas pueden ocupar las

cinco plazas si todos tienen carné de conducir? ¢De cudntas formas podrian ocupar las plazas
si s6lo dos de ellos tuvieran carnet?

Solucion:
Tenemos un coche de 5 plazas en la que se van a sentar 5 personas. Como todas ellas tienen
carnet de conducir, todas pueden sentarse en el asiento del piloto. Por lo tanto en la primera
pregunta es claramente un caso de permutaciones de 5 elementos, es decir:
N=P,=5!=5-43-2-1=120
El coche se puede ocupar de 120 formas distintas.

Para la segunda pregunta vemos que, de las 5 personas que viajan en el coche, solamente 2

pueden ser pilotos, entonces para el asiento del piloto hay dos opciones, para los otros 4

asientos tenemos otras 4 personas que no importa donde se sienten, es decir, para los otros 4

asientos es una permutacion de 4 elementos. Entonces el resultado final es:
N=2-P,=2-41=2-4-3-2-1=48

Si sélo dos tienen carnet de conducir el coche se puede ocupar de 48 formas distantas.
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4

¢Cudntas palabras de 5 letras (con o sin sentido) pueden formarse con las letras de la palabra
DESTINO? ¢ Cuantas empiezan por vocal? ¢ Cuantas terminan en SE?

La palabra DESTINO tiene siete letras distintas. Para la primera pregunta tenemos que
seleccionar 5 letras de entre las siete letras distintas. Debemos tener en cuenta el orden ya
gue al cambiar la posicidn de las letras la palabra formada es distinta.

Entonces lo que tenemos son variaciones sin repeticion de 7 elementos tomados de 5 en 5:

|
N=V7’5=%=7-6-5-4-3=2520

Se pueden formar 2520 palabras distintas de cinco letras con las letras de la palabra DESTINO.

En la segunda pregunta vemos que las palabras deben comenzar por vocal, es decir, para la
primera letra tenemos 3 opciones que son las vocales E, | y O, para el resto de las 4 letras que
nos faltan podemos poner cualquiera de las 6 letras que faltan una vez que hemos colocado
una vocal al principio. Entonces para el resto de las letras tenemos variaciones sin repeticion

de 6 elementos tomados de 4 en 4, es decir, que el niUmero total es:

!
N=3-V6,4=4-%=4-6-5-4-3=144O
Se pueden formar 1440 palabras distintas que empiezan por vocal de cinco letras con las

letras de la palabra DESTINO.

Por ultimo, tenemos que en la tercera pregunta las palabras deben terminar en SE, es decir,
gue estas posiciones estan fijas. Entonces para las 3 primeras posiciones nos quedan 5 letras,

es decir, que la solucion son variaciones sin repeticion de 5 elementos tomados de 3 en 3:

!
N=V,=2=543=60
Se pueden formar 60 palabras distintas de cinco letras que terminan en SE con las letras de la
palabra DESTINO.

A un concurso literario se presentan 20 personas. Si esta previsto conceder tres premios a tres

participantes distintos: ¢De cuantas formas distintas pueden elegirse a los premiados si los
tres premios son diferentes? ¢Y si los tres premios son iguales?

Solucion:

Lo primero que debemos tener en cuenta es que no puede haber repeticién ya que se
entregan los tres premios a tres participantes distintos.

En la primera pregunta los tres premios son distintos, es decir, que importa el orden; entonces

en este caso la solucion serdn variaciones sin repeticion de 20 elementos tomados de 3 en 3:

20! _
N=V 50,="177=20119-18=6840

Se pueden conceder los tres premios de 6840 formas distintas si los premios son diferentes.

Para la segunda pregunta los tres premios son iguales, esto significa que no importa el orden
de los premiados ya que reciben el mismo regalo, entonces en este caso seran combinaciones
sin repeticidon de 20 elementos tomados de 3 en 3:
! .19.
M= Cpym 20 201018
Se pueden conceder los tres premios de 1440 formas distintas si los premios son iguales.

=1440
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PROBLEMAS PROPUESTOS

7. Desarrolla el siguiente binomio de Newton: (3—x)’.
. Resuelve los siguientes ejercicios:
n!-(n+1)!
a) Simplifica la siguiente expresion: 75 .
((n—=1)!)
b) Obtén la solucidn de la siguiente ecuacién combinatoria: ( xl—l) =2'( ;C)
3. En una clase hay 14 chicas y 10 chicos. Queremos seleccionar un jurado para un premio en la
escuela formado por 5 alumnos.
a) ¢De cuantas formas podemos seleccionar el jurado?.
b) ¢De cuantas formas podemos seleccionarlo si debemos escoger 2 chicas y 3 chicos?
4 Un entrenador de un equipo de baloncesto tiene que escoger un equipo en el que juegan 1
base, 2 aleros y 2 pivots. En la plantilla tiene un total de 3 bases, 5 aleros y 4 pivots. ¢ Cuantos
equipos distintos puede seleccionar?
5. Conlos digitos 1, 2, 3,4,y 5:
a) ¢Cuantos numeros de 5 cifras, sin repeticion , se pueden formar?
b) ¢Cudntos son pares?
c) ¢Cuantos son multiplos de 57?.
d) ¢Cuantos empiezan en 1y terminan en 4?
SOLUCIONES
7. —x’+15-x"=90-x’ +270-x*— 405-x + 243
2
a) n’(n+1)
b) x=7
3
a) 42504
b) 10920
4 180
5,
a) 120
b) 48
c) 24
d) 6
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[ema 32
Probabitidad

CONCEPTOS BASICOS

L 2R JBR ZBR R 4

Experimentos aleatorios. Espacio muestral. Sucesos.

Definicion clasica de probabilidad. Regla de Laplace.

Definicion frecuentista de probabilidad. Ley de los grandes niumeros.
Sucesos dependientes e independientes.

Probabilidad condicionada.

PROBLEMAS RESUELTOS

Describe dos espacios muestrales (uno discreto y otro continuo) de dos experimentos
aleatorios y describe dos sucesos de cada uno de ellos.

Solucion:
Experimento aleatorio discreto. Se lanzan dos dados distintos. El espacio muestral esta

formado por todos los posibles resultados que se pueden obtener en el experimento. Como
los dados son distintos, no es lo mismo obtener un 1 en el primer dado y un 2 en el segundo
gue obtener un 2 en el primer dado y un 1 en el segundo. Cada dado tiene seis caras, en total
hay 6 -6 =36 posibles resultados. Por tanto el espacio muestral del experimentoes {11,12,1
3,14,15,16, 21,22, 23,..,65,66}

Experimento aleatorio continuo. Tiempo de espera en la parada para coger el autobus, si el
autobus pasa cada 20 minutos. Los posibles resultados del experimento son cualquier tiempo
desde el tiempo O (llego justo cuando el autobus sale de la parada) al tiempo 20 minutos
(llego justo cuando el autobus estd saliendo de la parada) Si expresamos el tiempo en

segundos los elementos del espacio muestral son todos los nimeros reales del intervalo
10,1200 ]

El 20% de los habitantes de una gran ciudad han votado al partido politico B. Se seleccionan
tres personas al azar. Calcular razonadamente:

a) La probabilidad de que los tres hayan votado al partido B

b) La probabilidad de que ninguno haya votado al partido B

c) La probabilidad de que sélo uno de los tres haya votado al partido B

Nota: El numero de habitantes del pueblo es tan grande que después de seleccionar a uno, dos o tres
habitantes se tiene que el 20% de los no seleccionado han votado al partido B.
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Solucion:

Llamemos B al suceso “una persona ha votado al partido B”.
Del enunciado se deduce que P(B)=0,2

a) De la nota se deduce que la probabilidad de que tres personas distintas voten al partido B
es independiente luego P(BBB)=P(B)-P(B)-P(B)=0,2-0,2-0,2=0,008
Luego la probabilidad de que los tres hayan votado al partido B es 0,008.

b) El suceso “una persona no ha votado B” es el suceso complementario del suceso B luego
P(B)=1-P(B)=1-0,2=0,8.
Por tanto P(BBB)=P(B)-P(B)-P(B)=0,8-0,8-0,8=0,512
Luego la probabilidad de que ninguno haya votado por el partido B es 0,512.

c) Sea Cel suceso “Solo una persona ha votado por al partido B”. El suceso C esta formado
por tres sucesos elementales:

© La primera persona ha votado al partido By las otras dos no.

© Lasegunda persona ha votado al partido B y las otras dos no.

o Latercera persona ha votado al partido B y las otras dos no.
Es deci,r C=BBBUBBBUB B B . Como los tres sucesos elementales son disjuntos entonces
P(C)=P(BBB)+P(BBB)+P(BBB)=0,2-0,8:0,8+0,8-0,2:0,8+0,8-0,8-0,2=0,384
Luego la probabilidad de que sdlo uno haya votado por el partido B es 0,384.

Una encuesta revela que el 35 % de los habitantes de una ciudad oye la emisora A, el 28% oye

la emisora By el 10% oye ambas emisoras. Se elige al azar uno de estos ciudadanos. Calcula
las siguientes probabilidades:

a) Que escuche alguna de esas emisoras

b) Que no escuche ninguna de ellas

c) Que escuche la emisora A sabiendo la persona no escucha la emisora B

d) Que escuche la emisora A sabiendo la persona escucha la emisora B

e) Que escuche sélo una de las dos emisoras

Solucion:

Llamemos A al suceso “una persona escucha la emisora A”y B al suceso “una persona escucha
la emisora B”.
Recopilemos toda la informacién del enunciado en una tabla de doble entrada.

A A
10% 28%

35%

Como sélo escuchan la emisora A el 28%, entonces el 72% no escuchan la emisora A.

Si del 28 % de las personas que escuchan la emisora B, el 10% también escucha la emisora A,
entonces hay un 18% de personas que escuchan la emisora B y no escucha la emisora A.

Y con razonamientos andlogos se completa la tabla de quedando de la siguiente manera:
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b)

d)

A A
10% 18% 28%
25% 47% 72%
35% 65% 100%

El suceso “una persona escucha alguna de las dos emisoras” es el suceso AU B, ya que

son las personas que estan en el suceso A o en el suceso B.
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(AnB)=2- 128 10 _ 33 _; 3
100 100 100 100

Luego la probabilidad de que una persona escuche alguna de las dos emisoras es 0,53.

El suceso “una persona no es escucha ninguna de las dos emisoras” es el suceso

complementario el suceso AU B, ya que son las personas que no escuchan alguna de las

dos emisoras. Luego la probabilidad pedida en este apartado es
P(AUB)=1-P(AUB)=1-0,53=0,47

La probabilidad de que una persona no escuche ninguna de las dos emisoras es 0,47

El suceso “una persona escucha la emisora A sabiendo que no escucha la emisora B” es el

25
N 100 _25
suceso Az . P(A|z)= ED(B)) 8 =73 =0,347.
100

Luego la probabilidad de que una persona escuche la emisora A sabiendo que no escucha
la emisora B es 0,347.

El suceso “una persona escucha la emisora A sabiendo que escucha la emisora B” es el
P(ANB
PU0B)_10_ 45,

P(B) 28
Luego la probabilidad de que una persona escuche la emisora A sabiendo que escucha la
emisora B es 0,357.

suceso A . P(4|,)=

El suceso “una persona sélo escucha una de las dos emisoras” es el suceso interseccion
AN B, ya que son las personas que estdn en el suceso A y en el suceso B al mismo
tiempo.

P(ANB)=P((ANB)U(AN B))=P(ANB)+P(ANB)= 12—050+%—o 8
En este caso no tenemos que restar la probabilidad de la interseccidon porque los sucesos
son disjuntos (ANB)N(ANB)=4 .
Luego la probabilidad de que una persona escuche sélo una de las dos emisoras es 0,43

En un instituto se ofertan tres modalidades de estudios excluyentes, A,B y C. Los alumnos

tienen que elegir entre estudiar francés o inglés. La modalidad A es elegida por el 50% de los
alumnos, la B por un 30% y la C por un 20%.

También se conoce que han elegido inglés el 80% de los alumnos de la modalidad A, el 90% de
la modalidad By el 75% de la modalidad C, habiendo elegido francés el resto de los alumnos.

a)
b)

¢Que porcentaje de estudiantes del instituto ha elegido francés?
Si se elige al azar un estudiante de francés, éCual es la probabilidad de que haya elegido la
modalidad A?
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Solucion:

Llamemos A al suceso “el alumno ha elegido la modalidad A”, De forma andloga definimos los
sucesos By C. Llamamos / al suceso “el alumno ha elegido estudiar inglés”, andlogamente se
define el suceso F. Del enunciado sabemos que:

P(4)=0,5 P(I],)=0,8 P(F|,)=02
P(B)=0,3 P(I];)=0,9 Como I=F entonces P(F|;)=0,1
P(C)=02 P(I|.)=0,75 P(F|.)=025

a) Los sucesos A, B y C son un recubrimiento disjunto del espacio muestral, es decir,
AUBUC=Qy ANB=8 BNC=0 y ANC=/ luego podemos aplicar el teorema de

la probabilidad total para calcular la probabilidad del suceso F.
P(F)=P(A)-P(F|,)+P(B)-P(F|,)+P(C)-P(F|.)=0,5-0,2+0,3-0,1+0,2-0,25=0,18
Estudian francés en el instituto el 18% de los alumnos.

b) Hay que calcular la probabilidad del sucesoA|F.ApIicando el teorema de Bayes
P(F|,)-P(4)_0,2-05

P(F) 0,18
estudie francés haya elegido la modalidad A es 0,3

P(A|,)= =0,5 . Luego, la probabilidad de que un alumno que

A un cumpleaiios asisten 23 personas, ¢Cudl es la probabilidad de que haya al menos dos
personas en esa fiesta que cumplan afios el mismo dia?

Solucion:
Llamemos A al suceso “hay al menos dos personas en la fiesta que cumplen afios el mismo
dia”. El suceso complementario de A es “Que todos en la fiesta cumplan afos en dias
distintos”.
En este problema resulta mucho mas sencillo calcular los casos favorables de A4 que los de A.
Los casos posibles son todas las formas de elegir 23 dias entre los 365 dias del afio. Se puede
repetir el dia elegido e importa el orden ya que cada uno de los 23 asistente a la fiesta es una
persona distinta. Por lo tanto, son variaciones con repeticion de 365 dias tomados de 23 en
23.

VRyg5,,=365"

Para contar los casos favorables de 4 estamos ante el mismo problema que el de los casos
posibles solo que ahora no puede haber repeticiones, luego son variaciones sin repeticion de
365 dias tomados de 23 en 23.

365!
Vsg525=365364-363-...-(365—23+1)=365-364-363 ...-(343)= T =
Entonces tenemos que
p(d)=365-364-363-...(343) _364-363-..(343) _ 10

3657 365%
Y por tanto P(A4)=1—P(A)=~0,507 . Es decir, la probabilidad de que al menos dos personas

cumplan afios el mismo dia es algo mayor del 50%
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PROBLEMAS PROPUESTOS

7.

2,

Se selecciona un numero natural entre 70 y 345, ¢ Cual es la probabilidad de que contenga al
menos un 1?

Se lanza un dado trucado. La probabilidad de obtener un 6 es 0,4 y la de obtener cualquiera
de los otros niumeros es equiprobable. Calcular:

a) La probabilidad de obtener un nimero par

b) La probabilidad de obtener un 2, sabiendo que se ha obtenido un ndmero par

c) La probabilidad de obtener un 3, sabiendo que se ha obtenido un numero impar

En una bolsa que contiene 8 bolas blancas y 5 rojas se extraen simultdneamente tres bolas.
Hallar la probabilidad de que:

a) Al menos una de las bolas extraidas sea roja

b) Dos bolas sean blancas y una roja

c) Dos bolas sean rojas y una blanca

El 65% de los alumnos de una clase estudia francés, el 40% estudia inglés y el 15% es estudia
los dos idiomas. Se elige al azar un estudiante. Calcular la probabilidad de que:

a) No estudie francés ni inglés

b) Estudie francés y no inglés

c) Que estudie francés, si se sabe que estudia inglés

d) No estudie inglés, si se sabe que no estudia francés
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SOLUCIONES

N

0,64
0,1875
0,3

0,8042
0,4895
0,2797

0,1
0,5
0,375
0,286
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[ema 33
Letadietica

CONCEPTOS BASICOS

& Objetivos de la estadistica.

¢ Poblacién, muestra, tamafio de la muestra.

¢ Variable estadistica y sus tipos (cualitativas, cuantitativas discretas y cuantitativas continuas).
Rango de una variable estadistica.

¢ Frecuencia absoluta, frecuencia relativa y frecuencia acumulada. Distribucion de frecuencias.

¢ Agrupacion de datos en clases. Marca de clase.

& Representaciones graficas mas usadas en estadistica (diagramas de barras, pictogramas,
poligonos de frecuencias, diagrama de sectores e histogramas).

¢ Medidas de centralizacion (media aritmética, media ponderada, media geométrica, media
armonica, media cuadratica, moda, mediana).

¢ Medidas de dispersidon (rango o recorrido, desviacidon de cada dato respecto de la media,
desviacion media, desviacion tipica, varianza, coeficiente de variacién de Pearson).

¢ Variables estadisticas bidimensionales. Coeficiente de correlacidon de Pearson.

PROBLEMAS RESUELTOS
7, Se eligi6 aleatoriamente una muestra de diez familias de una aldea y se apunté el nimero de

hijos por familia:

N2 de hijos : x; 2 | 3 5 6 | 8|9
Ne de familias: n; | 2 1 3 2 1 1

a) Representa los datos mediante un diagrama de barras y mediante un poligono de frecuencias.

b) Calcula las medidas de centralizacidon: media aritmética, moda y mediana.

c) Calcula la desviacion media, la varianza, la desviacidn tipica y el coeficiente de variacién
de Pearson.

d) ¢Qué porcentaje de familias pertenecen al intervalo (Xx—0,x+0), siendo X la media
aritméticay o la desviacion tipica?

a) Como sabemos, la estadistica es la parte de las

analizarlos, interpretarlos y de extraer conclusiones

matematicas que se ocupa de organizar los datos ‘|~ — — T "~
obtenidos en una observacion, representarlos, , o }
de elementos de los cuales se han extraido los datos. ! y ]: !

. -, . 1t - —f— =
gue permitan hacer previsiones acerca del conjunto 1
3

2
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b)

Por supuesto, el estadista no extrae datos de toda la poblacidn, sino que, de acuerdo a unos
criterios, selecciona a unos pocos miembros de la misma y sobre este pequefio conjunto,
llamado muestra, hace las observaciones oportunas. En el caso que se nos presenta los
elementos de la muestra son 10 familias, por lo que el tamafio, N, de la muestra es 10, y
el fendmeno observado, que recibe el nombre de variable estadistica, es “nimero de hijos”.
Cada uno de los diferentes datos se representa por X;, correspondiendo x al nombre de la
variable y el subindice es un ordinal que nos indica la posicién del dato entre los diferentes
valores de la variable; en nuestro caso, los subindices pueden tomar los valores 1, 2, 3, 4, 5
0 6 ya que tenemos 6 valores diferentes. Esta variable estadistica es cuantitativa ya que las
observaciones proceden de una medida que se puede representar numéricamente y, como
el conjunto de valores posibles es un subconjunto del conjunto de los nimeros enteros,
podemos afirmar que es una variable discreta.

En este ejercicio ya nos estan dando los
resultados organizados en una tabla, en la que en
la primera fila se incluyen los seis datos
diferentes, x,, x,, X3, X,, XsyXs, y en la
segunda se nos indica la frecuencia absoluta, 7;,
esto es, el numero de elementos de la muestra | I i

gue corresponden al valor x;, de la variable. ; ; ) ) > :
Una primera informacion del fendmeno observado se obtiene a través de la
representacion grafica de los resultados obtenidos. Para este tipo de variables se
considera o6ptimo el diagrama de barras o el poligono de frecuencias. El primero se
obtiene senalando sobre un eje horizontal los datos y, con base en los mismos, se trazan
segmentos verticales con longitudes proporcionales a las frecuencias absolutas de los
datos sefalados.

Otra representacion es el llamado poligono de frecuencias. Para su trazado, se
representan los datos en un eje horizontal, sobre un eje vertical se marcan las frecuencias
absolutas, se sefialan los puntos cuyas coordenadas son (x;,7,) y cada pareja de puntos
consecutivos se unen mediante sendos segmentos, obteniéndose asi una linea poligonal.
En la siguiente tabla se reflejan todos los calculos necesarios para averiguar las distintas
medidas de centralizacion y de dispersién:

X \mg | xeng ) NLONT x=3 | g=xn | |y -3 x =3[,
22 4 | 2 10| 310 6,20 9,61 19,22
31 3 | 3 8 | 210 2,10 4,41 4,41
513 15| 6 7 | 010 0,30 0,01 0,03
6|2 12| 8 4 | 09 1,80 0,81 1,62
81, 8 | 9 | 2 | 29% 2,90 8,41 8,41
91, 9 | 10| 1 | 39 390 | 1521 | 1521
> 10| 51 17,20 48,90

Con el simbolo 2 indicamos el resultado de la suma de los nimeros contenidos en la
columna correspondiente.

Las medidas o parametros estadisticos son valores que nos dan informacion sobre el

comportamiento de la muestra y se clasifican en tres grupos: las medidas de

centralizacién, las medidas de dispersidn y las de posicidn. Las primeras son numeros que,

en cierta medida dan valores centrales o medios de los datos ya que tienden a situarse en

el centro del conjunto de datos observados; las mas usadas son la media aritmética, X, la
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c)

moda, M,y la mediana, M,. Las medidas de centralizacién nos informan acerca del
valor en torno al cual se sittan los datos.

La media aritmética viene dada por la suma de todos los valores de la variable, distintos o
no, correspondientes a la muestra, dividida por el tamafio de la muestra:

2% '_ﬂ_
N 10
Este numero nos indica que cada familia tendria aproximadamente 5 hijos, si éstos se
pudieran distribuir homogéneamente entre las familias. En numerosos casos, la media
aritmética no se considera como parametro representativo de la muestra ya que se ve
muy afectada por la presencia de datos extremos, es decir, que estén muy alejados de la
masa principal de datos.
La moda es el dato de mayor frecuencia, el que mas se repite, en nuestro ejemplo, la
moda es Unica y vale 5.
Si colocamos los datos ordenados de menor a mayor, repetidos tantas veces como indique
su frecuencia absoluta, la mediana es el dato que ocupa el lugar central. Para averiguar
cdal es dicho dato, calculamos la frecuencia acumulada ascendente N,ly la frecuencia
acumulada descendente N,T, que corresponden a los distintos datos si los ordenamos
de mayor a menor. El dltimo x, de tal sucesién ocupa el lugar N,!, el dltimo x, ocupa el
lugar N,l,y asi sucesivamente. Si ordenamos los datos de mayor a menor N¢T nos
indica el lugar que ocupa el ultimo x4 en la sucesion, NT nos indica la posicion del
ultimo X5 y asi sucesivamente.
Como el tamano de la muestra es N =10, los datos centrales estan en la quinta y sexta
posicidn, pero, al observar los valores de las distintas frecuencias acumuladas, vemos que
dichas posiciones estan ocupadas por el cinco, asi la mediana es M ,=5.

5,1

x=

Las medidas de dispersidn nos permiten establecer lo disperso que estan entre si los datos
observados. Las medidas mas comunes son el rango o recorrido, la desviacidon de cada
dato respecto de la media, la desviacion media, la varianza, la desviacién tipica y el
coeficiente de variacion de Pearson.

* Elrango o recorrido es la diferencia entre el mayor y el menor valor de la variable. Este
parametro nos da una idea de la amplitud del conjunto de datos, pero estd muy
influenciado por los valores extremos. El rango de la variable en estudio, y de acuerdo
a la muestra elegida, es 9—2=7.

* La desviacion de cada dato respecto de la media aritmética, |X,~—)_C , es la diferencia,
en valor absoluto, que hay entre cada dato y la media. Sus valores estan reflejados en
la tabla anterior.

* La desviacién media, 9, es la media aritmética de las desviaciones de cada dato
respecto de la media, nos da el promedio en que los datos se separan de la media:

k

Z |xi_76"”i

d,== =120 5.
N 10

Cuanto mayor es la desviacion media, los datos estan mas dispersos o menos
concentrados alrededor de la media. Viene medida en las mismas unidades que la
variable, esto es en numero de hijos. No se considera una buena medida de dispersién
ya que presenta graves inconvenientes a la hora de hacer inferencia a la poblacion.

* Lla varianza , (o°), es la media de los cuadrados de las desviaciones de cada dato
respecto de la media aritmética. Es util porque sus propiedades matematicas son mas
faciles de utilizar. El inconveniente de este pardmetro de dispersidn es que no se mide
en las mismas unidades que los datos observados. Teniendo en cuenta la tabla anterior,
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Z‘xi_x‘ n;
2 _iml

' 48,90
N ~ 10

* La desviacidn tipica, (o), es la media cuadratica de las desviaciones de cada dato
respecto de la media y coincide con la raiz cuadrada de la varianza. Segun los calculos
hechos, azz\/?sz:z,zl, Este numero nos informa también de la dispersién
de los datos respecto de la media aritmética y estd expresada en las mismas unidades
que la variable, por otra parte tiene la propiedad de que al menos el 75% de las
observaciones estan en el intervalo (Xx—20,X+20).
Cuanto mayor sea la varianza o la desviacion tipica, los datos estaran mas dispersos o
alejados de la media.

o =4.,89.

o_489
x 5,1
por eso es un buen parametro a tener en cuenta a la hora de comparar el grado de
dispersion de dos muestras distintas.

Si calculamos Xx—oy X+0, el intervalo (x—o,x+0)=(2,89,7,31). Observando la
tabla de valores de la variable para la muestra elegida, tenemos que los Unicos que
pertenecen a dicho intervalo son el 3, el 5 y el 6, que tienen respectivamente las
frecuencias absolutas 1, 3 y 2, es decir, a dicho intervalo pertenecen 6 familias que
corresponden a un 60% de los elementos de la muestra.

* El coeficiente de variacién de Pearson, es CV =0,96. Es adimensional y

2, Se desea hacer un estudio del tipo de pacientes que acuden a la consulta de un logopeda a lo
largo de un mes, mirando los expedientes médicos se obtuvo los siguientes resultados:

Edad 2 3 4 5 6 7 11 12 13
N2 de personas | 3 5 5 4 6 1 1 2 3

Se pide:
a) Distribuir los datos en 4 intervalos y representarlos mediante un histograma.
b) Calcular las marcas de clase, la media aritmética, la moda, la mediana y la desviacidn tipica.

@ Solucion:

a) Los datos se suelen agrupar en intervalos o clases en los casos en los que la variable es
continua o el tamano de la muestra es grande. Estos suelen ser semiabiertos por la
derecha, [ L., , L; ), siendo L,_, el extremo inferior del intervalo y L; el extremo superior
del mismo, de tal manera que el extremo inferior de cada clase coincide con el extremo
superior de la clase siguiente. Por comodidad se suelen representar por L,_,—L,. Para
poder hacer los calculos de los distintos parametros estadisticos, se sustituyen los X, que
aparecen en las férmulas por lo que se conoce como marca de clase y que corresponde al

i—l+Li

2

15, de tal manera que cada clase contenga al menos 5 datos. Su cantidad se puede

establecer segln la Regla de Sturges o bien por la de Norcliffe. Es aconsejable que todos

los intervalos tengan la misma amplitud y han de ser tales que las marcas de clase
correspondan a numeros simples.

Por supuesto, al agrupar los datos de esta manera, se simplifican los calculos pero se

pierde informaciéon sobre todo porque a partir del momento en que se hace la

clasificacion, sélo se tiene en cuenta el nimero de datos que incluye cada clase y no el
como estan distribuidos dentro de la misma.

A cada clase se le asigna como frecuencia absoluta la suma de las frecuencias absolutas

de los datos que pertenecen a dicho intervalo.
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b)

En este ejemplo, el rango de los valores correspondientes a la variable es 13 — 2 = 11.
Como queremos dividir la muestra en 4 clases, efectuamos la divisién 11:4, que nos da
2,75 que, por comodidad, redondeamos a tres. Por tanto las clases consideradas seran
1,5-4,5, 45-17,5, 7,5-10,5 10,5—13,5. En resumen, a la variable en estudio, de
acuerdo con la muestra considerada, corresponde la siguiente distribucidn en intervalos:
La representacion mas usada para el caso

en el que los datos estén agrupados en i
intervalos es el histograma: sobre un eje
horizontal se representan los intervalos e{---f---—----d-—----o-o}-—-
de clase vy, con base en dichos intervalos,
se trazan rectangulos cuya altura es »
proporcional a la frecuencia absoluta de
la clase.

L
LA

1.5 45 7.5 105 1

En la siguiente tabla reflejamos los datos clasificados, con sus correspondiente marcas de
clase y frecuencias, ademas incluimos en ella los valores necesarios para calcular los
distintos parametros estadisticos.

L—L,, | x, n,| N1 | xn |x,—X]| |x,—x|n, |xi_x|2 |xi_7f‘2'”i
15-45 | 3 |13 13 | 39 2,90 37,70 8,41 109,33
45-75 | 6 11| 24 | 66 0,10 1,10 0,01 0,11
75-105| 9 | 0 | 24 0 3,10 0,00 9,61 0,00
105-13,5 12 6 | 30 | 72 6,10 36,60 37,21 223,26
D 30 177 75,40 332,70

Las media aritmética y la desviacién tipica se calculan como
en el ejemplo anterior, tomando las marcas de clase como
valores de la variable. De esta forma obtenemos que
x=590y 0=3,33.
La clase modal es el intervalo 1,5 — 4,5 ya que es la de mayor
frecuencia absoluta y no tiene por qué ser Unica. A veces es
necesario asociar a dicha clase un valor concreto como
representante de la misma, este nimero es el que se obtiene de la expresién:
Mo=L_+ %D‘:w
i-1 i+1
siendo L;_, el extremo inferior de la clase modal, ¢; la amplitud de la clase modal, ;_,
la diferencia de la frecuencia absoluta de la clase modal con la de la clase anteriory 4.,
la diferencia de la frecuencia absoluta de la clase modal con la de la siguiente. El nUmero
gue se obtiene a través de la férmula es la abscisa del punto de corte de los segmentos
qgue unen los vértices de la clase modal con vértices de las clases anterior y posterior a la
misma en la forma que se indica en la figura.
Sabemos que la mediana es el dato que ocupa el lugar central y se encuentra en la clase
cuya frecuencia absoluta acumulada excede a la mitad del nimero de datos.
La mitad del nimero de datos es 15, que corresponde a la clase L, ,—L,=4,5—7,5. Sj
suponemos que los datos de dicha clase han sido distribuidos homogéneamente, su valor

. i} ¢ [HN H . .
viene dado por Me= L, + —+ DE_ n,--ID, siendo 7;la frecuencia absoluta de la clase
ni

gue contiene la mediana y #,_, la frecuencia de la clase anterior a la que contiene a la
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mediana, asi M ,=5,05. Si, en el histograma, trazamos una semirrecta vertical con origen

en este valor, divide al histograma en los partes de igual drea.

332,70
30

La desviacién tipicaes o= =3,33.

3. Se desea establecer la relacion que existe entre la edad de una mujer y su presion sanguinea,

para lo cual se elige una muestra de diez mujeres sanas. Los resultados obtenidos se reflejan
en la siguiente tabla:

Edad en afios (X) 56 42|72 |36 |63

Presién sanguinea| 14 |12 |16 | 11 | 14
(Y) 7/5/0/8|09

Analiza si existe alguna relaciéon funcional lineal entre las dos variables consideradas.

@ Solucion:

Usando la terminologia estadistica, se nos pide que establezcamos si existe una correlacién de

tipo lineal, es decir, si al representar los puntos (X,Y) en un sistema de ejes cartesianos,

tienden a agruparse en torno a una linea recta.

El coeficiente de correlacidn de Pearson, 7, es un pardmetro estadistico, cuyos valores estan

en el intervalo cerrado [ -1, 1 ], que nos indica si existe o no dependencia funcional lineal. Su
o

valor viene dado por la expresién r= , siendo Oyyla covarianza y O,y Oylas

Ox'Oy
desviaciones tipicas de Xe Y respectivamente:

k
> xt DIER
X, 'n; XY n
2 __i=l =2 —LJ

0= X, Oy =Xy,
siendo 7, ;la frecuencia absoluta del par de valores (xi, yj) .

e Si re{—l , 1], los puntos se encuentran en una recta,

* si r=0,no exite correlacion lineal entre las variables, es decir, los puntos estan

dispersos y no se aproximan a los de ninguna recta,

e si r€(=1,1)—|—1,1}, existe correlacién lineal, es decir los puntos se encuentran muy
proximos a los de una recta, tanto mas proximos cuanto mas cercano a 1 sea el valor
der.

En la tabla siguiente se reflejan todos los calculos necesarios para obtener dichos parametros:

X Yi | ny|ox; vio| x,
56 147 | 1 3136 | 21609 | 8232
42 125 1 1764 | 15625 | 5250
72 160 1 5184 | 25600 | 11520
36 118 1 1296 | 1392 | 4246
63 149 1 3969 | 2220 | 9387
2=269 | 699 | 6 |15349 98959 38635
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Asi x= %-53,8, y=%=139,8, ai(@—sw =175.36,
=175.36=13.24, o= @—1398 =24776, o, =\24776=1574,
38635 205,76
38635 534.139.8=2205.76 y r=—20270 __( 99,
Taor=g Y " 13241574

Segln este resultado, teniendo en cuenta lo comentado anteriormente, concluimos que
existe correlacion lineal fuerte entre las variables X e Y.

En un hotel de Trnava hay solamente habitaciones de segunda y tercera clase, cuya cantidad
estd en la proporcion 1:3, todas ellas con cuatro camas. La relacion del precio por cama entre
la de una en una habitacion de segunda clase y la de una en una habitacion de tercera clase es
7:3. Si el precio por la cama en una habitacion de segunda clase es 77 euros, /cudl es el precio
medio por cama en dicho hotel?

Solucion:

Si representamos por x al numero de habitaciones de segunda clase, entonces el nimero de

habitaciones de tercera clase es 3x. Como el precio de una cama en una habitacion de

segunda clase es 77 €, entonces el precio de cada cama en una habitacidn de tercera clase

coincide con los tres séptimos de dicho precio, es decir 33 €. Calculamos la media ponderada:
~—_33-3+77-1

X,=2220 0 gy
P 3+1

Por tanto, el precio medio por cama es 44 €.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

7. Las calificaciones en la asignatura de biologia en tantos por ciento de los 30 alumnos de una
clase viene dada por la siguiente tabla:
calificaciones : x; 10 |20 |30 40|50 | 60 | 70 | 80 | 90
N2 de alumnos: n; | 1 13147 /7|2 3 2
a) Calcula la media aritmética, {Qué desventajas tiene esta medida de centralizacion
respecto de otras?
b) Calculala moday la mediana
c) Calculalavarianzay la desviacion tipica.
d) ¢Qué porcentaje de alumnos tienen su calificacién en el intervalo (¥x—o,x+0), siendo
X la media aritmética y o la desviacidn tipica?

2, Distribuir los datos del ejercicio anterior en 4 intervalos y representarlos mediante un
histograma. Calcular las marcas de clase, la media aritmética, la moda, la mediana y la
desviacion tipica.

J. Se desea establecer si existe una dependencia funcional lineal entre la temperatura media de
un lugar del continente europeo y su latitud, para lo cual se construyd la siguiente tabla
referida a diez capitales europeas:

Temperaturaen®°C(X) | 13 | 24|13 14 |11 13 | 19 14 | 14 | 19
Latitud en °(Y) 54 |37 52|52 545339 |53 |50 40
Averigua si existe tal dependencia entre dichas variables.

4. Entre el planeta Marte y Jupiter se ha descubierto un nuevo planeta al que se le ha asignado
el nombre de Novisto que estd habitado por unos extrafios seres, que son en apariencia no
inteligentes, cada uno con una enorme cabeza y tres patas. Se envié una sonda para el
estudio del extrafio planeta y de sus raros inquilinos. La sorpresa fue grande, en las fotos
tomadas en distintos puntos del planeta se puede apreciar que no todos los novistos son
parecidos. Se observd que el 97% de ellos tienen dos orificios en la cabeza que
supuestamente son ojos, mientras que el 1% de ellos tienen tres y el resto tiene sélo uno.
¢Cual es el porcentaje de novistos que tienen en la cabeza un numero de ojos superior a la
media de la poblacién del planeta Novisto?

SOLUCIONES

7,

a) 53,67

b) las modas son 50y 60, la mediana es 50
c) 0°=369,53y0=19,22

d) 66,67%.

2 8,5-29,5;29,5-50,5; 505-71,5; 71,5 - 92,5 ; las marcas son 19, 40, 61 y 82; x=51,90;
Mo=44,32; Me=49, o=17,72.

3. r=-0,95, hay una correlacion lineal fuerte.

4 98%.
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[ema 34
Neimeroe Complejos

CONCEPTOS BASICOS

* 6 0 0

Numeros complejos en forma bindmica y en forma polar.
Operaciones en forma bindmica.

Operaciones en forma polar.

Raices n-enésimas.

PROBLEMAS RESUELTOS

Realiza las siguientes operaciones:
a) (4-3i)(4+3i)—(4-3i)
1+i  —3-2i
—+
b) 2—i  1+3i

c) i’

i'—i
d
Y

7

Solucion:

a) Aplicando la férmula de la suma por la diferencia y la del cuadrado de suma tenemos:
(4=30)(4+3i)—(4=3i)=4"-(3i)—(4°=2-4-3i +(3i))=16—-9/"—16+24i —9i’=
=16—9-(—1)—16+24i—9-(—1)=8+24i

1+i+—3—2i_(1+i)'(1+3i)+(—3_2i)'(2—i)=1+3i+i+3i2—6+3i—4i+2i2_

b = =
) 2—i  1+3i (2—i)-(1+31i) 246i—i—3i
_—10+3i _(=10430)(5-5i)_ —50+15i=50i+15i" _—65-35i_—65 35
5+45i  (5+5i)-(5=5i) 5 (5i) 25+25 50 50
o) T=()*i=(—1)"i=i
1 3 1 1 —i’+1
(i*)i— (=1)-i— it
d) i'—i7 (i°) i (i—1) i_ ! i__ i _—=(=D+1_2 _ |
2i 2i 2i 2i 2i 24 -2
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Z, Calcula en forma polar:

®

a)
b)

c)

a)

b)

(=1-i)
V1-+3i
1-i |\’

V3+i

Solucion:

Primero pasamos a forma polar z=—1—i. Su médulo es |z|=y(—1 +(—1 =2y su
-1
argumento es tan 9=——- entonces p=—45°ya que z=—1—i es un numero complejo del

49 cuadrante. Luego (—1—i)=(V2_,.)’=—1 —i=\555,(745)a=4\/§135., y en forma bindmica.

Pasamos a forma polar z=1—+/3i. Su médulo es |z|= \/1 \/3) =+/4=2 y su argumento

3
es tango=Tentoncesqo=—6O°porque esta en el 42 cuadrante. Por tanto

Z=1_\/§i=2_600
Luego las cuatro raices son:

\/1 \/3 = \/2 60° \/260 \/760 °+360° » 3/560“-*—2 -360° 2 %60"+3~360" } = [ 4\1/515“ ’ %105“ ’ %195" ’ 4\1/5285“}

4 4 4 4

Pasamos a forma polar z,=1—iy zz=\5+i .

_ 1
|z,|=V 1P +(=1)’=V2 y tan »=-" entonces p=—45° porque esta en el 42 cuadrante.

— _ 1
|Zz|=\’\/32+(1)2=\/4 =2 y tan §0=ﬁ entonces p=30° porque esta en el 1* cuadrante.

Luego:
— 3 — 3 _
1=i V(Y2 _ Q) _(Q)3 (zﬁ) _
V3+i 23 2 | 4300 2 J5(9s) 8 | os
V2| _i2 V2 (=2 2.\ _-1 1
—(X= 135°+isen 135°) =22 [ Y2 ¥2; )1 1
(4 T (oos isen 135%) == | 5=+l )=ty

3. Hallar el valor real b para que el producto (3—6i)(4+bi) sea:

®

a)
b)

a)

b)

Sea un numero imaginario puro
Sea un numero real

Solucion:

(3+6i)(4+bi)=12+3bi+24i+6bi2=12—6b+(3b+24)i
Para que el producto sea un ndmero imaginario puro. La parte real debe valer cero. Es
decir,
12—6b=o=b=_—162=2

Para que producto sea un numero real. La parte imaginaria debe ser cero. Es decir,

3b+24=0=>b=_—§4=—8
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Resuelve en C las siguientes ecuaciones:
A S,

21 4-2i
z—3

=1—i
b) 2z—1i :

a)

Solucion:

Z o z+l Cz(4=20)+2i(z+i)
2 4-2i > 2i(4—1)
42-2=04i+12; 4z=14+24i; z=%+6i

=3; 4z—2zi+22i4+2i°=3(8i—4i°);

b) =1—i; z=3=(1-i)(2z—i); z=3=2z—i—2zi+i’; —z+2zi=—i—1+3;

_ =2 —1-2i_—2+i-4i+2i° _—4-3i
—14+2i —1-2i 1+4 5

PROBLEMAS PROPUESTOS

Realiza las siguientes operaciones:
a) (7-2i)+(3+4i)(5-2i)

b) (1+2i)2+%

o) (V3-2i)+(23-5i)(1-2i)

d) i+i*+0+it P i+

Hallar el valor real de p para que (p+5i)+(3+i)=(1+5i)+(—p+i)
k—2i .

3+4; %%

Calcula el valor real de k para que

a) Un numero real
b) Un ndmero imaginario

Calcular el valor de p y g para que los nimero complejos z,=2p+qiy z,=—5+3i sean:

a) Numeros opuestos
b) Numeros conjugados

Realiza las siguientes operaciones en forma polar:
a) (1+i)"
b) (1+3i)
6 —1+1i
C
) \/\/§+i
d) W10+10i

Halla todas las soluciones de la ecuacion x*+1=0
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SOLUCIONES

6.

a)
b)
c)
d)

p:

b)

a)
b)

c)

d)

68—14i
—3+5i
—11+2V3+(—8v3-5)i
~1

—1

=—, =—3
P=

_Q

32,00
64,
jz ji 1
235", 2155", 22750

1200, 'Y200y,., V2000, 'V'200,,5., 'V200,,,.

130“’ 190"’ 1150°’ 1210"’1270"’1330"
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