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1. INTRODUCCIÓN

La relación entre el Arte y las Matemáticas se ha mostrado, a lo largo
de la Historia, como una condición necesaria para conseguir la belleza de
cualquier manifestación artística.

En palabras de Wittkover "todas las civilizaciones que alcanzaron un
cierto grado de desarrollo creyeron en la existencia de un orden basado en
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los números, que todas ellas buscaron y establecieron una armonía entre los
conceptos universales y cósmicos y la vida del hombre, y que el arte daba
expresión a ese orden y armonía".

En el tercer milenio antes de Cristo, arquitectos egipcios construyen
templos y pirámides utilizando un orden geométrico y unas proporciones nu-
méricas.

En la civilización griega, Pitágoras (siglo vi a C.) observó que toda ar-
monía dependía de una proporción, de una relación numérica entre los con-
ceptos universales— Macrocosmos— y el hombre —Microcosmos— y el arte, en
la construcción de Templos, como enlace de ambos, dando expresión a ese
orden y armonía.

Los estudios (arqueológicos) realizados de Jay Hambridge (1979)
sobre la cultura griega, ponen de manifiesto el uso de las proporciones ä y

1+2 ,
.Ng	

arte9	 diagonal del cuadrado y áurea respectivamente, tanto en 

(vasos) como en arquitectura (el Partenón).

Por su parte Carol y Donald Watts (1986) encuentran evidencias, en
las manifestaciones artísticas de los romanos, del uso de las proporciones -ä,
ä = 1 +	 llamado número de plata.

La influencia matemática de la escuela pitagórica-platónica se exten-
dió por Europa a lo largo de 2.000 arios, teniendo especial relevancia en el
Renacimiento.

Podemos decir que la teoría de la proporción se ocupa del estudio de
los ritmos por conjugación de objetos de igual forma.

El hombre, sus medidas y proporciones influyeron notablemente
como modelo, tanto en Pintura y Escultura para representar la figura huma-
na, como en Arquitectura, a fin de crear espacios para uso del hombre. Como
ejemplos:

Vitrubio (siglo i a C.) utiliza un sistema de medida, llamado armónico,
cuya unidad de medida es la altura del hombre y las distintas partes del cuer-
po son consideradas como submúltiplos de tal unidad.

Alberti (1404-1472) establece, en su tratado "Sobre la pintura", el sistema
de medida llamado aritmético, en el que utiliza como unidad la medida de una
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parte del cuerpo y expresa la altura de la figura humana como múltiplo de esa
unidad. En pintura tomó como módulo la "cabeza" y en escultura "el pie".

Los estudios de este tipo elaborados en Italia durante el Renacimiento
fueron culminados por Leonardo da Vinci (1452- 1519), quien partiendo de
Vitrubio, elaboró en sus "Cuadernos" una auténtica teoría sobre la figura hu-
mana en reposo o en movimiento:

"Si abres las piernas hasta reducir tu altura en una décimocuarta parte, y si ex-
tiendes y levantas los brazos hasta que los dedos corazón lleguen al nivel de la
cima de la cabeza verás que el centro de los miembros extendidos se halla en el
ombligo, y que el espacio entre las piernas formará un triángulo equilátero".

Los arquitectos de todas las épocas han pretendido lograr la belleza
sometiendo sus plantas y alzados a determinadas normas geométricas, deno-
minadas "normas reguladoras". La finalidad de tales normas es "concertar
todas las proporciones de una misma obra. Las proporciones resuelven el
problema de la relación entre las partes y el todo de un edificio."

En la Edad Media, según los estudios de Bouleau de 1963, los pintores
utilizaban como instrumentos, para organizar un lienzo, la regla y el compás,
basado a menudo en las proporciones -ä y (p.

En el Renacimiento, tanto en los edificios como en los lienzos, se usan
estas proporciones, pero también se usaron proporciones racionales o con-
mensurables basadas en la escala musical.

A partir del siglo XVII se comienza a cuestionar la utilización de las
proporciones como elemento básico en la expresión de belleza artística.

A comienzos del siglo xx recobran importancia las proporciones
como elemento de expresión artística; por ejemplo los cubistas utilizan las
formas geométricas básicas y formas basadas en la sección áurea.

A mitad del siglo xx el arquitecto modernista Le Corbusier (1887-1965) se
interesa por un sistema de proporciones para realizar una propuesta de diseño de
un módulo arquitectónico que contemple a la vez las dimensiones humanas y la
necesidad internacional de producción en serie. Utiliza un doble cuadrado, en el
que sitúa a un hombre con el brazo levantado, para determinar los puntos princi-
pales de la ocupación del espacio, determinando tres intervalos que están en pro-
porción áurea. Construyendo de esta forma El Modulor, que el mismo define:

"El Modulor es un aparato de medida fundado en la estatura humana y en la
Matemática. Un hombre con el brazo levantado da los puntos determinantes
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de la ocupación del espacio, —el pie, el plexo solar, la cabeza, la punta de los
dedos estando levantado el brazo— tres intervalos que definen una serie de
secciones áureas de Fibonacci; y por otra parte, la Matemática ofrece la varia-
ción más sencilla y más fuerte de un valor: lo simple, el doble y las dos sec-
ciones áureas."

El Modulor realiza automáticamente la conversión metro-pie-pulgada.

Le Corbusier elige como altura del hombre 6 pies ingleses o 183 cm.,
lo que determina la escala roja, el brazo levantado da como medida 226 cm.,
término de la escala azul, doble de la roja, los otros términos de la escala
pueden construirse con regla y compás para hallar las secciones áureas.

Le Corbusier se interesó por la proporción áurea debido a su capaci-
dad enlazadora y generadora derivadas de sus, propiedades aritmético-geo-
métricas.

El Modulor

El significado místico dado por Platón y los griegos al cuadrado, el
triángulo isósceles de ángulo recto, es decir la diagonal del cuadrado o el pen-
tágono ejercieron una influencia extraordinaria en el concepto de proporción.

Las proporciones derivadas de estas formas geométricas son de dos
tipos racionales o conmensurables como en el caso del cuadrado 1:1, e irra-
cionales o inconmensurables como la proporción entre la diagonal del cua-
drado y su lado -ä, y la proporción entre la diagonal del pentágono y su

lado 9 — 
1 +

,
2
	  llamado número de oro.
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2. ELECCIÓN DEL CUADRADO. JUSTIFICACIÓN

Comenzamos con el cuadrado, elemento geométrico básico en el Di-
seño, el Arte y la Arquitectura. Lo vamos a utilizar como hilo conductor para
estudiar diversos tópicos que aparecen en los programas de los distintos cur-
sos de la ESO, tanto en Matemáticas como en Educación Plástica y Visual,
con alguna referencia a la Historia del Arte. A continuación mostramos un
cuadro con algunos tópicos, de las asignaturas anteriormente mencionadas,
que nos sirven como justificación y motivación de la elección de este tema.

El cuadrado juega un papel fundamental en el diseño a lo largo de to-
das las épocas, no solo por sí mismo y sus propiedades, sino como generador
de otros rectángulos y parte de composiciones geométricas muy bellas y uti-
lizadas en Arte y en Diseño.

El cuadrado, polígono regular de cuatro lados, fue considerado por los
antiguos geómetras como símbolo del mundo comprensible, en contraposi-
ción al círculo como símbolo del mundo desconocido e incomprensible, su
circunferencia es proporcional a un número irracional.

El problema de la cuadratura del círculo era una forma de expresar lo
desconocido a través de lo conocido, lo sagrado a través de lo familiar.

MATEMÁTICAS EDUCACIÓN PLÁSTICA Y VISUAL

1.0 Construcciones	 elemen-
tales con regla y compás.
Polígonos regulares.

Uso del compás.
Polígonos regulares.
Cuadrados.

2.° Teorema de Tales.
Teorema de Pitágoras
Proporcionalidad

Las obras de arte y el diseño.
Construcción de polígonos regulares convexos y
estrellados.
Pentágono regular. Segmento áureo
La proporción. Teorema de Tales.
Proporción áurea.

3.0 Números irracionales.
Sucesiones numéricas.
Progresiones	 aritméticas
y geométricas.
Ecuaciones de 2.° grado

Teorema de Tales
Polígonos regulares y estrellados (áureo)
Proporción: la proporción áurea en el arte y el diseño.
La proporción en la figura humana
Módulos de unidad empleados a lo largo de la Histo-
ria.

4.° Teorema de Tales
Razones trigonométricas

Aplicación de la geometría plana en el mundo del
diseño.
Proporción: Estudio de proporciones en el arte.
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La elección del cuadrado como hilo conductor de tales tópicos.
Construcción geométrica de algunos números irracionales.

Diagonal del cuadrado—
Proporción en rectángulos. Aplicaciones en el Arte.

Rectángulo -\,[2. Aplicaciones: Formatos DIN.

Rectángulo de plata (3 = 1 + -55). Aplicaciones: Pintura de Dalí.
Corte sagrado de un cuadrado. Octógono-Catedral de Burgos.

Rectángulo de oro (9 — 
1+ 

2

-%/
). Aplicaciones: Catedral de Ávila,

Palacio Santa Cruz de Valladolid, Pintura de Dalí, El Modulor.

Soluciones de las ecuaciones: x2 = x + 1, x2 = 2x + 1

Sucesiones recurrentes:

Sucesión de Fibonacci: un+2 = un-vi + un, sucesión de Pel: un+2 = 2tin+i + un,

Progresiones geométrica { (r}nEN Y { Gn }nEN respectivamente.

3. PROPORCIÓN EN UN RECTÁNGULO

Una de las figuras más usadas, tanto en pintura como en arquitectura,
es el rectángulo.

Definición: Dado un rectángulo R de lados a y b, se define la propor-
max(a,b)

ción del rectángulo como p(a,b)=
min(a,b)

Si este número es racional decimos que el rectángulo es estático y si el
número es irracional decimos que el rectángulo es dinámico.

Propiedades de la proporción de un rectángulo

(1) p(a,b) � 1 y p(a,b)= 1 corresponde al cuadrado.

(2) p(2\.a,7,b)= p(a,b), para cualquier > O, es decir, la proporción en
un rectángulo es invariante por homotecias y semejanzas.

14
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Si trazamos la diagonal de un rectángulo determina dos ángulos com-
plementarios, a y ß, con sus lados, siendo uno de ellos, por ejemplo a mayor
o igual que II/4, la proporción del rectángulo coincide con la tangente de ese
ángulo a.

De aquí deducimos que rectángulos con diagonales paralelas o per-
pendiculares tienen la misma proporción.

Especial atención vamos a dedicar a los rectángulo de proporciones

= 1 + ,N/2, llamado número de plata, 9 = 
1 + ,Ng 

llamado número de oro,
2

2 o doble cuadrado, y -NR- número que corresponde a la diagonal del rectángu-
lo anterior.

4. RECTÁNGULO -J2

Si partimos de un cuadrado de lado 1, aplicando del teorema de Pitágoras,
su diagonal es un número solución de la ecuación de segundo grado x 2 = 2.

Ecuación que tendrá dos soluciones, una positiva y otra negativa, esta
última aunque solución de la ecuación no es solución del problema planteado
de calcular la diagonal de un cuadrado, que ha de ser un número positivo, el
número irracional ,N/2.

Construcción del rectángulo -N/2 a partir de un cuadrado.

La diagonal del cuadrado ABCD de lado 1, aplicando el teorema de
Pitágoras, mide -ä. Con centro en el vértice A del cuadrado y radio su diago-
nal, J, se traza un arco hasta cortar a la prolongación del lado AB, en el
punto E. Por E se traza la perpendicular a AE hasta la intersección con la
prolongación del lado CD.

15
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Los lados del rectángulo AEFD miden 1 y	 respectivamente, sien-
do su proporción

Una propiedad interesante de este rectángulo, es que si le dividimos en
2 rectángulos iguales, trazando la recta que une los puntos medios de los la-

-ä
dos mayores AE y DF, estos 2 rectángulos tienen por lados — y 1, su pro-

porción es ä. Se puede comprobar que una diagonal del AEFD y una diago-
nal del rectángulo mitad son perpendiculares.

Este proceso de división puede seguirse indefinidamente, obteniéndo-
se una sucesión decreciente de rectángulos con la misma proporción

Puede comprobarse como ejercicio que un folio, realmente un Dina4,
es un rectángulo con proporción -ä, y efectuar unas cuantas divisiones del
mismo para obtener rectángulos menores con la misma proporción.

Como ejemplos de utilización del rectángulo ä podemos ver en Pin-
tura el cuadro de Dalí "Cielo Hyperaxiologico", en Arquitectura el edificio
renacentista del Palacio de Santa Cruz de Valladolid, y en la vida cotidiana
los formatos DIN. Este rectángulo y el cuadrado fueron utilizados con fre-
cuencia en la arquitectura bizantina y románica.

En primer lugar veremos los formatos DIN y después de construir un
nuevo rectángulo muy ligado a éste, llamado rectángulo de plata, veremos la
utilización de ambos en las obras de arte mencionadas.

4.1. Aplicación: formatos DIN

La subdivisión del rectángulo V5, en sucesivas mitades, conservando
la misma proporción, sugirió a Porstman la normalización de los formatos
DIN, normas adoptadas por diversos países para la unificación de los tama-
ños, tolerancias, etc.

A partir de un rectángulo ABCD de medidas a= 841 mm. y b = 1.189 mm.,
de área aproximadamente 1 metro cuadrado y proporción b/a = 1,4137, aproxi-
madamente -ä, se obtiene el formato AO, los sucesivos formatos DIN se obtie-
nen dividiendo por la mitad sucesivamente el lado mayor del rectángulo corres-
pondiente, así:

Al, es el rectángulo ABFE, de lados 594 mm., 841 mm.
A2, es el rectángulo GFCH, de lados 420 mm., 594 mm.
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KN 

A3, es el rectángulo DHIJ, de lados 297 mm., 420 mm
A4, es el rectángulo ELKJ, de lados 210mm., 297mm., este formato
es el que llamamos folio.
A5, es el rectángulo, de lados 148mm., 210mm.
A6, es el rectángulo, de lados 105mm, 148mm.

Un resultado similar obtenemos si a partir de un rectángulo -ä, dupli-
camos el lado menor (rectángulo recíproco externo).

La construcción anterior podíamos haberla comenzado con el formato
A6, y duplicando el lado menor sucesivamente llegar al formato AO.

5. RECTÁNGULO DE PLATA

Una forma de "alargar" el rectángulo ä, para estilizar las fachadas de
edificios, es el rectángulo de plata, de proporción a = 1 + -fi, que se obtiene
del rectángulo -ä, añadiéndole un cuadrado.

Si a un rectángulo-J-2, de lados 1 y -fi, le añadimos un cuadrado de
lado 1, obtenemos un rectángulo de proporción = 1 + V -j , número de
plata.

17
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5.1. Propiedades del número de plata

El número de plata 3 satisface la ecuación de segundo grado:

x2 — 2x — 1 = O,

ecuación que tiene dos soluciones reales:

9 = 1+ -ä y 9' = 1 —

la solución positiva de la ecuación es el número de plata.

Las soluciones de una ecuación de segundo grado tienen las propie-
dades:

1)
2)
3)

= 2(p + 1,
9 + ä' = 2 y 99' =
32 — 29 = 1	 0(9

—1
— 2)

9- 1
= 1

= —9'
3-'

= -ä — 1
= 9 — 2 + 2 = 3

a)

Si la ecuación 1) la multiplicamos por las correspondientes potencias
de 9, tenemos:

93 = 292 + 3	 33 — 29 2 =a

o

94 = 2a3 + 92 ,

9" + ' = 29" + 9"-- 1

94 - 23' = 92

9/1+1 — 29" =a"-i
CD

Estas relaciones son válidas para todo exponente entero, cuando n es
negativo podemos comprobarlo multiplicando sucesivamente la última ecua-
ción de 3) por las correspondientes potencias negativas de 9.

9=2+9-1

1=29-' +
9-1 =29 	 +

= 29-3 +

9—(n-1) = 29—n 9—(n+1)

l-29' = 9-2

9- 1 -29-2 =

3-2 -29-3 =

9—(n-1)

9-3

94

= 9-(n+1)

La sucesión {9"}, progresión geométrica de razón 9, es una sucesión
recurrente que satisface la relación un+ 1 = 2u„ + u„_ 1 , llamada sucesión de

Pell. Sucesión que tiene la propiedad lim u' l	 = .
n—>co un

18
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Observar que si a Vi le sumamos 1, se tiene el número de plata ä = 1 + Vi
y que si a Vi. le restamos 1, se tiene el inverso del número de plata 9-1 =	 1.

Construcción geométrica de un rectángulo en proporción el número de plata

A continuación veremos los rectángulos que aparecen en la pintura de
Dalí "Cielo hyperxiologico" y en la fachada del Palacio de Santa Cruz de
Valladolid.

5.2. "Cielo Hyperxiologico". Dalí

Veamos una interpretación geométrica de este cuadro de Dalí, en el si-
guiente esquema

19
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N

A	 E

El rectángulo ABCD es un rectángulo de lados a= 31 y b =43, de pro-
porción aproximada b = a. La recta MN divide al lado mayor en dos
partes iguales, obteniéndose otros dos rectángulos AMNDy MNCB iguales
de lados a' = 21.5 = (ä/2) ay b' = 31 = a y proporción V2.

EBCF y AGHD son los cuadrados mayores contenidos en el rectángu-
lo original, de lados a = 31 cm.

AMKL y NCQP son cuadrados de lados a' = 21.5 = ( ä/2) a, el mayor
posible, contenidos en cada uno de los dos rectángulos en que se ha dividido
el rectángulo original, distinguidos en la pintura por su color verde.

El rectángulo AMND está formado por el cuadrado AMKL y el rec-
tángulo LKND que es un rectángulo de lados a" = a—(- ‘512)a y (..5/2)a, sien-
do su proporción:

-\15/2 	 	  ä	 =

_ ../2	 2 —	 1— 3- 1o	
a,

el número de plata.

Análogamente el rectángulo MBCN está compuesto por el cuadrado
CNPQ y el rectángulo MPQB que es un rectángulo de lados (1 — ,./2/2) a, y
(-\5/2) a, de proporción 8, de color azul en la pintura.

20
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RSTU es un rectángulo de lados RU y RS proporcionales respectiva-

mente a 	  (1 —	 =	 —1 = 9- 1 y a 1 — 3- 1 , en consecuencia su
2 1— 9-12

proporción es j = a -1 = j2 . Este último rectángulo, de color marrón,

resulta ser concéntrico y de la misma proporción que el rectángulo inicial,
observar que las diagonales de estos dos rectángulos coinciden.

Este rectángulo central RSTU en la pintura aparece como enlace, so

2	

-
-‘

brepuesto a los dos cuadrados verdes, de lados proporcionales a 	 y los dos
h

rectángulos LI(ND y MBQP de proporción el número de plata 9.

5.3. Palacio de Santa Cruz de Valladolid

En la fachada principal del Palacio de Santa Cruz de Valladolid po-
demos observar que tanto el paño central como el paño de la izquierda es-
tán enmarcados en un rectángulo de plata. El paño de la derecha podemos
considerarlo enmarcado en un cuadrado de lado 1 y un rectángulo en pro-
porción y, es decir de proporción 1 + = 9 2, como indica la figura si-
guiente.

En la sección longitudinal podemos observar que el cuerpo de la bi-
blioteca incluyendo los muros y el forjado del techo (izquierda de la figura)
forman un rectángulo en proporción -ä. Si añadimos el desván sobre la bi-
blioteca con su forjado del techo, se tiene un rectángulo áureo.
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5.4. Ejercicios en clase a partir de un folio

Se toman dos folios DIN A4.

1) Cada folio es un rectángulo que tiene proporción -fi.

Se dobla el rectángulo por una esquina, vértice del rectángulo,
hasta hacer coincidir el lado menor sobre el lado mayor, de esta
forma obtenemos un cuadrado, el mayor posible contenido en el
rectángulo, el doblez nos marca la diagonal del cuadrado, que me-
dirá V2, si tomamos como unidad de medida el lado del cuadrado
(lado menor del folio). Si llevamos esta diagonal sobre el lado
mayor del otro folio, observamos que coinciden, en consecuencia
el folio es un rectángulo Vi.

2) Cada folio está formado por un cuadrado y un rectángulo de plata.

Volviendo al primer folio, en el que hemos marcado el cuadrado,
si le cortamos nos queda un nuevo rectángulo cuyos lados miden

- 1 = 3- 1 y 1, es decir un rectángulo en proporción el número
de plata 3 = 1 + -ä. En consecuencia si a un rectángulo de propor-
ción Vi, le restamos un cuadrado obtenemos un rectángulo de plata.

3) La tira de papel o rectángulo de proporción a, de lados Vi — 1 = 3-1
y I, que obtuvimos en el ejercicio anterior, la doblamos por cada uno
de los extremos, hasta conseguir sendos cuadrados de lado el lado
menor del rectángulo, es decir fi — 1 = 3- 1 y los cortamos, obtene-
mos un nuevo rectángulo de lados l_2 1 - 3 2 , y W 1 , cuya propor-
ción es 3.

Si a la tira de papel, rectángulo 3 de lados a-i y 1, le quitamos solo un
cuadrado, en lugar de dos, el rectángulo obtenido tiene lados 3- 1 y 1 — a- 1 , y

-
su proporcion es 	 = 3(1— 3- 1 ) = 3-1= fi..

8-1
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Este proceso podemos seguirle indefinidamente, a partir de un rectán-
gulo de proporción si le restamos un cuadrado, rectángulo de proporción
1, obtenemos otro rectángulo de proporción 3, si a partir de un rectángulo de
proporción 3, le restamos un cuadrado, obtenemos otro rectángulo de pro-
porción V-2-.

Si a un rectángulo de proporción 3 le restamos dos cuadrados, rectán-
gulos de proporción 1, obtenemos otro rectángulo de proporción 3, los lados
de los sucesivos rectángulos de plata pertenecen a la sucesión decreciente
{G-n}

Sucesión cuyos términos están en progresión geométrica, de razón

1	 3 1+ a 
menor que 1, cuya suma vale	 9'-`1 ==	 =

1 — 3-	 — 1 -\/5.	 2fri=0

De forma análoga podemos obtener una sucesión creciente de rectán-
gulos de plata. Si a un rectángulo -Nh le añadimos un cuadrado obtenemos un
rectángulo de proporción a = 1 +	 el número de plata.

Si a un rectángulo de plata de lados 1 y ä, le sumamos por el lado ma-
yor dos cuadrados de lado a , obtenemos un nuevo rectángulo 3, sus lados
miden ä y 23 + 1 = 32 • Este proceso puede seguirse indefinidamente, obte-
niendo una sucesión creciente de rectángulos de plata, cuyos lados pertene-
cen a la sucesión {a- } .

Construcción geométrica de rectángulos de plata y %/2

6. CORTE SAGRADO DE UN CUADRADO

Como referencia histórica, tenemos los restos del antiguo puerto ro-
mano de Ostia que se encuentran próximos a la desembocadura del río Tiber.
Watss estudió el sistema de proporciones del Jardín de las Casas de Ostia,
observando que es el trazado sobre un cuadrado de Corte Sagrado.
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B"
	

A'

A partir de un cuadrado ABCD de lado 1, se trazan los cuatro arcos de
circunferencia siguientes, con centro en cada vértice del cuadrado y radio la
mitad de la longitud de la diagonal, es decir N/2/2.

Estos arcos determinan en los lados del cuadrado los siguiente puntos
A', A", B', B", C', C",

Los segmentos AA', AA", BB', BB", CC', CC", DD', DD", tienen to-
dos la misma longitud igual a N/2/2.

Los segmentos AD', A"D, AB", BA', BC", CB', CD", DC', tienen la
misma longitud igual a 1 — N/2/2.

En consecuencia los segmentos D'A", B"A', C"B', C'D", tienen la
misma longitud igual a Nr2/2 — (1 — -ä/2) = N/2 — 1 = 8- 1 , longitud que coinci-
de con el lado del cuadrado (interior) abcd llamado Corte Sagrado del cua-
drado inicial.

Los vértices del cuadrado a y b están determinados por los puntos de
intersección de la recta que pasa por D'y C" con las diagonales del cuadrado
ABCD y los vértices c y d están determinados por los puntos de intersección
de la recta que pasa por A"y B' con las diagonales del cuadrado ABCD.

Los segmentos A"C', D'B", A'C", B'D" tienen la misma longitud igual

a N/2(1— N/2/2) 2 =	 N5/2) =	 — 1 = 8- 1 . De donde podemos concluir

A"

D'

A

B'

C"
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concluir que B"A'C"B'D"C'A"D', es un octógono regular de lado 3- 1 inscri-

to en el cuadrado de lado 1, siendo la proporción de sus lados, a.

El proceso puede continuarse haciendo el corte Sagrado del cuadrado
abcd, de lado 8- 1 , y obteniendo el octógono regular asociado cuyo lado será
a-2 , etc.

Se tienen dos sucesiones decrecientes, una de cuadrados y otra de
octógonos, concéntricos respectivamente, cuyos lados están en la suce-
sión { a-n }-„,, siendo la relación entre dos términos consecutivos de la suce-
sión el número de plata 3.

6.1. Ejercicio en clase

Si seguimos con el ejercicio del folio, 5.3, de cortar el mayor cuadrado
posible y colocamos el rectángulo correspondiente a la tira de papel sobrante
del cuadrado (o rectángulo de proporción 3) de lados V5. — 1 = 3- 1 y 1, sobre
la diagonal de dicho cuadrado, de tal manera que esta sea eje de simetría del
rectángulo, y recortamos los triángulos sobrantes obtenemos el octógono re-
gular inscrito en el cuadrado.

El octógono regular ha sido ampliamente utilizado en Arquitectura,
principalmente en las épocas bizantinas, árabes y románicas, para el trazado
de iglesias, cúpulas y torres, por ejemplo en la Catedral de Burgos.

CIMBORRIO DE CRUCERO
CATEDRAL DE BURGOS

CÚPULA
CATEDRAL DE BURGOS

Observamos un cuadrado y su corte sagrado, dos
octógenos, y dos rectángulos de planta sobre las

diagonales del cuadrado inicial
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7. RECTÁNGULO ÁUREO

Se construye un cuadrado ABCD de lado a. Se traza el arco de centro
M punto medio del lado CD y de radio MA = MB, hasta el punto P o bien
hasta el punto R, intersección con la prolongación del lado CD.

La perpendicular a la recta DC por el punto P y la prolongación del lado
AB se cortan en el punto Q, de tal forma que el rectángulo CPQB es áureo,
análogamente, el rectángulo DASR es áureo.

a +a
CP CM + MP CM + MA 2 2 	 1+ \/5

=AD	 AD	 AD	 a	 2

Notemos que:

1:Si el lado del cuadrado AD es 1, el otro lado del rectángulo BQ es y.

2: Si realizamos dos veces la construcción anterior a ambos lados del
cuadrado, obtenemos dos rectángulos áureos que poseen en común el cua-
drado inicial. Además el rectángulo total RPQS tiene proporción -N/.

Veamos un estudio geométrico de la catedral de Ávila que pone de
manifiesto el uso de la proporción áurea.
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7.1. Aplicación: Catedral de Ávila

Construida sobre una antigua iglesia románica, es la catedral más anti-
gua y compleja del gótico español, el cuerpo principal se construyó entre los
siglos xii y xiv. La cabecera está inmersa en la muralla.

Como comenta José Miguel Merino de Cáceres en Las catedrales de

Castilla y León es el ejemplar más complejo del conjunto de catedrales. Tra-
zada sobre la base de un rectángulo duplo, de 300 x 150 pies, la valoración
del módulo es de 30 cm, una medida un tanto inusual en esa época.

En la fachada principal podemos encontrar las siguientes relaciones:

— El rectángulo contenedor es de proporción 5/4.

— La composición parte de un cuadrado de 90 pies de lado que delimi-
ta la altura del cuerpo principal de la fachada. Al formar el rectángulo áureo
a partir de este cuadrado se obtiene la altura total del alzado.

— El elemento decorativo central se organiza de la manera siguiente: el
pórtico de entrada responde a la proporción 4/3 (40 pies de altura); por enci-
ma de él se levantan dos franjas decorativas de 15 pies de altura, formando
entre las dos un cuadrado, que construyendo el rectángulo áureo a partir de él
se enmarca el arco apuntado de la vidriera (figura inferior derecha).

— En conjunto es un claro ejemplo de una organización formada a base
de cuadrados combinados con sus rectángulos áureos (también presentes en
los pares de arcos centrales), siendo las medidas de los elementos múltiplos
de 3 pies (una vara).
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FACHADA PRINCIPAL CATEDRAL DE ÁVILA

Cuadrado de 90 pies, delimita la altura
del cuerpo principal de la fachada. Su

prolongación áurea proporciona la altura
total del alzado
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7.2. Propiedades del Número de Oro

La ecuación de segundo grado:

x2 — x — 1 = O, tiene dos soluciones reales

	

1 +	 ,	 1—
(p —	 Y (p = 	

	

2	 2

Las soluciones de una ecuación de segundo grado tienen las propie-
dades:

1) 92 = 9 + 1,

2) 9 + 9' = 1 y 9-(p' = —1

3) 92 — 9 = 1	 9((p — 1) = 1,	 9- 11 = 9 —	 9-1 + 1 = 9

Si la ecuación de 1) la multiplicamos por las correspondientes poten-
cias de 9, tenemos:

93 =	 93 92 - 9

(p4 = (p3
	 94 93 , (p2

• • •	 • • •

(pil +1 =	 (prl -I	 VI +I	 = (p11-1

Estas relaciones son válidas para todo exponente entero, cuando n es
negativo podemos comprobarlo multiplicando sucesivamente la última ecua-
ción de 3) por las correspondientes potencias negativas de 9.

9- 1 +1 -= 9
9-2 + 9-1 =1 1— 9-' = q)-2
9-3 ± 9-2 9-1 9_1 _ 9-2 _ 9-3

•• •	 • • •
9—(n+1)	 = 9—(n+1)	 9—(n+1) (pn = 9—(n+1)

7.3. Propiedad enlazadora de los rectángulos áureos

A partir de un cuadrado podemos obtener una sucesión decreciente de
rectángulos en proporción áurea y otra sucesión creciente de rectángulos en
la misma proporción.
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a) El rectángulo áureo construido anteriormente se ha obtenido aña-
diendo al cuadrado original ABCD un rectángulo BQPC, que comprobare-
mos es también áureo:

QP	 a	 1

CP ay — a	 — 1
= 	 =9

A

E

Podemos interpretar el rectángulo áureo AQPD de lados (a, a(p) como
la unión de un cuadrado ABCD de lado el lado menor del rectángulo y un rec-
tángulo áureo BQPC, de lados (a(9 — 1) = a9- 1 , a). Se puede continuar este
proceso interpretando cada rectángulo áureo como la unión de un cuadrado de
lado el lado menor del rectángulo y un rectángulo que también áureo obtenien-
do sucesivos rectángulos encajados todos ellos en proporción áurea.

En efecto cortando el rectángulo BQPC por el cuadrado BQFE de
lado, el lado menor del rectángulo, se tiene el rectángulo FECP, que también
es áureo: EC = a — a9- 1 = a9 2

EF	 (9 —1)a	 — 1	 9-1
= =

EC a — (9 —1)a 1 —	 9-2

Ello sugiere sucesivas divisiones del rectángulo inicial obteniendo una
serie de subrectángulos en proporción áurea, cuyos lados son de la forma
(a9-(n+1 ), a9-". Esta división indefinida en subrectángulos, sugiere que el rectán-
gulo áureo contiene en germen un desarrollo en espiral, convergente a un punto.

La sucesión 19-"1 es una progresión geométrica de razón 9- 1 , cuya

suma es	 =L=

n=0	 1 9 -1	 1
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b) Inversamente comenzando con el cuadrado PHKJ de lado c, cons-
truimos el primer rectángulo áureo PHIF de lados c y c9. A partir de él cons-
truimos un cuadrado HCEI de lado c9, sobre el lado mayor del rectángulo,
obteniendo un segundo rectángulo áureo PCEF, de lados c9 y c(1 + 9) = c92;
construyendo un cuadrado EFQB sobre el lado mayor del rectángulo se ob-
tiene un tercer rectángulo áureo CPQB de lados c9 2 y c(9 + (p 2) = c93 ; y así
sucesivamente, hasta el rectángulo áureo PQAD, de lados c93 , c94 construc-
ción que puede continuar indefinidamente.

A titulo de ejemplo comprobamos que el rectángulo CPQB es áureo:

CB CE + EB cy + c(p2 9 + 	 93 
BQ	 BQ	 c92 (P 2	(P2

Observamos un crecimiento indefinido, por superposición de cuadra-
dos, de rectángulos de lados y" y 9" + ', que sugiere un desarrollo en espiral
divergente.

Estas propiedades de los rectángulos áureos poseen una enorme rique-
za compositiva, pues permite elegir o bien los cortes o bien las prolongacio-
nes con los cuadrados correspondientes, así como trazar las diagonales de los
cuadrados formando espirales de diversas formas.

Como veremos a continuación Dalí utilizó esta construcción de rec-
tángulos áureos encajados en su cuadro "Taza gigante volante con un anexo
inexplicable de cinco metros de largo".

7.4. Interpretación Geométrica de una obra de Dalí

"Taza gigante volante con un anexo inexplicable de cinco metros de
largo" (1944-45)

La composición se encuentra enmarcada en un rectángulo ABCD de
lados a = 31, b = 50, de proporción aproximadamente áurea.

Podemos observar la división interna del rectángulo áureo en sucesi-
vos rectángulos de la misma proporción. A partir del rectángulo inicial se
sustrae un cuadrado de lado igual al lado menor del rectángulo, obteniendo
un nuevo rectángulo EFCD áureo y así sucesivamente obteniendo los rectán-
gulos GHED, EHJI, el rectángulo correspondiente a la taza, y sobre el que se
apoya la taza.

= =9
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AB=31, BC= 50

FC= 50-31=19, DG= 31-19=12

HJ= 19-12=7, etc.

La proporción de los rectángulos es
aproximadamente 9

BCEF ED EH
=	 =	 = 	 = 9

AB FC DG HJ

La razón de las diagonales:

AF \12EF 

FG FC

FG -NliED 

GI j2-DG
=
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El cuadrado mayor delimita la línea del horizonte, que separa el mar y
la arena, apareciendo en él la isla de Creus y su reflejo en el mar, así como el
apéndice de la taza y la cabeza de la mujer, mientras su cuerpo lo sitúa en el
segundo cuadrado apoyado sobre su diagonal, poniendo de manifiesto la su-
perioridad del mundo de las ideas sobre el mundo terrenal.

El segundo rectángulo áureo lo divide en un cuadrado donde sitúa el
alzado de un cubo, y sobre él un rectángulo áureo en el que parece flotar la
taza, que justamente ocupa el cuadrado en que se divide el cuarto rectángulo
áureo.

Aparentemente hay un orden arbitrario en la disposición de los ele-
mentos, siguiendo las pautas del movimiento surrealista, sin embargo, en un
análisis más detallado, observamos que los elementos del cuadro transmiten
serenidad en la relación de sus partes entre ellas y con el todo y esta armonía
compositiva se basa en el tratamiento matemático subyacente.

Por otra parte si consideramos los sucesivos cuadrados de la composi-
ción y sus diagonales, al unirlas se genera una espiral llamada áurea.

La razón entre dos trazos consecutivos de la misma es (p.



M.5 Francisca Blanco Martín

8. CONCLUSIONES

Lo expuesto anteriormente pretende presentar, de manera atractiva, al-
gunos de los temas del curriculum de Matemáticas de los cursos de la Ense-
ñanza Secundaria, relacionándolos con otras asignaturas, como la Historia o
el Dibujo, y mostrando su utilización en la vida real, ayudando a responder a
la tan reiterada pregunta ¿para qué sirven las Matemáticas?

Los ejemplos que se utilicen deben de estar motivados por la cercanía
al alumno en el tiempo o en el espacio, aquí he presentado dos obras de Dalí
por estar próxima la celebración del centenario de su nacimiento en el ario
2004 y los edificios considerados, el Palacio de Santa Cruz de Valladolid,
por ser la ciudad en que resido y la catedral de Ávila, la ciudad en la que nos
encontramos.
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INTRODUCCIÓN

MOSTRAR LA SITUACIÓN DE LAS NUEVAS TECNOLO-
GÍAS DE LA INFORMACIÓN EN EL CURRÍCULO DE LA
EDUCACIÓN SECUNDARIA OBLIGATORIA.

PROVOCAR UNA REFLEXIÓN SOBRE EL CARÁCTER
INSTRUMENTAL QUE TIENEN LAS MATEMÁTICAS EN
LAS NTI.

PRESENTAR MODELOS RELACIONADOS CON NTI
PARA EL DESARROLLO DE PROBLEMAS Y ACTIVIDA-
DES MATEMÁTICAS.

BIBLIOGRAFÍA

INTRODUCCIÓN

Mi exposición es un intento de situar los contenidos que la asignatura
de Matemáticas debe tratar en relación con las Nuevas Tecnologías de la
Información (NTI), después de las últimas leyes que sobre el tema educativo
se han desarrollado durante estos últimos arios. Mi experiencia como profe-
sor de enseñanza secundaria abarca desde períodos de tiempo anteriores al
establecimiento de la LOGSE, hasta el momento actual, con la publicación
del Real Decreto 10/2002 sobre la LOCE, y que se implantará paulatinamen-
te durante los próximos arios.

Desde mi especialidad de Matemáticas he ido viviendo y participando en
la evolución que ha tenido el establecimiento de las NTI dentro del proceso de
enseñanza-aprendizaje en la Educación Secundaria Obligatoria. No obstante fue
la disciplina de Informática, como optativa, la que dio lugar a la introducción de
estas tecnologías. Al principio trabajábamos fundamentos sobre lenguajes de
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programación. Posteriormente, a través del proyecto ATENEA, se introdujo el
ordenador en el proceso de la enseñanza como recurso educativo. Hoy día, con
la incorporación de herramientas multimedia en el mismo sistema informático y
el crecimiento de las redes de ordenadores ha tenido lugar al nacimiento de las
Nuevas Tecnologías de la Información y los contenidos son tan amplios que se
han distribuido entre distintas asignaturas en Educación Secundaria. En especial
en ESO en Diseño, Música,... y básicamente Tecnología.

Enumero los objetivos que persigo con mi exposición.

1. Mostrar la situación de las Nuevas Tecnologías de la Información
en el Currículo de la Educación Secundaria Obligatoria.

4

	

	 2. Provocar una reflexión sobre el carácter instrumental que tienen
las matemáticas en las NTI.

C.)

3. Presentar modelos relacionados con NTI para el desarrollo de

ffl	 problemas y actividades matemáticas.
co
aD

MOSTRAR LA SITUACIÓN DE LAS NUEVAS TECNOLOGÍAS
zrn	 DE LA INFORMACIÓN EN EL CURRÍCULO DE LA EDUCACIÓNCC/

SECUNDARIA OBLIGATORIA

Cll

La referencia básica es el Real Decreto 3473/2000, de 29 de diciembre,

CL)	
por el que se establecen las enseñanzas mínimas correspondientes a la ESO,
modificando la anterior legislación sobre mínimos, incorporando en alguna de

ce	 sus asignaturas contenidos relacionados con las Nuevas Tecnologías de la
CID	 Información en sus objetivos. Las Comunidades Autónomas con competen-=

cias asumidas en Educación han completado el 65% de los contenidos del cu-y,

rrículo, en cada asignatura, añadiendo apartados relacionados con las NTI.
,ccs

E
tz'	 Lo observamos en los objetivos generales de esta etapa:

REAL DECRETO 3473/2000, de 29 de Diciembre, por el que se establecen
las enseñanzas mínimas de la Educación Secundaria Obligatoria.

1. Se modifica en los siguientes términos el artículo 2 del Real Decreto
1007/1991, de 14 de junio: Con el fin de desarrollar las capacidades a las que se re-
fiere el artículo 19 de la Ley Orgánica 1/1990, de 3 de octubre, los alumnos deberán
alcanzar los siguientes objetivos a lo largo de la educación secundaria obligatoria:

a) Comprender y producir mensajes orales y escritos con propiedad, autono-
mía y creatividad en castellano y, en su caso, en la lengua propia de la Comuni-
dad Autónoma y reflexionar sobre los procesos implicados en el uso del lengua-
je y la contribución de éste a la organización de los propios pensamientos.
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b) Comprender y expresarse con propiedad en la lengua o lenguas extranjeras
objeto de estudio.

c) Interpretar y producir con propiedad, autonomía y creatividad mensajes
que utilicen códigos artísticos, científicos y técnicos, para enriquecer sus posi-
bilidades de comunicación y reflexionar sobre los procesos implicados en su
uso.

d) Obtener y seleccionar información utilizando las fuentes apropiadas dispo-
nibles, tratarla de forma autónoma y crítica, con una finalidad previamente esta-
blecida y transmitirla de manera organizada e inteligible.

e) Elaborar estrategias de identificación y resolución de problemas en los di-
versos campos del conocimiento y la experiencia, mediante procedimientos in-
tuitivos y de razonamiento lógico, contrastándolas y reflexionando sobre el pro-
ceso seguido.

f) Formarse una imagen ajustada de sí mismo, teniendo en cuenta sus capaci-
dades, necesidades e intereses para tomar decisiones, valorando el esfuerzo ne-
cesario para superar las dificultades.

g) Adquirir y desarrollar hábitos de respeto y disciplina como condición nece-
saria para una realización eficaz de las tareas educativas y desarrollar actitudes
solidarias y tolerantes ante las diferencias sociales, religiosas, de género y de
raza, superando prejuicios con espíritu crítico, abierto y democrático.

h) Conocer las creencias, actitudes y valores básicos de nuestra tradición valo-
rándolos críticamente.

i) Analizar los mecanismos y valores que rigen el funcionamiento de las So-
ciedades, en especial los relativos a los derechos y deberes de los ciudadanos, y
adoptar juicios y actitudes personales con respecto a ellos.

j) Analizar las leyes y los procesos básicos que rigen el funcionamiento de la
naturaleza, valorar las repercusiones positivas y negativas que sobre ella tienen
las actividades humanas y contribuir a su conservación y mejora.

k) Valorar el desarrollo científico y tecnológico y su incidencia en el me-
dio físico y social, y utilizar las nuevas tecnologías de la información y la co-
municación en los procesos de enseñanza-aprendizaje.

1) Conocer y apreciar el patrimonio cultural y lingüístico y contribuir a su con-
servación y mejora, desarrollando una actitud de interés y respeto hacia la di-
mensión pluricultural y plurilingüística entendida como un derecho de los pue-
blos y de los individuos.

m) Conocer los diferentes elementos básicos del cuerpo humano y compren-
der su funcionamiento, así como las consecuencias del ejercicio fisico, la higie-
ne, la alimentación y la vida sana para la salud.
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OBJETIVOS DE LA E.S.0 (Ley Orgánica 10/2002, de 23 de Diciembre,
sobre Calidad de Educación) (LOCE)

Artículo 22. Objetivos.

1. La finalidad de la Educación Secundaria Obligatoria es transmitir a los
alumnos los elementos básicos de la cultura, especialmente en sus aspectos cien-
tífico, tecnológico y humanístico; afianzar en ellos hábitos de estudio y trabajo
que favorezcan el aprendizaje autónomo y el desarrollo de sus capacidades; for-
marlos para que asuman sus deberes y ejerzan sus derechos y prepararlos para su
incorporación a estudios posteriores y para su inserción laboral.

2. Esta etapa contribuirá a desarrollar en los alumnos las siguientes capacidades:

a) Asumir responsablemente sus deberes y ejercer sus derechos en el respeto a
los demás, practicar la tolerancia y la solidaridad entre las personas, y ejercitarse
en el diálogo afianzando los valores comunes de una sociedad participativa y de-
mocrática.

b) Desarrollar y consolidar hábitos de estudio y disciplina, como condición
necesaria para una realización eficaz de las tareas del aprendizaje, y como me-
dio para el desarrollo personal.

c) Desarrollar destrezas básicas en la utilización de las fuentes de información
para, con sentido crítico, adquirir nuevos conocimientos.

d) Afianzar el sentido del trabajo en equipo y valorar las perspectivas, expe-
riencias y formas de pensar de los demás.

e) Comprender y expresar con corrección, oralmente y por escrito, en la len-
gua castellana y, en su caso, en la lengua cooficial de la Comunidad Autónoma,
textos y mensajes complejos, e iniciarse en el conocimiento, la lectura y el estu-
dio de la literatura.

O Concebir el conocimiento científico como un saber integrado, que se estruc-
tura en distintas disciplinas, matemáticas y científicas, y conocer y aplicar los
métodos para identificar los problemas en los diversos campos del conocimiento
y de la experiencia, para su resolución y para la toma de decisiones.

g) Desarrollar la competencia comunicativa para comprender y expresarse en
una o más lenguas extranjeras de manera apropiada, a fin de facilitar el acceso a
otras culturas.

h) Adquirir una preparación básica en el campo de las tecnologías funda-
mentalmente, mediante la adquisición de las destrezas relacionadas con las
tecnologías de la información y de las comunicaciones, a fin de usarlas, en el
proceso de aprendizaje, para encontrar, analizar, intercambiar y presentar
la información y el conocimiento adquiridos.

i) Consolidar el espíritu emprendedor, desarrollando actitudes de confianza en
uno mismo, el sentido crítico, la iniciativa personal y la capacidad para planifi-
car, tomar decisiones y asumir responsabilidades.
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j) Conocer los aspectos básicos de la cultura y la historia y respetar el patrimo-
nio artístico y cultural; conocer la diversidad de culturas y sociedades, a fin de
poder valorarlas críticamente y desarrollar actitudes de respeto por la cultura
propia y por la de los demás.

k) Apreciar, disfrutar y respetar la creación artística; identificar y analizar crí-
ticamente los mensajes explícitos e implícitos que contiene el lenguaje de las
distintas manifestaciones artísticas.

1) Conocer el funcionamiento del propio cuerpo, para afianzar los hábitos de
cuidado y salud corporales e incorporar la práctica del deporte, para favorecer el
desarrollo en lo personal y en lo social.

m) Conocer el entorno social y cultural, desde una perspectiva amplia; valorar
y disfrutar del medio natural, contribuyendo a su conservación y mejora.

DECRETO 7/2002 de 10 de enero por el que se establece el Currículo de la
Educación Secundaria Obligatoria de la Comunidad de Castilla y León

Artículo 2."

Objetivos de la Educación Secundaria Obligatoria. Con el fin de desarrollar
las capacidades a las que se refiere el artículo 19 de la Ley Orgánica 1/1990,
de 3 de octubre, de Ordenación General del Sistema Educativo, los alumnos
deberán alcanzar los siguientes objetivos a lo largo de la Educación Secunda-
ria Obligatoria:

a) Comprender y elaborar mensajes orales y escritos en lengua castellana o es-
pañola con corrección, propiedad, autonomía, y creatividad y reflexionar sobre
los procesos implicados en el uso del lenguaje y la contribución de éste a la or-
ganización del propio pensamiento.

b) Comprender y expresarse con propiedad y eficacia en las lenguas extranje-
ras objeto de estudio, tanto en la forma oral como en la escrita.

c) Interpretar y elaborar con coherencia, propiedad, autonomía y creatividad
mensajes que utilicen códigos artísticos, científicos y técnicos, para enriquecer
las posibilidades de comunicación de acuerdo con las distintas finalidades y si-
tuaciones comunicativas.

d) Obtener y seleccionar información utilizando las fuentes adecuadas, tratarla
de forma autónoma y crítica, con una finalidad previamente establecida, y trans-
mitirla de manera organizada, coherente e inteligible.

e) Elaborar estrategias de identificación y resolución de problemas en los di-
versos campos del conocimiento y la experiencia, mediante procedimientos in-
tuitivos y de razonamiento lógico, contrastándolas y reflexionando sobre el pro-
ceso seguido.
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f) Favorecer el conocimiento de la personalidad, los intereses y capacida-
des personales, para facilitar la toma de decisiones y saber superar las difi-
cultades.

g) Adquirir y desarrollar hábitos de disciplina y respeto, valorar el esfuerzo en
el trabajo para realizar eficazmente las tareas educativas, y favorecer actitudes
solidarias y tolerantes ante las diferencias sociales, ideológicas, religiosas, de
raza, de sexo, fisicas e intelectuales, superando críticamente prejuicios indivi-
duales y colectivos.

h) Conocer y apreciar críticamente los valores, actitudes y creencias de nues-
tra tradición, especialmente de Castilla y León.

i) Analizar los procesos y valores que rigen el funcionamiento de las socieda-
des, apreciar los derechos, deberes y libertades como un logro irrenunciable de
la humanidad y una condición necesaria para la paz, y adoptar juicios y actitudes
personales con respecto a ellos.

j) Conocer y analizar las leyes, así como los procesos básicos que rigen el fun-
cionamiento de la naturaleza, detectar y valorar las repercusiones positivas y ne-
gativas que sobre ella ejercen las actividades humanas, y contribuir a su conser-
vación y mejora.

k) Conocer y valorar el desarrollo científico y tecnológico, y su incidencia en
el medio físico y social.

1) Conocer y utilizar con espíritu crítico las nuevas tecnologías de la infor-
mación y la comunicación.

m) Conocer y apreciar el patrimonio cultural y lingüístico, especialmente el de
la Comunidad de Castilla y León, contribuir a su conservación y mejora, y desa-
rrollar una actitud de interés y respeto hacia la dimensión pluricultural y pluri-
lingüística entendida como un derecho de todos los pueblos e individuos.

n) Conocer el cuerpo humano y sus elementos básicos, comprender su funcio-
namiento y capacidades, así como los beneficios que se derivan de la adecuada
actividad fisica, los hábitos higiénicos y saludables, y valorarlos y utilizarlos
para mejorar la calidad de vida.

También lo observamos en los objetivos generales de cada una de las
asignaturas y materias que se imparten en esta etapa educativa, como se
muestran en dos comunidades autónomas de nuestro territorio nacional. Se
exponen, a modo de ejemplo, una peninsular y otra insular
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Asignaturas Castilla y León Canarias

Ciencias
de la Naturaleza

5. Evaluar las informaciones obteni-
das de distintas fuentes, incluidas las
Tecnologías de la Información y la
Comunicación, para elaborar criterios
personales y razonados sobre cuestio-
nes científicas y tecnológicas

Ciencias	 Socia-
les (G/H)

2. Adquirir y emplear con precisión y
rigor el vocabulario	 específico	 del
área. Seleccionar información a partir
de fuentes variadas, incluyendo las
procedentes de las tecnologías de la
información y de la comunicación,
con los métodos y las técnicas propios
de la Geografia y de la Historia, para
explicar las causas y las consecuen-
cias de los problemas y para compren-
der el espacio geográfico y el pasado
histórico

Cultura Clásica 9. Familiarizarse con fuentes de las
que se pueden extraer informaciones
valiosas sobre nuestra tradición clási-
ca, utilizando como nuevo elemento
de aprendizaje las Tecnologías de la
Información y la Comunicación.

Educación Física 12. Aplicar los medios tecnológicos
de la información y la comunicación
asociados a las prácticas motrices, in-
sertándolos en las realidades cotidia-
nas del mundo de la Educación Física
y como medio de mejora del aprendi-
zaje.

Educación
Plástica y Visual

4.	 Desarrollar la creatividad y
expresarla, preferentemente, con
la subjetividad de su lenguaje
personal, o utilizando los códi-
gos,	 terminología	 y	 procedi-
mientos del lenguaje visual y
plástico, mediante conocimiento
actualizado de los últimos recur-
sos tecnológicos y audiovisuales
(diseño por ordenador), con el
fin de enriquecer sus posibilida-
des de comunicación

8. Apreciar las posibilidades expresi-
vas que ofrece la investigación con di-
versas técnicas plásticas y visuales,
desarrollando nuevas formas de ex-
presión y utilizando las últimas tecno-
logias de la imagen, la información y
la comunicación, valorando el esfuer-
zo de superación que supone el proce-
so creativo.
9. Planificar, individual y conjunta-
mente, las fases del proceso de reali-
zación de una obra o proyecto, anali-
zar sus componentes para adecuarlos a
los objetivos que se pretenden conse-
guir, utilizando estrategias y técnicas
de búsqueda de información en dic-
cionarios, libros de consulta, vídeos,
CD-Rom, Internet, obras de arte, pro-
yectos
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Asignaturas Castilla y León Canarias

Lengua
y Literatura

13. Utilizar técnicas sencillas de
manejo de la información: bús-
queda, elaboración y presenta-
ción, con ayuda de los medios
tradicionales y la aplicación de
las nuevas tecnologías,

12. Aprender y utilizar técnicas senci-
llas de manejo de la información: bús-
queda, elaboración y presentación de
textos, con ayuda de los medios tradi-
cionales y la aplicación de las nuevas
tecnologías de la información y la co-
municación.

Lenguas
Extranjeras

6. Utilizar estrategias de aprendizaje y
recursos didácticos (diccionarios, li-
bros de consulta, Internet, materiales
multimedia y nuevas tecnologías en
general) con el objeto de buscar infor-
mación y de resolver situaciones de
comunicación.

Matemáticas 5	 Utilizar con soltura y sentido
crítico los distintos recursos tecno-
lógicos (calculadoras, programas
informáticos), de forma que su-
pongan una ayuda en el aprendi-
zaje y en las aplicaciones instru-
mentales de las Matemáticas.

4. Utilizar hábilmente y con sentido
crítico los distintos recursos tecnoló-
gicos (calculadoras, programas infor-
máticos, Internet) para ayudar en el
aprendizaje y en las aplicaciones de
las Matemáticas.

Música 4. Utilizar las fuentes de informa-
ción	 musical	 (partituras,	 textos,
materiales audiovisuales, informá-
ticos, etc.) para el conocimiento y
apreciación de la música.

4. Utilizar las fuentes de información
musical	 (partituras,	 textos,	 audiovi-
suales, soportes informáticos, Internet,
etc.) para el conocimiento y aprecia-
ción de la música y como base de pro-
cesos de elaboración musical.

Tecnología 7. Utilizar Internet para localizar
información en diversos soportes,
contenida	 en diferentes	 fuentes
(páginas Web, imágenes, sonidos,
programas de libre uso). Promo-
ver actitudes críticas frente a la in-
formación accesible a Internet.
8. Promover el compartir, hacer
público y accesible a otros a tra-
vés de Internet los conceptos y/o
el conocimiento propio.
9. Organizar y elaborar la infor-
mación recogida en las diversas
búsquedas y presentarla correc-
tamente.
10.	 Intercambiar	 y	 comunicar
ideas a través de las posibilida-
des de Internet (e-mail, chat, vi-
deoconferencia, etc.).
11. Desarrollar y mantener acti-

tudes de interés, curiosidad e in-
dagación hacia la actividad tec-
nológica, y generar iniciativas de
investigación, así como de bús-
queda y elaboración de nuevas
realizaciones tecnológicas.

5. Utilizar las tecnologías de la informa-
ción y la comunicación para localizar y
seleccionar información contenida en
diversas fuentes y soportes, organizarla
con un fin predeterminado y presentarla
correctamente, así como para intercam-
biar y transmitir mensajes e ideas.
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PROVOCAR UNA REFLEXIÓN SOBRE EL CARÁCTER
INSTRUMENTAL QUE TIENEN LAS MATEMÁTICAS
EN LAS NTI

Analizando la importancia que han adquirido estas tecnologías en el
mundo educativo y conociendo las dificultades que puede encontrar el alum-
no al utilizar los recursos para gestionar la información y la comunicación es
lo que me ha llevado a plantear una reflexión sobre la función instrumental
que tienen las Matemáticas en las Nuevas Tecnologías de la Información, en
los siguientes términos:

a) Presentando los programas multimedia comúnmente utilizados en
los centros educativos donde se manifiesta el lenguaje matemáti-
co y el concepto que utiliza.

b) Identificando el contenido del currículo de matemáticas donde se
debería incorporar el lenguaje, problemas y actividades apropia-
das que favorezcan el aprendizaje de los contenidos de la asigna-
tura que utiliza las NTI como recurso educativo.

Los programas de ordenador los clasificaremos en generales (tratamiento
ofimático de la información, compresores, navegadores, Acrobat, etc.), específi-
cos de algunas disciplinas (música: MUSIC, CDEX, SOUND FORGE, RE-
PRODUCTORES; diseño: AUTOCAD, FOTOSHOP, CORELDRAW; Tecno-
logía: programas de control, REDES) y programas educativos (tratar un
contenido específico de una asignatura).

En la siguiente ficha se presenta un modelo de trabajo sobre las asig-
naturas de Música y Diseño en la que se ha rellenado algunos apartados con
propuestas de problemas o actividades. En Música se ha trabajado con Sound
Forge que es un programa que permite manipular la onda sonora realizando
cortes y adaptaciones, permitiendo comprobar en tiempo real los resultados
obtenidos. En Diseño se trabaja sobre Autocad y sus características geomé-
tricas al tratar las entidades básicas: punto, línea, arco y polilínea.
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ASIGNATURAS: MUSICA, DISEÑO

PRIMER CURSO: CONTENIDOS

1. Aritmética y álgebra.

Números naturales. El sistema de numera-
ción decimal. Divisibilidad.

Fracciones y decimales.	 Operaciones ele-
mentales. Redondeos.

Potencias de exponente natural. Raíces cua-
dradas exactas.

Las magnitudes y su medida. El sistema mé-
trico decimal. El euro.

Unidades de almacenamiento; concepto de
bit, byte, K-byte, Megabyte, etc.
Sistema binario.

Magnitudes	 directamente	 proporcionales.
Porcentajes.

Toma de decisiones sobre almacenamiento
en soporte informático de libros, canciones,
películas, vídeos, etc., usando algoritmos de
compresión y otros métodos de codificación.

2. Geometría.

Elementos básicos de la geometría del plano.

Descripción,	 construcción,	 clasificación	 y
propiedades características de las figuras pla-
nas elementales,

Uso del programa AUTOCAD para el trata-
miento de figuras elementales situándolas en
un	 sistema	 cartesiano	 de	 representación.
Órdenes polígono (circunscrito e inscrito).
Mosaicos creados con la orden Matriz.

Cálculo de áreas y perímetros de las figuras
planas elementales.

Uso de la ayuda a entidades de AUTOCAD.

3. Tablas y gráficas.

Construcción e interpretación de tablas de
valores.

Interpretación y lectura de gráficas relaciona-
das con los fenómenos naturales, la vida coti-
diana y el mundo de la información,

Interpretación de la imagen gráfica que ofre-
ce SOUND FORGE en la interfaz gráfica
que presenta.
Concepto de Baudio y partes de una onda de
audio.

SEGUNDO CURSO: CONTENIDOS

1. Aritmética y álgebra.

Relación de divisibilidad. M.C.D. y m.c.m.
de dos números naturales.

Operaciones elementales con fracciones, de-
cimales y números enteros. Jerarquía de las
operaciones y uso del paréntesis.
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,
ASIGNATURAS: MUSICA, DISENO

Estimaciones, aproximaciones y redondeos.
Raíces cuadradas aproximadas.

Medida del tiempo y los ángulos. Precisión y
estimación en las medidas.

Manipulación de los números decimales que
utiliza AUTOCAD para expresar las coorde-
nadas de los puntos. Expresión de áreas y vo-
lúmenes de este programa.
Expresión de la medida del tiempo en sus
distintos formatos de los canales de audio.

Magnitudes directa e inversamente propor-
cionales. Porcentajes.

Interpretación de fórmulas y expresiones al-
gebraicas. Ecuaciones de primer grado.

2. Geometría.

Elementos básicos de la geometría del espacio.

Descripción y propiedades características de
los cuerpos geométricos elementales. Cálcu-
lo de áreas y volúmenes,

Uso de las entidades elementales 2D y 3D
de AUTOCAD. Expresión del volumen de
los cuerpos geométricos creados de forma
automática. Diseño de objetos en tres di-
mensiones a partir de los cuerpos elementa-
les.

Triángulos rectángulos.
El teorema de Pitágoras.

Semejanza. Teorema de Tales. Razón de se-
mejanza. Escalas.

Modificación de las dimensiones de las ven-
tanas que presenta el interfaz gráfico WIN-
DOWS.
Uso de las órdenes de semejanza de AUTO-
CAD.

3. Funciones y gráficas.

Coordenadas cartesianas. Tablas de valores y
gráficas cartesianas.

Relaciones funcionales entre magnitudes di-
rectamente proporcionales.

Interpretación y lectura de gráficas relaciona-
das con los fenómenos naturales, la vida coti-
diana y el mundo de la información.

Punto de vista en AUTOCAD (visualización
tridimensional de objetos), modelización.
Generación de CD's de audio y vídeo.

4. Estadística.

Estadística	 unidimensional.	 Distribuciones
discretas.

Tablas de frecuencias y diagramas de barras.
Media aritmética y moda.
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ASIGNATURAS: MUSICA, DISEÑO

TERCER CURSO: CONTENIDOS

I. Aritmética y álgebra.

Números racionales. Operaciones elementa-
les y potencias de exponente entero.

Jerarquía de las operaciones y uso del parén-
tesis.

Aproximaciones y errores. Reconocimiento
de números irracionales.

Sucesiones numéricas. Iniciación a las pro-
gresiones aritméticas y geométricas,

Iteraciones con las opciones de copiar-pegar
en la construcción de audio.
Relleno automático de filas y columnas en
programas de ofimática.
Matrices polares en AUTOCAD.

Polinomios. Operaciones elementales. Iden-
tidades notables.

Resolución algebraica de ecuaciones de pri-
mer grado y sistemas de dos ecuaciones li-
neales con dos incógnitas. Ecuación de se-
gundo grado.

2. Geometría.

Descripción y propiedades elementales de las
figuras planas y los cuerpos elementales.
Cálculo de áreas y volúmenes,

Comandos avanzados de AUTOCAD para
construcción de figuras espaciales. Uniones,
intersecciones y extrusiones.

Poliedros regulares. La esfera. El globo terrá-
queo.

Traslaciones, giros y simetrías en el plano. Órdenes simetría, traslación y giros en el plano.

3. Funciones y gráficas.

Relaciones funcionales. Distintas formas de
expresar una función.

Estudio gráfico de una función: crecimiento
y decrecimiento, máximos y mínimos, sime-
trías, continuidad y periodicidad.

Estudio gráfico y algebraico de las funciones
constantes, lineales y afines.

Interpretación y lectura de gráficas en pro-
blemas relacionados con los fenómenos natu-
rales, la vida cotidiana y el mundo de la in-
formación.

Interpretación de las distintas pantallas gráfi-
cas que ofrecen los programas informáticos,
especialmente los datos numéricos que ex-
presan magnitudes.
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ASIGNATURAS: MUSICA, DISEÑO

4. Estadística y probabilidad.

Estadística unidimensional. 	 Tablas de fre-
cuencias y gráficos estadísticos.

Parámetros de centralización y dispersión.

Experimentos aleatorios. Frecuencia y pro-
babilidad de un suceso.

Cálculo de probabilidades mediante la Ley
de Laplace.

CUARTO CURSO: CONTENIDOS

1. Aritmética y álgebra.

Iniciación al número real. La recta real.

Notación científica. Operaciones en notación
científica.

Potencias de exponente fraccionario y radi-
cales.

Distintas formas numéricas de expresar datos
de AUTOCAD.

Repaso y profundización en el cálculo alge-
braico: operaciones con polinomios.

Ecuaciones de primer y segundo grado. Sis-
temas de ecuaciones lineales.

2. Geometría.

Figuras semejantes. Razón de semejanza.
Teorema de Tales.

Razones	 trigonométricas.	 Resolución	 de
triángulos rectángulos.

Iniciación a la geometría analítica plana. Resolución de problemas gráficos con AU-
TOCAD. Trazado de objetos paralelos, tan-
gencias en sus distintos casos identificando
la posibilidad de varias soluciones.

3. Funciones y gráficas.

Funciones. Estudio gráfico de una función.
Características globales de las gráficas: cre-
cimiento y decrecimiento, máximos y míni-
mos, continuidad, simetrías y periodicidad.

Estudio de la onda de audio como modelo
para el trabajo de la monotonía, extremos,
periodicidad, etc...

Estudio de las funciones polinómicas de pri-
mer y segundo grado y de las funciones ex-
ponenciales y de proporcionalidad inversa
sencillas.
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ASIGNATURAS: MUSICA, DISEÑO

Interpretación y lectura de gráficas en pro-
blemas relacionados con los fenómenos natu-
rales, la vida cotidiana y el mundo de la in-
formación.

4. Estadistica y Probabilidad.

Variables discretas y continuas. Intervalos y
marcas de clases.

Elaboración e interpretación de tablas de fre-
cuencias, gráficos de barras y de sectores,
histogramas y polígonos de frecuencia.

Cálculo e interpretación de los parámetros de
centralización y dispersión.

Experimentos aleatorios y sucesos. Probabi-
lidad simple y compuesta.

Utilización de distintas técnicas combinato-
rias en la asignación de probabilidades sim-
ples y compuestas.

PRESENTAR MODELOS RELACIONADOS CON NTI
PARA EL DESARROLLO DE PROBLEMAS Y ACTIVIDADES
MATEMÁTICAS

Presentamos a continuación el fundamento básico de funcionamiento
de algunos objetos comúnmente utilizados en el mundo informático que pue-
den ser fuente de desarrollo de problemas y actividades matemáticas de me-
dición, cálculo y manipulación geométrica. Se aconseja navegar por Internet
para recopilar información en este sentido. Se trata de dos artículos sobre las
unidades de almacenamiento más comúnmente utilizadas hoy día y debido a
su extensión deben obviarse como contenido de esta exposición. Posterior-
mente se ofrece la manera más eficaz de trabajo que consiste en buscar las
fuentes en direcciones de Internet.

Artículo 1.

Disco Duro, CD ROM.

Los distintos tipos de discos existentes para computación, tienen en
común que se emplea como soportes para almacenar grandes cantidades de
información (datos y programas), en general durante largo tiempo. Difieren
en la tecnología de almacenamiento / lectura, en la cantidad de información
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que memorizan, en el tiempo que se tarda en acceder y transferir datos reque-
ridos, en la seguridad con que mantienen la información durante un tiempo
estimado, y en el costo por megabytes almacenado.

La siguiente clasificación se hace en función del primero de los aspec-
tos citados: la tecnología de almacenamiento y lectura, determinante de los
restantes.

Escritura Lectura Nombre Tipos

Por grabación magnética
de	 pistas	 concéntricas
mediante	 una	 cabeza
constituida por un elec-
troimán.

Por sensado mediante la
misma cabeza que escri-
bió actuando en forma
inversa.

Disco magnético
(para lectura y escri-
tura).

Disco	 rígido,
disquete,	 Zip,
Bernouilli
Floptical.

Por modelado de hoyos
formando una pista en
espiral, por inyección de
plástico en un molde me-
tálico (producción masi-
va de CDs).

Sensado por rayo láser
de la longitud de los ho-
yos grabados y de la dis-
tancia	 que	 separa	 dos
hoyos sucesivos.

CD-ROM
(sólo lectura).

DVD-ROM
(sólo lectura).

Por efecto térmico de un
rayo láser se modifica la
transparencia de porcio-
nes de una pista en espi-
ral, en una capa de mate-
rial orgánico.

Sensado por rayo láser
de la longitud de las por-
ciones	 transparentes	 y
las no transparentes de
la espiral grabada.

CD-R
(Sólo lectura).

Por grabación magnética
auxiliada por acción tér-
mica de una rayo láser
de potencia.

Sensado	 de	 campos
magnéticos en las pistas
por su efecto en un rayo
láser.

MO
(lectura y escritura).

Por efecto térmico de un
rayo láser de potencia se
modifica el estado cris-
talio de un material.

Sensado por rayo láser
del estado cristalino del
material de las pistas.

CD-RW (para lectura
y escritura).

DVD-RAM.

Escritura y lectura en un sector

Un disco (sea flexible o duro) sirve de soporte para archivos de infor-
mación. Almacena los bytes de estos archivos en uno o varios sectores de
pistas circulares. Ellas son anillos concéntricos separados lo menos posible
entre si, existentes en sus dos caras recubiertas de una fina capa superficial
de material magnetizable. Este es del tipo usado en las cintas de audio, ya
que las partículas ferromagnéticas que lo componen conservan su magnetis-
mo aunque desaparezca el campo que las magnetizó.



52

Metodología y aplicaciones de las Matemáticas en la E.S.O.

El cuerpo del disco así recubierto en sus dos caras, está constituido: en
los disquetes por mylard (flexible), y en los discos rígidos por aluminio o
cristal cerámico.

Estas pistas, invisibles, se crean durante el "formateo". Este proceso
consiste en grabar (escribir) magnéticamente los sucesivos sectores que
componen cada una de las pistas de un disco o disquete, quedando así ellas
magnetizadas.

Luego del formateo, en cada sector quedan grabados los campos que
lo constituyen entre los cuales se halla el que permite identificar un sector
mediante una serie de números, y el campo de 512 bytes reservado para da-
tos a grabar o regrabar, lo cual tiene lugar cada vez que se ordena escribir di-

cp-er)
cy,
=y)

	

	 Una bobina de alambre arrollada sobre este núcleo genera dicho cam-
po magnético, al circular por ella una corriente eléctrica. El núcleo ferromag-

=
nético y la bobina constituyen una cabeza (head). Todas las pistas de unac.)-

cf)	 cara de un disco son escritas o leídas por una misma cabeza, portada por un
Ct1

brazo móvil. La cabeza queda inmóvil sobre la pista a escribir o leer, mien-
tras el disco gira frente a ella.

CLD Existe una cabeza para cada cara de un disco. Los brazos que las so-
portan se mueven juntos. Es decir, que si la cabeza de la cara superior está
sobre una cierta pista, la otra cabeza estará en una pista de la cara inferior, te-
niendo siempre ambas pistas el mismo radio (una está sobre la otra separadas
por el espesor del disco). Sólo una cabeza puede estar activada, para leer o
escribir sectores de la cara que le corresponde.

CD ROM (Discos ópticos)

Disco Óptico:

Un disco sobre el que se lee y escribe con luz. En esta categoría se inclu-
ye los CD-ROMs, que son grabados en el momento de su fabricación y no pue-
den ser borrados. Los Works (Write Once Read Many) que son grabados en el
entorno del usuario y tampoco pueden ser borrados. Y los borrables, que son
aquellos que pueden ser reescritos una y otra vez, para esto se utiliza la tecnolo-
gía Magneto Óptica (MO) y cambio de fase. Estos temas se explicarán a conti-

cho sector. Por la acción de un campo magnético de polaridad reversible
C.)
Ct	 (N-S ó S-N), que imanta la pista al actuar dicho campo sobre ella, al salir aE

través de un corte ("entrehierro") realizado en un diminuto núcleo ferromag-
nético (núcleo hoy suplantado por una película delgada inductiva). El ancho
de este núcleo determina del ancho de la pista (0,1 mm o menos).
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nuación en detalle. CD-ROM: Estos discos se basan en la misma tecnología que
se utiliza en los CDs de audio, y fue la primera que se desarrollo. Este medio de
almacenamiento tiene la desventaja de que no es posible reescribir en ellos, esto
lo hace un medio ideal para distribuir software. Estos discos pueden producirse
en masa, a muy bajo costo y con una maquinaria totalmente automatizada. Los
CD-ROMs se elaboran utilizando un láser de alto poder para formar agujeros en
un disco maestro, luego se hace un molde que se usa para imprimir copias en
discos plásticos. Finalmente se aplica en la superficie una delgada capa de alu-
minio, seguida de otra de plástico transparente para protección.

Los CD-ROMs se leen mediante un detector que mide la energía refleja-
da de la superficie al apuntar a esta un láser de bajo poder. Los agujeros, que se
denominan huecos (pits), y las áreas sin laserizar entre estos, que se denominan
zonas planas (lands), producen una diferente reflectividad del haz de láser, lo
que hace posible distinguir entre ambos y recibir dos estados posibles: O y 1.
Pero no se indica un O o un 1 con un land o un pit, sino que un pit indica el cam-
bio de estado, o sea de O a 1 o de 1 a O, y según la cantidad de lands que haya, el
estado se mantiene estable, o sea mientras no se cambie de estado se mantiene
una zona de lands. De esta manera, se trata de realizar la mínima cantidad de
huecos (pits) posibles en el disco, y así poder escribir más rápidamente.

Fig-,ura 2:

c o stante
lineal
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Los CD-Roms están constituidos por una pista en espiral que presenta
el mismo número de bits por centímetro en todos sus tramos (densidad lineal
constante), para aprovechar mejor el medio de almacenamiento, y no desper-
diciar espacio como sucede en los discos magnéticos. Es por esto que en la
lectura y grabación de un CD, a medida que el haz láser se aleja del centro
del disco, la velocidad debe disminuir, ya que en el centro la espiral es de
menos longitud que en los bordes. Alternando las velocidades se logra que la
cantidad de bits leídos por segundo sea constante en cualquier tramo, sea en
el centro o en los bordes. Si esta velocidad fuera constante, se leerían menos
bits por segundo si la zona está más cerca del centro, y más si esta más cerca
de los bordes. Todo esto significa que un CD gira a una velocidad angular
variable. Para poder lograr que los CDs tengan igual densidad en cualquier
tramo de la espiral, en la grabación, el haz láser emitido por la cabeza (que se
mueve en línea recta radial desde el centro al borde del plato) genera la espi-
ral a velocidad lineal constante (CLV), esto significa que la cantidad de bits
grabados por segundos será constante.

Pero para poder lograr esto, y mantener una densidad lineal constante
y la pista en espiral, será necesario que el CD gire a una velocidad angular
variable (explicado anteriormente). Por lo tanto, por girar un CD a una velo-
cidad angular variable, y ser escrito a velocidad linear constante, se escriben
y leen la misma cantidad de bits por segundo y por centímetro, cualquiera
que sea la posición del mismo. Mientras que cada vuelta de la espiral conten-
drá más o menos bits según si está más cerca del centro o del borde.

Un tipo de CD-ROM de 74 min. de duración (también son comunes
los de 80 min.) presenta la espiral constituida por 270.000 marcos contenien-
do cada uno 2.048 bytes (2 K) para datos. En total se pueden almacenar: 527
Mb. La espiral presenta unas 16.000 vueltas por pulgada radial (t.p.i). Se
debe tener en cuenta que en el espesor de un cabello entran 50 vueltas.

Si bien los CD-ROM son los CD más usados para almacenar progra-
mas y datos, las unidades lectoras de CD actuales también permiten leer in-
formación digital de otros tipos de CD basados en la misma tecnología, con
vistas a aplicaciones en multimedia, como el CD-DA (Digital Audio): es el
conocido CD que escuchamos en un reproductor de CD para audio. Podemos
escuchar la música que contiene mientras trabajamos con un PC, o bien mez-
clarla en usos multimedia.

CD-I son las iniciales de disco compacto interactivo. De tecnología
semejante al CD-ROM, puede combinar datos, audio y vídeo, conforme a un
estándar multimedia propuesto por Phillips y Sony en 1986. Este también
define métodos para codificar y decodificar datos comprimidos, y para vi-
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sualizarlos. Almacena 74 minutos de audio digital estéreo ó 19 horas de con-
versación de calidad en mono, ó 6.000 a 1.500 imágenes de video —según la
calidad deseada— que pueden buscarse interactivamente y mezclarse. Para
utilizarse el mismo, se requiere de una plaqueta especial. CD-ROM XA (de
extended Architecture): es un estándar para sonido e imagen propuesto por
Phillips, Sony y Microsoft, extensión de las estructuras de un CD-ROM, que
especifica la grabación comprimida de sonido en un CD-ROM por el sistema
ADPCM, también empleado en CD-I. Esto hace que un CD-ROM XA sea un
puente entre el CD-ROM y el CD-I.

DVI es un tipo de CD ROM que integra video, televisión, gráficos con
animación, audio multicanal y textos. Necesita plaquetas adicionales. Debi-
do a una técnica de compresión de datos, éstos ocupan 120 veces menos lu-
gar, permitiendo ver una hora de video de 30 imágenes por segundo. A esta
velocidad, dado que una imagen de TV ocupa 600 KB, para ver un segundo
se requieren 600 KB x 30 = 18 MB. De no existir compresión, los 600 MB
de un CD ROM sólo permiten unos 600/18 = 30 seg. de visión. Los repro-
ductores de CD actuales pueden leer CD-ROM, CD-R (de varias sesiones),
CD-ROM XA, Photo CD, Video-CD, CD-I, CD-plus, y CD-DA.

WORM

Los WORMs (Write Once Read Many) son discos ópticos en los que,
como el nombre lo indica, se puede escribir una sola vez, y acceder a los da-
tos tantas veces como se quiera. Estos aparecieron ya que este dispositivo
permite al usuario escribir el mismo en el disco. Sin embargo, una vez que se
ha laserizado un hueco en la superficie, este ya no puede borrarse. Los discos
que utilizan la tecnología Worm más conocidos en el mercado son los CD-R
(Compact Disc Recordable), llamados anteriormente CD-WO (Write Once).

Un CD-R no es necesariamente grabado en una sola sesión, se puede
grabar en varios momentos como archivos que se quiere incorporar, hasta lle-
gar a los 650 Mb (llamamos sesión a cada momento que se graba una determi-
nada cantidad de archivos en un CD-R). Es por esto que un CD-R se debe gra-
bar con la siguiente estructura para poder contener múltiples sesiones:

Los primeros 4 mm. de ancho radial de una espiral de un CD-R o de
un CD-ROM constituyen el "lead in", que antecede a la zona de datos. Esta
es de unos 29 mm. de ancho, y le sigue el "lead out" de 1 mm.

En un CD-R, el "lead-in" es precedido por dos áreas necesarias para
alinear el haz láser a fin de poder grabar lo que sigue. Cada sesión de graba-
do de la espiral debe comenzar con la escritura de un "lead in", y terminar
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con la de un "lead out". A su vez, cada "lead in" debe contener la tabla de
contenidos ("Table of contents" TOC), índice de los datos grabados en la se-
sión correspondiente.

Debe mencionarse que un CD-R grabado en "multisesiones" debe ser
leído por un lector de CD-ROM apropiado (como son los actuales). De no
serlo, sólo leerá la primera sesión.

Los sistemas operativos de una PC utilizan para la lectura de un
CD-ROM el formato lógico HSG/ISO 9660. Este es un estándar de una organi-
zación interna de los CD-ROM establecida en 1985 por la empresa High Sierra
Group, utilizado para establecer normas de compatibilidad entre los CDs.

Uno de los usos del CD-R que no se mencionó es el del Photo Cd. Este
es un estándar elaborado en 1990 por Philips y Eastman Kodak que especifi-
ca el procedimiento para convertir fotografías de 35 mm. en seriales digitales
para ser grabadas en un CD-R en una o varias sesiones. La grabación se rea-
liza durante el revelado de la película. Así se guardan cientos de fotos color
en un CD-R.

Discos magneto ópticos

Estos discos aparecieron en el mercado en el ario 1996, llamados MO
(magneto- ópticos) con la posibilidad de escribir y borrar en ellos tantas ve-
ces como sea necesario, debido a que apareció la necesidad de poder actuali-
zar el software sin la necesidad de tirar los discos.

Estos discos están formados por una fina capa de material magnetiza-
ble y reflectante, protegida entre 2 capas de material de plástico transparente.
El material magnetizable tiene la función de almacenar la información en
pistas concéntricas, a diferencia de los ópticos que se graban en espiral. Por
esto, estos discos se leen y graban a una velocidad angular constante, similar
a los discos magnéticos. Esto significa que siempre que se lee la misma can-
tidad de sectores por segundo, y de esta manera la cantidad de bits leídos por
segundo siempre es la misma.

Método de escritura:

La escritura termo magnética involucra el uso de un haz de láser que mo-
difica la temperatura de Curie de la película magnética. La temperatura de Curie
de un material magnético es la temperatura a la cual el material pierde su campo
magnético coercitivo. Esto sucede entre los 150 y 200 °C para la mayoría de las
películas magnéticas usadas. Cuando esto ocurre, el material pierde toda memo-
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na de su magnetización anterior y puede adquirir una nueva magnetización si se
lo enfría en presencia de un campo magnético externo.

La grabación se realiza invirtiendo un dominio magnético para indicar
un uno y dejándolo igual para marcar un cero. Para poder hacer esto, se nece-
sita inicializar todos los dominios en cero. Esto significa que para grabar da-
tos, es necesaria una pasada de borrado que debe ser realizada antes de la es-
critura para inicializar los dominios.

Lectura:

Para leer los datos almacenados en un disco magneto óptico se debe
interpretar el cambio en la reflexión de la luz reflejada en un haz reflejado.
Este fenómeno fisico en el cual se basa la tecnología de los discos magneto
óptico regrabables, es conocido como el efecto Kerr. Este se manifiesta en
un cambio en el estado de la polarización de la luz mediante la interacción
con un medio magnetizado. También existe otro método de lectura que está
basado en el efecto Faraday, que en algunos aspectos es similar al de Kerr.

Tecnología de cambio de fase:

Esta tecnología, que es la utilizada por los CD ópticos re-escribibles
llamados CD-E (CD-Erasable), hoy designados CD-RW (CD ReWritable),
se basa en la propiedad que posee una capa de material como el teluro (mez-
clado con germanio o antimonio), de cambiar del estado amorfo (0) al crista-
lino (1) si se alcanza la "temperatura de transición" (100°C ó más); y de vol-
ver de cristalino a amorfo, si se alcanza la "temperatura de fusión" y se deja
enfriar. Para escribir un uno en un punto de una pista del disco, un láser con
baja potencia lo calienta rápidamente hasta la temperatura de transición. Si el
estado fisico del punto era amorfo, pasa a cristalino; y si ya está en este esta-
do, quedará igual. Un cero se escribe calentando el punto hasta la temperatu-
ra de fusión, usando el láser con alta potencia. Al enfriarse pasa al estado
amorfo, y si estaba en ese estado volverá al mismo.

La lectura de las pistas así grabadas se realiza con el mismo cabezal,
recorriéndoles con el láser de potencia diez veces menor. La luz láser refleja-
da al ser sensada permite detectar, por diferencias de reflectividad, los cam-
bios de un estado físico al otro, a lo largo de la pista. Un punto en estado cris-
talino refleja el 70% de la luz incidente, y en estado amorfo el 18%.

Se debe aclarar que esta tecnología es puramente óptica, sin magnetis-
mo, requiriéndose una sola pasada para escribir, a diferencia de la MO, que
necesita borrar (escribir todos ceros) y luego escribir los unos.
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Discos y unidades PD

Los discos PD (Phase change/Dual) se basan en la tecnología de cam-
bio de fase tratada, pero las pistas generadas son concéntricas, como en los
discos magnéticos (en los CD-WR se tiene una sola pista en espiral). Las
unidades PD también pueden leer discos con espiral (CD-ROM, CD-R,
CD-RW), de donde proviene la denominación "dual". Por tal motivo apare-
cen con la denominación PD/CD-ROM

DVD-ROM

Los DVD-ROM (Digital Versatil Disk) de "simple capa" tienen el
mismo tamaño que un CD-ROM de 680 MB, y se basan en la misma tecno-
logía de grabación y lectura que éstos, pero pueden almacenar 4,7 GB de da-
tos (7 veces más), vídeo o audio. Típicamente pueden transferir unos 1,3
MB/seg para computación (como un CDx10). Esto se ha logrado:

• Disminuyendo a la mitad la longitud de los "pits" en relación a un
CD-ROM

• Llevando al doble que un CD-ROM el número de vueltas por pulga-
da radial de la espiral (un CD-ROM presenta 16.000 vueltas por
pulgada radial).

• Usando un haz láser de color azul, de menor longitud de onda que el
rojo, a fin de poder sensar "pits" de menor longitud.

El DVD estándar que se comercializará en el mercado es fruto del
acuerdo entre Phillips - Sony y Toshiba. Este DVD puede almacenar 2 hs. de
vídeo de calidad, con títulos y sonido. Asimismo, los 4,7 GB permiten guar-
dar 135 minutos de films (duración típica de una película de cine) en reem-
plazo de una cinta de vídeo. Esto es así, dado que con compresión MPEG2 se
requiere, para transferir imagen, sonido y títulos, cerca de 0,5 MB/seg. Si
efectuamos: 135 min x 60 seg/min x 0,5 MB/seg., resulta un valor cercano a
4,7 GB.

Los DVD-ROM de "doble capa" presentan una capa semi-transparen-
te reflectiva con oro (que puede guardar 3,8 GB), la cual se encuentra debajo
de la capa reflectora (4,7 GB) metalizada con plata. Sumando ambas capaci-
dades resultan en total 8,5 GB.

Para leer la capa semi-transparente el haz láser es enfocado en ella con
baja potencia, mientras que la lectura de la capa reflectiva se realiza enfocan-
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do en ésta el haz, ahora con mayor potencia, para que atraviese la capa
semi-transparente al incidir, y cuando se refleja.

También se están fabricando DVD-ROM de "simple capa" y "doble
cara", para ser leídos en ambas caras, con lo cual se logra 4,7 GB x 2 = 9,4
GB; y DVD-ROM de "doble capa" y "doble cara", de 8,5 x 2 = 17 GB.

DVD-RAM

Un DVD-RAM es análogo a un CD-RW re-escribible antes descrito,
pero tiene mayor capacidad, merced al empleo de un láser de menor longitud
de onda que los usados.

Debido a las limitaciones de fabricación masiva de láseres azules de
potencia de corta longitud de onda, la capacidad de los DVD-RAM es de 2,6
GB frente a los 4,7 GB de los DVD-ROM.

Potencialmente, los DVD-RAM pueden ser competidores de las cintas
magnéticas para "backups" si el costo por byte almacenado lo justifica.

RESUMEN

Las tecnologías de grabación (escritura) a desarrollar son:

• Por moldeado durante la fabricación, mediante un molde de níquel
(CD-ROM y DVD ROM).

• Por la acción de un haz láser (CD-R y CD-RW, también llamado
CD-E).

• Por la acción de un haz láser en conjunción con un campo magnéti-
co (discos magneto-ópticos - MO).

Son aplicaciones comunes de los discos ópticos: las bases de datos en
CD ROM para bibliotecas de datos invariables (enciclopedias, distribución
de software, manuales de software, demos, etc.), y para servidores de archi-
vos en una red local, así como el uso de CD-R (grabables por el usuario) para
backups, y las bibliotecas de Imágenes.

Algunas características importantes de los discos ópticos:

• Son medios removibles con capacidad para almacenar masivamente
datos en pequeños espacios.
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• Son portables (removibles de la unidad) y seguros en la conserva-
ción de datos.

• Tienen bajo costo por byte almacenado.

• Los CD-ROM se producen masivamente.

• Los CD son más seguros en la conservación de datos que los discos
magnéticos debido a que la capa que los almacena es inmune los
campos magnéticos caseros, y están protegidos de la corrosión am-
biental, etc.

Existen 3 tipos de discos ópticos o magnetos ópticos que se utilizan en
la informática:

1. Grabado masivamente por el fabricante, para ser sólo leídos:
como lo son el CD ROM (Disco compacto de sólo lectura) y el
DVD ROM (Digital Versatil Disc de sólo lectura). En éstos, a
partir de un disco "maestro" grabado con luz láser, se realizan
múltiples copias obtenidas por inyección de material (sin usar lá-
ser). Se obtienen así discos con una fina capa de aluminio reflec-
tante —entre dos capas transparentes protectoras—. Dicha capa
guarda en una cara unos y ceros con huecos discontinuos (o sea
formando pits y lands), que forman una sola pista en espiral. La
espiral es leída con luz láser por la unidad de CD del usuario.

2. Grabable una sola vez por el usuario: el CD-R (CD Recordable) o
WORM.

En la escritura, el haz láser sigue una pista en espiral pre-construi-
da en una capa de pigmento. Donde el haz incide, su calor decolo-
ra para siempre el punto de incidencia. En la lectura, esta capa
deja pasar el haz láser hacia la capa reflectora dorada que está más
arriba, reflejándose de forma distinta según que el haz haya atra-
vesado un punto decolorado o no, detectándose así unos y ceros.
Ambas capas están protegidas por dos capas transparentes. Una
vez escrito, un CD-R puede leerse como un CD-ROM.

3. Borrables-regrabables: en la tecnología de grabación magneto-ópti-
co (MO), la luz láser calienta puntos (que serán unos) de una capa —previa-
mente magnetizada uniformemente— para que pierdan su magnetismo origi-
nal (este corresponde a ceros). Al mismo tiempo, un campo magnético
aplicado produce sólo en dichos puntos una magnetización contraria a la ori-
ginaria (para así grabar unos). Estas diferencias puntuales de magnetización
son detectadas en la lectura por la luz láser (con menos potencia), dado que
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provocan distinta polarización de la luz láser que reflejan. Otro tipo de CD
ópticos re-escribibles son los CD-E (CD-Erasable), hoy designados CD-RW
(CD ReWritable), con escritura "por cambio de fase" (de cristalina a amorfa
o viceversa) de los puntos de la capa del disco que guarda los datos. Se trata
de una tecnología puramente óptica, sin magnetismo, que requiere una sola
pasada para escribir una porción o la pista en espiral completa. En la tecnolo-
gía PD (Phase change/Dual) que también es por cambio de fase, la unidad
escribe pistas concéntricas. "Dual" indica que la unidad también puede leer
CD con pistas en espiral (CD-ROM, CD-R, CD-RW).

Artículo 2.

DISCO DURO Y CD-ROM

Orígenes discos ópticos

Los discos ópticos aparecieron a fines de la década de los 80, siendo
utilizado como un medio de almacenamiento de información para la televi-
sión. Su alta capacidad y su fácil transportabilidad, hicieron que este disposi-
tivo se popularice y comience a comercializarse en 1988 y a utilizarse en las
computadoras. La primera generación de discos ópticos se inventó en Phi-
lips, y el desarrollo se realizó con colaboración de Sony. Los discos ópticos
utilizan dos tecnologías para el almacenamiento de datos: WORM (Write
Once Read Many) y CD-ROM (Compact Disk Read Only Memory). Los
discos magneto ópticos utilizan la tecnología WMRA (Write Many Read
Always), que permite leer y escribir tantas veces como sea necesario.

Discos magnéticos
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Los discos magnéticos son sistemas de almacenamiento de informa-
ción que en la actualidad tienen una gran importancia, ya que constituyen el
principal soporte utilizado como memoria masiva auxiliar. A pesar de que
son más costosos que las cintas magnéticas, son sistemas de acceso directo, y
con ellos se consiguen tiempos medios de acceso menores que con las cintas
magnéticas.

Un disco magnético está constituido por una superficie metálica o
plástica recubierta por una capa de una sustancia magnética. Los datos se al-
macenan mediante pequeños cambios en la imanación, en uno u otro sentido.
El plato o disco puede ser de plástico flexible o puede ser rígido. En el pri-
mer caso tenemos disquetes o discos flexibles (en inglés floppy disk o dis-
quetes) y en el segundo caso discos rígidos o duros.

Tanto en los discos rígidos como en los flexibles la información se gra-
ba en circunferencias concéntricas, no notándose visualmente las zonas graba-
das. Cada una de las circunferencias concéntricas grabadas constituye una pis-
ta. Asimismo el disco se considera dividido en arcos iguales denominados
sectores, de esta forma cada pista está compuesta de sectores. Los sectores de
las pistas más exteriores son de mayor longitud que las interiores, ahora bien el
número de bits grabados en cada sector es siempre el mismo, con lo que la
densidad de grabación será mayor en las pistas interiores que en las exteriores.
Los sectores comienzan con una cabecera de identificación, indicando su di-
rección completa. Un cilindro es un conjunto de pistas, una en cada disco, que
son accesibles simultáneamente por el conjunto de cabezas.

La lectura y escritura en la superficie del disco se hace mediante una
cabeza. Esta suele ser de tipo cerámico, aunque inicialmente eran metálicas.
La cabeza, en las unidades de cabezas móviles, está insertada en un extremo
de un brazo mecánico móvil, que se desplaza hacia el centro o hacia la parte
externa del disco bajo el control de los circuitos electrónicos del periférico.
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El direccionamiento para leer o grabar un sector del disco se efectúa dando al
periférico:

• Número de unidad.
• Número de superficie.
• Número de pista.

• Número del sector.

El brazo sitúa rápidamente la cabeza encima de la pista correspondiente y espera
a que el sector en cuestión se posiciones bajo la cabeza. En el acceso, por tanto,
hay que considerar dos tiempos:

• Tiempo de búsqueda de la pista (tb).
• Tiempo de espera al sector (te).

Luego el tiempo de acceso será ta = tb + te.

En las unidades de cabezas fijas, hay una cabeza por pista y por tanto
ta = te.

Los discos suelen tener una o varias referencias físicas (orificios y
muescas) para poder identificar los sectores y pistas. Esto se denomina secto-
rización hardware o física. En los disquetes sólo existe un orificio de alinea-
miento y referencia. Este orificio, cuando el disco gira, es detectado por un
conjunto fotodiodo/fototransistor utilizándose como punto de referencia para
el acceso a las distintas pistas y sectores. Las unidades de discos rígidos sue-
len tener unas muescas que identifican los límites de cada sector y el primer
sector de la pista.

Antes de utilizar un disco es necesario efectuar en él unas grabaciones
denominadas "dar formato" o formateo" del disco. Al formatear un disco se
definen por software las pistas, sectores y palabras; además se inicializa un
directorio para la información sobre el contenido del disco (es como un índi-
ce de su contenido).

El formateo efectúa una sectorización que detecta y elimina para pos-
teriores grabaciones, las zonas del disco deterioradas. El formateo incluye ta-
blas con los nombres de los ficheros grabados en él, fecha y hora en que se
crearon o actualizaron por última vez, espacio que ocupan y direcciones físi-
cas donde se encuentran.

La unidad de transferencia de datos desde y hacia el disco es el
sector.
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Clasificación y tipos de discos

Básicamente existen 5 tipos de unidades de discos:

• Discos de cabezas fijas.

• Paquetes de discos.

• Discos cartucho.

• Discos Winchester (disco duro).

• Disquetes.

A continuación describiremos brevemente cada uno de ellos.

Discos de cabezas fijas. Son discos que tienen una cabeza individual
de lectura/escritura para cada pista, con ello se consigue un tiempo de acce-
so relativamente bajo, ya que este tiempo viene fijado únicamente por la
velocidad de giro del disco. Existen unidades con un sólo plato o con varios
platos.

Paquetes de discos. Son unidades compuestas por varios platos que gi-
ran solidariamente alrededor de un eje común. Las cabezas de lectura/escri-
tura son móviles, existiendo una por superficie. Éstas se desplazan simultá-
neamente a gran velocidad radialmente buscando la pista en que se encuentra
el sector que se debe escribir o leer. Todas las cabezas se mueven al unísono,
y cada cabeza lee/graba en el sector correspondiente a su superficie, trasfi-
riéndose la información en paralelo.

En un instante dado, por tanto, se leen/graban las mismas pistas de las
distintas superficies. Cada grupo de estas pistas se denomina cilindro de pis-
tas, existiendo tantos cilindros como pistas.
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Usualmente las superficies externas no se utilizan para grabar, así una
unidad con 6 platos puede utilizar sólo 10 superficies. Existen unidades de
paquetes de discos en que éstos son intercambiables.

Discos-cartuchos. Consiste en único plato con dos superficies de gra-
bación. Usualmente estas unidades son duales, es decir, contienen dos sub-
sistemas, uno de ellos con un plato fijo (donde se graba, por ejemplo, el Sis-
tema Operativo del ordenador) y el otro con un plato intercambiable.

Para desmontar el disco intercambiable es necesario esperar a que las
cabezas se retraigan y el disco se pare.

Discos Winchester (disco duro). Un desarrollo reciente es el disco
Winchester. Es un disco de pequeño tamaño pero de gran precisión y con
una gran capacidad de almacenamiento. Está permanentemente montado en
su unidad.

Los platos de estas unidades están herméticamente cerrados y son fi-
jos. El hecho de que estén herméticamente cerrados es por reducir los efectos
de la suciedad ambiental. No es necesario el retraimiento de las cabezas en
reposo, existiendo una pista específica de "aterrizaje". Las cabezas van más
próximas a la superficie que en las anteriores unidades, lográndose grandes
densidades de grabación. Por tanto, en pequeñas superficies se pueden alma-
cenar mucha información.

Disquetes. Los disquetes son pequeños discos cuyos platos son flexibles,
ya que están constituidos por un material de plástico y son intercambiables.

Hasta hace poco tiempo los disquetes más utilizados eran los de 133
mm., también denominados minidisquetes y actualmente los más empleados
son los de 90 mm., también denominados microdisquetes.

La superficie se encuentra protegida por una funda recubierta interna-
mente de un material que facilita el deslizamiento rotacional del plato. En la
funda hay una abertura radial que abarca a todas las pistas; a través de esta
ventana las cabezas de la unidad de disquetes acceden a la información.

También en el sobre y en el plato hay otro orificio que sirve para que
la unidad por medios ópticos tenga una referencia de alineamiento para loca-
lizar pistas y sectores.

El centro está abierto con objeto de que el disquete ajuste en el eje de
rotación de la unidad de lectura/grabación. En la parte superior del lateral de-
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recho hay una muesca cuadrada, ésta indica que el disquete está preparado
para poder grabar en él información, por no estar protegido contra escrituras.

Las cabezas actúan en contacto con la superficie del disquete.

La grabación, dependiendo del tipo de unidad, puede efectuarse en
una única superficie, es decir, en una sola de las caras, o en doble cara.

También la grabación se puede efectuar en densidad normal (o simple
densidad) o doble densidad.

Los disquetes constituyen un elemento excelente para actuar como me-
moria masiva auxiliar de microordenadores personales. Esto se debe a su relati-
vo bajo precio, a ser un dispositivo de acceso directo y a su gran velocidad.

Parámetros que caracterizan el comportamiento de un disco

En esta sección estructuraremos los principales parámetros que carac-
terizan el funcionamiento de un disco:

• Tipo de disco: Indica la tecnología y estructura física del mismo.
Los tipos básicos son: discos de cabezas fijas, paquetes de discos,
cartuchos de discos, discos Winchester y disquetes.

• Capacidad: Indica el contenido en octetos (bytes) que es capaz de
almacenar el disco. La capacidad de almacenamiento depende del
tamaño de la superficie de grabación, número de superficies de gra-
bación y tipo de grabación (simple o doble densidad).

• Tamaño: Indica el diámetro del plato donde se encuentran las super-
ficies magnetizables.

• Tiempo medio de acceso: Es el tiempo medio en que la cabeza lec-
tora/grabadora tarda en acceder a un sector determinado.

• Velocidad de transferencia: Indica el número de bytes que se trans-
fieren por unidad de tiempo entre el ordenador central y el dispositi-
vo o viceversa.

• Velocidad de rotación: Es el número de revoluciones por minuto a
que gira el plato que contiene la superficie magnetizable.

• Número de superficies: Es el número de superficies grabables.

• Número de cabezas: Es el número de cabezas lectoras/grabadoras
de que consta la unidad.
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• Número de pistas: Es el número de circunferencias grabables. Se
suele indicar el número de pistas por superficie.

• Número de sectores por pistas: Es el número de bloques o registros
físicos que hay en una pista.

• Número de palabras por sector: Es el número de palabras que pue-
den grabarse en un sector. Bits por palabras: Indica el número de
bits que utilizan las palabras grabadas.

• Densidad máxima: Indica la densidad máxima de grabación en las
pistas, es decir, la densidad de grabación en la pista más interior.
Este parámetro se indica en bits/pulgada o bits/cm.
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RESUMEN

A través de algunas propuestas de experiencias en torno a Mecanos,
Robótica y Geometría por Ordenador, se argumenta la modificación en con-
tenidos, métodos y planteamientos de las matemáticas escolares (sobre todo
en Geometría o Álgebra) que debería conllevar la cohabitación curricular de
las Matemáticas con las enseñanzas de Tecnología en E.S.O. y Bachillerato.

1. MOTIVACIÓN

La palabra "motivación" ha aparecido repetidas veces a lo largo del cur-
so "Metodología y Aplicaciones de las Matemáticas en la E.S.0.", en el que
tuve el honor de impartir unas conferencias que son el origen de estas notas.
Ya en el texto que acompañaba a la presentación del programa del curso, la di-
rectora del mismo, la profesora de la Universidad de Valladolid, Dña.
Francisca Blanco Martín, señalaba que "la motivación y el estímulo en el
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111 aprendizaje son tareas que debe asumir el profesor; y una forma de llevarlas a
cabo consiste en poner de manifiesto la utilidad de los contenidos que se im-
parten y la relación con otras disciplinas". Y también podemos destacar la or-
ganización de una Mesa Redonda, en el seno del mismo curso, sobre "Motiva-
ción de las matemáticas en Secundaria y su relación con otras disciplinas".

Mi interpretación personal del sentido de estos mensajes dirigidos al
profesorado de Secundaria (en sentido amplio) podría resumirse como sigue:

1. La reciente extensión de la enseñanza obligatoria requiere del
profesorado, en particular, nuevas metodologías que motiven a un
alumnado plural y entrado en la adolescencia; y

2. La utilidad de las matemáticas, su aplicabilidad a otras discipli-
nas, es una fuente importante de motivación para el alumnado en
general.

Porque comparto, con algunos matices ', estas ideas, el contenido de estas
notas va en esa misma dirección y, en correspondencia con mi intervención en
el curso, se estructura en torno a una idea (véase sección 2), a su desarrollo a tra-
vés de algunos ejemplos (sección 3), finalizando con unas breves conclusiones
(sección 4). La idea, bastante simple, consiste en señalar a los contenidos de las
distintas asignaturas de Tecnología de la E.S.O. y del Bachillerato como una
fuente privilegiada de aplicaciones, con diversas y ventajosas particularidades,
en el contexto de la enseñanza de las matemáticas en Secundaria.

2. UNA IDEA

En este breve artículo trataré de presentar y argumentar la modifica-
ción profunda en contenidos, métodos y planteamientos de las matemáticas
escolares (sobre todo en Geometría o Álgebra) que, en mi opinión, debería
conllevar la cohabitación curricular de las Matemáticas con las enseñanzas
de Tecnología (como disciplina de la Secundaria o del Bachillerato) o con la
tecnología (como hecho presente en tantos aspectos de nuestro mundo).

En efecto, consideremos, por ejemplo, las referencias a "las estructura
de barras y triangulaciones" (Tecnología, E.S.O., primer curso), a los "ele-
mentos de entrada, salida y proceso (de un ordenador)" (Tecnología, E.S.O.,

1 Creo que es importante la motivación, pero esta no depende tanto de lo atractivo
del contenido curricular como de lo adecuado de la metodología empleada para
impartirlo.

Metodología y aplicaciones de las Matemáticas en la E.S.O.
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segundo curso), a los "elementos mecánicos para que un robot se mueva"
(Tecnología, ESO., tercer curso), a la "introducción al dibujo asistido por
ordenador" (Tecnología, E.S.O., cuarto curso), al "tratamiento de la informa-
ción numérica a través de hojas de cálculo" (Tecnología, E.S.O., cuarto cur-
so), etc. que aparecen en el decreto que establece el currículo de la E.S.O. en
la Comunidad Autónoma de Cantabria 2 , pero que será, sin duda, representa-
tivo de la situación existente en otras Comunidades.

Detrás de muchos de estos temas de Tecnología (a lo largo de los cua-
tro cursos de la E.S.O. y, con otros contenidos, en el Bachillerato) surgen de
manera natural aspectos importantes de Álgebra y Geometría. ¿Debe admi-
tirse, sin más, el que las matemáticas escolares permanezcan ajenas a estos
temas, desaprovechando una fuente tan próxima (en el contexto escolar y en
la vida cotidiana) de aplicaciones? ¿Por qué razón los profesores seguimos
buscando, con grandes dosis de ingenio y un enorme trabajo de desarrollo,
actividades donde mostrar a los alumnos la aplicabilidad de las matemáticas
que les enseriamos, cuando tenemos, justo en el Seminario de al lado, una
colección casi inagotable de experiencias interdisciplinares?

Como señala el título de estas notas, la vía que conecta la Matemática
y la Tecnología escolar, podría conectar (en ambos sentidos) dos disciplinas
que necesitan, claramente, una mayor apreciación por parte de los alumnos
(y por la sociedad, en general) y a las que una mutua cooperación podría ha-
cer más atractivas. Pero es obvio para mí que, en estos momentos, dicha vía
es, aún, una vía muerta...

3. ALGUNOS DESARROLLOS

3.1. Estructuras de Barras: Mecanos

Son bien conocidas, desde hace mucho, diversas propuestas de utiliza-
ción de este material en la enseñanza de la geometría elemental, tales como
la construcción, por medio de barras articuladas —con una articulación esféri-
ca en los extremos, es decir, una articulación que permita cualquier giro en el
espacio (y la correspondiente versión restringida para el caso del plano)— de
diversos cuerpos geométricos, facilitando así la posibilidad de comprobar, fi-
sicamente, algunas propiedades elementales de los mismos (número de vérti-
ces, diagonales, caras, etc.). Además, otra actividad interesante y clásica es
la verificación experimental de la rigidez o flexibilidad de diversos objetos
construidos con este material.

2 Decreto 40/2002, de 28 de marzo; B.O.C. de 19 de abril de 2002.
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Ahora bien, en mi opinión, las propuestas realizadas no han tenido, en
general, suficiente riqueza manipulativa como para establecer una conexión
importante entre las matemáticas implicadas y determinados aspectos de
interés en Tecnología (como las triangulaciones). Por un lado, porque algu-
nas de las actividades planteadas, de cierto nivel matemático, tienen una re-
lación más bien circunstancial con el material empleado: por ejemplo, tam-
bién se pueden explorar los sólidos platónicos a través de modelos de
alambre. Por otro lado, porque aquello que es más característico del material
empleado, tal como el movimiento relativo de las barras alrededor de los
puntos de ensamblaje (cuyo análisis nos podría llevar a descubrir la impor-
tancia de las triangulaciones), sólo aparece implicado en actividades de mera
comprobación y de escaso desarrollo geométrico.

Creo, sin embargo, que es posible plantear actividades que cumplan,
simultáneamente, los requisitos de estar directamente relacionadas con el
material empleado y de fomentar la creación matemática en torno al aprendi-
zaje de la geometría del plano 4 . Por ejemplo, podríamos comenzar con un
mecano de barras articuladas, un mecano plano, que se pueda trabajar sobre
una mesa, un mecano que forme una especie de regla de carpintero (o una
colección de vagones de tren, enganchados uno tras otro) con un cierto nú-
mero de piezas del mecano.

Figura 1. Regla de carpintero de tres barras

3 Sin tener en cuenta, además que la Geometría de primer curso (que es el curso en
el que se hace referencia a estas estructuras de barras en la materia de Tecnología)
es ante todo una introducción a la Geometría del plano.

4 Contenidos de Geometría en primer curso de ESO., loc.cit.: Elementos básicos
de la geometría del plano. Clasificación de ángulos. Medida de ángulos. Relacio-
nes de paralelismo, perpendicularidad e incidencia. Descripción, construcción,
clasificación y propiedades características de las figuras planas elementales. Trián-
gulos. Cuadriláteros. Polígonos. La circunferencia y el círculo. Ángulos en la cir-
cunferencia. Cálculo de áreas y perímetros de las figuras planas elementales.
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Empezaríamos por el caso más sencillo, el caso de una simple barra.
Una sóla barra, observaríamos, se puede disponer sobre la mesa de muchas
maneras. Ahora fijaríamos un extremo de la barra sobre un punto de la mesa
previamente determinado, tal vez poniendo un dedo sobre ese extremo en ese
punto. Veríamos que la barra, entonces, sólo tiene un movimiento posible, si
queremos mantener la posición de ese extremo fijado. Un movimiento circu-
lar, con centro en ese punto.

De esta forma, de las muchas maneras en las que podía moverse la ba-
rra antes de proceder a su inmovilización parcial, habríamos pasado a una
sóla forma de moverse (determinada, por ejemplo, por un ángulo de la cir-
cunferencia). Así pues, concluiríamos que la mera fijación de un punto en
una barra libre produce un cierto efecto de reducción de los movimientos
hasta quedarnos en movimientos de un sólo tipo.

Luego pasaríamos al caso de dos barras, unidas por un extremo.
Para poder referirnos simplemente a los "grados de libertad internos", fi-
jaríamos totalmente una de las barras, la sujetaríamos o clavaríamos sobre
la mesa. La otra barra se encontraría en la situación descrita en el párrafo
anterior, de modo que la regla, con una barra de anclaje y otra libre, ten-
dría sólo un grado de libertad. Los alumnos deberían "identificar" tales
grados como la posibilidad de realizar un movimiento circular indepen-
diente. Más adelante, en el caso de tres barras, consecutivamente ensam-
bladas y con la primera de ellas fijada a la mesa, concluiríamos que tienen
dos grados de libertad, puesto que hemos añadido, al solitario grado del
sistema de dos barras, las posibilidades de otra barra más, ligada por un
extremo.. .es decir, en unas condiciones similares al caso de una sóla barra
con un punto fijado. Se seguiría, con una argumentación análoga, que un
mecanismo como este, pero con N barras, tendrá N-1 grados de libertad.
También se pueden explorar variantes curiosas, como la determinación de
los grados de libertad de una regla donde se han fijado algunos puntos in-
termedios, como en la figura siguiente.

Figura 2. Regla de carpintero con algunos puntos fijados (en blanco)
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Llegados a este punto, podría parecer, pues, que si cerramos la cadena
de barras, poniendo el extremo final de la última sobre el extremo inicial de
la primera, sólo perderemos un grado de libertad, justamente el que permitía
moverse a esta última barra. Tendríamos, en ese caso, N-2 grados de libertad
interna para un polígono de N lados ¿Es realmente así? Formemos con las
piezas articuladas un polígono regular, un cuadrado, por ejemplo. Como
siempre, fijaremos un lado sobre la mesa. Veremos que el cuadrilátero toda-
vía puede moverse. Parece que se puede mover de dos maneras distintas
(achatándose en la dirección de cualquiera de las dos diagonales). Pero si
elegimos una de las barras que están unidas a la barra fijada a la mesa, vere-
mos que basta con controlar el ángulo de esa barra para mover toda la estruc-
tura... Es preciso revisar la argumentación anterior, para concluir que los gra-
dos de libertad de un polígono de N lados son realmente N-3.

En el caso de un hexágono construido de esta guisa, nos podemos
plantear cómo encontrar y aislar los tres grados de libertad interna del mis-
mo ... Y podemos intentar relacionar estos grados de libertad con el número
de triángulos (menos uno; es decir, el número de diagonales que es necesario
trazar para inmovilizar el polígono) de una triangulación del hexágono, etc.

--_0-___--_______
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..1	 \\
C)	 • A1

/ _..------.-	 A 8	 ,
,

4:'-.--	 4-----

-----lif .....-..,

ii
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Figura 3. Un grado de libertad interna

Este tipo de manipulaciones, con una línea de trabajo bien definida en
relación con los grados de libertad de construcciones sencillas con barras ar-
ticuladas, aporta, en mi opinión, la posibilidad de explorar intuitivamente,
pero con trasfondo matemático innegable, la geometría elemental del plano,
sin necesidad de introducir formalmente el concepto de giro o la clasifica-
ción de los movimientos euclídeos (cuya complejidad retrasa, innecesaria-
mente, el estudio de estas cuestiones tan naturales). Y, obviamente, relaciona
esta investigación con los objetos de estudio de otra materia del currículum

Por ejemplo, a través de los dos ángulos formados por los dos lados adyacentes al que
hemos fijado; una vez determinados estos ángulos, quedará un cuadrilátero formado
por los restantes cuatro vértices, lo que nos aportaría un grado más de libertad.
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escolar, la Tecnología. Un desarrollo mucho más detallado de este tema apa-
rece en todo un capitulo de mi libro Cálculo Simbólico y Geométrico 6, al
que remitimos al lector para un análisis más completo de sus aplicaciones di-
dácticas y para otras referencias.

3.2. Diseño geométrico por ordenador

La propuesta obvia en este contexto es la utilización de los programas
de Geometría Dinámica (como Cabri, tal vez el más extendido en nuestro
país), como un puente natural entre la clase de Matemáticas y la de Tecnolo-
gía. A este respecto creo que pueden ser oportunas las consideraciones deta-
lladas que he plasmado en "Tratamiento automático de la información geo-
métrica" o en "Una introducción al Álgebra Computacional y a la
Geometría Algorítmica y a su incidencia en la Secundaria y el Bachillera-
to" 8 , sobre la necesidad de superar la utilización de estos programas en tanto
que meros simuladores informáticos de la regla y el compás (es decir: sí a su
utilización, pero desde una perspectiva más amplia).

Este es un ejemplo típico del importante papel curricular de lo que po-
dríamos denominar "retorno tecnológico": las matemáticas contribuyen al
desarrollo de nuevos avances tecnológicos... que a su vez plantean nuevas
perspectivas matemáticas, que es preciso considerar, entre otros contextos,
en el sistema educativo.

Aún a riesgo de caricaturizar el mensaje, me atrevería a plantear,
como analogía, que ha sido, precisamente, la existencia de la rueda lo que ha
motivado, desde tiempos remotos, el estudio intensivo del círculo como ob-
jeto matemático. Y también podría decir que, si la geometría propició, en la
edad moderna, el desarrollo de diversos instrumentos de navegación, es el
auge de estas herramientas lo que propiciaría, después, la aparición y el desa-
rrollo de los logaritmos (como mecanismo, hoy obsoleto, de cálculo).

De modo similar, en los artículos citados, se argumenta cómo la existen-
cia del ordenador (que debe tanto a las Matemáticas y a los matemáticos) y, en
particular, del diseño asistido por ordenador, está marcando ya nuevas pautas
—que se ejemplifican en esos trabajos y cuyo detalle obviamos aquí— en el ámbi-

6 RECIO, T. "Cálculo Simbólico y Geométrico". Editorial Síntesis. Madrid, 1998.
7 RECIO, T. "Tratamiento automático de la información geométrica". UNO,

vol. 20. Abril 1999. pp 63-75.
8 GONZÁLEZ VEGA, L. y RECIO, T. "Una introducción al Álgebra Computacio-

nal y a la Geometría Algorítmica y a su incidencia en la Secundaria y el Bachille-
rato". Instituto Superior de Formación del Profesorado. MECyD. (Por aparecer)

77



Metodología y aplicaciones de las Matemáticas en la E.S.O.

to de la geometría, con su posible repercusión a nivel escolar. En definitiva, se
trata de considerar que el ordenador ha de ser, además de una herramienta para
la enseñanza de las matemáticas tradicionales... una fuente de nuevas propuestas
curriculares; aspecto este que habrá que atender con cierta urgencia para no per-
der el tren de la "alfabetización/numerización" de la población, en los aspectos
matemáticos implicados en el uso de esta tecnología.

En un contexto diferente, pero relacionado con los programas de Geo-
metría Dinámica, durante el curso en Ávila se hizo referencia al desarrollo de
programas de geometría euclídea por ordenador que llevan incorporada la
posibilidad de demostrar o de descubrir automáticamente propiedades de las
figuras con ellos construidas, con todas las implicaciones didácticas que se
abren. Ver "Cálculo Simbólico y Geométrico" 9 y "La mecánica de la de-
mostración y la demostración mecánica" 1 0 para un desarrollo detallado de
esta faceta, o los trabajos más recientes de F. Botana II sobre las increíbles
prestaciones de su programa GDI (Geometría Dinámica Inteligente).

3.3. Robótica

El planteamiento de la robótica como herramienta educativa (en los
niveles de Secundaria y Bachillerato), no es original, pero sí bastante recien-
te en nuestro país. Una buena referencia es la página web del proyecto
TEDDI de la Universidad de Alicante 1 2 , donde aparece, entre otras muchas
informaciones útiles, un listado de centros de enseñanza no universitaria que
participan en el proyecto. También son muy recomendables las páginas per-
sonales referenciadas 13.

Sin embargo, estas experiencias no versan sobre la relación de la robótica
con la enseñanza de las matemáticas, que constituye —en mi opinión— un campo
relativamente inexplorado. Nuestra propuesta inicial (para último año de la
E.S.O. o Bachillerato), pretende explorar algunos aspectos muy concretos:

• la trigonometría elemental, que surge al intentar modelar un rudi-
mentario brazo robótico (en el plano)

9 RECIO, T. "Cálculo Simbólico y Geométrico". Editorial Síntesis. Madrid, 1998.
1 0 RECIO, T. "La mecánica de la demostración y la demostración mecánica". En E.

PALACIÁN y J. SANCHO (eds.): Actas X Jornadas para el Aprendizaje y la
Enseñanza de las Matemáticas, Vol. I, Sociedad Aragonesa de Profesores de Ma-
temáticas/ICE Universidad de Zaragoza, Zaragoza, Págs. 189-212. 2002.

II BOTANA, F. http://rosalia.uvigo.es/fbotana/
12 http://www.teddi. ua . es/
13 http://www.robots.com.es/ y http://www.donosgune.net/2000/

78



Consideremos, por ejemplo, el modelado de un simple robot plano,
formado por dos brazos articulados, uno de los cuales está anclado al origen
de coordenadas. Ver figura.
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• la geometría de las mediatrices, que puede motivarse a través de la
planificación de movimientos de robots

Figura 4. Un robot plano de dos brazos

La primera tarea, como es lógico, trata de establecer las llamadas

ecuaciones cinemáticas directas, que calculan, en función de los ángulos
(supuestamente gobernados por sendos motores) 3 1 , 32 , que corresponden
al desplazamiento de cada uno de los brazos, las coordenadas del extremo
final, o "mano" del robot, de coordenadas (a, b). Tales ecuaciones han sido
incorporadas a la figura de arriba, esto es: a = m * cos(3 1 ) + n * cos(32), b =
m * sen(3 1 )+ n * sen( 2), donde m, n son las longitudes de los brazos. Es
preciso establecer con cuidado la forma de medir los ángulos; puede ser
una discusión interesante el compatibilizar distintas soluciones obtenidas
por los alumnos.

Más adelante se puede, con la ayuda del profesor, intentar visualizar al
robot, posicionarlo o moverlo, mediante un pequeño programa escrito, por
ejemplo, en Maple (en este caso, con Maple VI). Lo que sigue es una copia
literal de una sesión Maple que hemos empleado, en ocasiones, para la reali-
zación de esta actividad en una clase. Observemos que para colocar la mano
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en el punto (a,b) es preciso resolver primero un sistema de ecuaciones, ha-
llando los valores de los ángulos que posicionan la mano en ese punto. ¡Hay
más de un par de valores! La solución simbólica (fácil de obtener con Maple)
suele tener un aspecto demasiado complejo para los alumnos; por ello se ha
optado por dar valores numéricos concretos a las longitudes de los brazos y a
la posición (a,b) de la mano 14 •

> restart:Ecua:=subs(m=2,n=2,a=3, b=2,
> {m*cos(theta_1)+n*cos(theta_2)-a,
> m*sin(theta_l )+n*sin(theta_2)-b} );

> sols:=evalf(allvalues((solve(Ecua,
> {theta 1, theta_2}))));

Este simple cálculo ya permite plantear diversas preguntas interesan-
tes en la clase: ¿por qué se obtiene más de un par de valores para los ángu-
los? ¿Qué relación tienen esos valores entre si? Posiblemente hay posiciones
(a,b) de la mano que no se pueden alcanzar, pero ¿cuáles?

Ahora podemos dibujar con Maple la posición final del brazo, por
ejemplo, para el primer par de esos valores. El programa no tiene interés ma-
temático, sólo como herramienta de visualización.

> with(plots):with(plottools):
> theta_1:=evalf(subs(sols,theta_1)):
> theta_2:=evalf(subs(sols,theta_2)):
> m:=2: n:=2:
> d :=curve([[0,0],[m*cos(theta_1), m*sin(theta_1)}],thickness=3,co-

lor=red):
> d2:=curve([[m*cos(theta 1),m*sin(theta_ 1 )],[m*cos(theta_1)+
> n*cos(theta_2),m*sin(theta_1)+n*sin(theta_2)]], color=red,thick-

ness=3):
> display([dl,d2],scaling=constrained);

14 En todo caso, si se opta por mostrar la solución simbólica, podemos observar la
"complejidad" (aún midiendo de manera "grosera" esta complejidad, por ejem-
plo, como el número de símbolos de la expresión resultante) de la solución en el
caso general, y la mayor sencillez del caso m = n. Este hecho puede dar lugar a
una reflexión sobre la importancia de realizar un buen diseño del robot antes de
ponerlo a trabajar (dado el alto número de veces que el robot tendrá que acudir,
durante su ejecutoria, a evaluar esta solución).
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La siguiente actividad trata de simular, usando la posibilidad que pro-
porciona Maple de animar ciertas gráficas, el movimiento del robot, desde una
posición de reposo (que hemos supuesto consiste en colocar los dos brazos con
ángulos cero) hasta la posición final que se ha calculado arriba. Para ello, una
forma muy simple de efectuar ese movimiento consiste en girar, primero, el
primer brazo —manteniendo el segundo en posición de reposo respecto del pri-
mero— y, una vez alcanzada la posición final de este, mover el segundo.

> for u from O by 0.01 to theta_l do
> Cl(u):=[[0,0],[m*cos(u),m*sin(u)],
[m*cos(u)+n*cos(0),m*sin(u)+n*sin(0)]]:
> od:

> L:=[1:
> for i from O by 0.01 to theta 1 do
> d(i):=display(curve(C1(i),thickness=3, color=red), scaling=constrained):
> L:=[op(L),d(i)]:
> od:

> display(L, insequence=true):
> for y from 0.01 by 0.01 to theta2 do
> C2(v):=[[0,0],[m*cos(theta_1),m*sin(theta_1)],
> [m*cos(theta_l )+n*cos(v),m*sin(theta_1)
+n*sin(v)]]:
> od:

> LL:=L:
> for i from 0.01 by 0.01 to theta_2 do
> r(i):=display(curve(C2(i),thickness=3, color—red), scaling=constrained):
> LL:=[op(LL),r(i)]:
> od:

> display(LL, insequence=true);

El programa no tiene mayor interés matemático ni pedagógico —basta con
realizar una explicación somera de su planteamiento, obviando los detalles del
lenguaje de Maple— salvo por las sorpresas que puede deparar, si tratamos de
emplearlo en distintos casos... Precisamente el análisis de las causas de fracaso
(la dificultad aparece, por ejemplo, cuando hay ángulos negativos; se puede in-
tentar corregir de modo ingenuo sumando 2ic a los ángulos obtenidos, pero los
alumnos advierten, en seguida, que habría otra forma de mover el robot al mis-
mo punto de modo más económico, etc.) es parte de la propuesta.
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Por otra parte, en relación con la geometría de las mediatrices, se pue-
de comenzar con la visión de dos fotografias como las de la Figura 5, que co-
rresponden a un viejo robot de exploración marciana y a "su" percepción de
los obstáculos del entorno, así como a un algoritmo de planificación de mo-
vimientos (el robot seguiría la línea verde, que pasa a través de los obstácu-
los, los cuales han sido agrandados mediante una especie de encapsulación
poligonal, para evitar posibles colisiones).

Figura 5. Mars Rover Rocky 7

Puede ser entonces el momento de considerar el problema, más senci-
llo, de movimiento en torno a una nube de puntos en el plano, manteniendo
siempre la mayor distancia posible a los obstáculos puntuales. En la figura
siguiente se supone que el robot parte de la posición señalada por el punto
más grueso y que debe ir hacia el otro extremo del camino. Dicho camino si-
gue justamente una serie de trozos de mediatrices trazadas entre los distintos
pares de puntos que se toman como obstáculos.

Remitimos al lector a "Una introducción al Algebra Computacional y a
la Geometría Algorítmica y a su incidencia en la Secundaria y el Bachillera-
to" 15 para un desarrollo detallado de este tema y de sus implicaciones didác-
ticas.

15 GONZÁLEZ VEGA, L. y RECIO, T. "Una introducción al Algebra Computacio-
nal y a la Geometría Algorítmica y a su incidencia en la Secundaria y el Bachille-
rato". Instituto Superior de Formación del Profesorado. MECyD. (Por aparecer)
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Figura 6. Trayectoria entre obstáculos puntuales

3.4. Matemáticas y Complejidad

Como se ha señalado al principio de estas notas, corresponde a la ma-
teria de Tecnología la introducción escolar a la Informática. Situaciones
como la descrita en el párrafo anterior permiten conectar fácilmente las ma-
temáticas con algunos aspectos importantes de la algorítmica y la programa-
ción, que son, además, fáciles de trasmitir elementalmente.

En efecto, en el supuesto de la necesidad de construir una figura seme-
jante a la Figura 6, nos encontramos en seguida (a partir de una nube de cua-
tro o cinco puntos) con la necesidad de sistematizar la construcción y de ela-
borar —incluso con una descripción muy visual— un procedimiento. Puede ser
entonces el momento de establecer un cálculo del número de pasos elemen-
tales que esa aproximación implica, entendiendo por paso elemental el traza-
do de una mediatriz entre dos puntos, la determinación de su intersección
con cada lado de una cierta región de bordes rectilíneos, etc. Ver (15).

Por ello, este tipo de actividades (y otras muchas: por ejemplo, la tarea
de ordenar una colección de números mediante comparaciones, o de ordenar
las abcisas de un polígono, cuyos vértices se suponen dados en cierto orden
alrededor de un punto interior del mismo) se presta a la iniciación a la com-
plejidad algorítmica, un tema que debe ser de la incumbencia de los matemá-
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ticos de hoy y del futuro. ¿Cuántos pasos exige tal o cual proceso? ¿Hay al-
gún método con menos pasos que resuelva también este o aquel problema?
¿Qué consecuencias tiene, en función del número de datos de la entrada, la
elección de este o aquel procedimiento? ¿Cómo crecen, aproximadamente,
las distintas funciones que dan el número de pasos en relación con el número
de datos de la entrada?

Corno señalaba, hace tantos arios, el ICMI Study 16 : "School Mathe-
matics in the 1990's" (Kuwait, 1986):

Incluso si los alumnos no fuesen a ver una computadora hasta que
abandonasen la escuela, seguiría siendo necesario replantear los curricula
por los cambios de intereses que han traído las computadoras. Aquí sólo
mencionaremos tres de ellos: a) Algoritmos, b) Matemáticas Discretas, c)
Manipulación de símbolos.

... Parece apropiado, en los últimos cursos (de las escuelas secunda-
rias), prestar atención también a la eficacia de los algoritmos y a distinguir
entre aquellos con, digamos, complejidades de tiempo polinómicas y no po-
linómicas...

En muchos sentidos estas palabras siguen siendo, casi veinte arios des-
pués, una propuesta para el futuro.

4. CONCLUSIONES

En estas páginas he querido presentar algunas propuestas concretas
(con indicaciones a referencias bibliográficas donde las mismas se detallan)
de exploración matemática de determinados contenidos de las materias de
Tecnología.

En algunos casos estas propuestas plantean un ámbito de utilización y
motivación para conceptos matemáticos clásicos: por ejemplo, el uso de las
funciones trigonométricas en el modelado de sencillos brazos robóticos. En
otros casos, sin embargo, plantean la necesidad de cambiar el acento en los
contenidos curriculares de matemáticas: por ejemplo, primando la introduc-
ción intuitiva de una teoría cuantitativa de los movimientos en el plano (para

16 ICMI Study. "School Mathematics in the 90's" (Kuwait 1986). Traducción al
castellano: "Las Matemáticas en Primaria y Secundaria en la década de los '90".
International Commission on Mathematical Instruction. Propuestas de Didácti-
ca, 3. Mestral, Valencia, 1987.
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•analizar cuántos grados de libertad tienen los mecanismos de barras), frente a
la tradicional teoría cualitativa (que comienza clasificando los tipos de movi-
mientos: giros, traslaciones, etc.). O, por ejemplo, dando entrada a los aspec-
tos algorítmicos en geometría —a propósito de los diagramas de mediatrices
que aparecen en la planificación de movimientos de robots— que pueden ser
más sencillos e intuitivos de introducir; e introduciendo, con los algoritmos,
un análisis incipiente de su complejidad.

Hay una tendencia natural en todo sistema de enseñanza a predicar la
necesidad de interconectar las disciplinas y, simultáneamente, a practicar el
aislamiento curricular. El caso de la Matemática y la Física es paradigmáti-
co: tal como están concebidos sus desarrollos en la enseñanza secundaria,
ninguna de las dos materias se beneficia (prácticamente) de la posible inte-
rrelación. El problema es que los conceptos matemáticos que requiere la físi-
ca básica son, de partida, relativamente complejos.

No es este el caso, en mi opinión, de muchos de los aspectos de posi-
ble conexión entre Matemáticas y Tecnología, que sólo requieren un cambio
de acento o de enfoque (por ejemplo, hacer construcciones, en la geometría
del plano, con muchos objetos simples —tales como las mediatrices de nubes
de puntos— en vez de construcciones más complejas sobre un sólo objeto, tal
como un triángulo). Y, naturalmente, con la ventaja adicional de contribuir,
desde las matemáticas, a la alfabetización tecnológica de los alumnos y a po-
ner de manifiesto la presencia de esta ciencia en ese mundo de la tecnología
que tanto lugar ocupa ya en nuestras vidas.

Tomás J. Recio Muñiz
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1. ¿QUÉ ES VISUALIZACIÓN?

¿Qué se entiende por visualización? La siguiente historia parece apro-
piada para ponerlo de manifiesto mejor que muchos análisis. La anécdota
suele ser contada teniendo al famoso Norbert Wiener como protagonista,
pero son muchos los estudiantes de matemáticas que podrían reconocer la
misma actitud en alguno o tal vez en muchos de los profesores que han teni-
do a lo largo de sus estudios.

Se encontraba Wiener ante su clase en el MIT (Massachusetts Institute

of Technology) en medio del desarrollo de una complicada demostración. La
pizarra estaba llena a rebosar de intrincadas fórmulas. De pronto se atascó, se
quedó mirando fijamente a la última fórmula y pareció convertirse en estatua
por un buen rato. Todos pensaban, conteniendo el aliento, que estaba en un
callejón sin salida. Pero Wiener, sin decir una sola palabra se dirigió al rin-
cón de la pizarra, donde había todavía un pequeño espacio libre, y trazó unas
pocas figuras que nadie pudo ver pues quedaban ocultas por su propia espal-
da. De pronto se le iluminó el rostro. Sin decir ni una sola palabra borró sus
figuras misteriosas y volvió al punto en que se había atascado para continuar
ya impecablemente y sin problema alguno hasta el final.
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Visualización en matemáticas no es lo mismo que lo que algunas co-
rrientes de psicólogos llaman visualización. Para ellos la visualización es una
técnica, entroncada en el análisis transaccional iniciado por Eric Beme (años
50), que pretende una reestructuración de ciertos aspectos del subconsciente.
Tiene mucho más que ver con componentes afectivos que con componentes
propiamente cognitivos.

Con la visualización en matemáticas se pretende otra cosa. Las ideas,
conceptos y métodos de las matemáticas presentan una gran riqueza de con-
tenidos visuales, representables intuitivamente, geométricamente, cuya utili-
zación resulta muy provechosa, tanto en las tareas de presentación y manejo
de tales conceptos y métodos como en la manipulación con ellos para la re-
solución de los problemas del campo.

Los expertos poseen imágenes visuales, modos intuitivos de percibir
los conceptos y métodos, de gran valor y eficacia en su trabajo creativo y en
su dominio del campo en que se mueven. Mediante ellos son capaces de rela-
cionar, de modo muy versátil y variado, constelaciones frecuentemente muy
complejas de hechos y resultados de su teoría y a través de tales redes signi-
ficativas son capaces de escoger de manera natural y sin esfuerzo, los modos
de ataque más eficaces para resolver los problemas con que se enfrentan.

Las ideas básicas del análisis elemental, por ejemplo orden, distancia,
operaciones entre números, nacen de situaciones bien concretas y visuales.
Todo experto conoce la utilidad de atender a tal origen concreto cuando
quiere manejar con destreza los objetos abstractos correspondientes. Lo mis-
mo sucede con otras partes aparentemente más abstractas de la matemática.

Esta forma de actuar con atención explícita a las posibles representa-
ciones concretas en cuanto desvelan las relaciones abstractas que al matemá-
tico interesan constituye lo que denominamos visualización en matemáticas.

Que la visualización constituya un aspecto extraordinariamente im-
portante de la actividad matemática es algo totalmente natural si se tiene en
cuenta la naturaleza misma de la matemática.

La matemática trata de explorar las estructuras de la realidad que son
accesibles mediante ese tipo de manipulación especial que llamamos mate-
matización, que se podría describir como sigue. Se da inicialmente una per-
cepción de ciertas semejanzas en las cosas sensibles que nos lleva a abstraer
de estas percepciones lo que es común, abstraíble, y someterlo a una elabora-
ción racional, simbólica, que nos permita manejar más claramente la estruc-
tura subyacente a tales percepciones.
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La aritmética, por ejemplo, surge del intento de dominar la multiplici-
dad presente en la realidad, con la geometría se trata de explorar racional-
mente la forma y la extensión, el álgebra se ocupa de explorar, en una abs-
tracción de segundo orden, las estructuras subyacentes a los números y a las
operaciones entre ellos, es una especie de símbolo del símbolo, el análisis
matemático nació con la intención de explorar las estructuras del cambio y
de las transformaciones de las cosas en el tiempo y en el espacio,...

Este proceso se ha manifestado extraordinariamente útil a la hora de
entender mejor las estructuras comunes de las cosas y de aprovecharnos de
ellas cuando lo consideramos oportuno.

Nuestra percepción es muy prioritariamente visual y así no es de ex-
trañar en absoluto que el apoyo continuo en lo visual esté tan presente en las
tareas de matematización, no sólo en aquellas que, como la geometría, se re-
fieren más directamente a la exploración específica de aspectos del espacio,
sino también en otras, como el análisis, que nacieron para explorar los cam-
bios de los objetos materiales en sí mismos y en sus aspectos espaciales.

Y aun en aquellas actividades matemáticas en las que la abstracción
parece llevarnos mucho más lejos de lo perceptible por la vista, los matemá-
ticos muy a menudo se valen de procesos simbólicos, diagramas visuales y
otras formas de procesos imaginativos que les acompañan en su trabajo ha-
ciéndoles adquirir lo que se podría llamar una intuición de lo abstracto, un
conjunto de reflejos, una especie de familiaridad con el objeto que les facilita
extraordinariamente algo así como una visión unitaria y descansada de las
relaciones entre objetos, un apercibimiento directo de la situación relativa de
las partes de su objeto de estudio.

La visualización aparece así como algo profundamente natural, tanto
en el nacimiento del pensamiento matemático como en el descubrimiento de
nuevas relaciones entre los objetos matemáticos, y también, naturalmente, en
la transmisión y comunicación propias del quehacer matemático.

2. FORMAS DE VISUALIZACIÓN

Nuestra visualización, la visualización humana, incluso el mero fenó-
meno que llamamos "visión" en su sentido más fisiológico, no es un proceso
que meramente haga relación a los procesos ópticos de nuestros ojos. Es un
proceso mucho más complejo que involucra, y de forma mucho más impor-
tante, el cerebro humano. En el niño que acaba de nacer y abre sus ojos tiene
lugar un fenómeno tal vez mucho más cercano al que se realiza en una cáma-
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ra fotográfica, pero los procesos cerebrales subsiguientes hacen que, después
de muy poco tiempo, tras la experimentación con los objetos que ha ido
viendo, el niño convierta su visión en una verdadera interpretación del puro
fenómeno óptico que en su aparato visual se produce.

Los fenómenos de visualización de los que aquí vamos a hablar llevan
consigo una carga de interpretación mucho más honda todavía. En muchas
de las formas de visualización que vamos a experimentar se trata de un ver-
dadero camino de codificación y descodificación que está inmerso en todo
un cúmulo de intercambios personales y sociales, buena parte de ellos arrai-
gados profundamente en la misma larga historia de la actividad matemática.
Esto implica que la visualización sea un proceso que hay que aprender en la
interacción con las personas a nuestro alrededor y en la inmersión e incultu-
ración en el tejido histórico y social de la matemática.

La visualización no es una visión inmediata de las relaciones, sino una
interpretación de lo que se presenta a nuestra contemplación que solamente
podremos realizar eficazmente si hemos aprendido a leer adecuadamente el
tipo de comunicación que la sustenta.

He aquí un ejemplo. La siguiente figura se suele presentar como pa-
radigma de lo que constituye una demostración visual del teorema de Pi-
tágoras

c..

4- e-- 4- 14T	 v-	 Qt. 4- T

Probablemente el novicio que mira con atención esta figura ve, con
suerte, dos cuadrados iguales que se han diseccionado de dos formas distin-
tas y será capaz tal vez de comprender, a través de las indicaciones escritas,
que el cuadrado sobre la hipotenusa del triángulo rectángulo que ha resulta-
do, que parece ser copia de los otros que aparecen en diversas posiciones en
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la figura tiene un área igual a la suma de las áreas de los cuadrados sobre los
dos catetos. Para llegar de ahí al teorema de Pitágoras será necesario que se
pueda cerciorar de que efectivamente los triángulos que resultan son iguales
y que esa misma situación se puede dar para cualquier triángulo rectángulo,
es decir es una situación genérica.

La pretendida absoluta inmediatez ante la anterior disección o alguna
de las otras disecciones clásicas que tratan de poner de manifiesto el teorema
de Pitágoras no deja de ser hasta cierto punto engañosa, pues todas ellas ne-
cesitan una labor de descodificación en la que es necesario introducir al no
iniciado.

Esta consideración es una de las razones profundas de que la inicia-
ción a la visualización, por ejemplo en la enseñanza, sea una tarea nada fácil
ya que requiere muy esencialmente la conciencia clara de quien la transmite
de que la transparencia del proceso, tal vez real para él mismo por razón de
la familiaridad adquirida con la práctica a lo largo del tiempo, puede ser ine-
xistente para el que comienza a adentrarse en este tipo de proceso.

Pero la presencia de este ejercicio de descodificación en cualquier vi-
sualización pone en claro lo que más nos interesa destacar ahora. Que la vi-
sualización matemática no va a ser un término unívoco ni mucho menos. Se-
gún el grado de correspondencia, más o menos cercana, más o menos
natural, simbólica, incluso más o menos comunicable o privada.., entre la si-
tuación matemática que tratamos de visualizar y la forma concreta que em-
pleamos para hacerlo van a existir muy distintas formas de visualización.

Trataremos de describir algunas de ellas a continuación y, a la luz de
ejemplos de diversos tipos, podemos tratar de percibir las profundas diferen-
cias entre ellas y las dificultades inherentes al ejercicio de visualización.

Visualización isomörfica

Los objetos tienen un correlato "exacto" en nuestra representación en
cuanto a las relaciones que nos interesa estudiar. ¿Qué significa "exacto"?
Significa que sería posible, en principio, establecer una especie de tabla de
correspondencias entre ciertos aspectos de la representación visual, que son
los que vamos a utilizar, y los significados matemáticos que representan,
hasta tal punto que nuestras posibles manipulaciones con los objetos de
nuestra representación visual podrían ser traducidos, en el momento en que
nos lo propongamos, con mayor o menor esfuerzo, en las relaciones matemá-
ticas abstractas que representan.
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Su utilidad es bien clara, ya que la manipulación de objetos percibidos
por nuestros sentidos o por nuestra imaginación se nos hace normalmente
mucho más fácil que el tratamiento de conceptos abstractos frecuentemente
bien complicados.

Un ejemplo: el problema de Josephus. En su libro De bello judaico,
Hegesipo cuenta que cuando los romanos capturaron la ciudad de Jotapat,
Josephus y otros 40 judíos se refugiaron en una cueva. Allí decidieron los 41
judíos suicidarse antes que entregarse. A Josephus y a otro amigo la idea no
les hacía nada felices. Propusieron que se hiciera, pero con orden. Se coloca-
rían en círculo y se irían suicidando por turno, contando tres a partir de un
entusiasta que a toda costa quería ser el primero. ¿En qué lugares se coloca-
ron Josephus y su amigo para ser los dos últimos y, una vez en mayoría abso-
luta, decidir que no estaban de acuerdo con la automasacre?

La solución resulta sencilla. Se colocan 41 piedrecillas en círculo con
un número cada una 1, 2, 3, ... 41, y luego se van simulando los suicidios
para ver qué dos piedrecillas quedan las últimas.

La solución es claramente isomórfica y el ejemplo pone bien de mani-
fiesto una de las limitaciones que puede ir aparejada con la visualización.
Nuestra forma de proceder nos ha permitido resolver el problema particular
que nos habíamos propuesto. Es claro que la solución va a variar cuando nos
propongamos el mismo problema con, por ejemplo 47 hombres que cuentan
de 5 en 5. Nuestra visualización nos da la clave para resolver cada uno de los
problemas particulares del mismo tipo que nos propongamos, pero la estruc-
tura concreta de cada problema no nos permite averiguar qué sucederá en el
caso abstracto, que al matemático puede y debe interesarle, sobre lo que su-
cederá con m hombres que cuentan de n en n.

Nos encontramos ante la misma dificultad genuina que al novicio le
puede surgir ante la disección que nos condujo antes al teorema de Pitágoras.
¿Sucederá que esto que veo tan claramente para este triángulo va a ocurrir
también para cualquier otro? Allí, tras una pequeña, pero no trivial, elabora-
ción conceptual se puede llegar a percibir que la situación a la que queremos
llegar (teorema de Pitágoras) es genérica, independiente del triángulo rectán-
gulo considerado. Aquí sin embargo nuestra manipulación sólo nos conduce a
resolver nuestro problema particular. No es poco, ciertamente, y además suele
con frecuencias suceder que de tales manipulaciones iniciales concretas surjan
luces que nos lleven a la solución del problema en su estructura abstracta.

Una gran parte de nuestras visualizaciones en análisis y en otros con-
textos son de esta naturaleza isomórfica y probablemente son las más natu-
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ralmente aceptadas por los matemáticos sin grandes objeciones. La visuali-
zación de los números reales mediante los puntos de una recta o la de los
números complejos mediante los puntos de plano no solamente penetró sin
gran resistencia en el análisis, sino que se puede decir con razón que, en el
caso de los números complejos, esta visualización (Argand, Gauss) fue lo
que hizo posible vencer la fuerte oposición de la comunidad matemática a
dar carta de ciudadanía a los números complejos.

Con todo, hemos de ser conscientes de la naturaleza de nuestras visua-
lizaciones y de los aspectos de convenio, consenso, tradición, que contienen,
lo que las hace dependientes, para su utilización, de todo un código de com-
prensión que ha de ser transmitido y ensayado suficientemente hasta adquirir
una cierta familiaridad con él. "Una imagen vale más que mil palabras". Es
verdad, pero a condición de que la imagen llegue a ser entendida adecuada-
mente, pues de otra forma no valdrá nada.

He aquí otro ejemplo interesante del análisis en que resulta bien patente
el poder de la visualización isomórfica. El teorema de Young, una desigualdad
con muchas implicaciones de utilidad, afirma lo siguiente: Sea y = f(x) una
función real definida de variable real tal que f(0) = 0, f es estrictamente cre-
ciente, continua, f(x)>0 para x>0, y f(x) tendiendo a infinito cuando x tiende
a infinito. Sea y = g(x) la función inversa de f. Entonces, para cualquier par
de valores, a>0, b>0, se verifica

a	 a-b� 10.1. dx+fo g dx

Que esto se verifica efectivamente se hace bastante claro mediante una
gráfica como la siguiente

24
	

>i

La desigualdad del teorema de Young no hace otra cosa que afirmar
que el área del rectángulo que tiene por vértices opuestos (0,0) y (a,b) es me-
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nor o igual, esté donde esté el punto (a,b) (siempre en el primer cuadrante),
que la suma de las áreas S y T rayadas en la figura. La igualdad en la desi-
gualdad de Young, como es claro, se verifica exactamente cuando b = f(a),
es decir cuando (a,b) está sobre la gráfica de f. No seria nada dificil traducir
las relaciones que estamos viendo para construir una demostración totalmen-
te formalizada de este teorema en el más puro estilo bourbakista.

Visualización homeomórfica

En nuestra representación algunos de los elementos importantes tienen
relaciones entre si que imitan suficientemente para nuestros propósitos las
relaciones entre los objetos que representan ofreciéndonos una ayuda pode-
rosa para nuestros procesos mentales de búsqueda, demostración, etc...

Analicemos un ejemplo que puede poner de manifiesto la naturaleza
de la visualización homeomórfica. El teorema de Schroeder-Bernstein afir-
ma lo siguiente: Sean A y B dos conjuntos. Supongamos que existe una in-
yección f (es decir una aplicación 1-1) de A aB y otra inyección g de B a A.
Entonces existe una aplicación biyectiva h (es decir una aplicación 1-1 y so-
bre) de A a B.

La siguiente demostración simple y elegante, debida a Birkhoff y
MacLane, está basada en una visualización adecuada de los conjuntos y de
las aplicaciones del teorema. La presentación será muy sucinta pero, espero,
suficientemente clara.

Para empezar representamos los dos conjuntos A y B mediante las dos
rectas de la figura y representamos las funciones f y g por las flechas señala-
das descendentes. Consideramos f l y g-- 1 , las funciones inversas de f y g, res-
pectivamente, que corresponden en nuestra imagen a flechas ascendentes.
Consideramos cadenas ascendentes de tales flechas (es decir flechas ascen-
dentes que se enlazan) y las clasificamos como sigue:

Clase 1: la cadena ascendente acaba en A
Clase 2: la cadena ascendente acaba en B
Clase 3: la cadena ascendente no acaba nunca (o bien porque tiene in-

finitos tramos o bien porque tiene uno solo).

No cuesta mucho esfuerzo darse cuenta de que esto es una partición de
las cadenas ascendentes que nos sirve para descomponer el conjunto A (y el
B) en tres partes disjuntas, según el tipo 1, 2, 3, de cadena ascendente que
pase por cada uno de sus puntos.
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Con esto es ya sencillo construir la biyección h sobre los puntos de A:
si x está en A y es de tipo 1 ponemos h(x)=f(x), si x es de tipo 2, ponemos
h(x)=g (x), y si x es de tipo 3 entonces ponemos h(x)=f(x). La comprobación
de que h es una biyección es sencilla.

Aquí es bien claro que nuestros conjuntos A y B pueden no tener nada
que ver con una recta real, que es totalmente arbitraria nuestra referencia a lo
"ascendente" en la demostración del teorema, si bien nos sirve suficientemente
bien para la idea matemática, aquí clave, de "imagen inversa por una aplica-
ción". Es muy claro que el apoyo en estas imágenes mentales nos sugiere la
construcción que proporciona la demostración del teorema. Y así mismo es
patente que, si quisiéramos, podríamos deliberadamente borrar toda referencia
a la representación visual y presentar una demostración del más puro estilo
formalista que dejara a nuestro lector totalmente perplejo sobre el origen de
nuestras sorprendentes inspiraciones. Desafortunadamente, por mucho tiempo
han abundado demasiado los artículos, libros de texto, conferencias, clases,...
inspirados en tal estilo de descomunicación matemática.

Son muchos los ejemplos que se podrían proponer de visualización
homeomórfica parecida a la del anterior ejemplo. Es claro, por otra parte, la
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gran flexibilidad y plasticidad que tal tipo de visualización puede presentar
hasta convertirse en algunos casos en procesos fuertemente subjetivos y po-
siblemente útiles únicamente para quien los diseña para su uso personal.

Visualización analógica

Sustituimos mentalmente los objetos con los que trabajamos por otros
que se relacionan entre sí de forma análoga y cuyo comportamiento resulta
más conocido por haber sido mejor explorado.

La visualización o modelización analógica era un método de descubri-
miento usual en Arquímedes, tal como afirma él mismo en el tratado Sobre
el Método dedicado a su amigo Eratóstenes. Son muchos los descubrimien-
tos espectaculares debidos a Arquímedes, tales como el cálculo del volumen
de la esfera, que fueron obtenidos a través de analogías y experimentos de
pensamiento de naturaleza mecánica.

El ejemplo siguiente, surgido en un taller de trabajo sobre resolución
de problemas con un grupo de estudiantes en la Universidad Complutense,
ilustra esta forma de trabajo adecuadamente.

Se trata de determinar un cuadrilátero plano de área máxima cuyos la-
dos tengan longitudes prefijadas a, b, c, d, en el orden indicado. (Se supone
que las longitudes dadas son tales que existe algún cuadrilátero con esta pro-
piedad).

El problema físico que puede proporcionar la solución a este problema
es el siguiente. Se dan cuatro varillas que forman un cuadrilátero plano arti-
culadas en los extremos de modo que se mantienen todas en un plano. Se for-
ma una película de jabón en su interior. La posición de equilibrio de las vari-
llas es tal que la superficie de la película de jabón (área del cuadrilátero) es
máxima (tensión superficial de la película mínima). Esta posición de equili-
brio resolverá por tanto nuestro problema.

Las fuerzas que actúan sobre el sistema se reducen a cuatro fuerzas en
el plano del cuadrilátero perpendiculares a sus lados aplicadas en los puntos
medios de éstos con una intensidad proporcional a la longitud del lado co-
rrespondiente. No es dificil ver que el equilibrio se alcanza cuando las cuatro
mediatrices concurren, es decir cuando el cuadrilátero es inscriptible. Queda
así demostrado que entre todos los cuadriláteros con longitudes de sus lados
prefijadas el inscriptible es el de área máxima.
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La visualización analógica no debería ser un escándalo para ningún
matemático. Bastaría para ello pensar en que nada menos que Arquímedes la
usaba en su trabajo tan frecuentemente y contemplar la belleza de la idea,
también analógica, de Johann Bernoulli en su solución del problema de la
braquistócrona. Pero es que incluso el formalista más puro debería conside-
rar que los campos en los que se establece la analogía que resuelve el proble-
ma son en muchos casos susceptibles ellos mismos de la formalización más
rigurosa, si eso es lo que le satisface.

Visualización diagramática

Nuestros objetos mentales y sus relaciones, en los aspectos que nos in-
teresan, son meramente simbolizados de manera que los diagramas así obte-
nidos nos ayuden en nuestro procesos de pensamiento alrededor de ellos. A
veces se podría decir que estos procesos vienen a asemejarse a reglas nemo-
técnicas. Los diagramas en árbol que usamos en combinatoria o probabili-
dad, así como otros mucho más personales que cada uno se construye, son de
esta naturaleza.

Tales simbolizaciones y diagramas pueden resultar de aceptación muy
extendida y convertirse en una herramienta de uso generalizado en ciertos
ambientes o bien a veces son de uso más personal, individual, subjetivo, a
veces intransferible, otras veces transferible pero no transferido, unas veces
por la dificultad intrínseca a tal comunicación, otras veces por la creencia de
que tal modo de ver las cosas "me es útil a mí pero a nadie más", otras por la
convicción, en mi opinión errónea, de que tales procesos "son andaderas que
deben desterrarse ya que lo que verdaderamente vale es la formalización a la
cual hay que aspirar en matemáticas".

Por mi parte pienso que la experiencia del éxito de los que son buenos
transmisores del quehacer matemático demuestra que sus logros se basan
muy frecuentemente en el esfuerzo que ponen por transmitir y hacer partíci-
pes a los otros no solamente de los resultados a los que en el campo se llega,
sino también de los procesos por los cuales se ha podido acceder a ellos.

Cuando uno examina los escritos de Euler, por ejemplo, se da cuenta
de esta gran cualidad expositiva de uno de los genios de la matemática.

Es claro que la diferenciación entre todas estas formas de visualiza-
ción señaladas no es exhaustiva ni es tampoco tan nítida que permita encasi-
llar con exactitud los muy diferentes tipos de procesos semejantes que se
pueden presentar.
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3. LA VISUALIZACIÓN A LO LARGO DEL TIEMPO

¿Cuál ha sido el papel de la visualización en matemáticas a lo largo
del tiempo? Examinaremos brevemente algunos puntos significativos.

La visualización en los orígenes.

La palabra griega yeorein (zeorein) significa contemplar y yeorellÓ
(zeorema) es lo que se contempla, y no, como lo solemos entender actual-
mente, lo que se demuestra. En particular, entre los pitagóricos primitivos,
entre los que se consolidó la matemática como ciencia, el estudio de los nú-
meros y sus relaciones eran estudiados a través de configuraciones diversas
realizadas con piedrecillas (cálculos).

He aquí dos de sus teoremas interesantes de entre una multitud de
ellos, algunos francamente sofisticados

+).1-4)----y1.1	 2 (4+1+3 •.. 41): Y1 (1r1

Para ellos la visualización era algo totalmente connatural a la matemática.

En Platón el papel específico de la imagen en la construcción matemá-
tica se resalta fuertemente y se hace más explícito. La imagen evoca la idea,
como la sombra evoca la realidad. El círculo pintado no es la realidad del
círculo. La realidad del círculo es la idea, pero la imagen juega un papel bien
importante de evocación, es decir de recuerdo de la idea. La dianoia es lo
propio del conocimiento matemático. El matemático se acerca a lo inteligible
a través de la referencia a lo sensible.

Los Elementos de los matemáticos anteriores a Euclides debieron de
contener, como contienen los Elementos mismos de Euclides, continuas re-
ferencias a imágenes, que forman una parte indispensable del texto. Pero po-
siblemente fue en el libro de las Aporías de Euclides, hoy perdido, donde la
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referencia a imágenes falaces geométricas tendría un papel todavía más rele-
vante. Se puede aventurar que este podría ser, más bien que los Elementos,
una especie de libro de texto que serviría a Euclides y sus alumnos en su
ejercicio de aprendizaje.

Como hemos visto, Arquímedes utilizó su método analógico como he-
rramienta muy fundamental para sus descubrimientos matemáticos.

Los clásicos modernos

Descartes, en sus Reglas para la dirección del espíritu tiene varias re-
glas que tienen que ver muy directamente con la visualización, señalando
bien claramente varios de los papeles importantes de las imágenes y figuras
en lo que se refiere al pensamiento matemático. He aquí el enunciado de las
reglas más llamativas a este respecto:

Regla XII

Finalmente, es preciso servirse de todos los recursos del entendimien-
to, de la imaginación, de los sentidos y de la memoria: ya para intuir distinta-
mente las proposiciones simples; ya para comparar debidamente lo que se
busca con lo que se conoce, a fin de reconocerlo; ya para descubrir aquellas
cosas que deben ser comparadas entre sí de modo que no se omita ningún
elemento de la habilidad humana.

Regla XIV

Esta regla debe ser aplicada a la extensión real de los cuerpos, y pro-
ponerse toda ella a la imaginación mediante puras figuras: pues así será per-
cibida por el entendimiento mucho más distintamente.

Regla XV

Es útil también en muchas ocasiones describir estas figuras y mostrar-
las a los sentidos externos para que de este modo se mantenga atento nuestro
pensamiento más fácilmente.

Parece claro que la idea fuente de la geometría analítica surge en Des-
cartes como un intento de fusión de la imagen, de la geometría sintética de
los antiguos, con el álgebra ya bastante madura de su tiempo.

El cálculo del siglo 17 nace con un componente muy fundamental-
mente visual y así se mantiene en su desarrollo a lo largo de los siglos si-
guientes, en interacción constante con problemas geométricos y fisicos. Las
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siguientes palabras de Sylvester pueden resumir y representar el sentir de al-
gunos de los grandes clásicos de la matemática:

"Lagrange ha expresado con énfasis su creencia en la importancia para
el matemático de la facultad de observación; Gauss ha llamado a la matemá-
tica una ciencia del ojo..." (James Joseph Sylvester, The Collected Works of
James Joseph Sylvester, Cambridge University Press, 1904-1912, citado por
Davis en su artículo Visual Theorems, Educational Studies 1993).

La visualización ha sido la tónica general en el trabajo creativo de los
matemáticos de todos los tiempos. Uno u otro tipo de imagen acompaña
constantemente sus especulaciones, probablemente aun las más abstractas,
aunque la naturaleza de esta imagen presenta una variedad de individuo a in-
dividuo mucho mayor de lo que sospechamos.

La visualización, como vemos por estas muestras, ha jugado un im-
portante papel en el desarrollo del pensamiento matemático. Como tenía que
ser, dada la naturaleza cognoscitiva del hombre, tan condicionada por los
elementos visuales, intuitivos, simbólicos, representativos, y como corres-
ponde a la naturaleza de la matemática y a sus propósitos.

El formalismo en el siglo 20 y la visualización

Sin embargo, las tendencias formalistas imperantes durante una buena
parte del siglo 20, como veremos a continuación, han relegado a segundo tér-
mino la visualización, tratándola en algunos casos con desconfianza y con
sospecha.

Sería largo tratar de seguir algunas de las razones que han podido ser
causa de tal situación, pero se pueden citar esquemáticamente algunas cir-
cunstancias que han contribuido a arrojar sospechas sobre la visualización.
La justificación del cálculo estuvo inmersa desde el siglo 17 en oscuridad y
confusión de las que no se libró hasta finales del siglo 19 con la aritmetiza-
ción del análisis por Weierstrass. Las geometrías no euclídeas condujeron a
mediados del siglo 19 a desconfiar intensamente de la intuición. La polémica
inicial en torno a la teoría de conjuntos de Cantor, así como las paradojas en
torno a los fundamentos de la matemática condujeron a los matemáticos a
poner el énfasis en sus construcciones en los aspectos formales que les pro-
porcionaban seguridad. Los resultados falsamente o incompletamente de-
mostrados (por ejemplo el teorema de los cuatro colores o el teorema de la
curva de Jordan) en base a una confianza ingenua en ciertos elementos intuí-
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tivos contribuyeron a escudriñar con intenso recelo los argumentos mera-
mente intuitivos.

Todos estos hechos condujeron a crear una corriente hacia la formaliza-
ción a ultranza, no sólo en lo que se refiere a la fundamentación de la matemá-
tica, lo que parecía estar plenamente justificado, sino incluso en lo que se re-
fiere a la intercomunicación en la comunidad matemática, y, lo que ha sido
mucho peor, en lo que atarle a la educación matemática a diversos niveles.

Las consecuencias fueron muy serias en lo que se refiere a la visuali-
zación. Se creó un ambiente de desconfianza respecto a ella. Algunos pro-
pugnaron de forma militante que se prescindiera de ella totalmente. La in-
fluencia del formalismo en la presentación de los resultados de la
investigación se hizo la norma ineludible. La estructura de los libros de texto
tendía a conformarse con los imperativos de esta misma corriente, no sólo a
nivel de la enseñanza superior, sino lo que es peor, en muchos países tam-
bién a nivel secundario e incluso primario ("matemática moderna").

Como botón de muestra se pueden leer un par de frases entresacadas
de la introducción de la obra de Jean Dieudonné sobre Álgebra lineal y Geo-
metría Elemental:

"Me he permitido también no introducir ninguna figura en el texto,..."

"Es deseable liberar al alumno cuanto antes de la camisa de fuerza de las "fi-
guras " tradicionales hablando lo menos posible de ellas (exceptuando, natu-
ralmente, punto, recta y plano)..."

El modelo de la actividad científica universitaria en la enseñanza fue
así mismo el modelo formalista por mucho tiempo, siendo mimetizado en la
enseñanza secundaria rápidamente.

¿Hacia un retorno de la visualización?

¿Cuál es la situación actual? Parece que se puede percibir una cierta
tendencia hacia la renovación del papel de la visualización en el quehacer
matemático, con decisión y seguridad entre quienes se ocupan de la investi-
gación en educación matemática. Con ensayos numerosos y variados, tal vez
no siempre con acierto, entre quienes se ocupan de explorar las posibilidades
recién estrenadas del ordenador para las tareas del quehacer matemático.
Con cierta inercia, como es natural, por parte de una buena porción de la co-
munidad matemática.
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Se podrían señalar unos cuantos indicios que ponen de manifiesto esta
tendencia hacia una revitalización de la visualización:

En junio y en agosto de 1994 el Zeitschrift ftir Didaktik der Mathema-

tik publicó dos números monográficos de la revista dedicados al tema de la
visualización. Los artículos que en ellos se publican así como la extensa bi-
bliografía recopilada por W.S. Peters es una buena muestra del interés por el
tema de muchos de los que investigan los problemas actuales de la educación
matemática. Esta información será de consulta obligada para todos los que se
interesan por la visualización. Entre las obras recientes se podría destacar la
recopilación de artículos:

Zimmermann, W. and Cunningham, S. (editors), Visualization in Tea-
ching and Learning Mathematics (Mathematical Association of America,

Notes, 19, 1991).

Un artículo muy interesante: Philip J. Davis, Visual theorems, Educa-
tional Studies in Mathematics 24 (1993), 333-344.

Otro artículo muy claro, interesante y convincente: Tommy Dreyfus,

Imagery and Reasoning in Mathematics and Mathematics Education
(ICME-7 (1992) Selected Lectures, 107-123, Les Presses de l'Université La-
val, 1994).

La atractiva colección de R.B. Nelsen, Proofs without words (The
Mathematical Association of America, Washington, 1994).

Es interesante señalar en este contexto la reciente tesis: Shin, Sun-Joo,
The Logical Status of Diagrams (Cambridge University Press, 1994). En ella
se trata de poner de manifiesto el poder probativo de ciertas estructuras dia-
gramáticas emparentados con los diagramas de Venn.

También la tesis de Marianna Bosch i Casabó, La dimensión ostensiva
en la actividad matemática. El caso de la proporcionalidad (Universitat Au-
tónoma de Barcelona, 1994) contiene muchos análisis interesantes en torno a
la visualización.

Una buena parte de la responsabilidad de estas tendencias recientes
hay que situarla en las facilidades ofrecidas para la visualización de cierto
tipo por el ordenador y los modernos sistemas de cálculo simbólico.

Desde una consideración de lo visual como argumento heurístico,
ayuda en el trabajo informal, guía de inspiración,.., se trata de avanzar hacia
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una concepción más seria de los valores probativos y demostrativos de los
procesos de la visualización. Un tema que está muy lejos de ser tratado a
fondo.

4. PAPEL DE LA VISUALIZACIÓN EN EL ANÁLISIS
MATEMÁTICO

La imagen, como hemos ido observando, tiene papeles muy diferentes
e importantes en el quehacer de los matemáticos. La imagen es, muy fre-
cuentemente,

• matriz de la que surgen los conceptos y métodos mismos del campo,

• estimuladora de problemas de interés relacionados con los objetos
de la teoría,

• sugeridora de relaciones de otra forma un tanto ocultas capaces de
conducir de forma fiable hacia la resolución de los problemas y ha-
cia la construcción de la teoría,

• auxiliar potente para la retención de forma unitaria y sintética de los
contextos que surgen recurrentemente en el trabajo,

• vehículo eficaz de transmisión rápida de las ideas,

• ayuda poderosa en la actividad subconsciente en torno a los proble-
mas complicados de la teoría,

Todo ello deja bien patente la conveniencia de ejercitar nuestra capa-
cidad de visualización y de entrenar a quienes queremos introducir en la acti-
vidad matemática en el ejercicio de la visualización. La visualización es ex-
traordinariamente útil, por consiguiente, tanto en el contexto de la
matematización como en el de la enseñanza-aprendizaje, como, evidente-
mente, en el de la investigación. Y esto no solamente en lo que se refiere a la
geometría, en la que tales ayudas deberían ser bien evidentes, sino también
en lo que atarle al análisis matemático.

Las ideas, conceptos y métodos del análisis, para casi todos los analis-
tas, presentan una gran riqueza de contenidos visuales, intuitivos, geométri-
cos, que están constantemente presentes en su mecanismo mental, tanto en
las tareas de presentación y manejo de los teoremas y métodos como en la de
resolución de problemas, pero que rara vez pasan a las presentaciones escri-
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tas, ya sea por la dificultad material de realizarlo o tal vez por una especie de
atadura inconsciente a las formas tradicionales de presentación.

de ataque más eficaces para resolver los problemas con los que se enfrentan.

Estas imágenes visuales suelen en realidad contener en sí mismas todos

Los expertos poseen imágenes visuales, modos intuitivos de percibir
los conceptos y métodos, de gran valor y eficacia en su trabajo creativo y en
su dominio del campo en que se mueven. Mediante ellos son capaces de rela-
cionar, de modo muy versátil y variado, constelaciones frecuentemente muy
complejas de hechos y resultados de su teoría y a través de tales redes signi-
ficativas son capaces de escoger de manera natural y sin esfuerzo, los modos

los elementos necesarios para construir, si se quiere, con apoyo en ellas toda la
estructura formal del teorema o problema en cuestión. El experto sabe, aunque
muy frecuentemente no lo ha realizado nunca, que, sin más que invertir en ello
el tiempo necesario y sin más que afrontar el posible aburrimiento propio de
esta tarea, todos los ingredientes formales pueden ser escritos en el papel.

cri)

R:1
El siguiente testimonio de Hadamard sobre el papel de la visualización

en una obra muy interesante consagrada toda ella a la forma de pensamiento
propia del trabajo en matemáticas es muy representativo de la influencia de

CJ la imagen en los procesos del pensamiento matemático:

C/3 "Yo mismo he dado una demostración simplificada de la parte (a) del teore-
ma de Jordan. Por supuesto, mi demostración es completamente aritmetizable
(de otro modo debería ser considerada inexistente), pero al construirla nunca
he cesado de pensar en el diagrama (pensando solamente en una curva muy
retorcida) y así lo hago cuando la recuerdo. No puedo siquiera decir que he
verificado explícitamente (o que puedo verificar) cada paso del argumento enC1.

L1J cuanto a su aritmetizabilidad (con otras palabras, el argumento aritmetizado
no aparece en general en mi plena conciencia). Sin embargo, que cada paso
del argumento puede ser aritmetizado es incuestionable tanto para mi como
para cualquier matemático que quiera leer la demostración. Yo puedo darlo
inmediatamente en su forma aritmetizada, lo cual demuestra que esa forma
aritmetizada está presente en mi conciencia marginal". (Jacques Hadamard,
The Psychology of invention in the mathematical field, p.103)

Por mi parte pienso que una de las tareas importantes del experto en
análisis en su tarea de formación de los más jóvenes debe consistir en tratar
de transmitir no solamente la estructura formal y lógica del quehacer mate-
mático en este campo particular, sino también, y probablemente con mucho
más énfasis, estos aspectos estratégicos e intuitivos de su oficio, que por otra
parte son probablemente mucho más difíciles de hacer explícitos y asimila-
bles para los estudiantes, precisamente por encontrarse muchas veces situa-
dos en los sustratos menos conscientes de la propia actividad del experto.
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Por su naturaleza misma, esta tarea presentará muchos elementos
fuertemente subjetivos. Las maneras de visualizar y de hacerse cercanas e
intuitivas las ideas del análisis a fin de ponerlas en funcionamiento frente a
situaciones y problemas concretos dependen mucho de la estructura mental
de cada uno. El grado de apoyo en los elementos visuales varia, con seguri-
dad, de un analista a otro de modo muy considerable y lo que para uno pue-
de resultar de ayuda, para otro resultará posiblemente entorpecedor. Pero
estas diferencias no deben obstaculizar nuestros intentos de ofrecer con ge-
nerosidad aquellos instrumentos que para nosotros nos resultan tan útiles
en nuestro trabajo y sin los cuales éste seria mucho más dificil, abstruso y
aburrido.

5. OBSTÁCULOS A LA VISUALIZACIÓN

Son muchos los obstáculos y objeciones que el ejercicio de la visuali-
zación encuentra hoy día en nuestras formas de comunicar y transmitir los
resultados y procesos del quehacer matemático. He aquí algunos.

La visualización conduce a errores

Efectivamente una visualización incorrecta puede conducir a errores
por diversos motivos. Unas veces porque la figura nos puede sugerir una situa-
ción que en realidad no tiene lugar. Este es el caso de algunas de las falacias de
tipo geométrico como las que se encuentran recopiladas en la obra clásica de
W. W. Rouse Ball Mathematical Recreations and Essays (Chapter III).

Una forma eficaz de deshacerse de falsos argumentos que parecen po-
der provenir de una incorrecta interpretación de la figura consiste en consi-
derar una figura en situación extrema. Sucede a veces que nuestra visión nos
engaña porque la figura concreta que se utiliza en el argumento se aproxima
engañosamente a la situación que en realidad tiene lugar.

Otras veces la situación visual nos induce a aceptar relaciones que son
tan engañosamente transparentes que ni siquiera se nos ocurre pensar en la
conveniencia o necesidad de justificarlas.

La axiomática de los elementos de Euclides, con toda su sorprendente
madurez, no está exenta de lagunas procedentes de situaciones de este tipo
que tuvieron que ser corregidas por Hilbert en sus Grundlagen der Geometrie
(1902).
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La "demostración" construida por Arthur Kempe en 1879 del teorema
de los cuatro colores se basó en una relación geométrica que, aunque falsa,
parecía tan clara que fue dada por buena durante 11 arios hasta que Heawood
se percató del error.

Las "demostraciones" de Jordan (1893) y de otros matemáticos del
teorema visualmente obvio que afirma que una curva plana cerrada y simple
separa el plano en dos partes, el interior y el exterior, fueron incorrectas,
conteniendo elementos basados en relaciones intuitivas sin justificar que re-
sultaron luego justificadas tras considerable trabajo y dificultad. La primera
demostración correcta tardó 20 arios en llegar por obra de Veblen (1913).

Pero la posibilidad de que la visualización pueda conducir a error no
invalida su eficacia y su potencia en los diferentes procesos del quehacer ma-
temático, tanto en el trabajo creativo como en los procesos de comunicación
y transmisión. Incluso las técnicas más formales conducen a veces a errores,
razonamientos incompletos, falacias, etc. Y es natural pensar que así suceda.
Los resultados matemáticos no se comunican normalmente mediante una ex-
posición totalmente formalizada que pudiera ser comprobada mecánicamen-
te. El estilo de comunicación entre los matemáticos está muy lejos de eso y
es muy posible que lo siga estando por mucho tiempo. Por otra parte también
es discutible la conveniencia de adoptar tal forma de comunicación, en el
caso en que fuera posible. El lenguaje matemático es un cruce entre el len-
guaje natural y el lenguaje formalizado, una jerga extraña compuesta por ele-
mentos del lenguaje natural, palabras más o menos esotéricas y símbolos ló-
gicos y matemáticos. Y en este idioma curioso se está haciendo alusión,
explícita o velada a convenciones de la comunidad matemática del tiempo
cargadas de connotaciones intuitivas, visuales, sobreentendidos, etc. No es
de extrañar que en el trabajo matemático con tal herramienta así como en la
comunicación con él se produzcan equívocos, confusiones y oscuridades que
pueden conducir a error.

Por poner un único ejemplo bien reciente, la "demostración" propues-
ta por Andrew Wiles en junio de 1993 del teorema de Fermat fue capaz de
convencer incluso a los más expertos en el campo por varios meses hasta que
se percataron de la existencia en ella de ciertas lagunas nada despreciables.
Más de un ario del trabajo de Wiles y de otras personas especializadas en el
tema ha transcurrido hasta que por fin en noviembre de 1994 los expertos pa-
recen haber llegado a la conclusión de que estamos ante una genuina demos-
tración del teorema de Fermat.

"Ahora, por favor, queremos que nos presente una demostración
matemática".
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Me imagino que somos una multitud los profesores que hemos tenido
esta misma experiencia. Tras esforzamos por hacer ver a nuestros estudiantes
mediante construcciones visuales que, según nos parece, deberían hacer abso-
lutamente obvia una cierta situación matemática, alguno o muchos de ellos
nos piden: "Ahora, por favor, una verdadera demostración matemática".

¿Qué es una demostración? Para los pitagóricos que jugaban con las
piedras, probablemente sería: "!Contempla!" Para Littlewood: "Una demos-
tración es una indicación, una sugerencia: mira en esta dirección y convénce-
te tú mismo". Para René Thom: "Un teorema está demostrado cuando los ex-
pertos no tienen nada que objetar"

¿O acaso vamos a decir que un teorema está demostrado solamente
cuando surge tras una cadena correctamente construida de símbolos lógicos?
Tal vez sea así el paraíso en la imaginación de los formalistas, pero no es así
ciertamente en esta tierra del matemático real. El matemático real se suele
contentar sensatamente con grados de rigor mucho más razonables.

Una visualización isomórfica, por ejemplo la que presentamos del teo-
rema de la transformación contractiva, una vez conocidas las reglas de des-
codificación (paso del razonamiento sobre la imagen al argumento formal),
se podría convertir en una demostración satisfactoria para el formalista más
riguroso.

Otros tipos de visualización, homeomórfica, diagramática, allanan ex-
traordinariamente el camino de otros matemáticos expertos o bien de nues-
tros estudiantes para que ellos mismos lleguen a construir la demostración
explícitamente, si les viene bien, con mucha más facilidad que la que propor-
ciona la demostración pedante e ininteligible del mismo hecho que la moda
ha impuesto en nuestra comunicación matemática por tanto tiempo.

Naturalmente que el estudiante que pide una demostración matemática
posiblemente tiene en su cabeza el prejuicio, transmitido por muchos de sus
profesores, de que sólo lo que resulta tras unos cuantos cuantificadores lógi-
cos merece la denominación de demostración matemática. Y es que, como
antes he afirmado, en nuestra educación matemática apenas nos hemos ocu-
pado de inculcar el hábito de interpretar y descodificar adecuadamente nues-
tras visualizaciones, traduciéndolas, cuando esto resulte adecuado, a un len-
guaje formal.

Miguel de Guzmán Ozámiz
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Es dificil

Theodore Eisenberg y Tommy Dreyfuss han escrito un interesante ar-
tículo que lleva por título On the Reluctance to Visualize in Mathematics, en
el que tratan de analizar los obstáculos de todo tipo que se oponen a la tarea
de visualización en los procesos de la educación matemática.

Como antes se ha dicho la visualización es un proceso de intelección
directa y descansada, pero sólo para el que está suficientemente preparado
para realizarlo de manera eficaz.

Esta preparación implica una inmersión y familiarización con las ta-
reas de descodificación de la imagen. Si esta preparación está ausente lo que
para otros es un ejercicio descansado y agradable resultará un jeroglífico an-

.	 gustiosamente incomprensible. Una imagen vale más que mil palabras, sí,
pero con tal de que se entienda. De otro modo no vale nada.

a.)

Hay que tener en cuenta que un mapa, por ejemplo, no es la realidad
de lo representado, sino un conjunto de símbolos y códigos que hay que
aprender a interpretar.

Efectivamente la realización de la visualización de modo correcto, de
manera tal que sea un proceso verdaderamente provechoso requiere una pre-
paración previa, una educación que no muchos matemáticos son capaces de
transmitir, unas veces porque no son conscientes de lo que tal proceso verda-
deramente conlleva de convención, de tradición, de familiaridad con ciertos
códigos en ninguna parte escritos. Y éste es uno de los aspectos en los que la
comunidad matemática actual debería poner un énfasis especial.

LU

Por otra parte hay dificultades provenientes del bajo status que la vi-
sualización posee en la comunidad matemática. Los investigadores suelen
hacer un uso constante de la visualización, pero suele ser un uso vergonzan-
te, algo que ellos consideran inconfesable. Las revistas que se precien, por
ejemplo, no admitirían un artículo en el que los argumentos de demostración
de un teorema no estuvieran construidos en el lenguaje más o menos formali-
zado actualmente en boga. Se suele hablar con sorna y desprecio de demos-
traciones "waving hands", haciendo gestos con las manos, por más que, son
muchas las ocasiones en que un gesto con las manos puede abrir la mente a
la comprensión.

Nuestros alumnos suelen estar deformados en su actitud frente a la vi-
sualización y ahí está el origen de la exigencia de una demostración matemá-
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tica antes señalada, así como del siguiente fenómeno que suele ocurrir fre-
cuentemente en nuestras clases.

Tratamos de explicar el sentido intuitivo de un teorema y, en el mejor
de los casos, nos mirarán con cierta atención, pero sin tratar de tomar una
sola nota. Comenzamos a escribir lo que va a ser una demostración formal,
que por otra parte es precisamente lo que probablemente ya tienen en su libro
de texto, eso es lo que pondrán en sus apuntes "negro sobre blanco" con todo
el esmero del mundo.

La visualización es dificil también por otras razones de tipo material
que, hasta ahora no eran fácilmente superables al nivel de comunicación no
oral y directa. La visualización es un proceso dinámico. El medio de transmi-
sión hasta ahora utilizado tanto en los artículos como en los textos que mane-
jan nuestros estudiantes es, fundamentalmente, la letra escrita, un medio es-
tático que no se adapta en absoluto a los procesos de visualización.

En la presentación oral de una visualización los elementos van apare-
ciendo poco a poco complementando una imagen que empieza siendo simple
y termina tal vez extraordinariamente complicada.

En un libro, en un artículo se transmite normalmente sólo el producto fi-
nal, la imagen última con todos los elementos acumulados en ella, lo que re-
sulta extraordinariamente engorroso de interpretar. La presentación del teore-
ma de Picard anterior ha requerido, para ser clara, nada menos que 5 figuras
diferentes. Un editor de libros de texto difícilmente aceptaría tal derroche, in-
sistiendo en que el espacio es caro y que todo se ponga en una sola figura.

Probablemente el medio de comunicación del futuro, sobre todo a ni-
vel de libros de texto, haya de ser algo semejante al CD-ROM que permite
mezclar de forma interactiva texto, imagen dinámica y programas informáti-
cos adecuados al campo de estudio en cuestión.

La tarea por hacer

Prevenir las desviaciones. Poner en guardia. Tratar de enseriar explíci-
tamente a realizar los procesos de visualización correctamente, llamando la
atención a los diferentes tipos de visualización y a la diversa utilidad de cada
una de ellas, haciendo explícitas las codificaciones y descodificaciones que
están presentes en ellos. Inculcar los hábitos de visualización, poner de ma-
nifiesto los sobreentendidos, la necesidad de asegurar el carácter genérico
que está detrás de nuestras visualizaciones concretas.
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Tener en gran aprecio el poder de la visualización y enseriar a nuestros
estudiantes a estimarla. Insistir constantemente en visualizar y en transcribir
de vez en cuando las visualizaciones en expresiones formales de la forma ac-
tualmente admitida de los hechos que se visualizan, a fin de hacer patente la
posibilidad de pasar de un tipo de lenguaje a otro.

Hacer efectivo este aprecio no sólo en nuestra forma de transmitir los
procesos y destrezas del quehacer matemático, sino también en la forma de
evaluar la realización de estos procesos por parte de los matemáticos y de
nuestros estudiantes.

6. VISUALIZANDO SIN Y CON ORDENADOR

Los ejemplos de visualización propuestos en las páginas precedentes no
necesitan para nada la ayuda del ordenador. Una gran parte de la visualización
que proponemos estimular se realiza, como se ha realizado siempre, mediante
nuestra capacidad imaginativa, representativa y con los instrumentos norma-
les, lápiz y papel, tiza y pizarra. La fidelidad y exactitud de nuestras represen-
taciones debe estar en función del tipo de trabajo de visualización que trata-
mos de llevar a cabo. No tiene objeto utilizar compás y regla cuando con un
dibujo a mano suficientemente claro queda sugerido cuanto se quiere sugerir,
como es el caso en la mayor parte de los problemas de análisis matemático en
los que una visualización venga bien. Nuestros dibujos son, en la mayor parte
de las ocasiones, meros auxiliares de nuestra imaginación que nos ayudan a re-
tener las relaciones que consideramos útiles para nuestra mejor comprensión
de los temas que tratamos y de los problemas que intentamos resolver.

Pero es claro que en la actualidad disponemos de un instrumento ex-
traordinariamente potente, el ordenador, cuyo influjo sobre el quehacer ma-
temático se va dejando sentir en muchos aspectos. Uno de ellos es, obvia-
mente, la visualización.

En lo que se refiere en particular al análisis matemático, la existencia
de programas de cálculo simbólico tales como DERIVE, MAPLE, MATHE-
MATICA, con capacidades de representación extraordinariamente versátiles
e interactivas, aplicables en todos los campos imaginables de la matemática
actual, está cambiando ya nuestra forma misma de practicar tanto las activi-
dades de investigación como las de la interacción enseñanza-aprendizaje a
todos los niveles. Y a esta tendencia actual no se le adivina el límite.

Consideremos un simple ejemplo de la matemática elemental. Hace
unos arios, ante la tarea de representar una curva en el plano se le aconsejaba
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al alumno que comenzara por representar unos cuantos de sus elementos que
podían resultar sencillos de calcular (cortes con los ejes, posibles asíntotas
horizontales, verticales,...) a fin de obtener una primera idea sobre la curva.

Con cualquier programa de cálculo simbólico actual, incorporados ya
incluso en calculadoras de bolsillo, dada una función bien enrevesada, el
alumno puede obtener inmediatamente una gráfica de ella con la que las res-
puestas a muchas cuestiones interesantes quedan sugeridas. El alumno, en
diálogo inteligente con la máquina, puede, a través del programa, perfilar la
respuesta exacta a tales cuestiones.

Pero junto a la solución fácil de problemas de tipo tradicional, los pro-
cedimientos actuales permiten al alumno, incluso al de un nivel elemental, en-
cararse con problemas que antes resultaban inasequibles para cualquiera. La
obtención de 20 iteraciones de una sencilla función tal como 4x(1-x) partiendo
de un valor, 0'7 por ejemplo, con 30 cifras decimales lleva unos pocos segun-
dos de tiempo de cálculo a los ordenadores más sencillos de la actualidad. Ta-
les posibilidades han abierto mundos nuevos a la exploración de temas tales
como el de los sistemas dinámicos, la geometría fractal y otros muchos.

Por otra parte en la actualidad van surgiendo más y más programas es-
pecíficamente dedicados a promover las facilidades de visualización espe-
cializados en diferentes campos de la matemática, análisis multidimensional,
geometría de diferentes tipos, topología,... Todo ello va a contribuir extraor-
dinariamente a facilitar el progreso de la tendencia presente hacia una revita-
lización de la visualización en todos los quehaceres de la matemática.

En relación con este aspecto de utilización de los programas de cálcu-
lo simbólico, especialmente en lo que respecta a la educación matemática
elemental, parece claro que el paso próximo más influyente serán las nuevas
máquinas de calcular que han de surgir (existe ya una, la TI-92, Texas Instru-
ments) que tengan incorporados tales programas de cálculo simbólico y pro-
gramas con fines específicos (la TI-92 incorpora algo análogo al programa
DERIVE en el cálculo simbólico y el programa CABRI para geometría plana
de tipo sintético). La presencia de tales instrumentos en el aula habrá de mo-
dificar muy substancialmente nuestra enseñanza.

En algunos de los capítulos que siguen se introduce una forma de tra-
bajar con el ordenador (programa DERIVE) como apoyo muy fundamental
de visualización y de cálculo. Resultará particularmente llamativa la capaci-
dad que nos proporciona para explorar, tanto visualmente como numérica-
mente, los temas relativos a la discretización del cálculo y a la iteración de
operadores, que aparecen en los capítulos 14 y 15.
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RESUMEN

Entre los sistemas computacionales relacionados con la Matemática,
tienen especial interés los Sistemas de Computación Algebraica (SCA),
como Derive, Maple, Mathematica, etc. Sus hojas de trabajo ayudan a sus
usuarios a explorar, conjeturar y descubrir por sí mismos los problemas plan-
teados. Los SCA se están utilizando cada vez más en la Enseñanza y apren-
dizaje de la Matemática de Secundaria en los países más avanzados. Se trata
aquí de presentar múltiples situaciones en que está indicada su utilización y
comentar su interés didáctico.
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INTRODUCCIÓN

Los constantes avances de la tecnología computacional están siendo
aplicados a desarrollar y mejorar los sistemas computacionales relacionados
con la Matemática. Son de especial interés para la Educación Matemática:
los Sistemas de Geometría Dinámica (SGD) y los Sistemas de Computación
Algebraica (SCA). Trataremos aquí sobre estos últimos en relación con la
Educación Secundaria.

El interés de los SCA radica en que sus hojas de trabajo permiten que
sus usuarios exploren, conjeturen y descubran por sí mismos las cuestiones y
problemas planteados. Por ello, su uso se está extendiendo cada vez más rá-
pidamente tanto en la enseñanza secundaria como en la superior.

Para ilustrar lo indicado, veremos que pueden ser aplicados en todos
los capítulos de la Matemática considerados en el Currículo de la Secunda-
ria. Lo haremos a través de algunos de temas matemáticos de mayor enjun-
dia en dicho nivel educativo.

Los objetivos de esta sesión sobre SCA en Secundaria son tres:

• Iniciar al uso de hojas de trabajo o "worksheets"

• Aplicarlos a la enseñanza y aprendizaje en Matemáticas

• Comentar sus posibilidades didácticas.

1. LOS SISTEMAS DE COMPUTACIÓN ALGEBRAICA (SCA)

En cuanto a las características esenciales de los SCA, que los diferen-
cian de otros sistemas computacionales usados en Matemáticas, son dos los
más destacables:

1) calculan en aritmética exacta (no aproximada)

2) permiten efectuar cálculo simbólico (con variables sin asignación).

Existen dos tipos bien diferenciados de SCA, los de propósito especí-
fico, especializados en cierto tipo de cálculos matemáticos, y los de propósi-
to general, más interesantes a nivel de Secundaria.

De estos últimos existen varios sistemas: Axiom, Derive, Macsyma,
Maple, Mathematica, MuPad, Reduce, etc. De entre ellos, los más difundi-
dos en entornos educacionales son Derive y Maple.

118



Eugenio Roanes Macías

Así, por ejemplo, las Universidades Complutense y Politécnica de
Madrid poseen licencia de campus de Maple para uso de todos sus alumnos y
profesores, Austria tiene licencia de Derive para todos sus centros de Secun-
daria, Francia tiene licencia de Maple para todos sus centros de enseñanza.
En España aún no se ha decidido adoptar una licencia universal de alguno de
ellos.

A continuación, vamos a comentar las posibilidades de aplicación del
SCA Maple en varios temas matemáticos propios del Currículo de la Secun-
daria.

2. HOJAS DE TRABAJO: ARITMÉTICA EXACTA Y EN COMA
FLOTANTE

Las hojas de trabajo en Maple permiten alternar regiones de texto ex-
plicativas con regiones de cálculo matemático. Las regiones de texto apare-
cen, en principio, en color negro, las órdenes de cálculos a ejecutar en rojo
(precedidas del "prompt">) y sus resultados devueltos en azul. Por ejemplo,
al desarrollar o expandir (x+y) 12:

> expand((x+y)^12);

xI2 12 y xl 1 + 66 y2 x l ° + 220 y3 x9 + 495 y4 x8 + 792 y5 x7 + 924 y6 x6 +
+ 792 y7 x5 + 495 y8 x4 + 220 y9 x3 + 66ÿ°x2 + 12 yllx + y12

Los resultados son números exactos de tantos dígitos como sea preci-
so. Por ejemplo, para alojar en la variable n el resultado de elevar 47 a expo-
nente 39:

> n:=47^39;

n :=

162860760888326175933842030791579027534767171 370296750224384264783

El hecho de trabajar con resultados exactos es esencial en diversas si-
tuaciones. Un resultado aproximado (en coma flotante) puede conducir a re-
sultados erróneos en situaciones sencillas, como son, por ejemplo, decidir si
un sistema de ecuaciones tiene, o no, solución única, o decidir si una cónica
es elipse, hipérbola o parábola.

Pero una vez efectuado el cálculo exacto, este puede evaluarse en
coma flotante, para tener una idea de su orden de magnitud. Así, por ejem-
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plo, el resultado alojado anteriormente en la variable n puede evaluarse en
coma flotante con cinco dígitos:

> evalf(n,5);

0.16286 1066

En cuanto a factorización y divisibilidad, el sistema dispone de co-
mandos que permiten decidir si un entero es primo, calcular el primo si-
guiente, o anterior, a un número, determinar el mcd y mcm, etc. Así, por
ejemplo, la descomposición factorial de un entero en producto de primos se
obtiene aplicándole el comando ifactor:

> ifactor(67375);

(5)3 (7)2 (11)

En cuanto a cálculos trigonométricos, el sistema dispone de comandos
que permiten desarrollar o expandir expresiones trigonométricas o condensarlas:

> expand(cos(x+y));

cos(x) cos(y) — sin(x) sin (y)

> combine(2*cos(x)^2-1);

cos(2 x)

No se trata aquí de describir los aproximadamente 2700 comandos de
que dispone este sistema, sino de dar una idea de cómo operan algunos de
ellos. Tampoco se está pretendiendo que los alumnos sustituyan razonamien-
tos matemáticos por el simple manejo de comandos en un SCA, pero si que
aprovechen su existencia para comprobar resultados, abreviar cálculos tedio-
sos y, en definitiva, dar prioridad a lo conceptual frente al mero cálculo que
pueda automatizarse.

4. AUTOMATIZACIÓN DE CÁLCULOS FUNCIONALES

Una vez definida una función, f, pueden calcularse valores numéricos
o simbólicos en ella:

> f:=x->x^2-4*x+3;

x --> x2 — 4x + 3
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> f(5);
8

> f(a);
a2 — 4 a + 3

y puede representarse aplicándole el comando plot en el intervalo deseado:

> plot(f(x),x---1..5);

Otras posibilidades, cuya ejecución se omite por brevedad, son:

—representar simultáneamente varias, aplicando plot al conjunto de
ellas

—representar funciones definida a trozos

Pero, ¿son siempre fiables las gráficas? Observemos que, por ejemplo,
la función

1000 (x —1) 
g x —>

(101x-100)(100x-99)

Representándola en el intervalo (-10,10), su gráfica parece tener
una única asintota vertical, mientras que representándola en
(99/100-0.0001,100/101+0.0001) se visualizan sus dos asintotas. Ejercicios
de este tipo conducen a los alumnos a dar a las gráficas obtenidas la credibi-
lidad apropiada.

Para hallar el límite de una función:

> g:=x->3*x/sin(2*x):
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Se le aplica el comando limit:

> Limit(g(x),x=0) = limit(g(x),x=0);

3x 	 3
lim

sin(2x) 2

Este mismo comando calcula limites de sucesiones, funcionando de
modo que ayuda al alumno a distinguir ambos conceptos. Así, por ejemplo,
el límite del sen(27-cn) para n—>00 devuelve resultado oscilante —/../, mientras
que restringiendo n a valores enteros, devuelve O.

El comando de diferenciación diff devuelve la expresión derivada:

> Diff(a*x^2+Mx+c,x)=diff(a*x^2+Vx+c,x);

2
—(ax2 + bx + c)= 2ax + b
öx

mientras que el comando de diferenciación D devuelve la función derivada.
El uso de ambas ayuda a los alumnos a distinguir estos dos conceptos, que
suelen confundir.

El cálculo automático de primitivas, se ejecuta con el operador int..

> int(a*x^3+b*x+c,x);

ax4 bx2
- - CX

4	 2

que también calcula integrales definidas:

> f:=x->-1/2*x^2+2;

> Int(f(x),x= —1..2)=int(f(x),x= —1..2);

2	 2 9f	 + 2dx =
-1 2	 2

Los aproximadamente 2.700 comandos de Maple no cabrían en el es-
pacio de trabajo de un PC, por lo que, los de más uso se hallan en su núcleo y
los demás se agrupan en paquetes, que se cargan sólo si se necesitan.

122



7 17 3j\2

20 10 
2

+2
	 3609

800

7

93

10 E
i=0

Eugenio Roanes Macías

Uno de ellos es el paquete student, que contiene comandos de uso fre-
cuente entre los estudiantes de nivel de Secundaria. Uno de los comandos de
este paquete permite visualizar las sumas parciales conducentes al concepto
integral de Riemann. Así, para la integral definida antes considerada, divi-
diendo en 10 subintervalos y ajustando la función escalonada de modo que
coincida con f en el centro de cada subintervalo, se obtiene la gráfica

y la suma parcial

5. AUTOMATIZACIÓN DE CÁLCULOS ALGEBRAICOS

Para resolver exactamente ecuaciones, se les aplica el comando sol-

ve. Por ejemplo, para resolver la ecuación de las proporciones áureas
a

x a — x

> solve(a/x=x/(a-x),x);
7	 7

1 + j§ j a,	 1 \I\
2 2	 2 2)

a
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Este mismo comando permite resolver sistemas de ecuaciones, apli-
cando solve al conjunto de ecuaciones y al de incógnitas:

> solye({x+y—z0,3 *x-2*y+z=2,-2*x+5*y-3*z=-1},{x,y,z});

{x = 1, y = 2, z = 3}

Las ecuaciones pueden escribirse previamente, alojándolas en variables:

> ecl:=3*x-5*y+2*z=1:
ec2:=7*x—y+4*z=0:
ec3:=4*x+4*y+2*z=1:

Para generar las matrices asociadas a un sistema lineal se utilizan co-
mandos contenidos en el paquete linalg (de álgebra lineal). La matriz, M, de
coeficientes de las incógnitas, se obtiene aplicando genmatrix a la lista de
sus ecuaciones y a la de incógnitas:

> M:=genmatrix(Iec1,ec2,ec3],[x,y,4);

o 3 —5	 2
cll

ct:5 M 7 —1	 4
ots

4 42
y la matriz ampliada, con los segundos miembros de las ecuaciones, se obtie-
ne añadiendo la opción flag:

> A:=genmatrix(Iec 1,ec2,ec3],[x,y,z],flag);

3 —5 2	 1

ca A := 7 —1 4	 0

C/D
4 4 2 -1

CID

Una vez generadas ambas, comparando sus rangos, se decide si el sis-
tema tiene, o no, solución:

> rank(M), rank(A);

2,2

siendo fácil definir un procedimiento para automatizar la discusión:

> sist_lin:=proc(ecuac,incog)
local A,B,a,b:
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A:=genmatrix(ecuac,incog):
B:=genmatrix(ecuac,incog,flag):
a:=rank(A); b:=rank(B);
print('El rango de la matriz de coeficientes es',a);
print('el rango de la matriz ampliada es',b);

if not a=b then
print(s luego el sistema no es compatible')

else print(luego el sistema es compatible.');
print('Solución del sistema:');
solve(ecuac,incog)

fi
end:

Apliquemos este procedimiento al anterior sistema de ecuaciones, que
fueron alojadas en las variables cc l, ec2, ec3:

> sist_linGecLec2,ec3},{x,y,z});

El rango de la matriz de coeficientes es, 2
el rango de la matriz ampliada es, 2

luego el sistema es compatible.
Solución del sistema:

16x 1	 x 2
{z = 	 	 y --9 — —9 , x = x}918 '

6. AUTOMATIZACIÓN DE CÁLCULOS GEOMÉTRICOS

El paquete geometry contiene comandos relativos a figuras y opera-
ciones geométricas en dimensión 2, de mucho uso entre los estudiantes de
nivel de Secundaria.

A modo de ejemplo, vamos a comprobar la concurrencia de alturas de
un triángulo. Definidos los vértices, A, B, C:

> point(A,0,0), point(B,5,0), point(C,3,4);

A, B, C

se determinan sus rectas-lados, AB, BC, CA:
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> line(ABIA,B1), line(BC,[C,13]), line(CA,IA,CD;

AB, BC, CA

luego sus alturas, hA, hB, hC:

> PerpendicularLine(hA,A,BC),
PerpendicularLine(hB,B,CA),
PerpendicularLine(hC,C,AB);

hA, hB, hC

y finalmente el punto, H, de intersección de hA y hB:

> intersection(H,hB,hC);

cuyas coordenadas alojamos en la variable Hcoor:

> Hcoon=coordinates(H);

3, —31Hcoor :=
2

Ahora puede obtenerse la ecuacion de la altura hA, denotando x ey a
los ejes de coordenadas:

> Equation(hAlx,e;

2x — 4y = O

y para comprobar que H está en la tercera altura, hA, basta sustituir sus coor-
denadas en la ecuación de hA, lo que se automatiza cómodamente con el co-
mando IsOnLine:

> IsOnLine(H,hA);

true

De modo más general, sin más que sustituir las coordenadas de los
vértices del triángulo por otras genéricas con coordenadas genéricas, A(0,0),
B(b,0), C(c,e), se automatiza una demostración analítica de la concurrencia
de alturas de un triángulo arbitrario.
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Sustituyendo las alturas por mediatrices, se obtiene la circunferencia
circunscrita que aparece en la figura siguiente.

El mismo paquete geometry contiene numerosos comandos relativos a
cónicas, así como a las transformaciones geométricas del grupo equiforme (tras-
laciones, rotaciones, reflexiones, reflexiones con deslizamiento y homotecias).
Todo ello tratado en aritmética exacta, para evitar los errores de redondeo, que
pueden conducir a resultados erróneos en muchos problemas geométricos.

Otro paquete que incluye las transformaciones geométricas del grupo
equiforme en aritmética exacta está incluido en el libro con disquete (Roanes
Macías, Roanes Lozano, 1999). Este mismo libro incluye una implementa-
ción de la Geometría de la Tortuga en aritmética exacta, cuya primera ver-
sión apareció en (Roanes Lozano, Roanes Macías, 1994). Por otra parte, en
(Roanes Lozano, Roanes Macías, Villar Mena, 2003) se describe un paquete
que permite manipular, en Maple o en Derive, las ecuaciones de los objetos
geométricos contenidos en configuraciones geométricas generadas en el
SGD "The Geometer's Sketchpad".

7. AUTOMATIZACIÓN DE CÁLCULOS ESTADÍSTICOS

El SCA que estamos considerando contiene un paquete muy comple-
to, denominado stats, relativo a comandos estadísticos, distribuido en varios
subpaquetes (describe, statplots, fit,...), que para caso de variable unidimen-
sional, permiten:

— introducir listas de datos estadísticos de variables discretas o conti-
nuas
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—representar el histograma correspondiente a una lista
—calcular medidas de centralización (media, mediana, moda,....)
—calcular medidas de dispersión (varianza, desviación típica,....)
— representar el correspondiente histograma

y para caso de variable bidimensional, permiten:

—introducir las listas de datos, para variables discretas o continuas
—representar la nube de puntos correspondiente
—determinar la recta de regresión
— calcular el coeficiente de correlación
—representar la recta de regresión sobre la nube de puntos

así como realizar otros cálculos que no son propios de la Secundaria.

Así, por ejemplo, para la variable bidimensional consistente en las ca-
lificaciones en dos asignaturas, A y B, para un grupo de 20 alumnos, introdu-
ciendo por separado las dos listas unidimensionales correspondientes:

> A:=I 1,2,3,3,3,4,4,5,5,5,5,6,6,7,7,8,9,9,8,101:
B:=10,2,4,3,5,4,3,5,6,7,4,6,7,7,8,8,7,9,4,10]:

se obtiene la representación de la recta de regresión sobre la nube de puntos,
que aparece en la figura siguiente
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8. POSIBILIDADES DE LOS SCA EN SECUNDARIA

Con ayuda de sistemas computacionales apropiados (SCA) y sobre un
ordenador personal, hoy es posible:

a) ejecutar automáticamente cálculos exactos, al analizar o presentar
problemas, para posteriormente, evaluar resultados en coma flo-
tante, si ello interesa

b) operar automáticamente con expresiones que contengan símbolos
(variables sin asignación), facilitando una introducción experi-
mental al cálculo simbólico

c) comprobar automáticamente soluciones de ejercicios de naturale-
za aritmética, algebraica, infinitesimal, geométrica o estadística.

d) proponer con comodidad ejercicios y problemas, cuyas solucio-
nes conduzcan a resultados deseados.

CONCLUSIONES

Los Sistemas de Computación Algebraica (SCA) están revolucio-
nan-do las estrategias usadas en la Educación Matemática en Secundaria.
Permiten, a cualquier nivel educativo, llevar a cabo una enseñanza basada en
el aprendizaje a través de la experimentación, el análisis, la conjetura y la
comprobación de un modo eficiente y ameno, que resulta mucho más atracti-
vo para los alumnos.

Por otra parte, los SCA ayudan a ejecutar actividades de tipo más o
menos matemático a alumnos poco interesados en esta disciplina, pero que
posiblemente en un futuro hayan de efectuar labores que requieran manipu-
lar automáticamente algunos cálculos elementales.

Nuestro propósito es contribuir a la divulgación de estas Nuevas Tec-
nologías al servicio de la Educación Matemática en nuestro país.
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RESUMEN

Los sistemas computacionales especialmente diseñados para efectuar
construcciones geométricas se denominan Sistemas de Geometría Dinámica.
Los más conocidos son The Geometer 's Sketchpad, Cabri Geometty y Cin-
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derella. Una vez realizada una construcción, esta puede reformarse, arras-
trando con el ratón sus puntos iniciales (de donde procede el adjetivo Diná-
mica), puede almacenarse, animarse (con movimiento) e incluso se puede
memorizar el algoritmo geométrico de su construcción. Su interés radica, no
sólo en la rapidez y precisión del trazado gráfico obtenido, sino también en
su adecuación para sumergir al usuario en el proceso creativo de la construc-
ción, permitiendo presentar la Geometría desde una perspectiva experimen-
tal. De ahí su utilización, cada día más difundida, en la enseñanza y aprendi-
zaje de la Geometría al nivel de Secundaria y Bachillerato.

1. INTRODUCCIÓN

Los Sistemas de Geometría Dinámica más conocidos son The Geome-
ter's Sketchpad [1-3], Cabri Geometry [4] y Cinderella [5,6], aunque existen
otros muchos, como The Geometrie Supposer [7], Euklid, Dr. Geo [8], Win-
Geom [9],... Algunos han sido desarrollados en España, como GeoMouse, GeUp
o GDI (este ultimo incorpora los anteriores Rex, Lugares [10,11], y Discovety).
Otro sistema es Calques3D, que trabaja en el espacio tridimensional [12].

Existen además calculadoras, como las TI-92 y Voyage 200 que incor-
poran un Sistema de Geometría Dinámica [13].

GDI, al igual que los sistemas chinos Geometry Expert [14] y MathXP
[15,16] y la interfaz entre The Geometer 's Sketchpad y Derive y Maple reali-
zada por este autor [17], permite obtener ecuaciones de los distintos objetos
geométricos que dependan de parámetros. Ello posibilita, por ejemplo, reali-
zar demostración automática de teoremas geométricos [18-20] directamente
desde un bosquejo o sketch realizado con el ratón [21], aunque tal tema que-
da fuera del alcance de un breve curso como este.

Para hacernos idea de las posibilidades de estos sistemas, lo mejor
será describir brevemente uno de ellos (el citado en primer lugar: The Geo-
meter 's Sketchpad). La versión 4 está disponible desde 2002, pero la versión
3 está aún mucho más difundida. Es posible descargar una versión demo de

la www [22].

2. BREVE DESCRIPCIÓN DE UN SISTEMA DE GEOMETRÍA
DINÁMICA

Al iniciar una hoja de trabajo (sketch) en The Geometer 's Sketchpad
v.3, aparecen a la izquierda seis iconos sobre fondo azul (figura 1, gris más
oscuro).
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The Geometers Sketchpad - 15k.etchOl.gsp]

Figura 1. Pantalla de The Geometer 's Sketchpad v.3

icono FLECHA, que permite seleccionar alguno(s) de los objetos geométricos dibujados previamente y
arrastrar un objeto seleccionado
icono PUNTO, que permite dibujar puntos sobre la hoja de trabajo
icono LÍNEA, que permite dibujar rectas, semirrectas y segmentos
icono CIRCUNFERENCIA, que permite dibujar circunferencias
icono MANO, que permite rotular objetos ya dibujados
icono INTERROGANTE, para preguntar cómo se generó un objeto ya dibujado.

De ellos, sólo uno aparece en otro color (en la figura, el más oscuro):
el que esté operativo en ese instante.

La principal característica que ofrecen estos sistemas es la posibilidad
de deformar el dibujo realizado, cambiando la situación de uno de sus puntos
iniciales (arrastrándolo con el ratón), de donde procede la denominación
Geometría Dinámica (figuras 2 y 3).

A partir de objetos geométricos previamente trazados, es posible
construir nuevos objetos. Para ello se seleccionan, de todos los objetos di-
bujados, los convenientes, y se efectúan sobre ellos las operaciones geomé-
tricas usuales. Estas son ofrecidas en el submenú de Construct (esta última
opción está situada en el menú de la barra gris claro por encima de la hoja
de trabajo):

• trazar la paralela por un punto a una recta, semirrecta o segmento
• trazar la perpendicular por un punto a una recta
• trazar el segmento de extremos dos puntos
• trazar la bisectriz de un ángulo
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• The Geometers Sketchpad - ISketchOlgspl

Figura 2. Mediatriz de un segmento dibujada con Sketchpad v.3

The Geometers Sketchpad - ISketchOl_gsp]

O File	 Edil Display Con_trucit	 Transform	 fitleasure 13raph	 Work Help

Figura 3. Arrastrar el punto B en la construcción de la figura 2 produce
automáticamente el consiguiente cambio en todos los objetos que dependen de él:

segmento j y recta k (en este caso)

• determinar el punto (o puntos) de intersección de dos objetos del
tipo recta o circunferencia

• trazar la línea poligonal de vértices dados (el orden es aquel en que
se seleccionaron)

• rayar el interior de un polígono dado por sus vértices o un circulo
dada su circunferencia borde.
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Es posible alterar el aspecto de objetos geométricos previamente tra-
zados. Los cambios de presentación se ofrecen al elegir Display (en la barra
superior), y son:

• ocultar los objetos seleccionados
• cambiar el color de los objetos seleccionados
• cambiar el estilo de una línea seleccionada (grueso, fino, disconti-

nuo)
• cambiar el estilo de letra utilizado en la rotulación de objetos.

También es posible construir nuevos objetos geométricos a partir de
otros previamente trazados aplicándoles las transformaciones geométricas
básicas usuales. Estas son ofrecidas al activar Transform (en la barra supe-
rior).

• traslación de los objetos seleccionados
• rotación de los objetos seleccionados
• reflexión de los objetos seleccionados
• homotecia de los objetos seleccionados
• definición de transformaciones producto de las previamente efec-

tuadas.

Es posible medir objetos geométricos previamente trazados. Una vez
seleccionado un sólo objeto, se le puede aplicar alguno de los operadores
ofrecidos al activar Measure (en la barra superior):

• distancia (entre puntos)
• longitud (de segmento)
• amplitud (de ángulos)
• pendiente (de una línea)
• perímetro (de un polígono)
• área (de polígonos o círculos)
• longitud (de arcos de circunferencia)
• amplitud (de arcos de circunferencia)
• cálculo de operaciones numéricas de resultados de medidas previa-

mente efectuadas
• tabulación acumulativa de resultados de medidas previamente efec-

tuadas.

Otras importantes posibilidades que ofrece el sistema son:

• memorizar el algoritmo geométrico de la construcción elaborada
(script), que puede ser posteriormente aplicado a otras entradas

• animar con movimiento (especialmente útil para trazar lugares geo-
métricos).
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El script es realmente un programa geométrico que el usuario enseña
al sistema (al realizar una construcción en un caso particular). No es pues ne-
cesario programar en el sentido usual, pues ni siquiera se hace uso del tecla-
do. En los scripts, en lugar de ser numéricos el input y el output, como es ha-
bitual en los lenguajes usuales (Pascal, C, Basic, etc.), son objetos
geométricos. Además, por motivos didácticos, es posible aplicar el proceso
de construcción a las nuevas entradas tanto paso a paso como de una vez.

La elaboración de configuraciones geométricas es muy rápida y con
muy poca práctica se consigue manejar el sistema con soltura.

En el caso de The Geometer 's Sketchpad v.4 (figura 4) el menú de la
izquierda es muy similar al de la v.3 y de los seis iconos de la izquierda cam-
bia el último, que es ahora el que permite construir las tools (que sustituyen a
los scripts de la v.3, aunque quizás no sean tan intuitivas).

er The Geometers Sketchpad - 1Untitled 1]

g Fe Edit Display Construct Iranform Measure Graph Wiridove Help

Figura 4. Pantalla de The Geometer's Sketchpad v.4

3. EJEMPLOS DE CONSTRUCCIONES REALIZABLES CON
SISTEMAS DE GEOMETRÍA DINÁMICA

3.1. Ejemplo de configuración geométrica que se conserva por arrastre

Las bisectrices interiores de un triángulo son concurrentes, siendo su
punto común el centro de la circunferencia inscrita (incentro). Cada bisectriz
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interior de un triángulo y las bisectrices exteriores de sus otros dos ángulos
son concurrentes, siendo su punto común centro de una circunferencia excri-
ta (excentro). Puesto que este resultado es cierto para triángulos generales,
estas propiedades se conservan al deformar la configuración por arrastre de
alguno de los vértices del triángulo (figura 5).

Figura 5. lncentro de un triángulo

3.2. Ejemplo de propiedad geométrica que se conserva al animar con
movimiento

Dado un triángulo ABC, si un punto cualquiera, D, de su circunferen-
cia circunscrita se proyecta ortogonalmente sobre las rectas-lados del trián-
gulo, se obtienen tres puntos (M, N, P) que resultan estar alineados (teorema
de Simson).

Como el teorema es cierto para un triángulo general, animando D con
movimiento uniforme sobre dicha circunferencia circunscrita (con Dis-
play/Animate), se observa que los tres puntos proyección continúan estando
alineados (figura 6).

3.3. Ejemplo de teorema geométrico comprobable mediante medida

Dada una recta, si se eligen tres puntos (distintos) cualesquiera sobre
ella (D, E, F), quedan determinados dos segmentos (DE, DF), que permiten
considerar la razón simple de sus medidas. Proyectando sobre otra recta, pa-
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Figura 6. Teorema de Simson

ralelamente a una dirección, se obtienen los segmentos imagen de aquellos
en dicha proyección paralela (BG, BC). La razón simple de las medidas de
los segmentos imagen así obtenidos es igual a la razón simple de sus origina-
les (o contraimágenes), es decir, la razón simple se conserva en la proyec-
ción paralela (teorema de Tales).

Cambiando la posición de los puntos iniciales sobre la recta que los
contiene o cambiando la dirección de proyección, puede irse comprobando la
conservación de la razón simple.

Los resultados obtenidos pueden ser conservados en una tabla, a la
que se van añadiendo nuevas entradas, a medida que se cambia la posición
de los puntos originales (figura 7).
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Distance(F to D) . 3,76 cm

Distance(E to F) = 2,10 cm

Distance(E to F)/Distance(F to D) = 0,56

Distance(C to El) . 3,25 cm

Distance(G lo C)= 1,82 cm

Distance(Gto C)/nistance(C to B) = 0,56

stance(F to )
istance(E • F)

Distance( o F)/Distan' -(F

Distanc Oto B)
Distan (G to C)

Distan (Oto C)/Di ance(C

3,40 3,51 3,50 3,35 3,76

2,28 2,74 2,06 2,22 2,10

0,67 0,78 0,59 0,66 0,56

2,94 2,94 2,94 2,80 3,25

1,95 2,30 1,73 1,86 1,82

0,67 0,78 0,59 0,66 0,56

Eugenio Roanes Lozano

Figura 7. Teorema de Tales

4. INTERÉS DIDÁCTICO DE LOS SISTEMAS
DE GEOMETRÍA DINÁMICA

Muchos problemas geométricos conducen a construcciones realiza-
bles cómodamente con Sistemas de Geometría Dinámica, cuya utilización
permite:

• realizar el diseño geométrico en mucho menos tiempo
• reformarlo inmediatamente, sin necesidad de volver a dibujarlo
• guardarlo para, después, exhibir su construcción paso a paso
• comprobar experimentalmente propiedades geométricas
• redescubrir rápidamente resultados geométricos
• explorar problemas de geometría sintética
• sumergir al usuario en el proceso creativo de la construcción
• explotar la faceta lúdico-educativa del computador.

Todo ello revoluciona la enseñanza de la Geometría Euclidea Elemen-
tal. Permite, a cualquier nivel educativo, llevar a cabo una enseñanza basada
en el aprendizaje a través de la experimentación de un modo eficiente.
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5. EJEMPLOS DE APLICACIÓN EN E.S.O. Y BACHILLERATO

Algunos ejemplos, clasificados por cursos, sin pretender ser exhausti-
vos, se citan a continuación [23-28].

3 er curso de la ESO.:

• Comprobar que la suma de la medida de los ángulos de un triángulo
es 1800 . Experimentar que ocurre si se cambian los vértices del
triángulo (arrastrándolos con el ratón) y comprobar ' que tal medida
se mantiene.

• Comprobar que las diagonales de un paralelogramo se cortan en su
punto medio.

• Comprobar la existencia de circuncentro, ortocentro, baricentro, in-
centro y excentros. Experimentar cuáles de ellos son necesariamen-
te interiores al triángulo.

• Realizar un script que permita dibujar cuadrados. Dibujar un trián-
gulo rectángulo y construir, sobre sus tres lados, cuadrados. Medir
las áreas de los tres y, con la calculadora de Sketchpad, comprobar
que el área del mayor es la suma de las áreas de los otros dos.

• Comprobar la razón entre lados de dos triángulos en posición de Tales.

• Aplicar traslaciones y simetrías a distintas figuras.

• Construir un motivo y construir frisos y mosaicos periódicos a par-
tir de él, aplicándole reiteradamente traslaciones.

• Idem aplicando previamente una simetría al motivo.

•

4.° curso de la E.S.O.: 

• Construir un triángulo general y comprobar el teorema de Pitágoras
generalizado midiendo los lados y usando la función coseno propor-
cionada por la calculadora de Sketchpad.

• Aproximar a partir de una construcción adecuada la raíz cuadrada
de 2.

• Comprobar el teorema del seno.

' En los ejercicios siguientes sobreentenderemos que hay que realizar una experi-
mentación por arrastre de objetos geométricos iniciales.
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• Aplicar giros a distintas figuras.

• Construir un motivo y construir rosetones a partir de él, aplicándole
reiteradamente giros del mismo centro (y puede que previamente
una simetría cuyo eje pase por el centro de giro).

• Construir un motivo y construir frisos y mosaicos periódicos a par-
tir de él, aplicándole giros (y puede que simetrías) y luego reiterada-
mente traslaciones.

• Aplicar homotecias a distintas figuras.

• Componer movimientos con homotecias.

1. 0 de Bachillerato  2:

• Comparar la ecuación de una recta y otras rectas paralelas y perpen-
diculares a la primera.

• Calcular el área de un triángulo de vértices de coordenadas dadas.

• Cálculo de la potencia de un punto respecto de una circunferencia.

• Construcción del eje radical de dos circunferencias.

• Construcción de las tangentes a una circunferencia desde un punto
exterior a la misma.

•

2.° de Bachillerato  3:

• Construcción de cónicas.

Además, en una asignatura como la optativa Taller de Matemáticas
[29], sin las restricciones de los programas de las asignaturas obligatorias, se
pueden tratar muchas otras cuestiones geométricas sencillas con un sistema
como este. Una excelente fuente de ejemplos es el reciente libro [30].

2 En Matemáticas aplicadas a las Ciencias Sociales de 1.° y 2.° de Bachillerato no
hay Geometría.

3 Una buena parte del capítulo de Geometría está dedicado a Cálculo Vectorial y
Geometría Espacial, que no se presta mucho a ser tratada con este Sistema de Geo-
metría Dinámica.
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6. CONCLUSIONES

Afortunadamente estamos siendo testigos de un renacimiento de la
Geometría en los currícula de enseñanzas secundarias en todo el mundo. Ello
está posiblemente favorecido, entre otras causas, por la aparición de los Sis-
temas de Geometría Dinámica, que abren una nueva vía tecnológica de apro-
ximación a la Geometría, a la par potente, cómoda e interesante. Además,
esta vía es una alternativa moderada a los extremistas estudios tradicionales
de los Elementos de Euclides o su opuesto "Muera la Geometría del triángu-
lo" de Dieudonné, siendo, a mi parecer, mucho más adecuada en los albores
del siglo xxi.
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1. INTRODUCCIÓN. EN EL AEROPUERTO DE BARCELONA

2. EL MARCO DONDE NOS UBICAMOS

¿Cerebro o cerebros?
Complejidad del mundo, la percepción, la imaginación y la repre-

sentación

3. LA ESTRELLA DE LA FUNCIÓN: LA CREATIVIDAD

4. NIÑOS, ADOLESCENTES Y... ¡GENIOS! METODOLOGÍA

Descomponer y componer, tantear
Tema actual de investigación
No sabemos que no sabemos
Tratamiento del error
Creación de pautas, reconocimiento de pautas
Es duro no ser el mejor o resolución de problemas

5. A MODO DE CONCLUSIÓN

BIBLIOGRAFÍA

1. INTRODUCCIÓN. EN EL AEROPUERTO DE BARCELONA

Desde que se me ofreció la oportunidad de estar hoy aquí junto a voso-
tros fui dando vueltas al tema de la adolescencia y de las matemáticas.
Empecé por recordar anécdotas de la escuela, el instituto, la familia y me di
cuenta de que estaba algo bloqueada. Se me presentaba una imagen de los
adolescentes y de las matemáticas dificil, conflictiva. Pensé así no se puede
empezar a estructurar una charla sobre geometría y adolescencia; tengo que
leer algo.

En estas andaba cuando tuve que ir al aeropuerto de Barcelona a reco-
ger a una persona amiga. Hay en el aeropuerto una librería que siempre re-
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sulta tentadora si se dispone de tiempo. Así que entré, estuve mirando, bus-
qué algo sobre la adolescencia... y finalmente acabé por comprar un libro de
Juan Luis Arsuaga, profesor de la Universidad Complutense de Madrid y ar-
queólogo en Atapuerca titulado Los aborígenes. La alimentación en la evo-
lución humana, me pareció un título original. Fantaseé que un buen arqueó-
logo se interesase por este tema tan cotidiano y fungible como el de la
comida y lo relacionase con la evolución humana estaba muy bien, resultaba
muy sugestivo. Pero ¿dónde había quedado mi interés por la adolescencia?

Cuál fue mi sorpresa y qué agradable cuando abrí una página al azar y
me encontré:

"El sol estaba muy alto y sus efectos se empezaban a notar en una zona parti-
cularmente clara de la sábana. Los australopitecos sudaban y tenían sed: en el
grupo había una joven hembra de siete arios, que estaba empezando a abando-
nar la infancia y a adentrarse en el desconcertante terreno de la adolescencia".
Continua diciendo Arsuaga: "Su comportamiento tenía a veces detalles que
sorprendían tanto a los demás miembros del grupo como a ella misma. Pero
la mayor parte de las veces recibía castigos por sus extrañas ocurrencias; nun-
ca lo pensaba demasiado antes de llevarlas a la práctica"... "A todas las crías
había que enseñarles a comportarse en sociedad, pero a ésta le costaba obede-
cer más que a otras. No es que fuera rebelde, es que era inquieta, y su curiosi-
dad poco menos que inextinguible. Nunca hacía lo mismo que los demás" '.

"Aquel día, de pronto y sin previo aviso, la joven hembra puso en práctica
otra de sus ocurrencias. Los otros componentes del grupo, demasiado acos-
tumbrados a sufrir las consecuencias de sus inventos, la miraban hacer con
aprensión" 2.

"Lo que hizo la joven australopiteca fue algo que se había visto muchas ve-
ces, sólo que ahora el objeto sobre el que recala la acción era completamente
nuevo. Escogió primero una roca plana y puso un objeto sobre ella. A conti-
nuación, tomó una gran piedra y machacó con ella el objeto: la novedad esta-
ba en que esta vez no se trataba de una nuez, sino de una tibia de antílope" 3.

Acababa de descubrir una importantísima fuente de proteínas, una lata de
conservas repleta de excelente comida.

Por fin había cambiado mi perspectiva y recobrado una imagen del
adolescente que necesitaba. La joven australopiteca y Arsuaga acababan de
ayudarme también a mí. Ya podía empezar a pensar en el tema de forma dis-
tendida.

(Arsuaga, 2002, pág. 23)
2 (Arsuaga, 2002, pág. 24)
3 (Arsuaga, 2002, pág. 33)
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Es curioso volverse consciente de que en la época de nuestra australo-
piteca adolescente o de épocas posteriores quizás conocemos la herramientas
que utilizaron nuestros antepasados piedras más o menos pulidas o los dibu-
jos que realizaron, pero ignoramos sus palabras, sus canciones, ritmos, o los
objetos realizados con hojas, lianas, como vasos y cestas para facilitar la re-
colección de frambuesas, moras o madrofios —algunos frutos parecidos a es-
tos habría entonces, supongo—, así como sus intuiciones y sus razonamientos.

En efecto, sólo tenemos restos de lo material con cierto nivel de resis-
tencia y ello nos permite inferir algunas informaciones, pero no otras.

Pero hay que tener en cuenta que además de las herramientas inteligen-
tes, manuales podríamos decir, como una piedra diestramente pulida o unas
pinzas o unas tijeras, pongo por ejemplo, existen lo que se llama las herra-
mientas fundamentales para desarrollar la intuición, el pensamiento creativo.
Los Root-Berstein (2002) enumeran: la observación, la imaginación, el reco-
nocimiento de pautas, la formación de pautas, la analogía, la abstracción, el
pensamiento corporal, el modelado, el juego, la transformación y la síntesis.

Por otra parte un cuadro, una estatua, un monumento, situados en el
espacio de tres dimensiones, se mantiene por sí mismo. Todos tenemos expe-
riencia sobre el desgaste que pueden sufrir por la lluvia, el viento, los cam-
bios térmicos, pero pueden mantenerse en buen estado largos períodos de
tiempo.

Muy al contrario la música está situada en un tiempo delimitado y
concreto. Una sinfonía por ejemplo no es un conjunto sino una sucesión de
notas entrelazadas de manera sutil. Así como una estatua perdura la sinfonía
desaparece, para que se produzca de nuevo necesitamos reproducirla otra
vez, y aunque la partitura sea la misma, las interpretaciones son diferentes.

De forma parecida (Apery, 1999) un razonamiento matemático que es
básicamente frágil, ha de rehacerse para ser transmitido. O dicho de otra ma-
nera se lee o se estudia un texto matemático con papel y lápiz al lado.

En un principio en las matemáticas parece que la cuestión temporal es
menos apremiante que en el caso de la música. Pero no es así. Un razonamien-
to matemático "presentable para un adulto" tiene diversas etapas: los datos, las
reglas de razonamiento que se utilizan y las conclusiones o la solución.

Decimos que la verdadera comprensión matemática está en presentar
un razonamiento no debido a la casualidad, sino que se produzca una articu-
lación del razonamiento que pueda ser aplicado en otros numerosos casos.
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Pero lo curioso es que no toda la actividad matemática es siempre igual ni
consume igual cantidad de esfuerzos conscientes. Se distinguen en ella dos
fases claramente diferenciadas, hablando de una manera coloquial un 5% de
inspiración y el 95% de transpiración. Sin embargo ¿cuánto tiempo y esfuer-
zos invertidos "antes" de que se produzca la inspiración?

En la primera fase, en la fase creativa, la actividad mental es indepen-
diente del lenguaje, subjetiva y relacionada con una temporalidad subjetiva.
También es verdad que es prácticamente incomunicable y algunas veces
muy fugaz, pero es la actividad matemática auténtica.

En la segunda fase el matemático busca signos, formaliza y traduce
aunque sea de forma parcial su inspiración de manera que sea comunicable.
Esta parte sería la equivalente para un músico a escribir la partitura. Repro-
ducir el razonamiento en otro momento por parte de otra persona dará de ma-
nera inevitable "sonidos" subjetivos diversos. Además hay que tener en
cuenta, como escribió H. Poincaré: "si un perro se come una oca acumula
grasa de perro, no de oca". Por lo tanto lo realmente importante parece ser
que todos tenemos, también por descontado los adolescentes, que adaptar los
diversos razonamientos a nuestra propia personalidad. Así si alguien memo-
riza un texto matemático que no ha hecho suyo, poca cosa hace. Sin embargo
¿Por qué nuestro reiterado empeño en que lo importante es sobre todo la re-
petición de argumentaciones y ristras de símbolos de la segunda fase incluso
y ya desde la Educación Secundaria?

2. EL MARCO DONDE NOS UBICAMOS

Este es el centro de la problemática que quiero plantearos: ¿Cómo po-
demos dar menos importancia a la parte formal y acentuar en cambio todo lo
que hace referencia a la parte que corresponde a la matemática viva, subjeti-
va, de idea propia? ¿Cómo relativizar, cómo adecuar a cada edad el período
de transpiración e intentar poner en marcha ciertos niveles, no por modestos
menos interesantes, de inspiración?

Hablar de los chavales y de la enseñanza/aprendizaje de las formas de
las cosas, de la geometría nos sitúa delante de un problema polimorfo que se
explicita a partir de preguntas sobre la percepción, la creación y el origen de
las imágenes que las personas elaboramos en un "hacia-delante-atrás" (¡un
feedback!) complejo entre el mundo exterior y el propio mundo interior.

Es por ello que, en primer lugar, nos tenemos que situar para abordar
el tema de los adolescentes, el espacio y las formas en un marco con dos ejes
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de coordenadas: las imágenes y la complejidad por una parte y el maravillo-
so órgano que es el cerebro humano por otra. Estos dos ejes surgen de plan-
tearse las dos cuestiones siguientes:

1. ¿mediante qué maravilloso órgano corporal se trabaja? y

2. enfrentados con el espacio y las formas que generamos, ¿cuáles son
algunas de las herramientas fundamentales que se utilizan al pensar,
en el proceso que todos deseamos impulsar de la creatividad?

Empecemos por centrar la atención en nuestro espléndido órgano
creativo: el cerebro.

A) ¿Cerebro o cerebros?

* Un poco de historia. Resulta un ejercicio interesante y muy ilustra-
tivo sumergirse aunque sea por pocos minutos y de una manera un tanto su-
perficial en lo que podríamos llamar la historia de la interpretación que la hu-
manidad ha hecho durante los últimos arios del sistema nervioso y más
concretamente del cerebro.

Lo primero que llama la atención es la mala prensa que tuvo el cerebro
durante arios. Primero se consideró que era un purificador del espíritu, más
tarde un refrigerador —ahora diríamos frigorífico—, una caja para ahorrar san-
gre, una glándula excretora y a finales del siglo pasado se insistió en presen-
tar el cerebro como un ordenador programado para solucionar problemas.
No, realmente no ha tenido unos principios de carrera muy brillantes.

Tanto el alma como la mente habían encontrado moradas más nobles
que el cerebro, por ejemplo el corazón y el hígado y todavía a principios del
siglo mx para Cuvier el cerebro era una sencilla glándula. Por el contrario
otros investigadores como Gennari en Parma ya unos arios antes habían in-
tuido y descrito por vez primera la estructura por capas del córtex.

Por su parte Franz J. Gall a finales del siglo xvm ideó y defendió su teo-
ría, la frenología, en la que afirma que cada función cerebral está localizada en
un lugar bien determinado. Teoría hoy reconocida como errónea representó,
sin embargo, en su momento un adelanto. Realmente no se aproxima ni de le-
jos a la interpretación actual del procesamiento distribuido de las diferentes
funciones. Lo cierto es que Gall hizo una gran contribución al afirmar que el
cerebro es no sólo centro de la actividad "superior" sino que además analiza
las sensaciones, controla los ritmos interiores, el movimiento del cuerpo en el
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espacio exterior y organiza la emisión de palabras y su encadenamiento en es-
tructuras sintácticas y semánticas complejas, entre otras funciones.

El cerebro se presenta así como una estructura muy compleja, con una
constelación de potencialidades. Esta presentación "democrática" del cere-
bro no sólo no fue aceptada sino que en cierta manera fue perseguida porque
a principios del siglo xix ganaba la batalla la idea del cerebro como sistema
único y compacto.

Con el descubrimiento del microscopio ya no era suficiente mirar con
más o menos detalle la forma del cerebro intacto o observar porciones de ce-
rebros macerados, sino que se empezaron a estudiar finas láminas cortadas
con hojas afiladas.

El histólogo de Pavía Camilo Golgi (1843-1926) observó preparados
de finísimas láminas de cerebro tratadas según una receta propia. De forma
muy curiosa Golgi hizo sus observaciones mediatizado por la teoría que esta-
ba en aquel momento de moda sobre la naturaleza y la estructura del sistema
nervioso que afirmaba que el cerebro tiene una estructura continua de células
unidas por protoplasma.

Así que Golgi observó células nerviosas separadas entre sí, aisladas una
de la otra. Como quería ver otra cosa repitió el experimento una y otra vez.

Mientras tanto Santiago Ramón y Cajal (1852-1934) estudiaba tam-
bién el sistema nervioso y utilizó la coloración de Golgi. Después de muchas
horas de trabajo con el microscopio y de muchos dibujos Ramón y Cajal cree
en lo que ve —tanto con los ojos del cuerpo como con los de la mente— y afir-
ma que el sistema nervioso está formado por elementos aislados unos de
otros: son las neuronas.

Es obligado señalar que los dibujos de Ramón y Cajal captaban hasta
tal punto la esencia del tejido nervioso que estaba trabajando, que son mu-
chos los autores que aún hoy en día prefieren sus dibujos a las fotos. En los
dibujos de Santiago se señala lo esencial.

* Veamos algo de la magnífica estructura del cerebro. En el adulto,
el cerebro está constituido —además de por las células grial— por más de cien
mil millones de neuronas, conectadas de forma específica, precisa y comple-
ja. El número de neuronas es inmenso, un 10 elevado a 11, y además se esti-
ma que cada neurona tiene una media de conexiones de alrededor de diez
mil. Esta formidable estructura nos permite la visión, el pensamiento, el
aprendizaje y otras muchas facultades de la mente humana.
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En una primera descripción en el cerebro se pueden diferenciar:

1. el cerebelo y otras partes internas, o dicho de otra forma el cere-
bro de reptil. Es la parte del cerebro filogenéticamente más anti-
gua, dónde se ubican los instintos;

2. el sistema límbico o sistema emocional, cerebro de los mamíferos;

3. la corteza cerebral y los dos lóbulos dónde residen lo que se lla-
ma el cerebro derecho y el cerebro izquierdo, en los cuales, sim-
plificando, tienen cabida la intuición y el pensamiento más ho-
lístico (cerebro derecho) y el razonamiento y el análisis (cerebro
izquierdo).

Podemos ver el cerebro como un gigante adormecido, un telar encan-
tado, el mayor puzzle del universo, el territorio más inexplorado del mundo...
Durante un tiempo se dijo que el cerebro es como un ordenador; ahora, pero,
más bien tendemos a afirmar que es como una selva (iqué metáfora tan es-
pléndida!), como afirmó Gerald Edelman, premio Nobel el 1972. Una sel-
va... una organización compleja, con múltiples elementos interconectados y
en constante movimiento, creación de nuevas interrelaciones, etc.

Es un buen ejemplo, seguramente el mejor ejemplo de una estructura
complejísima al conocimiento de la cual se dedican actualmente muchos es-
fuerzos y grandes recursos, una estructura en la que quedan entrelazadas las
formas y los nexos (los grafos).

Si el cerebro es tan admirablemente complejo, no nos extrañe que la
enseñanza/aprendizaje sea, muy, muy compleja.

Actualmente los datos teóricos, clínicos y experimentales en neuro-
biología y en muy diversos estudios sobre la mente coinciden en confirmar la
existencia de dos cerebros: uno lógico, analítico, lineal y otro holístico, de
síntesis, global.

Dos cerebros distintos con funciones diferentes, en cierta forma com-
plementaria: el cerebro derecho y el cerebro izquierdo.

Se afirma que hace miles de arios los dos cerebros eran simétricos (¿po-
demos inferir que nuestra joven australopiteca los tenía así?) pero por experien-
cia sabemos que nuestra cultura prioriza el cerebro izquierdo sobre el derecho, y
se habla de asimetría —especialmente funcional— de los dos cerebros.
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Las dos mentes tienen sus lenguajes propios, sus dos formas diferentes
de expresión. El cerebro izquierdo es especialmente verbal y capta detalles,
por el contrario el cerebro derecho capta totalidades, globaliza, realiza sínte-
sis a partir de dibujos, de esquemas, bocetos, diseños.

Habrá que buscar en la enseñanza/aprendizaje el espacio correspon-
diente a los dos estilos para que ambos adquieran el valor que realmente les
corresponde.

Nuestro compromiso histórico y ético es tratar de equilibrar las dos for-
mas de pensamiento e intentar crear engranajes de aprendizaje, pivotamientos
que los articulen no como contrapuestas, sino como complementarias.

Curiosamente muchas actividades esenciales para la persona humana
como pintar, tocar algún instrumento, cocinar, danzar, escribir poemas, pen-
sar matemáticamente, explicar en clase y en general los actos creativos están
muy relacionados con el sistema limbico por sus estrechas conexiones a la
actividad del hemisferio derecho. Desde luego mucho más conectado al he-
misferio derecho que al hemisferio izquierdo cuyas estructuras sirven de
base al pensamiento lógico-analítico.

Por otra parte parece ser que también el mundo de los ensueños, que
algunas veces nos lleva a épocas pasadas o que nos hace revivir deseos, emo-
ciones,... quizás tenga una función protectora del cerebro diurno. El carácter
profundamente emotivo que ello tiene nos hace pensar que, con toda proba-
bilidad es parte de las actividades de las estructuras cerebrales más antiguas
y por otra parte parece confirmarlo la mayor actividad eléctrica del hemisfe-
rio derecho durante las ensoñaciones. Quizás de ahí provenga el carácter es-
piritual y creativo tan característico del mundo de los ensueños.

Si el hemisferio derecho está mucho más conectado con el sistema
límbico que el hemisferio izquierdo. ¿Qué efectos produce esta situación de
profunda conexión?

Por otra parte se ha recobrado una antigua idea que aparece por vez
primera en la obra del médico Huarte de San Juan en su obra publicada en
1575. Las personas no tenemos una inteligencia monocromática, sino que es
más bien como un arco iris con diferentes colores, con diferentes inteligen-
cias. H. Gardner identifica 7 u 8 —según el autor que lo comente—; las 8 mag-
nificas son:

• corporal-cenestésica,
• lógico-matemática,
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• musical,
• lingüística,
• visual-espacial,
• intrapersonal,
• interpersonal y
• naturalista.

B) Complejidad del mundo, la percepción, la imaginación
y la representación

La geometría presenta de manera visual, manipulable, propiedades in-
teresantes de objetos, de cosas y del espacio. Puede asumir el papel de puen-
te entre el CD y el CI.

Antes de formalizar o quizás al mismo tiempo hay que manipular, to-
car la realidad, ser respetuoso con ella. La realidad es potencialmente com-
pleja y sólo podemos acceder a ella en algunos aspectos limitados, acotados,
que con demasiada frecuencia se presentan con un falso aspecto de sencillez.

Actualmente se afirma que el hemisferio derecho está más cercano
que el formal hemisferio izquierdo al lugar desde donde surgen las imágenes
mentales y también las creaciones científicas.

Hablar de la complejidad del mundo de las imágenes, de la compleji-
dad del mundo, implica que nuestro conocimiento es siempre y siempre será
relativo o parcial. O lo que es lo mismo, la imperiosa necesidad de aceptar
como personas dedicadas a la enseñanza, que en toda transmisión, en toda
interrelación, se producen ruidos, interferencias, vacíos, etc. Y esto aunque
—o quizás a causa de que— tenemos un cerebro fabuloso. Un órgano en evolu-
ción, en mutación generación tras generación, formado por una magnífica
red de neuronas.

Cuando se habla de imágenes hay que diferenciar: 1) las producidas en
la percepción de los objetos exteriores; 2) las que se originan a partir de los
dibujos, pinturas, fotografías; y 3) las imágenes que se producen por miradas
interiores y que provienen de recuerdos, deseos y son creadas a voluntad o
aparecen de una manera que parece aleatoria, etc.

Hoy en día, nos encontramos con una situación muy particular. Tiene
lugar una colonización de imágenes a partir de los medios de comunicación,
como la televisión, el cine y otros tipos de pantallas. Quizás sea el momento
para hacer una reflexión en detalle sobre su impacto, la credibilidad, la valo-
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ración que hacemos de ello, etc. (Flusser, 2001). Quizás sea también posible
aprovechar esta situación más rica que nunca y más compleja que nunca; si
buscamos la parte positiva de la situación podremos hacer con seguridad una
vuelta creativa hacia la espléndida fábrica de imágenes que es la mente del
niño, la mente del adolescente. Para resolver problemas de geometría es ne-
cesario ver más allá del dibujo, ver elementos que no están dibujados: inter-
pretar imágenes, inventar imágenes. Son curiosas las ilusiones ópticas; pero,
sin embargo... ¡somos buenísimos interpretando! Leyendo imágenes, tal
como lo somos leyendo textos o hablando.

Tomad cualquier texto, por ejemplo un fragmento de una novela, un
trozo de García Márquez, por ejemplo, y leed. Estad atentos a lo escrito y a
lo que estáis imaginando ¡La imaginación interpreta, crea, va mucho más
allá de la palabra escrita (recordemos el típico guión del restaurante). Esto
pasa igualmente con los dibujos, con las fotos. Volveremos a ello más ade-
lante.

Ya veis que me interesan el cerebro y comprender la realidad y nuestra
aprehensión de la realidad como paradigmas de cómo lo real se nos presenta
—si sabemos mirar— como un calidoscopio laberíntico y en movimiento, en
cambio continuo.

Este misterio nos pide un estar frente a nuestra profesión de enseñan-
tes profundamente respetuosos y "a la expectativa"

Por otra parte y por lo menos los adolescentes nos miran con caras in-
terrogantes y nos plantean la necesidad de situarnos frente a la incertidum-
bre. Esto va bien.

Busquemos, ya va siendo hora, por dónde anda nuestra querida mate-
mática viva. Averigüemos en que vericuetos anda escondida.

Conviene tener en cuenta que quizás no podemos hallarla haciendo
una búsqueda directa. Abrimos el cajón y ¡ahí está! No, la cuestión es bas-
tante más compleja, ahí no está, ni debajo de la cama, ni detrás de la puerta.

Al final os presentaré diferentes propuestas, propuestas de trabajo aquí
y ahora. Pretendo decir cosas indirectamente. Ya me diréis si lo consigo.
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3. LA ESTRELLA DE LA FUNCIÓN: LA CREATIVIDAD

Acostumbrados como estamos a considerar como única forma válida
de aprehender la realidad la que pasa por la palabra ciencia, dejamos de lado
que ésta se basa en aproximaciones sucesivas como estrategia para dar res-
puestas a preguntas emergentes.

Así también este olvido se produce desde las diversas teorías sobre el
aprendizaje, la ciencia cognitiva y la didáctica de la matemática.

En la enseñanza/aprendizaje de las matemáticas la racionalidad su-
puesta tiñe casi todo. Sin embargo hay otros aspectos muy importantes que
en la actualidad es necesario considerar, como son: el tanteo, la intuición y la
creatividad. Curiosamente todas estas funciones —y otras más— se ubican en
lo que se viene llamando cerebro derecho. Se reconocen como funciones de
la mente que corresponden al holístico hemisferio derecho de la persona hu-
mana.

De todo ello se trata de dar un breve esbozo en un intento de contribuir
al nuevo paradigma presente ya en otras ciencias.

La relación entre los diversos estamentos y personas de edades dife-
rentes que aprendemos y/o enseriamos es vital y como tal está llena de inte-
rrogantes. El hecho por cotidiano no deja de admirarme, parece que a partir
de cadencias reiteradas y reiterados esfuerzos centralizamos espléndidas ga-
nas de aprender en un mundo complejo que hay que dotar de significado en
el día a día.

Este empeño presenta con frecuencia dificultades. Hay preconceptos
presentes y otros aspectos en cambio son obviados o simplemente se mantie-
nen escondidos.

Veamos algunos de ellos.

En la enseñanza de las matemáticas en general y en la geometría en
particular, en su doble aspecto de materia que hay que impartir y materia ge-
neradora de preguntas, de investigaciones, hay una cierta tendencia a dejarse
influir por modelos ya dados. ¿Puede ser por nuestra formación? Sin duda.
Pero también sin duda, si se está atento a nuestro trabajo diario, si se refle-
xiona sobre él, nos encontramos con aspectos importantes para el aprendiza-
je que están escondidos, no se tienen en cuenta incluso son evitados porque
con frecuencia se desvaloran. Claro que pueden ser poco valorados porque
son difíciles de tratar pero a la vez plantean problemas apasionantes.
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¿Valoramos lo formal y a la vez damos prioridad el significado, la in-
terpretación y la explicación? ¿o al sentido? ¿Encontramos que lo importante
es lo teórico y la experimentación? ¿Nos gusta lo abstracto y lo corporal?

Así que parece oportuno que como profesores, como personas, nos es-
forcemos por equilibrar la balanza. Para ello, será interesante poner nuevo
énfasis en unos aspectos del aprendizaje y del conocimiento, en general man-
tenidos, durante largos períodos de tiempo, en el cuarto oscuro, en el desván,
como por ejemplo la creatividad y con ella buena parte de las herramientas
fundamentales antes nombradas.

Para empezar la creatividad puede parecer alejada de nuestro hacer co-
tidiano, sin embargo no lo es tanto si nos reconocemos como profesores y
como investigadores. Hay varios aspectos de la creatividad humana que con-
viene abordar ya.

• Por una parte está la reflexión actual sobre la consideración del
aprendizaje y el descubrimiento no sólo desde el punto de vista del
experto, sino también y especialmente desde el punto de vista del
aprendiz. Con mucha frecuencia se aprende —y son aprendizajes sig-
nificativos— a partir de manifestaciones dispersas de una forma
magnífica como hace el niño pequeño que aprende a caminar, que
aprende a hablar.

• La complejidad de la actividad cerebral con la identificación cada
vez más admitida de la participación de lo exterior y los sentidos en
la construcción del conocimiento del mundo físico y también de la
información, los datos y la estructura que aporta nuestro cerebro. S.
Zeki (1993) hablando de la imagen visual que se produce en la men-
te y en el cerebro dice "... hay en la visión mucho más de lo que lle-
ga al ojo". Construimos inventamos mucho más de lo que en un
principio estamos acostumbrados a pensar.

Todo ello parece confirmar que nuestra actividad cerebral, no sólo
en lo académico sino también en el día a día, es más potente de lo
que en principio se suele considerar. Después será a fuerza de corta-
pisas y bloqueos (Adams, 1993) que ponemos fronteras a la mente,
rejas al aire.

¿Pero, qué es la creatividad? Describamos lo que se conoce como las
cuatro fases de la creatividad:

• Recolección de datos: durante esta fase se almacena el mayor nú-
mero posible de datos. Algunas veces esta fase resulta ser un perío-
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do de tiempo muy largo (por ejemplo Darwin) O sea obtener piezas
del puzzle.

Recoger y almacenar datos tiene mucho de tanteo, rigor y constancia.

• Análisis de los datos: esta fase de análisis permite relacionar unos
datos con los otros. Newton relaciona la manzana con la relatividad
y Santiago Ramón y Cajal la estructura cerebral con la discontinui-
dad y las neuronas. Identificación y reconocimiento de pautas. Pie-
zas del puzzle que van encajando entre sí.

Estas dos fases investigación y análisis se pueden objetivar. Más difí-
cil es hacerlo en la fase siguiente:

• Gatillar o espoleta creativa: interviene un ¡click! de conexión o un
silencio interior propio de lo creativo y que también a veces se produ-
ce en situaciones más o menos cotidianas: escribir, dar clases, pintar,
etc. Se hace algo pero uno ya no es consciente de que se hace algo,
más bien se está sumergido en el hacer. Hay quien describe esta fase
en el genio diciendo que se ha sumergido en el inconsciente.

• Las tres fases anteriores tienen que concretarse en una obra final,
escribir la partitura, la demostración del teorema o describir las pro-
piedades observadas.

Resumiendo podemos decir que lo creativo radica en poseer mucha in-
formación que se combina, relaciona, se mezcla inconsciente con inspiración
para producir algo novedoso, original.

¿Pero, qué es la creatividad? La creatividad es flexibilidad. La creati-
vidad es pensamiento divergente. Y el pensamiento divergente no sólo se ex-
presa buscando la solución correcta, sino también produciendo una multipli-
cidad de respuestas originales, así como reestructurando el problema
planteado o el tema en el que se trabaja.

El cerebro creador. Volviendo al artículo citado de S. Zeki, en la pá-
gina 44 está reproducido el triángulo de Kanizsa (fig. 1) y se comenta "una
corteza visual normal ve un triángulo, aun cuando falten las líneas de inter-
conexión". Es un conocido ejemplo de que el cerebro pone más que lo que
hay. A un nivel distinto en que lo que queda explícito son las diferentes in-
terpretaciones que podemos hacer de un dibujo, es interesante ver en
Arnheim (1987, p. 189) la reproducción de un grabado en madera de Hans
Arp (fig. 2) con el esquema de las posibles interpretaciones y el comentario:
"Los factores perceptuales se equilibran entre sí de tal modo que son igual-
mente posibles varias concepciones espaciales"
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Figura 1	 Figura 2

Tanto para analizar y asociar diversos datos en un principio dispersos
como para lograr que se produzca el click de ideas parece necesario no sólo
referirnos a las proposiciones, trabajar con proposiciones, sino también hacer
hincapié en lo imaginativo y a la intuición.

Grandes creadores han referido su propio trabajo y han dejando cons-
tancia de cómo han utilizado la imaginación. Así Einstein afirmaba que:

"Mi particular talento no reside en el cálculo matemático, sino más
bien en la visualización de los efectos, las posibilidades y las consecuencias"
Llegó a decir que la imaginación era más importante en su trabajo que los

conocimientos.

Max Planck padre de la teoría del quantum decía que todo pensador de
prestigio debe poseer "una viva imaginación para las nuevas ideas muchas
de ellas no generadas por deducción, sino artísticamente por la imaginación
creativa".

O lo cuentan otros; así el gran Nicola Tesla, que inventó en 1883 el
motor de inducción de corriente alterna base de toda la moderna industria
eléctrica desarrolló posteriormente un gran número de dispositivos eficaces
para el aprovechamiento de la corriente alterna. Poseía unas sorprendentes
técnicas de visualización. Se cuenta que podía construir una máquina, dejarla
mover mentalmente durante horas y comprobar sus defectos. Los artesanos
que trabajaron con él afirmaban admirados que su precisión rondaba las mi-
lésimas de milímetro en el diseño mental de piezas.

Mundo magnífico; y todo surge del cerebro. No sólo lo que sentimos,
percibimos, hacemos y creemos sino también las acciones que se pueden lla-
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mar creativas. Surge del cerebro tanto lo que entendemos por creatividad en
las artes, en la ciencia como la creatividad en lo cotidiano, en el aprendizaje
cotidiano.

Porque no tenemos ningún órgano especial para pensar sino es el cere-
bro, estructura que compartimos con otros primates, con otros mamíferos.

Es curioso que R. Folch (1999) se admira no de lo que no sabemos o de
que no podemos llegar a saberlo todo, sino que más bien de lo que le admira
"... es que no sé como llegamos a entender algo... se trata de una obviedad sor-
prendente... ¿cómo vamos a comprender el Universo con una glándula...?"

Una "glándula" por otra parte absolutamente admirable y todavía hoy
en día muy desconocida. Según Paivio, se conoce tanto del cerebro actual-
mente como en la Edad Media se conocía del corazón.

Uno de los aspectos más interesantes del estudio del cerebro en estos
momentos, son precisamente los comentarios que hacen los grandes investi-
gadores sobre el tema. Con cierta frecuencia declaran su admiración y dicen
que se sabe poco o que todavía no se sabe, lo que es de agradecer en una di-
vulgación de la ciencia que peca generalmente de grandilocuente en exceso.

4. NIÑOS, ADOLESCENTES Y... ¡GENIOS! METODOLOGÍA

¿Qué tienen en común los niños, adolescentes y los genios?

La pregunta se me planteó después de tres visitas a otras tantas escue-
las cuna (de 6 meses a 3 años). Quizás sea por el hecho que se nos presenta
tan evidente al observar a los pequeños: la existencia de un mundo propio y
de un tanteo sistemático. De una manera o de otra, pero prácticamente siem-
pre, el tanteo está presente en su actividad y en los adolescentes de alguna
forma también.

Los infantes, los adolescentes y supongo que los genios.., tantean, son
insistentes, experimentan, prueban y, si todavía no han perdido la seguridad
en sí mismos, si se equivocan, si no va bien lo que están haciendo, no pasa
nada: lo vuelven a intentar.

¿Qué tenemos que hacer? ¿Cómo, organizar las actividades que se ha-
cen en la escuela, en el instituto, de forma que no se pierdan estas actitudes?
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Tenemos diversos estilos en la resolución de problemas. Por ejemplo
hay personas más verbales, otras más visuales, estas últimas generalmente
más marginadas en el mundo académico. Tenemos buenos ejemplos de
problemas matemáticos que no se pueden resolver utilizando cálculo nu-
mérico sino que requieren lenguaje o pensamiento visual. Por descontado
algunos son problemas de geometría, pero no sólo éstos. Una hipótesis que
tengo planteada en estos momentos es que buena parte del cálculo mental
se basa en imágenes, en pensamiento visual, lo que explicaría, quizás en
parte, la dificultad que tienen personas que calculan mentalmente muy bien
pero que se encuentran con que no son capaces de decirlo con palabras.
Explicaría también un aspecto reconocido que la escuela cubre en cierta
forma o enmascara el cálculo mental espontáneo y lo substituye por el
aprendizaje de los algoritmos clásicos. Parece que hay cierta funcionalidad
del pensamiento visual que se pierde y entran en juego por el contrario as-
pectos de memorización.

Estamos acostumbrados, o en todo caso, demasiado acostumbrados, a
aceptar el pensamiento como pensamiento hablado o escrito y decimos que
mientras estamos pensando hay una voz interior que habla. Pero si nos para-
mos y nos dedicamos una mirada interior a nosotros mismos, vemos imáge-
nes. Esta mirada interior nos hace conscientes de unas imágenes visuales y
de otros tipos.

Por otra parte, así como hay diversos niveles de interpretación de una
palabra (la mayor parte de las palabras son polisémicas, tienen diversos sig-
nificados según el contexto), pasa lo mismo con la interpretación de un dibu-
jo (tanto en la mirada, en la idea como en la interpretación). Y así como se
producen errores en la interpretación de algunas palabras también en la lec-
tura de algunas imágenes.

El mundo de las representaciones, por otra parte tan real, es un mundo
complejo. La mayor parte de los signos son polisémicos.

Pero, ¿y el método? ¿Qué metodología emerge? ¿Qué metodología
emerge de estas reflexiones de la consideración de estas complejidades?

Según E. Morin (1977), se nos presenta aquí y ahora la necesidad de
buscar una forma de conocimiento que traduzca la complejidad de lo que de-
signamos como real, respecto de la existencia de los seres y del misterio de
las cosas, y comporta el principio de su propio conocimiento. Nos hace falta
un tipo de conocimiento dónde la explicación no sea redundante y dónde la
acción no sea mutilación. Necesitamos más que nunca un método.
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Sin pretender dar una solución a la problemática de una manera ex-
haustiva —quizás no podemos encontrar esta solución—, sí que nos parece
que de una manera reflexiva se pueden ir introduciendo algunos cambios
de estilo en algunos ejercicios y, seguramente lo más importante, cambios
de actitud.

¿Y desde la geometría? Sin pretender tampoco ser exhaustiva, a un ni-
vel muy concreto, pensando en el día a día en el aula, parece interesante te-
ner en cuenta:

A) Descomponer y componer, tantear

Un ejemplo interesante de la utilización del modelo del puzzle en geo-
logía fue el planteo de la hipótesis de un originario y único continente: Pan-
gea.

Ya pocos arios después de la vuelta al mundo de Juan Sebastián Elca-
no se iniciaron los primeros esbozos de la forma de los continentes, se empe-
zó a constatar que las costas orientales de Sudamérica parecen encajar con la
costa occidental de África.

El primero que tomó en serio estas observaciones fue Alfred Wegener
(1880-1930).

Éste formuló la hipótesis de que en tiempos remotos todos los conti-
nentes estaban juntos, de ahí el nombre de Pangea que quiere decir "toda la
Tierra" (fig. 3).

Figura 3
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Cincuenta arios más tarde, H. Hess identificó el mecanismo de "la de-
riva de los continentes" que permitía dar soporte a la hipótesis de Wegener.

Por otra parte la metáfora del puzzle —descomponer y componer— ha
sido muy fructífera en la ciencia. Lo más interesante no es el número total de
piezas que se obtienen (por ejemplo a lo largo de varias observaciones) sino
más bien que se identifiquen suficientes relaciones entre las piezas. O sea
que lo importante no es sólo recoger muchos datos sino interpretarlos, buscar
asociaciones, reconocer pautas.

Y resulta curioso constatar que se cuentan anécdotas de científicos di-
versos aficionados durante su infancia y adolescencia a los rompecabezas.
Quizás en la actualidad el más conocido es Roger Penrose. Cuentan que él
junto a su padre podían pasarse horas intentando resolver un puzzle o dise-
ñando piezas para un mosaico.

Por otra parte a los niños les gusta descomponer en pequeños trozos lo
que encuentran y pueden y a los adolescentes les suele gustar montar y des-
montar cosas: bicicletas, relojes, radios antiguas, etc. si  es que se les da oca-

sión.

En geometría basta construir puzzles sencillos descomponiendo un
polígono en dos o tres partes. Esto da lugar a estudiar diversas configuracio-
nes con la misma área y diferente perímetro.

Están también los puzzles con los 12 pentominós (fig. 4). Se pueden
realizar rompecabezas más o menos complejos según el número de piezas
que falten y que no están dibujadas.

Figura 4
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En el caso de cada uno de los pentominós podemos buscar los ejes de
simetría, mirar qué nos sugieren si los colocamos en posiciones diferentes,
doblarlos siguiendo las aristas de los cuadrados hacia delante y hacia atrás y
buscar diferentes configuraciones.

Sumando dos pentominós iguales, se obtiene un nuevo polígono, estu-
diar formas posibles de descomponerlo en dos partes iguales. Repetir el ejer-
cicio con tres pentominós, dividir en tres partes, etc.

B) Tema actual de investigación

Para presentar una matemática viva convendría trabajar algún tema
con algún aspecto abierto a la investigación, problemas no resueltos.

Un ejemplo es el tema de los mosaicos. Puede resultar especialmente
interesante el estudio de mosaicos producidos a partir de pentágonos (fig. 5).
En primer lugar el pentágono regular no forma mosaico él solo; se necesitan
estrellas o trozos de estrellas, u otros polígonos para cubrir todo el plano y
que no queden agujeros sin tapar.

Figura 5

El pentágono regular es además un polígono especialmente interesante
por diversos motivos:

• Fácilmente se localizan estructuras pentagonales en la naturaleza,
por ejemplo, muchas flores son pentámeras, como el jazmín y el ge-
ranio.

• Su construcción geométrica no es excesivamente complicada y pue-
de memorizarse con relativa facilidad. Se puede conseguir haciendo
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un nudo -1 aplastado!— con una tira de papel; es el llamado nudo de
oro.

• Otra cuestión interesante es que las dos diagonales que parten de un
vértice del pentágono regular forman ángulos con los lados y entre
sí de 36°. Lo que hace suponer que quizás este ángulo se tomó
como unidad inicial en la división por los babilonios del ángulo to-
tal en 3600.

• Además investigaciones recientes han dado a conocer nuevos pentá-
gonos no regulares que sí hacen mosaico. Por ejemplo los polígonos
presentados por M. Rice en 1976 (fig. 6).

Figura 6

Por otra parte está el tema de los mosaicos no periódicos. Muy intere-
sante en parte por ser un aspecto de la matemática no recursiva (ver Penrose,
1991) y en parte porque permite hacer un trabajo muy complejo con material
muy sencillo y fácil de elaborar.

A mediados del siglo pasado se demostró que existen colecciones de
piezas que hacen mosaico sólo de forma no periódica. En la actualidad se co-
nocen diversas colecciones. La primera que se identificó como colección de
polígonos que sólo embaldosaba el plano de manera no periódica constaba
de más de 20 mil piezas y por descontado pudo ser localizada gracias a que
se trabajó con ordenadores. Poco a poco este número fue reduciéndose. En
1976 R. Robinson presentó una colección de 6 polígonos que hacen un mo-
saico no periódico. Trabajando sobre estas piezas R. Penrose consiguió des-
cubrir dos colecciones cada una de ellas de dos piezas como él mismo expli-
ca (Penrose, 1991, p. 182) después de recortar y pegar de manera reiterada.
Una de estas colecciones de dos polígonos se obtiene a partir de un puzzle de
tres piezas construido sobre el pentágono regular en el que se ha dibujado la
estrella de las diagonales; esto da un pentágono menor en el que hay que di-

bujar también las diagonales.
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Se obtienen entonces tres piezas: 1) corneta; 2) punta de flecha y 3)
corona o sombrero de princesa (fig. 7).

Si las dos primeras se unen sin más dan un rombo que por descontado
permite embaldosar periódicamente, pero si con las seriales adecuadas no se
permite la unión de las dos piezas de manera que formen un rombo, se obtie-
nen los llamados mosaicos no periódicos de Penrose (fig. 8). Con estas con-
diciones impuestas las puntas de flecha y los cometas tienen siete maneras
diferentes de acoplarse en un vértice. Tres de ellas son:

• las dos centradas una en el motivo sol y otra en el motivo estrella;
ambas estructuras con simetría pentagonal.

• y la llamada configuración de Batman o de rueda de carro con sime-
tría axial.

Penrose recomienda que se haga manualmente alguno de estos mosai-
cos. Al hacerlo es cuando poco a poco se van identificando las piezas que se
necesitan para continuar una determinada configuración.

Finalmente hay que señalar que estos mosaicos son magníficos y com-
plejísimos. Baste decir que son infinitos, no numerables y que de momento
son indistinguibles (!)

Figura 7
	

Figura 8
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C) No sabemos que no sabemos

Es curioso por otra parte darse cuenta de que tenemos en cada ojo una
pequeña zona en que no vemos —ver por ejemplo Von Foerster (1978)—. Pero
lo realmente sorprendente es que no vemos que no vemos. De ahí que para-
fraseando esta frase podamos decir que no sabemos que no sabemos.

Una de las grandes dificultades en matemáticas tal como se presenta
hoy en día, especialmente para los adolescentes, es que "todo se sabe". No es
que se diga, sino que se actúa como si todo se supiera; todo se presenta como
acabado. No hay ninguna pregunta abierta más que las abiertas en los enun-
ciados de los problemas a resolver que más que problemas son pseudo pro-
blemas (ya han sido resueltos con anterioridad) y por lo tanto estamos ha-
blando de pseudo preguntas.

Podría ser interesante hacer listas de preguntas y buscar algunas de las
que sabemos que no sabemos.

Tres ejemplos: ¿Por qué si la derecha en un espejo la veo como mi iz-
quierda, no veo mis pies como mi cabeza? ¿Cómo funciona la función cloro-
fílica? —Pueden ser útiles también muchas preguntas de biología, de física,
etc.— ¿Todo número par es suma de dos números primos? (conjetura de
Goldbach), etc.

D) Tratamiento del error

Si somos realistas, en la escuela, el instituto y también en la universi-
dad no parece posible hacer un estudio continuado de los errores. Pero sí, se-
guramente, nos podemos situar con respecto a ellos de una manera más crea-
tiva que tener la sospecha algunas veces que responden a una perversa
intencionalidad.

Los incas o los mayas —y pido que me disculpéis este nivel de impreci-
sión, pero es de estas cosas que uno lee y nunca más puede recuperar— hacían
tapices con dibujos que tenían diversas simetrías, pero siempre introducían
un fallo, algún detalle que rompía alguna simetría en algún punto, un error
intencionado para no hacer el tapiz demasiado perfecto. Estos sí que hacían
el error adrede.

Simha Arom, en La inteligencia en la música tradicional, cuenta una
anécdota que le sucedió mientras hacía trabajo de campo con los pigmeos
aka, una anécdota muy sugestiva que hace pensar que, si todo lo hiciésemos
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perfectamente, las palabras y los signos fuesen monosémicos y no hiciése-
mos ningún error, la información no sería posible. Como si fuesen necesarias
ciertas interferencias, un cierto nivel de ruido, una cierta fluctuación. Como
si nos acercásemos a los conceptos no de manera lineal, directamente, sino
más bien en aproximaciones sucesivas.

Pero dejando de lado las anécdotas más o menos arriesgadas, es im-
portante el tratamiento que se hace en la escuela del error y de las imperfec-
ciones. Por una parte a los chicos les gusta hacer las cosas bien, muchos de
ellos son persistentes y hay que animarlos a que no se acobarden delante de
una barrera, de una dificultad.

Un buen solucionador de problemas es alguien que no sólo dispone de
muchas estrategias y es imaginativo, sino también que tiene suficiente con-
fianza en sí mismo para tantear, probar diversas estrategias, y si se produce
un error, cambiar y continuar. Esto lo permite la utilización cuidadosa de
material sencillo, como puede ser cartulina recortada. Entonces y como
siempre el papel del profesor es poner el nivel de dificultad más y más alto y
sin embargo sin pasarse... (¡demasiado!)

A nivel de tanteos con figuras o de buscar regularidades y plantear hi-
pótesis, esto es importante. Como también lo es trabajar con papel, que las
cosas queden bien, pero que si no quedan así o hay poliedros que quedan bo-
llonados... no pasa nada. Hay materiales muy resistentes y otros muy ligeros.
Los dos tipos son igualmente interesantes, cada uno de ellos con su función.

E) Creación de pautas, reconocimiento de pautas

También somos grandes constructores mentales, los adolescentes son
grandes constructores mentales, buenos creadores.

Algunas veces la visión nos permite una cierta fluctuación, que en al-
gunos momentos nos puede desconcertar y nos maravilla en otros. En todo
caso nos ayuda a interpretar de maneras diferentes, y esto está bien, por lo
tanto a discriminar según el contexto.

Un ejemplo es el llamado cubo de Necker, o todavía más complicado
uniendo por una arista dos cubos (fig. 9).

Frente al dibujo que interpretamos como un cubo, tenemos varias pre-
guntas: ¿un hexágono o un cubo? ¿Cuál vértice de los dos es el que está más
cerca?
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Figura 10

Y otros tipos de preguntas más paradójicas se nos presentan frente a la
escalera diseñada por Penrose utilizada como homenaje en uno de sus traba-
jos por Escher (fig. 10). He aquí una extraña escalera dónde desde cualquier
punto siempre podemos pensar que estamos subiendo o que estamos bajando
indistintamente.

¿Somos grandes adivinadores? ¿O gratisimos aprendices?

¿Vemos cosas que "no están" en el dibujo? ¡Esto siempre! Es la famo-
sa pipa de Magritte y su leyenda: "Esta pipa no es una pipa".

Dado un dibujo "vemos" lo que está tapado, por ejemplo el pelo de
una persona vista de frente. Una parte del dibujo, de repente puede hundirse
(!) como el laberinto visto a trozos que súbitamente se transforma en un ca-
mino que vemos a través de los agujeros de una rejilla (fig. 11).

¿Sólo tenemos ilusiones ópticas con las ilusiones ópticas? ¿O es que
también nos inventamos profundidad, así por las buenas al interpretar una
foto (fig. 12)?

El pensamiento visual tiene estrategias propias que junto al cálculo
numérico y a los procedimientos gráficos entre otros, nos permiten identifi-
car regularidades, explicar pautas, resolver problemas. Pensamiento visual
que puede ayudar a interpretar un gráfico o ayudar a memorizar una fórmula
geométrica, etc.

Por lo tanto resumiendo, lo que queda claro es que habrá que trabajar
con los adolescentes siempre que sea posible en contextos concretos, varia-
dos y apetecibles situaciones que permitan manipular, explorar, hacer infe-
rencias y hablar de ello.
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Figura 11
	

Figura 12

F) Es duro no ser el mejor o resolución de problemas

Para toda persona, para los niños y muy especialmente para los ado-
lescentes es duro darse cuenta de que no se es el mejor, el más querido.

Por otra parte es importante tener claro que aprender a jugar a ajedrez
sirve.., para aprender a jugar a ajedrez. Bien es verdad que hay gente que
afirma que jugar a ajedrez ayuda a pensar, ayuda a desarrollar la inteligencia.
Supongo que esto puede ser verdad siempre que este razonamiento signifi-
que que aprender a jugar a ajedrez pone en marcha un aspecto de la inteli-
gencia "específica".

Esto me recuerda la frase "como las matemáticas sirven para resolver
problemas, sirven para resolver problemas en la vida cotidiana". No es extra-
ño que la gente joven se quede con la boca abierta y se vaya. En general es
muy dificil argumentar en contra de estas afirmaciones aunque todo el cuer-
po, especialmente el cerebro derecho abra al aire un millón de pequeñísimos
y brillantes interrogantes. ¡Ay, este cerebro derecho, tan atrevido.., que hasta
produce imágenes no controlables...!

¿Cómo poner palabras a la argumentación en contra? Los problemas
de la vida cotidiana, los problemas reales no se solucionan de forma análoga
a como se solucionan los problemas de matemáticas.
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Por varias razones:

1. Los problemas que presentamos en matemáticas a la gente joven
—y a la no tan joven— son problemas resueltos. Tienen solución,
una solución y mucha gente lo puede confirmar. Es un problema
resuelto una y otra vez.

2. Resolver problemas, e insistir, y tener un cierto hábito mental,
ayuda a resolver problemas. Se ponen sin duda en marcha unos
mecanismos de análisis, síntesis, tanteo, generalización que con la
práctica y especialmente si es una práctica positiva, favorable,
que suponemos se activan.

3. Los problemas en la vida cotidiana, con los amigos, con la familia, el
hermano o la hermana, con uno mismo, con la vida, el dolor, la
muerte... ponen en interrelación muchísimas variables, la mayor par-
te de las veces sólo controlables "por aproximación" o no controla-
bles —¡y suponiendo que hayan sido identificadas!— en absoluto y
otras muchas veces el problema o los problemas no tienen solución y
uno lo que tiene que hacer son estrategias bien diversas: no conside-
rar el problema, prescindir de él, cargar con él, desmenuzarlo en pro-
blemas menores y actuar sobre ellos, reconvertir el problema, resi-
tuarse y sacar —sin resolver— partido positivo de la situación, etc.

Los adolescentes lo saben y nosotros también.

El aspecto de la argumentación sobre las emociones frente a las mate-
máticas y el verdadero significado de los problemas en clase es importante.
De forma más general cada vez se asume más que conviene enseriar a los
adolescentes, a hacer caso de sus propias corazonadas buscando identificar
que información le dan éstas y cómo puede o no ser utilizada.

Vivimos en una cultura que antepone los productos al proceso.

Y en este sentido la resolución de problemas en las clases de ciencias
es un ejemplo paradigmático. Se valora el resultado, si está mal es una catás-
trofe y si está bien, está bien, y el procedimiento utilizado apenas se valora.
En realidad de forma un tanto paradójica sólo se valora si está "escrito" si
está "dibujado" de una manera más o menos estándar.

Quizás desde hace unos pocos arios y con una cierta parsimonia se ini-
cia la valoración de los resultados no tan clásicos a través de algunas investi-
gaciones: errores espontáneos, espacio del problema, etc.
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Sin duda hay que tener en cuenta el contexto y el factor tiempo. Un
profesor normal en una clase normal no puede atender todos los distintos
procedimientos de resolución de los problemas que se produzcan en su
clase. Quizás sí de algunos, pero no de todos, porque posiblemente no los
conoce y además con seguridad no tiene tiempo. Reconocer esto es un as-
pecto fundamental que sin duda ayudará al profesor a cambiar de actitud.

Vivimos en una cultura que presenta como valor positivo el control.
Se tiene que controlar todo. Algo está bien cuando se controla. Así habla-
mos de controlar la Naturaleza, controlar nuestra vida, nuestra comida, et-
cétera.

Quizás por esto presentamos en la clase de matemáticas problemas ya
resueltos. Porque, ¿podemos controlar casi todos los procedimientos y todos
los resultados?

5. A MODO DE CONCLUSIÓN

¿Qué es lo que queremos hacer con las matemáticas y los alumnos?
¿Y de qué matemáticas estamos hablando? ¿Podemos descristalizar ciertas
ideas fijas y buscar cierto punto de equilibrio?

Toda la investigación actual, no sólo la investigación en Didáctica de
las Matemáticas, sino también buena parte de la que se desarrolla en Inteli-
gencia Artificial, en Psicología Cognitiva incluso en Psicolinguística sugiere
la necesidad de resituar el problema. Dar importancia al pensamiento formal
lineal, discursivo, explícito, pero sin perder de vista el pensamiento de sínte-
sis, globalizador, no discursivo, implícito, subjetivo, al que hay que dar ma-
yor protagonismo.

Cuando una persona cuenta cómo ha solucionado un problema tiene
en general palabras para describir e incluso intentar justificar el algoritmo
que utiliza en la resolución. Mucho más dificil incluso "misterioso", es ac-
ceder a la parte de razonamiento no formal o no algorítmico que sin duda es
parte de la primera fase de la resolución. Esta primera fase pasa por un
"ver" el problema y en todo caso por "decidir" el algoritmo a utilizar, si
este existe.

Que la resolución del problema plantea esta bipolaridad queda, en par-
te por lo menos, justificado o se entiende algo más cuando nos adentramos
en lo que se sabe del cerebro humano.
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Aunque sea desde un punto de vista especulativo, no deja de llamar
la atención cierto paralelismo entre estos dos aspectos: por una parte lo
que se nos va haciendo patente del pensamiento matemático y parte de los
resultados de las investigaciones actuales en neurobiología sobre las fun-
ciones de los dos hemisferios cerebrales. ¿Qué es lo que sabemos, lo que
podemos afirmar?

Todo hace pensar que los dos hemisferios derecho e izquierdo están
especializados en cometidos diferentes interconectados. Aunque por descon-
tado debemos también tomar todas las precauciones posibles: habrá que dife-
renciar las personas diestras de las zurdas, tener en cuenta que la investiga-
ción en neurobiología es joven (poco más de 100 arios) pero especialmente
que el cerebro humano es —de lo que conocemos— el órgano más complejo
del Universo. Por lo cual tampoco debe extrañarnos que lo que conocemos
de sus funciones: cómo pensarnos y cómo pensamos matemáticamente, por
ejemplo, nos plantee —a los que reflexionamos sobre ello— tantísimos interro-
gantes.

En la segunda mitad del siglo pasado se inició y actualmente se conti-
núan haciendo numerosas investigaciones respaldadas por altos presupuestos
con el objetivo de estudiar el cerebro, entender su funcionamiento. Roger
Sperry premio Nobel el 1981 fue quien puso de actualidad la teoría de que el
cerebro humano en realidad son dos. Cada hemisferio controla una forma di-
ferente de pensar. Simplificando muchísimo el hemisferio izquierdo aloja el
pensamiento lógico lineal y se caracteriza por el sentido crítico, el análisis, la
razón, lo que podríamos llamar pensamiento adulto. Curiosamente el hemis-
ferio derecho se dedica al pensamiento intuitivo, no lineal y se caracteriza
por la subjetividad, la síntesis, la inspiración, la creatividad, la curiosidad in-
fantil, la curiosidad del adolescente.

Es probable que desde la enseñanza de las matemáticas se tengan que
tener en cuenta los dos hemisferios. Es necesario el pensamiento formal...
pero sin olvidar el hemisferio derecho y escuchar la voz de los dioses, de la
musa, de la diosa, el acompañante, el ángel o como se le quiera llamar.
Cuenta Homero que Aquiles sí la oía.

Acceder a una estructura matemática. A nivel del trabajo diario, en
nuestro día a día en la clase, en las entrevistas de trabajo y también a partir
de las informaciones recogidas en diversas investigaciones se van identifi-
cando diversos procesos mentales puestos en marcha en el acto de ense-
riar/aprender o si se quiere utilizando un lenguaje propio del procesamiento
de la información se producen formas diversas de procesar los datos. La ma-
yor parte de estos procesos no se dan en una sola persona sino en diversas,
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una minúscula parte se originan por despiste, lo que confirma que no se de-
ben al azar sino que hay algo que parece responder realmente a un cierto
"pensamiento colectivo".

Los procesos de computación que observamos algunas veces dan
siempre resultados erróneos, otras dan valores aproximados y otras funcio-
nan bien manteniendo fijo el contexto. Cuando este varía, por ejemplo por-
que en el problema aparecen números mayores, o las variables son distintas,
quizás menos familiares o aparece algún factor que emocionalmente influye,
o la atención es desviada, la computación inicial no puede utilizarse o se
vuelve muy pesada y laboriosa, la persona tiene que buscar otros caminos.
Entonces con cierta frecuencia se retrocede a utilizar estructuras que pare-
cían ya superadas. Da la impresión que determinadas interferencias producen
fluctuaciones, retrocesos.

Si lo que queremos es acceder, que el adolescente acceda a una deter-
minada estructura matemática lo que sabemos es que el acceso no se hace de
golpe sino que depende de una especie de retroalimentación entre la propia
capacidad —es en parte lo que Ausubel nombraba como "lo que ya sabe-
mos"— y la forma en que se presenta o se manifiesta la estructura. Podemos
imaginar algo así como el propio árbol conceptual y el que se presenta. Nin-
guno de los dos es trivial y tienen que casar ambos conjuntos de ramas. Pri-
mero lo harán parcialmente, con cierta fluctuación, a través de diversas apro-
ximaciones, tanteando hasta que se produzca una situación de estabilidad
que se refuerza cuando es utilizada y funciona.

De una situación de fluctuaciones diversas se produce una situación de
estabilidad o de regularidad. Curiosamente desde la IA se "juega" para re-
producir este tipo de comportamientos (ver por ejemplo Stewart, 1994).

Creo que el esquema cognitivo que evoca la persona humana en el
momento de aprender —cuando se enfrenta o sale al encuentro de una idea de
geometría, por ejemplo— responde a la parte de la estructura a la que puede
acceder y lo más interesante es que ello pone de manifiesto la parte íntima-
mente relacionada con la forma que la persona puede darle para expresarla a
través del lenguaje, la visualización o el esquema o dibujo, a través de un de-
terminado proceso de computación.

Pero este proceso de computación no es único, cambia con el tiempo,
se amplia o completa a sí mismo.

Situados frente a la estructura —es claro como siempre una manera de
hablar— vemos emerger ésta a partir de lo real, pero pasando por la imagen,
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por el lenguaje, por la metáfora, que se van retroalimentando. Algo así como
hablar de una escalera tipo Escher que sale del cuadro y continúa en el espa-
cio de tres dimensiones.

Por lo tanto situados frente a la compleja realidad de la enseñan-
za/aprendizaje, donde confluyen tan gran cantidad de variables y de interco-
nexiones entre las variables tenemos que observar, interpretar y transmitir
nuestro conocimiento de la realidad.

No se trata de la frágil realidad —siempre a punto de ser descubierta,
controlada, rematada— sino más bien de la compleja realidad en la que nos ha-
llamos inmersos —y con esto volvemos al principio— la que nos ofrece la natu-
raleza que nos abraza descubriendo con parsimonia sus razones, sus estructu-
ras, sus actuaciones. ¿Cómo descubrimos la naturaleza si formamos parte de
ella? ¿La realidad si en ella vivimos? ¿El cerebro con el propio cerebro?

Quizás podremos aproximamos en cada caso a buenas descripciones,
a ricas interpretaciones de los hechos observados. Quizás nos permitamos
ciertas fluctuaciones que nos hagan acceder a través del ensayo y error a un
conocimiento cada vez más acertado. Siempre más acertado pero en un finito
"acercamiento" al fin y al cabo.

El fisiólogo F. J. Rubia (2000) comenta los resultados de las investiga-
ciones de Piaget y escribe: "En el caso de la asimilación intelectual, esta no
se diferencia de la asimilación biológica, es decir el proceso es el mismo, ya
que consiste en amoldar un hecho de la realidad al patrón de estructura que el
sujeto posee".

Entendemos el aprendizaje como fruto de interrelación —fluctuante, de
tanteo, que actúa y retrocede, que se aproxima y aleja— entre la estructura y
las acomodaciones que van dando diversas reestructuraciones.

Es importante pues estar al tanto de los nuevos paradigmas emergen-
tes en la biología y en las ciencias cognitivas.

Por otra parte, desde la sociología de la ciencia, desde nuestro contex-
to, aquí y ahora se nos presenta una ocasión histórica en la que nos interesa
situamos también desde una perspectiva ética, para aprovechar lo que es di-
ferente en nosotros y en nuestros alumnos.

Parece que no es conveniente que tratemos de igualamos a subtradi-
ciones culturales que han escrito mucho, que escriben muchísimo, clasifican,
controlan, etc.
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Si somos distintos y creo que lo somos aprovechemos esta diferencia.
¿Porqué no creer más en nuestra propia capacidad de creación? ¿Cómo no
argumentar de forma original en un idioma tan espléndido como el nuestro?
Estoy segura que la estirpe de nuestra inquieta australopiteca adolescente
anda por ahí. Recordemos: es que era inquieta, y su curiosidad poco me-
nos que inextinguible... Habrá que situar a nuestros alumnos delante de un
espejo o quizás nosotros mismos tendremos que hacer de espejos y valorar
su alto potencial mental para que puedan apropiarse ahora de lo que más ade-
lante podrán dar. Sólo se puede dar lo que uno tiene.

Acabo con unas frases tomadas de Gaston Bachelard con frecuencia
conocido entre nosotros por su libro La formación del espíritu científico.
Pero Bachelard fue un escritor prolífico y escribió muchas obras dedicadas a
la imaginación como por ejemplo La tierra y los ensueños de la voluntad. En
ella dice 4 : "la materia recibe de nuestros sueños todo un porvenir de trabajo;
queremos vencerla trabajando. Gozamos por anticipado de la eficacia de
nuestra voluntad"; "Sólo se quiere lo que se imagina ricamente".

Y en la pág. 34: "para el mágico Novalis el ser humano despierta a la
materia, es el contacto de la mano maravillosa, el contacto provisto de todos
los sueños del tacto imaginante que da vida a las cualidades que dormitan en
las cosas".

4 (Bachelard, 1994, pág. 33)
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INTRODUCCIÓN. ¿POR QUÉ MATEMÁTICAS?

DESARROLLO. ¿CÓMO ENSEÑAR MATEMÁTICAS?

I. Proponiendo actividades que permitan el aprendizaje de las
Matemáticas desde su uso por la sociedad

II. Buscando la complicidad del alumnado para realizar juntos, de
la mano, la apasionante aventura de su aprendizaje

III. Seduciéndoles. La Geometría es una excelente musa para con-
seguirlo "explicando" la belleza del mundo que nos rodea

IV. Sorprendiéndoles. Sin su atención nada puede hacerse
V. Haciendo que "en clase sea normal lo que en la calle es

normal"

EPÍLOGO. TRES RAZONES PARA ENSEÑAR Y ESTUDIAR
MATEMÁTICAS

INTRODUCCIÓN. ¿POR QUÉ MATEMÁTICAS?

En primer lugar, y porque existen demasiados tópicos acerca del
objetivo fundamental de las Matemáticas en la Educación, quiero recor-
dar que las Matemáticas son una forma de pensar, de preguntar y de ha-
cernos preguntas, desde la que analizamos las situaciones llamadas "pro-
blemas". Claro que es cierto que nos gustan "los números", pero, sobre
todo, intentamos caracterizarnos por "pensar bien". Para mí, esta es la
principal razón para que las Matemáticas formen parte de cualquier cu-
rrículo y es por lo que nuestro trabajo tiene gran interés educativo: ense-
riar a pensar bien.

¿Conseguimos despertar ese interés en el alumnado? Sin acritud, y
excluyendo a quienes están interesados en incorporar (o lo han hecho ya)
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nuevas didácticas a sus clases, y con todo el respeto que da el reconoci-
miento a la labor honesta del profesorado de Matemáticas, de este país y de
otros, he de decir que, en general, no. Me explico. Por un lado, el profeso-
rado de Matemáticas universitario, normalmente, considera que los conte-
nidos que ha de explicar en un curso de Biológicas o de Química, por ejem-
plo, deben ser unas Matemáticas generales (Álgebra Lineal, Cálculo
Infinitesimal, Ecuaciones Diferenciales y Estadística) que difieren de las
explicadas en la licenciatura de Matemáticas en el grado de profundidad
(léase: pocas demostraciones y más ejercicios). Por otro, en los niveles no
universitarios el apoyo en el libro de texto que repite desde hace décadas
casi los mismos contenidos enmascarados en "renovados" diseños curricu-
lares —números naturales, enteros, racionales y reales para el desarrollo teó-
rico y las correspondientes "orgías" de ejercicios (con todo lujo de torres
de fracciones, radicales, etc.) para la práctica; ecuaciones de rectas, planos
y otros lugares geométricos; funciones acompañadas de "epsilon y delta";
ejercicios de álgebra tan maravillosos como inútiles; y, por último, un tra-
tamiento del azar tan teórico que el propio profesorado duda cuando expe-
rimenta, si es que alguna vez se le brinda la ocasión para que lo haga, acer-
ca de si "saldrá bien el experimento"— hace que se enserien ario tras ario
idénticos contenidos y de forma también idéntica: tiza, pizarra y monólogo
de espaldas al alumnado. Ni unos ni otros consiguen entusiasmar desde sus
propuestas a quienes han de aprender Matemáticas. Las actividades que si-
guen, una de cada bloque de los currículos al uso, están sacadas de libros de
texto que tienen amplia aceptación entre el profesorado de Secundaria y
Bachillerato; las presento sobre una pizarra como suele ser habitual en
clase.

Creo firmemente que este tipo de propuestas carecen de interés y, so-
bre todo, de sentido en la formación de las personas. Haciéndolo, imparti-
mos clases de aserejé y no de Matemáticas. ¿Que a qué me refiero? To-
mando la última propuesta como ejemplo paradigmático, cuando en una
clase —por ejemplo, de Bachillerato— se dice aquello de para todo epsilon,

número real positivo tan pequeño como se quiera, existe un delta, que de-
pende de epsilon, tal que si el valor absoluto de equis menos a es menor
que delta entonces el valor absoluto de efe de equis menos efe de a es me-

nor que epsilon... ¿no es aserejé? Claro que sí, ¡pero malo! ¿En qué contex-
to es de utilidad el aprendizaje de tal retahíla? Evidentemente, el concepto
de continuidad local según Cauchy es muy útil cuando se estudia una fun-
ción en el entorno de un punto pero, explicado así, es maravillosamente
inútil. Es más, si después es exigido en la correspondiente fase de evalua-
ción, estamos haciendo que las Matemáticas se conviertan en un filtro de
selección al olvidarnos de la observación del nivel de desarrollo de destre-
zas matemáticas en el alumnado.
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Ávila, 4 dc julo:, de 2003

Problema:

Si un tren sale de Madrid hacia Bilbao a las
7:32 h. a 90 km/h, y otro tren sale de Bilbao
hacia Madrid 3 minutos antes, y a la misma
velocidad; teniendo en cuenta que el
primero hace 183 paradas de 10 minutos y
el otro no, ¿a qué hora se encontrarán?

.LL2., 4 de juho de 2003

Ejercicio

1	 17

1 ¡+`1,5
_ 21

4 1— V.5

2

Rafael Pérez Gómez

Avila, 4 de julio de 2003

Problema:

El triángulo ABC, de vértices A(3,2), B(5,4) y
C(7,1), se ha trasladado según el vector
V(5,2) y así se obtiene el triángulo A'B'C'.

a) Aplica a A'B'C' una traslación según el
vector guía U(-6,5).

b) ,Qué vector de traslación hay que aplicar
al triángulo ABC para obtener el triángulo
que resulta en el apartado a)?

Ávila, 4 de Judo de 2003

Definición formal de continuidad local según Cauchy

Dado tse e:4 38 tal que Ix-o	 g

•roblema:	 Ávila, 4 de julio de 2003

-an A y B sucesos aleatorios. Se sabe que
P(A)M0,6; P(B)0,4; P(AnB)=0,3.

, ) ¿Los sucesos Ay B son compatibles? ¿Por qué.

.) ¿Los sucesos Ay B son independientes? ¿Por
qué?

) Calcula la probabilidad de que ocurra A o B (o
ambos).

•) caIcum la probabilidad de que no ocurra n1 a ni
B.

) Calcula la probabilidad de que ocurra A, pero no

¿Cree alguien que, después de hacer en clase actividades como las
anteriores, un chico o una chica, al salir, comenta con entusiasmo aque-
llo que acaba de aprender porque le ha explicado alguna situación que le
parezca interesante, ya sea por su utilidad práctica o por la belleza del
razonamiento hecho en alguna demostración de las pocas que ya se en-
serian?

No voy a entrar en lo que ya sabemos acerca del cómo se aprende y el
poco caso que se hace de ello. Entre el profesorado aún es sólo una minoría
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quien se preocupa de la construcción del conocimiento por quienes han de
aprenderlo. Los más no se paran en "tonterías" ya que, en el caso universita-
rio, "los programas de las asignaturas son muy extensos y hay que ir de prisa
para darlos" o, en el resto, "si no doy el programa los de la etapa siguiente se
quejarán de que no saben nada" y, así, hasta "no tengo más remedio porque
han de examinarse de selectividad" (en breve, de "reválida"). Para quienes
así piensan va dirigido el chiste siguiente.

Ario tras ario hacemos lo que sabemos hacer muy bien después de es-
tar toda una vida repitiéndolo, actuando por imitación de quienes hicieron
lo mismo con nosotros —es decir, nuestros profesores y profesoras— "que no
debieron hacerlo tan mal cuando a mi me fue bien". ¡Perfecto!, pero dema-
siado cómodo porque de esta forma, nada debe cambiar. ¿Es posible imagi-
nar al mejor de los cantantes interpretando siempre la misma canción? O,
mejor aún. Quienes tenemos hijos o hijas deseamos que su salud sea la me-
jor posible (obsérvese que hablo de salud, que no de enfermedad) de modo
que si, por ejemplo, pensamos en su salud buco-dental, ¿buscaría a un es-
pecialista que trabajase exactamente igual que cuando comenzó su vida
profesional? Evidentemente, la respuesta es no; buscamos un especialista
que esté al día en su profesión, lo cual implica reciclaje en cuanto a conoci-
mientos, métodos e instrumental clínico. ¿Por qué en Educación no se exi-
ge igual actualización? ¡Qué preguntas tengo tan tontas!, ¿verdad? "¡Pues
porque socialmente no están igualmente consideradas las profesiones!",
dirá la mayoría. Aún aceptando lo que de cierto tiene la respuesta, en la
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profesión de profesor o profesora hay una componente esencial que no tie-
ne valoración en la sociedad actual porque no interesa por el modelo mar-
cado, salvo en casos concretos que están en la mente de todos. Me refiero a
la capacidad de alcanzar cambios radicales en la sociedad desde la Educa-
ción en cualquier nivel:

a) Desde Primaria y Secundaria, fundamentalmente, podemos
abordar la inmensa tarea de enseriar a resolver problemas como
hacemos los profesionales: reconociendo el problema, formu-
lándolo en términos precisos, utilizando heurísticos que permi-
tan elaborar conjeturas acerca de su posible solución, aplican-
do desarrollos deductivos para su demostración y, por último,
analizando si la solución obtenida es única y, si no lo fuese, si
es la "mejor" posible para, nuevamente, empezar como decía
Carlitos a Snoopy: ¡qué pena!, una vez que me supe todas las
respuestas me cambiaron todas las preguntas. Creo firmemen-
te que es este nuestro papel social porque de este modo quien
aprende gana en autonomía intelectual que es lo verdadera-
mente importante.

b) Desde la Universidad, consiguiendo la mejor formación posible
de profesionales altamente cualificados que, una vez egresados,
aporten sus conocimientos al mundo de la Cultura, la política, la
empresa, la industria, la enseñanza o la investigación.

Es evidente que lo anterior hay que hacerlo dentro de determinados
contextos. El primero, el marco educativo que cada país ha definido median-
te sus leyes y desarrollos de las mismas, con sus etapas y ciclos, sus currícu-
los y secuenciaciones, reflejo del modelo de sociedad en la que vivimos. El
segundo, que es el que aquí me preocupa, es el contexto que rodea a quien ha
de aprender. En una sociedad avanzada, social y tecnológicamente, multicul-
tural y solidaria, como debiera ser la nuestra, el aprendizaje escolar de las
Matemáticas es más necesario que nunca por lo que es conveniente abrir
cauces a proyectos educativos que propicien el mejor de los aprendizajes po-
sibles en esta disciplina, lo cual conduce a la incorporación de metodologías
y didácticas actuales.
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DESARROLLO. ¿CÓMO ENSEÑAR MATEMÁTICAS?

Cada vez son más los profesores y profesoras de Matemáticas que es-
tán apostando por una metodología que gire alrededor de la construcción del

conocimiento matemático y, entre otras herramientas didácticas, han intro-
ducido en sus clases materiales manipulativos en los que se apoyan para que
sus alumnos y alumnas construyan "sus" Matemáticas. Así mismo, han
adoptado un modelo de gestión del aula que es radicalmente diferente del ha-
bitual y que podemos resumir con el eslogan: menos es más. ¿A qué me re-

fiero?, pues a que el profesor o profesora tiene que hablar menos y proponer

las actividades convenientes para que el alumnado trabaje más. Antes que
nada, quiero decir que nuestras propuestas para la clase de Matemáticas de-
ben adaptarse a lo que el gran director de cine Billy Wilder sostenía para lo-

grar una buena película:

Los ocho primeros mandamientos
son:
no aburrirás al prójimo.
El noveno: no sermonearás.
Y el décimo: nunca harás una
película en la que tengas un
porcentaje de los beneficios,
porque nunca ganarás un duro.

Si se recuerdan estos diez
mandamientos es imposible
equivocarse.

Bmy Wilder

Por tanto, queda prohibido aburrir, pero ¿cómo conseguirlo? A con-
tinuación mostraré 5 axiomas para una clase de Matemáticas e iré ofreciendo
alternativas a las maravillosamente inútiles "pizarras" iniciales que el alum-
nado, en general, rechaza.
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1. Proponiendo actividades que
de las Matemáticas desde su

permitan el aprendizaje
uso por la sociedad

Qué tal si en lugar de pedir
que se realice una racionalización

(como se muestra en la primera "pizarra")
sin más, se propone:

¿Por qué nos atrae la belleza de esta flor?
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¿Cómo se usa la estética derivada de las proporciones dinámicas en
objetos corrientes?

Antes de abordar las situaciones planteadas, conviene justificar su
propuesta.

El planteamiento de cualquier actividad para el aula no debe olvidar
el significado que tiene la palabra Matemáticas.

Como tantas otras palabras, también esta fue acuñada en Grecia con el
nombre ~va., en trascripción latina inathema, que quiere expresar conoci-

miento. De género femenino, es una ciencia deductiva que estudia las propie-
dades de los entes abstractos, como números, figuras geométricas o símbolos,
y de sus relaciones. También se utiliza en plural con el mismo significado que
en singular. La palabra Matemático, ca se deriva de la griega wx0rflacttuco.
Utilizada como adjetivo tiene el significado de exacto, preciso. También es
utilizada para referirse a una cosa perteneciente o relativa a las Matemáticas.
Como sustantivo, masculino o femenino, se usa para nombrar a la persona que
profesa las Matemáticas o tiene en ellas especiales conocimientos.

Esta concepción de las Matemáticas llegó hasta Galileo (1564-1642):
"ciencia necesaria para conocer el mundo". Y Descartes (1596-1650) decía

que: "Es la ciencia del orden y la medida".

Albert Einstein planteó la siguiente paradoja: ¿Cómo es posible que
las Matemáticas, un producto del pensamiento humano, que es independien-
te de la experiencia, se ajusta tan excelentemente a los objetos de la realidad
fisica? ¿Puede la razón humana sin experiencia pensar propiedades de las
cosas reales? Pues, a lo que se ve sí. El carácter abstracto de los objetos ma-
temáticos y la teoría que se construye con ellos deductivamente la hacen aná-
loga a un juego, un gran juego.

La modelización matemática es la clave de ese juego. Según Sixto
Ríos (1995, Modelización, p. 17, Alianza Editorial), es "un proceso mental
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que conduce a convertir un problema opaco de la realidad en un problema
clarificado matemático, de modo que resolviendo éste se consiga una solu-
ción o, al menos, un buen conocimiento del primero".

Y hasta aquí hemos llegado. Para analizar matemáticamente una flor,
en tanto realidad física que es, se requiere la creación de un modelo. Y esto sí
que es interesante desde el punto de vista educativo. En nuestro caso, la for-
ma concreta de la flor se abstrae y queda modelizada por un pentágono regu-
lar, diciéndose que se trata de una flor "pentámera"; las propiedades de este
objeto geométrico son heredadas por el objeto físico real: ángulos y distan-
cias, proporciones entre estas últimas, inconmensurabilidad entre partes,
dualidad entre figura convexa y cóncava y, por último, la recursividad entre
ambas que da pie a un proceso infinito.

También es aconsejable que cualquier propuesta de actividad para
la clase de Matemáticas contemple hechos propios de la Historia de las
Matemáticas.

En este caso concreto, que voy a desarrollar a modo de ejemplo, se
puede sacar a relucir la sociedad griega del periodo de Pitágoras. A este
respecto, conviene ver el libro de Pedro M. González Urbaneja, Pitágo-
ras. El filósofo de los números (Nivela, 2001). Sus seguidores utilizaban
un pentágono estrellado —llamado pentagrama— para identificarse entre
sí y compartir sus conocimientos. Lo asociaban como símbolo de la salud.
Los Pitagóricos habían establecido que cualquier longitud podía medirse
a partir de una unidad de medida con números enteros o fraccionarios y
no siempre sucede así. Por ejemplo, si pensaban en su "logo", el pentagra-
ma, si un segmento, x, —que tomamos como unidad de medida— cupiese
un número determinado de veces en la diagonal del pentágono regular, d,
y también otro número de veces en su lado, 1, podría tomarse tan pequeño
que también divida a la diagonal y al lado del pentágono regular determi-
nado en su interior por sus diagonales. Este proceso se puede repetir infi-
nitas veces, obteniéndose pentágonos tan pequeños como se quiera tales
que la unidad de medida elegida al principio cabe un número determinado
de veces tanto en la diagonal como en el lado. Como esto es imposible, no
puede haber una unidad de medida que quepa un número de veces en la
diagonal y otro en el lado; es decir, el cociente entre la longitud de la dia-
gonal y la del lado de un pentágono regular no puede ser un número ente-
ro ni fraccionario.

Una vez que se ha puesto de manifiesto la necesidad de realizar una
investigación, se pasa a proponer actividades deductivas que podemos lla-
mar de "nivel ¡"por realizarse sobre un caso particular.
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La diagonal y el lado de un pentágono regular (caso particular) se rela-
cionan entre si con un número irracional. ¿Cuál? (Investigación propuesta)

Los triángulos ABC y ABD son semejantes por tener los tres ángulos
iguales luego sus lados homólogos son proporcionales.

d
La proporción 

— d
	 se convierte fácilmente en la ecuación x2 — x — 1 = O,

1	 — 1

donde hemos llamado x a —
d . La raíz positiva es la que interesa por expresar un co-

ciente entre longitudes y resulta ser el número real 
l+ 

2	
conocido como número

de oro y que escribimos, en honor a Fidias, mediante la letra griega (D.

He actividades deductivas que llamaré de "nivel 2" por tratar un

caso general.

Cualquier segmento (caso general) cuya longitud podemos suponer

igual a d, puede ser dividido en dos partes —cuyas longitudes podemos consi-
derar iguales a 1 y d-1, respectivamente— de forma que quede dividido según

la "razón áurea" (investigación).

La construcción geométrica del número de oro se hace como sigue:

1. 0 Se construye un segmento cuya longitud sea igual a la mitad del
que se desea dividir.
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2.° Se coloca el segmento obtenido perpendicularmente al dado en
uno de sus extremos.

Se unen los otros dos extremos y habrá dibujado un triángulo rec-
tángulo con un cateto el doble que el otro. Para facilitar los cálcu-
los, puede tomarse el cateto menor como 1 y el mayor será igual
a 2 por lo que, aplicando el teorema de Pitágoras, la hipotenusa
valdrá N.3.

4.° Haciendo centro en el vértice del ángulo agudo que forma el ca-
teto menor con la hipotenusa, y tomando como radio la longitud
de dicho cateto, se traslada con un compás la longitud del cateto
menor sobre la hipotenusa y se marca el punto extremo que de-
termina. De este modo, la hipotenusa queda dividida en dos seg-
mentos; uno con longitud igual que la del cateto menor y otro
con una longitud mayor.

5.° Haciendo centro en el vértice del ángulo agudo que forma el
cateto mayor con la hipotenusa, y tomando como radio la lon-
gitud del segmento mayor determinado sobre ella anterior-
mente, se traslada con un compás la longitud de dicho segmen-
to sobre el cateto mayor y marca el punto extremo que
determina.

Éste será el punto de división buscado porque el cociente entre el seg-
mento inicial (de longitud igual a 2 unidades) y la del segmento mayor resul-
tante (N/ — 1), es igual a:

3..
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y simplificando queda:

2( \3 +1)  =  2(NR- + 1) = 2(,r5+1)=,g+1 
( ,g )2_ (1 ) 2 (5) 2 _ 0) 2 	 4	 2

que es el número de oro.

Por tanto, con esta construcción geométrica se consigue dividir un
segmento en dos partes de forma que el cociente (o razón) entre la mayor y la
menor sea igual al número de oro. Queda de manifiesto que surge natural-
mente la necesidad de racionalizar.

Demos un paso más. A partir de un segmento, cuya longitud tomare-
mos como unidad, podemos dibujar un cuadrado. En él hacemos las cons-
trucciones siguientes:

1. 0 Unir el punto medio de uno de sus lados con un vértice que esté
sobre otro lado.

2.° Abatir este segmento sobre el lado del cuadrado.

3
•0 Dibujar el rectángulo determinado.

Hemos construido un rectángulo cuyo lado menor mide 1 y el mayor
€1 1 . A este rectángulo le llamaremos rectángulo áureo. Llamando proporción

de un rectángulo al cociente entre la longitud del lado mayor y la del menor,
los rectángulos áureos tienen proporción (I), de ahí su nombre.

¿Cuál es la utilidad social de lo que estamos hablando?

Para que el alumnado tenga una imagen de este tipo de rectángulos,
es conveniente comprobar que un D.N.I. o una tarjeta de crédito están he-
chos según el modelo de rectángulos áureos. En una primera aproxima-
ción, bastará con medir las longitudes de sus lados, dividir la mayor entre
la menor y comprobar que se obtiene, aproximadamente, 1,6. Pero, evi-
dentemente, hay mucho más. Conviene destacar que las proporciones áu-
reas han servido para el diseño de casi toda la Arquitectura del siglo pa-
sado.

Si se divide la altura de una persona entre la distancia que hay desde
su ombligo al suelo se obtiene, aproximadamente, 1,6. Le Corbusier hizo los
cálculos de la altura recomendable de una habitación, de un puerta, de una si-
lla, de un lavabo, etc. a partir de la altura de una persona ideal cuya altura
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fuese de 182,9 cm. Por tanto, dividiendo 182,9 entre 1,6, su ombligo está a
una distancia del suelo igual a 114,3 cm. Dividiendo de nuevo esta altura en-
tre 1,6, obtenemos 71,44 cm que viene a coincidir con la distancia al suelo
tomada desde el extremo del dedo corazón (supuesto el brazo y la mano ex-
tendidos y pegados lateralmente al cuerpo). Si dividimos, nuevamente, 71,44
cm entre 1,6, se obtiene 44,65 cm que coincidirá con la altura de la parte in-
ferior de la rodilla al suelo. Las sucesivas divisiones arrojan los núme-
ros 27,9, 17,44, 10,9, 6,8, 4,26, 2,66, 1,66, ... con los que pueden dimensio-
narse diferentes partes de las extremidades inferiores.

e embuste', mquitecto
suizo, escabro en 1948 tai
tratado cuyo tema central era
el analisis de les proporciones
que se habran usado a lo largo
de la Historia.

Su aport &Clon consitith) en
:.ir un canon de proporciones,

basadas en la figura humana,
con el que se ha dado paso a
la Arquitectura actual.

Si se divide la altura del
nrodutor, 1.83 m, entre la
altura desde el suelo al
ombligo, 1.13 m. %e obtiene
una aproximacion al numero
de oro: 1.6.

A partir dela estatura de
cualquier persona, puden
hacerse las divisiones aun ca%
correspondientes. Sorprende
comprobar como coinciden
con las diferentes partes de
del cuerpo.

Hay, pues, números que pueden ser "dibujados", por eso son del inte-
rés de pintores, escultores y arquitectos; es decir, personas que necesitan que
un número "pueda ser visto". De este modo, el número de oro es tomado
como razón de semejanza cuando se pretende dibujar a una persona semejan-
te al modelo elegido para realizar la pintura o para hacer objetos (habitacio-
nes, mesas, etc.) según las proporciones de las personas. Este hecho es de so-
bra conocido en el mundo del Arte.

Diego de Velázquez se adelantó a Le Corbusier y hace un "Cristo-mo-
dulor" para la composición geométrica de El crucificado. Además, el cuerpo
de Cristo está inscrito en un rectángulo áureo.
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La flor que mostrábamos al principio y el cuerpo humano tienen idén-
ticas proporciones entre sus partes, las áureas, y a ambos objetos fisicos los
consideramos estéticamente bellos.
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Una técnica creativa utilizada por los artistas consiste en hacer varia-
ciones sobre un mismo tema. Didácticamente hablando, conviene sacar el
máximo provecho a una misma actividad. Planteamos una actividad de "ni-
vel 3"; una generalización.

Existe un método geométrico que permite construir un rectángulo de
idénticas proporciones a uno dado. Se trata de la construcción de lo que se
conoce como rectángulos recíprocos internos.

En general, dado un rectángulo ABCD y una de sus diagonales, por
ejemplo DB. Se traza la perpendicular a la diagonal por uno de sus vértices
no contenidos en ella, por ejemplo C. Dicha perpendicular corta al lado AD
en un punto M; desde M se traza la perpendicular al lado BC y se determina
N; el rectángulo MNCD es un rectángulo recíproco interno del ABCD. Evi-
dentemente, la construcción puede hacerse también desde el vértice A, o to-
mando la otra diagonal, AC, y los vértices B o D.

Tanto en la técnica como en el Arte se utilizan las raíces cuadradas de
ciertos números como proporciones entre medidas porque son números
construibles con regla y compás.

La serie de rectángulos pitagóricos se forma al ir tomando como bases
las sucesivas diagonales, a partir de un cuadrado cuyo lado vale la unidad. Es
decir, rectángulos de bases -fi, -\/§, -n/; cuyo lado menor es igual a la uni-
dad. Es decir, sus proporciones son -N/,	 -\/.

Vamos a determinar la proporción del rectángulo recíproco del prime-
ro de la serie, del rectángulo
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Los rectángulos ABCD y MNCD son recíprocos. Igual podemos decir
del ABCD y ABNM.

Los triángulos marcados son semejantes ya que sus ángulos son iguales.

¿Qué proporción guardan los catetos de estos dos triángulos rectángulos?

AD AB 
Si comparamos lados homólogos vemos que:

DC MD

Si sustituimos los valores que conocemos, podemos escribir que:

Nh. 1

o, lo que es lo mismo:

1
x = --,=

N/ 2

Racionalizando, se obtiene:

N/2
x=

2

Así pues, un rectángulo de proporción N/2 se descompone en dos rec-
tángulos recíprocos iguales de proporción:

lado mayor 	 1 

lado menormenor ..12/
2

Proporción que vuelve a ser:

2	 22 	 /—
	 N/ 2

Luego, del rectángulo de proporción N/2 se obtienen dos rectángulos
recíprocos de la misma proporción. Este es el fundamento de los formatos
que usamos para el papel en la serie DIN_A: duplicando por el lado menor (o
dividiendo a la mitad por el lado mayor) un formato se obtiene el que le si-
gue (o el anterior).
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Consideremos ahora el siguiente rectángulo de la serie; es decir, el Vj.

Un heurístico que debe ser una herramienta básica en la resolución de
problemas consiste en estudiar un caso particular e intentar ir generalizando
progresivamente para ver hasta dónde puede llegarse. Así, la siguiente pre-
gunta que puede hacer es: ¿Cuántos rectángulos recíprocos iguales podemos
obtener del rectángulo de base lij?

En general, ¿qué podemos decir de la proporción de los rectángulos
recíprocos de un rectángulo VTI?

Siguiendo un camino análogo al hecho antes, se deduce fácilmente
que un rectángulo de proporción -‘/Tt se descompone en n rectángulos recí-
procos iguales de proporción:

lado mayor	 1

lado menor -\171

Proporción que, racionalizando, vuelve a ser:

n
= 	 = 	 =

Vn Vn \in	 n

ja conclusión: Los rectángulos recíprocos tienen la misma propor-
ción que el original.

2.' conclusión: Racionalizar es importante.

Una vez resuelto el caso general, se puede aplicar de nuevo el re-
sultado obtenido para casos particulares en una actividad deductiva de
"nivel 2".

¿Qué sucede con los rectángulos recíprocos internos de los áureos?
Además de permitir el crecimiento de un diseño en armonía estética (como
sucede con las tarjetas de crédito y las libretas de ahorro que mostraba ante-
riormente), en Arquitectura es frecuente su uso para dividir interiormente es-
pacios tanto en plantas como en alzados de edificios. Entre otros, Le Corbu-
sier diseñó se este modo muchos de sus edificios (Sede de las Naciones
Unidas en New York, Villa Garches en Paris, etc.) Pero vamos ahora a avan-
zar un poco más. Supongamos que el lado menor del rectángulo áureo es
igual a la unidad y que, por tanto, el mayor será e.
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1. 0 Apoyando el compás en el vértice superior izquierdo y, tomando
con él la distancia del lado menor, se marca sobre el lado mayor.
Se obtiene un punto que permitirá dividir el rectángulo áureo en
un cuadrado de lado unidad y otro rectángulo.

2.° ¿Qué proporción hay ente los lados del rectángulo determinado
en el punto anterior?

Su lado mayor es ahora la unidad, mientras que el menor será

igual a c1-1.. Por tanto, su proporción será igual a
1	 1 =  2

que es igual a:
(1)-1

2

2	 2(,R- +1)	 2(,g +1)
	  = racionalizando = 	

—1	 (,15 —1)(Ng +1) er

y simplificando queda:

_ 2(+1) 2(,g+1) _ Ng+1
_ 0) 2 —	 52 _12 —	 4	 2

que es el número de oro. En conclusión, se trata de otro rectán-
gulo áureo.

3.° ¿Será el recíproco del primero? Sí.

4.° Procediendo de igual forma sobre el rectángulo recíproco obteni-
do, se obtiene otro recíproco del anterior y, así,... ¡podríamos lle-
gar a obtener un punto!

5.. Tomando los lados de los cuadrados que sucesivamente han ido
determinándose, podemos dibujar arcos de circunferencias y
construir una espiral conocida como espiral de Durero.

Obsérvese que, de hecho, los cocientes entre el radio de un arco y el
del que se le yuxtapone es siempre (I).

Metodología y aplicaciones de las Matemáticas en la E.S.O.

5 )2 _ (l)2
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De nuevo, conviene sacar algún uso social de estos resultados.

A modo de curiosidad, y para hacer que la intuición se desarrolle pos-
teriormente, el ejercicio propuestos con las tarjetas de crédito y la libreta de
ahorro ya tiene respuesta.

Además, nos da un criterio para comprobar cuándo un rectángulo es
áureo porque sólo ellos tienen la propiedad de yuxtaposición (en la forma en
que lo hemos hecho con las tarjetas) y determinar un rectángulo áureo mayor
(la libreta).

Los rectángulos recíprocos internos son usados en el diseño interior
de nuestras viviendas para realizar las divisiones de pasillos y habitacio-
nes de modo que los espacios resultantes presenten cierta armonía entre
si. Por tanto, una actividad de gran interés para el alumnado consiste en
proponerles que, sobre el plano de su vivienda, tracen los rectángulos re-
cíprocos internos al mayor que pueda dibujarse determinando toda la su-
perficie.

oc..,

E
C.)

E
o
o
a>

E
c_)o
o

o'0

C-.7)oo

•
a.>

Q)

.‹z

201



Metodología y aplicaciones de las Matemáticas en la E.S O.

La espiral de Durero aparecer en la Naturaleza y vuelve a ser utilizada
en el mundo de Velázquez para crear el movimiento de la luz que entra por la
ventana y acaba en la paleta del pintor en Las meninas:

En lo que sigue, eludiré la tipificación de las actividades con objeto de
agilizar mi propuesta. Cada cual podrá determinar el nivel de las actividades
que se plantean, su entronque histórico y cultural así como su utilidad social.

II. Buscando la complicidad del alumnado para realizar juntos, de la
mano, la apasionante aventura de su aprendizaje

Miguel de Guzmán, en Cuentos con cuentas (Lábor, 1984) sostiene
que el juego y la belleza están en el origen de una gran parte de las Matemá-
ticas. Provocan diversión y satisfacción en muchas personas, no sólo en ma-
temáticos. Las Matemáticas se convierten así en un reto, un desafio en el que
sólo ha de pensarse bien. Es evidente la enorme importancia que tiene el que
los miembros de cualquier sociedad libre (y es importante este calificativo)
piensen bien. También lo es que el aprendizaje de las Matemáticas contribu-
ya, especialmente, a ello. Sin embargo, aunque es frecuente oír la defensa
desde esta óptica de la necesidad de explicar ciertos contenidos curriculares,
los resultados obtenidos a lo largo de arios y años indican, claramente, que
tal objetivo no sólo no se alcanza sino que ni siquiera se llegan a leves apro-
ximaciones del mismo.

Así, actividades basadas en juegos son ideales para interesarles y pro-
vocar su curiosidad. Trenes que van de Madrid a Bilbao o al revés, que hacen
paradas absurdas, etc. no provocan más que aburrimientos y el desarrollo de
la creencia de que las Matemáticas que están aprendiendo son completamen-
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te inútiles. ¿Qué tal esta otra para adivinar tanto la edad como el número de
calzado de una persona?

ribe tu !íúmer	 (lo

Iltiplicalo por

ulula por :Su

,ltado el número 1753

Resta al valor obtenido el año de tu nacimiento

Si se hace, se obtiene un número de cuatro dígitos. Los dos primeros
coincidirán con el número de calzado, los dos últimos con la edad que se
cumplirá (o se ha cumplido ya) en el ario en curso.

Evidentemente, la pregunta es: ¿por qué? Y la respuesta exige un
planteamiento del problema que implica el uso de "letras" y la escritura poli-
nómica de un número que está dado en el sistema decimal. Haciendo este
planteamiento, se comprueba la necesidad del número 1.753 y que sólo es
válido si el juego se hace en el ario 2003, resultado de 250+1.753 (si se plan-
tea algebraicamente el problema, se comprueba fácilmente que hay que su-
mar ambas cantidades). Para cada ario que pase hay que incrementarlo en
una unidad (por ejemplo, para el ario 2004 el número será 1.754). Ejercicios
como éste permiten pasar de la Aritmética a la Aritmética Generalizada
como paso previo al Álgebra; del uso unidireccional del signo igual al bidi-
reccional.

Hay gran variedad en la amplia oferta existente de juegos en libros que
todos conocemos. El citado autor, Miguel de Guzmán, además de la obra an-
tes citada, tiene otros libros sobre este tema de gran interés: Aventuras ma-
temáticas (Labor, 1986) y Para pensar mejor (Labor, 1991). Las Diversio-
nes matemáticas, de Rodríguez Vidal (Reverte, 1983) o el más reciente de
Lluís Segarra, Enigmática (Círculo de Lectores, 2001) y sobre todo, El
hombre que calculaba, de Malba Tahan (Verón, 1972) contienen proble-
mas que son clásicos en el tema. ¿Por qué no utilizarlos en clase si el éxito
está asegurado?
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HL Seduciéndoles. La Geometría es una excelente musa para
conseguirlo "explicando" la belleza del mundo que nos rodea

Desde hace demasiado tiempo venimos hablando sobre la necesidad
de introducir la Geometría sintética, primero, en la formación del profeso-
rado (y son muchos los cursos impartidos con esta finalidad) y, segundo, en
la clase. Desgraciadamente los hechos nos demuestran que aún no lo hemos
conseguido. Se sigue abusando de métodos como el trigonométrico o el de
las coordenadas como únicos recursos para resolver problemas geométri-
cos. La geometría tridimensional suele estar ausente en el aprendizaje del
alumnado. El desarrollo de la visión espacial, tan necesaria porque, entre
otras razones, no vivimos en Plan ilandia, está prácticamente ausente en la
enseñanza. Por otro lado, es tan apasionante el análisis geométrico de nues-
tro mundo que me resulta inconcebible que no se haga. Además, es tan fácil
que no hay más que mirar a nuestro alrededor para poder "viajar" hasta
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donde se desee sin dificultad. Eso sí, hay que saber colocarse esas "gafas"
con las que "ver" los diferentes modelos geométricos que están al alcance
de nuestra mano. ¿Viajamos desde Granada a Barcelona? ¿Desde la
Alhambra a la Diagonal? Mosaicos regulares o semirregulares para decorar
el plano o para urbanizar una ciudad. La propuesta es tan atrayente como
útil y fácil de realizar.

Formas planas y tridimensionales, medidas de sus longitudes, ángulos,
áreas y volúmenes (no necesariamente mediante el uso de fórmulas), análisis
de sus propiedades (proporción, simetría, isoperímetros, anchura constante,
etc.) y resolución de problemas aplicando heurísticos, procedimientos y mé-
todos (trigonométricos, de transformaciones, de lugares geométricos y de
coordenadas), permiten explicar el mundo en el que vivimos: la Tierra y el
Universo, a nivel microscópico —cristales, modelos atómicos, etc.— y ma-
croscópico —geometrías, en general, astronomía, geodésicas, la hora, mapas
y atlas, etc.—, o a escala humana —proporción y simetría de seres animales y
vegetales, etc.— o las formas construidas por las personas que han permitido
el desarrollo de las diferentes culturas —polígonos y poliedros, curvas y su-
perficies, etc.—.

La geometría de figuras y transformaciones basada en el uso de coor-
denadas, como la del ejercicio propuesto al comienzo, no es inicialmente for-
mativa porque, entre otras razones, "se pierde de vista" el problema y se con-
vierte en un ejercicio de cálculo sin más.

IV. Sorprendiéndoles. Sin su atención nada puede hacerse

La medida rigurosa de la incertidumbre es el otro frente abandonado
en la mayoría de las clases de Matemáticas.

La construcción del concepto de probabilidad se reduce a la aplicación
de la ley de Laplace: número de casos favorables entre el de posibles. ¿Por
qué no experimentar? Una actividad que apasiona al alumnado es "jugar"
con laberintos como éste.

Estos 12 conejitos desean comer la zanahoria que hay en el lado
opuesto de la entrada al laberinto. No pueden ir por el camino que quieran,
tienen que lanzar un dado y si sale 1 o 2 se desplazan a la casilla A; si obtie-
nen 3 o 4, son comidos directamente por el zorro; y, por último, si el dado
marca 5 o 6, se comen inmediatamente la zanahoria. Si llegan a la casilla A,
lanzarán otra vez el dado y si la puntuación obtenida es par se come la za-
nahoria, pero si es impar irá a la casilla B. Si llega a esta última casilla, vol-
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¡Qué poco hemos experimentado realmente a pesar de haber realizado
cientos de ejercicios de dados, monedas, ruletas, etc.! ¿Y urnas con bolas?,

C_D ¿habremos sacado "sin hacerlo" bolas de todo color, con y sin reemplaza-
miento, para saber qué probabilidad de éxito había? Por experiencia, tam-
bién sabemos las dificultades que encuentra el alumnado en estos ejercicios.

CL)	 Pero, en general, nos olvidamos de lo fundamental: la capacidad de simular(,)
situaciones reales desde las que puede provocarse la conjetura y dar pie a la
construcción del conocimiento matemático. La existencia de 30 estudiantes,
o más, en una clase puede posibilitar la obtención de un número elevado de
resultados en una experimentación. Así, por ejemplo, si cada estudiante
cuenta con una bolsa opaca (lo ideal es que en clase haya equipos de son-
deos) en la que hay 3 bolas rojas, 5 azules y 1 blanca, se les pide que saquen
al azar una bola, anoten su color y la devuelvan a la bolsa y que, de este
modo, realicen 50 extracciones cada uno. Después, quedarán interesados al
comprobar que pueden hallar la proporción de bolas de cada color que hay
en la bolsa. Es una buena introducción a la Teoría de muestras. En diferentes
cursos de formación del profesorado he podido observar la sorpresa de mu-
chos al comprobar que la Ley de los grandes números "es cierta". El sorpren-
dido, entonces, era yo.

verá a lanzar el dado y si sale par será comido por el zorro, mientras que si
sale impar se comerá la zanahoria. ¿Qué posibilidad tiene cada uno de los 12
conejitos de comerse la zanahoria?, ¿y si fuesen 1.000?, ¿y 100.000?
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La probabilidad, reducida al cálculo con expresiones simbólicas y uso
de leyes meramente algebraicas con espacios sin significado en los que los
sucesos elementales se reducen a "un conjunto abstracto", no tienen sentido
educativo alguno. Sin embargo, en la sociedad actual hay multitud de apues-
tas (bonoloto, primitiva, quinielas, dados, ruletas, etc.) que exigirían que el
sistema educativo realizase una labor formativa de gran calado.

V. Haciendo que "en clase sea normal lo que en la calle es normal"

Las reflexiones que en estas páginas se muestran pretenden reflejar la
conferencia que impartí en Ávila el 4 de julio de 2003 y que fue organizada
por el Instituto Superior de Formación del Profesorado del Misterio de Edu-
cación, Cultura y Deporte. Y nada mejor que utilizar las palabras que ya son
históricas del abulense Adolfo Suárez para manifestar que aún hay un eleva-
do número de profesores y profesoras de Matemáticas que se resisten al uso
de la calculadora y el ordenador en clase. El argumento siempre es el mismo:
"de este modo (es decir, usando la calculadora o el ordenador) no sabrán ni
sumar". De este modo, las clases de Matemáticas no tienen credibilidad. Na-
die rehúsa una calculadora u ordenador en la vida corriente. Es más, cual-
quier profesional o empresa viene apostando, claramente, como serial de
competitividad por las TIC. No usarlas supone, además de volver a las caver-
nas didácticamente hablando, la pérdida de una herramienta fantástica de ex-
perimentación en clase y no sólo de cálculo potente.

En los puntos anteriores he presentado actividades de Números,
Álgebra, Geometría y Azar. Para completar los bloques curriculares, faltan
las Funciones y será en éste el lugar destinado a ello. Pero no sólo por el
uso de las TIC en la clase de Matemáticas, sino por otras dos razones más:
la importancia de utilizar cada una de las herramientas disponibles dentro
del contexto adecuado y con el soporte que la Didáctica de las Matemáticas
pueda ofrecer.

El título que elegí para mi intervención ¿Aserejé o construcción del
conocimiento matemático? quedó justificado antes, pero sin mostrar una al-
ternativa. ¿Acaso no hay que introducir el concepto de continuidad local en
las enseñanzas no-universitarias? Decididamente, si. En el contexto educati-
vo marcado por el Bachillerato es necesario usarlo pero no a modo de asere-
jé. Veamos. Hay personas que se preocupan de investigar acerca de la forma
en que se aprende, determinando las dificultades que surgen durante el pro-
ceso en función de una serie de parámetros que en cada caso se fijan. Por
ejemplo, en el ario 1988, C. Gaulin, de la Université Laval, Québec, Canadá,
dirigió una investigación a Habiba El Bouazzaoui, profesora de Le Ecole
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Normale Supérieure, Rabat, Marruecos, con la que ésta alcanzó el grado de
doctora que se titulaba Conceptions des élèves et des professeurs ei propos de
la notion de continuité d'une fontion. En ella se determinaron las diferentes
concepciones que existen en el alumnado acerca de la noción de continuidad
(simple), y se dio la clasificación siguiente:

CA primitiva, global/implícita, de carácter protomatemático
CB geométrica, global/geométrica, de carácter protomatemático
CC euleriana, global/aritmética, de carácter paramatemático
CD de Cauchy, local/aritmética, de carácter matemático
CE de Weierstrass, local/aritmética, de carácter matemático
CF de Baire, local/aritmética, de carácter matemático
CG topológica, local/topológica, de carácter matemático

Mediante la educación se debe ir avanzando desde la primera hasta la
última progresivamente. Es decir, CA—>CB—>CC--->CD—>CE—>CF—>CG.

¿Quiénes hemos actuado con tal grado de perfección a la hora de ex-
plicar este tema? Creo, sin temor a equivocarme, que casi nadie. Y no es sólo
por el desconocimiento de tal investigación, sino por el hecho de no cuestio-
narse nada acerca del contexto en el que se está explicando. Utilizamos el
asereje como lo más natural del mundo en la concepción de Cauchy:

Definición formal de continuidad local según Cauchy

Dado un e,> O, existe un b(e) tal que /x — ¿ï/<ô entonces
/f(x) — f()/< e

Evidentemente, el contexto en el que puede enseñarse esta concepción
es el propio de una licenciatura de Matemáticas y no el Bachillerato. Enton-
ces, ¿qué hacer?, ¿no debe enseñarse esta noción fuera de la Universidad?
Veamos. También hay quienes investigan para dar una propuesta creativa de
enseñanza. En el ejemplo que nos ocupa, P. Pérez Carreras, Universidad Po-
litécnica de Valencia, dirigió en 1999 una investigación a Pedro Campillo
Herrero, de la Universidad de Murcia, con la que éste alcanzó el grado de
doctor, que se titulaba La noción de continuidad desde la óptica de los nive-
les de Van Hiele, en la que puede encontrarse un tratamiento adecuado para
el Bachillerato:

Nueva propuesta

Para cualquier par de rectas horizontales equidistantes del punto a
podemos encontrar un trozo de curva controlado.
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La equivalencia entre ambas definiciones es la siguiente:

e >0 con un par de rectas horizontales
a con un punto
(5(e) tal que x —	 (5 con un trozo de curva
/f(x)— f(i)/< e con controlado

Hay que decir que la investigación no sólo arroja este resultado, sino
que suministra los descriptores que permiten determinar el nivel de pensa-
miento —dentro del modelo Van Hiele (Van Hiele D., Van Hiele's levels,
Mathematics Teacher 81, 1981)— de una persona cuando se enfrenta a la no-
ción de continuidad local según Cauchy. Así mismo, todo el estudio de casos
seguido en la investigación se apoya en el uso del software Derive. A quie-
nes les interese el tema, pueden comunicar depmatgupvnet.epv.es .

En este caso, el contexto en el que puede producirse aprendizaje no es
sólo el que se deriva del currículo sino que exige un contexto físico escolar
adecuado, ya sea el aula de ordenadores o la tele formación.

Por último, si la noción de continuidad local según Cauchy (o cual-
quier otra de carácter matemático) no se contextualiza dentro de su uso so-
cial, a pesar de todas las investigaciones antes dichas, debería ser eliminada
del currículo de Matemáticas en el Bachillerato. Es decir, en la Enseñanza
Obligatoria y en el Bachillerato, cualquier tema debe tener un interés social
inmediato que justifique el que un chico o una chica deba estudiarlo porque,
de lo contrario, entramos sólo en aquello de los filtros de selección social y
no en la razón principal del sistema educativo que es la de incorporar a la so-
ciedad ciudadanos y ciudadanas de modo que sean capaces de desenvolverse
en ella desde el conocimiento de dichas claves y la asimilación de los valores
que la definen.

EPÍLOGO. TRES RAZONES PARA ENSEÑAR
Y ESTUDIAR MATEMÁTICAS

Todo lo dicho sólo pretende provocar la reflexión acerca de los estilos
más frecuentes que podemos observar en la actuación del profesorado de
Matemáticas, en general, y que creo es necesario adaptarla a las exigencias
de nuestra sociedad; a una sociedad en la que hay formas de vida nuevas,
nuevos conocimientos y herramientas tecnológicas, nuevos órdenes sociales,
la multiculturalidad es un hecho imparable y la sostenibilidad del entorno
una exigencia inaplazable. La Educación Matemática no es sino una pieza
más para la formación de personas que han de incorporarse con posterioridad
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al conjunto de la ciudadanía, con todo lo que esto conlleva; pero es una pieza
muy importante, por lo que merece la pena la realización de un gran esfuerzo
por parte de todos, profesorado y administraciones educativas, en la puesta al
día de quienes se encargan de enseriar Matemáticas, incidiendo tanto en la
formación inicial del profesorado como en la permanente, en las facultades
de Ciencias de la Educación y en las de Matemáticas, desde los Centros del
Profesorado hasta el Instituto Superior de Formación del Profesorado del
MECD.

En todas las culturas y en todos los tiempos modernos, las Matemáti-
cas han ocupado un lugar predominante en los currículos escolares. Han al-
canzado este protagonismo no tanto por la importancia que tienen en si mis-
mas como por razones de tipo cultural y social. Es tal la importancia lograda
que prácticamente se enserian en todas las escuelas del mundo.

Tradicionalmente han existido dos razones básicas para enseriar Mate-
máticas:

a) Su facultad para desarrollar la capacidad de pensamiento.

Luis Vives, s. XVI, ya señaló que "son una asignatura para mani-
festar la agudeza de la mente". En el momento actual se sabe que
su incidencia en el desarrollo de la capacidad de razonamiento de
una persona depende del modo en que se enserien (Cockcroft,
Las Matemáticas sí cuentan, MEC 1985).

b) Su utilidad, tanto para la vida cotidiana como para el apren-
dizaje de otras disciplinas necesarias para el desarrollo perso-
nal y profesional.

La facultad de predecir de las Matemáticas es utilizada a diario a ni-
vel vulgar: qué supondrá, aproximadamente, la compra que estoy realizando,
cuál será la superficie de tal o cual habitación para saber qué muebles he de
elegir para su decoración, cómo evolucionará una hipoteca a partir de unas
condiciones iniciales, qué gasolina gastaremos en un viaje, etc. En otro nivel,
también se han dado a lo largo de la Historia situaciones conocidas por todos
en las que un matemático predijo algún hecho insólito. Por citar sólo un caso,
y aunque esta predicción a la que voy a referirme no está al alcance de cual-
quiera, recordaré la del algebrista John Couch Adams, quien con lápiz y pa-
pel, demostró en 1846 la existencia de Neptuno a partir de las alteraciones
sufridas en la órbita de Urano por "un elemento extraño"; señaló las coorde-
nadas del objeto que alteraba la órbita y a los expertos sólo les quedó enfocar
sus telescopios.
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"Las Matemáticas parecen poseer el asombroso poder de expli-
car cómo fiincionan las cosas, por qué son como son y qué nos
revelaría el universo si fuésemos capaces de escuchar". (Cole, El
universo y la taza de té. Las matemáticas de la verdad y la be-
lleza, Ediciones B, 1999). Esto entronca de lleno con el pensa-
miento griego ya que explicaron un mundo relativamente senci-
llo, y ahora se ocupan de hacerlo con otro más complejo.

Son, pues, una herramienta de gran utilidad para predecir, expli-
car y representar todo lo que nos rodea.

Actualmente, cabe considerar dos razones más:

c) Si nos salimos de su aplicabilidad en tareas cotidianas, no es me-
nos cierto que existe una razón de orden práctico para su presen-
cia en la formación de personas, a muy distinto nivel: son necesa-
rias para desarrollar habilidades laborales y dar respuesta a
cuestiones científicas y tecnológicas. Desde este punto de vista,
y puesto que afectan a los conocimientos esenciales para la prác-
tica ciudadana responsable y efectiva, surge el llamado "enfoque
cultural" de la enseñanza de las Matemáticas que pasa, necesaria-
mente, por enseñarlas en contextos sociales de interés para quie-
nes han de aprenderlas.

d) Las Matemáticas como medio de comunicación.

Comenta Carl Sagan en Cosmos (Planeta, 1982) que hay un len-
guaje común para todas las civilizaciones técnicas, por muy diferentes
que sean, y éste es el de la ciencia, en general, y el de las Matemáticas, en
particular. La razón está en que las leyes de la Naturaleza son idénticas en
todas partes. Al pensar sobre este aspecto tan interesante, vienen a nuestra
mente imágenes de ecuaciones, símbolos y figuras que están escritos en
un lenguaje universal utilizado en cualquier parte del mundo. Este carác-
ter que tiene de metalenguaje es lo que realmente ha hecho que el lengua-
je matemático sea el lenguaje de las ciencias y la tecnología. En Viaje de
la Tierra a la Luna, obra de Julio Verne que se publicó en 1865 (Euroli-
ber, 1990) se dice que una forma de comprobar si los selenitas eran inteli-
gentes consistía en que, una vez que se produjese el encuentro, había que
dibujarles "el molino de viento" (en alusión a la demostración del teore-
ma de Pitágoras) y comprobar si lo reconocían. Quizá sea por ello por lo
que las naves exploratorias Voyager, que desde 1977 buscan vidas inteli-
gentes fuera de nuestro planeta, llevan ejemplos de Matemáticas en la in-
formación sobre la vida en la Tierra.
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Pero este aspecto es evidente, por lo que conviene salir del ámbito
científico para ver cómo se utilizan los conceptos matemáticos para comuni-
car ideas y sentimientos. Quienes mejor comunican, y han comunicado siem-
pre, son los escritores y, en general, los artistas. En este mundo, las Matemá-
ticas siempre han estado presentes. Por ejemplo, es consustancial al ser
humano el pensamiento sobre el infinito. A modo de ejemplo, diré que J.L.
Borges realizó dos ensayos, La perpetua carrera de Aquiles y la tortuga y

Avatares de la tortuga (Alianza, 1995) en los que fabuló sobre las parado-

jas y el infinito, tema que forma parte de El jardín de senderos que bifur-
can (Alianza, 1992), de Otras inquisiciones (Alianza, 1989) o de El libro

de arena (Alianza, 1995) donde escribe:

"La linea consta de un número infinito de puntos; el plano de un número infi-
nito de lineas; el volumen, de un número infinito de planos; el hipervolumen,
de un número infinito de volúmenes... No, decididamente no es éste, more
geométrico, el mejor modo de iniciar mi relato."

Aunque, desde mi punto de vista, es en La Biblioteca de Babel
(Alianza, 1992) donde expresa aspectos esenciales de la matemática
transfinita para poner de manifiesto, en un ejercicio de audacia e inteli-
gencia (todos hemos bromeado diciendo que mientras el infinito no está
presente, aún no estamos haciendo Matemáticas), la grandeza y, a la vez,
la pequeñez del ser humano que puede construir en su mente un mundo
perfecto e irreal en el sus malas acciones llegan a tener repercusiones infi-
nitesimales y, por tanto, intrascendentes en este mundo infinito. Conside-
ra el narrador que la Biblioteca es infinita y se plantea la existencia del
catálogo de catálogos. Evidentemente, nos recuerda a Georg Cantor

(1845-1918) cuando, en boca de Russell, definió un conjunto infinito: Un
conjunto de términos es infinito cuando contiene como partes otros con-
juntos que tienen tantos términos como él.

Para finalizar esta breve excursión por este universo borgiano, recor-
daré que en la obra se alude a que unas personas han destruido los anaqueles
de la Biblioteca ante lo cual el narrador alude a la inutilidad de tal hecho, ya
que la Biblioteca es tan enorme que toda reducción de origen humano resulta
infinitesimal ya que, al ser la Biblioteca infinita, existe un teorema que afir-
ma que la diferencia entre un conjunto infinito —los libros de la Biblioteca— y
cualquiera de sus partes finitas —los destruidos por un número finito de per-
sonas han de formar un conjunto finito— es un conjunto infinito.

No es este el momento de seguir poniendo de manifiesto el uso de las
Matemáticas en las diferentes artes. Baste, pues, con lo dicho para la Lite-
ratura.

212



Rafael Pérez Gómez

El Proyecto P.I.S.A. 2000 (Programa Internacional para la Evalua-
ción de los Resultados del Alumnado) se dice:

En la sociedad moderna, la necesidad apremiante de desarrollar una ciuda-
danía que esté formada matemática, científica y tecnológicamente es muy si-
milar a los antiguos argumentos para el logro de niveles básicos de compe-
tencia de lectura y escritura en los adultos; (..) y la formación básica
matemática y científica "convierte a los individuos en menos dependientes de
los demás, de modo que los procesos democráticos, los valores sociales y las
oportunidades individuales no llegan a ser dominados por las élites ilustra-
das" (Krugly-Smolska, 1990).

En la misma línea argumental, Martín Rees, astrofisico que se ha man-
tenido en la vanguardia de los debates cosmológicos, afirma que en la actua-
lidad es obvio que existe una separación importante entre quienes se desen-
vuelven bien con las matemáticas y quienes no en una referencia a la
necesidad del conocimiento matemático para el desarrollo de las personas
dentro de la sociedad actual en la que existe una cultura emergente, conocida
con La Tercera Cultura (Tusquets Editores, 1996), que no hace distinción
entre "letras y ciencias".

Todos los argumentos convergen en la necesidad de desarrollar el pen-
samiento matemático entre nuestro alumnado.

Por tanto, como idea fundamental para la clase de Matemáticas, no de-
bemos olvidar que la Educación Matemática implica tanto el desarrollo de
destrezas, procedimientos y métodos propios de las Matemáticas, como el
estímulo de procesos de pensamiento matemático que fomenten en el alum-
nado su capacidad de análisis, de razonamiento y de expresión, que les facul-
te para preguntar y hacerse preguntas ante situaciones problemáticas.

Ya sé que hay buena parte del profesorado muy desmotivado y que es-
tas reflexiones mías les serán poco seductoras, pero no puedo por más que
manifestar mis pensamientos en la creencia de que ahora, más que nunca,
nuestro papel como profesor o profesora de Matemáticas es sumamente ne-
cesario, y puede hasta resultar crucial, en la formación de ciudadanos y ciu-
dadanas desarrollando su talento matemático y puede que, ojalá en algunos
casos, despertando el genio matemático que algunos llevan dentro.

Que es posible hacerlo no me cabe la menor duda, que sepamos cómo
hacerlo tampoco, pero que estemos dispuestos a hacerlo...
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EDICIONES DEL INSTITUTO SUPERIOR DE FORMACIÓN
DEL PROFESORADO

Subdirección General de Información y Publicaciones
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El Instituto Superior de Formación del Profesorado tiene como objeti-
vo impulsar, incentivar, financiar, apoyar y promover acciones formativas
realizadas por las instituciones, Universidades y entidades sin ánimo de lu-
cro, de interés para los docentes de todo el Estado Español que ejercen sus
funciones en las distintas Comunidades y Ciudades Autónomas. Pero, tan
importante como ello, es difundir, extender y dar a conocer, en el mayor nú-
mero de foros posible, y al mayor número de profesores, el desarrollo de es-
tas acciones. Para cumplir este objetivo, el ISFP pondrá a disposición del
profesorado español, con destino a las bibliotecas de Centros y Departamen-
tos, dos colecciones, divididas cada una en cuatro series.

Con estas colecciones, como acabamos de señalar, se pretende difun-
dir los contenidos de los cursos, congresos, investigaciones y actividades que
se impulsan desde el Instituto Superior de Formación del Profesorado, con el
fin de que su penetración difusora en el mundo educativo llegue al máximo
posible, estableciéndose así una fructífera intercomunicación dentro de todo
el territorio del Estado.

La primera de nuestras colecciones se denomina Aulas de Verano,
y pretende que todo el profesorado pueda acceder al conocimiento de las
ponencias, que se desarrollan durante los veranos en la Universidad Inter-
nacional Menéndez Pelayo de Santander, en los cursos de la Universidad
Complutense en El Escorial, en los de la Universidad Nacional de Educa-
ción a Distancia en Al vila y en los de la Fundación Universidad de Verano
de Castilla y León en Segovia. En general, esta colección pretende dar a
conocer todas aquellas actividades que desarrollamos durante el período
estival.

Se divide en cuatro series, dedicadas las tres primeras a la Educación
Secundaria (la tercera a F.P.), y la cuarta a Infantil y Primaria.
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Colección Aulas de Verano, que se identifica
con el color "bermellón Salamanca"

• Serie "Ciencias"
	

Color verde

• Serie "Humanidades"
	

Color azul

• Serie "Técnicas"
	

Color naranja

• Serie "Principios"
	

Color amarillo

La segunda colección se denomina Conocimiento Educativo. Con
ella pretendemos difundir las investigaciones realizadas por el profesorado
o grupos de profesores, el contenido de aquellos cursos de verano de carác-
ter más general y dar a conocer aquellas acciones educativas que desarrolla
el Instituto Superior de Formación del Profesorado durante del ario acadé-

mico.

La primera serie está dedicada fundamentalmente a investigación di-
dáctica y, en particular, a las didácticas específicas de cada disciplina; la se-
gunda serie se dirige al análisis de la situación educativa y estudios genera-
les, siendo esta serie el lugar donde se darán a conocer nuestros Congresos
ENCLAVE DE CALID@D; la tercera serie, "Aula Permanente", da a co-
nocer los distintos cursos que realizamos durante el período docente y el
contenido de los crusos de verano de carácter general, y la cuarta serie, como
su nombre indica, se dedica a estudios, siempre desde la perspectiva de la
educación, sobre nuestro Patrimonio.

Colección Conocimiento Educativo, que se identifica
con el color "amarillo oficial"

• Serie "Didáctica"
	

Color azul

• Serie "Situación"
	

Color verde

• Serie "Aula Permanente"
	

Color rojo

• Serie "Patrimonio"
	

Color violeta

Estas colecciones, como hemos señalado, tienen un carácter de difu-
sión y extensión educativa, que prestará un servicio a la intercomunicación,
como hemos dicho también, entre los docentes que desarrollan sus tareas en
las distintas Comunidades y Ciudades Autónomas de nuestro Estado. Pero,
también, se pretende con ellas establecer un vehículo del máximo rigor cien-
tífico y académico en el que encuentren su lugar el trabajo, el estudio, la re-
flexión y la investigación de todo el profesorado español, de todos los nive-
les, sobre la problemática educativa.
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Esta segunda función es singularmente importante, porque incentiva
en los docentes el imprescindible objetivo investigador sobre la propia fun-
ción, lo que constituye la única vía científica y, por tanto, con garantías de
eficacia, para el más positivo desarrollo de la formación personal y los
aprendizajes de calidad en los niños y los jóvenes españoles.

Índices de calidad de las publicaciones:

Los programas de publicación son aprobados por una comisión
compuesta por el Director del Instituto Superior de Formación del Pro-
fesorado, la Directora de Programas y la Directora de Publicaciones del
Instituto Superior de Formación del Profesorado y los Directores (o
persona en quien deleguen) del Servicio de Publicaciones del Ministe-
rio de Educación y Ciencia.
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NORMAS DE EDICIÓN
DEL INSTITUTO SUPERIOR DE FORMACIÓN DEL PROFESORADO:

• Los artículos han de ser inéditos.
• Se entregarán en papel y se añadirá una copia en disquete o CD con formato

Word
• Los autores deben dar los datos personales siguientes: referencia profesional,

dirección y teléfono personal y del trabajo y correco electrónico.
• Hay que huir de textos corridos y utilizar con la frecuencia adecuada, epígra-

fes y subepígrafes que aparezcan distribuidos en el texto, al menos, en cada
doble página.

• Debe haber, al principio de cada artículo, un recuadro con un indice de los te-
mas que trata el mismo y que debe coincidir con los epígrafes y subepígrafes
del apartado anterior.

• Cuando se reproduzcan textos de autores, se entrecomillarán y se pondrán en
cursiva.

• Al citar un libro, siempre debe aparecer la página de la que se toma la cita,
excepto si se trata de un comentario general.

• Se deben adjuntar fotografías, esquemas, trabajos de alumnos,... que ilustren
o expliquen el contenido del texto.

• Al final de cada artículo, adjuntará la lista de la bibliografía utilizada.
• La bibliografía debe ser citada de la siguiente manera: apellido/s (con ma-

yúsculas), coma; nombre según aparezca en el libro (en letra corriente), pun-
to; título del libro en cursiva, punto; editorial, punto; ciudad de edición, coma
y fecha de publicación, punto.

CENTRAL DE EDICIONES DEL INSTITUTO SUPERIOR
DE FORMACIÓN DEL PROFESORADO

• Dirección y coordinación (I.S.F.P.):
Paseo del Prado, 28, 6. planta. 28014. Madrid. Teléfono: 91.506.57.17.

• Suscripciones y distribución:
Instituto de Técnicas Educativas. C/ Alalpardo s/n. 28806. Alcalá de Henares.
Teléfono: 91.889.18.54.

• Puntos de venta:
— Ministerio de Educación y Ciencia. C/Alcalá, 36. Madrid.

— Subdirección General de Información y Publicaciones del Ministerio de Educa-
ción y Ciencia. C/ Juan del Rosal s/n. Madrid.
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