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INTRODUCCION

Elena Veiguela Martine:z

Consejera Técnica del Programa de NTI y de la Comunica-
ciédn.

El proceso de formacién del profesorado due
introducird experimentalmente 1las Nuevas Tecnologias
de la Informacidén en los Centros de Ensefianza Basica y
Media, ha sido diseflado de forma tal que, una vez
realizado el «curso de Iniciacién a 1la Informatica
Educativa (ININ), los profesores procedan a diseflar un
plan de trabajo para iniciar las experiencias en las
aulas Y realicen aquellos cursos monogrdficos
necesarios para profundizar en las posibilidades del
ordenador como medio diddctico. Para ello atenderan
preferentemente a aquellas dreas del conocimiento vy
herramientas apropiadas, en las que deseen trabajar
con sus alumnos con la ayuda de este medio.

Estos cursos monogrdficos aportan gran cantidad de
aplicaciones didéacticas vy se configuran como un
paquete de recursos que profundiza y amplia las
posibilidades educativas de las distintas herramientas
informaticas que se introducen en el curso de
iniciacién. Los paquetes de recursos de los cursos
monograficos sobre LOGO, PROCESADORES DE TEXTOS vy
BASES DE DATOS van acompafiados de la informacidn, en
soporte magnético, necesaria para poder utilizarlos y
ya han sido distribuidos provisionalmente a los
Centros de Profesores. Préximamente pasardn a ser
editados.

Coherentes con el planteamiento de que nada, o casi
nada, va a cambiar en la ensefianza si la incorporacién
del ordenador no tiene lugar ademds de en las aulas,
en el curriculum, se ha realizado un esfuerzo por
analizar, en el contexto de cada &rea o materia, 1la
aportacién que podria suponer a los procesos de
enseflanza-aprendizaje, 1la utilizacién de algunas de
las distintas herramientas informaticas de las que hoy
disponemos en los Centros Experimentales.



El propésito de las propuestas de trabajo que se
presentan, tanto en el volumen I como en el II de esta
publicacién, es el de pretender ser una aportacién de
ideas y herramientas, que presentadas por materias o
dreas de aprendizaje, ayuden a los profesores de los
equipos pedagdgicos que desarrollan el Proyecto Atenea
en los Centros de Ensefianzas Medias, a disefiar sus
planes de trabajo con los alumnos, desde el supuesto
de introduccién de las Nuevas Tecnologias de la
Informacién en el curriculum escolar como un medio
didactico.

Los objetivos bdasicos de los que aqui se parte, son
aquellos que corresponden a la necesidad de
desarrollar en los alumnos de este nivel educativo 1la
capacidad de andlisis y resolucién de situaciones
problematicas, 1la adquisicién vy ejercicio de un
espiritu critico, creativo e investigador, asi como el
hdabito de trabajo en equipo, solidario y responsable.

Todas las propuestas y aplicaciones aqui contenidas
estdn realizadas desde la perspectiva de abrir cauces,
sugerir formas de utilizacién ..., pero sin quedarse
en el andlisis de las posibilidades tedricas, sino
aportando los recursos necesarios para la realizacién
de las actividades que se sugieren y orientando 1la
obtencidén de recursos nuevos. Todo este material esta
disefiado y elaborado por profesores de Ensefianzas
Medias y Basicas adscritos, en comisidén de servicios,
al Programa de Nuevas Tecnologias de la Informacién vy
de la Comunicacidén (Proyectos Atenea y Mercurio).

Los frutos del esfuerzo que se realiza, para aportar
al profesorado de los Centros cada vez mds y mejores
recursos en las lineas mds actualizadas del wuso del
ordenador en las aulas, se verdn cuando estos
profesores transformen estos materiales adaptdndolos a
la realidad concreta de su entorno educativo y por
efecto multiplicador creen otros nuevos.

El material comprendido en el volumen I parte del
supuesto de que el profesorado al que va dirigido ha
realizado va, en el Centro de Profesores
correspondiente, el curso de Iniciacién a la
Informdtica Educativa (ININ) y que tiene acceso a 1los
paquetes de recursos que en los cursos monogrdficos de



LOGO, PROCESADOR DE TEXTOS y BASES DE DATOS se han
distribuido a 1los profesores representantes de cada
CEP. Aquellos recursos que no han sido distribuidos
se entregan, junto con este material impreso, grabados
en disco magnético, a razén de un ejemplar por cada
Centro Escolar al que vayan destinados. Por tratarse
de programas experimentales, sobre los que el MEC ha
adquirido todos los derechos de reproduccién en los
Centros del Proyecto Atenea, podran realizarse las
copias necesarias para un mejor aprovechamiento de
dichos programas.

Este volumen se ha estructurado por areas o materias y
cada una de ellas, a su vez, consta de una
introduccién sobre el papel de las NTI en el
curriculum de cada una de las 4reas, seguida de una
serie de aplicaciones y propuestas de trabajo en dicha
area.

El material comprendido en el volumen II gira en torno
a un programa que el MEC no ha adquirido y dque, por
tanto, en principio no estd a disposicién de 1los
Centros. A pesar de ello, hemos incluido entre el
material generado con el propdsito antes mencionado,
el "disefio integrado de aprendizaje" que ha elaborado
el grupo de profesores de EE.MM. del ICE de la
Auténoma, porque aporta un ejemplo de un enfoque
metodolégico interdisciplinar, a través de un centro
de interés, que podra sugerir ideas al profesorado
para aplicarlas a otros programas O recursos.






LAS NUEVAS TECNOLOGIAS DE LA INFORMACION Y EL
CURRICULUM

Elena Veiguela Martinez.

ansejera Técnica del Programa de NTI y de la Comunica-
cién.

Se habla de la introduccién de las NTI en el curriculum
escolar como algo que ya no admite discusién posible
en cuanto a la decisién de que dicha introduccién se
lleve a cabo. A partir de ahi, se traslada el objeto
de discusidn a la "modalidad" de introduccién de las
mismas. En cualquier caso el objetivo que siempre
parece estar presente, unas veces en solitario y otras
complementado, es el propdésito de conseguir una
alfabetizacién informatica de profesores y alumnos.
En esta linea, existen estudiocs que podriamos agrupar
en tres corrientes diferentes Y que resumen las
perspectivas de introduccién de las NTI que se estéan
realizando.

La primera es la que propugna una integracién de los
objetivos de 1la alfabetizacién informatica como una
asignatura independiente dentro del curriculum escolar
(1). Esta primera alternativa de integracién puede
ser util para llegar a un conocimiento del hardware,

la programacién y las diferentes herramientas
informaticas y sus aplicaciones, como disciplina en si
misma. No parece correcto gque esta modalidad de

integracién sea utilizada aisladamente, ya que para un
enfoque adecuado del ordenador en las aulas, no debe
perderse de vista que es la herramienta de trabajo mas
interdisciplinar que existe hoy dia.

La segunda es la que hace referencia a la introduccidén
de los objetivos de alfabetizacién informatica
integrados en las distintas &reas del curriculum (2).
Considera 1la utilizacién de los ordenadores como un
medio que facilita la comprensién y aplicacidén de 1los
contenidos de esas Aareas, al tiempo que se consiguen
los objetivos propuestos para la alfabetizacidn
informédtica. Resulta evidente que esta segunda opcidn
supone una reorganizacién y estructuracién de las
actividades y 1los medios que se van a utilizar por
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dreas, asi como la adaptacién a los distintos niveles
de escolaridad, a la vez que un gran esfuerzo de
imaginacién (3).

Finalmente, una tercera corriente es la que hoy dia
empieza a darse en muchos paises y participa en mayor
o menor porcentaje de las dos anteriores. Esta ultima
es, a nuestro entender, la mads adecuada, sobre todo
cuando se habla, en términos generales, del curriculum
escolar y no se especifica, ni la etapa de desarrollo
de los alumnos, ni el caracter de obligatoriedad de
estos aprendizajes. Ambos aspectos combinados, deben
dar lugar a distintas propuestas.

Desde nuestra perspectiva, y entendiendo el curriculunm
escolar como "el conjunto de supuestos de partida, de
las metas que se desean lograr y los pasos que se dan
para alcanzarlas; el conjunto de conocimientos,
habilidades, actitudes, etc. que se considera
importante trabajar con los alumnos ano tras afo. Y
por supuesto 1la razdén de cada una de esas opciones"
(4), las Nuevas Tecnologias deben introducirse en 1los
Centros Escolares, integradas en el curriculum escolar.

Con independencia de cémo se estructuren los periodos
de aprendizaje, en una determinada ordenacién del
sistema educativo, intentaremos concretar el
significado del parrafo anterior en el caso de 1los
actuales alumnos de Ensefianzas Medias.

Supuestos 1los objetivos bdsicos de partida mencionados
en la introduccién de este volumen, y pensando dque
aprendizajes significativos y basicos sobre el
tratamiento actual de 1los procesos de informacién
deben formar parte del bagaje cultural de 1los
ciudadanos que hoy formamos, entendemos que 1la
integracién curricular de las Nuevas Tecnologias de la
Informacién pasa por la introduccidén de nuevos
contenidos y nuevos reecursos en las a&reas y materias
ya existentes. Esto significa que materias como 1la
Tecnologia, las Ciencias Sociales, etc. deben
incorporar nuevos contenidos acordes con lo que supone
el desarrollo actual de las NTI. Aquellos sistemas
educativos que cuenten, en este nivel, con un area de
Educacién Tecnoldgica e introduzcan en las distintas
materias - matemdticas, ciencias experimentales, etc -
la resolucidn de problemas por ordenador, no
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justificarian la necesidad de introducir una
asignatura especifica reglada para las NTI, en el
dmbito de una ensefianza general. A pesar de ello,
incluso en el caso anterior, tendria sentido
contemplar la posibilidad de que las distintas &reas o
seminarios organizasen vy desarrollasen actividades
complementarias con 1los alumnos, para el estudio vy
profundizacién de determinados aspectos de las NTI,
pero siempre con caracter de actividades muy flexibles.
Por el contrario, en el caso de una ensefanza
profesional, no solamente estd justificado sino que el
nimero de materias especializadas en este terreno
debiera de ser cada dia mayor.

Pensando en 1la introduccidén de las NTI en 1las
diferentes Areas del curriculum, en el sentido de dque
los diferentes recursos informaticos de los que se
disponga se introducen para alcanzar objetivos
relativos a cada area o materia, es evidente dque se
introduce un nuevo medio didactico.

La introduccidén de un nuevo medio didactico afectara
necesariamente a los demds elementos curriculares y
esto puede dar lugar a la aparicién de nuevas
metodologias y nuevos procesos de evaluaciédn.

Es el aspecto del ordenador como medio didactico el
mds dificil de abordar, el que mayores aportaciones
podria suponer al proceso de ensefianza-aprendizaje vy
en el que nos interesa profundizar.

Si se piensa en cubrir objetivos en 1los que el
ordenador se utilice como medio didactico, conviene
precisar que las ideas que nos lleven a pensar mas
desde el ordenador en si mismo que desde la ensehanza,
produciran ilusiones fantasma de que las N.T.I. "per
se" van a transformar ésta radicalmente. La primera
conclusién, tras su incorporacién acritica en las
aulas, elaborada por los estudios de algunos paises,
es gue su impacto es minimo como transformadoras de la
ensehanza, bien porque se soportan en esquemas
metodolégicos inadecuados, bien porque cuentan con
resistencia de 1la propia organizacidén escolar, entre
otras causas.
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Si 1la incorporacién de las Nuevas Tecnologias, se hace
desde ellas mismas, por una presién socio-econdémico-
tecnolégica sobre la ensefianza y si esta incorporacidn
se hace desde la creencia de pretendidas virtualidades
tecnoldégicas, de las que se esperan resultados
definitivos, lo ma&s probable es que, pasada 1la
fascinacién de 1lo nuevo, el ordenador se arrincone o
se infrautilice sin apenas resultados.

Un enfoque correcto, desde nuestro punto de vista, es
el que considera que es el desarrollo global de 1la
ensefianza el que va a permitir un uso educativo
adecuado de las Nuevas Tecnologias. Ahora bien, 1la
ensefianza se da en sociedades concretas y no debe ser
ajena al desarrollo cientifico y tecnolégico de 1las
mismas. Por esta razdn, al pensar en los medios
didacticos de ésta, deben tenerse en cuenta los nuevos
medios tecnoldgicos que se desarrollan. Pero ademas,
la ensefianza necesita de nuevos medios, como necesita
de nuevas teorias y desarrollos, de nuevos contenidos,

metodologias, sistemas de evaluacién, etc., para
reflexionar sobre si misma, redisefiarse Yy
reorganizarse. Si la reflexidén sobre la introduccién

de 1las NTI se hace desde la enseflanza, cabe esperar
una practica de ensefianza con el ordenador, critica,
contextualizada, continua y en crecimiento constante.
Por afnadidura, dentro de este contexto, el desarrollo
de un nuevo medio como elemento que forma parte del
curriculum, favorece la revisién de los denmas
elementos curriculares (objetivos, contenidos,
metodologia, ...) y posibilita su avance, produciendo,
en definitiva, una ensefianza innovadora.

Desde esta perspectiva se enfoca el trabajo de disefo,
difusidén, apoyo, seguimiento, etc. del Programa de
Nuevas Tecnologias. En este contexto se enmarca la
nueva aportacidén que suponen estos dos volumenes. De
todo ello, se espera finalmente, que el grupo de
profesores de 1los Centros Experimentales al pensar vy
organizar su tarea como ensefiantes, consideren también
las N.T.I. como un medio didactico, sin olvidar,
ademdas, que lo definitivo en relacién con las
virtualidades educativas del ordenador, no son sus
caracteristicas técnicas, ni siquiera la posibiliddad
de disponer de muchos y muy buenos programas, 1lo
definitivo es, sin duda, la interaccidén a la que el
medio en su totalidad va a ser sometido en contextos
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instructivos concretos. Esto supone el replan-
teamiento de todos los otros elementos del curriculum
Yy la observacidén critica de lo que ocurre en el aula
como consecuencia de la interaccién que se produce con
el medio.

Este esfuerzo activo, para considerar y hacer in-
teraccionar 1las N.T.I. en relacién dindmica con 1los
demds elementos curriculares, es a lo que llamamos
integracién curricular de las Nuevas Tecnologias de 1la
Informacidn.

(1) Luchrmann (1981), Johnson, Anderson, Hansen Yy
Klassen (1980), Bitter (1986), Dublin y Kelman (1986)

(2) Hunter (1985), Neu (1985), y el Comité Coordinador
de Ordenadores de Illinois~Wisconsin (1985)

(3) Kay Corbitt, 1985

(4) Miguel A. Zabalza. Disefio y Desarrollo
Curricular Ed. Narcea. 1987.
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EL PAPEL DE LAS NTI EN EL CURRICULUM DE MATEMATICAS

UN DEBATE ABIERTO

Existe un debate abierto acerca de cual ha de ser el
nuevo curriculum de las Matematicas del futuro. En el
nucleo de este debate se encuentra siempre presente el
papel que los ordenadores van a desempeflar en su
enseflanza. Las NTI han cambiado las necesidades de la
sociedad, haciendo, por un lado, que se precisen mas
personas con formacién matematica vy, por otro,
modificando el tipo de conocimientos matemdticos que
se requieren. Por otra parte, hay un fuerte movimiento
que aboga por nuevos métodos de ensenanza enfocados
hacia un aprendizaje mds activo y por descubrimiento.
Es una coincidencia afortunada que se disponga de un
medio como el ordenador que colabore de forma decisiva
a que estas propuestas puedan llevarse a cabo.

EL CURRICULUM ACTUAL

No es posible plantearse el papel del ordenador en la
ensefianza de las matematicas sin una reflexidén previa
sobre la historia reciente del curriculum de
matematicas y su situacidén actual.

En los afios 70 la corriente dominante enfatizaba los
aspectos relacionales y de razonamiento deductivo, los
aspectos abstractos mds que los instrumentales. Esta
concepcién da paso a otros enfoques que dirigian su
atencién al entorno "matemdtico" o a los aspectos
experimentales que hacian hincapié en las leyes de la
naturaleza y a su cardcter matematico. .

Una de las corrientes de mayor importancia,
especialmente en el mundo anglosajén y que tiene en la
actualidad mas influencia, se centra en una ensefanza
mas instrumental, mas orientada a la resolucidén de
problemas. Inicialmente se trataba de desarrollar
capacidades generales de resolucidén de pXsblemas, pero
los estudios e investigaciones realizados no permiten
establecer con claridad que se pueda hablar de una
capacidad general de resolucién de problemas, dando
asi pie a una ensefianza para resolver problemas
determinados, o© al menos tipificados de acuerdo con
alguna clasificacién, orientando el desarrollo del
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pensamiento hacia el conocimiento de un campo
especifico.

En cualquier caso, la propia naturaleza de las
matematicas la convierten en un laboratorio natural en
el que se pueden estudiar 1los procesos de desarrollo
de capacidades de resolucién de problemas y las
estrategias que aplican, y como estid claro gque se
precisa algun tipo de estrategia general, la educacién
matemidtica, Jjunto con la educacidén cientifica se
convierten en el campo mas adecuado para el desarrollo
de estrategias heuristicas.

En el contexto descrito parece claro que el lenguaje
de los ordenadores estimula una representacién de los
problemas como un conocimiento activo ( qué es lo dque
hay que hacer, es decir, los aspectos algoritmicos )
frente a la notacién algebraica que conduce a una
perspectiva estdtica de 1los problemas, siendo, por
tanto un medio importante para el desarrollo de un
conocimiento instrumental. Este aspecto algoritmico de
las matematicas debe relacionarse con una concepcién
de la resolucidén de problemas en el sentido de un
proceso de bisqueda de una solucidén utilizando
distintas estrategias, mas que realizar un proceso
repetitivo. Podriamos decir que ser capaz de
explicitar un procedimiento de resolucién de una
ecuacién seria de mucho mas valor que resolverla
aplicando una férmula determinada. La nocién de
problema, en el marco de lo que se denomina "Problem
Solving", se parece mds a situaciones densas que no
tienen una solucidén evidente y a 1la que se pueda
llegar por un método claramente preestablecido. De 1lo
anterior se deduce que la metodologia que se utilice
es de gran importancia, ya dque ser capaz de ejecutar
un programa de ordenador y obtener unos resultados que
no entiende el alumno no es mas util que ejecutar un
proceso repetitivo con papel y lépiz, tampoco seria de
gran interés educativo el realizar un programa de
ordenador que se limitara a traducir a instrucciones
un algoritmo predefinido, si bien podria tener un
valor instrumental por liberar al alumno de cdlculos
tediosos.

Seria mas acorde con esta concepcién hablar de la
programacién de ordenadores como explicitar las leyes
o regular un sistema de ideas que rigen un mundo que
previamente se ha creado en la imaginacién.
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La informatica ha hecho evolucionar las matematicas en
nuevas direcciones, dando m&s importancia a algunos
aspectos como el cdlculo numérico, los procesos
discretos y 1la algoritmica, ha modificado conceptos
como el de funcidn, ha proporcionado nuevos
instrumentos de resolucidén de problemas, de
tratamiento estadistico de datos, de cdélculos
complejos, Yy hasta podria hablarse de un nuevo
lenguaje formalizado. Todo ello tiene una incidencia
en los conocimientos que se requieren, en cuanto al
disefio de nuevos curricula incluyendo nuevos
contenidos vy considerando de forma nueva los
tradicionales. Las metodologias también se ven
afectadas por el nuevo medio de que se dispone, se
puede ahora llevar a cabo una ensefianza mds libre,
apoyando los aprendizajes de los alumnos con huevos
instrumentos que posibiliten un descubrimiento activo,
desarrollando nuevas capacidades como la de
investigacién, y haciendo que 1los alumnos aprendan a
usar sus capacidades de forma nueva. La posibilidad de

reconceptualizar los conocimientos matematicos
favoreciendo la intuicién, de instrumentalizar
conceptos abstractos, de hacer matematicas

experimentales en un entorno motivador que amplie las
oportunidades de desarrollar un pensamiento matematico
creativo, son algunas de 1las oportunidades que nos
ofrecen hoy 1los ordenadores en la clase de
matemdticas, acercandola a una concepcioén de
laboratorio experimental.

EFECTOS EN EL CURRICULUM

No pretendemos establecer aqui el disefio de un nuevo
curriculum, sino tan solo dar pie a una reflexidn
acerca de cémo puede quedar afectado por las NTI y las
posibilidades que nos ofrecen éstas para mejorar 1los
procesos de aprendizaje. Los disefladores de curricula
y de planes de formacién de profesores deben tener muy
presente el papel de los ordenadores para hacer frente
al desafio que hoy dia plantea a 1la educacidén
matemdtica la sociedad de la informacidn.

Hay unos efectos generales de los ordenadores sobre el
curriculum. La nueva situacién que plantea el
triangulo alumno-profesor-ordenador es un nuevo
contexto en el que se desarrollan las situaciones de
aprendizaje-ensefianza. Las capacidades gue deben
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desarrollarse en los alumnoes en este contexto se
refieren a una nueva actitud experimental e
investigadora en su relacién con las matematicas:

observacién, prueba de hipétesis, control de
variables, establecimiento de conjeturas, etc., asi
como de autoevaluacidn de su progreso, al

proporcionarle una realimentacién inmediata.

Ya se habia comentado en lineas generales la
incidencia de 1los ordenadores en los contenidos y
conocimientos matemdticos que se requieren. Veremos
ahora, sin 4&nimo de ser exhaustivos, cémo se
reformulan algunos conceptos y cémo aparecen otros
nuevos que adquieren importancia en 1la educacién
matemdtica en la era de los ordenadores.

Calculo Numérico y Algebraico

- Los conocimientos sobre el cdlculo y las operaciones
con numeros experimentan una transformacién, que ya se
habia planteado con 1la llegada de 1las maquinas
calculadoras. Se debe poner mads énfasis en los
procesos de cdlculo, en la estimacién de soluciones
aproximadas, en saber interpretar distintos tipos de
notacioén, conocer el tipo de errores que se cometen al
realizar operaciones con un numero determinado de
cifras, etc. La posibilidad de uso en un nivel
superior de programas tan potentes como la hoja de
cdlculo electrénica aporta una dimensién nueva vy
espectacular a los procesos de calculo.

- La resolucién de ecuaciones queda ampliada al poder
resolver por métodos algoritmicos ecuaciones de
cualquier tipo. Es de mucho mayor interés el
conocimiento de un procedimiento que calcula las
soluciones de una ecuacién cualquiera por métodos de
aproximaciones sucesivas, que no saber aplicar unas
férmulas para un tipo determinado de ecuacién. Se abre
la posibilidad de trabajar con datos reales vy
ecuaciones no preparadas previamente, sabiendo estimar
la solucién del problema planteado y hallandola
finalmente con el nivel de precisién requerido por
tanteos, por algun procedimiento algoritmico o
representandola graficamente. Lo mismo puede decirse
de 1los sistemas de ecuaciones. Estas actividades
pueden realizarse mediante la creacién de un corto
programa de ordenador, la utilizacién de un
instrumento de representacién de funciones o con una
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hoja electrénica de céalculo.

- Las técnicas de cdlculo numérico mas simples, como
la integracioén, la interpolacién o el calculo
diferencial, pueden ensefiarse como técnicas numéricas
basicas.

Andlisis

- El1 concepto de funcién adquiere una dimensidén nueva,
al poder realizar maquinas- funcién mediante un breve
Y sencillo procedimiento en un ordenador, poder
trabajar con funciones y datos reales, poder
manipularlas, componerlas, incorporarlas a un contexto
de programacién funcional, representarlas graficamente
sin necesidad de trabajosos calculos, etc.

- El1 concepto de variable y la relacién entre el
simbolo gque 1la representa y su valor, se ve afectado
igualmente. Esto es aun mds evidente cuando se
utilizan lenguajes de ordenador, gque como Logo,
distinguen con claridad en su propia notacién el
simbolo de su valor.

- Los conceptos basicos del andlisis quedan
potenciados y adquieren una dimensién nueva con el
apoyo de 1los ordenadores. Algunos ejemplos de esta
virtualidad serian el uso de programas de hoja de
cdlculo para la interpretacién grafica de fendmenos
econdémicos o fisicos, el estudio de funciones mediante
su representacién grafica ( maximos, minimos, puntos
de corte, pendientes, etc.) o su estudio mediante las
tablas de valores que se pueden obtener con una hoja
de célculo.

- El1 estudio de matematicas financieras se puede
potenciar al usar ordenadores, creando modelos,
realizando planificaciones o presupuestos con datos
reales, utilizando ademds los instrumentos dque se
utilizan realmente en las empresas para estos
trabajos. La optimizacién basada en técnicas de
persecucién de objetivos que se realizan con una hoja
de cdlculo o con programacién 1lineal pueden ahora
incorporarse al curriculum con el apoyo de los
ordenadores.
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Estadistica y Probabilidades

- Existe un consenso acerca de la necesidad de
desarrollar conceptos estadisticos en el curriculum.
El tratamiento estadistico de datos que posibilita el
ordenador abre nuevas vias que permiten manejar datos
reales y en la cantidad que se desee, realizar
distintos muestreos de una poblacién, estudiar
correlaciones entre variables, y, ademids posibilita la
realizacién de graficos estadisticos de manera
sencilla, pudiendo enfatizarse mds los aspectos de
interpretacién de los resultados. Un instrumento como
la hoja de calculo o un programa especifico para
estudios estadisticos facilita estas tareas
haciéndolas asequibles a los alumnos. La creacién de
modelos estadisticos o 1la simulacién de situaciones
probabilisticas, aporta la dimensién experimental a su
estudio.

Geometria

- La geometria queda igualmente afectada por el uso de
ordenadores. El lenguaje Logo y su entorno de trabajo
basado en 1la tortuga del plano y la tridimensional,
abre todo un mundo de exploracién geométrica de gran
potencia educativa.

La utilizacién de programas abiertos basados en Kkits
de instrumentos, como el micromundo de las figuras
para la manipulacién de transformaciones en el plano,
abre ademdas un campo de exploracién e incluso de
desarrollo artistico que posibilita un trabajo activo
con los elementos basicos de la geometria
transformacional, de gran importancia en el curriculum
actual. Otro entorno de trabajo como el de "geoplana"
permite resolver problemas geométricos de diferentes
niveles de dificultad, favoreciendo un método de
trabajo basado en la exploracién y posibilita el nivel
que se desee de conceptualizacién de la geometria,
comprobando teoremas, analizando propiedades
geométricas. Estos entornos favorecen un doble trabajo
de disefio y de razonamiento deductivo. Naturalmente
estos medios complementan otras actividades de
manipulacién real de objetos geométricos que
favorezcan la percepcién del espacio fisico, pero
aportan también aspectos manipulativos Yy de
construccién a la ardua consideracién de la geometria
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como producto del razonamiento deductivo, bastante
arraigada en los actuales curricula. La concepcién de
estos entornos en el 1lenguaje Logo y su filosofia de
construccidon de entornos abiertos que aprovechan las
caracteristicas del mismo en cuanto a la
modularizacién de problemas y de ampliacién con
procedimientos propios definidos por el propio alumno,
extienden las posibilidades de este tipo de programas
a las actividades de resolucién de problemas y de
aprendizaje constructivo mediante estructuras que
creadas por los propios alumnos, entroncan con los
aspectos mds innovadores del aprendizaje activo.

El uso de programas de visualizacién de perspectivas y
el uso de programas de disefio grafico que incluyan una
métrica, son otras muestras de la potencialidad del
ordenador en el ambito del disefio geométrico asi como
las posibilidades que ofrece en sus aspectos
interdisciplinares.

- El estudio de 1la geometria afin y métrica se ve
beneficiado por el ordenador al utilizar programas,
que como el geoplana ya citado anteriormente,
posibilita un aprendizaje por vias exploratorias del
plano euclideo y afin, permitiendo el trazado de
lugares geométricos, el estudio de puntos, rectas,
etc. Procedimientos Logo para el estudio de diferentes
sistemas de referencia (coordenadas cartesianas vy
polares) b4 la representacién de vectores y su
manipulacién abren un mundo de posibilidades de
desarrollo de capacidades de resolucién de problemas
en estos A&mbitos especificos, y proporciona, como ya
se indicaba en el punto anterior, unas actividades de
aprendizaje activo de gran valor educativo.

Légica matemdtica

- La légica es uno de los temas que, a pesar de tener
un importante componente formativo, va perdiendo
importancia en el curriculum, debido en parte a su
caracter excesivamente tedrico. La utilizacidén de un
lenguaje de programacién como el PROLOG ( PROgramming
in LOGic ), permite conectarla con el ambito de la
Inteligencia Artificial, relacionarla con los aspectos
més relevantes del tratamiento de la informacidén como
las bases de datos relacionales, asi se posibilita un
enfoque interdisciplinar que 1la conecta con otras
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dreas del curriculum y una metodologia de trabajo mas
activa.

Otros elementos del curriculum

En este apartado incluiremos algunos aspectos que no
son ecspecificos de una parte concreta de las
matematicas, pero que subyacen en todo el curriculunm
de matematicas, asi como otros elementos del
curriculum gue, sin pertenecer a las divisiones
clasicas tratadas anteriormente, pueden aportar un
conocimiento matematico de aspectos fundamentales en
la sociedad de la informacidn.

- Resolucidén de Problemas: Las ya clasicas estrategias
de resolucidén de problemas adquieren una nueva
dimensién al poder realizar algoritmos de resoluciédn,
poder probar conjeturas acerca de posibles soluciones,
llevar a cabo practicamente con técnicas de
programacidén modular las estrategias de dividir un
problema en partes estableciendo subobjetivos, aplicar
métodos recursivos o iterativos para alcanzar una
solucién. Permite aplicar técnicas de refinamientos
sucesivos y de depuracidén de la solucién, trabajar con
problemas reales aunque manejen muchos datos
complejos. El ordenador potencia 1los procesos de
resolucién, frente a los resultados finales,
convirtiéndose ademds en un instrumento capaz de
proporcionar una realimentacién inmediata al alumno,
da un papel mas relevante al error como fuente de
aprendizaje, favorece el pensamiento divergente, la
exploracién de caminos alternativos para llegar a una
solucién, tratandose ademds de un medio idéneo para
valorar las estrategias aplicadas e investigar sobre
el proceso seguido hasta 1llegar a la solucidén. Esto
implica que aparecen ademas algunos contenidos
curriculares nuevos: técnicas de resolucidén de
problemas, algoritmos, recursién, iteracién, etc.
Estos elementos no aparecen separados del resto del
curriculum de matematicas, sino que se se han de
introducir en el momento adecuado en que puedan ser un
recurso para otros aprendizajes. Por ejemplo, 1la
recursién puede ser un buen instrumento para 1la
comprensién de los métodos inductivos.

- Creacidén de modelos: La matemdtica ha sido
considerada durante mucho tiempo un soporte para las
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disciplinas cientificas. La posibilidad de conectar de
modo inmediato un proceso matematico con wuna
simulacién fisica realizada con el ordenador amplia
esa caracteristica de soporte a una interrelacién
entre el proceso fisico y su representacién mediante
un modelo matemdtico. A esto habria que ahadir hoy 1la
simulacién de fendémenos discretos, como el trafico, la
teoria de colas, modelos de poblacién o de fendémenos
demograficos y econdémicos por citar algunos ejemplos,
asl como las técnicas mds simples de discretizacién de
fendémenos continuos. La simulacidén de procesos
estocasticos y situaciones probabilisticas y la
creacién de todo tipo de modelos matematicos, abren
igualmente nuevas vias de aprendizaje exploratorio y
de desarrollo de la capacidad investigadora de 1los
alumnos, asi como la introduccién de conceptos
sistémicos, como la realimentacidén. La utilizacidén del
ordenador para la creacién de modelos favorece la
descripcién precisa de de los problemas, en
definitiva, sitia en un mismo contexto resolucidén de
problemas y formulacidn.

- Teoria de la informacién: Es uno de los aspectos de
mayor interés por el peso creciente que adgquieren hoy
como soporte de los mayores adelantos cientificos y
tecnoldégicos. La codificacién de la informacidén, su
entropia, el concepto de canal de informacidén, etc.
son algunos de los elementos que merecen introducirse
en un curriculum matematico actual.

También conviene resaltar el papel instrumental del
ordenador e todo el proceso de aprendizaje de 1las
matematicas. Para realizar cdlculos complejos se
pueden desarrollar pequefios procedimientos que alivien
la tarea o se puede utilizar un programa de resolucidn
de ecuaciones si se necesita. Un programa de
representacién de funciones puede ayudar a una mejor
comprensién de un fendmeno, un tratamiento de textos
puede ser de utilidad al realizar algun trabajo, por
citar algunos ejemplos de un uso como apoyo
instrumental en cualquier momento que se considere de
interés. En un sentido mucho mds amplio, pero con un
papel similar al que desempeflaban las clasicas tablas
de logaritmos o las mds recientes calculadoras.

Hemos mencionado algunos de los aspectos mas novedosos
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de la introduccién de los ordenadores en el curriculum
de matematicas. Naturalmente, hay una revalorizacidn
de unos conocimientos, pero gque va acompafiada de una
devaluacién, que esta implicita en muchos casos, de
otros conocimientos tradicionales. Hay también
implicaciones en cuanto a la secuencia de contenidos.

Ootro aspecto que es preciso considerar es la
modificacién de 1los métodos de ensefianza. Estos
métodos han de permitir el progreso a diferentes
ritmos de aprendizaje, un aprendizaje mas activo,
libre e investigador, 1lo que implica un nuevo papel
del profesor como suministrador de 1los recursos
necesarios en cada momento a los diferentes alumnos,
en lugar de ser un transmisor de conocimientos,
debiendo respetar y favorecer la nueva situacidn de
interaccién entre 1los propios alumnos que se
intercambian descubrimientos de modo espontaneo. En
definitiva, las nuevas situaciones de aprendizaje que
se producen al introducir estos medios.

LOS NUEVOS MEDIOS DISPONIBLES

El desarrollo de los planteamientos apuntados en el
apartado anterior requieren un conjunto de programas
que posibilite su puesta en practica. El software
suele ser el punto débil de cualquier planteamiento de
incorporacién de las NTI al curriculum. En el caso de
las matemdticas no resulta dificil poder disponer de
programas que permitan sacar un buen rendimiento al
uso de 1los ordenadores, utilizando las mejores
potencialidades de los mismos, como la interactividad,
realimentaciodn, adecuacién del aprendizaje a los
diferentes estilos y ritmos, etc. Naturalmente, el
rendimiento final dependerd en gran medida de 1la
metodologia seguida en las aulas con estos medios.

Veremos a continuacién algunos de los medios de los
que se dispone en la actualidad, tratando de
clasificar el software de acuerdo con los patrones de
uso mas habitualmente considerados:

- Programas de aplicacidn
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Incluimos en este apartado toda una serie de programas
que tienen un uso eminentemente instrumental, como por
ejemplo programas para la visualizacién de figuras
desde distintas perspectivas, representacién de
funciones, calculos estadisticos, etc. Su papel es
similar al de 1las calculadoras para las operaciones
matematicas, pero se pueden utilizar también en modo
"pizarra electrdénica", por ejemplo para hacer
demostraciones de representacidén de tipos de funciones
dependiendo de 1los valores de sus parametros. Estos
programas pueden aportar nuevos elementos al
curriculum adends de los aspectos puramente
instrumentales, como ya vimos en el apartado anterior.
Uno de los programas de aplicacién mas completos es el
Mu-Math, que permite realizar cdalculos simbdlicos
complejos, como por ejemplo, suma de series,
integracién y derivacién simbdlica.

- Ejercicios y practicas

Hasta hace poco tiempo eran los mas extendidos, se
basan en unas tareas de aprendizaje repetitivo y su
aplicacién mds habitual es la de reforzamiento. Son
los mas faciles de realizar con ordenadores,
especialmente con lenguajes o sistemas de autor. Su
papel estd muy 1limitado y favorece procesos de
aprendizaje de menos nivel cognitivo. Sin embargo,
algunos de ellos se basan en actividades de juego que
pueden tener un elemento de motivacién importante. Su
efectividad puede ser buena para desarrollar destrezas
de calculo mental.

- Tutoriales

Los tutoriales aprovechan las capacidades de
realimentacidn inmediata, hacen mas flexible el
proceso de aprendizaje que los de ejercicios vy
practicas. En general se puede decir gque hay pocos
programas tutoriales de calidad y dque no poseen
excesivo interés educativo. Algunos de los desarrollos
de 1la Inteligencia Artificial, pueden aportar algunas
caracteristicas que 1les den mayor valor, como la
posibilidad de incorporar un modelo de alumno,
diagnosticando sus errores, pero, hasta la fecha tan
sélo hay algunos prototipos desarrollados de lo dque se
viene 1llamando sistemas tutores inteligentes. Su
efectividad esta todavia por medirse.
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- Programas de Simulacidn

Se basan en el aprendizaje por descubrimiento,
mediante la experimentacién y prueba de hipétesis. La
mayor parte de las simulaciones se han realizado para
el area cientifica y tecnolégica. Como ya apuntamos
antes, su papel es fundamentalmente de enlace con 1los
modelos matematicos gque subyacen en los fendémenos
simulados ( fisicos, ecoldégicos, econdmicos,etc. ).
Algunos ejemplos de este tipo de programas son el
SICILOPO (simulador de circuitos légicos por
ordenador) y el DINAMIMUNDO ( simulador de la dinamica
newtoniana ), que se describen en este libro en el
apartado de Ciencias Experimentales y Tecnologia.

- Creacién de Modelos

Los lenguajes de ordenador son instrumentos adecuados
para la creacién de modelos y resolucién de problemas
matemdticos. En este apartado consideraremos
unicamente los lenguajes de uso general, y no los
especificos para la creacién de modelos de diferentes
sistemas.

Los 1lenguajes mas comunmente utilizados son Logo,
BASIC y Pascal. La seleccién de lenguaje para la
ensefianza es un tema controvertido. Para los fines
generales del aprendizaje matematico, tales como el
desarrollo de estrategias de resolucién de problemas,
los ma&s adecuados serian los estructurados, lo que
haria descartar el tan difundido BASIC, por otra parte
hoy muy desacreditado. Si 1lo que pretendemos es
desarrollar una capacidad heuristica de descomposicién
de problemas estableciendo subobjetivos, debemos usar
un lenguaje que facilite 1la modularizacién; cabria
pensar que BASIC permite este tipo de trabajo haciendo
uso de subrutinas, pero hay una concepcidén de este
lenguaje que le hace ser poco adecuado, por diferentes
cuestiones técnicas como el tratamiento de 1las
variables, entre otras, que hacen de este lenguaje un
instrumento que favorece una programacién poco clara,
dando lugar a programas largos Yy confusos, que se van
haciendo mas intrincados conforme se va avanzando en
la depuracién de errores. No obstante, algunos autores
opinan que este proceso incremental de desarrollo de
programas propio de BASIC, se asemeja a los procesos
que se desarrollan al resolver problemas reales.
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Por el contrario, Logo favorece un pensamiento
riguroso, una expresidén clara y precisa, una mejor
comprensién de conceptos generales como los de funcidén
o variable, un dominio de técnicas heuristicas como
descomposicién y planificacién, wuna capacidad de
depuracién y estrategias diferentes de resolucidn de
un mismo problema. La posibilidad de ir ampliando el
lenguaje conforme se va desarrollando un proceso de
resolucidén de un problema le da una potencia educativa
enorme Y permite crear instrumentos abiertos
especificos para la exploracidén de dominios concretos,
como veremos en el siguiente apartado.

Ya inicidbamos el plantemiento del debate al principio
de este documento reconociendo las limitaciones que
tienen las concepciones que pretenden una ensefianza de
técnicas generales de resolucién de problemas, no
obstante existe evidencia empirica de que Logo
facilita 1la comprensiéon y el aprendizaje activo de
aspectos especificos de las matematicas.

El lenguaje Pascal es menos interactivo y requiere 1la
definicidén clara de los tipos de variables que se
vayan a utilizar, lo que tiene la ventaja de que no es
posible comenzar a realizar un programa sin antes
haber previsto el proceso completo, siendo 1las
actividades previas de planificacidén, normalmente con
estrategias de refinamientos sucesivos, las que tienen
un mayor peso. Esto tiene como contrapartida una
disminucidén de los componentes de exploracidén activa,
que son mas evidentes en Logo.

Hemos centrado hasta el momento 1la discusidén en 1la
eleccién del 1lenguaje mas iddéneo para el aprendizaje
de las matematicas. Sin embargo, el papel de los
lenguajes es tan sdélo de instrumento, y por tanto, han
de irse introduciendo en el curriculum aquellos
elementos conforme se van requiriendo para desarrollar
las distintas estrategias de ensefianza de cada parte
del curriculum. Por ejemplo, la programacién funcional
puede ensefarse como medio para el aprendizaje del
concepto de funcidén, 1la recursién como medio de
introducir los procesos inductivos, etc.

- Exploracién
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Incluimos en este apartado una serie de instrumentos,
micromundos, etc. que se han realizado para
desarrollar aprendizajes especificos. Por ejemplo los
kits de instrumentos gque contienen los elementos
necesarios para la creacién de modelos por ordenador
de aspectos especificos de matemdticas, o los entornos
de trabajo como la tortuga tridimensional de Logo que
forman un micromundo abierto para 1la exploracidn.
Naturalmente, a través de estos medios se desarrollan
también estrategias mas generales y actitudes de
trabajo y capacidades de exploracidén, investigacidn,
etc. De esta forma se eliminan los aspectos
distractores del lenguaje de programacidén, permitiendo
concentrar la atencién en lo que se estd aprendiendo.

Como muestra de este tipo de instrumentos citaremos
algunos de 1los realizados en Logo: micromundo de las
figuras, para la exploracién de las transformaciones
del plano; sistemas de referencia, para el aprendizaije
de los sistemas de coordenadas; vectores, para el
aprendizaje de la geometria vectorial y geoplana, para
la resolucidén de problemas de geometria.

Otro instrumentos que podemos considerar dentro de
este apartado es 1la Hoja de Calculo Electrénica, ya
que puede utilizarse como instrumento de exploracién,
para hacer predicciones, investigar los efectos de
determinados cambios de 1las variables o desarrollar
modelos y crear simulaciones.

Por ejemplo, el alumno puede suministrar datos vy
férmulas que los relacionan, y permiten desde crear un
modelo determinado a realizar una exploracién de
propiedades de numeros, funciones, correlaciones entre
datos, etc.

PROPUESTAS DE TRABAJO Y EJEMPLOS DE APLICACION

En este apartado incluiremos una serie de ejemplos que
ilustren algunas de las consideraciones realizadas. En
todas ellas se muestra al ordenador como un medio de
aprendizaje en algunas de las lineas apuntadas. En el
paquete de recursos de Loge aparecen muchos més
ejemplos desarrollados, asi como una informacidén mas
completa, incluyendo 1los programas en aquellos casos
en que los 1listados eran demasiado largos para su
inclusién completa en este libro.
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Estos ejemplos incluyen algunos usos de Logo a mitad
de camino entre 1la programacién y el entorno de
exploracién, como es el caso de 1la aplicacién
"Sistemas de Referencia"; otros, como el basado en el
entorno "Geoplana" o en el de "Vectores" son entornos
de exploracidén abiertos, que posibilitan su ampliacién
por el propio alumno para explorar distintos
problemas.

Otros ejemplos abordan la resolucién de un problema
desde distintas perspectivas: a partir de un problema
clasico de Dbusqueda de madximo, se realiza una
resolucién por prueba y error trabajando en el
lenguaje Logo, se plantea el mismo problema para
resolverlo mediante una hoja de cdlculo, sirviendo de
muestra de cémo usar este instrumento para la
resolucién de ecuaciones.

Se trata tan sélo de una muestra de las posibilidades
que existen; una formacién especifica en el uso
educativo de los distintos instrumentos, junto con los
recursos que se suministran en los cursos
monograficos, permitirda completar el panorama.
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VECTORES EN LOGO.

Introduccién. -

Uno de los conceptos mas dificiles de adquirir por los
alumnos de Bachillerato, es el de VECTOR. Al ser su
definicién formal excesivamente abstracta y su
ejemplificacién dificilmente observable, requiere,
tanto para su comprensién como para su utilizacidén en
matematicas y fisica, una gran capacidad de
abstraccioén. La experiencia indica que la mayoria de
los alumnos no consiguen alcanzar los objetivos que se
plantean en este tema y a lo sumo consiguen repetir
las operaciones y propiedades de forma memoristica.

En éste, como en otros casos, el lenguaje LOGO puede
favorecer un aprendizaje mas adecuado a los objetivos
de comprensién y manipulacién de los vectores y sus
propiedades.

Por una parte, trabajar con la geometria de la tortuga
supone ya manipular vectores, la propia tortuga es un
vector unitario que tiene una orientacién determinada
que se puede modificar. Cada desplazamiento de la
tortuga con las ordenes AV, RE, DPONRUMBO, GD y GI
puede considerarse un vector libre del plano. Pueden
realizarse muy diversas actividades con los alumnos
encaminadas a definir 1las opereciones gque pueden
realizarse con los vectores, observar y analizar sus
propiedades, obtener un sistema de referencia
adecuado, simular situaciones que den 1lugar a la
utilizacion de vectores,etc..

Por otra parte, la geometria cartesiana que incorpora
LOGO, permite realizar muchas actividades también
orientadas al estudio de 1los vectores. La posicién
fisica de la tortuga en la pantalla puede considerarse
como un vector (vector de posicidén), el valor de la
posicién como las coordenadas asociadas y los
movimientos con las ordenes PONPOS, PONX, PONY
permiten reflexionar sobre las operaciones entre los
vectores y su relacion con las coordenadas, pudiendo
los alumnos definir sus propias funciones que definan
las coordenadas relativas (coordenadas del vector).

Si se pretende realizar una aplicacidén adaptada al
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curriculum actual siempre es posible construir una
"caja de herramientas" o un micromundo gque permita
utilizar como primitivas aquellos elementos que no
incorpora LOGO pero que pueden definirse en este
lenguaje. Este es el caso del ejemplo "Vectores en el
plano" que se describe brevemente a continuacién y que
forma parte del paquete de recursos que se entrega a
los Centros del Proyecto Atenea.

VECTORES EN EL PLANO.

Objetivos:

En esta aplicacién se ha optado por crear una
herramienta que permita manipular vectores usando el
ordenador, con objeto de investigar posibilidades,
comprobar y descubrir propiedades, contrastar
hipétesis, resolver problemas y al mismo tiempo,
conseguir un mejor conocimiento de 1los principales
conceptos usados en el area de la geometria vectorial.

Este ejemplo trata de resolver con Logo algunos de los
principales problemas que se plantean al iniciarse el
estudio de 1los vectores 1libres del plano dque se
estudian en segundo de BUP.

Actividades:

Se parte de los puntos del plano, a partir de ellos se
define vector fijo como un par ordenado de puntos, se
estudian sus caracteristicas, se define la relacién de
equipolencia y a partir de ella se define vector libre
como clase de equivalencia. Las actividades que se
proponen en esta parte van encaminadas a la
comprensidén del concepto de vector libre usando las
posibilidades graficas de Logo y su interacitividad.

Posteriormente se definen las operaciones de adicidén
de vectores y multiplicacidén por un escalar,
realizando actividades que permiten comprobar
graficamente el significado de las definiciones y las
principales propiedades de las operaciones con los
vectores. La facil manipulacién de 1los vectores con
esta aplicacién hace que se puedan comprobar muchos
ejemplos en poco tiempo.
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Una vez definida la estructura de espacio - vectorial se
propone a los alumnos la construccioén de
procedimientos relativos a la dependencia e
independencia lineal, apoyandose en las primitivas y
procedimientos ya conocidos se trata de conseguir que
trabajen con distintos conjuntos de vectores para
determinar en que condiciones 1los vectores son
linealmente dependientes, independientes y cuando
forman base.

El siguiente paso consistird en trabajar con las
coordenadas relaciondndolas con los vectores y sus
operaciones, definiendo los procedimientos que
permiten obtener las coordenadas de un vector respecto
de una base dada y realizar la representaciodn de las
operaciones a partir de las coordenadas.

Metodologia:

Se sugiere una metododologia que combina el trabajo
libre con la realizacién de de actividades que
proporcionan situaciones de aprendizaje en las que el
alumno toma parte activa y descubre o confirma por si
mismo distintos hechos, relaciones, propiedades,etc..

Aunque las actividades gque se proponen en esta
aplicacén corresponeden a alumnos de BUP o FP, tambien
pueden desarrollarse actividades especificas para
alumnos EGB, en matemdticas con 1las ordenes de
tratamiento de puntos, utilizando 1las coordenadas
cartesianas y en fisica con la representaciones de
vectores fijos y de 1las operaciones con vectores
libres. Por otra parte, también en EE.MM. pueden
relizarse actividades relativas al PLANO AFIN,
problemas de rectas y geometria euclidea en dos y tres
dimensiones

Ejemplo: Comprobacién de la propiedad asociativa de 1la
adicién de vectores libres del plano.

Se definen tres vectores 1libres "u","v" y "y", Se

calcula la suma "u+(v+w)" y se compara con la suma
"(u+tv)+w",
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Dada 1la facilidad de representacidén, cualquiera que
sean los vectores, pueden efectuarse estas operaciones
cuantas veces se considere necesario.
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Anexo. Ordenes fundamentales que se incorporan al
lenguaje:

DEFINIR.PUNTOS.- Permite asignar un nombre a un punto
determinado de 1la pantalla, al que se accede con las
teclas de movimiento del cursor, que mueven una "mira"
que indica en cada momento la posicién de la tortuga.

MUEVE.LAPIZ.~- Permite desplazar la '"mira" por 1la
pantalla, para situarse en un lugar o punto concreto.

PON.PUNTO.- Escribe un punto en el 1lugar donde se
encuentre la "mira".

PONTE.EN.- Situa la "mira" en el punto que se indique.

BORRA.PUNTO.- Elimina un punto de la pantalla.

PUNTOS.~- Representa la lista de puntos que se
especifique.
PUNTO.MEDIO.- Representa el punto medio del segmento
que se indique.
- B
A o

S1tua el punto y pulsa INTRO

Hombre del guntu
cMas puntos? ( S N >
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VECTOR.FIJO.- Representa el vector fijo especificado
en la entrada por los puntos origen y extremo.

EQUIPOLENTES.A .- Representa el numero de vectores
fijos que se haya indicado, equipolentes al dado.

VECTOR.LIBRE.- Representa y borra de 1la pantalla
distintos representantes del vector libre indicado,
obtenidos de forma aleatoria.

DIBUJAR.VECTOR.- Dibuja un representante del vector
especificado tomando como origen el lugar en gque esté
la "mira".

CALCULO.- Evalua cualquier expresién o combinacién
lineal de vectores, es una funcidén que devuelve las
coocrdenadas del resultado.

CALCULAR.- Es el comando asiciado a CALCULO.
Representa la evaluacidén de la expresidn.

SEA.- Realiza 1la asignacién de una expresién a un
vector.
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Existen ademds otros comandcs auxiliares que modifican
las acciones del resto, de forma que, en los cdlculos
vectoriales, puede obtenerse o no representacidén
grafica (CON.DIBUJO SIN.DIBUJO), puede mostrarse o no
el nombre de los vectores o la expresidén dque
corresponda (CON.NOMBRE SIN.NOMBRE), pueden realizarse
las representaciones de la adicidn de vectores
partiendo cada sumando del mismo origen o del extremo
del anterior (EN.ORIGEN EN.EXTREMO) vy en todos los
casos, para vectores o puntos, exceptuando los
vectores fijos, pueden obtenerse 1las coordenadas
(CON.COORDENADAS SIN.COORDENADAS).

Para designar a los vectores libres puede utilizarse
la clase de equivalencia dada por un representante
(p.ej. [AB]), por una letra minuscula seguida o no de
un numero a modoc de subindice (p.ej. u,v2,a3), por sus
coordenadas (p.ej. (20,70) ) y tambien por sus
coordenadas expresadas como listas de LOGO (p.ej. [20
70] ). Esto permitird utilizar la notacidén que sea mas
adecuada a cada actividad.
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GEOPLANA.
UNA CAJA DE HERRAMIENTAS PARA LA RESOLUCION DE
PROBLEMAS GEOMETRICOS.

REQUISITOS INICIALES

Esta propuesta de trabajo puede ser usada desde
diversos puntos de vista y por tanto los requisitos
que inicialmente ha de satisfacer el alumno varian
segun el uso que se quiera hacer. Son los
conocimientos previos, tanto de los conceptos
geométricos involucrados como del lenguaje LOGO en si,
los que posibilitan un nivel u otro de wuso de esta
propuesta.

A pesar de todo parece necesario apuntar la conviencia
de que el alumno posea una idea intuitiva clara de los
conceptos de punto, recta y punto de corte de dos
rectas. Otros conceptos como los de &ngulo de dos
rectas, representacién vectorial de una recta,
tridngulo, circunferencia -que se indicaran en cada
caso-, pueden ser adquiridos a través de las
actividades propuestas, o caso de gque el alumno 1los
tenga formados previamente pueden posibkilitar el
entender cémo son tratados por los procedimientos del
paquete. De este modo se le puede proponer dgue cree
otros procedimientos que lo completen.

OBJETIVOS GENERALES

-Desarrollar la capacidad del alumno de plantear
hipdtesis y comprobarlas.

-Asociar el pensamiento de "estilo sintético" con el
de "estilo analitico", por medio del paralelismo entre
los métodos graficos y los algebraicos.

-Realizar un aprendizaje activo de 1la gecometria,
manipulando y construyendo entes geométricos.

~-Proporcionar herramientas alternativas a la regla y
al compas para el estudio de problemas geométricos.

-Desarrollar otras capacidades geométricas dependiendo

de la direccidén tomada en las sucesivas ampliaciones
gue se sugieren u otras.

43



OBJETIVOS TERMINALES

-Manipular 1los dos objetos fundamentales del plano,
punto y recta, de una manera grafica y analitica.

-Estudiar el tridngulo y la circunferencia.

-Formar de manera intuitiva conceptos tales como el de
paralelismo, incidencia y otros relacionados con la
geometria afin.

-Proporcionar una via para "ver" lo dque se hace al
calcular el corte de dos rectas, al transformar 1la
ecuacién gque representa a una recta de un tipo a otro,
y al realizar otro tipo de operaciones con puntos y
rectas.

-Entender el concepto de pendiente de una recta,
angulo de dos rectas, vector direccional de una recta,
ordenada en el origen de una recta, etc.

-Asociar una recta concreta con su definicién
vectorial, es decir, como la que pasa por un punto y
posee la misma direccidén que un vector.

-Proporcionar un modo cémodo que posibilite el estudio
de los elementos de un triangulo.

-Ayudar a resolver problemas graficos y/o métricos de
geometria.

DESCRIPCION

Proponemos trabajar en geometria plana mediante una
"caja de herramientas" en Logo. Se entiende por caja
de herramientas -toolkit en 1inglés- un conjunto de
procedimientos que extienden el lenguaje, y que sirven
para construir o manipular objetos que representan un
determinado modelo de la realidad o una abstraccidén de
ella. Las herramientas de 1la caja pueden ser de uso
genérico -una llave inglesa, por ejemplo, puede servir
tanto a un fontanero como a un mecdnico de
automéviles- o especificas, -un cepillo de
carpintero-.
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Las herramientas de esta caja seran utiles para el
gedémetra. Pero al igual que las herramientas
profesionales de cualquier gremio las usan también las
personas que hacen bricolage, las del gedmetra podran
utilizarse para la construccién de mdédulos de otros
programas o como parte de paquetes mas amplios.

Los aficionados al bricolage construyen segun sus
necesidades diversas cosas en 1las gque no sdélo se
valora su utilidad, ya que muchas veces se encuentran
a la venta en el mercado, sino también el placer de
realizarlas Yy de comprender la esencia de su
construccién. Uno de los trabajos mas entretenidos del
bricolage es la fabricacién de nuevas herramientas que
amplien su caja.

Proponemos una linea de trabajo en 1la que tanto el
alumno como el profesor actuen como aficionados al
bricolage geométrico. Las herramientas béasicas se
proporcionaran en este articulo. Con ellas el
profesor, y el alumno, podran construir las suyas. Si
un Util especifico es demasiado complicado para ser
construido en clase, el profesor puede realizarlo
previamente e incluirlo en 1la caja que se proporciona
a los alumnos.

INTRODUCCION DE LAS HERRAMIENTAS BASICAS

Los puntos.

En Logo un PUNTO es una lista de dos numeros, gque
representan sus coordenadas rectangulares. El origen
de coordenadas es el centro de la pantalla. Los puntos
comprendidos en el rectéangulo -160<X<160 Yy
-120<X<120 pueden representarse en la pantalla.

Son puntos: [1 2] (5 7] (-3 0] [0 O] LISTA 3 5

Esta representacidén es muy similar a la tradicional en
geometria. Para referirnos a un punto en geometria se
le suele asignar un nombre. En Logo esto se puede
hacer creando una variable gque contenga como valor un
punto. Asi:
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?HAZ "P [10 30)
Asigna el nombre P al punto [10 30]. A partir de este
momento nos podremos referir a él1 mediante :P.

Para _dibujarlo en la pantalla disponemos de un
procedimiento primitivo en el 1lenguaje Logo. Su
sintaxis es:

?PUNTO [20 30]

Pero si al punto [20 30] le hemos dado el nombre P,
también:

?PUNTO :P
dibujara el punto [20 30] en la pantalla.

Las rectas.

Pretendemos crear de una manera similar las rectas. Lo
primero que hay que hacer es encontrar una
representacién abstracta de cualquier recta que sea
facil y permita manipularlas. Esto puede hacerse de
diversas maneras. En coherencia con la representacidn
abstracta de punto en el lenguaje Logo, parece que una
adecuada para las rectas podria ser mediante una lista
constituida por un punto y un vector de direccidn.

Los vectores los representaremos como una lista de dos
numeros gque seran sus componentes. Con esta idea
podemos hacer una nueva lectura de qué es un punto,
identificdndolo con su vector de posicidén. Asi una
lista de dos numeros representarad siempre un vector,
gue puede alternativamente entenderse como el que une
el origen con un punto. Ejemplos de rectas son:

5]

[[0 1] [5 5]
[[0 0] [1 ©O]] (eqe 0X)
[[0 0] [0 1]] (eje oY)
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Como 1las rectas

no existian previamente en Logo,

tampoco se disponia de un procedimiento para
representarlas. De nuevo por coherencia con el caso de

los puntos creamos

una herramienta que se llamara

RECTA. Su sintaxis es:

Del mismo modo que
una recta mediante

?RECTA [[0 0] [1 0]] Dibuja el eje OX
-__i"-"-,-”-
..-"-f-’-
-~
--'fx—
J'--F’F -.---
’,#’
__,x-’
.-'-Jff-f-

20ilNTO [-3@ 581 ,

5T [CE@ @1 L1 611

?EE%Tﬂr [Ez@ 361 (2 111

2RECTA v

antes podemos asociar un nombre a

?HAZ "r [[20 30] [2 1]]

Y luego:

?RECTA :r

para dibujarla.
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Los vectores.

La representacidn elegida para las rectas, y para 1los
puntos, usando vectores, nos obliga a abordar en
primer lugar la construccién de herramientas basicas
que operen con vectores. Estas herramientas quedarian
ocultas. Es decir, el alumno no tendrd por qué
conocerlas, aunque indirectamente las use al utilizar
otras mas especificas. Esto en todo caso serd una
opcién del profesor.

Con la definicién anterior de vector podemos crear
funciones que sumen dos vectores, multipliguen un
escalar por un vector, transformen un vector en su
opuesto. Si se quieren tratar problemas no sdélo de
geometria afin, ademds habria que incluir el producto
escalar de dos vectores y con él la perpendicularidad
vy el médulo de un vector.

Su sintaxis sera:

SUMAV <vectorl> <vector2>

PORESCV <numero> <vector> producto POR ESCalares.
OPUESTOV <vector>

Estas funciones no son independientes y asi OPUESTOV
<vector> puede definirse en Logo como sigue:

PARA OPUESTOV :V

DEVUELVE PORESCV -1 :V

FIN

gque utiliza la definicidén de PORESCV.

Por convenio hemos establecido que el nombre de todas
las operaciones que actuen con vectores termine con la
letra V para asi distinguirlas y evitar duplicidades.

PROESCV <vectorl> <vector2> PROducto ESCalar.

PERPENDICULARV <vector>
que devuelve un vector perpendicular al dado.

MODULOV <vector>
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Nuevamente ésta es una herramienta derivada:

PARA MODULOV :V
DEVUELVE RAIZCUADRADA PROESCV :V :V
FIN

Y como seré de gran utilidad construiremos un
procedimiento que calcule el vector unitarioc con 1la
direccién y sentido de un vector dado:

PARA UNITARIOV :V
DEVUELVE PORESCV (1/MODULOV :V) :V
FIN

ACTIVIDADES Y AMPLIACION DE HERRAMIENTAS

En el estudio de la geometria afin se suelen proponer
actividades de paralelismo e incidencia de rectas. Por
ejemplo, con rectas expresadas en forma explicita
estudiar lo que sucede al variar cada uno de 1los dos
parametros dejando el otro fijo, y que, los alumnos,
deduzcan de cual de 1los dos depende el paralelismo.
Para ello necesitamos nuevas herramientas gque nos
permitan manejar las rectas expresadas de diversas
formas. Dependiendo del grado de conocimiento de Logo
que posean los alumnos se les puede o no proponer la
construccién de procedimientos que nos proporcionen
estos utiles:

IMPLICITA <A> <B> <C>

Devuelve el "objeto recta" (una 1lista formada por un
punto y un vector) correspondiente a 1la recta de
ecuacién implicita Ax+By+C=0.

<A> , <B> y <C> son numeros.

Ejemplo:

?MUESTRA IMPLICITA 10 20 -30
[[3 0] [-20 10]]
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EXPLICITA <m> <b>

Devuelve en la forma lista de punto y vector la recta
de ecuaciédn:

y=mx + b
<m> y <b> son numeros.
Ejenmplo:

?MUESTRA EXPLICITA 1 20
({20 0] [1 1]]

PUNTOPENDIENTE <punto> <pendiente>

Devuelve en la forma lista de punto y vector la recta
que pasa por el punto <punto> y cuya pendiente es
<pendiente>.

Ejemplo:

?MUESTRA PUNTOPENDIENTE [1 1] 1
[[1 1] [0.70711 0.70711]]

PUNTOANGULO <punto> <é&ngulo>

Devuelve en la forma lista de punto y vector la recta
que pasa por el punto <punto> y que forma un angulo
con el eje de las equis de <angulo> grados.

<punto> es una lista de dos niumeros y <angulo> es un
numero.

Ejemplo:

?MUESTRA PUNTOANGULO [1 1] 45
[{1 1] [0.70711 0.70711]]
DOSPUNTOS <puntol> <punto2>

Devuelve en la forma lista de punto y vector la recta
que pasa por los puntos <puntol> y <punto2>

<puntol> y <punto2> son listas de dos numeros.
Ejemplo:

?MUESTRA DOSPUNTOS [1 1] [0 0]
(f1 11 [1 1])
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EJEX

Devuelve [[0 0] [1 O0]]. Es decir, el eje de las equis
en la representacién elegida para las rectas.
Ejenmplo:

RECTA EJEX
Dibuja el eje de las equis en la pantalla

EJEY

Andlogo para el otro eje.

También sera cémodo disponer de un procedimiento que
nos proporcione directamente el origen de coordenadas.

ORIGEN

Devuelve [0 O0]. Es decir la lista que representa el
origen de coordenadas.
Ejemplo:

?MUESTRA ORIGEN
[0 0]

Para el estudio de 1los problemas de incidencia sera
necesario disponer de la herramienta que nos
proporcione el punto de corte de dos rectas:

CORTE <rectal> <recta2>
Ejemplo:

?MUESTRA CORTE [[O 10] [0 3]] [[100 0] [-4 0O]]
[0 O]

Con la caja de herramientas anterior se pueden
proponer y hacer ejercicios de Geometria Afin. Por
ejemplo, graficas de rectas que pasen por un mismo
punto y que se observe qué parametros en cada tipo de
ecuacién hacen que la recta pase por dicho punto y
cudles hacen que varie 1la "inclinacidén" de la recta;
se puede llegar asi al conceptc de haz de rectas.
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En la medida en gque los alumnos manejen estas
herramientas y conozcan el lenguaje Logo se les puede
proponer que definan procedimientos como los
siguientes:

PARALELAS? <rectal> <recta2>. Contesta CIERTO o FALSO.
SECANTES? <rectal> <recta2>

COINCIDENTES? <rectal> <recta2>

PERTENECE? <punto> <recta>

ALINEADOS? <puntol> <punto2> <punto3>

CANONICA <a> <b>

PUNTOMEDIO <puntol> <punto2>. Devuelve el punto medio
de los dos puntos.

PARALELA.R.P <recta> <punto>. Devuelve la recta
paralela a la recta dada por el punto también dado.

El estudio de problemas métricos necesita herramientas
basicas relacionadas con la perpendicularidad y 1la
distancia. El1 profesor puede darlas ya construidas y
su realizacién es sencilla a partir de los dtiles dque
manejan vectores.

Asi, por ejemplo, 1la distancia entre dos puntos se
puede hacer asi:

PARA DISTANCIA :P1 :P2
DEVUELVE MODULOV SUMA :Pl OPUESTOV :P2
FIN

Seria mds Util definir una distancia entre dos objetos
y que éstos sean puntos o rectas indistintamente.
Andlogamente con 1la ayuda de 1los vectores podemos
definir los restantes procedimientos métricos:

PERPENDICULAR.R.P <recta> <punto>
ANGULO <rectal> <recta2>

Devuelve el menor &ngulo formadeo por <rectal> vy
<recta2> en ese orden y medido en sentido contrario al
de las agujas de un reloj.

Ejemplo:

?ESCRIBE ANGULO [[3 5] [10 10]] [[-20 30] [-10 10]]
90
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DISTINTAS POSIBILIDADES DE AMPLIACION

Tridngulos.

Con las herramientas basicas que acabamos de enumerar
se puede abordar distintos problemas y seguir diversas
direcciones en la ampliacién de las mismas. Aqui sdélo
sugeriremos algunas posibles extensiones. Una de ellas
podria ser el estudio del tridngulo. Siguiendo en 1la
linea anterior consideramos un "triangulo" como una
lista de tres puntos no colineales y un primer
procedimiento serd el que lo dibuje:

TRIANGULO <tridngulo>
Por ejemplo:
?TRIANGULO [[O0 O] [40 O] [30 50]]

dibujara el triangulo:
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Al igual que con las ecuaciones de la recta puede en
este caso ser cémodo disponer de un procedimiento que
devuelva el objeto "tridngulo" dados tres puntos, su
nombre puede ser VERTICES y tendria de entradas tres
puntos.

PARA VERTICES :A :B :C
DEVUELVE (LISTA :A :B :C)
FIN

Las herramientas especificas para el estudio del
tridngulo se pueden proponer para su construccién y
para ello se utilizaran el resto de las herramientas
basicas. Por ejemplo, podemos definir 1la mediatriz
correspondiente a un lado asi:

PARA MEDIATRIZ :A :B

DEVUELVE PERPENDICULAR.R.P DOSPUNTOS :A :B PUNTOMEDIO
tA B

FIN

en el que utilizamos los procedimientos que construyen
la perpendicular a una recta por un punto, la recta
que pasa por dos puntos y el punto medio de dos
puntos. Nétese que estos procedimientos no dibujan
nada sobre la pantalla sino que devuelven el objeto al
cual habrd que aplicarle la orden correspondiente para
que sea dibujado sobre 1la pantalla. Asi en el caso
anterior las dérdenes

?HAZ "mc MEDIATRIZ (0 0] [40 O]
?RECTA :mc

nos dibujan la mediatriz correspondiente al lado AB
del tridngulo anterior. De forma andloga 1los alumnos
pueden ir construyendo las herramientas que
proporcionen las medianas y las alturas. Para definir
la bisectriz de un angulo del tridngulo es mas cdmodo
recurrir a los vectores:

PARA BISECTRIZ :B :A :C
(LOCAL "V "W)

HAZ "V UNITARIOV SUMAV :B OPUESTOV :A
HAZ "W UNITARIOV SUMAV :C OPUESTOV :A
DEVUELVE LISTA :A SUMAV :V :W

FIN
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Las actividades a partir de estas herramientas son
miltiples: comprobacidén de gque las tres medianas se
cortan en punto, que a su vez estd a dos tercios del
vértice y a un tercio del lado opuesto, punto de corte
de las alturas, etc.

De hecho surgirdn nuevos procedimientos para obtener
los puntos BARICENTRO, ORTOCENTRO, CIRCUNCENTRO,
INCENTRO y se podrd comprobar que los tres primeros
estidn alineados (recta de Euler) y en una determinada
proporcién. Puede interesar definir el AREA y/o hacer
extensiones hacia 1la trigonometria, resolucién de
tridngulos, etc.

Circunferencias.

El paquete puede extenderse también para introducir la
circunferencia. Sera considerada como wuna lista de
dos elementos, un punto y un numero, dgue sean
respectivamente el centro y el radio. Y como antes se
dispondra de una orden gque la dibuje:

?CIRCUNFERENCIA [[0 O] 50]

dibujara la circunferencia de centro el origen y radio
50.
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AMGULO UERTICE:Y [-44d —4@]1 [58 @1 [a-3

“CU CIRCUMCEHMTRO UYERTICES [—44
¥ U1 [W 34a]

v DISTANCIA (CC [—48 —44]
TG 1CC

Sera cdémodo disponer de procedimientos que nos
transformen circunferencias expresadas de otra forma
en otras dadas de 1la forma anterior. Algunos se
enumeran a continuacién:

CENTRORADIO <centro> <radio>

IMPLICITACIR <A> <B> <C> <D> <E>

Devuelve 1la circunferencia que corresponde a la
ecuacién

AX2+Bx2+Cx+Dy+E=0

CANONICACIR <A> <B> <C>

Devuelve la circunferencia de ecuacidén x2+y2+Ax+By+C=0

Algunas herramientas especificas para el estudio con
circunferencias pueden ser EJERADICAL y POTENCIAC
(termina en C para no duplicar 1la primitiva de Logo
POTENCIA) que devuelvan respectivamente el eje radical
de dos circunferencias y 1la potencia de un punto
respecto de una circunferencia.
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Otras posibilidades.

Otra posible ampliacidn seria introducir las
transformaciones geométricas: traslaciédn, giro,
simetria e inversidn. Se pueden construir
procedimientos, con ayuda de las herramientas
anteriores, gque nos den el transformado de un punto y
a partir de aqui estudiar la transformacidén sobre
rectas y circunferencias. Para un enfoque diferente
ver el micromundo de las figquras y su aplicacién al
estudio de las transformaciones geométricas.

Hay otros posibles usos menos "geométricos" para las
herramientas hasta ahora desarrolladas. Por ejemplo,
establecer 1la relacidén entre 1la 1linealidad de una
funcién y su representacién grafica como una recta.
Para ello tomando una tabla de valores de una funcidn
lineal se puede dibujar 1la recta que pasa por dos
puntos de la tabla. Cambiando el color del lapiz o con
la ayuda de PERTENECE? comprobar que los demdas yacen
en la recta. Para cualquier otro tipo de funcidén se
puede comprobar la poligonal al ir uniendo puntos
consecutivos mediante rectas.

Otro uso puede ser 1la resolucidén grafica y analitica
(usando CORTE) de sistemas de ecuaciones lineales.

SUGERENCIAS PARA CONSTRUIR NUEVAS HERRAMIENTAS

Supongamos que tenemos un punto P y una circunferencia
CIR y queremos trazar las tangentes desde el punto a
la circunferencia.

Al igual gue con una regla y un compds iremos paso a
paso y anotando dichos pasos; para ello en Logo hay
una primitiva que nos permite hacer estas anotaciones
cémodamente: ECO "nombre archivo. A partir del momento
en gque se dé esta orden todo texto que se escriba
usando el teclado quedard dgrabado en el disco en un
archivo con el nombre dado. Para interrumpir este
proceso se teclea la orden NOECO. Podemos seguir una
secuencia parecida a ésta:

ECO "TANG

HAZ "P [-30 0]

HAZ "CIR CENTRORADIO [50 0] 40
PUNTO :P

CIRCUNFERENCIA :CIR

HAZ "C CENTROC :CIR
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SEGMENTO :P :C

HAZ "“CAUX PUNTOMEDIO :P :C

HAZ "RAUX DISTANCIA :CAUX :P

HAZ "CIRAUX CENTRORADIO :CAUX :RAUX
CIRCUNFERENCIA :CIRAUX

HAZ "PUNTOS INTERSECCION :CIR :CIRAUX
HAZ "P1 PRI :PUNTOS

HAZ "P2 UL :PUNTOS

HAZ "T1 DOSPUNTOS :P :P1

HAZ "T2 DOSPUNTOS :P :P2

RECTA :T1
RECTA :T2
NOECO
~ S Ry
. - _'_.--"‘—'::— . ._‘..l
i _-"~ iy ) ",
..f ! -'“— : I"‘l "‘| ‘l"|
K -~ ! |
s - llI ___-"—-_ |II| ‘l lll
—-"-b_\-\-‘ | _.f-"'- |I l‘
T I __-""-'-— |l 5 |
_;%Ek | | |
-~ .| "-—-___ h J J
.-"-.-F-- l|l - ‘--'-.._ l"l "ll ll'll
o l."- _"-..____—-':.' . .."_l s
! |} —-':.“L_ ._/"‘I o =
. y -"::Sr:“-“-' ‘::‘—m—___-__-

Con las drdenes anteriores obtenemos la grafica de las
tangentes. Si queremos introducir la herramienta que
nos devuelva dichas tangentes podemos editar el
archivo TANG y adaptarlo para que cumpla esta funcién.
EDARCHIVO "TANG nos trae al editor de Logo la lista de
érdenes anterior gue, una vez corregida puede quedar
asi:
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PARA TANGENTES.P.C :P :CIR

(LOCAL "C "CAUX "RAUX "CIRAUX "PUNTOS "P1 "P2 "T1 "T2)
HAZ "C CENTROC :CIR

HAZ "CAUX PUNTOMEDIO :P :C

HAZ "RAUX DISTANCIA :CAUX :P

HAZ "CIRAUX CENTRORADIO :CAUX :RAUX
HAZ "PUNTOS INTERSECCION :CIR :CIRAUX
HAZ "P1 PRI :PUNTOS

HAZ "P2 UL :PUNTOS

HAZ "T1 DOSPUNTOS :P :P1l

HAZ "T2 DOSPUNTOS :P :P2

DEVUELVE LISTA :T1 :T2

FIN

Se puede observar que sélo difiere de 1la lista
anterior en las o6rdenes gque dibujan en la pantalla:
PUNTO, CIRCUNFERENCIA, SEGMENTO, RECTA. Sdélo faltaria
incluir 1los casos en que el punto sea interior o esté
en la circunferencia.
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ANEXO: PAQUETE DE HERRAMIENTAS BASICAS Y ALGUNAS
ESPECIFICAS

PARA ORIGEN
DEV [0 0]
FIN

PARA PUNTOMEDIO :A :B
DEV PORESCV 0.5 SUMAV :A !B
FIN

PARA RECTA :RECTA

(LOCAL "LPZ "POS)

HAZ "LPZ LAPIZ

HAZ "POS POS

SL

PONPOS PRIMERO :RECTA

BL

SI 0 = PRIMERO ULTIMO :RECTA
[PONRUMBO 0]
[PONRUMBC S0 - ARCTAN (ULTIMO ULTIMO :RECTA) /

(PRIMERO ULTIMO :RECTA) ]

VENTANA

AV 1000

RE 2000

SL

PONPOS :POS

PONLAPIZ :LPZ

FIN

PARA DOSPUNTOS :P1 :P2
DEV LISTA :P1 LISTA

((PRI :P2) - PRI :P1l) ((UL :P2) - UL :P1)
FIN

PARA IMPLICITA :A :B :C
LOCAL "oC
SI :A =0
[HAZ "OC LISTA 0 -:C/:B]
[HAZ "OC LISTA -:C/:A 0]
DEV LISTA :0C LISTA -:B :A
FIN
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PARA EXPLICITA :PEND :ORDENADA
DEV IMPLICITA :PEND -1 :ORDENADA
FIN

PARA PUNTOANGULO :PUNT :ANG
LOCAL "V

HAZ "V LISTA COS :ANG SEN :ANG
DEV LISTA :PUNT :V

FIN
PARA EJEY

DEV [[0 0] [0 17]
FIN

PARA EJEX

DEV [[0 0] [l 0]]
FIN

PARA PARALEILA.P.R :P :R
DEV PONPRIMERO :P MP :R
FIN

PARA PARALELA.R.P :R :P
DEV PONPRIMERO :P MP :R
FIN

PARA DIS.P.P :P1 :P2
DEV MODULOVUMAV :P1 OPUESTOV :P2
FIN

PARA DIS.P.R :P :R
DEV DIS.P.P :P CORTE :R PERPENDICULAR.R.P :R :P
FIN

PARA DIS.R.R :R1 :R2

DEV SI PARALELAS? :R1 :R2
[DIS.P.R UL :R1 :R2]
(0]

FIN
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PARA DISTANCIA :0BJ1 :0BJ2
(LOCAL "1R? "2R?)
HAZ "1R? LISTA? PRI :0BJ1
HAZ "2R? LISTA? PRI :0BJ2
SI Y :1R? :2R?
[DEV DIS.R.R :0BJ1 :0BJ2]

COMPRUEBA :1R?
SIC [DEV DIS.P.R :0BJ2 :0BJ1]
SIF [DEV SI :2R?

[DIS.P.R :0BJ1 :0BJ2]

(DEV DIS.P.P :0BJ1 :0BJ2]]
FIN

PARA SECANTES? :R1 :R2
DEV NO PARALELAS? :R1 :R2
FIN

PARA PARALELAS? :R1 :R2
DEV CODIRECV? UL :R1 UL :R2
FIN

PARA PERTENECE? :P :R

(LOCAL "“XP "Y"XR "YR)

HAZ "XP PRI :P

HAZ "YP UL :P

HAZ "XR PRI PRI :R

HAZ "YR UL PRI :R

DEV CODIRECV? UL :R LISTA :XP - :XR :YP - :YR
FIN

PARA COINCIDENTES? :R1 :R2
DEV Y PARALELAS? :R1 :R2 PERTENECE? PRI :R1l :R2
FIN

PARA PERPENDICULAR.R.P :R :P
DEV LISTA :P PERPENDICULARV UL :R
FIN
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PARA CORTE :RECTAl :RECTA2
(LOCAL "S "B "A "W "V "VPERPD "DENOMINADOR)
HAZ "A PRI :RECTAl
HAZ "B PRI :RECTA2
HAZ "V UL :RECTAl
HAZ "W UL :RECTA2
HAZ "VPERPD PERPENDICULARV :V
HAZ "DENOMINADOR PROESCV :W :VPERPD
SI :DENOMINADOR = O
[ES [LAS RECTAS SON PARALELAS]
ENVIA "NIVELSUPERIOR]
HAZ "S ((PROESCV SUMAV :A OPUESTOV :B :VPERPD)/
: DENOMINADOR)
DEV SUMAV :B PORESCV :S :W
FIN

PARA ANGULO :RECTAl :RECTA2
(LOCAL "SENO "COSENO)
HAZ "COSENO (PROESCV UL :RECTAl UL :RECTA /
( (MODULOV UL :RECTAl) * (MODULOV UL :RECTA2))
HAZ "SENO RC (1 - :COSENO * :COSENO)
COMPRUEBA :COSENO = 0
SIC [DEV 90]
DEV ARCTAN (:SENO / :COSENO)
FIN

PARA VERTICES :A :B :C
DEV (LISTA :A :B :C)
FIN

PARA SEGMENTO :A :B

SL
PONPOS :A
BL
PONPOS :B

FIN
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PARA TRIANGULO :TRI
(LOCAL "A "B "C)

HAZ "A ELEMENTO 1 :TRI
HAZ "B ELEMENTO 2 :TRI
HAZ "C ELEMENTO 3 :TRI
SEGMENTO :A :B
SEGMENTO :B :C
SEGMENTO :C :A

FIN

PARA LADO :A :B
DEV DOSPUNTOS :A :B
FIN

PARA MEDIANA :A :B :C
DEV DOSPUNTOS :A PUNTOMEDIO :B :C
FIN

PARA MEDIATRIZ :A :B
DEV PERPENDICUIAR.R.P LADO :A :B PUNTOMEDIO :A :B
FIN

PARA ALTURA :A :B :C
DEV PERPENDICULAR.R.P LADC :B :C :A
FIN

PARA BISECTRIZ :B :A :C

(LOCAL "V "V')

HAZ "V UNITARIOAV SUMAV :B OPUESTOV :A
HAZ "V' UNITARIOV SUMAV :C OPUESTOV :A
DEV LISTA :A SUMAV :V :V'

FIN

PARA BARICENTRO :TRI
DEV (PORESCV 1/3 SUMAV (PRI :TRI)

(SUMAV PRI MP :TRI UL :TRI))
FIN



PARA INCENTRO :TRI
(LOCAL "A "B "C)
HAZ "A PRI :TRI
HAZ "B PRI MP :TRI
HAZ "C UL :TRI

DEV CORTE BISECTRIZ :A :B :C BISECTRIZ

FIN

PARA CIRCUNCENTRO :TRI

DEV CORTE (MEDIATRIZ PRI :TRI UL :TRI)
(MEDIATRIZ PRI :TRI PRI MP :TRI)

FIN

PARA ORTOCENTRO :TRI
(LOCAL "H1 “H2 "A "B "(C)
HAZ "A ELEMENTO 1 :TRI
HAZ "B ELEMENTO 2 :TRI
HAZ "C ELEMENTO 3 :TRI
HAZ "H1 ALTURA :A :B :C
HAZ "H2 ALTURA :B :C :A
DEV CORTE :H1 :H2

FIN

PARA AREA :TRI

(LOCAL "A "B "C IIV "W)
HAZ "A PRI :TRI

HAZ "B PRI MP :TRI
HAZ "C UL :TRI

HAZ "V SUMAV :A OPUESTOV :B

tA :C :B

HAZ "W PERPENDICULARV SUMAV :A OPUESTOV :C

DEV ABS ( 1 / 2 * PROESCV :V :W )

FIN

PARA CIRCUNFERENCIA :CIR
(LOCAL "R "PASO)

HAZ "R UL :CIR

HAZ "PASO PI * :R / 18
SL

PONPOS PRI :CIR

AV :R
GD 95
BL

REPITE 36 [AV :PASO GD 10]
FIN
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PARA CENTRORADIO :C :R
DEV LISTA :C :R
FIN

PARA CENTROTG :C :RECTG
DEV LISTA :C DISTANCIA :C :RECTG
FIN

PARA RADIOC :CIR
DEV UL :CIR
FIN

PARA CENTROC :CIR
DEV PRI :CIR
FIN

PARA IMPLICITAC :A :B :C :D :E
SI :A = :B [DEV CANONICAC :C / :A :D / :A :E / :A]
(ES :A "Y :B |, COEFICIENTES DE x2 E y2,
NO DEFINEN UNA CIRCUNFERENCIA AL HACER:])
ES "IMPLICITAC
ENVIA "NIVELSUPERIOR
FIN

PARA CANONICAC :A :B :C
(LOCAL "a "b "disc)
HAZ "“a -:A / 2
HAZ "b -:B / 2
HAZ "disc (:a * ta + :b * :b = :C)
SI NO :disc < 0 [DEV LISTA LISTA :a :b RC :disc]
(ES :A ", :B "Y :C
[NO DEFINEN UNA CIRCUNFERENCIA AL HACER:])
ES M"CANONICAC
ENVIA "NIVELSUPERIOR
FIN

PARA CIRCUNSCRITA :TRI

(LOCAL "R "CENTRO)

HAZ "CENTRO CIRCUNCENTRO :TRI

HAZ "R DISTANCIA :CENTRO PRI :TRI
DEV LISTA :CENTRO :R

FIN
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PARA POTENCIAC :P :CIR

DEV ( (POTENCIA
(MODULOV SUMAV :P OPUESTOV CENTROC :CIR) 2)
~ (RADIOC :CIR) * RADIOC :CIR)

FIN

PARA INTER.C.R :CIR :R

(LOCAL "C "r "RP "d "cuerda "T "V)

HAZ "C PRI :CIR

HAZ "r UL :CIR

HAZ "RP PERPENDICULAR.R.P :R :C

HAZ "d DISTANCIA :C :R

SI :d > :r [DEV []]

HAZ "cuerda RC (:r * :r - :d * :d)

HAZ "T CORTE :RP :R

SI :d = :r [DEV (LISTA :T7)]

HAZ "V UNITARIOV UL :R

DEV LISTA (SUMAV :T (PORESCV :cuerda :V))
(SUMAV :T (PORESCV -:cuerda :V))

FIN

PARA EJERADICAL :CIR1 :CIR2

(LOCAL n"a "B "A! llBl ||R "npt Ila " "C)

HAZ "A PRI PRI :CIRl

HAZ "A' PRI PRI :CIR2

HAZ "B UL PRI :CIR1l

HAZ "B' UL PRI :CIR2

HAZ "R UL :CIR1

HAZ "R' UL :CIR2

HAZ "a 2 * (:A - :A

HAZ "b 2 * (:B - :B

HAZ '"c :A' * :A' + ' % :B' + R * :R -
(:A * :A + B * :B + :R' * (R'")

DEV IMPLICITA :a :b :c

FIN

PARA INTER.C.C :CIR1 :CIR2
LOCAL "R

HAZ "R EJERADICAL :CIR1 :CIR2
DEV INTER.C.R :CIR1l :R

FIN



PARA RECTA? :0BJ

DEV (Y LISTA? :0BJ
VECTOR? UL :0BJ
PUNTO? PRI :0BJ
2 = CUENTA :0BJ)

FIN

PARA VECTOR? :0BJ

DEV (Y LISTA? :0BJ
NUMERO? PRI :0BJ
NUMERO? UL :0BJ
2 = CUENTA :0BJ)

FIN

PARA TRIANGULO? :OBJ
DEV (Y LISTA? :0BJ
PUNTO? PRI :0BJ
PUNTO? ELEMENTO 2 :OBJ
PUNTO? UL :0BJ
3 = CUENTA :O0BJ)
FIN

PARA PUNTO? :0BJ
DEV VECTOR? :0BJ
FIN

PARA CIRCUNFERENCIA? :0BJ
DEV (Y LISTA? :0BJ
PUNTO? PRI :0BJ
NUMERO? UL :0BJ
2 = CUENTA :0BJ)
FIN

PARA INTERSECCION :0BJ1 :0BJ2
SI Y RECTA? :0BJ1

RECTA? :0BJ2 [DEV (LISTA CORTE :0BJ1 :0BJ2)]
SI Y RECTA? :0BJ1

CIRCUNF? :0BJ2 [DEV INTER.C.R :0BJ2 :0BJ1]
SI Y RECTA? :0BJ2

CIRCUNF? :0BJ1 [DEV INTER.C.R :0BJ1l :0BJ2]
SI Y CIRCUNF? :0BJ1

CIRCUNF? :0BJ2 [DEV INTER.C.C :0BJ1l :0BJ2)
(MUESTRA "INTERSECCIONS$ NOS

ACEPTA :0BJ1 "O :0BJ2 "COMO$ ENTRADA)
ENVIA "NIVELSUPERIOR
FIN



Procedimientos basicos para el trabajo con vectores.

PARA SUMAV :V1 :V2
DEV LISTA (PRI :V1) + PRI :V2 (UL :V1) + UL :V2
FIN

PARA PORESCV :L :V
DEV LISTA :L * PRI :V :L * UL :V
FIN

PARA UNITARIOV :V
DEV PORESCV 1 / MODULOV :V :V
FIN

PARA PROESCV :U :V
DEV (PRI :U) * (PRI :V) + (UL :U) * (UL :V)
FIN

PARA PERPENDICULARV :V
DEV LISTA -UL :V PRI :V
FIN

PARA OPUESTOV :V
DEV LISTA -PRI :V -UL :V
FIN

PARA MODULOV :VE
DEV RC PROESCV :(VEC :VEC
FIN

PARA CODIRECV? :V1 :V2
DEV 0 = 1 / 10000 *

REDONDEA (10000 * PROESCV :V1 PERPENDICULARV :V2)

FIN

PARA ABS :N
DEV SI :N < O [=:N] [:N]
FIN
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SISTEMAS DE REFERENCIA:
COORDENADAS CARTESIANAS Y POLARES.

Introduccidn

Las primitivas del 1lenguaje LOGO permiten utilizar
distintos sistemas de referencia. Por ejemplo, un
sistema relativo al estado de la tortuga, posicién vy
orientacién, con las primitivas AV, RE, GD, GI. Un
sistema de referencia absoluto wutilizando PONPOS,
PONX, PONY y POS que es la representacidn cartesiana
del plano. Asimismo con las primitivas PONRUMBO, RUMBO
y definiendo un procedimiento que devuelva el valor de
la distancia de un punto al polo, se puede utilizar un
sistema de coordenadas polares. Con la primitiva HACIA
pueden conectarse las distintas representaciones.

Por otra parte, es sencillo ampliar las posibilidades
que el micromundo de la tortuga del lenguaje LOGO
ofrece al estudio de la geometria, para lo cual en
esta aplicacidén se han creado los procedimientos que
dibujan los ejes de coordenadas y el semieje polar,
que se llaman CARTESIANAS y POLARES repectivamente.
También ha sido sencillo definir dos comandos nuevos
que dibujan un punto dado por sus coordenadas polares
o cartesianas a los que se han llamado PUNTO.POLARES y
PUNTO.CARTESIANAS o abreviadamente P.P y P.C . Para
realizar cambios de sistema de referencia, se han
construido las funciones CAMBIO.A.POLARES Yy
CAMBIO.A.CARTESIANAS. De todos ellos, asi como de los
subprocedimientos que éstos utilizan, se adjunta en el
ANEXO una de las posibles definiciones, de las
miultiples que se pueden realizar.

Con esta aplicacidén, 1los alumnos pueden realizar
representaciones, observarlas, descubrir propiedades,
relaciones y, dependiendo del nivel de conocimientos,
construir sus propios procedimientos para dibujar las
lineas méds simples del plano, como son las rectas,
circunferencias, parabolas y espirales. Posteriormente
se pueden estudiar figuras mdas complejas, obtener las
ecuaciones de las lineas, compararlas con la
definicién de los procedimientos correspondientes,
utilizar trigonometria, etc.
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Requisitos iniciales

Es conveniente gue antes de utilizar esta aplicaciodn
con el ordenador, los alumnos hayan representado
puntos en ambos sistemas de referencia con léapiz y
papel.

No es necesario ningun conocimiento previo de lenguaije
LOGO, pero si se desea que los alumnos construyan sus
propios procedimientos, deberan aprender algunas
érdenes como REPITE, HAZ o conocer la recursidén en su
forma mds simple, es decir, con la llamada recursiva
al final del procedimiento, y su control mediante el
condicional.

Objetivos

Un objetivo muy importante que se puede conseguir con
las actividades que se proponen a continuacidén, es que
los alumnos adviertan la necesidad de basarse en un
sistema de referencia para manipular los elementos del
plano y aprecien las ventajas e inconvenientes de cada
uno de los sistemas. Ademds se pretenden alcanzar
otros objetivos como desarrollar las capacidades de
andlisis y sintesis y relacionar elementos geométricos
y algebraicos.

Estos objetivos generales se concretan en:

I Identificar puntos del plano dados por sus
coordenadas polares.

II Identificar puntos del plano dados por sus
coordenadas cartesianas.

III Descubrir las relaciones dque existen entre las
coordenadas de los puntes de figuras geométricas
sencillas, rectas, circunferencias, pardbolas y
espirales.

IV Obtener la definicién en lenguaje LOGO de las
figuras citadas creando 1los procedimientos que
las dibujan.

V Comprobar gue 1la definicién de los objetos del
plano, puntos y 1lineas, depende del sistema de
referencia.

VI Relacionar 1las figuras del plano con sus
ecuaciones algebraicas.
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Actividades

Tratando simplemente de proporcionar un ejemplo y
suponiendo que cada profesor buscard y planteard otras
actividades mas adecuadas a su programacién vy
metodologia, vamos a ver una serie de propuestas de
actividades que se pueden realizar con una aplicacidn
de este tipo.

Comenzamos utilizando coordenadas polares pues aungue
tradicionalmente se suele estudiar el sistema
cartesiano y sdélo se utilizan polares muy
superficialmente en bachillerato, ésto se debe
fundamentalmente a 1la dificultad que supone la
representacién de a&ngulos. Con la ayuda del ordenador,
este problema desaparece Yy ademds se consigue muy
facilmente la construccién de determinadas figuras
geométricas que, como la circunferencia y las
espirales, tienen en este sistema una definicidén muy
sencilla.

-Coordenadas polares-

I Representar puntos del plano dados por sus
coordenadas polares.

Con el procedimientoc POLARES que establece las
condiciones 1iniciales, colores de la pantalla, etc.,
se dibuja el semieje polar con marcas cada 10 pasos
para que los alumnos aprecien la escala que se ha
tomado. Al wutilizar ©PUNTO.POLARES :RADIO :ANGULO y
dando distintos valores a sus entradas, los alumnos
pueden obtener las representaciones de los puntos de
dos formas, solamente los puntos o, adema&s de éstos,
una linea discontinua que une el punto con el polo.
Para elegir el modo de representacidén se usan 1los
procedimientos SIN.TRAZO Y CON.TRAZO.
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En esta actividad, el profesor puede observar si los
alumnos utilizan valores de 1las entradas de forma que
aparezcan puntos diseminados por el plano o si por el
contrario 1los puntos se concentran en determinadas
zonas de la pantalla porque siempre utiliza valores
parecidos. Podra entonces sugerir al alumno que busque
los valores que hagan aparecer puntos en otras zonas o
que se fije en 1las representaciones de otros
companeros.
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1T Averiguar las coordenadas en polares de
determinados puntos que hay marcados en la pantalla.

Los alumnos ahora dibujan puntos tratando de que
coincidan con otros que han sido previamente dibujados
por el profesor o por otro alumno. El hecho de que sea
un compafiero el que dibuje 1los puntos dque hay que
localizar puede dar un cierto aire de Jjuego a la
actividad, si es el profesor el gue dispone los puntos
inicialmente puede distribuirlos por las zonas de la
pantalla gque el alumno no haya probado en la actividad
anterior.

IITI Representar puntos dejando fijo el valor del RADIO
y variando el ANGULO.

Se puede observar gque dichos puntos son parte de una
circunferencia de centro el polo. Antes de realizar
esta actividad puede ser interesante preguntar a los
alumnos qué figura creen gque van a obtener. Después de
realizada, se puede proponer la construccién de un
procedimiento que dibuje circunferencias de radio fijo
o variable y con centro en el polo.

?POLARES

ZP.F 5@ 1@

P.F 5@ 24

ZP.F 5@ 304

?P.F 5@ 404 :
?P.F 58 59

P.F 5@ 60

?P.PF 58 V704

?

P.P 28 3108

PF.P 58 320

?2P.F SW 330

?P.PF 58 3404 R
?P.P 548 3504

P.F 548 360

ZP.PF 58 37d

?P.F 58 384
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Los alumnos podran definir procedimientos como los
siguientes:

PARA C.P :RADIO

CIRCUNFERENCIA.POLAR :RADIO
FIN

PARA CIRCUNFERENCIA.POLAR :RADIO
CIR.POL :RADIO O
FIN

PARA CIR.POL :RADIO :ANGULO
SI :ANGULO > 360 [ALTO]
P.P :RADIO :ANGULO

CIR.POL :RADIO :ANGULO + 1
FIN

IV Representar puntos variando ahora el valor del
ANGULO y dejando fijo el RADIO.

Igual que en la actividad anterior se puede preguntar
previamente qué figura van a obtener y después de
haber observado en el ordenador gue es una semirecta,
proponer la construccidén del procedimiento.
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Los procedimientos podrian ser:

PARA R.P :ANGULO
RECTA.POLAR :ANGULO
FIN

PARA RECTA.POLAR :ANGULO
REC.POL 200 :ANGULO
FIN

PARA REC.POL :RADIO :ANGULO
SI :RADIO < 0 [ALTO]

P.P :RADIO :ANGULO

REC.POL :RADIO - 1 :ANGULO
FIN

V Representar puntos incrementando RADIO y ANGULO en
una cantidad fija, utilizando al principio un mnmismo
incremento para las dos medidas y después distintos
incrementos. Averiguar previamente qué figura se
obtendrda, prokzi con el ordenador y tratar de escribir
un procedimiento que dibuje esas figuras.

ZESPIRAL.PFOLAR 1 3 5
ZESPIRAL.POLAR 1 3 1@
ZESPIRAL.POLAR 1 35 24
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ZE.F 3 1 18

Podrian definirse los procedimientos:

PARA E.P :VUELTAS :INCREMENTO.R :INCREMENTO.A

ESPIRAL.PCLAR :VUELTAS :INCREMENTO.R
FIN

:INCREMENTO.A

PARA ESPIRAL.POLAR :VUELTAS :INC.R :INC.A

ESP.POL 0 0 :VUELTAS :INC.R :INC.A
FIN

PARA ESP.POL :RADIO :ANGULO :VUELTAS
SI :ANGULO > (360 * :VUELTAS) [ALTO]
P.P :RADIO :ANGULO

:I.R :I.A

ESP.POL :RADIO+I.R :ANGULO+:I.A :VUELTAS :I.R :I.A

FIN

78



79



-Coordenadas cartesianas-

VI Representar puntos dados por sus coordenadas
cartesianas.

Con el procedimiento CARTESIANAS se dibujan los ejes
de coordenadas con marcas cada 10 pasos. Utilizando
PUNTO.CARTESIANAS :COOR y escribiendo las coordenadas
en forma de lista, se dibujan puntos en la pantalla.
Igual dque en polares, pueden aparecer © no las
proyecciones del punto a los ejes usando CON.TRAZO y
SIN.TRAZO.
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VII Averiguar las coordenadas cartesianas de
determinados puntos que estéan dibujados en la
pantalla.

Es similar a la segunda actividad en polares.

80



VIIT Representar distintos puntos dejando fija la
primera coordenada.

Como en los ejercicios de polares, se puede en ésta y
en las siguientes actividades pedir a los alumnos que
piensen antes de probar con el ordenador en qué figura
van a obtener y posteriormente que escriban y prueben
el procedimiento que dibuja dichas figuras, en este
caso rectas verticales.

?P.C [52 141
P.C [52 2]
?2Pp.C L[a2 34l
2P.C [D2 4]
?P.C [B2 541
?P.C [B2 -141
?P.C [h2 —=2@41
?P.C [B2 —-341
?P.C [B2 —4d]
?P.C [B2 —581
EP.C [D2 —-551
P.C [B2 —3271
P.C [B2 —591]
P.C [B2 —-611
P.C L[B2 —-631
?2P.C [32 84l
2P.C [B2 1ddl]
?P.C [52 1141

Los procedimientos podrian ser:

PARA R.V :X
RECTA.VERTICAL :X
FIN

PARA RECTA.VERTICAL :X
REC.VER X 130
FIN

PARA REC.VER :X :Y

SI :Y¥Y < =130 [ALTO]
PUNTO.CARTESTIANAS LISTA :X :Y
REC.VER :X :Y = 1

FIN
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IX Idem dejando fija la segunda coordenada.
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X Representar los puntos en los que coinciden las

coordenadas.
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XI Representar puntos en los que la primera coordenada
es el doble de la segunda y viceversa. Ensayar con el
triple, cuadruple, etc.

g
T
QNNNNN0

sdedidndigdadindngig
g=lasly= o= leebynlyolyl

con esta actividad, los alumnos han observado gue se
obtienen rectas que pasan por el primer vy tercer
cuadrante, por tanto se puede plantear cémo tiene que
ser la relacidén entre las coordenadas bara obtener
rectas gue pasen por el segundouarto cuadrante.

Este puede ser un momento adecuado pPara hablar de la
pendiente de una recta.
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XII Crear un procedimiento general que permita dibujar
una recta gque pase por el origen dando de entrada la
pendiente de la recta.

XIII Investigar cdémo tiene que ser la relacién entre
las coordenadas para obtener rectas que no pasen por
el origen y construir los procedimientos que las
dibujen. Este puede ser el momento adecuado para
introducir el concepto de ordenada en el origen.

XIV Construir un procedimiento general que permita
dibujar una recta dando de entradas la pendiente y la
ordenada en el origen.

Deués de esta actividad se puede tratar el tema de
posicién relativa de rectas, paralelismo, haz de
rectas, puesto que, en actividades anteriores se puede
dejar fijo wuno de 1los pardmetros y variar el otro
observando los resultados. Con ello, se puede plantear
la construccidén de los procedimientos HAZ.DE.RECTAS y
FAMILIA.DE.RECTAS.PARALELAS.

XV Averiguar utilizando el método de ensayo y error la
ecuacidén o el procedimiento que define 1la recta dque
pasa por dos puntos dados.

XVI Representar puntos en los dque 1la segunda
coordenada sea el cuadrado de la primera y viceversa.

A partir de aqui se pueden sugerir otras actividades
de estudio y observacién de las pardbolas y otras
funciones sencillas de manera similar a las que se han
propuesto.
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-Cambio del sistema de referencia-

XVII Comprobar que utilizando los mismos valores de
entrada no se obtienen los mismos puntos en polares
que en cartesianas.-

.1-

?2P.C [8BO 541

2CON.TRAZ0 P.F 80 _5

ZSIN.TRAZO P.C [—-38 |4l

2CON.TRAZO P.P —304

E% RADIO TIENE QUE S[ER UM HUMERO POSITI->

XVIII Probar los procedimientos de cambio de sistema
de referencia CAMBIO.A.POLARES : COOR Y
CAMBIO.A.CARTESTANAS :RADIO :ANGULO y representar los
puntos en ambos sistemas para ver que coinciden.

2ES CAMBIO.A.POLARES [-30 4d]

o4 126.8699

P.C [-3W 401

?2P.FP PRI _CAMBIO.A.POLARES [-30 4831 UL C-3
AMBIO.A.POLARES [-3d 48]
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?ES CAMBIO.A.CARTESIANAS 8G 124
-4 69, 28203

PCOM.TRAZ0 P.P 880 1

?P.C CAMBIO.A.CARTESIANAS 80 120

XIX Cambiar a polares las coordenadas en cartesianas
de puntos alineados vy observar qué propiedades
cumplen.

?E? CAMBI O. ﬁngLﬁRES [18 231

TES CﬁHBIﬂ.?éggLﬁRES [Z83 441

?E? CHHBIDé?éEELHRES [383 641

7ES CAMEBIO.A.FPOLARES [48 3@l
3.43435

89.44272 63.

Z?ES CAMBIO.A.POLARES [50 18041
111.8834 63.435

7ES CAMBIO.A.POLARES [68 1201
134.1641 63.435

7E:S CAMEBIO.A.POLARES [7Q 1401
%55.5243 63.435
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XX Realizar la actividad inversa de la anterior.

?ES CAMEBIC.n.CARTESIANAS 10 304
g8.6682543 5
?ES CAMBIO.A.CARTESIANAS 2080 3d
17.32851 104
?ES CAMBIO.A.CARTESIANAS 308 30
22.98876 15
7ES CAMBIO.A.CARTESIANAS 40 30
J34.641082 204
2ES CAMBIO.A.CARTESIANMAS 308 304
43 .38127 25
?ES .66 /O
1.732
2ES 17.32 14
1.732
2ES 25.98 / 15
1.732
2ES 34.64 / 208
1.732
7ES 43.38 / 25
1.°732
Sugerencias-

Los alumnos pueden completar sus actividades
construyendo tablas de valores de las coordenadas y
tratando de buscar la relacidn que las liga (ecuaciédn
de la grafica) y comparar éstas con los textos de los
procedimientos que dibujan las lineas.

Esta aplicacidén puedearse también tratando el
cambio de sistema de referencia por traslacién y/o
giro de los ejes.

Es conveniente que este tema no se limite a 1los dos
ejemplos matemdticos tratados con esta aplicacidén y
para ello el profesor puede preguntar y comentar con
los alumnos otros sistemas usados por ejemplo en
geografia (latitud vy longitud) en historia (sistemas
temporales) en astronomia (coordenadas astrondmicas),
incluso con alumnos de otros niveles, que también
podrian usar esta aplicacién de wuna forma mé&s
elemental, se podria utilizar sus propias referencias
espacio-temporales, los sistemas para manejar los
callejeros, juegos como el de los barcos, etc.
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Anexos
-Procedimientos y diagramas de dependencia-

Al ser muy pocos Yy muy sencillos los procedimientos
que de partida se ofrecen con esta aplicacién, no son
necesarias muchas explicaciones de su estructura o
funcionamiento. Si puede ser interesante indicar que
la primitiva PUNTO wutilizada en PUNTO.CARTESIANAS
(P.C) y en PUNTO.POLARES (P.P) tiene un problema de
funcionamiento, ya que a repetidas peticiones de
dibujo del mismo punto, dibuja y borra sucesivamente.
Esto se ha resuelto a través del procedimiento COLOR,
al gue llaman P.C y P.P, que hace que siempre dgque se
pida dibujar un punto, dibuja primero dicho punto con
el color del fondo (con 1l1lo dque realmente se borra,
esté o no dibujado previamente) y después de restituir
el color adecuado al ldpiz lo dibuja nuevamente con
dicho color.

Los procedimientos CON.TRAZO y SIN.TRAZO asignan a la
variable T el valor 1 é 0 respectivamente. Dependiendo
de este valor, P.C y P.P dibujaran el punto unicamente
o el punto y los trazos discontinuos. La variable T se
inicializa en los procedimientos CARTESIANAS y POLARES
a 0 con lo cual, de partida, los dibujos se harédn sin
los trazos de las proyecciones.

POLARES

SEMIEJE.POLAR (S.P)

PARA POLARES
PONFONDO 1
PONCOLORILAFPIZ 3
VENTANA OT
SEMIEJE.POLAR
HAZ "T O
PONCOLORLAPIZ 2
FIN
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PARA SEMIEJE.POLAR

SL CENTRO BL

PONRUMBO 90

REPITE 16 [AV 10 GI 90 AV 1 RE 1 GD 90]
SL. CENTRO BL

FIN

PARA S.P
SEMIEJE.POLAR
FIN

PARA CON.TRAZO
HAZ "T 1
PONCOLORLAPIZ 1
FIN

PARA SIN.TRAZO

HAZ "T O
PONCOLORLAPIZ 2
FIN

PUNTO.POLARES (P.P)

1
l l

AV1 COLOR

PARA PUNTO.POLARES :RADIO :ANGULO

SL CENTRO

SI :RADIO < O [ES [El radio tiene que ser
un numero positivo] ALTO]

PONRUMBO 90 - :ANGULO

SI :T = 1 [AV1 :RADIO] [AV :RADIO]

BL

COLOR COLORLAPIZ

PUNTO POS

FIN

PARA P.P :RADIO :ANGULO
PUNTO.POLARES :RADIO :ANGULO
FIN
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PARA AV1 :MODULO
REPITE :MODULO / 10 [BL AV 5 SL AV 5]
FIN

PARA COLOR :C
PONCOLORLAPIZ O
PUNTO POS
PONCOLORLAPIZ :C
FIN

CARTESTANAS

EJES

1 4
EJEX EJEY

PARA CARTESIANAS
PONFONDO 1
PONCOLORLAPIZ 3
VENTANA OT

EJES

HAZ "T O
PONCOLORLAPIZ 2
FIN

PARA EJES

SL CENTRO BL
EJEY EJEX
FIN

PARA EJEY

RE 130

REPITE 26 [AV 10 GD 90 AV 1 RE 2 AV 1 GI 90]
RE 130

FIN

PARA EJEX

GD 90 RE 150

REPITE 30 [AV 10 GD 90 AV 1 RE 2 AV 1 GI 90]
RE 150 GI 90

FIN



PUNTO.CARTESIANAS (P.C)

! }
PROYECTA COLOR

AV1 ABS

PARA PUNTO.CARTESIANAS :COOR
SL CENTRO

PONPOS :COOR

SI :T = 1 [PROYECTA]

BL COLOR COLORLAPIZ

PUNTO POS

FIN

PARA P.C :COOR
PUNTO.CARTESIANAS :COOR
FIN

PARA PROYECTA

SI UL :COOR > 0 [GD 180]

AV1 ABS UL :COOR

SL PONPOS :COOR

PONRUMBO 0 BL

SI PRI :COOR > 0 [GI 90] [GD 90]
AV1 ABS PRI :COOR

SL PONRUMBO 0

PONPOS :COOR BL

FIN

PARA AV1 :MODULO
REPITE :MODULO / 10 [BL AV 5 SL AV 5]
FIN

PARA ABS :N
SI :N < 0 [DEV 0 - :N] [DEV :N]
FIN

PARA COLOR :C
PONCOLORLAPIZ O
PUNTO POS
PONCOLORLAPIZ :C
FIN
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CAMBIO.A.POLARES

¢ ]
RADIO ANGULO
CUAD

PARA CAMBIO.A.POLARES :CAR
DEV LISTA RADIO :CAR ANGULO :CAR
FIN

PARA RADIO :LISTA
DEV RC SUMA CUAD PRI :LISTA CUAD UL :LISTA
FIN

PARA CUAD :N
DEV :N * !N
FIN

PARA ANGULO :CAR
SI PRI :CAR > O [DEV RESTO (360 + ARCTAN ((UL
:CAR) / (PRI :CAR))) 360]

SI PRI :CAR < O [DEV 180 + ARCTAN ( (UL :CAR) /
(PRI :CAR))]

SI NO UL :CAR = 0 [DEV SI UL :CAR > 0 [90] [270]]
DEV 0

FIN

PARA CAMBIO.A.CARTESIANAS :RADIO :ANGULO

DEV LISTA :RADIO * C(COS :ANGULO :RADIO #* SEN
¢:ANGULO

FIN



REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES CON LOGO.

INTRODUCCION. -

Uno de 1los tdépicos de la asignatura de matematicas,
gque permanecen a lo 1largo de los distintos cursos y
niveles, es la representacién grafica de funciones, no
sélo en lo que respecta a los temas especificos de

andlisis, sino también en otros campos de 1las
matematicas como representacidn grafica de sistemas de
ecuaciones e inecuaciones, estadistica, etc., e

incluso en otras asignaturas, principalmente en fisica
y gecgrafia en las que la utilizacidn e interpretacidn
de graficas es fundamental para comprender conceptos y
situaciones que se expresan asi mejor que de cualquier
otra forma.

Dadas las posibilidades graficas de los ordenadores Yy
de los lenguajes de programacién actuales, en
particular el lenguaje LOGO, 1la forma de abordar el
estudio y la representacidén grafica de funciones puede
experimentar un cambio sustancial respecto a como se
estd desarrollando actualamente. Al poder representar
sobre la pantalla cualquier punto dado por sus
coordenadas es muy facil realizar la representacidén de
funciones en mejores condiciones que las que se tienen
cuando se utiliza sdélo lapiz y papel.

Veamos a continuacién algunas de las facilidades que
permite el uso del lenguaje LOGO en la representacidn
de funciones:

- Puede obtenerse 1la representacién de cualquier
funcién en cualquier intervalo y con 1la escala
deseada.

- Se pueden definir ventanas que pueden ocupar toda la

pantalla o cualquier porcidén de ella, lo que permite
obtener, si se desea, mds de una representacién en
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la misma pantalla.

Puede representarse 1la cuadricula gque se quiera en
cada momento para apreciar mejor los valores que
corresponden a la grafica obtenida.

Se puede elegir el intervalo de representacidn que
se desea ver en la ventana activa, tanto en el eje
de abscisas como en el de ordenadas.

Puede realizarse la representacidén punto a punto o
bien con segmentos de extremos los puntos
consecutivos de la grafica.

Puede modificarse el numero de puntos usados para
realizar 1la representacién.

Se puede variar la relacion de escala entre los ejes
de abscisas y ordenadas lo que permitira deformar la
grafica, si se desea.

Puede realizarse la representacidn de forma
automdtica, es decir con variacidén constante de 1la
abscisa.

Puede realizarse una representacién manual, es
decir, representando 1los puntos que se desee,
variando en <cada instante el incremento de 1la
abscisa.

Pueden realizarse ampliaciones o disminuciones de la
grafica de forma rdpida y sencilla.

Puede realizarse un estudio formalizado determinando
el dominio ,los puntos de corte con los ejes, los
intervalos de crecimiento y decrecimiento, méximos y
minimos aproximados, asintotas,etc

Puede representarse con facilidad la grafica de una
funcion y de su derivada.

Puede verse de forma dindmica como se va
construyendo la gréfica a la vez que se van viendo
las coordenadas de los puntos gue se van
representando.

Pueden estudiarse con facilidad muchas funciones en
poco tiempo, lo gque permite estudiar las variaciones



de un parametro en una familia de funciones
cualesquiera.

La creacion de los procedimientos que permitan
realizar estas funciones son relativamente faciles de
hacer y serd cada profesor quien decida cudles debe
construir y cuales no, dependiendo de sus necesidades
y de las aplicaciones gque desee que realicen sus
alumnos.

En el paquete de recursos de Logo que se enviard a los
Centros del Proyecto Atenea, se incluye un programa de
representaciones graficas que cubre las distintas
posibilidades mencionadas mds arriba. En él se pueden
distinguir cuatro partes dque corresponden a otras
tantas opciones que ofrece la representacidén para el
estudio de las funciones.

Representacidén en ventanas.

Representacidén semiautomatica

Representacidén manual

Representacién "formal"

OBJETIVOS. -

Esta aplicacién se ha construido con objeto de
proporcionar, a los alumnos y al profesor, una
herramienta que facilita el aprendizaje de la
construccidén de graficas de funciones, que permita
mejorar la manipulacién de funciones a través de la
grafica y su interpretacidén y también para mostrar una
via de investigacidén sobre las posibilidades del uso
del ordenador y en particular del 1lenguaje LOGO, no
sélo en su aplicacién al curriculum, sino también como
elemento transformador que puede incidir en su posible
modificacidn.
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En primer lugar se puede destacar el tipo de
representacidén que se ha elegido para que aparezca
en la pantalla. Se ha optado por una presentacidén en
"cuadros" (ventanas) que pueden ser definidos por el
usuario y modificados a voluntad. En cada "cuadro"
se puede elegir cualquier intervalo de
representacién bien de abscisas o de ordenadas.
También puede elegirse y modificarse 1la escala de
representacién (zoom) sobre cada cuadro o deformar
dicha representacién modificando 1la relacidén de
escala entre los ejes.

Representacién de las funciones seno y cosecante.

MALLA FI/4




- La primera modalidad de representacién es la que
podriamos llamar "semi-automatica" en la que una vez
definidas las condiciones iniciales (cuadro,
intervalo, centro, factor de escala, particidn,
funcidén, etc) se realiza una representacion (a
puntos o a trazos, segun se elija). La determinacidn
de las condiciones iniciales es fundamental para que
la representacidén se aproxime a la realidad.

Representacidén de la funcidn x%/(x-l)

MALLA 1

97



98

La siguiente modalidad, que podriamos denominar
"manual" trata de simular la representacidén con
lapiz y papel, siendo la persona que utiliza el
programa quien en cada momento tiene que decidir si
conserva o modifica las condiciones de
representacién en cada momento. Esta modalidad es
muy sencilla de manejar, funciona como un
"dibuja-rdpido", al incrementar la abscisa se van
representando 1los puntos correspondientes de 1la
grafica.

Representacidén de la funcidén sen(1l/x)

Intervalo [-3.14 3.14] en el eje X




Intervalo [-1 1] en el eje ¥

Intervalo [-0.5 0.5] en el eje X
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- Por ultimo, la representacidén "formal", en la que se
obtiene en primer lugar una lista de los puntos del
grafo, que dependeran de las condiciones iniciales, y
una lista de los posibles puntos de la "derivada" 1lo
que permitira estudiar y determinar 1los puntos
criticos de la funcién dada, en el intervalo definido,
asi como sus caracteristicasmas relevantes.

LH ABS (X)) y su "derivada"™
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La representacién totalmente automatica, que podria
haberse anadido, es decir aquella en la que el propio
programa elige el intervalo y las escalas adecuadas
para que la grafica se vea completa en el '"cuadro", no
se incluye por considerar que inicialmente es de menor
interés educativo gque el resto de las modalidades
presentadas, pues, en ellas el alumno debe observar vy
tomar decisiones para modificar los parametros, para
estudiar la funcidén en el intervalo adecuado. Por otra
parte después de haber trabajado con estas distintas
modalidades puede plantearse el que los propios
alumnos la construyan.

La utilizacién de cada una de las modalidades que se
presentan dependera de la situacidén concreta de cada
aula, e incluso de cada alumno o grupo de alumnos. En
general parece adecuado el trabajo con las dos
primeras con alumnos mds pequefios y utilizar la ultima
con alumnos de los ultimos cursos de EE.MM..

ACTIVIDADES. -

Dado que este programa es totalmente abierto las
actividades que pueden realizarse dependen <casi de
cada funcién a estudiar, no obstante se indican a
continuacién algunos ejemplos de utilizacidén, que en
cada caso vendrdn condicionados por el nivel de los
alumnos.

- Cuando un profesor de matemdticas piensa en

"funciones", parece dque conlleva una expresioén
analitica generalmente sencilla y con coeficientes,
si los tiene, enteros. Evidentemente esta
"deformacidén profesional" viene dada por la
dificultad de tratamiento de esas otras funciones,
que son mucho mads '"reales" gque aquéllas. Una
actividad, por tanto, que puede realizarse en
cualquier curso, puede ser la representacién grafica
de funciones "Logo", en general, por ejemplo

representacion de valores numéricos cualesquiera
recogidos por 1los propios alumnos en una base de
datos, representacidén de los valores de una tabla en
un experimento de laboratorio, representacidén de
funciones polindmicas con coeficientes cualesquiera,
etc..
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La representacién de rectas en el plano, que
aparentemente no deberia presentar dificultades a
los alumnos, es sin embargo un tema que, en general,
no 1llega a asimilarse adecuadamente, 1lo que
dificulta posteriormente otros aprendizajes. La
representacidén de la recta en forma explicita, punto
a punto y luego a trazos permitird a los alumnos
relacionar con mayor facilidad, punto - par de
numeros, recta - ecuacidén. Podrdn investigar sobre
las condiciones de pertenencia o no de un punto a
una recta y manipular de forma muy sencilla y rapida
el concepto de pendiente y paralelismo e incidencia
de rectas.

La resolucidén de ecuaciones, que los propios alumnos
pueden programar en Locgo, puede verse reforzada con
la representacioén grafica de las funciones
correspondientes, tanto en el caso de ecuaciones
lineales como de polindmicas de grado mayor gue uno
o trascendentes, segun el nivel de los alumnos.

Andlogamente en la resolucidén de sistemas de
ecuaciones, lineales o no , dgque también pueden
programar los alumnos, tiene gradn interés pedagdgico
para ellos ver la representacidén grafica, que sin
ordenador seria muy dificil de conseguir.

El estudio de progresiones y sucesiones se facilita
también si se observan las representaciones
graficas. La posibilidad de wutilizar distintos
entornos para el estudio de una sucesidén puede
acercar al alumno al concepto intuitivo de limite.

Donde es mas evidente el uso de esta aplicacidén es
en el estudio de funciones reales cualesquiera, la
rapidez de calculo del ordenador y su posibilidad
grafica junto con modularizacidén e interactividad de
LOGO permiten crear un entorno de trabajo impensable
con sdlo lapiz y papel. No se pretende que el
ordenador le dé resuelto el procblema al alumno, sino
mas bien todo 1lo contrario, se trata de que el
alumno se concentre en los aspectos fundamentales
del problema que tiene que resolver y los aborde con
mayor claridad.

El estudio y la manipulacidén de limites laterales de



una funcién en un punto es uno de los aspectos dque
son dificiles de adquirir y que se puede facilitar
con una representacién grafica adecuada como la que
se puede conseguir con este programa.

Las operaciones con funciones suelen verse sin
demasiada conexidén con su significado grdfico, como
en otros <casos por las dificultades que entrafia
hacerlo a mano. En este caso ver las grdficas de dos
funciones y la de la suma, diferencia, producto o
cociente puede 1ilustrar mds gque arduos intentos de
explicacién tedrica de objetos abstractos que
posteriormente podrdn entenderse mejor. No se trata
de evitar el rigor matemdtico, se trata de acercarse
a él lo mas posible a través de los medios de que se
dispone.

Una de las ventajas de esta aplicacién en LOGO es la
facilidad para definir funciones cualesquiera, por
lo que resulta muy sencillo definir, representar y
estudiar las funciones definidas por intervalos, que
puede resolverse bien a través de un procedimiento o
mediante 1la representacidén "manual" con los
cursores, cambiando de funcién cuando corresponda.

El estudio de la derivada de una funcidén en un punto
y de 1la funcién derivada se ve mejorado con la
representacién que hasta ahora era impracticable. E1l1
hecho de poder ver con facilidad las graficas de una
funcidén y su derivada puede abrir un nuevo camino
que hasta ahora estaba cerrado. Se define, en el
prograna, una "pseudo-derivada" que es una
aproximacién de la derivada, como el conjunto de
puntos de abscisas los puntos medios de los
intervalos de la particidén del intervalo inicial en
que estd definida la funcidén dada y como ordenada la
pendiente de 1la cuerda relativa a los puntos de la
grafica que tienen de abscisa 1los extremos del
intervalo correspondiente.

La composicidén de funciones, como en otros casos se
ve desligada de las representaciones gréaficas
correspondientes y lo mismo ocurre en la mayoria de
los casos con la funcidén inversa. La operacidn de
composicién de funciones es inherente a LOGO y no
hay ningun problema en su tratamiento. En cuanto a
la funcidén inversa, como en el caso de 1la derivada
puede definirse una "pseudo-inversa" que se obtiene
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de intercambiar las coordenadas de los puntos del
grafo de la funcién dada.

Es evidente que de forma equivalente a la obtencidn
de la "pseudo-derivada" puede definirse la
"pseudo-integral" de una funcién. E1 calculo de la
integral definida de una funcién puede acotarse
experimentalmente con ayuda de un procedimiento
LOGO, donde ademas se puede representar la particién
y las sumas superior e inferior.

La posibilidad de comprobar las sucesivas
aproximaciones del desarrolo en serie de una funcién
de forma grafica es evidente que constituyen una
buena herramienta de trabajo en este campo.
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REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES

1. Descripcién

En 2¢ de BUP hay un capitulo dedicado al estudio de
las funciones trigonométricas, logaritmicas y expo-
nenciales. Son funciones trascendentes y dificilmente
se intuyen sus proiedades, sus comportamientos y sus
graficas. Los valores de estas funciones son dificiles
de calcular. Es necesario disponer de las arcaicas
tablas de logaritmos o de una calculadora cientifica
para obtener estos valores. El ordenador puede ser una
herramienta de gran utilidad para realizar este es-
tudio.

En 3¢ de BUP y COU también hay capitulos dedicados al
estudio de funciones explicitas cualesquiera: céalculo
de maximos y minimos, asintotas, representacién grafi-
ca.

La hoja de calculo es un programa muy potente para
obtener todo tipo de calculos matematicos. En ella
podemos definir un modelo que calcule los valores de
una funcidén cualquiera en un intervalo de manera sen-
cilla y radpida. Ademds, en el médulo de HC del Open
Access es posible transferir los datos realizados con
la misma al médulo de Graficos para obtener la grafica
correspondiente.

2. Objetivos

El objetivo fundamental de esta aplicacidén consiste en
usar el ordenador como herramienta auxiliar en 1la
introduccién de las funciones trascendentes referidas
y en el estudio de funciones cualesquiera.

Asimismo, se capacitard al alumno a la familiarizacién

con el ordenador y al aprendizaje de algunos comandos
de la Hoja de Calculo del Open Access.

3. Actividades

Un modelo valido para este estudio se muestra en la
figura, dque esta disefiado para estudiar la funcidn
seno.
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En la celda C4 se introduce 1la expresién de 1la
funcién.

En 1las celdas B6 y B7, los extremos inferior y supe-
rior del intervalo respectivamente. El1 programa calcu-
la los valores intermedios de la variable independien-
te: el paso es (B7-B6)/29, con lo que obtiene 30
valores de esta variable (columna D).

En la columna E aparecen los valores de la funcién
correspondientes a los valores de la columna D.

TABLA DE VALORES DE UNA FUNCION

B o kN o o o A O O k- wh - X X R O S S W A R S N A N
ooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

FUNCION: y=sen(x)
VALORES X VALORES Y

LIMITE-INF: O B6 SEN (D6)

LIMITE-SUP: 6.2832 D6+B9 SEN (D7)
D7+B9 SEN (D8)

PASO: (B7-B6) /29 D8+B9 SEN(D9)
D9+B9 SEN (D10)
D10+B9 SEN(D11)
D11+B9 SEN(D12)
D12+B9 SEN (D13)
D13+B9 SEN(D14)
D14+B9 SEN(D15)
D15+B9 SEN(D16)
D16+B9 SEN(D17)
D17+B9 SEN(D18)
D18+B9 SEN(D19)
D19+B9 SEN(D20)
D20+B9 SEN(D21)
D21+B9 SEN(D22)
D22+B9 SEN(D23)
D23+B9 SEN(D24)
D24+B9 SEN(D25)
D25+B9 SEN(D26)
D26+B9 SEN(D27)
D27+B9 SEN(D28)
D28+B9 SEN(D29)
D29+B9 SEN(D30)
D30+B9 SEN(D31)
D31+B9 SEN(D32)
D32+B9 SEN (D33)
D33+B9 SEN(D34)
D34+B9 SEN(D35)
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La introduccién de estas fdérmulas produce la tabla de
valores de la funcién seno que muestra la siguiente

figura:

TABLA DE VALCRES DE UNA FUNCION

FUNCION: y=sen(x)

VALORES X VALORES Y

LIMITE-INF: 0,00 0,00 0,00

LIMITE-SUP: 6,28 0,22 0,21
0,43 0,42

PASO: 0,22 0,65 0,61
0,87 0,76
1,08 0,88
1,30 0,96
1,52 1,00
1,73 0,99
1,95 0,93
2,17 0,83
2,38 0,69
2,60 0,52
2,82 0,32
3,03 0,11
3,25 -0,11
3,47 -0,32
3,68 -0,52
3,90 -0,69
4,12 -0,83
4,33 -0,93
4,55 -0,99
4,77 -1,00
4,98 -0,96
5,20 -0,88
5,42 -0,76
5,63 -0,61
5,85 -0,42
6,07 -0,21
6,28 0,00

107



Transfiriendo

esta columna E al médulo de graficos
través del comando Contexto, se puede visualizar en la

pantalla 1la grafica de la funcién en el intervalo
elegido.
GRAFICA DE LA FUNCION SENO
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4. Sugerencias y ampliaciones

Como queda dicho,
el 2¢ grado de FP.
funciones puede servir
funcidén: crecimiento,

La tabla de

de apoyc al estudio de
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este modelo puede ser utilizado al
estudiar las funciones tanto en 2¢ y 3¢ de BUP como en

valores de las

decrecimiento, maximos y mimi-




mos, etc. Siempre hay que tener en cuenta las limita-
ciones del estudio de una funcién por los valores que
toma. Por ejemplo, al estudiar la funcidén tangente en
el intervalo [0,2 ] el ordenador no detecta las asin-
totas. Detecta, eso si, un cambio de signo brusco
entorno a los valores /2 y 3 /2. Se sugiere entonces
a los alumnos que obtengan otra tabla de valores en un
intervalo entorno a esos valores. De esta forma llegan
a descubrir gue en esos puntos hay una asintota.

De igual forma se pueden calcular los valores extremos
de una funcidén en un intervalo.

Para evitar al maximo el aprendizaje de los comandos
del Open Access, se puede definir una macro que ejecu-
te los comandos y movimientos necesarics para el estu-
dio de la funcidén. E1l alumno sélo tendria que saber
cémo se ejecuta una macro-instruccidén e introducir 1la
expresién de la funcidén y los extremos del intervalo
cuando el ordenador lo pidiera a través de un mensaje
de la propia macro.

La 1lista de las funciones disponibles en la Hoja de
Cadlculo es muy amplia y abarca, practicamente a todas
las funciones que se estudian en el bachillerato y en
formacidén profesional.

ABS (%) Valor absoluto de x.

CONT(lista) Numero de valores de una lista.

COS (%) Coseno de x, con x en radianes.

DESV(lista) Desviacidén tipica de los valo-
res de una lista.

ENT (%) Parte entera de x.

EXP (x) Exponencial de base e del nume-
ro X.

LN (x) Logaritmo neperiano de x.

MAX(lista) Valor maximo de una lista.

MEDIA(lista) Media aritmética de los valores
de una lista.

MIN(lista) Valor minimo de una lista.

POT (x,p) Eleva x a la potencia p.

RCUAD (x) Raiz cuadrada de x.

RESTO (%,VY) Resto de la divisidén entera de
X entre vy.

SEN (x) seno de X, con X en radianes.

SUM(lista) suma los valores de una lista.

VAR(lista) vVarianza de los valores de una
lista.
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Los valores contenidos entre los paréntesis de una
funcién matemdtica pueden ser cualquiera de 1los si-
guientes:

o U1 > W N

Un numero

Una referencia a coordenadas (F4, E35,...)

Un rango de coordenadas de referencia (H6:H22)
Una expresidén numérica

Otra funcidén matematica

Otras expresiones (B12>50, N8/100,...)



RESOLUCION DE PROBLEMAS DE MAXIMOS CON LOGO

DESCRIPCION DE LA APLICACION:

La aplicacion consiste en el planteamiento de un
problema que los alumnos deben resolver. El problema
esta planteado sobre wuna actividad cercana a los
alumnos y verosimil. Los componentes del problema
son lo suficientemente conocidos para el alumno para
que la comprension del problema no plantee "ruidos"
a la resolucion del mismo. Por otro lado, el pro-
blema es lo suficientemente abierto para permitir el
uso de diversas estrategias.

REQUISITOS INICIALES:

- CURRICULARES:

. Nocion de superficie de un rectangulo y volu-
men de un ortoedro.

- LOGO:

. Tecnica de definicion de procedimientos.
Nociones de programacion funcional

OBJETIVOS:
GENERALES:

Desarrollo de estrategias de resolucion de
problemas mediante descomposicion (determinando sub-
objetivos) y refinamientos sucesivos.

. Utilizacion del ordenador como instrumento de
resolucion de problemas por metodos de aproximacio-

nes sucesivas.

. Distincion de la linealidad, o no, de las
funciones gque unen causas y efectos.
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TERMINALES:

Iniciacion al concepto de maximo y minimo de
una funcion.

Relacion entre la superficie lateral vy volu-
men de un poliedro.

- LOGO:

. Profundizacion en la programacion funcional.

ACTIVIDADES:

Planteamos a los alumnos un problema como el si-
guiente:

"Un fabricante pretende hacer cajas de carton par-
tiendo de planchas rectangulares de 60 cm de largas
por 40 cm de anchas, a base de recortar esquinas vy
pegar los kordes. Se qulere saber cual debe ser el
tamano de las esquinas para conseguir un volumen
maximo."

La resolucion de este problema puede realizarse de
muy diversos modos, por lo gque la secuencia de
actividades que daremos a continuacion ha de enten-
derse como algo muy sugerido y debe intentar acomo-
darse al proceso que desarrolle cada alumno.
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Lo primero que necesitaremos sera darnos cuenta del
rango en el que puede variar el tamano de 1la
esquina: entre cero y la mitad del lado mas pequeno,
es decir, entre cero y 20.

Si el recorte es de cero (valor minimo) 1la caja no
tendria volumen y si es de 20 (valor maximo) tampoco
habria volumen pues nos encontrariamos ante un
carton doblado por la mitad.

Con esta actividad pretendemos que el alumno re-
flexione sobre que si wuna funcion continua, no
constante, toma el mismo valor en dos puntos, tendra
gue haber un valor intermedio gque sea un maximo o un
minimo de la funcion (Teorema de Rolle). En nuestro
caso es un maximo y trataremos de buscarlo.

Procedamos a construir un procedimiento que nos de-
vuelva el valor del volumen de un ortoedro cual-
quiera partiendo de sus dimensiones:

PARA V.ORTOED :LARGO :ANCHO :ALTO
DEV :LARGO * :ANCHO * :ALTO
FIN

Y lo podemos probar para diferentes valores:

?ES V.ORTOED 10 20 30
6000

?ES V.ORTOED 5 10 15

750

? e
Podemos aprovechar para observar como cambia el
volumen al cambiar sus las dimensiones, Jjugar a
predicciones, etc.

Pretendemos mostrar una relacion no lineal entre una
causa y un efecto.

Ahora podemos investigar como tendremos que darle
los cortes a las esquinas; para esto, nada mejor que
hacer pruebas con una hoja de papel. Inmediatamente
veremos que si el corte no es cuadrado la caja no
cerrara y que es esta la unica forma posible.

Construyendo diversas cajas podremos ver gue las
medidas de la caja dependen (estan en funcion de)
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del tamano de las esquinas Yy podemos hacer un
procedimiento LOGO que nos calcule (devuelva) el
valor de la longitud o de 1la anchura de 1la caja
sabiendo el de la esquina.

Para nuestro caso particular seria:

PARA IONGITUD.CAJA :ESQUINA
DEV 60 - (2 * :ESQUINA)
FIN

PARA ANCHURA.CAJA :ESQUINA
DEV 40 ~- (2 * :ESQUINA)
FIN

Y lo podemos probar para varios valores:

?ES LONGITUD.CAJA 10
40

?ES LONGITUD.CAJA 20
20

?ES LONGITUD.CAJA 40
=20 1!

Podemos seguir Jjugando a probar con diferentes
numeros y a intentar adivinar el resultado, buscar
el significado de longitudes negativas, diferenciar
entre 1la relacion esquina-longitud (lineal) vy
altura-volumen (no lineal), etc

A continuacion fabriquemos un procedimient que nos
calcule el volumen de la caja para un tamano de
esquina determinado:

PARA V.CAJA :ESQUINA

DEV V.ORTOED ILONGITUD.CAJA :ESQUINA ANCHURA.CAJA
:ESQUINA :ESQUINA

FIN

Este procedimiento es un claro ejemplo de progra-
macion funcional, sera interesante pararse a estu-
diarlo con detenimiento y realizar una serie de
graficos para entenderlo en profundidad.
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Algo asi como:

? ES V.CAJA 10
I ]
ES DEV V.ORTOED LONGITUD.CAJA 10 ANCHURA.CAJA 10 10
i 1 L |
} l
ES DEV V.ORTOED 40 20 10
1 A B {
Y
ES DEV 8000
L J
3
ES 8000
1 N

8000

Ya podemos saber que volumen tiene la caja para el
tamano de una esquina determinada, nos falta saber
cual es el tamano ideal de esguina.

Para saber cual es el tamano ideal para la esquina,
podemos ir pidiendo valores al ordenador y construir

una grafica.
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O bien (si el conocimiento de LOGO por los alumnos
es suficiente) tratar de realizar un procedimiento
que nos vaya dibujando en la pantalla la grafica de
la evolucion del volumen:

PARA DIBUJAR.V :ESQ.INICIAL :INCREMENTO

SI :ESQ.INICIAL > 20 [ALTO]

PONPOS LISTA :ESQ.INICIAL V.CAJA :ESQ.INICIAL
DIBUJAR.V :ESQ.INICIAL + INCREMENTO :INCREMENTO
FIN

Pero si intentamos ejecutar el procedimiento ante-
riormente expuesto, tal como esta definido, no
veremos nada al ser el volumen demasiado grande, se
hace necesario el uso de una escala distinta, por
ejemplo del modo siguiente:

PARA DIBUJAR.V :ESQ.INICIAL :INCREMENTO

ST :ESQ.INICIAL > 20 [ALTO]

PONPOS LISTA :ESQ.INICIAL * 5 (V.CAJA
:ESQ.INICIAL) /200

DIBUJAR.V :ESQ.INICIAL + INCREMENTO :INCREMENTO

FIN

‘

Y ahora podremos obtener una grafica mas "visible":
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Podemos pilotar la tortuga hasta situarla en el
punto que nos parezca mas alto y preguntar por el
valor de la esquina por medio de:

?ES COORX / 5

Experimentalmente hemos encontrado que el valor de
la esquina,; rara conseguir el maximo volumen ha de
ser de 8, si comparamos con el valor obtenido mate-
maticamente al resolver la ecuacion que se plantea
(7.8475) nos parece de una precision aceptable.

No obstante, si gqueremos obtener mayor precision
podemos ir probando valores cercanos al obtenido
experimentalmente:

?ES V.CAJA 8

8448

?ES V.CAJA 7.5
8437.5

?ES V.CAJA 8.5
8406.5

?ES V.CAJA 7.7
8448.132

?ES V.CAJA 7.8
8450.208

?ES V.CAJA 7.9
8450.156
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MAXIMO DE UNA FUNCION CON UNA HOJA DE CALCULO

1. Descripcidn

Ia facilidad de uso y la rapidez en el funcionamiento
de la Hoja de Cdlculo para realizar operaciones mate-
midticas sugiere el uso de esta herramienta para resol-
ver problemas, como el cdlculo del valor madximo de una
funcidén, por el método de iteracién. La forma de
resolver este problema consiste en crear una tabla de
valores de una funcidén en un intervalo y deducir entre
qué dos valores de este intervalo se situa el maximo
de la funcidén. Se recalcula entonces la tabla tomando
como 1intervalo de partida, los valores intermedios
encontrados. El1 proceso se repite hasta obtener 1los
valores deseados con la precisidn requerida.

2. Requisitos iniciales.

- Conocer el concepto de funcidén, de intervalo, de
tabla de valores, de valor maximo de una funciédn.

- Estar familiarizado con la Hoja de calculo del Open
Access: saber cémo se carga en el ordenador la Hoja
de Calculo de este paquete integrado y el modelo de
HC que se va a utilizar; conocer la forma de intro-
ducir datos, saber ejecutar el comando Recalcular.

3. Objetivos.

- Trabajar en los conceptos matemdticos de funciédn,
madximo de una funcidn, intervalo utilizando medios
informaticos.

- Resolver problemas wutilizando el procedimiento de
iteraciones sucesivas.

- Familiarizarse en el manejo del ordenador como he-

rramienta de trabajo y de una Hoja de C&lculo en
particular.
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4, Ejemplo.

Como ejemplo de 1lo dicho anteriormente, vamos a
resolver el siguiente problema:

Un almacemista dispone de planchas de cartédn
rectangulares de 60 cm de largo v 40 cm de
ancho con las que tiene que fabricar cajas
recortando las cuatro esquinas y doblando Yy
pegando las solapas. ¢Cudl debe ser la longi-
tud e del corte para obtener una caja de
volumen maximo?

=} 50

40

La férmula que calcula el volumen de la caja haciendo
un corte cuadrado de lado e en las esquinas de 1la
pieza de cartdn es:

V=(60-2¢e) (40-2e)e

Es evidente que los valores de e que producen un valor
minimo del volumen (V=0) son e=0 y e=20, lo que signi-
fica que el valor maximo estd en este intevalo.

Disefiamos un modelo de HC en el gque el ordenador
calcule el volumen V de la caja para diez valores de e
comprendidos entre 0 y 20. Este puede gquedar como
muestra la figura.
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Problema de la caja
kkkkkhkhht kkkkhhkkkkhkkik

Volumen V= (60-2%e)*(40-2%e) *e
(e=esguina) valeor de e

valor inicial: 0 B7
valor final: 20 D7+310
D8+B1l0O

paso: (B8-B7)/10 D9+B1l0
D10+381l0

D11+B1l0

D12+810

D13+B10

D14+B1l0

D15+310

D16+B10

valor de V

(60-2%D7) * (40~2%D7) *D7

(60-2%D8) * (40-2%D8) *D5

(60-2%D9) * (40-2%D3) *D9
(60-2*D10) * (40-2%D10) *D10
(60-2%D11) % (40~-2%D11)*D11
(60-2+%D12) * (40-2%D12) *D12
(60-2%D13) * (40-2*D13) *D13
(60=-2%D14) * (40=-2%D14) *D14
(60-2+D15) * (40-2%D15) *D15
(60~2%D16)* (40=-2%D16) *D16
(60~2%D17) * (40-2%D17) *D17

Se introducen los siguientes valores y fdérmulas en las

siguientes celdas:

En la celda B7, el valor inicial del intervalo.

En la celda B8, el valor final.

En la celda B10, 1la fdérmula por la que la HC calcula
el paso de la particidén del intervalo: (B8-B7)/10.
En la columna D7:D17, las fdérmulas para calcular los

valores de e en el intervalo.

En la columna E7:E17, las que calculan los correspon-

dientes valores de V.

La maxima precisidén de la Hoja de Calculo es de 9
decimales. Se ha elegido esta precisidén para los valo-
res de V y de 5 decimales para los de e y del paso.
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Los
siguientes:

valores numéricos que produce el modelo

Problema de la caja
hhkhkhkhkhkxkkhkhkhrkkhkihn-

son 1los

Volumen V= (60-2%*e)*(40-2*%e) *e

(e=esquina) valoxr de e valor de V

valor inicial: 0,00000 0,00000 0,000000000
valor final: 20,00000 2,00000 4032,000000000
4,00000 6656,000000000
paso: 2,00000 6,00000 8064,000000000
8,00000 8448,000000000
10,00000 8000,000000000
12,00000 6912,000000000
14,00000 5376,000000000
16,00000 3584,000000000
18,00000 1728,000000000
20,00000 0,000000000
Observando la columna del volumen, se deduce dgue el

valor maximo de V corresponde a valores de e compren-
didos entre e=6 y e=10.
del comando

A través Terminar-guardar/Contexto, se

pueden enviar los datos del area E7:E17 al modulo de
graficos que nos proporcionaria el siguiente grafico
de lineas:
L N =1
P=1 ST Ty
"'-/ _‘\'\
= =
— - \‘\
“ v .
’:-_J'\.
-~ [ X i
; =,
I" ‘\‘l
=2 f \O
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Observando el grafico, también se deduce gque el mdximo
valor de V es mayor de 8000 y que lo toma para un
valor de e comprendido entre e=6 y e=10.

Para calcular 1la solucidén con mayor aproximacidn,
introducimos estos valores de e como nuevos extremos
inferior y superior del intervalo. Ejecutando el co-
mando Recalcular aparecen en la pantalla unos nuevos
valores de e y V como muestra la figura.

Problema de la caja
LEERESEE SR EEEEEEE XSRS

Volumen V= (60-2*%e) *(40-2*e) *e

(e=esquina) valor de e valor de V
valor inicial: 6,000G0 6,00000 8064,000000000
valor final: 10,00000 6,40000 8216,576000000
6,80000 8329,728000000
paso: 0,40000 7,20000 8404,992000000

7,60000 8443,904000000
8,00000 8448,000000000
8,40000 8418,816000000
8,80000 8357,888000000
9,20000 8266,752000000
9,60000 8146,944000000
10,00000 8000,000000000

Este proceso se puede repetir sucesivamente hasta que
la maquina nos proporcione la solucidén con la preci-
sién deseada o con la madxima de la gque es capaz,
dandonos como resultado

e=7,84749 y V= 8450,44713689
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RESOLUCION DE UNA ECUACION CUALQUIERA
MEDIANTE UNA HOJA DE CALCULO

1. Descripciédn.

La Hoja de Calculo del Open Access es una herramienta
eficaz y sencilla en la gue se pueden resolver proble-
mas en 1los que intervenga el cdlculo numérico. El
cladsico problema de resolver una ecuacidén polindmica o
trascendente se puede resolver por medio de la HC de
forma sencilla.

A lo largo de la historia se han desarrollado diversos
procedimientos para resolver una ecuacidn. El procedi-
miento gque vamos a utilizar con la Hoja de Céalculo es
el de iteraciones sucesivas.

Para ello se crea un sencillo modelo de hoja donde
introducimos en una celda el valor de la variable x vy
en otra, la fdérmula para que la maguina calcule el
correspondiente valor de la funciédn.

El comando Perseguir-Objetivos de la Hoja de Céalculo
del Open Access permite obtener qué valor debe tomar
una variable para que el valor correspondiente de una
funcién gque dependa de ella sea uno determinado; en
nuestro caso, dqué valor debe tomar x para que 1la
funcioén tome el valor 0.

2. Requisitos iniciales.

- Conocer el concepto de ecuacidén y el de funcidn.

- Ser capaz de analizar una funciédn.

- Saber cargar la Hoja de Calculo del Open Access Yy
seleccionar un modelo de la misma. Saber introducir

valores un el mismo y ejecutar 1los comando
Recalcular y Perseguir-Objetivos.
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3. Objetivos.

- Profundizar los conceptos de ecuacidén y funcidn.

- Resolver problemas numéricos por el procedimiento de
iteraciones sucesivas, usando una Hoja de Calculo.

~ Familiarizarse con el uso del ordenador como herra-~
mienta de trabajo en el aula.

4, Actividades.

Supongamos por ejemplo que gqueremos calcular la solu-
cién de la ecuaciodn

cos (X)=x
esto es, el punto de corte de las funciones y=x e

y=cos(X) o, lo que es igual, averiguar el valor de x
para el que la funcidén y=cos(x)-x tome el valor 0.
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Se crea un modelo donde introducimos en una celda
(por ejemplo, en E12) el valor de la variable %, y en
otra (E13), la formula para que la maquina calcule el
correspondiente valor de la funciédn.

Ejecutamos el comando Perseguir-Objetivos de la Hoja
de Calculo escribiendo como variable dependiente, la
celda -E13- en la que hemos definido la fdérmula que
calcula el valor de y; como valor objetivo, 0 y como
variable independiente, 1la celda -E12- donde hemos
introducido el valor de x. El ordenador, partiendo de
los wvalores actuales de estas celdas, calcula por
iteracidén el valor de y cercano al valor objetivo y el
valor correspondiente de la variable x, preguntando si
guarda el valor de ésta ultima. Debemos contestar
afirmativamente. Con ello copia el valor regquerido
obtenido en 1la celda correspondiente. Si el wvalor
calculado para la y estd aun lejos del 0, se puede
repetir el proceso hasta obtener el valor 0 para la vy
o al menos, una buena aproximacién. Al salir del
comando el programa ejecuta automaticamente el comando
Recalcular con lo que presenta el valor de y en 1la
celda correspondiente. La solucidén a la que llega la
mdquina es

x=0.739085133 para el cual y=3.469446952e-18.

El caso de la ecuacidén cos(x)=x es sencillo debido
a que tiene una unica solucién. Esto supone que la
Hoja de Calculo encontrard siempre la solucidén, cual-
gquiera que sea el valor de partida (en mads © menos
iteraciones). Si la ecuacidén que deseamos tratar
tuviera m&s de una solucidén, por ejemplo, una de
ecuacién polindmica de tercer grado, el comando Perse-
guir-Objetivos encontrara la solucidén mds cercana al
valor de partida. Para obtener todas las solucidnes
de 1la ecuacién es necesario realizar previamente un
estudio de la misma para obtener valores cercanos a
las soluciones. Para este estudio puede ser interesan-
te incluir en el modelo de HC una tabla de valores de
la funcidén en un intervalo, vy, observando la tabla,
detectar 1los cambios de signo de la funcidén y obtener
de ese modo valores aproximados de la solucidn. Intro-
duciendo estos valores en la celda de los valores de x
y ejecutando el comando Perseguir-objetivos, podremos
obtener todas las soluciones de nuestra ecuaciédn.
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Como ejemplo, vamos a analizar la ecuacidn
3 2
X -2X -6x+1=0

Creamos un modelo como el gque muestra la figura.

Ceros de una funciZn. Rasclucidn de escuaciocnes.
Funcidn: y=x3-2x?-Bx+1
Tabla de valores
v. inizial:-1C
X Y valor Final:1C0
pasao: (E5-ES) /10

ES PCTCAB,3) -
AB+E7 POT(ARS,Z23-
AS+E7 POT(RLC, 3D Scluciin de la =scuaciin:

A10+E7 PCOT(AL11,2D |
A11+E7 PCTC(AL12, 3D valgor dZd= x: -1iC
’valo d= : C

Al2+E7 POTC(AL13,3D
A13+E7 POT(ALY, 3D
ALR+E7 POTC(ALS, 3D
A1S+E7 POTCALE, 33
AlB+E7 POT(A17,3)
A17+E7 POTCAL8,32

En la celda E5 introducimos el extremo inferior del
intervalo que queremos analizar y en la E6, el extremo
superior.

En la celda E7 aparece la férmula (E6-E5)/10 por la
gque el ordenador calcula el valor del paso en la
particidén del intervalo.

En el &rea A8:A18 la maquina calcula los valores de x
de 1la particién del intervalo y en B8:Bl8 los corres-
pondientes valores de la funcidn.

Analizamos la funcidén en el intervalo [-10,10]. Intro-
ducimos el valor -10 en la celda E5 y el 10 en la E6.

128



Recalculamos todo el &rea de trabajo con lo gque nos
aparece la tabla de valores de la funcidén en este
intervalo que muestra la figura:

Funcifin: y=x3-2x:-Bx+1
Tabla de wvalares
v. inicial: -10.Q0
x u valor final: 10.00
paso: 2.GC
-10.00 -1138.C0
-8.00 -531.00
-5.00 -251 .00 Solucidgn de la ecuacidn:
-4 .00 -71.00 ;
-2.0C -3.00 valor de x: —10.CCCOOOOOO§
0.00 1.0C valcr de y: —llBS.OCCOCOOOC;
2.00 -11.00 i
4.00 g9.00
5.00 103.00
g.00 37.060
10.G60 741 .00

Por los cambios de signo que se producen, deducimos
que las tres soluciones se encuentran en los interva-
los [-2,0], [0,2] vy [2,4].

Introducimos el valor -10 en la celda El12 y ejecutamos
el comando Perseguir-Objetivos escribimos E13 como
variable dependiente, como valor requerido, O y como
variable independiente, El12. Después de 9 iteraciones
obtenemos la solucidn: x=-1.751532072.

Introduciendo a continuacién el valor 0 en E12 vy
repitiendo el proceso anterior, se obtiene la solucién
x=0.158917330.

Por fin, introduciendo el valor 4 en El12, se obtiene
la solucidn x=3.592614742.

129






SIMULACIONES CON ORDENADOR
EL METODO DE MONTECARLO

El método de Montecarlo como método numérico de
resolucidén de gran diversidad de problemas fue posible
gracias al uso de las calculadoras electrdnicas, que
luego devinieron en los modernos ordenadores. De hecho
la base tedrica era conocida desde hacia bastante
tiempo e incluso algunos problemas estadisticos eran
resueltos empleando muestras aleatorias. Pero la
simulacién a mano de variables aleatorias es un
proceso muy laborioso que la aparicién de las
calculadoras permite realizarlo en un tiempo razonable
y hace posible la generalizacidén del método. El método
fue divulgado por J. von Neumann y S. Ulam a partir de
1949,

El nombre de '"Montecarlo" se debe al de esta ciudad
del principado de Mdnaco, célebre por su casino donde
la estrella de los juegos de azar es la ruleta que por
otra parte es uno de los aparatos mds sencillos que
genera numeros aleatorios. El método se suele asociar
a fendémenos aleatorios pero se puede aplicar, como
veremos, para resolver problemas en los due no
interviene el azar.

Un ejemplo mostrard las caracteristicas esenciales de
este método. Ademds este ejemplo puede ser realizado
como una actividad por los alumnos.

-Una marca de chocolates, para promocionar sus
productos, introduce un vale con una de las seis
palabras CON, CHOCOLATES, CHOFIN, SENSACIONES, SIN,
FIN. Hay igual numero de cada una de las palabras vy
toda persona que envie las seis palabras recibe un
premio. ¢Cuadntas unidades habrad gque comprar, por
término medio, para tener una coleccidn con las seis
palabras?.

Los medios tedricos para resolver este problema no son
fadcilmente asequibles a los alumnos de BUP. Por otra
parte éste es un problema real (con variantes
ligeramente diferentes). Aplicando el método de
Montecarlo los alumnos pueden obtener soluciones
aceptables para gran cantidad de problemas. Para ello
sdlo necesitardan hacer el recuento de tiradas de
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monedas, dados o utilizar el ordenador como generador
de numeros aleatorios.

Sometido a discusidén el problema anterior se verd que
una forma de simularlo es lanzando un dado
repetidamente hasta conseguir obtener las seis caras,
pues podemos asignar a cada palabra un nimero del 1
al 6. Se puede proponer hacer una tabla asi:

Resultado Numero de veces que ha salido
1 CON /
2 CHOCOLATES //
3  CHOFIN //
4  SENSACIONES /777
5 SIN //
6 PFIN ///
Numero de lanzamientos 14

Cada alumno puede realizar una o varias de estas
"compras'" de chocolates y posteriormente se hara una
recopilacién de todas las pruebas para obtener 1la
media aritmética de 1los numeros de compras. El
resultado se aproximard sorprendentemente al valor
tedrico 14,7.

Los pasos seguidos en este ejemplo son, en esencia,
los que hay que realizar al aplicar el método de
Montecarlo. Vamos a analizarlos mas detenidamente.

En primer lugar hay que encontrar un modelo dque se
ajuste al problema a resolver. En nuestro ejemplo este
modelo ha sido el 1lanzamiento de un dado. Puede
encontrarse mas de un modelo para un mismo problema y
la discusidén que se genera para ver si un modelo es
apropiado o no es muy enriquecedcra.

En segundo lugar se  realizan las pruebas
correspondientes a dicho modelo. En nuestro ejemplo
hasta obtener los seis numeros.

En tercer lugar se hace el recuento de las pruebas

132



realizadas en el paso dos.

En cuarto lugar se repiten los pasos dos y tres. Para
la mayoria de los problemas con cien veces es
suficiente.

Finalmente se hace 1la media aritmética de los
resultados del paso tres.

UTILIZACION DEL ORDENADOR

Una vez resuelto el problema anterior se puede
plantear alguno similar, por ejemplo completar una
coleccidén de cromos, en el que un dado es insuficiente
para obtener numeros aleatorios vy, utilizar otro
procedimiento (como una bolsa con numeros) es incdmodo
y casi inviable por lo elevado del numero. Por otra
parte el paso cuatro en la aplicacidén del método
supone gran trabajo de tipo rutinario y he aqui donde
se muestra la potencia del ordenador para aliviar
nuestro trabajo y dque nos concentremos mdas en el
primer paso y en la discusién e interpretacidén del
resultado gue se obtenga en cada problema.
Precisamente 1la utilizacidén de este método es
inherente al nacimiento de las computadoras y con
ellas ha sido generalizado y aplicado a gran cantidad
de problemas que antes era impensable abordarlos por
la gran cantidad de calculos a realizar.

En un primer momento se puede utilizar el ordenador
sélo para generar numeros aleatorios de forma andloga
al lanzamiento de un dado. Para ello utilizaremos 1la
funcién AZAR Num que proporciona un numero al azar
comprendido entre 0 y Num-1. Asi para simular un dado
puede servir el siguiente procedimiento:

PARA DADO
DEVUELVE 1+AZAR 6
FIN

?ESCRIBE DADO

4
?

Logo afiade ademds unas posibilidades mayores que otros
lenguajes de ordenador para este tipo de problemas.
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Podemos en Logo usar funciones de azar definidas por
el wusuario. Por ejemplo podemos usar un procedimiento
que estraiga al azar un elemento de una lista:

PARA ELEMENTOAZAR :LISTA

LOCAL "N

HAZ "N CUENTA :LISTA

DEVUELVE ELEMENTC 1+AZAR :N :LISTA
FIN

Para obtener al azar un dia de 1la semana se puede
crear la funciédn:

PARA DIA
DEV ELEMENTOAZAR [LUNES MARTES MIERCOLES JUEVES
VIERNES SABADO DOMINGO]

FIN

Asi en nuestro ejemplo anterior se podria extraer al
azar directamente las palabras del slogan
publicitario:

?HAZ "SLOGAN [CON CHOCOLATES CHOFIN SENSACIONES SIN

FIN]

?ESCRIBE ELEMENTOAZAR :SLOGAN

SIN

?

Posteriormente se vera la conveniencia, casi

necesidad, de hacer los procedimientos que realicen
todos (menos el primero) 1los pasos que necesita el
método de Montecarlo. A modo de ejemplo resolvemos el
siguiente ejemplo.

-¢Cudl es 1la probabilidad de que en un grupo de 30
personas haya dos que celebren su cumpleahos el mismo
dia?.

Para introducir este problema, o posteriormente, se
puede hacer un sondeo de los dias de cumpleanos de los
alumnos de la clase. Suele haber varias coincidencias
cuando el grupo es de méds de 20 alumnos, lo cual puede
resultar sorprendente mds si pensamos que hay 365 dias
par