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= = — [ntroduccién

l.a Unidad Didactica que presentamos, nace en el marco del curso de Actualizacion
Cientifico y Didactica, programado por ¢l Centro de Profesores I de Valladolid para ¢l
area de Matematicas, durante ¢l curso 90-91. Un equipo de cinco profesores del Ciclo
Superior de E.G.B. empezamos su elaboracion al calor de las nuevas ideas, y propucs-
tas recibidas, durante el desarrollo del citado curso. Una vez terminada y despuds de
experimentarla con muchisima ilusion en nuestras clases, nos dimos cuenta de que sig-
nificaba para nosotros, una nucva forma de ensenar Matematicas.

Al finalizar ¢l curso, aunque algunos profesores no continuaron, se constituyo un
grupo de trabajo”™ Nuestro Entorno Geométrico™, con el objetivo de ampliar, mejorar
y adaptar la U.D. a las orientaciones y contenidos de la Educacion Secundaria Obliga-
toria y seguir con la experimentacion en las aulas.

Nuestra Unidad Didactica aborda determinados aspectos de la Geometria tridimensio-
nal, que creemos apropiados para alumnos de 12 a 14 anos. Desde este enfoque, apre-
ciamos la importancia que los contenidos de la E.S.O. conceden al bloque de “organi-
zacion y representacion en el espacio”, en contraste con los programas antguos, quc
en poco mas de dos temas y siempre al final, ratan de dar respuesta a mualtiples conte-
nidos geométricos.

En la U.D. hemos querido aprovechar al maximo el cardcter ludico,intuitivo y funcio-
nal de la Geometria. Presentamos situaciones variadas, creativas, manipulables y cerca-
nas a los chicos y chicas, con el fin de favorecer una disposicién positiva al aprendizaje
y fomentar la confianza en sus capacidades.

Damos gran importancia a la motivacion diaria dentro del aula, queremos sobre todo
despertar su interés, desterrar en lo posible los enunciados memoristicos v basarnos en
hechos concretos con sentido en su entorno real. Las actividades disenadas nos permi-
ten ejercitar los algoritmos de las operaciones, utilizar instrumentos de medida, mate-
riales y recursos diversos, y nos ayudan a crear un clima de curiosidad, trabajo y cola-
boracién.

Las orientaciones sobre ¢l desarrollo de esta unidad estin basadas en la experimenta-
cion que realizamos en cinco Colegios Publicos de Valladolid.

El total de alumnos que participo en la primera experiencia fue de 116 y pertenecian a
los niveles 7% v 8% de E.G.B. Las caracteristicas de estos centros escolares son las
siguientes:

Dos rurales, uno de c¢llos completo y el otro con muy pocos alumnos del ciclo
superior.



Tres urbanos, uno situado ¢n un barrio periférico con ambicnte socio-cultural
bajo, otro en un barrio de nueva creacion con familias de clase media v del rerce-
ro participaba ¢n la experiencia, un grupo de alumnos de Educacion Compensa-
toria.

Respecto al agrupamiento realizado, todos los profesores constatamos una buena dis-
posicion del alumnado hacia esta forma novedosa de trabajar. Sélo ¢n uno de los cen-
tros se trabajaba habitualmente en grupo. Los alumnos se sintieron muy motivados, lo

que genero entusiasmo v participacion.

En cuanto el sistema de agrupamicento v funcionamicnto de la unidad, ¢s interesante
conocer los resultados de las encuestas que se adjuntan, v que completaron los alum-

nos al finalizar la experiencia.

Este mérodo de trabajo tiene otras diferencias con ¢l tradicional que merece la pena

comentar ]J]'L‘\"i&'HI'IL'IH'CZ

El nivel de ruido de la clase ¢s mayor.
El ritmo de trabajo no es ¢l mismo en todos los grupos.

~ Hay que anotar las dificultades que se observen, tanto en los alumnos/as, como

en las actividades.

Se deben utilizar las puestas en comn para detectar las progresiones de todos los
alumnos y alumnas v para establecer conclusiones.
— Hay que atender a la diversidad, cuando sea necesario, a través de tarcas individua-

lizadas.

Por Gltimo, en la Unidad Didactica junto a las actividades de los alumnos estan anota-

dos los aspectos didacticos mas relevantes:

— Objetivos didacticos que se pretenden.

~ Nuamero aproximado de actividades por sesion.
- Puntos a tratar ¢n las puestas en comuan.

— Dificultades apreciadas.

— Errores mas comuncs.

— Preguntas claves.

— Observaciones.

— Informacion complementaria.

Pensamos sin embargo que este trabajo, como toda labor educativa, nunca estard
cerrado v agradecemos que nos comuniquen cualquicr sugerencia que aprecien al leer

o poner en practica esta unidad didactica.
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OBJETIVOS “U.D. NUESTRO ENTORNO GEOMETRICO”

GENERALES DE LA E.S.O.

1. Comprender y producir mensajes orales y
escritos y utilizarlos para comunicarse con sus
semejantes y para organizar sus propios
pensamientos.

GENERALES DE MATEMATICAS

—p

1. Incorporar al lenguaje y modos de argumentacién habituales las distintas formas de expresién matematica (numérica,
gréfica, geométrica, ldgica. algebraica) con el fin de comunicar los pensamientos propios de una manera precisa y rigurosa.

2. Relacionarse constructivamente con otras
personas adoptando actitudes de flexibilidad,
cooperacidn, participacion, interés y respeto.

2. Mostrar actitudes propias de la actividad matemdtica (exploracién sistemdtica de altemativas tenacidad y perseverancia
en la bisgueda de soluciones, flexibilidad para cambiar de punto de vista, gusto por la precisién en el lenguaje, etc..) en
situaciones cotidianas o de resolucion de problemas.

3. Elaborar y desarrollar estrategias
personales de identificacion y resolucién de
problemas en los principales campos del
conocimiento mediante la utilizacién de unos
hébitos de razonamiento objetivo, sistematico
y riguroso y aplicarlas espontaneamente a
situaciones de la vida cotidiana.

o JS. Utilizar las formas de pensamiento ldgico para formular y comprobar conjeluras, realizar inferencias y deducciones,

relacionar y organizar informaciones diversas relativas a la vida cotidiana y a la resolucién de problemas. l

4. Elaborar estrategias personales para la resolucién de problemas matematicos sencillos y de problemas cotidianos,
utilizando distintos recursos y analizando la coherencia de los resultados para mejorarios si fuera necesario.

—»

5. Utilizar los nimeros en la forma que sea adecuada a cada situacién y con la precisién necesaria, realizando los célculos
pertinentes con los algoritmos bésicos, distintos instrumentos (calculadora, ordenador..), o mentalmente en funcién de su
complejidad y de la naturaleza del problema.

6. Desarrollar estrategias de medida y célculo de magnitudes realizando estimaciones y aproximaciones de estas medidas
con el grado de exactitud conveniente, segun lo requiera la naturaleza de la situacién, del objeto o del aspecto medido.

4. Apreciar, disfrutar y respetar al patrimonio
natural y cultural de la comunidad en la que
viven.

—P

7. ldentificar cuerpos, figuras y configuraciones gaométricas en el andlisis de objetos y situaciones reales, formulando
inferencias sobre la manera de manejarios y de comportarse en las mismas a partir de la consideracién de las propiedades y
relaciones geométricas implicadas.

5. Formarse una imagen equilibrada y
ajustada de si mismos, de sus caracteristicas,
posibilidades y limitaciones.

8. Conocer y valorar las propias habilidades matemdticas para afrontar sin inhibiciones las situaciones que requieran su
empleo o que permitan disfrutar con algin aspecto creativo, manipulativo, estético o utilitario de las propias matematicas.
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U.D. NUESTRO
ENTORNO
GEOMETRICO

CUERPOS
GEOMETRICOS

CONTENIDOS

CONCEPTOS

1

PROCEDIMIENTOS

|

I

ACTITUDES

Identificacidn de formas geométricas.
Clasificacién de figuras y cuerpos atendiendo a diverses criterios.
Elementos caracteristicos de los poliedros.

—»

UTILIZACION
DISTINTOS

Relaciones de descomposicién entre figuras y cuerpos.
Regularidad en cuerpos geométricos.
Utilidad e importancia e algunas figuras y cuerpos, para propdsitos concretos.

h

Utilizacién de la terminologla y anatacién adecuadas para describir el tamafio y las propiedades.

LENGUAJES

——D‘

ALGORITMOS

P Descripcion verbal y gréfica de problemas geométricos y del proceso seguido en su
resolucion,confrontdndelos con otros posibles.

Construccién de modelos geométricos, esquemas, planos ¥y maquetas de figuras planas y espaciales,
utilizando los instrumentos, materiales y técnicas adecuadas en cada caso.

Y DESTREZAS

» ESTRATEGIAS

P Repressntacion plana de cuerpos geomélricos sencillog, conservando una cierla sensacién da

perspectiva.
Utilizacién diestra de los instrumentos de dibujo.

Utilizacién de la composicién, descomposicién, movimiento y desarrollo de cuerpos geométricos para
analizarios u obtener otro.

Investigacitn del teorsma de Euler.

Busqueda de propledades, regularidades y relaciones en cuerpos geométricos.

GENERALES

o

REFERENTE A LA

Identificacién de problemas geométricos diferenciando los elementos conocidos de los se pretende
conocer.

Reduccién de problemas gaométricos complejos a otros més senclllos, para facilitar su comprensién y
resolucion.

Utilizacidn de métodos inductivos y deductives para la obtencién de propledades geométricas de los
cuerpos y relaciones entre ellos.

Reconocer y valorar la utilidad de la geometrfa, para resolver problemas reales de su entorno fisico.
Sensibilidad, interés y gusto por las cualidades estéticas de las configuracicnes geométricas,

APRECIACION DE
LAS MATEMATICAS

REFERENTE A LA
ORGANIZACION Y
HABITOS DE TRABAJO

Y

reconociendo su prasancia en la naturaleza, el arte y la técnica.

Curiosidad e interés por investigar sobre formas, configuraciones.

Perseverancia en la bisqueda de soluciones a los problemas geométricos y en la mejora de las ya
encontradas.
Flexibilidad para enfrentarse a situaciones geométricas desde distintos puntos de vista.

Interés y respeto por las estrategias y soluciones a problemas geométricos, distintas de las propias.
Sensibilidad y gusto por la realizacién sitemética y presentacién culdadosa y ordenada de rabajos
geométricos.




U.D. NUESTRO
ENTORNO

GEOMETRICO

¢

Ampliacién del 8.M.D.: Mltiplos y submiiltiplos de las unidades fundamentales para édreas y volumenes. -
Significado del camblo de unas unidades a otras.
La medida como informacidén cuantitativa de tamarios.

CONCEPTOS

]

MEDIDAS

CONTENIDOS

PROCEDIMIENTOS

r
ACTITUDES

UTILIZACION
—» DISTINTOS

Utilizacién de instrumentos de medida.
Margen de error en la estimacién y aproximacion de medidas.
Mediciones indirectas: uso de férmulas y relaciones sencillas.

Ulilizacién del vocabulario y anotacién adecuadas para describir y cuantificar relaciones, con la medida. ]

LENGUAJES

ALGORITMOS

Expresion de las medidas efectuadas en las unidades adecuadas.

Aplicacidn de los algoritmos bésicos en el célculo de las dreas y vollimenes.

Y DESTREZAS

P Utilizacién diestra de los instrumentos de medida.

Estimacién de medidas.
[ —

I = = ']
Obtencién de medidas por distintos procedimientos, utilizando diversas estrategias. |

__,|ESTRATEGIAS
GENERALES

REFERENTE A LA
—» APRECIACION DE
LAS MATEMATICAS

REFERENTE A LA

| »| ORGANIZACION Y
HABITOS DE TRABAJO

™

Mediciones indirectas: Uso de férmulas y relaciones sencillas.
Decisién sobre qué operaciones son adecuadas en la resolucién de problemas numéricos.
Busqueda de forma experimental del calculo del volumen de cubo.

Valoracién de la utilidad de la medida para transmitir informacién precisa y relativa al entorno. ‘

¥ | Disposicién faverable a realizar estimacién y calculo de medidas de objetos y espacios.

Incorporacion al lenguaje cotidiano de los términos de medida para describir objetos y espacios. |

Actitud positiva hacia la precision en la medida mediante la utilizacién de instrumentos y de diferente ‘

—P|estrategias.

Habito de expresar los resultados numéricos de las mediciones manifestando las unidades de medida
ulilizadas. ‘




= ——————— Qrientaciones didacticas

Metodologia

Una vez seleccionados los objetivos v contenidos que queremos alcanzar nos enfrenta-
Mos 4 una interesante tarea, “como ensenarlos™, para que el aprendizaje de los alum-

nos v alumnas sea ¢l mejor posible.

Entendemos la Metodologia educativa como un elemento fundamental en la calidad
del proceso de ensenanza-aprendizaje. Opinamos que los tradicionales problemas de
las Matematicas, ticnen mucho que ver con la metodologia, ademas de con la seleccion

de los objetivos v contenidos.

[.a metodologia de la unidad estd basada en los principios de “actividad y participa-
cion”. Nos interesa sobre todo que el alumno o alumna “haga”, sin olvidar que necesi-
ta llegar con avuda, al andlisis v la reflexion, para elaborar conclusiones apoyadas en su

actividad, organizada en pequenos grupos de trabajo.

El proceso de aprendizaje se inicia ante una situacion concreta, ¢s decir, desde una
experiencia manipulativa dirccta. Posteriormente, a través de un lenguaje simbolico de
representacion grifica, numérica y verbal, se intenta alcanzar cierto grado de abstrac-
cion al generalizar los conceptos matemiticos asimilados a otras situaciones semejantes
y expresarlos con signos y nimeros. Queremos conseguir “aprendizajes significati-
vos™, relacionando siempre 1o que se aprende con o que ya se sabe y tratando que sea

siempre algo util v mortivante.
Siguiendo este criterio hemos disenado las actividades de forma que:

~ Tengan en cuenta sus CONOCIMICNTOS Previos.
— Estén relacionadas con su vida real v sus propias experiencias.
— Estén expresadas de forma sencilla, adaptrada a sus intereses v capacidades.

— Permitan la interaccion profesor/a-alumno/a y alumno/a-alumno/a, durante su

realizacion, considerando ¢l error como un elemento mas del proceso.

~ Potencien las relaciones entre los miembros del grupo, estimulando comentarios,

debates, toma de acuerdos, correccion de errores, ctc.
Tengan en cuenta la diversidad de alumnos y alumnas a los que van dirigidas.
~ Necesiten materiales v recursos nuevos vy variados que aporten motivacion.

Respecto a la organizacion del trabajo, pensamos que ¢l profesor o profesora debe pre-
parar de antemano las actividades de los alumnos y alumnas v los materiales que se



necesitaran en el transcurso de la sesion. Observara atentamente ¢l desarrollo de la
misma, animard, desbloqueard, planteara nuevos interrogantes, atendera sus particula-

ridades, ete. y anotard lo mas destacado.

Los alumnos v alumnas trabajaran organizados en grupos de cuatro, porque de esta
forma se favorece ¢l aprendizaje cooperativo v no competitivo, permite la discusion y
¢l debate, se Hlega a decisiones comunes ¢ incita a la actividad a todos los miembros del
grupo. Todos los alumnos dispondran de un cuadernillo de trabajo para cada bloque,

dondc realizaran las tareas.

Cada dos o tres sesiones de trabajo en grupo, se preparard una pucesta ¢n comuan que

ticne como objetivos:

e Comunicarlas conclusiones v soluciones encontradas por los equipos.

Resolver dudas.

e Analizar crrores.

e Reflexionar sobre las diferentes soluciones.
* Aceprar todas las estrategias utilizadas.

o Completar los trabajos.

Tambicn se contemplan trabajos individuales:

Fichas de sintesis:

Tienen valor como autoevaluacion y como esquema conceptual de cada bloque.

Fichas de recuerdo:

Preparadas para reforzar los objetivos considerados como previos a esta unidad.

T. de investigacion:

Para profundizar en algunos de los contenidos propuestos.

Pruebas de evaluacion:

Tratan de medir el grado de consecucion de algunos contenidos .

Todo para favorecer una verdadera construccion del conocimiento matematico, la
adquisicion de procedimientos y desarrollo de actitudes que ayuden al alumno a resol-

ver los problemas que se le planteen en la vida real.
No ponemos en duda que se pueden ensenar Matematicas eficazmente y atendiendo a

la diversidad, pero sobre todo sabemos que supone un gran reto para cualquicr equipo

docente.
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* Temporalizacion

Aportamos una scrie de orientaciones didacticas, referidas a la temporalizacion de la
unidad. Pretendemos que sean unas directrices flexibles, quedando al criterio del
docente utilizarlas o adaprarlas de acuerdo a su propia programacion y a sus alumnos

CONCreros.

La unidad didactica consta de tres partes diferenciadas, ademas de la prucba de diag-

nostico; la duracion aproximada segun la experimentacion realizada es la siguiente:

Prueba de diagnostico: dos sesiones.
¢ I: “Cuerpos geométricos™: diez sesioncs.

e II: “Superficie de los poliedros™: doce sesiones,

I[I1: “Iniciacion al volumen™: dicz sesiones.

En esta temporalizacion esta incluido, el trabajo en grupo, las puestas en comun, la
realizacion de las fichas de sintesis v las pruebas de evaluacion en cada uno de los blo-
ques. Las sesiones se consideran de cincuenta minutos.

La U.D. puede aplicarse completa (aunque supone demasiado tiempo con el mismo
tema), o mejor repartida entre los dos cursos escolares que comprende ¢l primer ciclo
de la Educacion Secundaria Obligatoria.

Nuestra sugerencia s abordar la Parte I en el primer curso de lo E.S.O. y completar las
dos restantes el sequndo ano del ciclo. Aunque admite mds posibilidades de aplicacion,

creemos que ¢l bloque “Iniciacion al Volumen’ nunca debe aplicarse en ¢l primer ano,

si tenemos en cuenta ¢l nivel de desarrollo de los alumnos.

Evaluacion
* La evaluacion del aprendizaje de los alumnos y las alumnas

La evaluacion es parte integrante v fundamental del proceso de ensenanzaaprendizaje,

se realiza en tres momentos significativos y ha de cumplir tres funciones:

[nicial = diagnostica, procesual = formativa v final = sumativa.

Con ello obrendremos los datos necesarios para valorar el proceso cducativo v, en con-
F § Yy

sccuencia, ajustar la actuacion cuando sea preciso.
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e Inicial/Diagnostica.

Se realiza al empezar ln Unidad Didactica. Permite al profesor comprobar si los
alumnos tienen adquividos v activados los conocimicntos previos necesarios para los
aprendizajes que se proponcn.

Con este fin, pasamos a los alumnos una prueba, que recoge los contenidos mas rele-
vantes de Geometria, estudiados en la ctapa anterior. Identificamos, analizamos v palia-
mos cn lo posible los errores v carencias existentes. En una ficha de registro alum-
nos/objetivos, apuntamos los resultados individuales v generales del aula, para la

orientacion posterior del proceso de ensenanza.

* Procesual/Formativa.

Es ln que tiene lugar a lo largo del proceso, durante el peviodo de formacion.

Se trata de obtener una doble informacion:

* Respecto a los alumnos, comprobando las etapas que han superado ¢n su proceso

de aprendizaje v las dificultades observadas, para asegurar su formacion.

® Respecto a la Unidad Didactica, comprobando si se aplica segun el programa esta-
blecido, v adaptando las actividades, si es necesario, para conseguir los objetivos
planteados.

En esta Unidad, para esta fase evaluadora, hemos empleado la observacion sistematica,
(sobre todo en los contenidos actitudinales), la realizacion de todas las actividades y las

fichas de sintesis v recuerdo.

e Final/Sumativa.

Tiene lugar al final de lo Unidad Didactica. Esta muy interrelacionada con los
otros momentos evaluativos, inicial v procesual. Toma los datos obtenidos durante el
proceso y anade otros consequidos de forma puntual: prucbas especificas de evaluacion
¥ tareas de investigacion.

De cada alumno se registra ¢l grado de consecucion de los objetivos didacticos pro-
puestos. Esta evaluacion nos reporta la informacion final, sobre ¢l resultado del proce-
so, dandonos una vision global de los logros educativos alcanzados v de la situacion de
cada alumno, para ¢l inicio de un nuevo aprendizaje.
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« Instrumentos para la evaluacion de los alumnos y las alumnas.

o Observacion sistemiaticn

Fs un procedimiento esencial de evaluacion, va que nos permite valorar algunos conte-
nidos (procedimicentos v actitudes), sin que ¢l alumno se percate de que esta siendo
evaluado. En la Unidad Didactica, la observacion se realizo anotando en la ficha, que
se adjunta, informacion sobre estos apartados concretos del trabajo de los alumnos,

utilizando una escala de tres puntos: 1 (bajo), 2 (normal) v 3 (alto).

o Awutocvaluacion

Realizada a traveés de: Fichas de sintesis. Cada alumno autocorrige las actividades v
esta valoracion le orienta sobre su situacion respecto a los contenidos conceptuales de
cada bloque. El profesor recoge la informacion para conocer los porcentajes de error

de cada apartado v reajustar la intervencion.

o Prucbas de evaluacion especificas.

Se realizan al final de cada bloque. Evaltan los objetivos dididcticos programados v esti-
man ¢l grado de consolidacion de lTos contenidos alcanzados por cada alumno. Junto a
cada prucba se incluven los criterios seguidos para la evaluacion v la ficha de registro
de datos.

* Trabajos de investigacion.

Propucestos para realizar de torma individual o en grupo v concebidos como profundi-

zacion de algun contenido programado:

— Investigacion del teorema de Euler.
— Las Piramides de Egipro.

— El cubo hucco.

e Evaluacion del proceso de ensenanza.

No solo debemos evaluar ¢l proceso de aprendizaje del alumnado, sino también ¢l pro-

ceso seguido en su ensenanza. En este sentido es necesario validar:

17



o La Unidad Didactica

Indicadores de referencia;

= La seleccion de objetivos v contenidos responde a las condiciones v necesidades reales
de los alumnos.

|

El plantcamiento de las distintas situaciones despicerta interés v motivacion.
- El tipo y la gradacion de las actividades es correcto.
= El lengruage, los graficos y los dibujos utilizados son expresivos v claros.

— El tiempo destinado a cada rarea es suficiente.

|

El ambicnte creado en el aula, durante ¢l desarrollo de la Unidad, facilita ¢l proce-
so de aprendizaje.

Los materinles son realmente unlizados para lo que se proponia.

Las prucbas de evaluacion responden a los objetivos didacticos programados.

e La actuacion del profesor o profesora
Indicadores de referencia:
~ Su participacion a lo largo del proceso.
La atencion a todos los alumnos y alumnas.
— La dedicacion a la diversidad.

~ La oportunidad de su intervencion.,

e Instrumentos para la evaluacion del proceso

[La tarca de valorar la actuacion de uno mismo o de su propio trabajo ¢s muy dificil. Es
imprescindible el apovo en datos externos. En esta Unidad Didactica hemos empleado

los siguientes:

e Cuestionarios

Contestados por los propios alumnos v alumnas, recogen su valoracion de bastantes
aspecto de la Unidad y sobre su aprendizaje. Son las encuestas valorativa y de autocva-

luacion.

e Contraste de expeviencins

Todos los profesores que experimentamos total o parcialmente esta Unidad, analiza-
mos v reflexionamos sobre todos los aspectos mencionados—Pusimos en comun, las
dificultades, los desajustes, los fallos. Revisamos la metodologia, ¢l papel de los grupos,
del profesor, de los materiales. Reformamos la secuenciacion de objetivos v conteni-

dos, las actividades, las pruebas de evaluacion ete.—.
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Fruto de este contraste de experiencias es la Unidad Didactica que damos a conocer y
en la que se han producido sucesivas modificaciones:

— Simplificacion de la prueba de diagnostico.

— Ampliacion del tiempo destinado a puestas en comun.

— Qrganizacion de la Unidad en tres bloques.

— Diseno de fichas de recuerdo.

— Planteamiento de tareas de investigacion,

— Ampliacion de contenidos referidos a la superficie de los poliedros.

— Supresion de los objetivos y contenidos relativos a la superficie de los cuerpos

redondos.

— DPreparacion de mas actividades para ¢l bloque de iniciacion al volumen.

ENCUESTA VALORATIVA

N de alumnaos

Me gustaria conocer tu opinion sobre el sistema de trabajo empleado en el desarrollo de la
Unidad Didactica, en estos aspectos:

M.BIEN BIEN REGULAR MAL

Trabajo de los alumnos:

Grupos de trabajo de 4 alumnos.

El trabajo individual.

Las puestas en comiin.

Actividades realizadas:

La cantidad en cada sesion.

El estilo de las actividades.

Los materiales utilizados.

La actuacion del profesor/a.

Evaluacion realizada:

Prueba de diagnéstico (inicial)

Fichas de Sintesis.

Pruebas de evaluacion




ENCUESTA DE AUTOEVALUACION

Reflexiona sobre el trabajo que has realizado con la Unidad Didactica “Nuestro Entorno
Geometrico”, y contesta a estas preguntas:

CUESTIONARIO Sl EN NO
PARTE

¢ Estas contento/a con la labor que has desarrollado en la Unidad?

¢ Estas satisfecho/a con lo que has aprendido de cada bloque?.

(Era la primera vez que estudiabas los contenidos que hemos
trabajado?.

¢ Confias en saber aplicar a los problemas, lo aprendido en esta
Unidad?.

¢ Crees que estas bien preparado para seguir ampliando tus
conocimientos sobre Geometria?.

Escribe tus propeustas para mejorar:



Maferiales v recursos didacticos

Si observamos los materiales didacticos existentes en la actualidad, de inmediato descu-
briremos que estan pensados prioritariamente para facilitar ¢l aprendizaje de content-
dos de cardcter conceptual. Asi sucede con gran parte de los actuales libros de texto. El
aprendizaje de nuestros alumnos comienza por la observacion del mundo que les
rodea. Perciben objetos concretos. El paso de lo concreto a lo abstracto resulta mas

natural utilizando todo tipo de materiales.

Valerse de materiales en el aula; permite no solamente introducir conceptos, sino que
ademas, permite descubrir las aptitudes matematicas naturales del alumno, desarrollar

destrezas, habilidades v tomentar la creanvidad.

El inconveniente mavor que casi todos los profesores ponemos al trabajo con materia-
les y recursos, es ¢l ticmpo consumido en su utilizacion y construccion. Pero este tiem-
po estard bien empleado, si la actividad reflexiva v creadora domina sobre la estricta-

mente manual,

Para ¢l desarrollo de esta unidad didactica son necesarios los siguientes materiales v

Irecursos;

Objetos de uso habitual con forma de cuerpos geométricos
* Cajas de cucrpos geométricos opacos v transparcntes.

* Transparencias o diapositivas.

* Retroprovector o proyector de diapositivas.

e Pajitas y limpia-pipas, que permiten la construccion de cuerpos geométricos en cl

espacio.
e Plantilla de cuerpos geomctricos, para la construccion de poliedros.
* Polydron, piczas de plastico encajables.

* Policubos, consisten en piczas cubicas de 2 em. de arista, que pueden ensamblarse

por cualquicra de sus caras.
e Centicubos o bloques multibase, cubos de 1 ¢m. de arista.
* Metro cubico desmontable.
* [ibros de texto v consulta.

* Regla, escuadra, cartabon.

e Tijeras, pegamento, cartulina, dados, cte.



e Bibliograiia
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Desarrollo de la unidad didéactica

— Pruebade diagnodstico

I.- Observa atentamente ¢l dibujo, v bordea las figuras GEOMETRICAS PLANAS del
mismo, utilizando un color distinto para cada tipo de figura. Es suficiente con scis

figuras diferentes.

LA Ry
<

2.- Completa ¢l siguiente cuadro con los POLIGONOS que hayas encontrado ¢n ¢l
dibujo.

[3v]
5]



NUMERO DEL NOMBRE DEL NUMERO DE NUMERO DE
POLIGONO POLIGONO LADOS VERTICES

3.- Consulta ¢l dibujo anterior v contesta:

o ;Hav poligonos con el misimo mimero de lados que tengan distinto nombre?.
o Cita al menos tres poligonos en los que sucede eso:
o Escribe el nombre que veciben todos los poligonos que ticnen ese nitmero de lados.

4.- Dibuja un POLIGONO REGULAR distinto en cada una de las siguientes circun-
ferencias:

(La prequnta estd disenada para que los alumnos puedan dibujar facilmente un trian-
aqulo equildtero, un cuadrado, un hexdagono y un dodeciagono.)

——

OC
OO



5.- Colorea ¢l perimetro de cada poligono en rojo y la superficie en verde.
6.- Observa con atencion este dibujo y considera las medidas en centimetros.

a) Complera las medidas que faltan
b) Calcula ¢l perimetro, (procura no olvidarte de ningtin lado).
¢) Calcula la superficie por partes, descomponiendo la figura en otras: rectangu-

los, cuadrados, triangulos, cte.
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Evaluacion de la prueba de diagnostico

Finalizada la prueba, ¢l profesor revisa las actividades, para detectar v analizar, en un
primer momento, los principales errores y carencias existentes. En la siguiente sesion

de trabajo, con todos los alumnos v alumnas, se revisan en profundidad v se resuclven

las dudas, se corrigen los errores, se¢ comprueban los resultados, ete.

Segin nuestra experiencia, las principales confusiones v dificultades son: — Incluir ¢l
circulo como poligono. — Desconocer ¢l nombre de los poligonos de mas de cuatro
lados. — Dibujar el rectangulo como poligono regular. — Dificultades en la interpre-
tacion del dibujo. — Errar en ¢l calculo del perimetro. -

arca del triangulo rectingulo, (no identifican la base v [a altura).

o Criterios para el registro de la prueba.

Senalamos los criterios para considerar que los objetivos estan adquiridos.

Seis figuras si.

i Reconoce figuras geométricas planas. Mbnoa dh kaik .
2a Identifica poligonos. Sélo poligonos, si.
Circulo y circunferencia, no.
2b Conoce el nombre de los poligonos. La mayoria, si
Sélo de cuatro lados, no.
2c Lados y vérices. Hay siempre igual nimero, si.
No es el mismo nimero, no.
3. Los cuadrilateros. Conoce tres cuadrilateros, si.
Conoce menos de tres, no.
4. Dibuja poligonos regulares. Todos regulares, si.
Uno no es regular, no.
8. Identifica perimetro y superficie. Lo hace correclamente, si.
6a Interpreta el dibujo. Completa los datos, si.
No los completa, no.
6b Calcula el perimetro. Correctamente, si.
Faltan lados, no.
6c Calcula la superficie por descomposicion | Cuadrado, si/no.

Rectangulo, si/no.
Triangulo, si/no.

— Calcular incorrectamente ¢l
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- [. Cuerpros Geométricos

Un dia antes se les pediva a los alumnos que traigan o clase material diverso con forma
de CUERPOS GEOMETRICOS.

PRIMERA SESION: Entreqa del primer cuadernillo a los alumnos. Lectura v conren-
tario de la introduccion, el esquema y los materiales de ln Unidad Didactica.

Introduccion

El hombre ha vivido siempre con formas geométricas que se encuentran en vegetales,
animales v minerales. Dichas formas las ha ido incorporando en sus instrumentos de
trabajo, a los lugares en los que vive, al artey a la arquitectura, ete. En ¢l entorno que
nos rodea, en casa, en la calle; en clase, etc., ademas de las figuras planas que ya cono-
céis, encontramos otras formas geométricas que ocupan un lugar ¢n ¢l espacio v que
lamamos CUERPOS GEOMETRICOS.

* Esquema
— Identticacion. — Representacion.

— Clasificacion. - Elementos y caracteristicas.
— Construccion.

e Materiales

De los alumnos. Del aula de matemiricas.

— Objetos de uso habitual que — Caja de cuerpos geometricos.
rengan forma de cuerpo ~ Tramas isométrica y cuadriculada.
geomEtrico. ~ Pajitas de sorber liquidos v

— Regla, escuadra y cartabon. limpia-pipas.

— Tijeras y pegamento. - Polydron.

— Libro de texto v consulta. — Policubo.

- Dados. - Transparencias.

OBJETIVO DIDACTICO: Observar, recoger v clasificarlos cuerpos del entorno, aten-
diendo a diversos criterios.




Actividades

1.- Recoged objetos de uso habitual, (botes de conserva, cajas, recipientes,.... ), que

scan cuerpos geomctricos v traedlos a la clase.

a) Agrupad ¢n montones los cucrpos recogidos, teniendo en cuenta las caracteristicas
comunes ¢n cuanto a la forma.

b) Anotad lo que tienen ¢n comun, los objetos de cada grupo.

Uno de los crrores mas frecuentes, es nombrar a los cuerpos geométricos como si fieran

fiquras planas: cuadrados, triangilos, circulos...

¢) Distribuye los grupos anteriores ¢n estos recuadros. Escribe ¢l nombre de los obje-

tos que pertenceen a cada uno v dibuja un representante. Anota cl criterio acordado.

GRUPO N2 1 GRUPO N® 2

CRITERIO CRITERIO

GRUPO N® 3 GRUPO N? 4

CRITERIO CRITERIO

2.- Haz una lista d¢ otros cucrpos geométricos, que has visto en ¢l colegio; en la
calle, en casa cte., v que no puedas tracr aqui. Anota junto a cada cuerpo, ¢l namero

del grupo, de la actividad anterior, en ¢l que estaria.

CUERPOS GEOMETRICOS N° DEL GRUPO

SEGUNDA SESION.
OBJETIVO DIDACTICO: Clasificar los cucrpos geométricos en cucrpos redondos v
policdros, y éstos en prismas, piramides v poliedros requlares.

3.- Para realizar esta actividad debeis utilizar la caja de cuerpos geométricos que hay
en ¢l aula, los libros de consulta v los dibujos de la plantilla:

a) Recorta un cucerpo,

b) Colocalo y pégalo en el lugar que corresponda,

¢) Escribe su nombre.







Conviene orientar a los alumnos sobre la distribucion de los dibujos en los graficos. En
el corvespondiente a los policdros, hay que advertir sobre la interseccion; esta pensadn
para los cucrpos que cumplen los dos criterios: el cubo y el tetraedro.
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OBJETIVO DIDACTICO: Buscar las diferencias existentes entre las distintas clases de
CHETPOS FEOMIELTTCOS.

4.- Escribe las diferencias entre poliedros y cuerpos redondos. Fijate en la clasifi-
cacion que has hecho en la actividad anterior.

POLIEDROS CUERPOS REDONDOS

TERCERA SESION: Puesta en comun de las actividades vealizadas hasta abora:
nnmero 1, 2, 3 v 4.

Los girupos de alumnos exponen los agrupamientos que realizsaron con ol material y
los criterios empleados.

o Comunican qué cuerpos geomeétricos anotaron en la lista (actividad 2), v el crite-
rio de clasificacion.

o Serevisa la clasificacion de los cuerpos geométricos v el nombre de cada uno.

o Con Iln aportacion de cada grupo, se sacan conclusiones sobre las principales dife-
rencias entre policdros v cucrpos redondos.

o Se hacen descripeiones verbales de cuerpos geométricos, utilizando el vocabulariy
adecuado: es un policdro..., es un cuerpo vedondo..., sus caras son..., cte.

o Se jucan a “identifica este cucrpo”, después de entreqar a cada grupo uno distinto.

3]
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CUARTA SESION. OBJETIVO DIDACTICQ: Observar cuerpos geométricos en la
arquitectura, el arte, lo técnica, v apreciar su belleza.

TRANSPARENCIAS.

Esta actividad se realiza con toda la clase. Se pide o los alumnos que seitalen v nom-
bren los cuerpos geométricos gue identifiquen en cadn fransparencin. Al presentnrins,
el profesor puede dar una informacion oral de cada una de ellns. El orden de las

transparencias sigue un criterio cronologico.

Primera transpavencia: Piramide de Keops.

Dibutjo esquemadtico del complejo de Keops v seccion de ln Gran Pivdmide. Se cree que
Sueron necesarios cien mil hombres para su construccion, v es la sinica de los Hama-
das “sicte maravillas” que ha Hegado hasta nuestros dias.

Segunda transparvencia: Casrillo de Penaficl.

Importante castillo de o provincia de Valladolid, de doscientos diez metros de largo v
veaite de ancho, con forma de barco aungie no se aprecic en la transparencia. Tiene,
torre del homenaje, patios de armas v se encuentra estratégicamente situado en un

cerro,

Tercera transpavencia: Calle de ln Liva v Torre de la Inlesin de San Martin.
Calle del antigno barrio de la juderia de Valladolid. Torre sobria, de estilo cisterciense.

Cunvta transpavencin: Inlesio de Sonta Marvia lo Antiqua.
La torre de esta iglesin constitive un clemento identificador de la ciudad de Vallado-
lid. La torre y parte del claustro es de estilo romanico, (siplo XII), v el resto es gotico,

Quinta transpavencia: Edificio de Correos v lelégrafos de Valladolid.
Situado en la Plaza de ln Rinconadn, proximo al Ayvuntamiento, destacan del edifi-
cio sus grandes ventanales.

Sexta transpavencia: Construcciones Energéticas. Dibujo de una torre de perfora-
cion de petroleo. Deposito de gas natural licuado. La forma esfévica, hace que sen
practicamente imposible unn explosion. Esquemn del edificio donde estd alojado el
nicleo de un reactor nuclear. Esquema de los principales elementos de una central
nuclear.

Al finalizar lo sesion se puede pedir a los aluminos un trabajo de investigacion, sobre
los principales monumentos de su cindad, relacionando de esta forma los contenidos
de geometria con el area de Ciencins Sociales.

fels



5.- Después de observar las transparencias, comenta con tus compaineros de
grupo, el uso que de los cuerpos geométricos, ha hecho el hombre, en la arqui-
tectura, el arte y la técnica. Anota tus impresiones sobre su utilidad y belleza.

QUINTA SESION.
OBJETIVOS DIDACTICOS: Construir estructura de prismas y piramides. Relacio-
nar las estructuras construidas con los dibujos correspondientes.

6.- Construye la estructura de estos prismas y piramides, utilizando las pajitas y los
limpia-pipas:

Un prisma triangular, (bases triangulares).

Un prisma cuadrangular, (bases cuadradas).

Un prisma hexagonal, (bases hexagonales).

|

Una pirdamide triangular.
— Una pirdmide cuadrangular.

— Una piramide hexagonal.

Utiliza pajitas del mismo color para cada tipo de figura. Cada miembro del grupo debe
construir uno de los cuerpos propuestos. Los de base hexagonal convienen realizarlos

entre dos.

7.- Relaciona las estructuras construidas en el grupo, con los dibujos de la siguiente
pagina, coloredandolos con el mismo color que la estructura correspondiente.

Escribe debajo de cada dibujo su nombre. Fijate en la clase de poliedro que es y en la

forma de las bases.




OBJETIVOS DIDACTICOS:

Identificar v contar los principales elementos en los policdros regqularves: caras, avistas
¥ Pértices.

Orqanizar datos mediante tablas.

8.- Elige de la caja de cuerpos geomérricos los que son poliedros regulares. Disenad

una tabla y anotar: nombre, caras, vértices v aristas de cada higura:

Trabaio de investigacion

Todos recordiis que el matemadtico griego Pitagoras, formuld un teorema que lleva su
nombre y que se aplica en Geometria a los tridangulos rectangulos. A lo largo de la his-
toria, han existido otros matematicos que también nos dejaron importantes trabajos
relativos a los poliedros:

Platon (420-348 a. C.), fundo en Atenas su famosa Academia, en cuva entrada habia
rotulo que decia: “Nadie entre aqui que no sepa Geometria”. A €l se deben los llama-
dos solidos platonicos: los cinco poliedros regulares.

Arquimedes (287-213 a. C.), uno de los mas grandes matemaricos de la antigiiedad.
Descubrio los trece poliedros semirregulares que se pueden formar con poligonos
regulares diferentes: solidos de Arquimedes. (Ver anexo).

Investiga sobre otros matematicos que aportaron conocimientos relativos a las formas
geomctricas. Haz un pequeno resumen,

Leonhard Euler, nacié en Basilea en 1707, v murio ¢n San Petersburgo en 1783.
Localiza estas ciudades en un atlas v anoralo.



* Actividades

Toma del polydron, palabra que viene del gricgo poliedro, v significa solido de muchas
caras, cuatro triangulos cquiliteros. Construye con dichos tridngulos un tetracdro.

Coge ahora cuadrados, ¢ intenta construir con ellos un cubo.
Haz o mismo que antes, pero con doce pentigonos, para componer un dodecacdro.
St utilizas tres triangulos v tres rectangulos, ;que poliedro formas?.

Con los cucerpos anteriores, completa esta tabla.

NOMBRE DEL NUMERODE | NUMERODE | NUMERO DE
POLIEDRO CARAS VERTICES ARISTAS

Observa los datos de la tabla;
a) El namero de aristas siempre es que ¢l nimero de caras.

b) El nimero de vertices también es que ¢l nimero de caras,

¢) Teniendo en cuenta tus respuestas completa la siguiente igualdad.

Comprueba si dicha igualdad s¢ cumple en cualquier policdro.

CONCLUSION: Lconhard Fuler, descubrio la relacion existente entre:

por lo que se conoce como Teorema de Euler.



SEXTA SESION.
OBJETIVO DIDACTICO: Identificar, contar v describir los principales elementos
de los policdros irregulares: caras, aristas v vertices.

8.- Aqui tienes un prisma en el que estan senalados sus elementos mediante
flechas. Utiliza los libros de consulta v escribe ¢l nombre completo de cada uno de

cllos.

Es importante que diferencien claramente entre, caras laterales v basicas v, entre

aristas laterales v basicns.

A 4

A

8.- Completa ¢l siguiente cuadro, utilizando, si ¢s necesario, ¢l prisma v la pirimide

de la caja de cuerpos geométricos.



POLIEDROS IRREGULARES

L - =~

Jr

-
CARAS NUMERO
BASICAS FORMA DE
CARAS NUMERO
LATERALES FORMA DE
NUMERO BASICAS
DE LATERALES
ARISTAS TOTALES
VERTICES NUMERO

10.- Después de realizar las actividades anteriores, escribe ¢l significado de los siguicn-

tes terminos:

Caras basicas:
Caras laterales:
Aristas:

Veértices:




SEPTIMA SESION: Puesta en comun de las actividades vealizadas desde ln teveera

seston: nipmeros 6, 7, 8, 9y 10.

Un micmbro de cada grupo expone como se desarrollo la construccion de estructu-
ras de prismas y piramides con pajitas, v su impresion de ln experiencia.

o Se comprueba si todos los alumnos velacionan el nombre del poliedro con la forma

de su base.

o Se indaga la estrategia utilizada, por cada grupo, para el recuento de los elemen-
tos en los poliedros requlares.,

e Se comentan y aceptan todas las estrategias.

o Se expone, por parte de los grupos, los resultados de la tarea de investigacion, sobre
¢l reorema de Enler.

e Se invita a los alumnos, a que investiguen sobre los poliedros semirvegulares, dando
algunas pistas sobre qué poligonos regulares combinar: pentagonos con tridngulos,
hexdgonos con pentdagonos (balon de fittbol), hexdagonos con cuadrados, etc. (Ver
ANeXo).

o Se confirma que cada grupo de alumnos, ha escrito el nombre completo de los ele-
mentos de los poliedros irrequlares.

» Cada grupo expone la descripcion ~¢ los elementos: caras, aristas v vértices.

o Se sacan conclusiones sobve estas descripeiones utilizando el vocabulario geométrico
adecnado.

OCTAVA SESION.

OBJETIVOS DIDACTICOS: Identificar y dibujar primas y pivamides con perspec-
tiva.

Utilizar los instrumentos de dibujo.

11.- Dibuja en las “tramas™ siguicntes, algunos cuerpos geométricos, (al menos dos
prismas y dos pirdmides).
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Observa atentamente el modelo dibujado, porque te servird de ayuda.
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OBJETIVOS DIDACTICOS: Reconocer desarrollos planos correspondientes a pris-

mas vy piramides.

12.- Observa los siguientes dibujos:

a) Indica junto a cada uno de cllos si es o no desarrollo de un prisma o de una

piramide.

b) Silo es, escribe ¢l nombre del prisma o la piramide.
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OBJETIVO DIDACTICO: Identificar y relacionar dibujos totales o parciales con el
cuerpo geometrico corvespondiente.

13.- Observa las siguientes figuras, indica a quc cuerpos geométricos pueden perte-
necer cada una de cllas.

pay
/\
/

Conviene animar a los grupos de alumnos, o que agoten todas los posibilidades de
cadn una de las figuras propuestas.
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NOVENA SESION: Puesta en comun de las actividades 11, 12y 13. Realizacion de
la Ficha de Sintests 1.
Auntoevaluacion v rvecogida de datos.

Ficha de sintesis 1: los cuerpos geometricos

1.- En el entorno hay infinidad de objetos que tienen formas muy variadas, las cuales

se aproximan a los cuerpos geometricos como:

— Un dado a un

— Una pelota a una

— Un bote a un

— Una caja de leche a un

— Un cucurucho a un

2.- Entre los cuerpos geométricos, distinguimos los que estan limitados por poligonos,

como la caja de leche, y otros que no, como ¢l cucurucho de helados. Segan esto

completa:

5

| CUERPOS GEOMETRICOS |
v v
| POLIE]DHOS | | NO POLIEDROS]
v
| IRREGULARES | | CUERP

—

]

CUBO

]

]

1

—

|

——» DODECAEDRO |

y <
0S REDONDOS |

]
% |
——» ESFERA |




3.- Poliedro ¢s todo cuerpo limitado por

4a.- Poliedro regular, cs aqucl cuvas

entre si, de modo que en cada vértice concurren el mismo niamero de
4b.- Solo existen poliedros regulares.
5a.- Los clementos de los poliedros son aristas, y

5b.- Los prismas ticnen siempre basces y sus caras laterales son

5c.- Las piramides ticnen sicmpre base, v sus caras laterales son
6.- Scegun los poligonos de las bases, los prismas v las piramides pueden ser:

Sila base es un triangulo se Hama triangular,

Sila base es un cuadrado se [lama

Si la base ¢s un se llama

Silabascesun —— sellama

7.- Escribe el nombre de estos prismas, pirdmides y poliedros regulares:

son poligonos iguales
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DECIMA SESION: Prucba de evaluacion, I: los Cuerpos Geométricos.

1.- Escribe los nimeros de la primera columna, en los cuerpos geométricos de la

scgunda y tercera columna:

1. Canica a) b)

2. Dado Cilindro

3. Gorro de payaso Prisma CUERPO

4. Rodillo Esfera REDONDO
5. Tejado de torre Cono

6. Caja de zapatos Poliedro regular

7. Lapiz de dibujo Piramide POLIEDRO
8. Tubo fluorescente

2.- Complera el siguiente cuadro:

Cuerpos N? de N° de N de Nombre de los
geometricos vertices aristas caras poligonos de todas las caras
Cubo
|
I
| !
Piramide
i |
Prisma I




3.- Describe las diferencias entre:

| DIFERENCIAS

a) Cuerpos redondos y poliedros.

b) Prismas y piramdes.

4.- De las siguientes afirmaciones, indcia cuales son verdaderas, (V) y cudles falsas (F):
a) Las piramides son cucrpos redondos
b) El dodecaedro tiene doce caras que son triangulos equiliteros
¢) Un prisma octogonal tiene diez caras en total
d) El cono esta limitado por una superficie curva v un circulo
e) En el cubo concurren cuatro aristas en cada vértice

f) Una piramide ticne las caras laterales formadas por tridngulos

5.- Elige un poliedro regular. Noémbralo v explica todas sus caracteristicas.

6.- Observa estas figuras planas ¢ indica:
a) A qué cucrpos gcométricos pueden pertenccer.
b) Qué elementos de ese cuerpo pueden ser:

! a) Cuerpo geométrico b) Elemento 1

1
2
3
4 - -

7.- En edificios, los instrumentos de trabajo v en la naturaleza, podemos apreciar la
belleza y la utilidad de los cuerpos geométricos.

Escribe algunos ejemplos, v scnala de qué cuerpos geométricos estan formados.

FICHA REGISTRO DE LA PRUEBA DE EVALUACION.
Bloguel: Cuerpos geomeétvicos.
(Se adjunta en la siguiente pagina, ln velacion alumnos-actividades de evaluacion).
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———— [[. Superficie de los Poliedros

PRIMERA SESION:
OBJETIVO DIDACTICO. De las fuyuras propeustas, seleccionar las que sean desn-
rrollos planos del cubo.

Actividades

1.- Todas las figuras siguientes se han obtenido uniendo seis cuadrados idugales.

Sin recortar ni montar, seiala cudles crees que pueden ser desarrolos planos de un

cubo.



OBJETIVO DIDACTICO: Componer, descomponer v desavrollar en el plano, cuer-
POS JEOMELTicos.
Describir verbalmente un cubo v veconocer sus principales elementos.

2.- Coge ¢l polvdron v reproduce las figuras numeradas.

Intenta componer ¢l cubo con cada una de ellas.

a) Complera la siguiente tabla:

Ne Se obtiene No se obtiene

b) ¢Eran desarrollos planos del cubo, todas las figuras que senalaste?
c) Intenta otros desarrollos planos distintos a los anteriores (hay once posibles), v
dibuja la plantilla correspondiente.

(Ver en el anexo los once bexominos que a/ plegarlos dan un cubo.)

3.- Describe un cubo, utilizando vocabulario geométrico:

Disena una tabla para recoger las caracteristicas de los elementos del cubo: caras,

aristas y vértices.

SEGUNDA SESION.
OBJETIVO DIDACTICO: Dibujar un cubo desde distintos puntos de vista,

4.- Coloca un cubo cn distintas posiciones, respecto a tu punto de vista, ¢ intenta
dibujarlo en cada una de ellas (al menos en tres).
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S5.- Para esta actividad puedes utilizar un dado de los que se usan en los juegos.

a) Coloca el dado como en el primer dibujo. Rucdalo hacia la derecha, v dibuja las
caras correspondientes a cada posicion.

b) Inténtalo después, pero sin mirar ¢l dado.

e e @
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OBJETIVO DIDACTICO: Construir modelos geométricos en el plano v en el espa-

1o,

Buscar estrategias para calcular la superficie del cubo.

6.- Dibuja en papel cuadriculado, el desarrollo plano de un cubo que tenga cinco cen-
timetros de arista.

Calcula la cantidad de papel que se necesita para componer ¢l cubo, sin contar con las
pestanas.

a) Explica el camino que puedes seguir para saberlo:
b) Realiza las operaciones necesarias:

Exactamente he empleado cm? de papel.
c) :Hay otro caminos para realizar ¢l cilculo?. Escribelos:

d)

Al caleular la cantidad de papel necesaria para construir ¢l cubo, has hallado:



TERCERA SESION.

OBJETIVO DIDACTICO: Relacionar la medida de la avista del cubo, con su
supefficie.

Descubriv una formula que exprese algebraicamente la relacion anterior.

7.- Teniendo en cuenta la actividad anterior, completa el siguiente cuadro sobre la

superficie del cubo:

Arista del Superficie (cm?)
cubo (cm.) Indica las operaciones necesarias.
a=1
d=2
a=3
| a=4
| s |

A partir de los datos de la rabla, saca una conclusion que te sirva para hallar la superfi-
cie (el area) de cualquier cubo.

Area del cubo:

Expresa la conclusion anterior mediante una formula:

CUARTA SESION.

Pucsta en comaun de las actividades anteriores.

un



Ficha de recuerdo
e LLas unidades de sueprficie
Recuerda:

Medir superficies ¢s compararlas con una unidad establecida. EI namero de unidades
que contiene una figura plana, es la medida de su

Se llama area, al namero v la unidad que expresa la medida de superficic.

1.- Tomando como unidad ¢l cuadro negro v despucs el rayado, halla el area de todas
las figuras de la cuadricula

FIGURAS i %\

NN C
C R

2.- Para medir superficies utilizamos cuadrados cuyos lados miden I mm., 1 cm, 1
dm., 1 m., ctc.

Dibuja un ecm? v un mm?2 Completa: lem?= __ mm?,
lmi=  ____ dm?
ldm2=____ cm?

Para medir grandes superficies, utilizamos ¢l dam? hm?2 v km2 o las medidas agrarias,
centidrea, arca v hectarea.

| km=—___ m? 1 hm?= -m? ] dam?=—___m?

l ha=—_  m? la=_—  m? lca=_— m?

wn
b



3.~ Qué unidad consideras mas adecuada para medir [a superficic de:

4.- Calcula aproximadamente los m2 que miden estas superficies:

Un bosque de pinos
El colegio
Un campo de trigo

Valladolid

Tu libro

Tu clase

— La pizarra de la clase m?
— El techo de la clase m?
— El campo de baloncesto m?
5.- Calcula exactamente los em2 que miden:
— Tu pupitre cm? — El borrador cm?
— Esta hoja de papel cm? — Una regla cm?
6.- Practica estos cambios de unidades de superticie:
_ OPERACIONES _
0,5 m2 cm2
56 dms? mm2
250 cmz dmz
75 haz ms2
1.000 mm? caz2
0,07 km? hmz
8.500 a haz
6.880 hm? km?
340,9 dam? a




CUARTA SESION.

Puesta en comun de las actividades miimeros 1, 2, 3,4, 5, 6 v 7.

* Se sncan conclusiones sobve ln disposicion de los seis cundrados para gue formen un
desarrollo plano del cubo.

* Se dibujan los desarrollos de cubos encontrados por los grupos de alumnos. (Ver
anexo).

e Se repasan las caracteristicas de los elementos de los poliedros requlares.

o Se muestran en el encerado los dibujos del cubo en distintas posiciones, realizados
por los alumnos.

o Se comunican las soluciones encontradas en el calculo de ln cantidad de papel
necesaria para el cubo.

o Se reflexiona sobre las difeventes estrategias utilizadas por los gripos.
o Se establecen conclusiones generales para calcular el area del cubo.

o Se indaga sobre la formula encontrada por los grupos de alumnos para el calculo
del area del cubo.

o Se revisa I ficha de vecuerdo sobre las unidades de supefficie, pova preparar la
aplicacion a los problemas de calculo de arens.

o Se valora la castumbre de expresar, los resultados nwméricos de las medidas, dicien-
do lo unidad de medida ntilizada.

o Se aconsejan mas actividades de cambio de unidades de supefficic para realizar
individualmente, si fuera necesario.

Observaciones:

QUINTA SESION:

OBJETIVO DIDACTICO: Describir verbalmente el proceso scpuido en la vesolucion
de problemas geometricos.

Aplicacion de los algoritmos basicos en ¢l calculo del area del cubo.




8.- Observa este macetero.

:Qué forma tene?.

Queremos recubrir sus caras de cristal. Calcu-
la la cantidad de cristal necesario para cllo,

teniendo en cuenta que la arista mide 25 cm.

Antes de hacerlo, comentad ¢en el grupo el

camino quc vais a seguir.
a) Explica como lo vas a hacer:

b) Realiza el calculo v anota la unidad

correspondiente.

OBJETIVO DIDACTICO: Reconocer v valorar la utilidad de ln geometria, para
resolver problemas reales de su entorno.

e Actividad de ampliacion

9.- Tenemos una caja sin tapa, dividida en tres celdillas iguales mediante dos cartones.

J0cm g 30 cm 30 cm

30 cm

s
L?o%

0 cm

Indica la forma que ticnen las celdillas:

Ji
o



Queremos forrar el interior de cada celdilla con papel decorado, para colocar en cllas

una coleccion de minerales. Calcula la cantidad de papel que necesitards para torrar las

tres casillas.

a) Camino a seguir:

b) Calculo de la cantidad:

¢) Tenemos un pliego de papel decorado de forma rectangular de 60 x 40 ¢m.

:Sera suficiente para forrar el interior de la caja? Efectta las operaciones necesarias

para responder la pregunta.

d) Calcula el nimero de plicgos de papel que tendrds que comprar, en el caso de no

ser suficiente con el que tienes.

10.- Observa el siguiente cuadro y completa lo que falta.

POLIEDRO N° DE FORMA PROCESO PARA
REGULAR CARAS CARAS CALCULAR SU AREA ‘
Cubo 6 Cuadrada Area del cuadrado (lado x lado),
multiplicado por seis
Tetraedro Triangular
8

SEXTA SESION.

Puesta en comun de las actividades de 8, 9 v 10.
Realizacion de la Ficha de Sintesis 11 Autocvaluacion.




Ficha de sintesis I: la superficie de los poliedros, el cubo

1. Completa: El cubo es un poliedro limitado

por que son y en cada
vértice, concurren aristas.

2. NOMBRE 3. N DESCRIPCION DE LOS ELEMENTOS DEL CUBO |

Poligonos de forma cuadrada que componen la
superficie del cubo.

Punto donde se unen las caras y las aristas del cubo.

Segmento formado por la interseccion de dos caras
del cubo.

4.- Scnala de estas figuras las que al plegarlas formaran un cubo, v dibuja th otra:

5.- Explica como puedes calcular ¢l area de un cubo:

6.- ¢Que formula podemos emplear para el calculo de la superficie del cubo?

SEPTIMA SESION:
OBJETIVOS DI DACTICOS: Constriir nod elos geométricos, utilizando plantillas.
Diferenciar entre caras laterales v bases, en los prismas v las piramides.




e Superficie de los prismas y las piramides.

10.- Construye, utilizando las plantillas que te damos, los siguientes poliedros:

PRISMA CUADRANGULAR PIRAMIDE CUADRANGULAR

11.- Rava con rotulador rojo las caras laterales y con rotulador azul las bases de los

cuerpos construidos.
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OBJETIVO DIDACTICO: Identificar cuerpos geométricos y reconocer los que perte-
necent a la misma close.

12.- Observa con atencion el dibujo, y colorea con el mismo color todos los cucrpos
geometricos que pertenczean a la misma clase de poliedro.

Estan colorcados en rotal CUCTPOs ECOMCLIicos.

\\

D
\// /
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OBJETIVO DIDACTICO: Relacionar los policdros con sus correspondicntes desa-
rrollos planos.

13.- Observa estos cuerpos geométricos v sus desarrollos planos. Relacionalos, com-

pletando la tabla de la pagina siguicnte:

/

Ol



NUMERO NOMBRE DEL CUERPO GEOMETRICO LETRA

OCTAVA SESION.

OBJETIVOS DIDACTICOS: Utilizar la descomposicion de figuras para analisar-
las y obtener las medidas que se precisen.

Decidir qué operaciones sevan las adecundas en la rvesolucion de los problemas pro-

puestos.

14.- Corta por una arista, ¢l prisma y la piramide que has construido. Despli¢galos.

a) Mide y anota ¢n ¢l cuadro:

LETRA CARA LATERAL BASE
GEOMETRICO (encm.) (encm.)
PRISMA i
CUADRANGULAR
- —_— L e
PIRAMIDE
CUADRANGULAR
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b) Calcula la cantidad de papel empleado en la construccion del pisma y de la

piramide, siguicndo estos pasos:
1° Papel urilizado en una cara lateral. (Realiza aqui las operaciones necesarias).

Prisma Piramide

29 Papel utilizado en todas las caras laterales. (Area lateral)

Prisma Piramide

39 Papel utilizado en las bases. (Area de las Bases)

Prisma Piramide

49 Papel utilizado en total. (Area total)

Prisma Piramide

c) Utiliza los datos anteriores para completar ¢l siguiente cuadro:

S AREA LATERAL AREA BASES
. AREA
GEOMETRICO FOTAL
UNA TODAS UNA DOS
PRISMA
PIRAMIDE

OBJETIVO DI DACTICO: Medir indivectamente, a través de Sormulas y relaciones
sencillas.




15.- Observa los dibujos de estos cuerpos. Escribe sus nombres y completa los datos
que falten a cada uno.

e = = =
Altura . Altura ; Area de -
i g g Aristas Area Area
Eibuye dR e basicas de una lateral e total
cara cara base
4 cm 24 cmz
L
10 cm 5cmz2
8 cm 120 eme | 10,75 em?’




NOVENA SESION: Puesta en comun de las actividades realisadas en las sestones
séprima v octava, nimeros 10, 11, 12, 13, 14v 15

o Sc comprucba que todos los alumnos diferencian las caras laterales de las bases, en

los poliedros irrequlares.

o Se comenta como un problema complejo, “cileulo del papel necesario en el prisima y
Ia piramide cuadrangular, se reduce a otros mas sencillos, facilitando de esa
manera sy compresion y resolucton.

e Se valora la utilidad de ln medida para transmitir informacion precisa sobre los

CHETPOS AEOELTICOS.
* Se comprueban los calculos de todos los grupos de alimnos, en lo actividad 14.

* Se pide o cada cquipo, que describa como b obtenido de las medidas indivectas
necesarias, para complerarlos datos de ln actividad 15.

o Se revisan los medidas v los calculos realizados para comprobar lo cantidad de
papel necesaria para el prisma vy la piramide cuadrangular

* Se genernliza a partir de los actividades en ¢l caleulo del gren lnteral v total de Jos
prismas y piramides.

* S¢ proponen actividades complementarias, con vecortables de papel, de monumen-
tos, constricciones ctc.

Observaciones:

DECIMA SESION.
OBJETIVO DIDACTICO: Buscar propicdades, reqularvidades v relaciones en ¢l
ortoedyo.




16.- Observa los dibujos que aqui se presentan.
a) Haz una relacion de diez objetos de tu entorno que tengan esta forma.
b) Busca razones que expliquen la abundancia de cuerpos con esta figura.

¢) Investiga los nombres que puede recibir este cuerpo gecométrico.

d) Desplicga uno de los cuerpos, que tengdis en el grupo, con esta forma. Dibuja su
desarrollo.

e) Explica las caracteristica peculiares que tienen sus caras.

17.- Escribe la estrategia que puedes utilizar para calcular la superficie de cualquier
ortocdro.

18.- Completa el siguiente cuadro:

ORTOEDRO Area Area Area
lateral basica total

2cm,
&,

19.- Plantea y resuelve dos situaciones problematicas que tengan que ver, con el cilcu-

lo de la superficie, total o parcial, de un ortoedro.
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Trabajo de investigacion

Egipto ha sido la cuna de las civilizaciones. Cuando ¢l mundo no habia ingresado atn
en la historia, se construia en Gizeh, la gran necropolis de El Cairo, monumentos que
hoy dia, no se han logrado superar.

Informate:

:Donde esta El Cairo vy Gizeh?, :Que tipo de monumentos se construyeron ¢n

estas ciudades y en quc ¢pocaz.

Uno de los monumentos mds impresionantes ¢s la Gran Pirdmide. Su base ¢s
cuadrada. Cada arista de la base mide 246,2 m. v la altura de sus caras laterales
ticnen la misma medida.

Disena:

Una piramide semejante a ella, constrayela, decorala y blscala una utilidad.

Calcula:
LLa extension de terreno que ocupa la Gran Piramide.

La superficie de la piramide expuesta a los agentes crosivos naturales y a la devas-
tacion humana.

UNDECIMA SESION: Puesta en comnn de ln actividades relacionadas con ¢l
ortoedro.

Realizacion de la Ficha de Sintesis 1.

Autoevaluacion y recomida de datos.
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Ficha de sintesis II: superficie de los poliedros

1.- Completa el siguiente cuadro, sobre los cuerpos geométricos:

Nombre

Desarrollo plano

Superficie lateral

Formada por cuatro
triangulos isosceles
iguales.

Tiene unay
es un

2.- Conclusiones.

En los prismas:

Todas las caras laterales son

Tienen

En las piramides:

bases, formadas por

Todas Jas caras laterales son

Tienen una basce, formada por

En los poliedros regulares:

Todas las caras son
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3.- Recuerda y completa.

El poligono que forma las caras laterales de un prisma es ¢l

El area del rectangulo se calcula:

El poligono que forma las caras laterales de una piramide es ¢l

Su area se caleula:

Otras arcas necesarias para caleular la superficic de los cucrpos geometricos son:

El arca del cuadrado:

El arca del poligono regular (pentigono, hexagono...):

4.- Complera la tabla teniendo en cuenta las medidas e indicando todos los pasos
necesarios.

Cuerpo geomeétrico Area lateral Areaide s

Area total
bases

8 cm?

6GY



DUODECIMA SESION:

Prucba de evaluacion, 11: Superficie de los poliedros.

PRUEBA DE EVALUACION IT

1

.- Identifica los cuerpos geomcétricos que se describen:

= .

. Tiene dos bases.

La superficie lateral esta
formada por cinco triangulos
isosceles

Tiene dos bases.

La superficie lateral esta
formada por tres caras
rectangulares

2

izquierda.

70

.- Fijate en estos cubos. Expresa, desde qué punto de vista estd dibujado cada uno
de ellos, utilizando las palabras: desde arriba, desde abajo, desde la derecha o desde la




3.- Observa con atencion ¢l dibujo de la siguiente hoja y contesta:

a) Los poliedros que componen ¢l maccetero son:

b) Rellena esta tabla sobre los cuerpos anteriores, “completos”.

Desarrollo plano (dibujo)

Caracteristicas: caras laterales,
bases, aristas, vértices ...
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4.- Fijate en el macetero, queremos forrarlo de espejo v necesitamos saber la cantidad

que tendremos que comprar.
Recuerda: Debes anotar todas las operaciones que necesites para calcularlo.

£ ] :
iﬂrlg”“e
&)
o ‘.'
= i
\ i
\ i fify
X
=
(&)
5
Y

C‘;}?

Operaciones y resultado



FICHA REGISTRO DE LA PRUEBA DE EVALUACION II:
SUPERFICIE DE LOS POLIEDROS

DIBUJA CONOCE APLICA
ACTIVIDADES IDENTIFICA |[RECONOCE | DESARROLLOS| CARACTE- CALCULO
PLANOS RISTICAS DE AREAS
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- ll. Iniciacion al volumen

PRIMERA SESION.
OBJETIVO DIDACTICO: Componer y descomponer cubos con piezas citbicas mas
pequenas, para observarlos v analizarlos.

1.- Para realizar las actividades vas a utilizar los policubos v centicubos.
Observa el material y contesta:

a) ;Qué forma tienen todas las piczase.

b) :En qué se diferencian?

c) Expresa la equivalencia entre las piczas:

Un policubo = centicubos.

2.- Construye, con las piczas del policubo, cuatro cubos de distinto tamano, comen-

zando por el mids pequeno posible,

Fijandote en los cubos construidos, completa la siguiente tabla:

| — S . —
| N° total de Ne de policubos en N2 de policubos en
' Cubos : ‘ ;
policubos cada piso cada arista

a

b

c

d




3.- En los almacenes, cuando hay que cargar o descargar cajas de un camion, se apilan

en montones sobre un palé y con una maquina se desplazan todas juntas.

Observa ¢l dibujo:

il I .
a) ¢Qu¢ forma ticnen las cajas

4 que estan sobre el palé?

i b) :Cuantas cajas hay?

El operario ha anadido dos pisos mas al

pal¢.

c) Qué cuerpo geomdétrico

forma la pila de cajas?.

d) :Cuantas cajas se pueden

trasladar ahora?.

OBJETIVO DIDACTICO: A veriguar el numero de piezas que tienen los prismas
representados en el plano.

4.- Cuenta las cajas que hay en cada pila y anota el nimero debajo. Senala las que ten-

gan forma de cubo.
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OBJETIVO DIDACTICO: Reproducir en el espacio, confiquraciones geométvicas
representadas cn el plano.

Contar las piesas que forman una configuracion geométrica determinada v calcular
ls quee faltan pava formar cubos.

5.- En los dibujos podras observar montones de cajas, colocadas estéticamente para

anunciar productos.

a) Por grupo, haced una reproduccion de cada una de cllas, utilizando piezas del

policubo del mismo color.
b) Contad ¢l nimero de piczas utilizadas v anotadlo.

¢) Completad con piczas de otro color, hasta tformar un cubo, tomando como arista

la de mavor numero de cubos en cada caso.
d) Completa estos datos.
Piczas cubicas: N®
De la figura —
Anadidas
Total del cubo

.11 cada arista I
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Piczas chbicas:
De la figura
Anadidas
Tortal del cubo

En cada arista

Piczas cubicas:
De la figura
Anadidas
Total del cubo

En cada arista

Piczas cubicas:
De la figura
Anadidas

Total del cubo

En cada arista

ND

NC}

NO
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SEGUNDA SESION OBJETIVO DIDACTICO: Relacionar verbal N numerica-
mente, In medidn de In avista con el volumen del cubo. Buscor estrategins para el
calculo del volumen del cubo.

6.- En todas las actividades anteriores habéis construido cubos, utilizando piczas cibi-
cas mas pequenas, y en cada caso sabéis ¢l nimero de ellas que han sido necesarias.

a) ;Qu¢ e¢s lo que estamos midiendo del cubo grande, cuando decimos que contie-
ne 1, 8,27, 64 ... cubos pequenos (piezas del policubo)?.

b) :Cual es la unidad de medida en este caso?,

c) ¢Hay alguna relacion entre el namero de piezas cibicas de la arista y ¢l nimero
total?. Anoétala.

d) Completa el cuadro:

Arista Volumen
(N° de policubos de (N de policubos total)
la arista) Operaciones
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A partir del cuadro, saca una conclusion que te sirva siempre que tengas que hallar ¢l
volumen de una figura ctibica.

Volumen del cubo:

Escribe la conclusion, empleando una formula:

7.- Construye ahora con las piczas del policubo, dos prismas cuadrangulares, uno de
base cuadrada y otro de base rectangular u ortoedro.

Completa ¢l cuadro:

- ——

Dibujo Numero de piezas necesarias:

Para la base En la arista lateral En total

Fijandote ¢n los datos de la tabla, contesta:

:Como podemos calcular ¢l volumen de un prisma cuadrangular?

Escribe la conclusion anterior empleando una férmula:
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TRABAJO DE INVESTIGACION

)
:
%

B
K
¥

Queremos saber cudl es el menor nimero de

‘
‘%
%9
5
Q
¢
&

A 5T i A
53
4
Soway

NN NI Y

piczas cubicas necesarias, para construir un

XK
N N

cubo hueco.

AW

Utiliza los policubos o centicubos para la cons-

L INC T F LT
AN N\

W
T RAK

truccion.

Completa csta rabla:

Numero de piezas:

|
De Cubo Cubo De ¢,Forman De
Arista completo hueco Diferencia cubo? arista

Observa con atencion los resultados.
Busca una relacion entre los datos obtenidos, que te permita saber, sin necesidad de

construirlos, cudntas piczas son necesarias para formar cubos huccos de:

a) Ocho piezas de arista _

b) Diez piczas de arista

Explica la relacion que has encontrado:
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CUARTA

SESION OBJETIVO DIDACTICO: Ampliar ¢l Sistema Métrico Decimal, traba-
Jando las unidades fundamentales de volumen.
Realizar estimaciones de volittmenes de objetos.

8.- Coge una picza del centicubo.

:Cuanto mide la arista de ese cubo?
¢Cuanto mide la superficie de una de sus caras?

Y la superficie de todas sus caras?

El volumen que ocupa una pieza del centicubo (de 1 ecm. de arista) es 1 ecm?.

Buscad objetos cuvo volumen tenga sea parecido a un cm#,

Comparad por aproximacion, los volamenes de csos objetos, indicando si son mayores

menores o iguales que el em?.

Objetos

Relacion (>, =, <)

Volumen

1cm3

1 ecm?3

1 cms

1 cm?

9.- El volumen de un cubo que tiene de arista 1 ¢cm. es 1 ¢m? = 1 centicubo

;Cudnto tendrd que medir la arista de un cubo para que su volumen sea 1 dm?.

¢Cuanto medira la superficie de cada Cara?

¢Y la superficie de todas sus caras?
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Construye con cartulina un cubo que tenga de volumen 1 dms?,
Para unir las caras, dibuja pestanas en el desarrollo.

Deja sin pegar una de las caras, que te servira de tapa.

a) Buscad objetos que tengan un volumen similar a un dm?,
Elegid algin objcto que est¢ hueco y abierto (recipientes, vasos, Cajas,. )

b) Haced la comparacion con el dm 3 llenando éste con arena seca o serrin v echando-
lo al recipiente. (Es posible que os llevéis alguna sorpresa).
St los objeros son macizos o no se pueden abrir, tendréis que hacer la comparacion
por aproximacion.

¢) Completa la tabla con los objetos, indicando si ticnen mavor, menor o igual volu-

men que ¢l dmsi

Objetos Relacion (>, =, <) Volumen |

1 dm3

1 dm3

1dm3

1 dm?3

d) Completa la base del dm.3 construido, con centicubos.

:Cuantos cm? necesitas para una arista

¢Cudntos para completar la base?

Para rellenar todo el dm?

Por [o tanto:

¢):Cudntos policubos caben en un dms3? :Como lo habéis

calculado?
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QUINTA SESION

OBJETIVO DIDACTICO: Establecer cquivalencias entre metro ciibico, decimetro
cutbico y centimetro cibico.

Distinguir los conceptos de superficie v volumen, a pareir de construcciones

de iqual volumen v distinta superficie.

10.- El volumen de un cubo que ticne de arista 1 dm, es 1 dm3,
:Cudnto tendra que medir la arista de un cubo para que su

volumen sea 1 m3: = dm=____ ¢cm.

;Cudnto medira la superficie de cada cara? _

¢Y la superficie de todas sus caras?

Ensambla las varillas del cubo desmontable y obtendrds un cubo de 1 m3.

Para que os hagiis una idea de lo que realmente cabe en 1 m? vamos a llenarlo con

paquetes de folios, libros, alumnos, etc. Anora los resultados obtenidos:

a) Busca objetos que tengan un volumen aproximado a 1 m3,

b) Completa la tabla con los objetos, indicando si tienen mayor, menor o igual volu-

men que el m3. Puedes medir si lo necesitas.

Objetos Relacion (=, =, <) Volumen

1ms3

1m3

1m3

1m3
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¢) Completa la base del m3 construido, con decimetros cabicos.

:Cudntos dm3 necesitas para una arista

¢Cuantos para completar la base?

Para rellenar todo ¢l m3

Por lo tanto: 1 M= nasrammsnininse dm3 1 B = rremmsmnomnmsmmams cm3
d) :Cuantos policubos caben en un metro cibico?
11.- Construye cuatro figuras gecométricas distintas con los centicubos.
Cada figura debe estar formada por cuatro piezas.
Anota las medidas que precises v completa la siguiente tabla:
|| Dibujo de la figura Superficie total Volumen
i
[ e
|

| |
b

c

d
- L |

Saca una conclusion con los datos obtenidos, que compare la superficie y el volumen

de tus construcciones.
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12.- Vamos a calcular ¢l volumen de cosas de nuestro entorno por aproximacion, (a

0jo), comparandolos con las unidades de volumen que conocemos:

cma2

dm?2

m3

Goma de borrar:

Rotulador;

Sacapuntas:

Barra de tiza:

Libro de texto:

Un cajon:

El radio-casete:

Una mochila:

El balon:

La papelera:

Un ascensor:

El aula:

El armario:

El gimnasio:

Cabina telefdnica:

Ahora mide para comprobar los resultados obtenidos por el grupo v senala lo acertado

de las aproximaciones:

Mucho

bastante poco

nada

vocabulario adecuado.

los objetos.

de volumen a otras.

y el volumen de los tetracubos.

las principales unidades de volumen.

SEXTA SESION Pucsta en comun de las actividades realizadas, correspondientes a
los mamneros 8,9, 10, 11y12.

® Se comunican las soluciones encontradas a las tareas propuestas, ntilizando el

* Se analizan los datos obtenidos por los distintos grupos cn ¢l calculo de la superficie

o Se diferencian los conceptos de superficie v volumen con cjemplos concretos.

o Se valora el acierto de los grupos, en la estimacion v aproximacion del volumen de

* Se reflexiona sobre las equivalencia balladas a traves de la experimentacion, entre

o Se plantean v vesuelven actividades variadas, sobre los cambios de unas unidades




ACTIVIDADES DE REFUERZO. LAS UNIDADES DE VOLUMEN

¢, Cuantos cm? son?

1dm3= ... TOF INZE srw vos e e s wosae s wsssn &
A e R 12md= ...
025dm3= ... .. .......cin.n g 0 [ oS
S2ARVBBMNI= v v wave ais vt was v o 0.5 MPYE3 M= vou wi wapon s ue
| ¢, Cuantos cm? son?
!I
| AR G ws o o s e s wes s s DIB TS e son o e o it wimens o W
0,06mM3=........... . TOBOMB = .0 e wie momm sow siw mom s e
I
TOFBIMT = o e o ssow i w sowss o ws 2m2y BOOGITIPE v wvere s soavi v s e

6 x 106 dm3=

102ecmi3= ..

8.500 dm3 =

:Cudntos m? seran necesarios para tener 1 hms3? =

:Cudntos m? faltan a 1,718 dm3 para llegar a 2 m3

¢y 1 dam3? =

Investiga y anota las equivalencias entre unidades de volumen y de capacidad:
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SEPTIMA SESION
OBJETIVO DIDACTICO: Aplicar los conocimientos adquiridos, a la resolicion de

problemas.

13.- La columna que ves en la figura es un altavoz de un equipo musical

:En cudntas partes iguales se puede dividir N AR o

T

11

Ja columna?.

. 52
T

:Qu¢ forma tiene cada una de las partes?.

100 cm

Calcula ¢l espacio que ocupa la columna.

50 cm

a) Camino a seguir -

b) Calculo del volumen:

¢) Expresa el resultado en otra unidad de volumen:

Calcula la cantidad de chapa necesaria para proteger el altavoz del equipo musical, en

los traslados.

a) Camino a scguir

b) Cileulo de la superticie:

¢) Cambia a otra unidad de superficie mas adecuada:
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14.- El encargado de una cafeteria, hace un pedido de 300 paquetes de galletas, a un
almacén, Quicre que los paquetes sean pequenos, de forma que puceda ofrecer a los
clientes uno o dos en ¢l desayuno.

Asi son los paquetes pequenos de galleras, de

los que dispone ¢l almacén.

Para enviarlos a la cafeteria :

utilizan cajas como ¢sta:

30 cm. -

a) :Cuantos paquetes de podran meter a lo largo de la caja?

«Cuantos a lo ancho?

:Cudntos cn la base de la caja?

:Cuantos a lo alto?

:Cudntos paquetes de galletas podran meter en el interior de la caja, sin que

sobre ningun hucco?

b) :Cuantas cajas como ¢éstas tendran que enviar a la cafeteria, para que pueda-

contener todos los paquetes pedidos?

Explica ¢l resultado
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15.- Queremos averiguar la cantidad de agua necesaria para llenar un acuario.

Conocemos sus dimensiones:
Aristas basicas Arista lareral
a=50cm. &= Fem
b=25cm.

a) Haz un dibujo aproximado del acuario v acota (con flechas) las medidas de cada
arista.

b) Explica ¢l camino a scguir:

¢) Calcula ¢l volumen del acuario:

d) Expresa la equivalencia entre unidades de volumen y capacidad:

e) Anota ¢l resultado en las unidades mas adecuadas:

OCTAVA SESION
Puesta en comun de las actividades realizadas, correspondicntes a los navmeros 13, 14
y 15,

o Se comunican las soluciones encontradas a las tareas propuestas, utilizando el
vocabulario adecuado.

o Seexponen los resultados de los problemas, describiendo en primer lugar, el camino
sequido v después los algoritmos necesarios para el calculo.

o Se valora la utilidad de la geometria para rvesolver problemas reales de su entorno.

o Se siquifica el habito de expresar los resultados numéricos de las medidas, con In
unidad utilizada en cada caso.

o Se reflexiona sobre el significado y ln utilidad del cambio de unidades o otras mads
adecuadas.

o Se destaca el interés y ol respeto por las soluciones a los problemas, distintas a las
propias.

o Se clogian los dibujos de cuerpos geométricos que conservan una cierta sensacion de
perspectiva v los realizados con instrumentos de dibijo.

o Se repasan los principales conceptos, procedimicntos v actitudes trabajados en este
blogue de la U.D. “Iniciacion al volumen”.

o Seresuelven las dudas planteadas a lo laygo del proceso.

Observaciones:
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NOVENA SESION
Realizacion de lo Ficha de Sintesis 111,
Autoevaluacion v recogida de datos.

FICHA DE SINTESIS III: INICIACION AL VOLUMEN

1.- Completa:

Todos los cuerpos geométricos (cajas, botes, edificios, ....), ocupan un lugar en el espa-

cio, que llamamos
Para medir el volumen de un cuerpo le comparamos con otro

que fomamos comao

2.- Tomando como unidad ¢l centicubo vy ¢l policubo, calcula el volumen de estas

figuras cubicas:

A Figuras Centicubo Policubo
\\/
:\/
N A
Ny
\\/
\\/ B
4 \\/ L
q\/
C\\l- C

3.- Para expresar la medida de un volumen no hay una sola unidad:

El m3, ¢l dm?, ¢l ecm3, ... son unidades de =

El m3, esun guetiend . de ansta.
El dm? ¢s un quc tiene de arista.
El cmé? es un que tiene de arista.
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Completa:

Cada unidad de volumen ¢s veces mayor que la unidad
inmediatamente inferior a ella.

Iméi=__  dm? 0,25méi=— _________cm
ldméi=__ ¢cmd 500dmi=_ m?3
leméi=_ mm? 105 mmi=__  ¢mi

4.- ;Qué unidad de volumen seria la adecuada para medir ¢l espacio que ocupan estos
cuerpos?:

T pupitre: La goma de borrar:

El aula: Un pantano:

Haz una relacion de tres objetos, que su volumen sea aproximadamente:

1ecm3 1ms3 1 dm3

5.- Explica como puedes calcular el volumen de un cubo.

6.- Explica como puedes calcular el volumen de un prisma.

7.- ¢Qu¢ tormula empleamos para el calculo del volumen de las figuras ctibicas?.
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DECIMA SESION

Prueba de evaluncion, Bloque 11 Iniciacion al Volumen..

PRUEBA DE EVALUACION II

1.- Observa el siguiente cuerpo:

a) ;Cuantos cubos de 1 em.3 se han

cmpleado para construirlo?

b) Con las piczas empleadas, :cuantos
cubos se podrian construir de estas

medidas?,
—Dearistalem. -
—Déarsta 2eme o
—De arista 3 cm.
-De arista 4 cm. R
c¢) ¢;Cuantas piczas faltan para poder

construir un cubo de 4 ¢m. de

arista?.

2.- Completa la tabla con estos objetos y expresa al lado de cada uno, su volumen

aproximado:

Un balon de fatbol, una goma de borrar, un ascensor, un boligrato, el aula v un

radio-casete.

f LT L F
[ L L[/

ANAVAN

‘ cm? dm?3

m3




3.- Rodea las equivalencia correctas:

1 dm? es: 1 m3es: 1 cms es:

- 1.000 m? - 100 ¢cm3 - 100 mm?3

- 1.000 ¢cms - 1.000 dms3 - 0,001 dm3
- 1.00 cmé - 10 dm? - 1.000 mms3
0,01 m3 - 1.000.000 cms3 -0,01 m3

- 0,001 ¢ms3 - 100 dm? - 10 mm?

4.- Si un cubo tiene 9,8 cm. de arista, calcula v senala;

a) Su drea aproximada: b) Su volumen aproximado:
=450 cm? - 1.000 em?
- 700 ¢cm? - 1850 ecm?
- 600 cm? - 6.000 cm?
- 1.000 cm? - 2.000 cm?

5.- Observa esta caja:

:Cuanto terciopelo necesitas para forrarla
por fuera?.
Escribe aqui las operaciones:

Cambia a las unidades adecuadas.

30cm.

:Que ¢s lo que has averiguado del cubo al
conocer la cantidad de forro:.




Calcula el espacio que ocupa la caja. Escribe aqui todas las operaciones:

:Qué es lo que conocemos del cubo al calcular el espacio que ocupa?

En la realidad, ;cuantas cajas como esta podemos meter en un metro cubico?

Explica el resultado:

6.- Resuelve:

de agua calen en ene 10 metros de targo
una plocina 2 wetos de por 6 de
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FICHA REGISTRO DE LA PRUEBA DE EVALUACION il
INICIACION AL VOLUMEN

PIEZAS CUBICAS ESTIMA EQUIVALENCIAS] CALCULA DEL CUBO
ACTIVIDADES RELACIONA| VOLUMENES UNIDADES APROX. | EXACTO
4]
TREILIE
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MATEMATICAS

“NUESTRO ENTORNO” GEOMETRICO”

IV. ANEXO

POLIEDROS SEMIRREGULARES HEXAMINOS
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POSIBLES CUERPOS GEOMETRICOS A OBSERVAR EN

LA IGLESIA DE SANTA MARIA LA ANTIGUA
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CALLE DE LA LIRA Y TORRE DE LA IGLESIA DE SAN MARTIN
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HEXOMINOS




UNIDAD DIDACTICA

Azar
y
probabilidad

CARMEN CALVO ALDEA
ANA MELGAR DURAN
MANUEL RIESCO SUAREZ






- — [ntroduccidn

Esta unidad didictica es el resultado de un curso ACD “A™ de Matematicas en Secun-
daria, realizado en el CEDP de Mostoles (Madrid), 92 /93. Fue elaborada y experimen-
tada por profesores y profesoras pertencecientes al Primer y Segundo ciclo de la E.S.0.
(Germdn Marina, Antonio Rodriguez, Manuel Riesco, Ana Melgar y Carmen Calvo).
Posteriormente, dicha unidad didactica ha sido revisada por los tres tltimos profesores

scnalados anteriormente.

[.a unidad va dirigida al Primer Ciclo de Secundaria, siendo decision del profesorado
aplicarla en el primero o segundo curso, puesto que se ofrece una varicdad de activida-
des que va a permitir, a la hora de ponerla en practica, clegir las que se consideren mas
adecuadas al grupo-clase.

El documento consta de varios apartados: objetivos didacticos, contenidos, metodolo-
gia, evaluacion y actividades, que pretenden orientar al profesorado de los cursos indi-
cados, en la organizacion y desarrollo de una unidad didactica.

Este grupo, siguicndo pautas y cxperiencias determinadas por el Informe Cockroft,
por ¢l Grupo Cero de Valencia v por otros colectivos matematicos, ha pretendido
hacer un desarrollo del tema que implique un aprendizaje significativo v un método
que contemple:

— Pequenas exposiciones por parte del profesorado,

— Trabajo individual del alumnado,

— Debates entre los cquipos y entre el profesor o profesora v el equipo v grupo,

— Trabajo prictico adecuado y contextualizado,

— Consolidacion y practica de conceptos, destrezas v téenicas basicas,

— Resolucion de problemas y

— Elaboracion de pequenas investigaciones

Las actividades que se proponen en este tema estdn organizadas en tres apartados: de
experimentacion, de consolidacion y de aplicacion, que recogen la metodologia senala-
da anteriormente. Cada apartado va acompanado de unas orientaciones bdsicas para cl
profesorado.

[La atencion a la diversidad del alumnado esta contemplada a lo largo del desarrollo de
la unidad didactica: en los objetivos didacticos, en la evaluacion y en las actividades.

Con esta unidad , que ha sido experimentada y modificada después de una reflexion en
la practica, s¢ pretende ofrecer unos materiales de apoyo al profesorado. No es un
modelo cerrado, sino que intentan servir de motivacion para experimentar, mejorar y
ampliar la propucsta realizada.
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- Metodologia

Para desarrollar esta unidad didactica, nos proponemos una serie de principios y crite-

rios generales, que posibiliten un aprendizaje significativo:

— El alumnado sera el protagonista de su propio aprendizaje; construird v descubrird

los contenidos propuestos mediante la utilizacion de diversos materiales.

— El proceso de ensenanza-aprendizaje se iniciard mediante métodos inductivos para

pasar, gradualmente, a métodos mas deductivos y abstractos.

— El jucgo v la experimentacion, serdn cjes que sirvan al alumnado a probar, a organi-
zar datos, a hacer conjeturas, a buscar regularidades, a comprobar hipotesis y a gene-

ralizar.

— Se fomentara el desarrollo del lenguaje matematico favoreciendo la explicacion ver-
bal de procesos seguidos en la resolucion de las actividades. Se potenciard el trabajo

de equipo que posibilite el debate vy el respeto a las diferentes opiniones.

— Se organizardn las clases en equipos de 4 6 5 alumnos o alumnas, siendo estos lo mds

heterogéncos posibles, de manera que se favorezea la interaccion entre ellos y ellas.

— Se atenderd a los diferentes ritmos de aprendizaje del alumnado mediante actividades
que posibiliten diferentes grados de profundizacion, asi como mediante la utilizacion
de diversos materiales manipulables que faciliten la atencion a la diversidad

— El profesorado serd guia y motivador, realizando preguntas constructivas que ayuden

a unir aprendizajes.

Para contribuir al desarrollo de estos principios y criterios se disenan actividades de

diversos tipos:

— Actividades de experimentacion, que ayvuden al alumnado a comprender y a asimi-
p s ) | )

lar los contenidos. Con este tipo de actividades se pretende:

e Partir de las ideas que el alumno y la alumna tengan para detectar los crrores que
sirvan como punto de referencia para analizar su significado, asi como para conec-

tar los aprendizajes que tienen con los nuevos que se han disenado.

e Utilizar la manipulacion y la experimentacion de manera que posibiliten la cons-

truccion de los contenidos por parte del alumnado.

e Favorccer la expresion verbal o grafica de los experimentos realizados.
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Actividades de consolidacion, mediante problemas y situaciones variadas, no repe-

titivas v motivadoras,

Se incluyen actividades de recuperacion y de profundizacion.

— Actividades de aplicacion, ¢n dos aspectos:

e Plantcamicnto de problemas de la vida cotidiana

e Problemas abiertos, de investigacion que ayuden al alumnado a que se aventuren

en cllos con la garantia de que todo avance hacia una solucion.

_ - (Obijetivos didacticos

2

- Analizar experimentalmente diferentes juegos para determinar si la solucion es o no

predecible,

2.- Reconocer v diferenciar sus juegos habituales, como de azar y deterministas.

3.- Determinar ¢l grado de probabilidad cuantitativa en sucesos equiprobables.

4.- Analizar [a variacion de [a frecuencia relativa en un suceso aleatorio.

5.- Resolver situaciones problematicas relativas al azar v a la probabilidad en diferentes
CONLeXtos.

6.- Expresar verbal, grifica v simbolicamente los procesos realizados en azar y probabi-

lidad, utilizando la terminologia adecuada.

Para atender a la diversidad del alumnado se considera que:

Los objetivos didacticos 1y 2 deben ser alcanzados por todo ¢l alumnado.

El objetivo 4 serd de profundizacion para aquellos alumnos y alumnas que lo permi-
ta su capacidad.

En cl objetivo 5 se marcaran diferentes grados de profundizacion.

El objetivo 6 deberd ser alcanzado por la mayoria del alumnado. Se considerard Gnica-

mente la expresion oral en caso de alumnado con necesidades educativas especiales.



- Contenidos

1.- Conceprtos
— Fendmenos aleatorios

- Terminologia:
* Imposible - posible - seguro
* Posible - probable
e Alcatorio - determinista

* Sucesos
— Experimentos y sucesos aleatorios: imprevisibilidad del azar.

— Asignacion de probabilidades a un suceso:
* Espacio muestral
e Sucesos cquiprobables
e Frecuencia absoluta y relativa: Variacion de la frecuencia relativa

e Asignacion de probabilidades a sucesos elementales equiprobables.

— Probabilidades de sucesos seguros, imposibles y contrarios.

2.- Procedimientos

— Utilizacion de distintos lenguajes:
e Verbal: vocabulario adecuado para describir y cuantificar situaciones relacionadas
con ¢l azar.
e Grafico: claboracion de tablas de frecuencia y de tablas graficas para representar
los fenomenos aleatorios.

« Simbolico: aplicacion a las diversas situaciones

— Algoritmos y destrezas:
e Obtencion de nimeros aleatorios usando diferentes téenicas.
e Utlizacion de diversos procedimientos de recogida de datos (tablas, diagramas de
arbol, etc.).
e Calculo de probabilidades, cn casos sencillos, de sucesos equiprobables.

e Deteccion y andlisis de errores habituales en la interpretacion del azar.
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— Estrategias generales:
e Reconocimiento de fenomenos aleatorios en la vida cotidiana.

e Formulacion y comprobacion de conjeturas sobre el comportamiento de los fend-

menos aleatorios.
e Planificacion y realizacion de procesos para el estudio del comportamicnto del

daZar.

3.- Actitudes

!

Reconocimiento y valoracion del azar para describir, interpretar y predecir situacio-

nes mnclertas.

t

Curiosidad ¢ interés por investigar tfendmenos que estén relacionados con ¢l azar.

!

Valoracion critica ante las creencias populares sobre los fendomenos aleatorios.

!

Reconocimiento y valoracion del trabajo en equipo.

~ Respeto a las opiniones de los demis.

/

Gusto y sensibilidad por la precision, claridad y el orden en la presentacion de los
trabajos

Entendemos la evaluacion como una de las partes fundamentales del proceso ensefian-
za-aprendizaje, que tiene como finalidad la obtencion y el andlisis de informacion para
facilitar la adecuacion del proceso al progreso real del alumnado.

La cvaluacion debe ser, por tanto, una accion continuada y afectard tanto al proceso de
enscnanza-aprendizaje de alumnos y alumnas como a la practica docente.

1.- Queé evaluar

En consonancia con los objetivos diddcticos propuestos, hemos fijado los siguientes
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Criterios de evaluacion:

1.- Recoger, organizar ¢ interpretar datos.
2.- Representar datos en diagramas de barras.
3.- Analizar ¢ interpretar resultados.

4.- Asignar probabilidades, de forma cualitativa (*) y cuantitativa, en fendmenos alea-
torios, mediante recuento sistematico.

5.- Reconocer regularidades y relaciones en el azar.

6.- Participar de forma activa en ¢l grupo, respetando los opiniones de los demas.

7.~ Presentar con orden y claridad el trabajo escrito.

(*) El criterio n? 4, para el alumnado con necesidades educativas especiales, se evalua-

rd nicamente ¢n su aspecto cuantitativo..

2.- Cuando evaluar

Realizaremos una evaluacion diagnostica, al inicio de la unidad y una evaluacién for-
mativa a lo largo de su desarrollo.

3.- Como evaluar

3.1.- Evaluacion diagnostica:
Con esta evaluacion pretendemos conocer:

— El nivel real en que se encuentran los chicos v chicas en determinados aspectos con-
ceptuales v que nos interesa detectar para el tratamiento del temaa  experimentar.
— El dominio de aquellos procedimientos y técnicas que ¢l alumnado necesita para ¢l

desarrollo de esta unidad.
Realizaremos esta evaluacion mediante una prueba escrita. Los datos obtenidos en esta
prueba sc recogeran ¢n una tabla para facilitar el conocimiento individual y del
grupo-clasc.
Uso de la tabla de la prueba diagnostico:
[Las actividades 1, 2, 3 v 4 van dirigidas a valorar ¢l concepto y ordenacion de fraccio-

nes, tanto grafica como numéricamente, asi como la expresion verbal sobre dicho con-

cepto.
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las actividades 5 v 6 nos ayudarin a descubrir la idea que el alumnado tiene sobre

algin vocablo de azar y probabilidad de uso coloquial.

Con las actividades 7 v 8 s¢ pondran de manifiesto los procedimicntos que tiene ¢l

alumno o alumna para clasificar y organizar datos.

Con las actividades 9, 10 v 11 pretendemos valorar las ideas intuitivas que ¢l alumnado
posce sobre fendmenos imprevisibles.

PRUEBA ESCRITA PARA LA EVALUACION DIAGNOSTICA

Nombre: Curso:

1.- Explica qu¢ quiere decir: “Me he comido 1,/6 de la tarta”.

o

:Quié fraccion la falta a este dibujo para completar un rectingulo?

3.- Antonio pinta 1 /6 de un folio; Ana 1/3 de otro folio del mismo tamano. ;:Quié¢n
ha pintado mis superficie del folio?

4.- Ordcena estas fracciones: 2/3, 1/4, 3/5,2/4 y 3/4. Explica el procedimiento uti-
lizado.

l.ee con atencion estas frases:

o

1- No puede suceder.
2- No sucede muy a menudo.
3- Sucede bastante a menudo.

4- Sucede casi siempre.

wn

Sucede siempre.

Coloca a la derecha de las siguientes preguntas el nimero que th creas que le corres-
ponde de entre las frases anteriores:

:Que frase significa lo mismo que muy probable?
- ¢Qu¢ frase crees que significa lo mismo que improbable?
- ¢Quc frase crees que significa lo mismo que probable?

- :Qu¢ frase crees que significa lo mismo que imposible?
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6.- Escribe una palabra o frase que signifique lo mismo que:
-~ Imposible
— DPosible
— Igual posibilidad
— Poca posibilidad
— Muy probable
7.- Clasifica las letras de este texto (incluido el nombre del autor) en una tabla donde
se vea claramente la cantidad de letras distintas que hay:
TEXTO:
UN GRAN DESCUBRIMIENTO RESUELVE UN GRAN PROBLEMA, PERO
EN LA SOLUCION DE TODO PROBLEMA HAY UN CIERTO DESCUBRI-
MIENTO
(G. POLYA)
8.- Haz una tabla para clasificar a los alumnos y alumnas de tu clase segin ¢l sexo v ¢l
color del jersey.
9.- Una ficha roja por un lado y verde por otro se lanza al aire. ;Qué lado tienc mas

posibilidades de salir?

— El lado rojo
El lado verde

— La misma posibilidad

— Nolo sé

10.- En un curso hay 17 chicos y 21 chicas. Se toma un alumno al azar. marca la res-

L1l
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puesta correcta:

— Es mads probable que se trate de un chico.
— Es mis probable que se trate de una chica.
— Esigual de probable que sea chico o chica.

— Nolo sé.

Sobre los rectangulos de la figura se lanza una moneda. ;En qué rectangulo cs
mas facil caer en un tres?

- En el rectangulo a.
— En el rectangulo b.
— En los dos igual.

— No lo s¢.

a)
3 1 2
b)
1123 | 4




TABLA PRUEBA DIAGNOSTICO

NOMBRE

FRACCION

LENG.

RECOG. DATOS

PROB.

Rojo: muy bien

Azul: normal

Verde: Necesita ayuda
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3.2.- Evaluacion formativa

Esta evaluacion nos facilitard un seguimiento del alumnado a lo largo de todo el proce-
s0, de mancra que posibilite la intervencion en el momento adecuado.

Este seguimiento implica:
— Una valoracion individual y de grupo, tanto del proceso como del estuerzo realizado.
— Una comunicacion, a nivel individual v /o grupal, de las sucesivas valoraciones
que se vayan realizando, intentando resaltar los aspectos positivos.
— Una orientacion, una vez hechas las diversas observaciones v valoraciones, a cada

uno de los alumnos v alumnas en aquellos procesos que sea necesario.

Sc ird realizando a través de distintos Procedimientos, mediante la aplicacion de Ins-
trumentos adecuados a cada uno de ellos:

3.2.1.- Intercambios orales:

— Entrevistas individuales, que se intentaran realizar con aquellos alumnos v alumnas
que presenten dificultades en ¢l proceso de aprendizaje; estas entrevistas se disenardn
en el momento en que se adviertan las dificultades concretas a superar. Si en alguna
ocasion no pudicran realizarse a nivel individual, se agrupara al alumnado por difi-
cultades v se intentard reconducir ¢l proceso a nivel de pequeno grupo.

— Puestas en comOn: Se planificardn regularmente sesiones para intercambio de opi-

niones, experiencias realizadas v conclusiones.

— Debates, dirigidos especialmente al andlisis de errores habituales en la concepcion

del azar.

3.2.2.- Escala de observacion

Observacion sistematica: Con este instrumento se recogeran datos de cada alumno y
alumna, de manera que proporcionen informacion sin las interferencias que causa ¢l

saber que se esta siendo evaluado.

Esta observacion sc realizara de forma sistematica y con regularidad: se recogeran
datos en la ficha adjunta de cuatro o cinco alumnos o alumnas diartamente, de manera
que, al finalizar la Unidad Didictica, se tenga un registro que contribuya a un mejor
conocimiento y valoracion del proceso de ensenanza-aprendizaje.

La toma de datos se llevard a cabo en diferentes situaciones: trabajo individual, ¢n

equipo, puestas en comun,..., todas ellas en el marco de clasc.

Para facilitar las observaciones directas y, de forma orientativa, se propone la siguiente

relacion de contenidos:

Conceptos:

1.- Unliza ¢l vocabulario adecuado

2 .- No diferencia los diversos términos de azar



3.- Distinguc entre casos favorables v posibles

4.- No distingue entre casos favorables v posibles

5.- Asigna probabilidades a sucesos muy sencillos

6.- No asigna probabilidades a sucesos muy sencillos
7.- Asigna probabilidades a sucesos aleatorios

8.- No asigna probabilidades a succsos aleatorios

9.- Diferencia suceso seguro, imposible v contrario

10.- No diferencia suceso seguro, imposible y contrario
11.- Urtiliza la probabilidad en fendémenos cotidianos
12.- No utiliza la probabilidad en fenomenos cotidianos

Procedimientos:

I.- Ordena datos en tablas

2.- No ordena datos en tablas

3.- Sc expresa verbalmente con fluidez

4.- No sc expresa verbalmente con fluidez

5.- Representa datos en graficas

6.- No representa datos en graficas

7.- Analiza ¢ interpreta resultados

8.- No analiza ni interpreta resultados

9.- Reconoce vy describe regularidades

10.- No reconoce ni describe regularidades

11.- Utiliza diagramas de arbol

12.- No utiliza diagramas de arbol

13.- Planifica v organiza una experiencia aleatoria
14.- No planifica ni organiza una experiencia aleatoria

Actitudes:

l.-Atiende v muestra interés por ¢l trabajo en clase

2.- No atiende ni muestra interés por el trabajo en clase
3.- No sc perciben bloqueos por el sentido del fracaso
4.- Se perciben bloqueos por el sentido del fracaso

5.- Tiene ilusion por aprender y se divierte con la tarca
6.- No tiene ilusion por aprender ni se divierte con la tarea
7.- Contrasta sus opiniones con los demas

8.- No contrasta sus opiniones con los demas

9.- Lleva ¢l trabajo al dia

10.- No lleva el trabajo al dia

11.- Le gusta tener las cosas ordenadas v limpias

12.- No muestra interés en tener las cosas en orden

13.- Valora el trabajo bien hecho

14.- No valora ¢l trabajo bien hecho

15.- Trabaja autébnomamente, formula y comprueba ideas
16.- No trabaja autbnomamente

17.- Sabe trabajar en equipo, respetando a los demas

18.- No sabe trabajar en equipo respetando a los demas
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TABLA DE OBSERVACION DIRECTA

GRUPO:

NOMBRE

CONCEPTOS

PROCEDIM.

ACTITUDES

AYUDA




3.2.3.- Pruebas especiticas

Se han disenado tres ejemplos de este tipo de pruebas, las cuales también tienen como
fin ¢l ir adecuando los objetivos didacticos a las actividades de ensenanza-aprendizaje,
en funcion de las necesidades que se vayan detectando en ¢l alumnado a lo largo del
proceso.

El alumnado dispondra del material necesario para la experimentacion.

El profesorado decidira el momento v las condiciones de su aplicacion

EJEMPLO 1
Se trata de lanzar dos dados cubicos 100 veces ¢ ir anotando el resultado de sumar los

NUMCEros que aparczean.

A) Para responder razonadamente antes de realizar la experiencia:

I.- :Qué niimero va a salir mas veces?

2.- ;Cudl es el mayor nimero que puede salir?

3.- :Y ¢l menor:?

4.- ;Cuantos resultados posibles hay?

B) Despues de realizar las tiradas:

1.- Observa los resultados

o

~ Comprucba si cran ciertas tus hipotesis.
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Representa los resultados en un diagrama de barras.



EJEMPLO 2:

Juan y Pedro han sido designados por su clase para que compren un décimo para el
sorteo de la loteria de Navidad. Al llegar a la Administracion de Loteria se encuentran
que solo tienen los siguientes nimeros: 55455 00027 23456 17398 y 99984,

A Pedro no le gusta ¢l N© 55455 porque piensa que e¢s dificilisimo que salga un nime-
ro con la misma cifra repetida. Tampoco le gusta ¢l 00027 porque es muy bajo.

A Juana no le gusta ¢l 23456 porque piensa que es practicamente imposible que salgan
las cinco cifras consecutivas. No quiere ¢l 99984 porque dice que nunca ha salido un
numero tan alto.

De mutuo acuerdo deciden comprar el 17398 porque les parece el mds normal de
todos v, por lo tanto, ¢l mas probable de que les pueda tocar.

— Explica tu opinion sobre las ideas de Juana y Pedro.

- ¢Qu¢ numero habrias comprado ta? - :Por qué?

EJEMPLO 3:

Se escribe el nombre de cada mes del ano en una ficha y se colocan todas las fichas ¢n
una caja. se extrace al azar una ficha. calcula la probabilidad de que:

a) Salga el mes de Julio

b) Salga un mes de verano

(AL
1

¢) Salga un mes que tenga en su nombre la letra

— Escribe ¢l suceso contrario a cada uno de los anteriores y calcula sus probabilidades.

3.2.4.- Cuestionarios

Seran realizados tanto por el alumnado como el profesorado, siendo su fin la autocva-

luacion del proceso por parte de todos los participantes en el mismo.

Se adjuntan dos modelos de cuestionarios de autoevaluacion:

a) para el alumnado

b) para el profesorado



Modelo a)

I.- Describe una o mas ideas que no te hayan quedado claras:

2.- :Qu¢ crees que podria ayudarte a mejorar tu comprension?

3.- Describe lo fundamental que has entendido:

4.- Completa estas frases:

— He observado que
— He descubierto que

— Me ha gustado

5.- Rodea la puntuacion que te parezca mids adecuada (1:poco, 2:normal, 3:mucho)

— Mi trabajo personal en clase 1 2 3
- Mi trabajo con el grupo I 2 3
— Mi esfucrzo personal en casa 1 2 3

6.- Di los aspectos en los que te encuentres mas seguro o segura:

7.- Teniendo en cuenta tu nivel, el tema te ha resulrado:

Muy dificil Dificil Normal Facil Muy ficil

8.- Rodea con un circulo la valoracion general del tema

(1: negatva, 2: normal, 3: positiva) 1 2 3
Modelo b)
1.- :Me he sentido a gusto desarrollando esta unidad?........... Por qué?

2.- La organizacion de la clase me ha resultado:



3.- ¢He tenido dificultades para exponer las actividades?.....;Cudles?

4.- Bl tiempo designado ha sido:

5.- :Qu¢ le ha faltado a la unidad?

6.- :Que le ha sobrado?

7.- El nivel alumnado-protesor o profesora v entre ¢l alumnado ha sido:8.- :Qu¢ he
aprendido en el desarrollo de esta unidad?
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ACTIVIDADES







————— Actividades de experimentacion

Comentarios para el profesorado:

Con las actividades “juegos de bolas y colores” y “la ruleta magica” se pretende que
el alumnado tome conciencia de situaciones en loa cuales aparece la incertidumbre del
resultado, dando comienzo la idea de azar. En estas actividades se recogen y tabulan
datos en grupo y se comienza a interpretar y poder predecir, aunque sabiendo que

NUNCa €5 seguUro acertar.

Con “preguntando por los hermanos™ los chicos y chicas aprenden a estudiar carac-
teristicas de una poblacion v a distinguir los términos “posible”, “probable”, “seguro”
e “imposible”.

Este tipo de actividad puede ampliarse con muchos otros casos a realizar en su entorno
mas inmediato (animales de compaiia,...), lo que posibilita la atencion a la diversidad.

En la actividad “carrera de caballos™ se vuelve a colocar al alumnado en situaciéon de
predecir en situaciones de incertidumbre para, ¢n la puesta en comun, inducirle a
interpretar datos con menor o mayor probabilidad. se trata de que llegue a diferenciar

claramente entre “aleatorio™ y “equitativo™.

Al “jugar con dados” se¢ favorece el uso de las fracciones y porcentajes para compren-
der las frecuencias, tanto absolutas como relativas. Con ¢l Gltimo apartado se pretende
que ¢l chico o la chica comprucbe la importancia de las graficas cuando se trata de un
numero de datos considerable.

La actividad “laberintos™ tiene como fin que ¢l alumnado practique la téenica de la
simulacion y comprucebe la utilidad de la misma para el estudio de experimentos alea-
torios. Dado que pueden realizarse ejercicios de este tipo con diferentes laberintos, se
considera una actividad muy adecuada para fa atencion a la diversidad.

1.- Juego de bolas v colores

Materiales para cada equipo:
— Bolsa opaca
— Siete bolas rojas v tres verdes.

— Casillero numerado del 0 al 10

f

Tabla de recogida de datos

f

Fichas de dos colores (una para cada jugador)

— Hoja de trabajo.
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Desarrollo de la actividad:

Cada dos alumnos dispondran de una bolsa opaca con 10 bolas (7 rojas y 3 verdes).
Los jugadores conocen los dos colores que hay, pero no la cantidad de bolas de color.
Cada jugador tiene una ficha de color diferente al del companero y elige un sentido:
hacia ¢l 10 6 hacia el 0.

Para la salida se colocardn las dos fichas en la casilla nimero 5.

Gana ¢l que llegue antes al 10 o al 0.

Uno de los alumnos debe predecir el color que cree que va a salir y saca una bola,
Ambos jugadores apuntan en sus tablas el color predicho v ¢l que ha salido,

Se avanza una casilla si el color predicho es el mismo que ha salido, se retrocede una
casilla si el color no coincide.

Se devuelve la bola a la bolsa v el otro jugador hace lo mismo: predice el color, saca
bola vy avanza o retrocede.

Cada pareja contestara las preguntas de la hoja de trabajo (a).

Se recogeran los datos, de todas las parejas de la clase y se volverd a responder en la

hoja de trabajo (b).

MODELO DE CASILLERO

10

6

=)
~J

e




TABLA DE RECOGIDA DE DATOS

N¢ DE LA JUGADA

PREDICCION

COLOR

REALIDAD
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HOJA DE TRABAJO

Debéis responder dos veces: una a la vista de los datos del grupo, y la otra a la vista de
los datos de toda la clase.

1. :Qué¢ colores os han salido?
a)

b)

o

. :De qué color crecis que hay mas bolas?
a)

b)

[95]

. :Es posible que os salga una bola negra?
a)
b)
4. :Quc¢ colores son seguros que os saldran?
: &
a)

bh)

wn

. ¢Qu¢ color ¢s mas favorable a que os salga?. :Por qué?
a)

b)

o)

. ¢Qu¢é niimero de bolas creéis que hay de cada color?
a)
b)

a) Respuestas por parejas

) Respuestas despues de recoger los datos de 1o clase.



2.- La ruleta magica

Coge un clip y colocalo en un lapiz en ¢l centro de la ruleta. Giralo y observa en qué

zona (G, J, K, S).

1.- Haz una hipotesis sobre la zona que crees que va a caer mas veces el clip y

explica tu por que.

b

- Recoge datos en una tabla, girando ¢l clip unas 100 veces.

.- Escribe todas las observaciones que hayas visto.

5]

4.- Recoge datos de todos los companeros y companeras de tu clase.

o

.- Dibuja una grafica con los datos recogidos

6.- Analiza los resultados y comprueba la certeza de tu hipotesis




3.- Preguntando por los hermanos

Materiales para cada equipo:

— Tabla de recogida de datos
— Tabla de recogida de totales

— Hojas de trabajos I y 11

DESARROLLO DE LA ACTIVIDAD:
— Se hara un estudio en clase sobre el niimero de hermanos y hermanas del alumnado.
— Se considerard que cada persona es hermana de si misma.

— Cada equipo dispondrd de una tabla de recogida de datos, donde senalard las casillas

correspondientes que indique cada persona de la clase.
— Se realizard ¢l recuento y los datos se anotaran cn la tabla de totales.

— Cada equipo pondri en comin sus conclusiones, acordando cuiles son las correctas,

que comunicaran al grupo-clase.



TABLA DE RECOGIDA DE DATOS

ALUMNOS/ALUMNAS

0

+4

TOTAL

Debes colocar una X en el cuadro correspondiente




HOJA DE TRABAJO I
Observa detenidamente la tabla de recogida de datos v responde a las siguientes cucs-
tiones, indicando ¢l porqué de dichas respuestas.

L.- Si clegimos al azar un alumno o alumna de la clase, ;qué niimero de hermanos cs

posible que tenga?

-2

-~ ¢Qucé nimero de hermanos ¢s mas probables que tenga?

-~ :Qué numero de hermanos es seguro que tiene?

(o8]

4.- :Qué¢ namero de hermanos es imposible que tenga?

5.-:Cudl ¢s ¢l conjunto de todos los sucesos, llamado espacio muestral?.

HOJA DE TRABAJO 11

Anotar en la tabla siguiente las frecuencias absolutas v relativas de cada uno de los

SLICCSOS,
TABLA DE TOTALES
N¢ DE FREC. FREC.
HERMANOS TOTALES ABSOLUT. RELATIVAS

Con estos datos haz un diagrama de barras de las frecuencias absolutas




4.- Carrera de caballos

Materiales para cada equipo:

— Dos dados cubicos

— Fichas de colores.

— Tablero de carrera de caballos.
— Tabla de recogida de datos.

- Tabla de apuestas.

DESARROLLO DE LA ACTIVIDAD:
— Hav sicte caballos numerados del 1 al 6.

— Se forman cquipos de trabajo de sicte componentes; cada uno de cllos elegird un

namero diferente del tablero.

— Cada jugador tira los dos dados rotativamente, se resta del namero mayor el nimero
menor v ¢l jugador cuyo namero clegido coincida con la diferencia, avanzard su
ficha una casilla en direccion a la meta.

— El ganador del jucgo serd quien antes llegue a la meta.

— Se irdn anotando los resultados ¢n la tabla y se confeccionara con cllos un diagrama
de barras.

- Analizados los resultado de la partida, se elegira de nuevo un nimero y se jugard
otra partida.

- Se recogeran los nuevos datos del equipo.

— Se finalizard con una puesta en comun donde se¢ estudiaran los datos de todo el
grupo clase.
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TABLA DE APUESTAS

NOMBRE PARTIDA 1 PARTIDA 2

TABLA DE RECOGIDA DE DATOS

0 1 2 3 4 5 6

12 PARTIDA

2* PARTIDA

1) :Crees que todos los caballos tienen la misma posibilidad de ganar? gy la misma
probabilidad?
2

2) Razona las respucstas.

TABLERO DE CARRERA DE CABALLOS

META

0 1 2 3 4 5 6 SALIDA
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5.- Jugando con dados

Materiales para cada equipo
— Dados cubicos.

— Tabla de frecuencias.

— Tabla de recogida de datos.

DESARROLLO DE LA ACTIVIDAD:

— Este jucgo constard de varias fases:

12 FASE:

~ Se formardn 10 equipos de alumnos que anotardn en la tabla de frecuencias las veces

que piensan que saldran el 1, el 2, ¢l 3, el 4, ¢l 5 y ¢l 6 con cien tiradas.

— Con los datos de las cien tiradas se completard la tabla de frecuencias absolutas vy
relativas

N DE VECES FRE. ABS FRE. REL.

TOTAL

— Se recogeran los datos de todos los grupos y se hard una puesta en comin, despuds
de que cada equipo responda a la siguiente pregunta:

— Qu¢ observiis en la tabla?
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22 FASE:

— Se confeccionara la siguiente tabla con los datos de toda la clase:

N LANZAM, 100 ) 200 ) 300 400 500 | 600 | 700 | 800 T 900 | 1000

F. ABS. (4)

F. REL. (4)

— ¢Ocurre lo mismo para ¢l nimero 1? ¢y para ¢l 62

32 FASE:

— Se recogerdn datos de la frecuencia de otros dos nimeros y se representardn, junto

con la del cuatro, en una grafica

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

~ ¢Qué observas en la grafica?

— Analiza los resultados.
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6.- Laberintos

Observa los caminos que muestra ¢l dibujo:

O

A B C
Imagina que lanzamos 100 veces una canica desde O

— Predice cuantas veces saldra por A, por B y por C
- Simulalo lanzando una moneda 100 veces y respetando las reglas siguientes:

e Sisale cara, avanza por el camino C
* Sisale cruz, avanza hasta D y vuelves a lanzar: si ahora te sale cara, llegas a B y si te
sale cruz vas hasta A

NUMERO DE

JUGADAS C

Se recogeran los datos de toda la clase v se harda una puesta en comun.
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——— Actividades de consolidacion

Comentarios para el profesorado

El Informe Cockroft senala que, “Las matematicas son una asignatura dificil de
ensenar. Una de las causas consiste en que se trata de una asignatura jerarquiza-
da, lo cual no significa que deba seguirse un orden rigido en el estudio de los
temas, sino que la posibilidad de pasar de uno a otro depende con frecuencia de
una buena comprension de las cuestiones anteriores”. Dicho Informe sigue anali-
zando causas de esa dificultad y entre otras indica que “Las matematicas son, ade-
mas, una asignatura que obliga a trabajar y a practicar mucho, con independencia
del nivel de conocimientos que se¢ tenga...” “...Otra razén que explica la dificul-
tad de la ensefianza de las matematicas es la gran diferencia que existe en el ren-
dimiento y el ritmo de aprendizaje entre unos alumnos y otros™. Por las indicacio-
nes senaladas en este Informe, nosotros hemos considerado una scrie de actividades
que ayuden a consolidar, a afianzar y a asegurar los contenidos matemdticos que sobre
el azar se proponen.

Se disefan a continuacion, una variedad de actividades, no con la intencion de que los
alumnos y alumnas las realicen todas, sino més bien para tener una seleccion que nos

posibilite la atencion a la diversidad en nuestras aulas.

Con las actividades 1, 2, 5 v 6 sc pretende asegurar el vocabulario que existe sobre ¢l
azar. Es importante y muy enriquecedor favorecer en las aulas las puestas en coman
previo trabajo individual y de pequeno grupo que posibiliten la ayuda v una mejor
comprension a los alumnos y alumnas con dificultades. La actividad 2 nos pucde suge-
rir la utilizacion de diversidad de recursos como el periodico.

La tercera actividad pretende que el alumnado identifique sucesos como el resultado
de una experimentacion. Se puede y deben utilizar dados y cartas para ver con mayor
claridad los sucesos que pueden ocurrir.

La cuarta actividad nos sirve para consolidar los conceptos de experimento alcatorio y
determinista que acontecen en situaciones de nuestra vida. Puede ser muy enriquece-

dora, para ¢l conjunto de la clase, la puesta en comun que se realice

Las actividades 7, 8, 9, 10, v 11 servirin para asegurar ¢l concepto cuantitativo de la
probabilidad. En algunos casos, y para atender a la diversidad de capacidades de nues-
tras aulas, podemos proponer a los alumnos y alumnas con dificultades que expresen la
probabilidad cualitativamente mediante frases. En otros casos, la actividad se hara
experimentalmente segun las dificultades y necesidades de los chicos y chicas.
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l.- A continuacion figura una lista de expresiones a la izquierda, que debes relacionar

con las situaciones de la derecha:

IMPOSIBLE — No asistird nadie

POSIBLE — Asistiran alumnos y alumnas
BASTANTE PROBABLE - Esc dia amanecera
SEGURO — Quc asistamos todos
IMPROBABLE — Temperatura entre 159 y 259
SE ESPERA QUE — Esc dia tendra 27 horas

HAY IGUAL PROBABILIDAD — Asistira el alcalde

PUEDE SER - Lo pasaremos bien

SIN DUDA — Alas 12 serd mediodia

HAY ALGUNA POSIBILIDAD — Esc dia nevara
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2.- A lavista de la prediccion del tiempo que se hizo ¢l dia 2 de Marzo, escribe frases
que contengan las palabras siguientes:
— Poco probable
— Imposible
~ Seguro
~ Posible

— Muy probable

EL PAIS. 2 DE MARZO 1996
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3.- Escribe los sucesos que pueden ocurrir si:
a) Lanzamos un dado

b) Sacamos una carta de la baraja espanola

4.- Senala con una X los experimentos de los que se sabe el resultado antes de realizarlo
C Accionar ¢l conmutador de la luz.
( Lanzar una moneda al aire.
[ Sacar una moneda de un bombo.

O Dejar de respirar mas de 10 minutos.

5.- Inventa un suceso de cada uno de los siguientes tipos:

— Muy probable o casi seguro
— Poco probable
— Medianamente probable

— Casi imposible

6.- Clasifica de “casi seguro”, “probable”, “poco probable” o “casi imposible” a

los sucesos siguientes:

— Que un cquipo de primera division de fatbol gane un encuentro de la semana,
— Que ese mismo equipo gane algtin encuentro durante la temporada.

— Acertar la Loteria Primitiva haciendo una Gnica apuecsta.

— Obtener un doble 6 al tirar dos dados ctibicos.
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7.~ Averigua la probabilidad de cada una de las siguientes cuestiones v sittalas en la

recta:
a.) ¢Cuando lanzas una moneda, cudl es la probabilidad de que salga cara?
b) ¢Cuando lanzas un dado cibico, cual es la probabilidad de que salga 32

¢) ¢Cuando lanzas un dado cibico, cudl es la probabilidad de que salga menor que

3t
d) :Cuando lanzas dos monedas, cudl es la probabilidad de que salgan dos caras?

¢) Tienes una bolsa con dos bolas rojas y tres azules. ;Cudl es la probabilidad de

que salga una bola azul?

f) Tienes una bolsa con 1 bola roja, 1 azul v dos verdes. ;Cuil es la probabilidad

de que salga una bola amarilla?

¢) Tienes cuatro tarjetas numeradas del 1 al 4. ;Cudl es la probabilidad de que

salga una tarjeta menor que 5?

h) Tiras dos monedas a la vez. ;Cual es la probabilidad de que no salgan dos caras?

| | | | |

E { IL } | 1 1 Ll 1

0 1 1 L il 3 i L3 1
6 4 3 2 5 4 8

8.- Imagina que tiencs estas 5 cartas colocadas boca abajo sobre una mesa.

M|l A[IN || O||S
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Coges una. Cudl es la probabilidad de elegir:

a) Una vocal

b) Una letra con al menos un eje de simetria

9.- En una clase hay 17 chicos y 23 chicas. Se cligen al azar dos cualesquiera de ellos.
Hallar la probabilidad de que sean:

— Dos chicos
— Dos chicas

— Un chico y una chica

10.- Hallar la probabilidad de:

— Obtener un numero de una sola cifra al lanzar un dado ctbico.
— Obtener una suma de 20 puntos al lanzar dos dados cbicos.

— Obtener dos caras al lanzar dos monedas

11.-5i la probabilidad de que se produzca un suceso es 2/3, ;cudl es la probabilidad

de que no se produzca?
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- Actividades de aplicacion

Comentarios para el profesorado:

[as actividades “¢qué caja prefieres?” v “bolas de tres colores” plantean compara-
cion de probabilidades. Los participantes pueden justificar sus preferencias usando por-
centajes, fracciones o proporciones. Existe la alternativa posterior de representar estas
conjeturas graficamente, por ¢jemplo, en la recta numérica, diagrama de sectores,
segln las capacidades del alumnado. Es especialmente importante poner a prueba la

competencia de toma de decisiones de los chicos y chicas.

En los “juegos con la baraja” ¢s muy intercsante la consideracion de sucesos contra-
rios y nulos. En segundo curso (o como actividad de profundizacion de alumnado con
mas capacidad) pueden realizarse experimentos para iniciar la comprension de probabi-
lidad condicionada. Para los alumnos con necesidades educativas especiales, s¢ aconseja

que experimenten con ¢l material antes de responder a las cuestiones que se plantean.

La actividad “un buen men” ofrece una buena ocasion para hacer uso de los diagra-
mas de arbol, una estrategia idonea para no dejar ninguin caso fuera. Pueden cambiarse
las premisas (tomar primer plato y postre,...) para ampliar ¢l campo de las opciones y
motivar a realizar calculos diferentes. El apartado con (*) estd indicado como actividad
de profundizacion.

Jugando “al agua patos™ se motiva al andlisis de las hipotesis. Los alumnos y alumnas
s¢ dan cuenta de que han de jugar muchas veces para llegar a encontrar una buena dis-
tribucion de las fichas, dada la gran variedad de posibilidades.

Este tipo de jucgos favorece la atencion a la diversidad, ya que, al ser realizado entre

dos personas, se detectan errores, se aclaran dudas v jno siempre gana ¢l mas listo!.

El modclo que actividad que se ofrece en “buscando el namero de caras” es muy
adecuado para proponer actividades de profundizacion, dado que el nivel de diticultad

de actividades semejantes puede ser muy diverso.

Por Gltimo, la actividad “ruletas™ favorece enormemente la creatividad, , lo que posi-
bilita una buena atencion a la diversidad, puesto que en la construccion de ruletas pue-
den intervenir muchas variables a utilizar (espaciales, geométricas, de colores,...), de las

que hara uso el alumnado en funcion de sus capacidades.
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1.- ¢Qué caja prefieres?
Materiales para cada grupo:

— Dos cajas opacas
— 8 bolas negras

— 6 bolas blancas

DESARROLLO DE LA ACTIVIDAD:

12 PARTE:

Tenemos dos cajas opacas A vy B: En la caja A hay tres bolas negras v tres blancas. En la

caja B hay tres bolas blancas v cinco negras.

Considerando que tienen premio las bolas blancas, ;De cudl de las dos cajas preteririas

sacar una bola?

JLor que?

22 PARTE:

— Ahora vamos a comprobar si habias hecho una buena cleccion:

Realiza con tu grupo 50 extracciones de cada una de las cajas opacas. En cada extrac-

cion anota el resultado en la casilla correspondiente v devuelve la bola a su caja.

BOLAS BLANCAS

BOLAS NEGRAS

CAJA A

CAJA B

— :Quc observas?
— Obtén conclusiones

— ¢Es cierra la hipotesis que habias hecho al principio? ¢Por que?



2.- Jugando con [a baraja
De una baraja espanola se extrac una carta al azar, Responde a las siguientes preguntas:

— ¢Cudl es la probabilidad de que sea de oros?
- ¢Y de espadas?

— ¢Y de copas?

— ¢Cudl es la probabilidad de que sea un rey?
- ¢Y de que sea un cinco?

— ¢Qué es mids probable: que salga una figura o una carta que no lo sca?

3.- Otro juego con la baraja

Si se extrac al azar una carta de la baraja espanola, ¢Cual es la posibilidad de que sea de

Oros O un seis?

* 4.- Bolas de tres colores

Tenemos dos bolsas: la primera de ellas contiene 7 bolas blancas, 2 negras v 1 rojay la

otra 1 blanca, 2 negras y 7 rojas.

Tiramos un dado ctbico; si sale 1 6 2 extraemos una bola de la primera bolsa y si salc

3,4, 5 6 6 sacamos una bola de la segunda bolsa. Ganamos si sale bola roja.

— ¢Qué es mis facil ganar o perder?

- ¢Por que?

i
wn
[38]



5.- Lanzando monedas

Si se lanzan tres monedas ¢cudl es la probabilidad de obtencr, al menos, una caras

6.- iUn buen mena!

El mend de un restaurante economico esta formado por dos platos v postre. En el pri-
mer plato se puede elegir entre: ensalada, sopa y judias; las posibilidades de eleccion del
segundo plato son: huevos, carne v pescado. de postre se puede tomar: fruta o helado.

— ¢De cuantas formas diferentes podra comer una persona que tome primer plato,
scgundo plato v postre?

— Representa todas las posibilidades mediante un diagrama de arbol.
— ¢Cual es la probabilidad de que una persona tome de segundo plato pescado?

- :Cudl es la probabilidad de que tome sopa?



* ;Cudl es la probabilidad de que una persona coma el siguiente ment:

— Plato 19 : Judias
— Plato 29: Huevos

— Postre: Fruta

— Comprucba tu conjetura en ¢l diagrama de arbol.

7.- iAl agua patos!
Material para cada pareja:

— Hoja de juego- 12 fichas para cada jugador (usar colores diferentes)

— Dos dados ctibicos

DESARROILLO DE LA ACTIVIDAD:
Es un juego para dos personas.

Cada participante debe colocar a su antojo las doce fichas en las casillas numeradas.
Alternativamente los jugadores lanzan los dos dados a la vez y la suma de los mismos
indica la casilla de la que hay que tomar una ficha y lanzarla al agua.

Gana la partida ¢l jugador o jugadora que logre lanzar al agua todas sus fichas en pri-
mer lugar.

1.- Cada participante debe buscar la mejor colocacion de sus fichas y justificarla.

2.- Se jugara la partida, anotando los datos de cada trada.
3.- Una vez finalizada la partida cada pareja hard un analisis del resultado de la misma,

en comparacion a las dos hipotesis que se hicieron.



10 11|12

9

10| 11 | 12

8

2

8
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8.- Buscando la U

Aqui tienes 20 palabras de ocho u nueve letras:

turistico exclusivo satélite desastres

programa  atractivo universo espaiola Conseg'u'u*

- 8 s

librerias aventuras cotidiano prufnsilin peticion

esfuerzo armamento controlar dificiles objetores

L S

1.- Investiga la posibilidad de obtener al menos una “u” en palabras de 8 6 9 letras de

una pagina de un periodico.

(B8]

.~ Busca la frecuencia relativa de la letra “u™ en las palabras del recuadro.

e 8

- Comenta los resultados en ambos casos v compara.
Haz un comentario.
9.- Buscando el nimero de las caras

Las caras de un dado cubico estin numeradas con 1 v 2, pero no sabes en qué propor-
cion.

Lanzas el dado 210 veces v has obtenido este resultado:

221211222212221122211222122112221112222211
122122122122211221222222222212221222122121
221221221221221221221111221211122221122122
222122111222112221112222221221222211122221
111222222221222122222222121222222122211222

:Cuantos unos y cuantos doses crees que tiene ¢l dado?

Escribe detalladamente el proceso que sigues para solucionar el problema.
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10.- Ruletas
Construye ruletas de tiro al blanco para una feria de dos tipos:
a) para que el feriante tenga escasas posibilidades de perder.

b) para que los participantes tengan bastantes posibilidades de ganar.
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— —— —— [nfroduccion

1. Comentarios sobre los contenidos fratados

La seleccion de contenidos del segundo curso de Bachillerato relativos a Inferencia
Estadistica debe basarse en lo senalado en el curriculo de Bachillerato (Modalidad de
Humanidades v Ciencias Sociales) establecido en el Real Decrero 11791992 del 2 de

octubre de 1992, En este texto encontramos lo siguiente:

SEGUNDO CURSO

Introduccion al concepto, uso v alcance de ln infevencia estadistica: problemas relacionn-
dos con ln eleccion de las muestras, las condiciones de representatividad v andlisis de lns

conclusiones gue cabe extraer de ellas.

Estudio de algin contraste de hipotesis basado en la distribucion normal v aplicacion a

sitnaciones sencillas.

La poca concrecion del parrato anterior, ast como la ausencia de orientaciones poste-
riores supone que la base sea tan amplia que serfa posible elaborar unidades didicticas
de caracteristicas muy distintas. En este documento se presenta una propuesta de tra-
bajo en la que hemos interpretado las palabras anteriores y considerado las posibilida-
des de los alumnos de este curso. No obstante, ¢l profesor que imparta este 29 curso
podrd scleccionar las actividades que crea necesarias segin su propia concepeion de lo

que es Gtil v a la vez asequible para sus alumnos.

A continuacion se comentan algunos aspectos que se consideran interesantes para

entender la seleccion de contenidos que se ha realizado.

1.1. Poblacion e inferencia estadistica

El proceso de estimacion de un parimetro poblacional se inicia con la eleccion de una
muestra. El hecho de que la poblacion sea finita o infinita influye en la téenica de
muestreo y en ¢l procedimicnto de estimacion. Intentaremos explicar esto brevemente:

Supongamos que partimos de una poblacién finita de tamano N de la que estudiamos
un determinado aspecto. Este aspecto constituye una variable estadistica de la que se
pueden caleular, por ejemplo las caracteristicas: media y desviacion tipica. El namero
de elementos de la poblacion esta perfectamente determinado y por lo tanto también
lo estd el nimero de muestras de tamano n que podemos extraer de esa poblacion v

cual es su composicion.
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Si partimos de una poblacion infinita de la que estudiamos un determinado aspecto, el
numero de clementos de la poblacion no estard determinado vy, por lo tanto, tampoco
lo estard el nimero de muestras de tamano n y tampoco su composicion.

Dicho de otra mancra, si estudiamos un aspecto de una poblacion finita y extracmos de
clla una muestra de tamano n, ¢l aspecto estudiado en la muestra constituye una varia-
ble estadistica, sin embargo, en poblaciones infinitas ¢l aspecto estudiado pasa a ser
una variable aleatoria.

Podemos pensar que realmente no existen poblaciones infinitas, pero podemos encon-
trarnos con poblaciones de las que no conocemos ¢l tamano, por ejemplo, la produc-
cion de tornillos de una maquina que los produce constantemente o ¢l niimero de per-
sonas que padecen una determinada enfermedad. Por otra parte, hablando de modelos
matematicos teoricos, si una poblacion tiene un tamano superior a 100.000 individuos
puede considerarse infinita. Esto nos sirve para poner un c¢jemplo que aclare lo ante-

rlor.

— Supongamos una poblacion formada por 5 alumnos de edades 2, 3, 6, 8, 11 anos.
El aspecto que estudiamos cs «la edad de los individuos de la p()hlncum». Si de esta
poblacion extracmos muestras sin reemplazamiento de tamano 3, tendremos que las
posibles muestras son:

2.3,6),(2,3,8),(2,3,11),(2,6,8),(2, 6, 11), (2, 8, 11), (3, 6, 8), (3, 6, 11),
(313,11)}-(0,3,11)‘

En cada muestra tenemos 3 variables estadisticas que pueden tomar los valores 2, 3, 6,
8 v 11. Ademas podemos calcular la probabilidad de haber obtenido cada una de ellas.

— Supongamos la poblacion formada por los habitantes de un pais. El aspecto que
estudiamos es «padecer osteoporosis». Si de esta poblacion extracmos muestras sin
reemplazamiento de ramano 3, lo conveniente es suponer que para cada muestra tene-
mos 3 variables aleatorias cuya distribucion de probabilidad es Ia misma que para toda
la poblacion.

Segun lo anterior podemos concluir que el proceso de inferencia depende de que la
poblacion en estudio sea finita o infinita.

A la hora de disenar actividades para realizar en el aula, cabe pensar que lo asequible
para nuestros alumnos es trabajar con poblaciones finitas, de manera que pueda estu-
diarse por un lado la poblacion completa y por otro las conclusiones que nos permite
hacer la inferencia y comparar ambas. Sin embargo, el tratamiento matematico que
requiere la inferencia en poblaciones finitas es mas complicado que para poblaciones
finitas y, por otra parte en ¢l mundo laboral es mas probable que el alumno tenga que

trabajar con poblaciones infinitas.
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1.2. Muestras ¢ inferencia estadistica

Dada una poblacién podemos elegir la muestra que vamos a estudiar de diterentes
maneras, v esta cleccion determinard la manera de realizar la inferencia y los resultados
que obtengamos de ella. Por cjemplo, las muestras elegidas y el tratamiento posterior
varian si elegimos los elementos que la componen segin las dos siguientes maneras:

— Muestreo aleatorio simple.
Segan el cual todos los elementos de la poblacion pueden ser clegidos v tienen la

misma probabilidad de ser clegidos.

— Muestreo cstratificado.
Segun este tipo de muestrco se tiene en cuenta que la poblacion estd dividida en
estratos y nos interesa que cada muestra esté formada por elementos en cantidad

proporcional al tamano de cada estrato.

Para disenar actividades de estimacion debemos tener en cuenta que el tratamiento
posterior es mas sencillo si tratamos con muestreos aleatorios simples con reposicion.

1.3. Procedimientos de estimacion

Las actividades planteadas en esta unidad tratan solamente el problema de la estima-
cion de la media poblacional de una variable va que los procedimientos de estimacion
de la varianza poblacional requicren el manejo de la distribucion 2 que, claramente,
no esta entre las distribuciones de probabilidad que se estudian en primero de Bachille-

rato. Los tipos s¢ estimacion analizados son:

— Estimacion puntual.
— Estimacion por intervalo.

— Contraste de hipotesis.

En todos los casos, los contenidos basicos se refieren al caso en que la distribucion en

el muestreo de la media muestral sea:

media muestral

X
G u: media poblacional
X ~N ('H’J—F) o: desviacion tipica poblacional

n: tamano muestral
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por lo tanto:

Como se verd en el desarrollo de la unidad, si la desviacion dpica poblacional es desco-
nocida, se puede sustituir su valor por la cuasidesviacion tipica muestral, s, en ¢l caso
en que el tamano de la muestra sca superior a 30. Si el tamano de la muestra es menor

que 30, esta sustitucion lleva consigo que la variable anterior cambie de distribucion:

Las actividades de este tipo se han considerado de ampliacion ya que serd necesario
explicar previamente la distribucion t-Student.

La estimacion de proporciones es un contenido que, por su intercs, podria haberse
incluido en esta unidad, pero que no se ha tratado por las siguientes razones:

— Los contenidos seleccionados cubren suficientemente los objetivos basicos de la uni-
dad.

— El tiempo disponible ¢s insuficiente para ampliar los contenidos y por lo tanto el

nimero de actividades.

— El conocimiento de la distribucion en el muestreo de la proporcion muestral se basa
en la identificacion de una variable que sigue una distribucion binomial, cuestion
que puede entranar bastante dificultad para los alumnos. Intentaremos explicar esto

brevemente.

Supongamos que la caracteristica objeto de estudio es cualitativa (no numérica) de
manera que lo que nos interesa estimar es la proporcion de individuos de la poblacion

que poseen esa caracteristica. Definimos para ello la siguiente variable aleatoria:

X

/ 1 si el individuo posee la caracteristica

0 si el individuo no posce la caracteristica

[lamamos p a la probabilidad de que un individuo de la poblacion posea la caracteristi-
cayq=1- palaprobabilidad de que no la tenga.

Obsérvese que la variable X, que toma los valores 0 y 1, sigue una distribucion de Ber-

nouilli.
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Estamos interesados en estimar la media de esta variable:
E[X]=p

Para estimar ¢l parametro p extracmos una muestra de tamano n y analizamos si los
individuos de la muestra tienen o no la caracteristica en estudio. Una estimacion pun-
tual de p es:

siendo x; los valores que toma la variable X para los individuos de la muestra.
- - A . . - .. . . -
La variable aleatoria np sigue una distribucion binomial de parametros n y p ya que:

- El experimento aleatorio que realizamos es elegir a un individuo de la poblacion v

observar si tiene o no la caracteristica en estudio. La probabilidad de que la tenga es p.

— Si realizamos ¢l experimento n veces, es decir, si elegimos una muestra de tamano n
(con reemplazamiento) y consideramos el estadistico:

1

1=1

P="3

entonces, np equivale a considerar ¢l nimero de veces que aparece un individuo con la

caracteristica, luego np es una binomial de parimetros n y p.

Recordando el valor de la media y la varianza de una binomial, lo anterior nos permite
calcular facilmente la media y la varianza del estimador p:

E[np|=np nE[p]=np E[p]=p

Pq
Vinp] =npq n*V[p]=npq V[p]=—

Luego, ¢l estimador p ¢s insesgado y de varianza minima.
Si el tamano de la muestra es suficientemente grande el estadistico:

p—-p
vp(l—-p)

n

sigue aproximadamente una distribucion N(0,1).



Como se puede ver, el hecho de que el estadistico np siga una distribucion binomial |
supone una complicacion adicional para la comprension de este tipo de estimacion.
Por ello no hemos considerado conveniente incluir la estimacion de proporciones
como objetivo bisico. No obstante, el profesor podra encontrar actividades relaciona-
das con este aspecto en la bibliografia citada.

2. Bstructura de la unidad

[La propuesta de trabajo desarrollada en el apartado «Actividades» se presenta estructu-

rada en cuatro bloques:

[.  Encuestas y técnicas de muestreo.

[I. Estimacion puntual y distribucion en el muestreo de la media muestral.
[1I. Estimacion por intervalo. Tamano muestral.

IV. Contraste de hipotesis.

Todos ellos incluyen:

— Problemas resueltos

La finalidad de estos problemas es mostrar el procedimiento de resolucion del tipo
de problemas que se plantean en cada bloque. Su redaccion estd pensada para el
alumno de manera que, con su lectura, comprenda cse procedimiento de resolu-
cion. Por lo tanto, si ¢l profesor lo considera conveniente, primero propondra la
lectura y después que los alumnos vuelvan a realizar ¢l problema.

— Problemas propuestos

Tras cada problema resuelto se propone una serie de problemas «del mismo tipo»
que los alumnos deberan resolver. Después de los problemas que recogen los con-
tenidos basicos se plantean, problemas de ampliacion. En algunas ocasiones sc
incluyen comentarios que pueden ser de utilidad para el profesor.

Ademis de estos dos apartados fijos, algtin bloque contiene una descripcion de conte-
nidos teéricos recogida bajo ¢l nombre de Lectura. El objetivo de estas lecturas es
proporcionar una fuente de conocimientos teéricos que sea asequible para los alumnos
por lo tanto, también estin discnadas como material para el alumno.

3. Recursos

[a calculadora e¢s el Gnico material que consideramos imprescindible para desarrollar
esta unidad. Suponemos que todos los alumnos saben utilizarla para calcular la media o
la desviacion tipica de un conjunto de datos.
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Por otra parte, aunque existen en ¢l mercado programas informaticos que tratan pro-
blemas de estimacion, no los hemos considerado adecuados para conseguir los objeti-
vos que pretende esta unidad. La razén estd en que con estos programas s¢ pueden cal-
cular rapidamente estimadores puntuales o intervalos de confianza, pero el usuario no
«aprende» nada sobre como y por qué se realizan estos cdlculos. Serfan una buena
herramienta en ¢l caso de que estas estimaciones fueran la base de un trabajo posterior
y ¢l «foco del aprendizaje» no estuviera puesto en la comprension del porque de los
procedimientos de cilculo. No obstante, ¢n el apartado Materiales y recursos sc citan
dos de estos programas por si ¢l profesor considerase adecuado su uso.

———— Planteamiento de la unidad

1. Conocimientos previos

— Calculo de la media y la desviacion tipica de un conjunto de datos.
— Variables alcatorias.
— Distribucion normal. Tipificacion de una variable N(n, o). Utilizacion de tablas.

- Poblacién y muestra.

2. Objetivos

— Comprender ¢l significado de la estimacion estadistica.

Conocer algunas téenicas de muestreo. Representatividad de una muestra.

Identificar las medias de las distintas muestras (tamano determinado) que se pueden
extracr de una poblacién como valores de una variable alecatoria cuva distribucion es
igual a la variable objeto de estudio.

Reconocer que ¢l momento de eleccion de la muestra es el Ginico componente alea-
torio del proceso de estimacion.

Conocer la distribucion en ¢l muestreo de la media muestral y las condiciones que
deben darse para cllo.

Calcular estimaciones puntuales y por intervalo de la media poblacional.

|

Calcular estimaciones de varianzas poblacionales.

Entender el significado del nivel de confianza con ¢l que se da un intervalo.

Calcular tamanos muestrales.

— Realizar contrastes de hipotesis sobre la media poblacional de una variable.
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3. Contenidos
Conceptos

— Muestras y t¢enicas de muestreo.
- Estimador puntual de la media poblacional: media muestral.

— Estimador puntual de la varianza poblacional: cuasivarianza muestral,

|

Distribucion en el muestreo de la media muestral: media y desviacion tipica.

Intervalo y nivel de confianza. Error maximo.

Contraste de hipotesis: hipotesis nula y alternativa, region critica y de aceptacion,
error de tipo [ y de tipo 11, nivel de significacion, decision de un contraste.

Procedimientos

Pasos que se deben seguir en la elaboracion de una encuesta.

|

Eleccion de muestras por muestreo aleatorio simple (utilizando una tabla de nime-
ros aleatorios) y por muestreo estratificado.

~ Calculo de la media muestral y de la cuasivarianza muestral.

— Caleulo de probabilidades de la variable media muestral. Utilizacion de tablas de la

N(0,1).
— Calculo ¢ interpretacion de un intervalo de confianza para la media poblacional.
— Interpretacion del error cometido al realiza una estimacion puntual o por intervalo.

— Determinacion del tamano que debe tener una muestra conocido el nivel de con-
fianza y ¢l error maximo admisible.

— Realizacion de contrastes bilaterales sobre la media poblacional.

— Relacion entre un contraste con nivel de significacion o v un intervalo con un nivel

de confianza 1-o

Actitudes

4, Recursos

Bibliografia

NORTES, A. (1991). Encuestas y precios. Coleccion Matematicas: cultura v aprendizaje,
n? 28. Sintesis. Madrid.

QUESADA, V. Y OTROS. Curso y ejercicios de estadistica. Alhambra Universidad.
Madrid.
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SPIEGEL, M. (1993). Estadistica. McGraw-Hill. Madrid.
Programas de ordenador
EBAQ. Serie Software educativo para el aula. Ministerio de Educacion y Ciencia.

STATGRAPHICS. Distribuidor en Espana: Software cientifico. Pza. de Manolete 5,
28020 Madrid.

= - Actividades

1. ENCUESTAS Y TECNICAS DE MUESTREO

Con este primer bloque de actividades se pretende, en primer lugar, que los alumnos
tengan una idea clara del contenido v del objetivo de la unidad que se va a desarrollar.
Para ello se propone una lectura previa en la que se hace una descripcion muy general
de 1o que es la inferencia estadistica. En segundo lugar s¢ hace una revision de dos
aspectos que posiblemente ¢l alumno va habrd estudiado en la ESO: realizacion de
encuestas v téenicas de muestreo. Nos interesa profundizar en los conocimientos que
tenen los alumnos sobre estos dos remas, ya que son la base del método de rtrabajo
estadistico que pretendemos realizar.

LECTURA PREVIA

Toda investigacion estadistica consiste en tomar informacion sobre una o varias
caracteristicas de un conjunto de elementos que puede estar constituido por per-
sonas, animales, experimentos quimicos, experimentos fisicos, hogares, ciudades,
cte. Este conjunto es lo que se denota con el nombre de poblacidon o universo
estadistico. La informacion recogida de cada clemento se plasma en un valor
(numérico 0 no numérico) de manera que la caracteristica objeto de estudio sc
traduce en una variable.

Cuando el estadistico o ¢l investigador toma informacion de todos v cada uno de
los elementos de la poblacion estadistica se dice que estd realizando un censo. Sin
cmbargo, ¢sto no es muchas veces posible, va sea por el coste que resulta de la
toma de informacion, o bien porque la toma de informacion lleve consigo la des-
truccion del ente en cuestion (p.c. controles de tiempo de vida de un aparato).
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Otras veces no se puede hacer un censo porque la poblacion esta constituida por

entes potenciales, por ejemplo enfermos.

Este problema lleva al investigador a tomar la informacion de unos cuantos ele-
mentos de la poblacion estadistica, este proceso recibe ¢l nombre de muestreo. El
conjunto de elementos de los que se toma informacion en el proceso de muestreo
s¢ llama muestra. Una vez tomada la informacién de la muestra la Estadistica
inferencial se encarga de hacer referencias, predicciones y generalizaciones sobre
toda la poblacion estadistica. Para hacer esto, se pone en marcha un método de
trabajo que, muy ¢n general, podemos describir de la siguiente manera:

I POBLACION

Variable: Distribucién dependiente de PARAMETROS

r MUESTRA
'

Valores de la variable

Analisis de la informacién obtenida de la
muestra

Y

Como vemos, la informacion que se obtiene de la muestra, permite obtener infor-
macion sobre los parimetros de la poblacion mediante un proceso que recibe el
nombre de estimacion. Segin como se presente esta informacion tenemos dos
tipos de estimacion:

— Estimacion puntual

La estmaciéon de un paraimetro de la poblacion dada por un sélo niimero se
llama estimacion por punto del parametro.

— Estimacion por intervalo

Una estimacion de un parametro de la poblacion dada por dos niimeros entre
los cuales se puede considerar que estd el parametro se llama estimacion por
intervalo.las estimaciones por intervalo indican en si mismas la precision de la
estimacion y por lo tanto son preferibles a la estimacion por punto.

Existe, ademds, otra manera de inferir informacion sobre la poblacion basindose
en la informacion de una muestra. Se trata del contraste de hipotesis en ¢l que
mediante procedimientos de inferencia se rechaza o acepta una hipotesis sobre
determinada caracteristica de la poblacion.
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Estos tres métodos de inferencia son los que vas a estudiar ¢n las siguientes pagi-
nas, pero no solo trataremos los metodos de inferencia; para que puedas compro-
bar «sobre ¢l terreno» en qué consiste ¢l trabajo de un estadistico, te proponemos
que, segin se desarrolla la unidad, vayas aplicando lo que se estudia en cada paso a

un estudio estadistico que te interese realizar en tu centro.

Tras esta lectura el profesor comentara el texto con los alumnos tratando de que se for-
men una idea clara del contenido de la unidad. A continuacién, propondra ¢l inicio de
csa actividad a la que se alude al final del texto: la realizacion de un estudio estadistico
sobre aspectos relacionados con ¢l centro. Consideramos que ésta es una actividad muy
interesante ya que los alumnos tendran la oportunidad de afrontar un problema real de
inferencia estadistica. El Gnico v quizds gran inconvenicte €s que, como veremos en ¢l
desarrollo de este tema, su realizacion requerird bastante tiempo. Sin embargo, otra de
sus ventajas es que puede utilizarse como una actividad de evaluacion. Con objeto de
organizar ¢l trabajo serd conveniente que se expliquen con cierto detenimiento los
pasos que se deben seguir en la realizacion de una encuesta, pasos que Andrés Nortes
Checa describe ampliamente en su libro Encuestas v precios y que a continuaciéon resu-

MIMmos:

I Definicion de la caracteristica o caracteristicas que se quieren estudiar.

bo

Programacion y planificacion de la encuesta, incluyendo los objetivos a cubrir v la
metodologia a utilizar. Es decir, redactar un proyecto acompanado de su presu-

puesto.

3. Organizacion del trabajo con la formacion de los grupos de trabajo v la designacion

del equipo coordinador.

4. Scleccion de los entrevistadores formando los equipos que se encargaran de las

entrevistas para cumplimentar ¢l cuestionario.

5. Borrador del cuestionario, utilizando para ello un fichero de preguntas posibles

estudiando la manera de formularlas.
6. Discnar la muestra estudiando el tipo de muestreo que se va a realizar.
7. Se establecera un plan de andlisis de los datos recogidos v de su presentacion.

8. Una vez confeccionado el cuestionario hacer una prueba con ¢él, cumplimentindolo
todo ¢l equipo mds algunas personas de fuera para climinar las preguntas dudosas o
reformar otras, cambiando ¢l lenguaje utilizado. Esto se llama ensayar ¢l cuestiona-
rio o hacer un Pre-test

9. Una vez modificado el cuestionario se hace definitivo, pasando a imprimirlo Yy
dando instrucciones a los encuestadores sobre la forma de llevarlo a cabo.

10. Planificar el trabajo de campo, cs decir la realizaciéon de las entrevistas.
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11

. Realizacion del trabajo de campo.

1 2. Recopilacion de los datos obtenidos con los cuestionarios asi como de los informes
de los entrevistadores que indicardn si ha habido algo especial.

4 : : . .

13. Procesamiento de los datos (manualmente o mediante ordenador) con el fin de
obtencr los resultados numéricos que se deseen (porcentajes, medias, dispersion,
ete. ).

14. Interpretacion de los resultados.

El libro citado anteriormente recoge también las caracteristicas mds importantes que

debe tener un buen cuestionario. Serd conveniente que llegado el momento de elabo-

rar uno cl profesor aconseje sobre el tipo de preguntas que se van a formular.

[a

int

scgunda parte de este primer bloque trata sobre las t¢enicas de muestreo. Para
roducir algunas de ellas se propone la lectura del siguiente problema resuclto:

PROBLEMA 1

Supongamos que la direccion de un gran hospital desea averiguar la opinion de
los pacientes sobre ciertos aspectos de funcionamiento del centro. Ante la imposi-
bilidad de obtener esta informacion de cada paciente se decide obtener una mues-
tra. Veamos como se podria realizar ¢l muestreo segtin la variable que se estudia

en cada caso:

* Horario de visitas
Obscrvaciones: Interesa la opinion de cualquicr tipo de paciente.

Tipo de muestreo: Se elige la muestra de manera que cualquier paciente del
hospital tiene la misma probabilidad de ser clegido cada vez que se extrae un

clemento de la muestra.

o Servicio de limpiezn

Observaciones: La respuesta a esta pregunta puede depender del servicio en
¢l que se encuentra ¢l paciente. Interesa recoger por igual la opinion sobre

todos los servicios.

Tipo de muestreo:

— Se divide el total de elementos de la muestra entre ¢l numero de servicios

obteniéndose un valor k.
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— De cada servicio se eligen, utilizando el método anterior, k pacientes.
o Tiempo de permanencia en el hospital

Observaciones: Tambicén ¢l servicio en el que se encuentre ¢l paciente puede
influir en ¢l valor de esta variable. Puesto que sc va a obtener el tiempo de
permanencia medio, interesa que cada servicio aporte a la muestra una canti-
dad de elementos proporcional al nimero de pacientes que se estd ingresado

en ¢l

Tipo de muestreo: De cada servicio S, S,, ..., S, se cligen ny, n,, ..., n, pacien-

tes de manera quc:

siecndo ki, ky, ..., k, el nimero de pacientes de S, S,, ..., S, respectivamente, K el

namero de pacientes del hospital v n ¢l nimero de pacientes de la muestra.

— ¢:Qu¢ semejanzas y diferencias encuentras entre los tres tipos de muestreo?

¢Por qué crees que en cada situacion se aplica una técnica de muestreo distinta?
— ¢Como realizarias ¢l primer tipo de muestreo?

— Describe como se realiza cada una de las téenicas de muestreo anteriores y cuan-

do es adecuado aplicarlas.

Una vez que los alumnos han contestado a las preguntas anteriores, el profesor aclarard
lo que se entiende por técnicas de muestreo e indicard las caracteristicas de las mas
habituales:

— Muestreo aleatorio simple (MAS)

Se indicard en qué consiste y se repasard la utilizacion de tablas de ntimeros aleatorios
va que cs ¢l procedimiento habitual para realizar este muestreo. También se debe
advertir que este muestreo se puede hacer con o sin reemplazamicento. En el primer
caso las variables que componen la muestra son independientes (cualquier clemento de
la poblacién tiene siempre la misma probabilidad de ser clegido) y en ¢l segundo no.
Sin embargo, si el muestreo se hace sin reemplazamiento v la poblacion ¢s muy grande
la’probabilidad de obtener un clemento es practicamente igual a la probabilidad de
obtener el anterior,

— Muestreo estratificado

Se explicardn las razones por las que es conveniente realizar este tipo de muestreo y se
definird lo que se entiende por estrato v afijacion.

173



— Muestreo aleatorio por conglomerados

Mientras que en el muestreo estratificado se busca la homogencidad de la poblacion
dentro de los estratos y la heterogencidad entre estratos, en el muestreo por conglo-
merados interesa la hererogencidad dentro del conglomerado y la homogeneidad
fucra. Se busca que cada conglomerado sca una representacion (copia en pequeio) de
la poblacion. En el estratificado se eligen elementos de cada estrato y en éste se selec-
ciona fa muestra entre los conglomerados, es decir varios de los conglomerados que se
hayan determinado formaran parte de la muestra.

Ejemplos de conglomerados son: colegios, municipios, familias, bloques de viviendas,

colegios electorales, ctc,

A veces cuando se efectia un muestreo aleatorio por conglomerados, cada conglome-
rado seleccionado estd formado por otros conglomerados de menor tamano y cada
uno de estos por otros de menor tamano, etc. En este caso se dice que se realiza un
mucstreo polietapico, cuando hay solo dos etapas, recibe ¢l nombre de bietapico y ¢s
cl que realiza normalmente el INE en las encuestas de presupuestos familiares.

— Muestreo no aleatorio

El mds utilizado ¢s ¢l opinatico que consiste en que ¢l investigador selecciona la mues-
tra que supone mas representativa, utilizando un criterio subjetivo v en funcion de la

mvestigacion que realiza.

A continuacion se propondran los siguientes problemas de aplicacion.

PROBLEMA 2
El decano de una facultad desca realizar una encuesta sobre los siguientes aspec-
Los:

— Funcionamiento de la biblioteca.
— Interés por asistir a un ciclo de conferencias.
— Opinion sobre ¢l nuevo plan de estudios.

Los datos del centro son los siguientes:

Curso N2 de alumnos
12 254
29 230
39 156
49 115
59 97

Obtener una muestra de 50 alumnos para obtener informacion sobre cada uno de
los aspectos citados. Piensa qué tipo de muestreo convendria realizar y explica tus

razoncs.
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La intencion de este problema es que los alumnos aprecien que en cada una de las
situaciones propucstas serfa posible aplicar uno de los tipos de muestreo estudiados.

Por ejemplo:

— Para estudiar el funcionamiento de la biblioteca podemos pensar que cualquicer
alumno puede formar parte de la muestra, independientemente del colectivo o
grupo al que pertenezca. Por lo tanto se podria realizar un MAS con reemplaza-
miento.

— El curso en el que se encuentre el alumno y por lo tanto su edad y el grado de impli-
cacion con los estudios que cursa, puede influir en su opinion sobre la participacion
en las conferencias. Un muestreo estratificado con afijacion igual podria ser adecua-

do.

— También el curso en el que se encuentra un alumno puede influir a la hora de opinar
sobre nuevos planes de estudios, teniendo en cuenta que, ademas, puede ser intere-
sante que la participacion de cada curso en la muestra sca proporcional al nimero de
alumnos de ese curso. Se trataria entonces de un muestreo estratificado con afijacion
proporcional.

PROBLEMA 3

Se quiere realizar un estudio sobre la situacion ecconémica de 3.500 centros de

educacion privada por todo cl territorio nacional. Para ello s¢ extrae una muestra

de 200 centros.

a) Como se scleccionarian estos centros si el procedimiento de muestreo es alea-
torio simple sin reemplazamiento? ;Y con reemplazamiento?

b) Los centros estd divididos en 4 estratos segin ¢l namero de alumnos matricula-

dos:
N¢ de alumnos N€¢ de alumnos
Mas de 1.400 250
900-1.400 652
400-900 1.124
Hasta 900 1.474

Explica como se realizarfa un muestreo estratificado con afijacion igual v con afija-
cion proporcional.

PROBLEMA 4

Piensa varias caracteristicas que te gustaria estudiar de tu centro y para las que
consideres conveniente realizar un muestreo aleatorio simple o un muestreo estra-
tificado (con afijacion igual y con afijacion proporcional).




2. ESTIMACION PUNTUAL Y DISTRIBUCION EN EL MUESTREO DE
LA MEDIA MUESTRAL

En este segundo bloque se introduce ¢l concepto de estimador y se definen los estima-
dores media y cuasivarianza muestral, Una vez realizados algunos cjercicios de calculo
de estos estimadores se aborda el estudio de la distribucion en el muestreo de la media
muestral.

Nuestro objetivo es que los alumnos sepan que esta distribucion es «generalmente» una
N {p,%) siendo py © los parimetros poblacionales. Decimos «generalmente» va que,
\ n

como comentaremos mas adelante, esta distribucion depende de las condiciones inicia-
les del problema estadistico objeto de estudio. Sin embargo, en los contenidos basicos
que se refieren a este aspecto solo vamos a considerar este caso, por su sencillez y por-
que es el que se presentard en mas ocasiones en cste nivel. No obstante se propondra
alguna actividad de ampliacion en la que la media muestra siga una distribucion t-Stu-
dent.

En cuanto a la distribucion relacionada con el estadistico cuasivarianza muestral (buen
estimador de la varianza poblacional), creemos que excede las pretensiones de este
curso por lo que no se incluve ninguna actividad sobre cllo. Si el profesor lo considera
conveniente podrd proponer algunos problemas que encontrard formulados en la
bibliografia que se indica en este documento.

2.1. Estimacion puntual

[La dificultad mas importante a la que s¢ enfrenta cualquiera que comienza a estudiar
inferencia estadistica es entender que los estimadores son nuevas variables que depen-
den de la muestra elegida y que, como tales variables, tienen una media y una varianza.
Con ¢l problema que se expone a continuacion, pretendemos que los alumnos com-
prucben este hecho en un caso concreto. Por supuesto, la poblacion de partida estd
formada por un nimero finito (ademds e¢s muy pequeno) de elementos, de manera que
sca posible formar todas las posibles muestras. Aunque no vamos a tratar la inferencia
en poblaciones finitas tal y como hemos explicado anteriormente, consideramos que cs
interesante proponer este ejemplo va que es, a nuestro entender, la mejor manera de
salvar esa dificultad a la que aludiamos en un principio. El profesor insistird en que sc
trata de una situacion totalmente artificial en la que nunca se utilizarian métodos de
estimacion, pero que el ejemplo va a servir para entender la base de los problemas rea-

les de estimacion que se propondran posteriormente.

Queremos destacar que vamos a proponer que se realice un MAS con reemplazamicn-

to por los siguicntes motvos:
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Aprovecharemos este cjercicio para que ¢l alumno calcule la media y la desviacion
tipica de la variable «media muestral» y para que las compare con los parimetros
poblacionales.

. Si la poblacion es finita (como en este caso) y ¢l muestreo se realiza sin reemplaza-

miento, se verifica que la media de la variable «media muestral» es igual a la media
poblacional v que la varianza de esta variable cs:

GJ—E(N_H)
* n 'N-1

siendo 62 la varianza poblacional, n ¢l tamano muestral y N ¢l tamano de la poblacion.

Sin embargo, si el muestreo se hace con reemplazamiento, la varianza de la variable

«media muestral» es:

es decir, coincide con lo que sucede en poblaciones infinitas. Dicho de una manera

muy informal, si el muestreo es con reemplazamiento podemos equiparar la poblacion

d

una infinita ya que «s¢ puede tomar cualquier nimero de muestras y de cualquier

tamano sin que se agote la poblacion».

-
o]

. Cuando el alumno compare (con alguna ayuda del profesor) los parametros pobla-

cionales con ¢l valor obtenido para la media y la varianza de la media muestral,
podra comprobar la igualdades anteriores. Posteriormente esto sera de mucha utili-
dad cuando se estudien las distribuciones en ¢l muestreo de la media. El profesor
debe advertir que si, en este caso, se realizase un muestreo sin reemplazamiento, los
resultados obtenidos serfan diferentes.

PROBLEMA 5

Consideramos la poblacion formada por 5 ninos cuyas edades son 2, 3, 6, 8 v 11
anos y estudiamos la variable «edad de los elementos de la poblacion».

Puesto que conocemos ¢l valor de la variable considerada para cada clemento de la
poblacién, tenemos un censo. Esto nos permite calcular la media y la varianza de
la poblacion. Hazlo.

Veamos como podriamos estimar el parametro media poblacional si no tuviésemos
la oportunidad de calcularlo.
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Elige una muestra de tamano 2 por muestreo aleatorio simple con reemplaza-
miento. ;Cudl es la media de los valores de la variable que corresponden a los cle-
mentos de tu muestra? Podemos estimar que la media poblacional ¢s la media
muestral que acabas de obtener. ;Coinciden tu media muestral y la media pobla-
cional? ;Esperabas que hubicran sido iguales? ;Por qué? ;Podrias haber obtenido
otro valor para la media muestral?

Escribe todas las posibles muestras de tamano 2 que se pueden elegir en esa pobla-
cion por muestreo aleatorio simple con reemplazamicento y considera los valores
que toma la variable en cada elemento de todas las muestras. ;Podemos considerar

que elegir una muestra de tamano 2 y observar los valores de la variable en cada

clemento equivale a observar los valores de 2 vartables?

Haz una tabla en la que aparezcan todas las posibles muestras (indicando los valo-
res de la variable en cada clemento) y su media muestral. ¢Es la media muestral
una variable alcatoria? ;Cudles son sus valores?

St la media muestral es una variable aleatoria tendra una media y una varianza, cal-
culala.

Compara los valores de la media v la varianza poblacional con la media y la varian-

za de la variable «media muestral» y redacta tus conclusiones.

LLa siguiente lectura sirve de complemento al Gltimo problema y prepara el camino para
llegar a la definicion de estimador.

LECTURA

Ya has estudiado en otros cursos que cuando una poblacion es muy numerosa, la
caracteristica objeto de estudio puede considerarse como una variable aleatoria
que tiene una determinada distribucion de probabilidad. Por ejemplo, si conside-
ramos como poblacion a todos los habitantes de un pais v como variable

X: estatura en centimetros de los elementos de la poblacion

esta variable aleatoria se ajusta bien a un modelo de distribucion normal.

Poblacion: habitantes de un pais (A}, A,, Ag, ..., ALLLL)
X :estatura N(p, o)

St conocemos los pardmetros que definen a esa distribucion, en nuestro ejemplo la
media y la desviacion tipica de la distribucion normal, conoceremos perfectamente




¢l comportamiento de la variable en esa poblacion y podremos calcular probabili-
dades, pero lo habitual es que esos parametros, llamados poblacionales, scan des-
conocidos. Con objeto de «averiguar algo» sobre ellos se sigue un proceso como
el que describimos a continuacion basaindonos en nuestro ¢jemplo:

1. Consideramos la poblacion anterior v la variable X que tiene una distribucion
normal de parimetros py 6.

2. Se cligen, por ejemplo, 100 clementos de la poblacion por MAS con reempla-
zamiento. Se estudian los valores que toma en ellos la variable.

MUESTRA (Al\ qu o Alnu)

¥
VALORES DE LA VARIABLE  (Xj, X3, +ves X))

3. Obsc¢rvese que el primer elemento de la muestra podria haber sido cualquier
otro elemento de la poblacion distinto de Ay, ¢l segundo clemento podria
haber sido otro distinto de A,, etc., de manera que ¢l primer valor de la variable
podria haber sido cualquicra de los que toma la variable en toda la poblacion,
lo mismo para el segundo y asi sucesivamente.

N/

cualquier valor de una N(p, o)

MUESTRA

Esto quiere decir que por cada clemento de la muestra tenemos una variable con
las mismas caracteristicas que la X, es decir con una distribucion N(u, o).

MUESTRA (Xy5 Xy ooy Xigo)
/

4. Calculamos la media v la varianza de los valores particulares que hemos obteni-
do para la muestra (media v desviacion tipica muestral ). Puesto que la muestra
esta tormada por los 100 valores correspondientes a 100 variables aleatorias, la
media y la varianza muestral seran tambicn variables aleatorias.

w

. Estimamos que los valores de la media v la desviacion tipica poblacional coinci-
den con los valores de la media v la desviacion tipica muestral. Al realizar esta
¢stimacion estamos cometicndo un error que podremos medir por medio de
probabilidades, teniendo en cuenta que los parametros muestrales son variables
aleatorias.
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Tras esta lectura ¢l profesor dard la definicion de estimador y explicard las caracteristi-
cas que debe tener un buen estimador:

— Insesgado o centrado
Que quiere decir que la media de los valores que toma ¢l estimador coincide con
¢l valor del pardmetro que pretende estimar.

— Varianza minima.
Lo que significa que la varianza de los valores que toma ¢l buen estimador ¢s la
menor de las varianzas de otros esamadores.

A continuacion s¢ expondra que un buen estimador de la media poblacional es la
media muestral:

Iy ESTIMADOR DE LA MEDIA POBLACIONAL

siendo x; los valores de la variable observados en la muestra, n; sus frecuencias absolu-
tas y n ¢l tamano muestral.

En la resolucion del problema 5 ¢l alumno ha tenido la oportunidad de calcular ¢l
valor de la media y Ia desviacion tipica de la media muestral de una variable. Los resul-
tados obtenidos serviran para inducir que:

— La media de la variable media muestral es la media poblacional.

E[x]=n

— La desviacion tipica de la variable media muestral es igual al cociente entre la desvia-
cion tipica poblacional v la raiz cuadrada del tamano muestral.

Serd conveniente indicar que la desviacion de la variable media muestral disminuye
cuando aumenta ¢l tamano de la muestra. Esto es 1ogico yva que si la media muestral
esta centrada en la media poblacional, segiin vamos tomando muestras de mayor tama-
no (cada vez hay mas elementos de la poblacion que forman parte de la muestra) la
media muestral se «parecera mas» a la media poblacional v por lo tanto la dispersion
serd menor.
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LLa varianza muestral no es un buen estimador de la varianza poblacional va que este
estimador no es insesgado. Si es un buen estimador la cuasivarianza poblacional:

Z(xi— Lt ESTIMADOR DE LA VARIANZA POBLACIONAL
o

n-1

[LLa demostracion de la bondad de estos estimadores supera, a nuestro entender, ¢l nivel
de este curso. No obstante, puede considerarse una actividad tedrica de ampliacion.

Serd necesario recordar constantemente que estos estimadores son variables alcatorias
Serd necesario recordar constantemente que estos estimadores son variables aleatorias
por lo que tienen que tener una media y una varianza. Como ya ha podido comprobar

cualquiera que se inicia en ¢l estudio de la inferencia, identificar la distintas medias y
varianzas ¢s un «auténtico martirio». Un cuadro como ¢l siguiente puede ser Gtil:

ESTIMACION DISTRIBUCION

T Ta

Media de la media muestral:

Media poblacional Media muestral

. . 8]
Varianza de la media muestral: —
n

=
)

ESTIMACION

B s

/arianza poblacional Cuasivarianza poblacional

Es decir, estamos hablando de tres medias distintas: la poblacional, la muestral y la de
la variable media muestral; v de tres varianzas distintas: la poblacional, la muestral y la

de la variable media muestral.
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PROBLEMA 6

Para estudiar ¢l absentismo laboral de una empresa se cligen al azar 50 trabajado-
res vy se anota el niimero de dias de baja por diversos motivos durante los Gltimos
4 meses. Estos han sido los resultados en dias:

5468742761
0211438965
23107726210
4731236511
5223344560

¢Qué variable estadistica se cstudia? ;Cudl es la poblacion en la que se realiza ¢l

estudio?

Da una estimacion de la media, de la varianza v de la desviacion tipica poblacional.

La calculadora puede ser un instrumento adl para resolver este problema, ya que no se
pretende que el alumno aprenda a calcular una media o una cuasivarianza (suponemos
que ya es capaz de hacerlo) sino que sepa para qué se utilizan. Si s necesario, se recor-
dard como sc usan las teclas relacionadas con la estadistica. Quizas la Ginica novedad sea
la obtencion de la cuasidesviacion tipica (raiz cuadrada de la cuasivarianza) que se con-
sigue con la tecla o

PROBLEMA 7

Un instituto de investigaciones agronomicas siembra en 5 parcelas diferentes un
tipo de maiz hibrido con ¢l que estin experimentando. Las producciones en quin-

tales métricos son las siguicntes:
90 85 95 76 80

a) :Crees que estas producciones pueden considerarse una muestra? ;Cual es la
poblacion?

b) Suponiendo que la produccion de este maiz sigue una distribucion normal,
cstima los parametros de esta distribucion.

[La primera pregunta que se plantea intenta poner de manifiesto que, en ocasiones, la
poblacion objeto de estudio estd formada por elementos potenciales. Esto quiere decir

que puede ser que no existan en ¢l momento de realizar la investigacion, sino que csta




se realiza para estimar lo que sucederfa. En este caso la poblacion estaria formada por
todos las parcelas, con una extension y terreno similar a las mencionadas, que se culti-

vasen con el tipo de maiz investigado.

2.2. Distribucion de la media muestral

Como ya hemos comentado en la introduccion de este apartado, el objetivo basico es
que los alumnos resuelvan problemas en los que tengan que aplicar que el estadistico

: . S 6. © _ R
media muestral sigue una distribucion  N(u,—) Sabemos que esto es cierto si,
v

ademas de realizar el muestreco por MAS con reemplazamiento para asegurar la inde-
pendencia de las variables que componen la muestra, se cumplen determinadas condi-
ciones. La importancia relativa de plantear en clase todos los casos radica no solo en ¢l
necesario rigor v grado de formalizacion que requiere la ensenanza en este nivel, sino
rambi¢n en que su conocimicnto permite aplicar otros resultados conocidos de ante-

mano y que justifican ¢l porqué la media muestral sigue esta distribucion.

A continuacion exponemos las condiciones a las que nos hemos referido anterior-
mente:

Primer caso

— La variable objeto de estudio sigue una distribucion normal de parametros u, o.
— La varianza poblacional es conocida.

— El tamano de la muestra puede tomar cualquier valor n.

En este caso la distribucion de la media muestral es:
_ (6]
X ~ N(u,—=)
vn

Este resultado se justifica por la reproductvidad de la distribucion normal que se
enuncia de la siguiente manera:

Si consideramos n variables aleatorias independientes que siguen una distribucion
normal

-~

=~ N (p,0))
X; ~ N (13,0,)

n N(“ 01)

S

183



entonces, la suma de las 7 variables también siguc una distribucion normal con
los parametros que se indican.

x1+x3+...+xn~N(pl+p.1_1+‘..+}1“,\lc5]3+0'33-z—...+Gnl)

Podemos considerar que la muestra estd formada por # variables aleatorias indepen-
dientes que siguen todas una distribucion normal con los mismos parimetros u y o,
por lo que, segin la reproductividad, se demuestra el resultado descado:

X; + Xy + ...+ X, ~ N (np, ¥no?)

X] G - \2 =+ 54 + \n ¢]
=X ~ N{p,=)
n ’-\/H

Segundo caso

— La variable que se estudia no es normal o se desconoce su distribucion.
— La media y la desviacion tipica de la distribucion son n y o respectivamente.

— La muestra cs suficientemente grande (n > 30).

También en este caso la distribucion de la media muestral es:

a

X ~ N(u, \]ﬁ)

El tcorema central del limite, que se enuncia a continuacion, es la base para demostrar
este resultado:

Consideramos X,, X5, ..., X, variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas:
E[X]=p
V[X] =02

si z es suficientemente grande, entonces:
X, + X3 +...+X,~ N (np, Yno?)

En el caso de no conocer el valor de la varianza poblacional, se¢ puede estimar por la
cuasivarianza muestral, s2.
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En ambos casos por ¢l proceso de tipificacion que puede aplicarse a una variable que
siguc una distribucion normal (que posiblemente haya que recordar a los alumnos),

podemos afirmar:

;T .
I CAY

y 1N

Despucs de leer lo anteriormente expuesto dejamos a la eleccion del profesor (y al

nivel que observe en sus alumnos) la forma de abordar este asunto, que a nuestro
entender, se reduce a dos posibilidades:

— Especificar las hipotesis en cada caso v determinar cudl es la distribucion de la media
muestral y porqu¢ podemos asegurarlo.

— Simplemente presentar ¢l resultado, advirtiendo que existen casos e¢n los que no se
puede aplicar.

Ambas son aceptables y se pueden desarrollar con las actividades que se proponen en
esta unidad.

Por altimo, comentar que se propondra una actividad de ampliacion para tratar aque-
llos casos en los que se den las siguientes hipotesis:

— La distribucion de la variable es o no normal.
— La varianza poblacional es desconocida.

— El tamano de la muestra, n, ¢s menor que 30.

X - u

ya que, entonces, la variable: sigue una distribucion t-Student con n-1 grados de

o
libertad. vV
Para terminar queremos poner de manifiesto otra dificultad que surge al abordar el
problema de la distribucion en el muestreo de la media, dificultad que creemos tan
importante que puede llegar a producir un bloqueo en ¢l aprendizaje: ;como es posi-
ble que en muchos problemas se pida una estimacion de la media poblacional (por lo
que se supone desconocida) v, sin embargo, se de como dato la varianza poblacional?
Para matizar un poco mas la pregunta podemos anadir lo siguiente: los alumnos
«saben» que ¢l calculo de la varianza de una variable requicere calcular previamente el
valor de la media, ;cOmo es posible entonces que se conozca la varianza y no la media?
Muy groseramente podemos aclarar un poco este punto con el siguiente cjemplo.

Supongamos que un estadistico quiere controlar la calidad de la produccidon de una
maquina que fabrica tornillos. Esta maquina esta reglada para que los tornillos tengan
una longitud de £k centimetros. Concretamente le interesa calcular la probabilidad de



que la diferencia entre la longitud media de los tornillos fabricados v la longitud que
deben tener (£ ¢cm) sea mavor que un determinado valor p. El problema estadistico

que sc plantea cuenta con los siguientes datos:

— Poblacion: tornillos que fabrica fa mdquina.
— Variable: longitud de los tornillos.

— Media poblacional: longitud media de los tornillos, & cm.

Para miciar la resolucion de este problema el estadistico extracrd una muestra y obser-
vara cual ¢s la longitud media de los tornillos seleccionados. Como se vera mas adelan-
te, para continuar ¢l proceso es necesario dar un valor a la varianza poblacional (que se
desconoce) y es el tamano de la muestra el que determina como se asigna este valor:

— Si es posible clegir una muestra de mas de 30 tornillos, la varianza poblacional pucde

estimarse por la cuasivarianza muestral.

— Si el tamano de la muestra es inferior a 30, no se puede realizar la estimacion ante-
rior. Entonces el estadistico «utiliza» la informacion de un estudio estadistico ante-
rior que proporciona una estimacion de la varianza poblacional y lo toma como el
verdadero valor de la varianza. Pero entonces, ;por qué no tomar también la estima-
cion de la media poblacional del estudio anterior? La respuesta se basa en la siguien-
te reflexion: parece [6gico pensar que si una maquina se «desajustar [o hard variando
la media, pero manteniendo (mas o menos) la dispersion, por lo que se puede consi-
derar que mientras que la longitud media de los tornillos puede cambiar de un estu-
dio a otro, la desviacion tipica se mantiene constante.

Los cuatro problemas siguientes se proponen para estudiar que ¢l conocimiento de la
distribucion de la media muestral puede proporcionar determinadas informaciones
sobre la poblacion. El primero de ellos s¢ presenta resuelto para dar las pautas de reso-

lucion de este tipo de problemas.

PROBLEMA 8. RESUELTO

Se quiere estudiar la permanencia media de pacientes en un hospital, con ¢l fin de
considerar una ampliacion del mismo. De investigaciones anteriores se sabe que la
variable X: «tiempo de permancencia en el hospital» sigue una distribucion normal
cuya desviacion tipica es de 9 dias. Para completar el estudio s¢ extraen varias
muestras de tamano 15 seglin un muestreo aleatorio simple con reemplazamiento,

¢Cudl es la probabilidad de que una de las medias muestrales diste de la media

poblacional en menos de 2 dias:




St llamamos X a la media de los valores de una muestra cualquiera y p a la media

de los valores de la poblacion, la pregunta planteada puede traducirse por:
Pl x~pl <2 (1)

Vamos a calcular esta probabilidad basandonos en que sabemos que la variable
media muestral sigue una distribucion normal cuvos parametros conocemos:

% ~ N2
A1
18
X ~ N(p ,)__}
V15
y por lo tanto:
%~ o
2 N0
o Y
V15

Nuestro objetivo es que en la expresion (1) aparezca esta variable que sigue una
N(0,I') va que, como verds, sabemos calcular sus probabilidades.

Recuerda que para cada muestra de 15 pacientes, contamos con 15 valores de la
variable «tiempo de permanencia» con los que calculamos la media de esa mues-
tra. Si la muestra cambia, cambiard tambi¢n la media por lo que la media muestral

s, a su vez, otra variable.,

Volvamos a la expresion (1):

PUX~pl <2} =P{-2<x—p<2]=

v

Dividimos los términos de estas inecuaciones por

c_9
Vn 415
? bl e £ 1
gl g Tl ™ | o P o B = = ] H5
9 9 ¢
r V15 15 V1 5'|' | J15 "

N(0,1)

El calculo de esta altima probabilidad se puede plantear de la siguiente manera:




:Cuadl ¢s la probabilidad de que
una variable que sigue una

distribucion N(0,1) est¢ entre . !
los valores -0,86 v 0,862 : ® :
1 1

(1,86 0 -0.86

Ahora, recuerda como se consultan una tablas de la N(0,1) para calcular probabili-
dades. Te ayudamos utilizando unas tablas que indican «la probabilidad a la

izquierda».
I
\ | 0,06 [
b (LE0A1
I [ ¥
I [ M
I L
I . L
’____._. _______ B e
U T Y yeeRgaEie o
I 0 -1.56

0, 1949
|- 08061 = 0.1949
v

i 1,86 (1,86 il .86

08051 - 0,1949 = 06102
w

86 1] 186

Por lo tanto la probabilidad buscada es 0,6102.
PROBLEMA 9

Una fabrica que produce cigarrillos sabe que la variable:
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X: «contenido de alquitran (en mg) de un cigarrillo»
se distribuye segiin una normal de parametros:

u=20mg
o =3mg

La empresa va a ser inspeccionada por un equipo del Ministerio de Sanidad que
analizard una muestra de 20 cigarrillos elegidos al azar.

a) ;Cual es la probabilidad de que el equipo clija una muestra en la que el conte-
nido medio de alquitrdn sea superior a 21 mg?

b) Si se eligen 100 muestras como la anterior, ;en cudntas cabe esperar que ¢l
contenido medio de alquitran sea superior a 21 mg?

PROBLEMA 10

Consideramos la variable aleatoria:
X: n® de barriles de petroleo que produce un pozo diariamente

cuya distribucion se desconoce. Se sabe, sin embargo, que la desviacion tipica de
esta variable es 16 barriles. Si se observa la produccion en 64 dias, ;cudl ¢s la pro-
babilidad de que la diferencia entre la media en ese periodo y el verdadero valor
de la produccion media por dia sea inferior a 4 barriles.

PROBLEMA 11

Una empresa que se dedica a la fabricacion de automoviles desca comprobar cl
consumo medio de gasolina de su alimo modclo. Para ello se prucban 40 vehicu-

los obteniéndose los siguientes resultados:

Consumo medio: 8,9 | cada 100 km

Cuasivarianza: 0,25

;Cual es la probabilidad de que el consumo medio medido en la muestra diste del
verdadero valor del consumo medio en mas de 0,2 1?2 Interpreta el significado de
csta probabilidad.

PROBLEMA AMPLIACION 1

Rehacer ¢l problema anterior si la comprobacion se hubiera hecho con 15 auto-
moviles.
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El proceso de resolucion de este problema es similar al planteado anteriormente. Solo

varia en el momento de consultar las tablas, ya que en este caso:

luego debemos calcular la probabilidad utilizando una tabla de la t-Student con 14
grados de libertad. La forma de utilizar estas tablas es andloga a la de la normal.

3. ESTIMACION POR INTERVALO. TAMANO MUESTRAL
3.1. Estimacion por intervalo

Los contenidos de este bloque estan muy relacionados con la tltima parte del anterior:
la construccion del intervalo de confianza para la media poblacional depende de la dis-
tribucion de la media muestral. Ademas, lo verdaderamente interesante de esta cues-
tion es que los alumnos entiendan el significado de la estimacion por intervalo y del
nivel de confianza, ya que ¢s frecuente que se cometa un Crror que, seguramente, esta
motivado por la manera en que se habla del intervalo. Veremos esto con un cjemplo: si
se dice que la media poblacional de una determinada variable pertencce al intervalo
(21,3;24.,8) con un nivel de confianza del 95%, puede inducirse ¢l error de pensar que
la media poblacional se encuentra en ese intervalo con una probabilidad igual a 0,95,
Esto es incorrecto ya que una vez que se conoce ¢l intervalo, la media poblacional
(que es un valor fijo) pertenece o no pertencce al intervalo con lo que no tiene sentido
hablar de probabilidad.

Para explicar ¢l significado correcto de estos términos s¢ propondrd a los alumnos la
lectura del siguiente problema resuclto.

PROBLEMA 12. RESUELTO

Volvamos al problema ntimero 8 en el que estudidbamos el tiempo medio de per-
manencia de los pacientes en un hospital. Recuerda que sabemos que la desviacion
tipica de la variable en la poblacion es de 9 dias y que clegimos muestras de tama-
no 15 por MAS. Vamos a resolver una cuestion similar a la que has tratado en ese
problema:

:Cudl es la probabilidad de que la media de una muestra y la media de la pobla-
cion disten menos de un dia v medio?
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Llamando X a la variable estudiada, la pregunta se puede plantear de la siguiente
manera:

Pl ¥ =ul< 1,5}2

o bien:
P{-1,5 «<X-pn<1,5}?

que, como sabes, se resuelve teniendo en cuenta que la distribucion de la media

muecstral ¢s.

x ~ N, -2 )<»=>"2 _ N(0,1) S5 - N(01)
n )
Vn Vn
Asi:
]’{IE—}I|<1,5]=p{-1,5<7\7-‘u(115|=P{_1c}54;&‘u<1‘5 "
VnooAn A

- P -1.5 B X-p 1.5 | =P (0,65 < X-u <0.65] = 04844

5 "9 "9 9

V15 V15 \15 V15

N(0,1)

Este resultado puede interpretarse de la siguiente manera: el 48,44% de las mues-
tras ticnen una media muestral que dista de la poblacional en menos de 1,5 dias.

Nos planteamos ahora ¢l problema inverso:

:Cudnto distan la media muestral y la poblacional en ¢l 95% de todas las posibles
mucstras de tamano 152

Es decir, se trata de calcular ¢l valor d para que:
Plix=pl<d} =095

Con un proceso andlogo al anterior podemos llegar a la solucion del problema:

PIIX-ul<d}=095=»DP{ 5« 2o 1095 <»

P(-0,43d < 5_9E < 0,43d) = 0,95

V15
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Ahora debemos buscar en las tablas de la N(0,1) el valor k de la variable para el
que se cumple:

P|-k %L H < k) =095

10,95

0,025 =

1-0095 -
— 5 — = {025

K

#1193 + 0,025 = 0.975

190 | sdkee 0,975

siecndo
k=196

por lo que
0,43d = 1,96
d =456

Luego, podemos concluir que en el 95% de las muestras de tamano 15 la media
muestral y la poblacional distan menos de 4,56 dias. Dicho de otra forma, 95 de
cada 100 muestras ticnen una media muestral que se diferencia de la poblacional
menos de 4,56 dias.

Y por Gltimo, llegamos al verdadero problema:

Supongamos que de entre todas las muestras de tamano 15 que podriamos clegir,
hemos clegido una de las que cumple lo anterior. Calculamos la media de esa
muestra y obtenemos un valor de 8,4 dias. Puesto que suponemos que ¢s una
muestra cuya media dista de la poblacional en menos de 4,56 dias tenemos:
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-4.56 <X - 1 < 4,56
456 <84 - <456
84 -456<u<84+4506
348 <p<1296

i €(3,84;12,96)

A este intervalo se le llama intervalo de confianza para la media poblacional con
un nivel de confianza, o, del 95%.

Fijate que si decimos que la media poblacional pertenece al intervalo
(3,84;12.96) con un nivel de confianza del 95%, no sc debe interpretar que la
probabilidad de que la media poblacional pertenezca a ese intervalo es 0,95, va
que la media poblacional no es una variable, ¢s un valor fijo que pertenccerd o

no al intervalo. La interpretacion correcta es:

19 Hemos visto que en ¢l 95% de las muestras de tamano 15 la media muestral y
la poblacional distan menos de 4,56 dias.

29 §i la muestra elegida (de media 8,4 dias) ¢s una de las que cumplen lo ante-
rior (en algunas ocasiones nos referiremos a clla como una muestra «de las bue-

nas» ), enNtonces:
1 €(3,84;12,96)

3¢ Luego cl nivel de confianza se refiere a la probabilidad de elegir una muestra
que cumpla lo expuesto en el primer apartado y no a la probabilidad de que la
media poblacional pertenezea al intervalo.

Por otra parte, si la muestra elegida es «una de las buenas», es decir es una mues-
tra que cumple:

-4.56 <X -1 < 4,56

y se utiliza la media de esta muestra (8,4 dias) para estimar la media poblacional,
por lo anterior podemos ascgurar que el error maximo cometido en esta cstima-
cion es de 4,56 dias. Por esta cuestion, la estimacion por intervalo es preferible a
la estimacion puntual ya que, ademas de la estimacion, proporciona el error que

SC comete.
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Esperamos que la lectura del problema anterior sirva, no sélo para que los alumnos
comprendan como ser deben interpretar los intervalos de confianza sino que también
ensene un procedimiento «razonado» para calcularlos. El profesor decidird la conve-
nicncia de, en algin momento, sintetizar ¢l calculo del intervalo con la aplicacion de la
expresion:

6}

?+)I.u —.—-)

g0 2
(X KE\E,A T

siendo -Aot y Aot los valores opuestos de una variable N(0,1) «encierran» un drea
igual a .

Por altimo, queremos recordar que, como se vera en el siguiente problema resuclto,
cn caso de que la varianza poblacional sca desconocida se puede estimar (sustituir)
por el valor de la cuasivarianza muestral siempre que el tamano de la muestra sea
superior a 30.

PROBLEMA 13. RESUELTO

¢:Recuerdas ¢l problema n® 6 que trataba del absentismo laboral ¢n una empresa?
Veamos como se calcula en este caso un intervalo con un nivel de confianza del
99% para la media poblacional de la variable estudiada.

Vamos a llamar p a la media poblacional de la variable:
X: niimero de dias que el trabajador ha estado de baja

de la que tenemos los 50 valores que aparecian en el enunciado del problema con
los que debiste obtener los siguientes resultados:

Media muestral, x = 3,7 dias
Cuasivarianza muestral, s2 = 6,05
Cuasidesviacion tipica muestral, s = 2 46 dias

Segun hemos visto, para calcular el intervalo debemos saber previamente cual es el
valor d para ¢l que se cumple:
P X~ <d | = 0,99
/amos a seguir un proceso similar al descrito en otras ocasiones:
Plx~pled )} =099 P|-dc<x-p<d}=099 &

A E-B_ 0 |_ gy

Q
Q
q
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Consultamos las tablas y obtenemos:

d )58
o
V50
d=2,58-2
v50

Ya que en este caso no conocemos la varianza poblacional, podemos sustituir su
valor por el de la cuasivarianza muestral, ya que ¢l tamano de la muestra es mavor
que 30:

Lucgo el 99% de las muestras tienen una media muestral que dista de la poblacio-
nal menos de 0.9 dias. Si la muestra que nos dan (los 50 valores del enunciado del

problema) ¢s una de las que lo cumple, tendremos:

0,9 <X-3<0,9
X-09<p<x+09
37-09<u<3,7+09
28 <pn<4,6

s decir, tenemos el siguiente intervalo de confianza para la media poblacional con
un nivel del 99%

(2,8 ;4.,6)

PROBLEMA 14

La media de la muestra a la que se alude en ¢l problema 10 es de 500 barriles dia-
rios de petréleo. Calcula un intervalo con un nivel de confianza del 90% para la

media poblacional de la variable que se estudia.

PROBLEMA 15

Calcula un intervalo con un nivel de confianza del 95% para la media poblacional
de la variable que se estudia en el Problema 11.

PROBLEMA 16

Una agencia de alquiler de automoviles necesita estimar ¢l nidmero medio de kilo-

metros diarios que realiza su flota de coches. A tal fin, en varios dias de la semana,
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anota los recorridos de 100 vehiculos y obtiene que la media muestral es 165
km /dia y la cuasivarianza muestral ¢s 36. Calcular un intervalo con un nivel de
confianza del 95% para el nimero medio de kilometros diarios de la flota de auto-

moviles de esa empresa.

PROBLEMA DE AMPLIACION 2

Calcula dos intervalos con niveles de confianza del 90% v del 95% respectivamen-
te, para la media poblacional de la variable estudiada en el problema de ampliacion
namero 1.

PROBLEMA 17

Una empresa que se dedica a investigar sobre medio ambiente estaba interesada ¢n
estudiar ¢l impacto de una determinada autopista en su entorno. Una de las varia-
bles que cligicron para cllo fue la concentracion de monoxido de carbono en luga-
res proximos a esa autopista. Para obtener informacion sobre este variable se utili-
zO un espectrometro que midio la concentracion de monoxido de carbono en ¢l
aire ¢n 35 momentos a lo largo de un ano. Los valores obtenidos, ¢n partes por
millon, fueron:

102,2 98,4 104,1 101 1022 1004 98,6
88,2 788 83 84,7 998 105,1 106,2
111,2 108,2 105,2 103,2 99 98,8 100,3
102 1054 978 110 111,597 914
100,6 75 80,2 975 1036 1135 95,3

Utiliza esta informacion para obtener un intervalo con un nivel de confianza del
99% para la concentracion media de monoxido de carbono que hay en los alrede-
dores de esa autopista.

PROBLEMA 18

Calcula un intervalo con un nivel de confianza del 90% para la media poblacional
de la variable del problema anterior. Compara los intervalos que has obtenido en

cada caso.
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El objetivo de este problema es insistir en la interpretacion del intervalo de confianza.
Para describir exactamente lo que queremos decir vamos a basarnos en los intervalos

construidos en estos dos Gltimos problemas.

Nivel de confianza 99%: (9475 : 102.93)
Nivel de confianza 90%: (96,24 ; 101,44)

La amplitud del segundo intervalo (5,2) es menor que la del primero (8,18), por lo
que parece que ¢l intervalo al 90% es mas preciso que el intervalo al 99%. Sin embargo,
hay que tener en cuenta que al disminuir el nivel de confianza, hay menos probabilidad
de elegir una «buena muestra», dicho de otra forma, lo que se gana en precision se

pierde en confianza.

Otro problema que se pucde plantear en este apartado es el analisis y la interpretacion
de algun articulo aparecido en prensa en el que se trate una estimacion. Generalmente
en estos articulos aparece la llamada «ficha téenicar» en la que suelen hacer referencia al

«margen de error» o al nivel de confianza.

3.2. Tamano muestral

lLa determinacion del tamano que debe tener una muestra para satisfacer una serie de
condiciones impuestas por ¢l investigador se aborda en la resolucion del siguiente pro-
blema. Como se puede observar se trata de una mera continuacion de los problemas
sobre intervalos de confianza, con la diferencia de que, en esta ocasion, hay «un cam-

L)
bio de incognitas», ¢l error se supone dado v se trata de calcular ¢l tamano mucstral.

También cn este caso consideramos que debe ser ¢l profesor ¢l que decida explicitar en

algiin momento la formula:

siendo:

n: tamano de la muestra
Ayt valor de la N(0,1) que deja a su derecha un drea igual a (1-01)/2
o: desviacion tipica poblacional

¢rror maximo permitido
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PROBLEMA 19. RESUELTO

Hasta ahora has calculado intervalos de confianza para la media poblacional de
una variable con los datos obtenidos de una muestra, ¢s decir conociendo el tama-
no, la media v la cuasivarianza de una muestra. Como vimos, dado ¢l nivel de con-
fianza, el intervalo proporciona el error maximo que se comete al estimar la media
poblacional mediante la media muestral. Sin embargo, ¢n muchas ocasiones el ver-
dadero trabajo estadistico plantea otro problema. ;Cudl debe ser ¢l tamano de la
muestra para que, con un nivel de confianza determinado, la distancia entre la
media muestral y la poblacional sea menor que un valor fijo? Es decir, los datos del
problema son: el nivel de confianza (entendido de la misma manera que en el pro-
blema de los intervalos) y ¢l error maximo permitido. Esta situacion tiene bastante
sentido, va que parece logico pensar que el estadistico desee acotar ¢l error de la
estimacion estudiando previamente cuantos elementos debe tener la muestra.

Vamos a ver que para resolver este problema no necesitamos saber nada nuevo.
Para ello volvamos al problema 8 en ¢l que se estudiaba ¢l dempo medio de per-
manencia de un paciente en un hospital. Sabiendo que la desviacion tipica de esta
variable es de 9 dias nos planteamos la siguicnte pregunta:

¢Cuantos pacientes deben formar parte de la muestra para que la distancia
entre la media muestral y la poblacional sea menor de 3 dias con un nivel de
confianza del 95%?

Como sicmpre, traducimos csta pregunta por:

P{IT-ul<3)=0095

También como antes, podemos modificar la expresion anterior hasta conseguir:

| = 095

—— =196
\n
de donde;
1,96 .9
Vn = -
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Observa que ¢n estos problemas la incognita de la ecuacion es el valor de n.

n=34,57

Lucgo debemos elegir una muestra de 35 pacientes para que, con un nivel de con-
fianza del 95%, el error de estimacion sea menor de 3 dias.

PROBLEMA 20

Vuelve a leer el enunciado del problema 11. Estima el valor de la varianza poblacio-
nal por la cuasivarianza muestral y calcula cudntos elementos adicionales deben for-
mar parte de la muestra para que, con un nivel de confianza del 95%, la diferencia
entre la media muestral y la media poblacional sea menor de 0,101/100 Km.

PROBLEMA 21
Busca los resultados que obtuviste en ¢l problema 16.

— ¢Cuanto distan como maximo la media muestral y la media poblacional en el
95% de las muestras de tamano 100?

— Supongamos que la varianza poblacional es igual a 36. Si queremos tener la
seguridad de que en el 95% de las muestras la diferencia entre la media muestral
y la poblacional e¢s menor de 0,5 km /dia, ;debemos extraer una muestra de més
de 100 clementos o de menos? Comprueba tu suposicion.

— Para un nivel de confianza fijo, :qué ocurre a medida que aumenta ¢l tamaio
muestral?

PROBLEMA 22

La empresa mencionada en ¢l problema 17 realizé una investigaciéon adicional
sobre muestras de ramano 70 estimando que valor de la desviacion tipica pobla-
cional es de 9,37 ppm. En estas condiciones afirma que la diferencia entre la
media muestral y la poblacional es inferior a 6 ppm. Consulta los resultados del
problema 17 para contestar a esta pregunta: ¢el nivel de confianza de esta afirma-
cion es mayor o menor que ¢l 99%: Compruébalo.
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4. CONTRASTE DE HIPOTESIS

El contraste o test de hipotesis es el altimo procedimiento de estimacion que estudia-
remos en esta unidad. Concretamente se analiza cdmo realizar un contraste bilateral
sobre la media poblacional de una variable, va que por una parte ¢s un procedimiento
ascquible para los alumnos de este nivel y, por otra, es suficiente para se formen una

idea clara de los aspectos fundamentales de este método de estimacion.

Como se verd en el problema que aparece resuclto a continuacion, ¢l proceso de reali-
zacion del test estd basado en la misma idea que guia la construccion de un intervalo
de confianza. Consideramos que esta es la mejor manera de hacerlo va que se presenta
como una continuacion de los problemas planteados en la parte anterior v simplifica el
aprendizaje de unos conceptos que, de otro modo, resultarian verdaderamente compli-
cados. Por otra parte, cualquier otro método de obtencion del test resulta, a nuestro
entender, inasequible para los alumnos del nivel en el que nos encontramos.

PROBLEMA 23. RESUELTO

Se esta investigando ¢l salario medio de un colectivo de trabajadores sabiendo que
la desviacion tipica de los salarios en ese colectivo es de 20.000 pesetas.

Si se extraen muestras de 1.600 trabajadores, sabemos que la expresion general de
un intervalo de confianza para la media poblacional, con una confianza del 95%,
es:

20.000

20.000
F =106 T#186
V1.600 V1.600

(X -980, x+980)

es decir, en el 95% de las muestras, el intervalo (¥ - 980, X + 980) contence al valor

de la media poblacional:
HE (X -980, X+ 980) en el 95% de las muestras de tamano 1.600

Seglin esto, en el 5% de las muestras de tamano 1.600, ¢l intervalo (x - 980, < +
980) no contiene ¢l valor de la media poblacional:

B¢ (x-980, +980) cn el 5% de las muestras de tamano 1.600

Ahora supongamos que hacemos la hipotesis de que ¢l salario medio poblacional
¢s de 95.000 pesetas.
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Hipotesis: n = 95.000 pesctas

Para averiguar si esta hipotesis es cierta o falsa se extrae una muestra de 1.600 tra-
bajadores y se calcula ¢l salario medio de los elementos de esa muestra, obtenién-

dose:
X = 93.500 pesctas

Segun esta informacion, ¢debemos rechazar la hipotesis establecida? Veamos que,
como siempre sucede con los problemas de estimacion, rechazar o aceptar la hipo-
tesis no es algo que se pueda hacer con una seguridad absoluta, sino que tendre-

mos que hablar de probabilidades.

Hemos visto que podemos clasificar el conjunto de todas las muestras de tamano

1.600 en dos clases:

13 CLASE 24 CLASE
Muestras para las que Mucstras para las que
n € (x-980, x+980) nog(x-980, x+980)
95% de las muestras 5% de las muestras

Por lo tanto:;

- La probabilidad de clegir una muestra de 1.600 trabajadores que pertenczea

a la primera clasc es 0,95.

— La probabilidad de clegir una muestra de 1.600 trabajadores que pertenezca

a la segunda clase es 0,05.

St la muestra clegida (cuya media es de 93.500 pesctas) pertenece a la primera

clase, entonces:
u € (93.500 - 980, 93.500 + 980)
u € (92.520,94.480)

Puesto que el valor considerado para la media poblacional no pertencce a este

intervalo:

95.000 € (92.520,94.480)
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con la informacion proporcionada por la muestra decidimos rechazar la hipotesis
enunciada, ¢es una decision correcta? Fijate en que pueden ocurrir dos posibilida-

des:

a) Que la hipotesis p = 95.000 pesetas sea falsa, en cuyo caso hemos tomado la

decision correcta.

b) Que la hipotesis p = 95.000 pesctas sea cierta y que la muestra clegida per-
tenezea a la 2% clase, es decir esté entre el 5% de las muestras ¢n las que ¢l
intervalo (X - 980 , ¥ + 980) no contience a la media poblacional. En este

caso nuestra decision serd equivocada.

:Cual c¢s la probabilidad de que havamos tomado la decision equivocada? Es decir,
¢ccudl es la probabilidad de que rechacemos la hipotesis formulada, siendo esta
hipotesis cierta? Lo indicado en el apartado b) nos dice que esta probabilidad es
igual a la probabilidad de haber elegido una muestra de la 22 clase que es igual a

0,05.
P{ rechazar pu = 95.000 pesetas siendo cierta) = 0,05

Para indicar esto, diremos que rechazamos que ¢l salario medio de la poblacion
sca 95.000 pesetas con un nivel de significacion de 0,05, es decir, especificamos
cual ¢s la probabilidad de habernos equivocado.

En este problema hemos realizado un test de hipotesis sobre la media poblacio-
nal de una variable. Como has podido comprobar, realizar un test con un nivel de
significacion o equivale a obtener un intervalo cuyo nivel de confianza ¢s el tanto
por ciento correspondiente a 1 - . Si el valor considerado en la hipotesis pertence-
ce al intervalo, lo aceptamos vy si no pertencce al intervalo tomamos a decision de
rechazarlo.

LECTURA

El contraste o test de hipotesis es un procedimiento de estimacion utilizado en
estadistica. Para realizarlo establecemos una hipotesis sobre ¢l parametro que se
pretende estimar v la comparamos con los resultados obtenidos en una muestra.
Nosotros vamos a limitar nuestro estudio a realizar test de hipotesis para estimar la
media poblacional de una variable. Extracremos una muestra y calcularemos cl
valor de la media muestra. Algunos valores de la media muestras pueden llevarnos
a sospechar que la hipétesis no es razonable v debe ser rechazada; otros pueden

considerarse como una justificacion de la hipotesis. Sin embargo, tanto en un caso




como en otro podemos cquivocarnos, ¢s decir podemos rechazar la hipotesis sien-
do verdadera o bien aceprarla siendo falsa.

En el problema anterior hemos realizado un contraste sobre el salario medio de
un colectivo de trabajadores. Vamos a utilizarlo como ¢jemplo en las definiciones
que te presentamos a continuacion.

Contraste o test de hipotesis sobre la media poblacional

Procedimiento estadistico mediante el cual se investiga la aceptacion o rechazo de
una afirmacion acerca del valor de la media poblacional.

Ejemplo

Contraste sobre el salario medio, _, de un colecavo de trabajadores.

Hipotesis nula

Es la hipotesis que se quiere contrastar y ¢s por lo tanto la que sc acepta o sc

rechaza al final del contraste. Se simboliza por Hy.

[a hipotesis complementaria de la hipotesis nula se denomina hipotesis alternati-
va v sc¢ simboliza por H,.

Puesto que estamos hablando de contrastes sobre la media poblacional, la hipote-
sis nula consistird en asignar un valor a csa media:

Hyp=k

Ejemplo
Hg: p = 95.000 pesetas
H,: o # 95.000 pesctas

Noia

Para establecer la hipétesis nula se utiliza, si es posible, ¢l siguicnte criterio que se

justificard mas adelante: se clige de forma que el error mas grave que se¢ cometa

203




sea rechazarla cuando es cierta. Por ¢jemplo, supongamos que estamos investigan-
do sobre si cierta medicina produce cancer con el fin de ponerla 0 no a la venta.
Podemos establecer dos hipotesis, «produce cancer» o «no produce cincer», ¢cual

debemos clegir como hipotesis nula?

- Elegimos como Hy: «produce cancer»

Si como resultado del contraste decidimos rechazarla, la conclusion ¢s que no
es cierto que produzea cancer y el producto se pondra a la venta. Si realmente
es cierto que la medicina produce cancer (H, cierta) hemos cometido un

crror.

— Elegimos como Hy:«no produce cancer»

Si como resultado del contraste decidimos rechazarla, la conclusion es que la
medicina produce cancer v no se pondri a la venta. Si en realizad no causa
esta enfermedad (H, cierta) hemos cometido un error.

:Qué error es mds grave? Claramente el primero va que se pondrd a la venta un
producto que produce cancer, mientras que en ¢l segundo caso lo tinico que ocu-
rre ¢s que el producto no se comercializara. Por lo tanto en este caso se clegiria
como hipdtesis nula «produce cancer».

Tipos de errores

Una vez establecida la hipotesis nula los errores que se puede producir en la deci-
sion que resulta del test se recogen en el siguiente cuadro.

Posibilidad
H, falsa H, cierta
Decision
Rechazar H, Decision correcta Error de tipo I
No rechazar H,, Error de tipo 11 Decision correcta
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Observa que, segan el criterio que se utiliza para elegir la hipotesis nula, el error
de tpo I es el mas grave.
Ejemplo
Error de tipo 1: rechazar Hy: p = 95.000 PTA siendo cierto que p = 95.000 PTA
Error de tipo I1: aceptar Hy: p = 95.000 PTA siendo falso que p = 95.000 PTA
Nivel de significacion
Es la probabilidad de cometer ¢l error de tipo [. Se simboliza con la letra o

o = P{cometer el error de tipo I] = P {rechazar H,, siendo cierta)
Puesto que ¢l error de tipo I es el mas grave que s¢ puede cometer, lo primero
que se hace cuando se plantea un contraste es fijar ¢l valor del nivel de significa-

cion, es decir cual va a ser la probabilidad de cometer ¢l error de tipo 1. Habitual-
mente se utilizan tres valores:

190 =001
22 o = 0,05
32 o =0,1

St la decision del contraste es rechazar la hipotesis nula, en con el primer valor de
o se dice que se rechaza muy significativamente, con ¢l segundo valor se rechaza
significativamente v casi significativamente si o toma ¢l tercer valor,

Ejemplo

o = 0,05

Region critica

Fijado ¢l nivel de significacion de un test (o) v el tamano de la muestra (n), el
conjunto de todas las muestras de ese tamano se pueden clasificar en dos clases
llamadas region critica v region de aceptacion respectivamente.

1. Region critica

Pertenecen a esta clase todas las muestras de tamano n cuya media cumple:

o

\[H }

meE(x-A X+ A

5o

8%

w



siendo:

o : la media poblacional
X @ la media muestral
0: la desviacion tipica poblacional

n: ¢l tamano de la muestra

En cuanto al valor indicado con A se¢ puede expresar de varias formas, por ¢jem-

plo:

a) Aes el valor de la N(0,1) que deja a su derecha un drea igual a o/2

ta| =

[lustracion 1

pa

I
'
(4] &

b) A es el valor de la N(0,1) que, junto con -A «encierra» un area de 1-o

Segun las tablas de la N(0,1) que tengas por costumbre manejar, debera decidirte

por una u otra interpretacion.

2. Region de aceptacion

Pertenccen a esta clase todas las muestras de tamano n cuya media cumple:

. o
HER-A—L x+h—2
' yn \n

(Insistimos en aclarar que tanto la region critica como la de aceptacion son con-
juntos de muestras. La pertenencia de una muestra a uno u otro conjunto ¢sta
relacionada con «algo que ocurre con un intervalo», pero el intervalo no consti-

tuye ninguna region. )
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Observa que:

— La probabilidad de elegir una muestra que pertenezea a la region critica ces:

(6] s O (6] - (¢) X-u
> XAy X% A =Pl-A— >3X-usA—|=Pl-A> L sAl=t
Plué (3 yn v Vn ) | Vn i H=> Jn | { g !
\n

Pucdes comprobar la Gltima igualdad en la ilustracion 1.

— La probabilidad de elegir una muestra que pertencezea a la region de aceptacion

CS:

Plue(x-A i_ X

yn yn

=l
+
>_l
|

il
Q

Ejemplo
El nivel de significacion es 0,05 v el tamano de la muestra 1.600.
I. Region critica

Contiene a todas las muestras de tamano 1.600 que tienen una media que
cumple:

20.000 _ A 20.000

1E(R-A ——, Y+A ——)
L V1.600 V1.600

siecndo A el valor de la N(0,1) que deja a su derecha un drea igual a 0,05/2

A=196

cntonces:

ué(x-980,x+980)

luego la region critica esta formada por todas las muestras de tamano 1.600 para
las que el intervalo (X - 980 , £ + 980) no contiene a la media poblacional.
Hemos visto que el 5% de las muestras estin en esta situacion, luego la probabili-
dad de elegir una de cllas es 0,05.

2. Region de aceptacion

Con cilculos similares a los realizados en el punto anterior llegamos a la conclu-
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sion de que pertenceen a esta region todas las muestras de tamano 1.600 que tie-
nen una media que cumple:

1€ (x-980,x+980)

La region de aceptacion esta formada por todas las muestras de tamano 1.600
para las que el intervalo (X - 980 , X + 980) contiene a la media poblacional. La
probabilidad de clegir una de estas muestras es 0,95.

Decision de un contraste
Resumimos esquematicamente el proceso que hemos realizado hasta ahora:

Hipotesis nula, Hy: p =k
Nivel de significacion, o
Tamano muestral, n
Region critica

Region de aceptacion

Hasta aqui llega la «preparacion del contraste», a continuacion vemos como con-
seguir la decision final.

— Se extrae una muestra de tamano n.

— Sc calcula su media muestral, X

. . ; - & — (@]
— Sc obtiene ¢l intervalo [=(X-A — ,X+A —)

V'’ Vn

— La decision del contraste s¢ basa en esta reflexion: «si ¢l valor asignado a
la media poblacional en la hipotesis nula (n = k) fuera el verdadero valor de esta
media, la probabilidad de elegir una muestra para la que el intervalo I contiene a k
es muy grande. Si al elegir la muestra resulta que k no pertencce al intervalo sos-
pechamos que no ¢s ¢l verdadero valor y por lo tanto lo rechazamos» Formaliza-
mos esta idea en ¢l siguiente criterio que recoge la decision del contraste:

S _ {4 R a e e 3
a)SiK ¢(X-A—, X+ KT)SG toma la decision de rechazar la hipotesis nula
n n
’ - 6 _ o G i :
b) Si K € (X-l—,ﬁ 3 X+;’L-—m) se toma la decision de aceptar la hipotesis nula
N N

— A pesar de que la probabilidad mencionada en ¢l punto anterior ¢s muy
grande, no ¢s exactamente 1, lo que quicre decir que existe la posibilidad de elegir




una muestra para la que ¢l intervalo no contiene al verdadero valor de la media
poblacional. En este caso, puede ocurrir que la hipotesis nula fuera cierta y deci-
di¢ramos rechazarla, con lo que se comete un error. La probabilidad de ese error
es igual a la probabilidad de haber elegido una de esas muestras, es decir 0.,

Ejemplo

Hy: p =95.000 PTA
n=1.600

=005

Region critica

n€(x-980,x+980)

Region de aceptacion
n€(x-980,x+980)
Probabilidad de elegir una muestra de la region critica, 0,05
Probabilidad de elegir una muestra de la region de aceptacion, 0,95
Se extrac una muestra de tamano 1.600 v se calcula su media, obteniéndose:
(x=93.500 PTA
Puesto que:

95.000 € (93.500 - 980, 93.500 + 980)
95.000 € (92.520,04.480)

decidimos rechazar la hipotesis 1 = 95.000 PTA con un nivel de significacion de
0,05.

PROBLEMA 24

Una empresa que fabrica cigarrillos indica ¢n sus paquetes que el contenido
medio de nicotina es de 1,6 mg. Para contrastar la veracidad de esta afirmacion se
extrac una muestra de 30 de esos cigarrillos obteniéndose un contenido medio de
nicotina de 1,71 mg con una cuasidesviacion de 0,8 mg. Determinar; con un
nivel de significacion de 0,05 la veracidad de la indicacion recogida en los paquetes.
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PROBLEMA 25

La vida media de una muestra de 100 tubos fluorescentes producidos en una
fabrica es de 1.570 horas con una cuasidesviacion de 120 h. Si p es la vida media
de todos los productos de esa fabrica, contrastar la hipotesis de que p = 1.600 h
primero con un nivel de significacion de 0,05 v después con un nivel de significa-
cion de 0,01.

PROBLEMA 26

S¢ quicre comprobar con un nivel de significacion de 0,05 si una muestra de
tamano 20 con una media de 10 procede de una poblacion que se distribuye
segun una N(14.,3).

PROBLEMA 27
El nivel medio de protombina en una determinada poblacion es conocido v resul-
ta ser de 20 mg/100 ml de plasma. Se toma una muestra de 40 pacientes que se

sabe tienen deficiencia de vitamina K con los siguientes resultados:

X = 18,50 mg/100 ml
s=4m/100 ml

:Se puede afirmar, con un nivel de significacion del 0,01, que la deficiencia de

vitamina k afecta al contenido de protombina en sangre?

PROBLEMA 28

Busca en tus papeles los datos que sean necesarios para saber si, con un nivel de
significacion del 0,1, se puede afirmar que la permanencia media de los pacientes
del hospital que hemos estado estudiando en este tema es de 10 dias.

PROBLEMA 29
La empresa de automoviles de la que se habla ¢n el problema 10 afirma en su

publicidad que ¢l consumo medio de su altimo modelo ¢s de 9,5 1 cada 100 km.

:Qué se puede decir de esta afirmacion?
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Evaluacion

A continuacion se exponen algunos elementos que permitiran evaluar ¢l aprendizaje de

fos alumnos:

En caso de que se hava realizado esa actividad global a la que se alude en el apartado

Encuestas v técnicas de muestreo ¢l trabajo final se¢ puede utlizar como evaluacion.

Una vez que todos los alumnos dispongan de los datos utilizados y de los resultados
obtenidos, s¢ pueden plantear algunos problemas que los alumnos resolveran con-

sultando

ese trabajo.

Cualquiera de los problemas propuestos puede servir para hacer cvaluaciones parcia-

les del proceso de aprendizaje.

La coleccion de problemas que se plantean a continuacion puede plantearse como

«examen final» si se utilizan todos o como «examenes parciales» si se van seleccio-

nando a medida que se desarrolla el tema.

CUESTIONARIO DE EVALUACION

1. Sc quiere estudiar el salario medio percibido por los 1.500 trabajadores de una

empresa. ¢De qué tipo crees que debe ser el muestreo?

2. El concejal de educacion de un municipio quiere investigar el tipo de estudios uni-
versitarios que realizardan los alumnos de 29 de Bachillerato. Para simplificar el tra-
bajo clasifica las carreras universitarias en 4 bloques: artes, humanidades v ciencias
sociales, ciencias naturales v teenologia. En su zona hay 60 cursos de 2% de Bachi-
llerato distribuidos de la siguiente manera:

Modalidad de Bachillerato N de cursos
Artes 4
Ciencias de la Naturaleza y Salud 28
Humanidades y Ciencias Sociales 23
Tecnologia 10
Explica como sc elegiria una muestra de 40 alumnos para estudiar la variable consi-
derada.
3. :Esla media muestral una variable aleatoria?
4. :Depende la fiabilidad de una estimacion del tamano de la muestra clegida? ;Por

ques?
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3.

(4% ]
[

Queremos saber cual es la probabilidad de que la media de una muestra extraida de

una poblacion esté comprendida entre dos valores fijos, ;qué datos son necesarios

para este calculo?

Consideramos una poblacion y una variable que se estudia en esa poblacional.

Conocida la desviacion tipica poblacional, ;de qué depende la amplitud de un inter-

valo de confianza para la media poblacional?

Di si los siguientes enunciados son verdaderos o falsos y por qué:

a) La varianza de la variable media muestral depende del valor de la media pobla-
cional.

b) La probabilidad de¢ que la diferencia entre la media muestral y la media pobla-
cional sea menor que un determinado valor solo depende de la desviacion tipica
poblacional y del tamano de la muestra.

Es imposible que la media muestral tome un sélo valor.

f

d) El nivel de confianza de un intervalo nos informa de la probabilidad de que la
media poblacional pertenczea o no al intervalo.

d) Al aumentar el nivel de confianza disminuye la precision de la estimacion,

¢) Siel nivel de significacion de un test aumenta, tambi¢n aumenta la probabilidad

de cometer ¢l error de tipo 2.

Durante un periodo de entrenamientos se han medido los tiempos conseguidos por
un plusmarquista que corre los 100 m, obteni¢éndose los siguientes resultados en
segundos:

10,14 10,20 10,15 10,16 10,14
10,18 10,14 10,20 10,21 10,12
10,17 10,15 10,12 10,12 10,20
10,12 10,22 16,11 10,10 10,15
10,23 10,15 10,16 1Ko 00 L2 10,17
10,16 10,16 10,25 10,23 10,16
10,10 10,11

a) Calcula un intervalo con un nivel de confianza del 99% para la ¢l ticmpo medio
en que este atleta recorre los 100 m. Con esa misma confianza, ;qu¢ crror se¢
comete al estimar ¢l tiempo medio por el tiempo medio muestral? Si disminui-
mos ¢l nivel de confianza, ;como sera el error cometido?

b) ¢Cuantas tiempos deberiamos haber medido para que, con una confianza del
95%, la media muestral y la poblacional difieran en menos de 0,02 s?

¢) El entrenador de este atleta dice que la media de los tiempos es de 10,16, ¢qué
ptuedes decir de esta afirmacion? Considera los tres niveles de significacion mds
usuales.
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