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PROLOGO

En cualquier sistema educativo, es necesario disponer de mode-
los de ensefianza debidamente evaluados y contrastados con experien-
cias realizadas en ambientes escolares ordinarios del propio sistema.
Y esto es aun mas importante, en unas circunstancias como las de
nuestro pais donde se esta promoviendo una reforma educativa que
propugna, al menos desde la norma, una renovacion de los métodos
tradicionales de ensefianza. Este trabajo, tras una revision de las
principales investigaciones en educacion matematica sobre la eficacia
de los métodos de ensefianza por descubrimiento, presenta el disefio
general de dos modelos metodologicos que fueron experimentados,
con sus materiales didacticos correspondientes, por dos grupos de es-
tudiantes de ensefianza secundaria mientras otro grupo utilizaba la
metodologia expositiva tradicional. Controladas las principales varia-
bles intervinientes, se compararon los aprendizajes a corto y a largo
plazo en los campos conceptual, algoritmico, heuristico y actitudinal.
Se comparo tambien el nivel de cambio conceptual (superacion de
ideas previas erroneas) y se estudiaron las interacciones con distintas
caracteristicas de los sujetos (sexo, actitud, estilo cognitivo, nivel de
instruccion previa e inteligencia general). Los resultados obtenidos,
ademas de su indudable interés teorico, sirven para avalar el disefio
de estas dos metodologias y para orientar su uso como alternativas
eficaces entre los distintos modelos que se le ofrecen al profesorado,
alternativas, eso si, sobre cuyas posibilidades tendran algunos datos
suficientemente contrastados.

La realizacion de este trabajo no hubiera sido posible sin el im-
pulso y el apoyo constante de los profesores Joaquin Garcia Ca-
rrasco y Jaime Mufioz Masqué, sin la ayuda econdmica del
C.ILD.E. y sin el generoso esfuerzo de los profesores M.° I. Gar-
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mendia, C. Pérez, J.M*° Verde y J. Casaseca que experimentaron en
sus clases los materiales didacticos. A todos ellos y a quienes en el
futuro sigan explorando o experimentando estos modelos metodologi-

cos, les expreso mi sincero agradecimiento.

Salamanca, 1 junio de 1991.
El AUTOR
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CAPITULO 1

PLANTEAMIENTO DEL
PROBLEMA Y REVISION DE LA
LITERATURA

Introduccion: Planteamiento inicial del problema

El deseo de mejorar el aprendizaje de las matematicas, y de
las ciencias en general, ha hecho que surgieran, como alternativa a
la ensefianza tradicional, diversos modelos didacticos de ensefianza
por descubrimiento. Estos modelos se apoyan explicita o implicita-
mente en una idea, defendida por autores como Dewey, Bruner,
Wertheimer o Piaget, segiin la cual el sujeto es capaz de encontrar
por si mismo una regla o una estructura conceptual desconocida
para él a partir de un conjunto de materiales suministrados desde
el exterior. Por lo tanto, estos meétodos de ensefianza pretenden
que los estudiantes produzcan su propio conocimiento en lugar de
recibirlo ya elaborado. Como consecuencia, se espera también que
mejoren su capacidad de investigar, de resolver problemas y de ra-
zonar, lo que generaria actitudes positivas hacia las matematicas.

Estas metodologias reciben nombres distintos segun el investi-
gador o el profesor que disefia o practica el modelo y también se-
gin el aspecto sobre el cual enfatizan sus objetivos y sus estrate-
gias instructivas. Simplificando el panorama, podemos agruparlas
en dos categorias:

1. Ensefianza por investigacion o por resolucion de problemas:
Estos modelos se centran en los procesos de la matematica y persi-
guen fundamentalmente incrementar Ia capacidad heuristica de ios
estudiantes (habilidad en la resolucion de probiemas, en la formu-
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Jacion y evaluacion de conjeturas, descubrimiento de relaciones,
métodos demostrativos, etc); como herramientas instructivas em-
plean, sobre todo, los problemas y las investigaciones.

2. Enseflanza por descubrimiento o redescubrimiento: Estas
metodologias se centran mas en el propio contenido de la matema-
tica como algo culturalmente valioso que debe ser conocido por
los estudiantes. Estos contenidos son descubiertos (o redescubier-
tos) por ellos mediante diferentes técnicas instructivas: dialogo so-
cratico con el profesor en pequefio o gran grupo, razonamientos
dirigidos mediante una serie de actividades explicitamente progra-
madas, resolucién de una situacidon abierta de aprendizaje, induc-
cion a partir de ejemplos, etc.

Se han realizado bastantes investigaciones y experimentacio-
nes para comparar la eficacia de estos métodos frente a la ense-
Nanza expositiva tradicional y ha surgido una viva polémica, que
todavia perdura hasta hoy, entre detractores y defensores de unos
y otros. Se afiadieron ademas otros problemas,como la relacion
entre memorizacion y descubrimiento, aprendizaje inductivo y de-
ductivo, secuenciacion optima de contenidos, control en el grado
de orientacion externa del proceso de descubrimiento, presentacio-
nes verbales vy no verbales, poder de transferencia, etc. Esto ha
contribuido a esclarecer los principios del aprendizaje por descu-
brimiento y a mejorar los correspondientes modelos de ensefianza.
En consecuencia, surge la necesidad de compararlos entre si bus-
cando, no la eficacia absoluta y universal de alguno de ellos, sino
la relativa a determinados aspectos educativos. En concreto, pare-
ce pertinente plantearse el signiente problema:

Entre las distintas metodologias didacticas para el aprendizaje
por descubrimiento de las matematicas,
« ;cuales producen mejores rendimientos al experimentarlas
en clases reales?
» ;que diferencias se observan al actuar sobre distintos tipos
de estudiantes?
« jcudles favorecen mas el cambio conceptual en los alumnos?
Este problema es el origen de nuestra investigacion y encon-
trar alguna respuesta es nuestro objetivo. Para ello, comenzaremos
revisando la literatura relacionada con los tres dominios que abar-
ca su enunciado:
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1. Eficacia relativa de las metodologias didacticas para el
aprendizaje de las matematicas por descubrimiento.

2. Interaccion de estas metodologias con diferentes caracte-
risticas de los alumnos.

3. Concepciones etroneas en matematicas y su superacion
mediante el uso de estas metodologias.

Los resultados de esta revision nos permitiran concretar ef
enunciado del problema y, en consecuencia, formular con precision
el objetivo de nuestro estudio.

1.1. Eficacia relativa de las metodologias para el
aprendizaje de las matematicas por
descubrimiento

A continuacion exponemos cronologicamente un conjunto
de trabajos que, a nuestro juicio, constituyen una muestra signifi-
cativa de esta linea de investigacion.

Las pnmeras investigaciones sobre este tema se reahzaron a
finales de los afios 50 y principios de los 60. Son clasicas las de
Kersh y la de Gagné y Brown, citadas ya en las revisiones de
Kersh y Wittrock (1962) y Shulman y Keislar (1966). En 1958, de
una muestra de 60 alumnos de ensefianza secundaria, Kersh selec-
ciond tres subgrupos homogéneos y, tras un proceso de instruccion:
comin sobre suma de progresiones aritmeéticas, les planted una se-
rie de problemas. Al primer grupo se le pidi¢ que tratara de descu-
brir las reglas sin ayuda; al segundo se le dieron algunas indicacio-
nes acerca de ellas y al tercero se le explicaron las reglas. En un
mismo petiodo de 90 minutos, los alumnos de los dos primeros .
grupos resolvieron un numero de problemas sensiblemente inferior
a los que resolvieron los del tercer grupo. A los tres grupos se les
aplico un test al acabar la experiencia y otro un mes después para
medir su capacidad en recordar las reglas y aplicarlas en la solu-
cion de ejercicios adecuados. Al acabar la experiencia, el tercer
grupo (método expositivo) fue superior a los otros dos, pero al ca-
bo de un mes, el grupo primero (descubmmento) obtuvo el mejor
rendimiento.
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En su segundo estudio, Kersh (1962) repartié 90 alumnos de
una escuela preparatoria en tres grupos homogéneos, instruyéndo-
los en el mismo tema anterior mediante folletos programados. Se
les pidié que descubrieran una explicacion de las reglas. Al primer
grupo se le dio una cierta orientacion individual, al segundo se le
explicaron las reglas ent un folleto programado y al tercero no se le
dio ninguna ayuda. Los resultados de las pruebas de retencion y
transferencia fueron favorables a los dos primeros grupos (descu-
brimiento dirigido y memorizacion)

Gagné y Brown, en 1961, experimentaron con 33 nifios de se-
xo masculino de 92 y 102 grado tres metodologias analogas a las
descritas anteriormente sobre algunos aspectos de series numéricas.
El test aplicado al final del periodo instructivo (2 clases) media so-
lo ia capacidad para descubrir nuevas reglas a partir de distintas
series de problemas; por tanto, era una prueba de transferencia y
no de recuerdo. Los resultados indican que el grupo de descubri-
miento dirigido fue ligeramente superior al del descubrimiento
abierto y ambos futeron superiores al que siguid una metodologia
expositiva.

El expennmento de Worthen (1968) confirma los resultados de
Kersh sobre el rendimiento a largo plazo aunque tuvo en cuenta
otras variables como la adquisicion de estrategias heuristicas y la
variacion actitudinal. Escogié dos grandes grupos homogéneos con
estudiantes de 11 afios, cada uno de los cuales estaba formado por
8 clases completas, de manera que un mismo profesor atendia dos
clases de distinto grupo. El primer grupo utilizd un método expo-
sitivo en el cual el profesor establecta los principios al comienzo de
cada leccion y, a continuacion, se resolvian ejemplos y ejercicios
con referencia siempre a las reglas establecidas. En el método de
descubrimiento practicado por el segundo grupo, los alumnos se
enfrentaron inicialmente a una secuencia estructurada de ejemplos;
el profesor ayudaba a aquellos alumnos que se lo pedian sin mos-
trar nunca el principio buscado; solo lo hizo cuando todos o casi
todos lo habian descubierto, La experiencia durd 6 semanas y la
tarea se centro en temas de aritmeética elemental. Los alumnos fue-
ron evaluados al finalizar, a las 5 semanas y a las 11 semanas. Los
resultados obtenidos indican que el grupo de descubrimiento obtu-
vo puntuaciones inferiores en el test de conocimientos al acabar la
experiencia pero superiores en €l test de transferencia, en el test de
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adquisicion de estrategias heuristicas y también en los dos tests de
retencion. No se encontraron diferencias significativas en cuanto a
la variacion de la actitud hacia las matemaéticas.

En contra de alguna de las conclusiones mostradas hasta
aqui, Roughead y Scandura (1968) obtuvieron en su breve experi-
mento (un solo periodo lectivo) que ¢l grupo con metodologia ex-
positiva alcanzé mejores puntuaciones tanto en el test de aplica-
cién como en el de transferencia.

En la década de los 70 la mayoria de las investigaciones de
este tipo siguen tomando como referencia comparativa la metodo-
logia expositiva tradicional. Se observa, no obstante, una mayor
riqueza y precision en las variables dependientes.

Scott (1972), ademas de investigar los efectos sobre la reten-
cion conceptual de los métodos de descubrimiento y exposicion,
estudio si el aprendizaje de un conjunto de conceptos por uno de
los dos métodos influye en el aprendizaje de un segundo conjunto
de conceptos. Escogid, para el primer conjunto, los conceptos rela-
cionados con los triangulos y, para el segundo, con los cuadrilate-
ros. En la ensefianza por descubrimiento, €l concepto es introduci-
do mediante un enunciado general donde se da sélo el nombre del
concepto y se explica a los estudiantes que una coleccion de figu-
ras colocadas a continuacion le van a ayudar a descubrir su signi-
ficado. Respondiendo a preguntas sobre esas figuras, los alumnos
descubren los atributos criticos del concepto. En la metodologia
expositiva se da el nombre de concepto seguido de una definicion
que recoge los atributos criticos. Se muestran, a continuacién, una
serie de figuras en las cuales se indica si son o no ejemplos del
concepto. No se requieren respuestas por parte de los alumnos.
Confirmando otras investigaciones, los resultados muestran que el
método de descubrimiento produce una mejor retencion a largo
plazo que el método expositivo. En cambio, el grado de conoci-
miento del segundo conjunto de conceptos no difiere segun la se-
cuencia del tratamiento instructivo (descubrimiento-exposicion;
descubrimiento-descubrimiento; exposicion-exposicion; exposicion-
descubrimiento); por tanto, la practica en un método instructivo
particular no facilita el aprendizaje posterior.

El experimento de Olander y Robertson (1973) incorpora en
su disefio la medicién de actitudes y el estudio de la interaccion
entre aptitudes y tratamiento. La muestra esta formada por 374
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alurmnos de 42 grado (16 clases) atendidos por 13 profesores cuyo
comportamiento fue supervisado para que se ajustara a los mode-
los de ensefianza prefijados: descubrimiento y expositivo. En el
método de descubrimiento, el profesor, a partir del planteamiento
de una situacién problematica y mediante el uso de modelos mate-
riales, animo a los alumnos a buscar soluciones y respuestas a sus
propias preguntas, procurando que localizaran y corrigieran sus
propios errores e impidiendo que unos proporcionaran respuestas
correctas a otros para que todos llegaran al descubrimiento por si
mismos. El proceso instructivo duré siete meses con una clase dia-
ria de 50 minutos y se trabajaron todos los temas habituales del
programa. Los resultados de rendimiento no demuestran una clara
superioridad de uno v otro método ya que los alumnos ensefiados
con la metodologia expositiva aventajan en la prueba de calculo
rutinario pero son inferiores en la habilidad para aplicar los cono-
cimientos al cabo de cinco semanas. En cambio, las medidas de la
actitud mostraron que el método de descubrimiento eleva el nivel
de la misma mas que el método expositivo. En cuanto a la interac-
cion de aptitudes con tratamiento, estos investigadores encontra-
ron que los alumnos con baja puntuacion en los pretests de calcu-
lo y de aplicaciones mejoraron mas con el procedimiento
expositivo mientras que los de mas alta puntuacion mejoraron con
el método de descubrimiento. Por el contrario, este método favore-
ci0 mas a quienes tuvieron resultados mas bajos en el pretest de
conceptos, mientras que el expositivo favorecio mas a quienes ob-
tuvieron puntuaciones mas altas.

La investigacion de Hirsh (1977) retoma, de nuevo, el disefio
de los tres grupos (ensefianza por descubrimiento dirigido, ense-
flanza expositiva individualizada y ensefianza programada indivi-
dualizada) y pretende comparar el rendimiento en cuanto al apren-
dizaje inicial, a la transferencia (vertical y lateral) y a la retencion,
El método de descubrimiento dirigido se caracteriza por la busque-
da de los conceptos, de los principios y de los procedimientos al-
goritmicos a través del didlogo dialéctico grupal profesor-alumnos,
implicando a la vez procesos deductivos e inductivos. El método
expositivo empleaba materiales escritos dirigidos de forma perso-
nal al alumno incorporando objetivos comportamentales y ejerci-
cios de autoevaluacion. El tercer método es semejante al anterior
pero difiere en el estilo ramificado propio de la ensefianza progra-
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mada. La muestra total estaba formada por 213 alumnos de ense-
flanza scundaria y el proceso instructivo, que tratd sobre el cuerpo
de los niimeros complejos desde el punto de vista de las extensio-
nes, durd 6 periodos de 55 minutos cada uno. Se aplicaron des-
pués 4 pruebas especificas. Para evaluar el aprendizaje inicial se
utilizd un test de 25 items sobre conceptos y habilidades desarro-
lladas durante la experiencia. La transferencia vertical se midio
con una prueba que constaba de 11 problemas cuya resolucion no
requeria mas conocimiento que los tratados en la instruccion. La
transferencia lateral fue evaluada mediante una prueba de 7 items
que median la habilidad de los estudiantes para generalizar a otros
sistemas matematicos con similares caracteristicas estructurales. Fi-
nalmente la retencion se midid con un test de 25 items analogo al
primero pero aplicado 6 semanas después de finalizar la experien-
cia. Los resultados obtenidos muestran que el grupo que siguio la
metodologia del descubrimiento dirigido se comporté significativa-
mente mejor en las pruebas de aprendizaje inicial y transferencia
que los otros. No se encontraron diferencias entre los tres grupos
en el test de retencion y tampoco entre los dos de ensefianza indi-
vidualizada. Concluye el autor que, en la ensefianza de estructuras
conceptuales complejas, Ja metodologia del descubrimiento me-
diante didlogo grupal dialéctico puede ser mas eficaz que la ins-
truccidon convencional individualizada.

Durante los afios 80 disminuye considerablemente el nimero
de estudios que investigan la eficacia relativa de las metodologias
por descubrimiento frente a las expositivas. Surgen otras lineas de
investigacion, como la resolucion de problemas o los errores con-
ceptuales, que acaparan el interés de una gran parte de los traba-
jos. Siguen produciéndose, no obstante, analisis de la interaccidn
aptitudes-tratamientos como veremos en el siguiente apartado y al-
guna esporadica evaluacidon comparativa de metodologias como la
de Williams (1983). Este autor selecciond dos grupos, de 18 y 25
alumnos respectivamente, a los que €l mismo instruy6 con dos di-
ferentes tratamientos de aprendizaje por descubrimiento dirigido.
En el primer tratamiento proponia a los alumnos tres ejemplos y
tres no-ejemplos del concepto o procedimiento que deseaba ense-
fiar. Los alumnos escribian la regla y, si no era correcta, el profe-
sor formulaba preguntas o ponia contragjemplos hasta que cada
alumno la descubia (generalizacion escrita). El segundo tratamien-
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to comenzaba igual pero cada alumno seleccionaba la regla entre
cuatro opciones que le eran presentadas (generalizacion por elec-
cion). El profesor ayudaba con preguntas a quien no acertaba en
la eleccion. Los alumnos pertenecian a un college y cursaban una
asignatura de repaso de las matematicas secundarias. En los 30 pe-
riodos de clase que durd la experiencia trataron temas como frac-
ciones aritméticas, nimeros enteros, potencias, polinomios, ecua-
ciones lineales y sistemas, fracciones algebraicas, ecuaciones
cuadraticas, funciones trigonométricas y resolucion de tridngulos.
Los tratamientos anteriormente descritos solo se utilizaron en la
ensefianza de los conceptos fundamentales y debe tenerse en cuen-
ta que muchos ya eran “conocidos” por los alumnos pues se trata-
ba de una asignatura de repaso. Se aplico, al finalizar, un test de
eleccidon multiple disefiado ad hoc para evaluar el aprendizaje in-
mediato y un test estandarizado para medir la actitud. No se en-
contraron diferencias ni en rendimiento ni en cambio actitudinal
entre los dos grupos.

A continuacién revisamos las investigaciones sobre interac-
cion entre tratamientos y caracteristicas de los sujetos.

1.2. Interaccion entre caracteristicas de los
alumnos y metodologias para el aprendizaje
de las matematicas por descubrimiento

Partiendo de una postura escéptica ante la posibilidad de ha-
llar una metodologia didactica absolutamente eficaz, surge una co-
rriente de investigacion que intenta analizar la interaccién entre los
. distintos tratamientos instructivos y las distintas caracteristicas de
los alumnos (razonamiento general, estilo cognitivo, actitud, ansie-
dad, introversion, etc.). Alcanza su auge en los afios 70 y 80 y sue-
le concentrarse en la interaccidn tratamientos-aptitudes (CRon-
bach y Snow, 1977). A continuaciébn revisamos una muestra
representativa de aquellas investigaciones en las que alguna de las
metodologias implicadas se basa en el aprendizaje por descubri-
miento de las matematicas.

Los estudios de Trown (1970) y de Trown y Leith (1975) han
investigado la eficacia del método explorativo y del método expo-
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sitivo en relacion con ciertas dimensiones de la personalidad como
la introversién o la ansiedad. Aparece una interaccion significativa
en la ensefianza primaria entre tratamiento y ansiedad mientras
que, en la ensefianza secundaria, esta interaccidn ocurre entre tra-
tamiento e introversion. Se deduce de estos estudios que, en el ni-
vel primario, el método explorativo es menos eficaz en los nifios
con alto nivel de ansiedad pero, en el nivel secundario, es mas efi-
caz con los nifios extrovertidos.

Egan y Greeno (1973) estudiaron la interaccion entre la habi-
lidad intelectual general (resolucion de problemas, generalizacion,
etc.) y dos tratamientos metodoldgicos para un mismo programa
instructivo sobre conceptos y algoritmos relacionados con las pro-
babilidades binomiales. En el primer tratamiento (aprendizaje por
descubrimiento) el profesor presentaba un problema y los alumnos
debian descubrir el procedimiento algoritmico para resolverlo. En
el segundo tratamiento (aprendizaje reglado) los sujetos recibian el
problema junto con la formula y la explicacion de las variables
que intervenian; solo debian aplicarla para resolver el problema.
Al acabar la experiencia, s¢ aplicaron dos tests, uno sobre concep-
tos (de 14 items) y otro sobre algoritmos (de 8 items) ademas del
test MSAT para medir la habilidad intelectual. Los resultados in-
dican que hay interaccidn entre esta variable y los tratamientos:
los sujetos de capacidad alta obtuvieron resultados parecidos a tra-
vés de ambos procedimientos de ensefianza; los de capacidad baja
se vieron favorecidos por la ensefianza reglada y los de capacidad
media obtuvieron mejores resultados si habian utilizado el método
de descubrimiento. Concluyen también los autores que las habili-
dades en resolucion de problemas y generalizacion son méas impor-
tantes para el éxito en el aprendizaje por descubrimiento que en el
aprendizaje reglado.

La interaccion de los tratamientos con el estilo cognitivo ha
producido bastantes estudios. Destacan los relativos a la depen-
denciafindependencia de campo (DIC), llevados a cabo por
McLeod y Adams (1977, 1979, 1980a), McLeod y Briggs (1980) ¥
McLeod y otros (1978).

Continuando y complementando una investigacion anterior,
McLeod y Adams (1977) estudiaron la interaccion entre DIC y
dos tratamientos instructivos basados en el aprendizaje por descu-
brimiento que diferian en el nivel de orientacion y en el nivel de
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abstraccion. Seleccionaron dos grupos en una escuela de forma-
cién de profesores para la Educacion Primaria, uno con 2! alum-
nos y otro con 25. Durante un periodo de 50 minutos ambos gru-
pos trabajaron el tema de los sistemas de numeracion con bases
distintas de diez. El primer grupo utilizé modelos materiales (blo-
ques multi-base) y tuvo muchas posibilidades para el descubri-
miento (orientacibn minima y manipulacion de modelos concre-
tos). El segundo grupo utilizO un material escrito con una gran
orientacién y un tratamiento simbolico, no manipulativo (orienta-
¢i6n maxima y presentacion simbolica). Los resultados indican que
los estudiantes independientes de campo aprenden mas si tienen
una minima orientacion y una maxima oportunidad para el descu-
brimiento mediante el uso de materiales manipulativos; en cambio,
los dependientes de campo aprenden mas con una orientacion ma-
Xima y con un tratamiento simbolico.

En otra de sus investigaciones, McLeod y Adams (1980a)
analizaron la interaccion entre DIC, razonamiento general y dos
tratamientos instructivos. Seleccionaron dos grupos, con 24 y 23
estudiantes respectivamente, de la misma poblacion que antes y
durante 90 minutos ambos grupos estudiaron los errores en las
medidas y sus efectos sobre los calculos con datos aproximados.
En el primer grupo, los estudiantes trabajaban individualmente va-
rios ejemplos con calculadora y eran animados a producir las re-
glas que, mas tarde, eran explicitadas a quien no lograba encon-
trarlas (descubrimiento dirigido). Los alumnos del segundo grupo
recibian directamente las definiciones y las reglas con las cuales re-
solvian luego los ejemplos (método expositivo). En ambos casos,
los alumnos disponian de un material escrito adecuadamente. Para
medir la dependencia/independencia de campo se empled el GEFT
(Group Embedded Figures Test) y para medir el razonamiento ge-
neral el NAO (Necessary Arithmetic Operations). Se aplicaron
sendos tests disefiados ad hoc, uno al acabar la experiencia y otro
un mes después. Se encontro interaccion entre el razonamiento ge-
neral y los tratamientos con respecto a la retencidon. En cambio,
no se encontrd ninguna interaccion entre DIC y tratamientos a pe-
sar de que, tedricamente, éstos diferian en el nivel de guia externa
y, por lo tanto, su influencia podria ser notoria. Ese (ltimo resul-
tado también coincide con el obtenido por Threadgill (1979).
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En otro estudio, estos mismos autores (McLeod y Adams,
1980b) investigaron la interacciéon entre distintas dimensiones del
tratamiento instructivo y el lugar de control (Lefcourt, 1976). En
concreto, disefiaron tres experimentos con alumnos de la misma
poblacion que antes:

Primer experimento:

Grupo 1: Tratamiento con baja orientacion (n= 14)
Grupo 2: Tratamiento con alta orientacion (n = 15)

Segundo experimento:

Grupo 1: Tratamiento inductivo (n=17)
Grupo 2: Tratamiento deductivo (n=14)

Tercer experimento:

Grupo 1: Trabajo en pequefios grupos (n=33)
Grupo 2: Trabajo individual (n=34)

En el primer y tercer experimento se tratod el tema de las re-
des (concepto, equivalencia, transversalidad y formula de Euler)
durante 150 minutos de clase. En el primer caso los métodos dife-
rian en el nivel de orientacion externa; en el segundo, los mate-
riales empleados seguian un método de descubrimiento dirigido y
eran iguales para ambos grupos pero uno trabajaba individual-
mente y otro en pequefios grupos. El tema desarrollado durante 75
minutos en el segundo experimento versaba sobre medidas, digitos
significativos y sus efectos en los célculos con datos aproximados.
Los métodos empleados diferian en que uno era inductivo y otro
deductivo. Al acabar los periodos instructivos se pasO un test de
rendimiento y, al cabo de uno o dos meses, se pasod un test de re-
tencion. Los resultados obtenidos pueden resumirse de la siguiente
manera: .

— No hay interaccién entre lugar de control y el grado de
orientacion externa del tratamiento instructivo.

— No hay interaccidon entre lugar de control y la dimension
inductiva-deductiva de la metodologia instructiva.

—  Los alumnos con control interno obtienen mejores resul-
tados con el método de trabajo en pequefios grupos y los alumnos
con control externo aprenden mejor con el método individual
cuando reciben ayuda del profesor.

Finalmente, resefiamos un reciente estudio de Clute (1984)
que se ocupa de investigar la interaccion entre ansiedad y método
de ensefianza. Durante 30 clases, dos grupos de 44 y 37 alumnos
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universitarios estudiaron diversos temas de una asignatura de ma-
tematicas generales con dos metodologias distintas y con un profe-
sor coman. En un grupo, el profesor empled un método de descu-
brimiento: comenzaba formulando preguntas faciles a la clase
entera; a partir de las respuestas planteaba problemas mas dificiles;
se iba ampliando gradualmente el nimero de alumnos que conocia
la solucién y, finalmente, se resolvian problemas analogos exigien-
do explicacion en la respuesta. Con el otro grupo utilizo un méto-
do expositivo: comenzaba resumiendo las lecciones anteriores y ex-
plicando como la presente leccion se relacionaba con ellas; luego
exponia los conceptos y los algoritmos con sus ejemplos corres-
pondientes y, finalmente, se resolvian ejercicios y problemas de
aplicacion. Se aplico el test MARS (Mathematics Anxiety Ratting
Scale} para medir el nivel de ansiedad y el MAT (Mathematics
Achievement Test) para medir los conocimientos adquiridos. El
autor encontréd una interaccion significativa entre el método ins-
tructivo y el nivel de ansiedad. Los estudiantes con un nivel bajo
tienden a obtener un rendimiento mejor con el método de descu-
brimiento mientras que los estudiantes con un alto nivel de ansie-
dad tienden a rendir mas con el tratamiento expositivo,

A continuacidon revisamos la tercera linea de investigacion
que nos interesa: las concepciones erroneas y su superacion me-
diante metodologias para el aprendizaje por descubrimiento.

1.3. Concepciones erroneas en matematicas y su
superacion con metodologias didacticas
para el aprendizaje por descubrimiento

Los errores que cometen los estudiantes al realizar ciertas ta-
reas escolares (contestacion a preguntas, formulacion de conjetu-
ras, resolucion de problemas o ¢jercicios, discusiones grupales, etc.)
han dejado de ser exclusivamente sancionados para convertirse en
el centro de interés de una linea de investigacion muy importante
tanto en el campo de la educacion matematica como en el de otras
materias, desarrollada, sobre todo, desde hace 15 afios. Estos erro-
res son consecuencia de ciertas ideas o concepciones erroneas que
normalmente se generan durante el propio proceso de aprendizaje.
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Sin embargo, algunas de estas ideas existen ya en los estudiantes
antes de que comience el proceso instructivo especifico del tema
afectado, por ejemplo:

“No tiene sentido sumar letras y niimeros para obtener
expresiones como n + 3 0 2 + a” (Booth, 1982).

“Rectangulos con igual perimetro encierran la misma
area” (Woodward, 1982; Woodward y Byrd, 1983; Castelnuovo,
1970).

“Una definicion matematica de un objeto geométrico es
una coleccioén de atributos que lo describen; no es necesario que
determinen de modo univoco al objeto ni que la coleccion sea mi-
nima” (Vinner y Zur, 1987).

“Para decidir si la expresion A — B = 0 es verdadera, no
basta con saber que A es igual a B, sino que es necesario conocer
los valores concretos de A y de B” (Oppenheim, 1987).

“Los ovalos construidos con regla y compas son elipses”
(ver apartado 4.2. de esta memoria).

La deteccion de ideas erroneas preinstruccionales y el analisis
de sus caracteristicas han sido objeto de numerosas investigacio-
nes, sobre todo, en el campo de la ensefianza de las ciencias, don-
de es mas frecuente que los nifios y los jovenes desarrollen explica-
ciones sobre los fenomenos reales antes de que se inicie su estudio
especifico en el curriculum escolar.

Las ideas previas poseen varias caracteristicas comunes que
definen su naturaleza. Siguiendo a Pozo y Carretero (1987), sefia-
lamos las siguientes:

1. Son ideas personales y espontaneas, es decir, surgen de
modo natural en la mente del alumno, sin que exista ninguna ins-
truccion educativa especificamente disefiada para producirias, aun-
que si pueden generarse como consecuencia de su actividad esco-
lar.

2. Suelen ser ideas implicitas, en ¢l sentido de que, muchas
veces, el alumno ni siquiera es plenamente consciente de ellas y,
por lo tanto, es incapaz de verbalizarlas correctamente,

3. Suelen ser cientificamente incorrectas y contradictorias
entre si.

4. Son practicamente ubicuas, es decir, rara es el area de co-
nocimiento en el que las personas no tenemos ideas de este tipo.
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5. Algunas de ellas son compartidas por alumnos de distintas
edades e, incluso, por personas adultas que no las han cambiado.

6. En algunos casos, tienen un caricter historico ya que re-
producen fielmente etapas pasadas en la evolucion del conocimien-
to cientifico.

7. Las ideas previas, dentro de un mismo dominio, suelen
estar relacionadas entre si y se organizan en forma de teorias, ge-
neralmente implicitas.

8. En general, las ideas previas son resistentes al cambio.

Esta ultima caracteristica es, sin duda, la mas importante des-
de el punto de vista didactico. En efecto, muchos estudios han de-
mostrado la persistencia de ideas previas erroneas en gran parte de
los alumnos a pesar de haber seguido uno o varios cursos de ins-
truccion escolar sobre el tema afectado. Ahora bien, jtodos los
procedimientos instructivos producen el mismo “fracaso™ en el
cambio conceptual de los alumnos?

Cabe conjeturar que no; sin embargo, en el campo de la edu-
cacion matematica son muy escasas las investigaciones que se han
ocupado de analizar el grado de éxito o fracaso en el cambio con-
ceptual de los alumnos. Como veremos a continuacion, la mayoria
de los estudios se limitan a detectar las ideas erroneas sin indicar:

a) si son pre y/o post-instruccionales,

b) qué metodologia didactica se ha seguido durante el proce-
so instructivo,

c) en qué curso exacto de escolarizacion se han detectado o
cudl es su evolucion dentro del ciclo donde se han detectado.

A pesar de estos inconvenientes, Creemos que es necesario re-
pasar los estudios sobre este tema porque, sin duda, pueden clarifi-
car la formulacion precisa de los objetivos de nuestra investiga-
cion. Los siguientes parrafos resumen los principales resultados
referidos a las distintas areas de las matematicas: Aritmética, Alge-
bra, Geometria y Analisis.

1.3.1. Concepciones erroneas en aritmética

Destacamos una investigacion sobre numeros enteros y dos
sobre fracciones.



APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS POR DESCUBRIMIENTO 25

Bell (1986b) se propuso identificar las concepciones erroneas
sobre los nimeros enteros en una muestra de 400 nifios de 8-9
afios y utilizd para ello varias entrevistas y una prueba escrita de
20 items que cubria todos los tipos basicos de problemas con una
operacion (suma o resta). Detecto las siguientes ideas erroneas:

1. Subir es aumentar: Los nifios confunden “ir hacia arriba”
en una escala con “aumentar el nimero”, sin darse cuenta de que
en algunos contextos (listas de discos mas vendidos, niimeros ne-
gativos, etc.) una “subida™ implica una “disminucién” del (valor
absoluto del) niamero.

2. Ignorancia del signo negativo: Sucede con frecuencia en la
respuesta a preguntas como ésta: “Un dia en MoscQ la temperatu-
ra descendid 6° entre la salida del sol y el mediodia. A la salida del
sol era de -7°. (Cual era al mediodia?”.

3. Signo denota region: Se refiere al hecho de que las varia-
ciones en la region negativa de una escala son afectadas siempre
con el signo menos; por ejemplo, respuestas como “bajo -7°7
cuando se pregunta por la variacion entre -9° y -2°,

4. Fracaso en la inversion: En los problemas donde es desco-
nocido el estado inicial, los alumnos realizan una inversion del
sentido del cambio expresado en el enunciado; por ejemplo: “El
disco favorito de Sandra esta 5 lugares mas abajo de lo que estaba
hace dos semanas. Durante la primera de estas dos semanas subid
3 lugares. ;Subié o bajo la segunda semana? ;Cuantos lugares?”
Casi la mitad de los alumnos respondié que bajd o subi6 dos luga-
res.

Clements y Del Campo (1987) se interesaron en estudiar el
lenguaje que usan los nifios para expresar sus ideas sobre fraccio-
nes y las relaciones con su habilidad para comprender el lenguaje
formal tal como aparece en los libros de texto. Intentaron explorar
las ideas sobre las fracciones originadas intuitivamente por el uso
de las palabras del lenguaje coloquial o de la propia instruccion
formal. En concreto, investigaron la concepcion que poseen los ni-
fios de ensefianza primaria acerca de las fracciones 1/2, 1/4 y 1/3.
Utilizaron 240 entrevistas y un test de lapiz y papel con 36 items
que fue contestado por 1024 alumnos. Entre sus conclusiones, des-
tacamos las siguientes:

1. La mayoria de los nifios tiene una buena comprension re-
ceptiva de 1/2 si por esto entendemos la habilidad para reconocer-
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lo como la mitad de las figuras geométricas sencillas. No obstante,
cuando el eje de simetria de la figura no es ni vertical ni horizon-
tal, algunos alumnos de 22 no reconocieron la representacion grafi-
ca de 1/2.

2. La mayoria de los nifios tuvo dificultades para contestar
a las preguntas sobre 1/4 a pesar del “conocimiento” de la nocion
“mitad de la mitad” debido a la escolarizacion. Por ejemplo, cuan-
do se les presenté una figura dividida en cuatro partes y solo se
colored una de ellas, muchos alumnos pensaron que el diagrama
representaba 1/3 porque asociaron la palabra “tercio” con “tres”
ya que eran tres las zonas no coloreadas. Solo en 5° curso algunos
nifios parecen haber desarrollado una idea correcta de la represen-
tacion de 1/4 en figuras sencillas como circulos, por ejemplo.

3. Aunque los nifios saben como repartir equitativamente
un pequefio nimero de objetos entre tres personas cuando el re-
parto es exacto, sin embargo, en contextos continuos, no identifi-
can correctamente la unidad entera y, por lo tanto, son incapaces
de hacer las particiones correspondientes a 1/3.

4. En cuanto al orden en que los nifios adquieren los con-
ceptos de 1/2, 1/4 v 1/3, éste depende de los contextos (discreto y
continuo) y del tipo de comprension (receptiva o expresiva).

Complementando el estudio anterior, Tatsuoka (1984) se ocu-
po de examinar los errores cometidos en los algoritmos de suma y
resta de fracciones por 600 estudiantes de ensefianza secundaria.
He aqui algunos de sus resultados mas interesantes:

I. Ignorancia de la fraccion en las operaciones con numeros
mixtos; por ejemplo:

4712 -2412=2

2. Consideracion de que el numerador y el denominador
son elementos independientes en una fraccion y, por lo tanto, pue-
de operarse con ellos aisladamente, por ejemplo:

5/4 + 3/2 =86 6 3/S~ 1/10 = 25

3. Aprendizaje memoristico de las reglas lo que produce fa-
llos frecuentes; por ejemplo, en una suma de fracciones con deno-
minadores distintos, multiplican los denominadores y suman los
nuneradores.
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4. Incomprension del significado ‘“racional” del cero y del
uno que s¢ manifiesta en errores como los siguientes:

23 - 2/3 = 1;3/4 — 3/8 =0/4 = 4 6/7 -4/T = 20 = 2

1.3.2. Concepciones erréneas en algebra

Resefiamos en este parrafo tres investigaciones, hasta cierto
punto complementarias, que configuran una buena panoramica
del trabajo en este campo. La primera (Booth, 1982) utiliza los
errores en algebra previamente detectados por el programa CSMS
(“Concepts in Secondary Mathematics and Science”; Hart, 1981).
Mediante 72 entrevistas y un test de lapiz y papel pasado a 1000
alumnos de ensefianza secundaria, el autor identifica cuatro areas
de dificultad:

1. Interpretacion de letras: los estudiantes frecuentemente no
comprenden que las letras representan nimeros y que el niimero
representado puede tener un Gnico valor (como en x + 2 = 5) 0 in-
finitos valores (comoenx+y = y+x6x+y+1 = 0).

2. Formalizacion y simbolizacion del metodo algebraico de
resolucion de problemas: Los alumnos no utilizan o no compren-
den o cometen errores en la resolucion algebraica de problemas
porque no simbolizan ni formalizan los métodos usados al resol-
ver problemas aritmeticos.

3. Conjuncion en la suma algebraica: Los estudiantes no re-
conocen expresiones aditivas del tipo n + 3 6 2 + a como resulta-
dos y tienden a fusionarlas en las formas 3n 6 2a; por ejemplo, pa-
ra muchos el perimetro de la figura

5 5

es 2u556 6 2ul6 y el resultado de sumar 4 con 3n es 3n4 6 7n.

4. Uso de paréntesis: Los alumnos piensan que no es necesa-
rio utilizar los paréntesis pues las operaciones deben realizarse en
el mismo orden en que se escriben y, en todo caso, el resultado
siempre es el mismo.
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Un grupo de autores espaiioles (Grupo Azarquiel, 1987) pasa-
ron un aprueba escrita a 182 alumnos de 12 de BUP para hacer un
catalogo ordenado de los errores en temas como operaciones con ni-
meros y letras, ecuaciones, sistemas y problemas de posible resolucion
algebraica. Los errores detectados caen, en general, dentro de las cua-
tro areas de dificultad indicadas antes por Booth. Posteriormente re-
alizaron entrevistas clinicas a algunos alumnos con el fin de profundi-
zar en las conductas erroneas y buscar las posibles hipotesis que las
expliquen. Para estos autores, los procesos mentales que conducen a
este tipo de errores serian los siguientes:

1. Memorizacion de reglas: Tendencia a funcionar utilizando
siempre una regla establecida.

2. Generalizacion abusiva: Utilizaciobn de reglas conocidas
fuera de su contexto de validez.

3. Uso indebido del signo igual: Los estudiantes conciben el
signo igual como una accion que debe llevar a un resultado en vez
de considerarlo como un equilibrio manipulable en ambos sentidos.

4. Reduccion de campo. Los alumnos prescinden de algunas
condiciones y se quedan s6lo con las que son relevantes para el su-
jeto.

5. Necesidad de clausurar: Reduccion de las situaciones a
términos mas simples y conocidos.

6. Traduccion literal de enunciados: Elaboracion de la expre-
sion simbolica en el mismo orden en que aparece en el enunciado
coloquial.

Completamos estos dos trabajos exponiendo algunos de los re-
sultados obtenidos por Oppenheim (1987) al estudiar los errores en
“aritmetica generalizada” mediante un test de 135 items contestado
por 140 jovenes de ensefianza secundaria. En el area de la interpreta-
cion de letras, encontrd que, aunque muchos estudiantes reconocian
que las letras representaban nimeros, sin embargo valoraban las ex-
presiones en términos de nimeros particulares; por ejemplo:

1. Para decidir si A — B = 0 es una expresion verdadera no
basta con saber que A es igual a B sino que es necesario conocer
los valores concretos de A y de B.

2. Dados dos nimeros enteros positivos A y B, su producto
A.B no es siempre mayor que ambos, sino que depende de los va-
lores concretos de A y de B.
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3. N (1/N) no es 1 sino que depende del valor de N.

En el area de la simbolizacion de problemas, encontrd que
muchos alumnos escogen la expresion x > y para representar la
cantidad en que x excede a y, y 2N/3N 0 N:2/3 6 2/3:N para re-
presentar 2/3 de un nimero N. Asimismo, casi la mitad de los
alumnos infiere de C > Dy E > F la expresion C/E > D/F (en
lugarde C+ E > D+ F).

1.3.3. Concepciones erroncas en geometria

Seleccionamos de nuevo tres investigaciones representativas
de los estudios que s¢ han realizado en este campo.

Hershkowitz (1987) investigd el “grado” de asimilacion de al-
gunos conceptos bésicos de geometria en alumnos de ensefianza
primaria y secundaria (572), estudiantes de una escuela de profeso-
rado (142) y profesores de ensefianza primaria en ejercicto (25). En
la identificacion y construccion de elementos geoméiricos constatd
errores como los siguientes:

1. No reconocimiento de tridngulos rectingulos en figuras
cOomo:

N

2. No reconocimiento de las figuras siguientes como cuadri-
lateros:

<

3. Concepcion de las alturas como segmentos “interiores™ al
triangulo.

El autor constatd que algunos de estos errores, como el refe-
rido a los cuadrilateros, disminuyen con el nivel de escolarizacion.
Otros, como en el relativo al tridngulo rectangulo, son comparti-
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dos de modo paralelo por los tres grupos que formaban la mues-
tra. Atribuye estos comportarientos a que los estudiantes se dejan
llevar en las tareas de identificacion y construccion por los prototi-
pos, es decir, por aquellos super-gjemplos que son los mas popula-
res de un concepto dado, y estas representaciones empobrecen el
concepto porque, con frecuencia, ocultan alguno de sus atributos
criticos.

En relacion también con la formacion y adquisicién de con-
ceptos geométricos, Medeci, Speranza y Vighi (1986) indagaron
qué caracteristicas geométricas son elegidas preferentemente para
efectuar los procedimientos de abstraccion y cual es el papel del lé-
xico geométrico. Sobre una muestra de 388 estudiantes de 9-10
afios, mediante un cuestionario de 11 items, obtuvieron los si-
guientes resultados:

1. El nimero de lados de un poligono es un criterio de cla-
sificacion mas intuitivo que el paralelismo de sus lados, el nimero
de angulos rectos o la equisuperficialidad.

2. Sin embargo, cuando se trata de triangulos, la existencia
de un 4ngulo recto es un criterio de clasificacion determinante; por
ejemplo, a la pregunta:

JPondrias la figura 1 en A 0 en B?

AN

1

el 83% de los alumnos responde que en B. Este resultado contras-
ta con el obtenido por Hershkowitz (1987) pues supone un recono-
cimiento generalizado del triangulo rectangulo en posicidon no pro-
totipica. Los mismos autores se sorprenden de este resultado que
atribuyen a la actividad especifica desarrollada en clase para reco-
nocer un angulo recto incluso cuando no esta dibujado con los la-
dos paralelos a los bordes de la hoja.
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3. Como contraste, solo la tercera parte de los alumnos re-
conoce que esta figura

es un cuadrado; la mitad lo llama rombo, aunque las respuestas
varian notablemente de clase en clase segin que, en ellas, los
alumnos hubieran trabajado o no con las transformaciones geomé-
tricas.

4. La presencia de un “nombre propio oficial” que se puede
atribuir a una figura geomeétrica influye a menudo en el criterio
con el que los nifios agrupan o asocian figuras. Sin embargo, se
notan dificultades al describir las figuras cuando no se pueden de-
notar con nombres conocidos.

5. El hecho de que muchos libros de texto, para cada tipo
de figura, presenten un solo ejemplo grafico conduce a que esa fi-
gura concreta acabe por tomarse como modelo estandar del con-
cepto. Los nifios suelen ampliar ¢l modelo estandar solo con tras-
laciones u homotecias, lo que es fuente de numerosos errores.
Estas ideas corroboran las anteriormente mencionadas de Herh-
kowitz (1987) sobre los prototipos.

Otros trabajos investigan las ideas que tienen los estudiantes
sobre el “método” matematico y su naturaleza. Destacamos el tra-
bajo de Vinner y Zur (1987) que examina si los estudiantes de los
cuatro ultimos cursos de la ensefianza secundaria han apreciado el
aspecto de la geometria como un sistema deductivo y si han ad-
quirido algunas habilidades especificas para el aprendizaje de la
geometria como tal sistema deductivo. Utilizaron un cuestionario
respondido por 201 alumnos que constaba de 6 partes, cada una
de las cuales analizaba un aspecto particular de este aprendizaje:

— Habilidad para identificar figuras y explicarlas analitica-
mente.
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— Habilidad para dibujar figuras y definirlas.

— Naturaleza de la definicion matematica.

— Diferencias entre definiciones y teoremas.

— Esquema basico de la presentacion matematica.

— Descomposicion de una proposicion en hipOtesis y tesis.

Entre las conclusiones a que llegaron los autores, destacamos
las siguientes:

1. La habilidad para reconocer y dibujar figuras geométri-
cas sencillas es alta; no obstante, casi la cuarta parte de los alum-
nos no reconocen que la figura a es un rombo a pesar de sefialar-
les mediante un segmento la igualdad de sus lados; en cambio,
practiccamente todos reconocen la figura b (de nuevo estamos ante
un abuso de los modelos prototipicos).

2. Un nimero variable de estudiantes (entre 1/3 y 2/3, de-
pendiendo del curso) comprenden la naturaleza minimalista de la
definicion matematica, esto es, que el conjunto de atributos criti-
cos del concepto que se recogen en la definicion debe ser minimo.
El resto de los estudiantes incrementa este conjunto con propieda-
des que son deducibles o que no son atributos del concepto. Asi,
por ejemplo, aceptan como definiciones matematicas las siguientes:

a) Un triangulo isdsceles es un tridngulo con dos ladoes y dos
angulos congruentes.

b) Los paralelogramos son cuadrilateros con lados opuestos
paralelos e iguales.

¢) Angulos adyacentes son aquéllos que tienen el vértice y un
lado comun y ademas suman 180°.

3. En una lista de frases sobre geometria elemental, mas de
la mitad de los alumnos reconocen cuales deben ser probadas y
cuales no. En este Gltimo caso, la mayoria argumenta que son de-
finiciones o axiomas. Se observa, sin embargo, que algunos consi-
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deran la definicion de lineas paralelas (“aquéllas que no se cor-
tan™) como un axioma.

4. La habilidad para descomponer proposiciones en “hipo-
tesis” y “tesis” depende del contenido, es decir, varia segin la ex-
periencia previa con los conceptos implicados 0 con proposiciones
similares.

Los autores sefialan que encontraron diferencias entre los
cuatro niveles de escolaridad, en el sentido de que el porcentaje de
respuestas correctas aumentaba con el grado, pero estas diferencias
no fueron drasticas.

1.3.4. Concepciones erroneas en analisis

Revisamos algunos estudios sobre graficas de funciones y so-
bre calculo diferencial e integral. Entre los primeros destaca el re-
alizado por un grupo de investigadores ingleses (Bell, Brekke y
Swan, 1987; Swan, 1989) que s¢ propusieron identificar las concep-
ciones erroneas que tienen los alumnos de ensefianza primaria so-
bre las graficas de funciones (interpretacion y construccion). Las
principales ideas erréneas que encontraron son las siguientes:

1. Identificacion de una grafica con el dibujo de una situa-
cion.

2. Incomprension de que las graficas muestran una relacion
entre dos variables.

3. Confusién de intervalos y gradientes con puntos particu-
lares. '

4, Fijacion en uno o dos factores y exclusion de los restan-
tes al construir una gréafica.

Clement y otros (1985) volvieron a encontrar en la ensefianza
secundaria el primero de estos errores y una variante del tercero:
confusion de la pendiente (rapidez de variacion) con puntos mas
altos o puntos mas bajos de la grafica. Al menos en el primer caso
nos encontramos ante una idea previa erronea (grafica = dibujo de
una situacion) resistente al cambio tras el proceso instructivo habi-
tual.

En el campo del célculo elemental, destaca la investigacion de
Orton (1983 a y b) realizada con dos grupos de estudiantes: uno
de ensefianza secundaria (n = 60) y otro de ensefianza universitaria



34 JOSE DEL RIO SANCHEZ

(n = 50). Entrevisto dos veces a cada alumno durante una hora
aproximadamente empleando un test de 38 items. En lo referente a
concepciones erroneas, he aqui los resultados mas interesantes:

1. Tratamiento del simbolo del infinito como un simbolo al-
gebraico.

2. Las sucesiones crecientes (como 3n/n + 1) tienden a infi-
nito.

3. Incapacidad para apreciar cuando el calculo de un limite
resuelve un problema como, por ejemplo, el calculo del area bajo
una curva mediante el limite de las aproximaciones rectangulares.

4. Predominio del algoritmo sobre la comprension concep-
tual al calcular por integrales el area bajo una curva; por ejemplo,
ignoran la condicion de que la funcion debe estar acotada.

5. En la siguiente figura, cuando los puntos Q. se aproxi-
man indefinidamente a P, las secantes liegan a convertirse en el
punto P,

Qi
Q:

Qs

6. Confusion de la derivada en un punto x con la tasa de
variacion media en un intervalo (x, x+ h).

7. Fracaso en la interpretacion de una derivada nula o ne-
gativa en un punto.

La extension de estas ideas erroneas es diferente en los dos
grupos pero no siempre a favor de los estudiantes de ensefianza se-
cundaria. Artigue y Viennot (1987) confirman con estudiantes uni-
versitarios de matematicas el error cuarto: prevalecen los procedi-
mientos algoritmicos sobre la comprensién del concepto que esta
en juego.
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1.3.5. Superacién de concepciones erréneas con metodologias para
el aprendizaje por descubrimiento

En los parrafos anteriores hemos revisado los trabajos que se
ocupan de identificar y analizar las ideas erroneas que estudiantes
de distintos niveles educativos poseen acerca de las matematicas.
Aunque la mayoria dan orientaciones generales para una ensefian-
za eficaz, muy pocos son los que disefian unos materiales didacti-
cos concretos o se interesan por estudiar el efecto que tienen sobre
su superacion los diferentes métodos instructivos. Citamos dos
ejemplos excepcionales y suficientemente representativos: el pro-
yecto “Strategies and Errors in Secondary Mathematics” y la En-
sefianza por Diagnostico.

El proyecto “Strategies and Errors in Secondary Mathema-
tics” (SESM), consolidado por el Social Science Research Council
y con sede en el Chelsea College de la Universidad de Londres, se
ha preocupado tanto de identificar errores como de disefiar estra-
tegias instructivas capaces de superarlos (Booth, 1982). Su método
de ensefianza del algebra se¢ basa en una “maquina matematica”
que debe ser programada para resolver problemas dados. Una ex-
periencia con tres grupos de alumnos que durd seis clases arroja
un notable incremento del aprendizaje medido por diferencias de
puntuaciones en el test CSMS (Hart, 1981) antes y después del pe-
riodo instructivo.

El método instructivo con mas repercusion que utiliza de un
modo sistematico las ideas erroneas de los estudiantes para modifi-
carlas ha sido desarrollado en el Shell Center for Mathematical Edu-
cation (Universidad de Nottingham) y recibe el nombre de Ensefianza
por diagnostico o Ensefianza diagnostica (Bell, 1982, 1986a, 1986c,
1987). Este método implica, en primer lugar, la identificacion de las
concepciones erroneas que tienen los estudiantes y, en segundo lugar,
el disefio de actividades en las cuales estas ideas sean expuestas, pro-
voquen un conflicto que estimule discusiones y conduzca a los estu-
diantes a reorganizar sus ideas, incorporando sus interiorizaciones
nuevas o corregidas. Entre estas actividades destacan:

Problemas criticos
Empleo de diagramas
Sustitucion de numeros faciles

Juegos
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Invencion de preguntas

Calificacion de deberes

Tareas colectivas

“La leccion diagnostica tipica utiliza uno o unos cuantos pro-

blemas criticos (casi siempre desarrollados originalmente como
items de tests) para descubrir concepciones erroneas y asi provocar
discusiones conducentes a una resolucion; a continuacion siguen
problemas similares que se dan con alguna forma de feed back in-
mediato en cuanto a la correccion, para consoldiar la conciencia
acabada de adquirir. El valor de este método general quedo de
manifiesto en nuestros primeros experimentos. Sin embargo, su
viabilidad para todos los maestros y todas las clases era un tema
de investigacion y, en consecuencia, se realizaron observaciones
para identificar las condiciones de éxito en el conflicto- discusion.
Los resultados de estas observaciones se incluyen en las propuestas
para maestros que se encuentran en las notas de cada una de nues-
tras unidades de ensefianza” (Bell, 1987, p. 80). Han publicado
materiales sobre decimales, razones, elecciébn de operaciones, alge-
bra y graficas de funciones (este tltimo material ha sido traducido
y publicado recientemente en nuestro pais: Swan, 1989)

1.4. Conclusiones

En los tres apartados anteriores hemos revisado las investiga-
ciones que podrian arrojar luz sobre los tres interrogantes formu-
lados en el problema que origina nuestro trabajo:

“Entre las metodologias didacticas para el aprendizaje por
descubrimiento,

» jcuales producen mejores rendimientos al experimentarlas

en clases reales?

e ;qué diferencias se observan al actuar sobre distintos tipos

de estudiantes?

+ ;cudles favorecen mas el cambio conceptual en los alumnos?”.

Antes de resumir las conclusiones que se deducen de esta re-
vision en relacion con estas tres preguntas, vamos a enumerar al-
gunas dificultades, algunas objeciones, acerca de los trabajos revi-
sados que, sin duda, matizan y mediatizan estas conclusiones:
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a) En las investigaciones que comparan metodologias didacti-
cas, no suelen describirse los principios tedricos psico-pedagogicos
en los que se asientan los métodos de descubrimiento, lo que aca-
rrea una gran ambigiiedad en los términos “aprendizaje por descu-
brimiento” y “ensefianza por descubrimiento”. Lo {inico que pare-
cen tener en comun todas estas metodologias es su participacion
en una secuencia de aprendizaje que no empieza con la explicacion
por parte del maestro de reglas o generalizaciones.

b) En algunas de estas investigaciones, el periodo instructivo
¢s demasiado corto y no siempre se han controlado suficientemen-
te las variables intervinientes (por ejemplo, no suele describirse con
detalle la intervencion del profesor).

c) Ademas, en general, no se diferencian los rendimientos en
los distintos campos de aprendizaje que, segiin el Informe Cock-
croft (1985, parrafo 240), son los siguientes: hechos, destrezas, es-
tructuras conceptuales, estrategias generales y apreciacion. Los Ae-
chos son unidades de informacion esencialmente inconexas o
arbitrarias. Comprenden las convenciones en materia de notacion,
los factores de conversion y los nombres asignados a conceptos de-
terminados. Las destrezas comprenden todo tipo de procedimien-
tos establecidos que puedan desarrollarse mediante una rutina. Las
estructuras conceptuales son conjuntos de conocimientos amplia-
mente interconectados que sostienen el gjercicio de las destrezas o
permiten adaptar un procedimiento a una nueva situaciéon. Las es-
trategias generales son procedimientos que guian la eleccion de la
destreza que debe emplearse o de los conocimientos a que se debe
recurrir en cada etapa de la resolucion de un problema. La apre-
ciacion implica una percepcion de la naturaleza de las matematicas
y la adopcidn de ciertas actitudes positivas ante ellas. Comparando
estos elementos con los clasicos campos de aprendizaje de Gagné,
se observa una correspondencia inmediata:

— Hechos, conceptos y estructuras conceptuales constituirian
¢l campo de la informacion.

— Las destrezas constituirian los campos de las habilidades
intelectuales y psicomotrices que, en el caso de las matematicas,
podemos llamar, con mas precision, procedimientos algoritmicos.

— Las estrategias generales formarian el campo de las estra-
tegias cognitivas, que, en el caso de las matematicas, son funda-
mentalmente de tipo heuristico.
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- La apreciacién perteneceria al campo de las actitudes.

d) En las investigaciones sobre concepciones erroneas, no s¢
precisa si son pre o post-instruccionales ni el tipo de curriculum
seguido. Tampoco suelen precisar la evolucion de su extension a lo
largo del nivel educativo en que son detectadas.

Con la relatividad que resulta al considerar todas estas obser-
vaciones, enumeramos, a continuacion, las principales conclusiones
que se derivan de la revision realizada:

1. Cuando se comparan metodologias didacticas para el
aprendizaje por descubrimiento con metodologias expositivas, pa-
rece que el aprendizaje inicial en tareas que no implican transfe-
rencia es superior con las Gltimas, mientras que tanto en transfe-
rencia como en retencion producen mejores resultados las
primeras. Cuando se comparan dos metodologias para el descubri-
miento, las pocas investigaciones realizadas no arrojan resultados
unanimes: algunos autores no encuentran diferencias entre dos tra-
tamientos dirigidos (Williams, 1983); otros, como Gagné y Brown
(1961), detectan mayor poder de transferencia en el descubrimiento
dirigido que en el abierto, y otros, como Kersh (1962), obtienen
resultados contrarios. En cuanto a la actitud hacia las matemati-
cas, también los datos son contradictorios: unos autores no en-
cuentran variaciones actitudinales en alumnos sometidos a diferen-
tes tratamientos de descubrimiento y/o exposicion (Worthen, 1968;
Aiken, 1976; Williams, 1983) y otros, en cambio, indican que el
Jmétodo de descubrimiento eleva el nivel de actitud positiva en los
estudiantes (Olander y Robertson, 1973).

2. Sobre la interaccion de las metodologias didacticas para
el aprendizaje por descubrimiento con las caracteristicas de los
alumnos, podemos enunciar las siguientes conclusiones:

— Los métodos de descubrimiento son mas eficaces con
alumnos que tienen un bajo nivel de ansiedad que los métodos ex-
positivos.

— Los métodos de descubrimiento son mas eficaces con es-
tudiantes extravertidos que los métodos expositivos.

— No se han encontrado interacciones del lugar de control
con el grado de orientacion externa del tratamiento instructivo.

— Los métodos de descubrimiento y los metodos expositivos
favorecen por igual a los alumnos con una habilidad intelectual al-
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ta; en cambio, los métodos expositivos favorecen mas a los alum-
nos con una habilidad intelectual baja.

— Los meétodos de descubrimiento abierto son mas eficaces
con estudiantes independientes de campo que los métodos de des-
cubrimiento dirigido (McLeod y Adams, 1977 ; McLeod y otros,
1978); en cambio, no se ha encontrado interaccion entre este estilo
cognitivo y los tratamientos expositivo y por descubrimiento
(McLeod y Adams, 1980 a; Threadgill, 1979).

3. En el campo de las concepciones erroneas, la inmensa ma-
yoria de las investigaciones se preocupa solo de identificarlas sin
especificar si son pre y/o post- instruccionales ni qué tratamiento
instructivo han seguido los alumnos de las muestras. Resumimos
aqui las mas representativas:

Aritmetica;

“Subir en una escala” implica “aumentar el niimero”.

— Las variaciones en la region negativa de una escala son
afectadas con el signo menos.

— El numerador y el denominador son elementos conceptual
y algoritmicamente independientes.

Algebra:

— El resultado de un problema o de una pregunta no puede
ser la suma de niimeros y letras (3 + n, a + 1, etc.).

— Los paréntesis no son necesarios ya que las operaciones
deben realizarse en el orden en que se escriben y, en todo caso, el
resultado es el mismo.

— El signo igual indica una “accion” que debe llevar a un
resultado, no un equilibio manipulable en ambos sentidos.

Geometria.

— Un objeto geométrico (tridngulo, rombo, altura...) perte-
nece a una determinada clase si coincide con el “ejemplo prototi-
po” de la misma (o sus transformados por una traslacion y/o una
homotecia).

— Una definicidén matematica de un objeto geomeétrico s
una colecciéon de atributos que lo describen; no es necesario que lo
determinen univocamente ni que la coleccion sea minima.

Analisis:

— Una grafica funcional es un dibujo de una situacion.
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— La maxima rapidez de variacion de una funcion se alcan-
za en los puntos mas altos o mas bajos de su grafica.

— Las sucesiones crecientes tienden a infinito.

— En la siguiente figura, cuando los puntos Q. se aproximan
indefinidamente a P, 1as secantes llegan a convertirse en el punto P.

Muy escasos son los trabajos que investigan el nivel de supe-
racion de este tipo de ideas mediante tratamientos instructivos
adecuados. Destacan los trabajos surgidos en el Shell Center for
Mathematical Education (Universidad de Nottinghan) sobre la En-
sefianza por diagnostico, método que demuestra ser eficaz en esta
superacion provocando el conflicto cognitivo con actividades ins-
tructivas adecuadas. No se han encontrado investigaciones impor-
tantes sobre la superacion de errores (cambio conceptual) median-
te metodologias basadas en el aprendizaje por descubrimiento.

1.5. Formulacion de los objetivos de la investigacion

Las conclusiones anteriores obtenidas de la revision literaria
acerca de los tres campos en los que incide el problema que origina
esta investigacion nos permiten ajustar los objetivos de la misma.

En primer lugar, las escasas investigaciones realizadas sobre
la comparacidén de la eficacia de las metodologias didacticas para
¢l aprendizaje por descubrimiento, la imprecision del soporte teori-
co que las sustenta, la indiferenciacion de los campos de aprendi-
zaje en los que se mide el rendimiento y la obtencion de algunos
resultados contradictorios obligan a seguir investigando en este te-
rreno tratando de superar algunos de estos inconventientes. Y,
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aunque las investigaciones de comparacion entre metodologias por
descubrimiento y expositivas son mas abundantes, las objeciones
anteriores también sugieren que ese campo debe todavia ser explo-
rado.

En segundo lugar, las mismas consideraciones anteriores jun-
to con la existencia de variables importantes que no han sido sufi-
cientemente estudiadas, nos inducen a considerar que la investiga-
cion de las interacciones entre tratamientos y caracteristicas de los
sujetos €s una cuestion que permanece todavia abierta.

En tercer lugar, la inexistencia de trabajos sobre la eficacia de
las metodologias para el aprendizaje por descubrimiento en la su-
peracion de errores conceptuales nos indica que para nuestra terce-
ra pregunta no hay ningin indicio de respuesta y, en consecuencia,
debe ser investigada.

Por lo tanto, los objetivos de nuestra investigacion son los si-
guientes:

1. Construir dos metodologias didacticas para el aprendizaje
de las matematicas por descubrimiento.

2. Comparar los rendimientos producidos por dichas meto-
dologias y por la expositiva habitual en distintos campos de apren-
dizaje (estructuras conceptuales, procedimientos algoritmicos, reso-
lucion de problemas y actitudes) a corto plazo y a largo plazo.

3. Comparar el nivel de cambio conceptual producido por
las tres metodologias (superacion de concepciones erroneas pre-
vias).

4. Analizar si existe interaccion con ciertas caracteristicas de
los alumnos (sexo, inteligencia general, nivel de instruccion previa,
estilo cognitivo, actitud hacia las matematicas) respecto a todos los
rendimientos.



CAPITULO 2

CONSTRUCCION DE DOS
METODOLOGIAS DIDACTICAS
PARA ELL APRENDIZAJE
DE LAS MATEMATICAS POR
DESCUBRIMIENTO

Introduccion

En ¢l capitulo anterior, tras la revision de la literatura rela-
cionada con el problema que origina esta investigacion, formula-
mos los objetivos de la misma. El primero consiste en construir
dos metodologias didacticas para el aprendizaje de las matematicas
por descubrimiento. Dedicamos los parrafos siguientes a esta ta-
rea. Para ello, utilizaremos el modelo formal de Joyce y Weil
(1985) que consta de cuatro grandes descriptores:

Introduccion al modelo: Objetivos, hipotesis tedricas, princi-
pios y conceptos fundamentales.

Andlisis del modelo: Sintaxis de las fases, sistema social, prin-
cipios de reaccion y sistema de apoyo.

Aplicacion: Uso en el aula.

Efectos didacticos y educativos.
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2.1. Modelo de la primera metodologia

2.1.1. Introduccién al modelo: Objetivos, hipotesis teoricas,
principios y conceptos fundamentales

Como hemos expuesto en el capitulo anterior, durante los
Ultimos 30 afios tuvieron lugar muchas innovaciones y experi-
mentaciones didacticas que se apoyaban en ¢l modelo del apren-
dizaje por descubrimiento. La ausencia de un significado preciso
y de una teoria coherente para este paradigma educativo contri-
buyd, no sélo a la proliferacion de términos afines (como apren-
dizaje por investigacion, por resolucion de problemas, por redes-
cubrimiento, método cientifico, etc.) sino a que muchas de estas
innovaciones se ejecutasen desde posturas vagas e, incluso, in-
consistentes. Esta indefinicion genero, a la vez, éxitos y fracasos
que condujeron a una amplia polémica sobre la validez del pa-
radigma (o hipotesis) del aprendizaje por descubrimiento (Ausu-
bel, 1976). Como consecuencia, algunos autores dedicaron sus
esfuerzos en desarrollar nuevos paradigmas que constituyeran
alternativas aceptables mientras otros se dedicaron a fundamen-
tar y precisar una teoria del aprendizaje por descubrimiento que
pudiera corregir la dispersién observada y sirviera para su utili-
zacion en el escuela. Una revision critica de estos resultados y
una acertada reconstruccion tedrica puede verse en Barrdn
(1988) quien senala que los principios teoricos del aprendizaje
por descubrimiento, entendido como ‘“una construccion intra-
personal derivada de un procedimiento heuristico dirigido por el
propio sujeto” (p. 571), son los siguientes:

1. El sujeto esta dotado de potencialidad natural para descu-
brir conocimiento.

2. El resultado del descubrimiento es una construccion in-
trapsiquica novedosa.

3. El aprendizaje por descubrimiento encuentra su punio de
partida en la identificacion de problemas.

4. El aprendizaje por descubrimiento se desarrolla a través de
un proceso investigador de resolucion significativa de problemas.
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5. El acto de descubrimiento encuentra su centro logico en la
comprobacion de conjetura.

6. Para que la actividad resolutiva pueda ser caracterizada de
descubrimiento ha de ser autorregulada y productiva.

7. El aprendizaje por descubrimiento va asociado a la pro-
duccién de errores.

8. Al aprendizaje por descubrimiento le es consustancial la
mediacion de la orientacion sociocultural.

9. El grado de descubrimiento es inversamente proporcional
al grado de determinacion externa del proceso resolutivo.

10. El aprendizaje por descubrimiento responde a ciertas re-
gularidades en funcion de las cuales puede ser pedagodgicamente
promovido.

En resumen, podemos concebir el aprendizaje por descubri-
miento como un proceso cognoscitivo que parte de [a identifica-
cion de un problema y, mediante un procedimiento resolutivo al
que es consustancial la evaluacion de hipotesis, autorregulado por
el propio sujeto con la necesaria orientacion sociocultural, produce
una construccion intrasiquica novedosa.

Como asegura el principio décimo, el aprendizaje por descu-
brimiento constituye una base importante para el desarrollo de
metodologias instructivas. Nuestro modelo, como consecuencia de
esta conceptualizacion, participa de los siguientes principios didacti-
cos generales:

1. Concebir el aprendizaje como una construccion intraper-
sonal obliga al profesor a disefiar actividades didacticas estructura-
das de manera que emerjan los conceptos previos y se generen
conflictos cognitivos que desencadenen los subsiguientes procesos
de equilibracion, lo cual contribuye a que el aprendizaje sea signi-
ficativo.

2. Aungue en la fase inicial del descubrimiento se produz-
can errores y se emitan falsas conjeturas, como el proceso no con-
cluye ahi pues el centro logico de este aprendizaje se encuentra en
la evaluacion de estas conjeturas (demostracion o refutacion), es
imprescindible la realizacion de esta tarea por parte de los estu-
diantes.

3. Puesto que al aprendizaje por descubrimiento le es con-
sustancial la mediacion de la orientacion sociocultural, la metodo-
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logia didactica favorecera el dialogo y la discusion de los alumnos
entre si y de éstos con el profesor, actividad que es muy recomen-
dada, entre otros, por el Informe Cockcroft (1985).

4. Son actividades intrinsecas de esta metodologia la resolu-
cion de problemas, el desarrollo de investigaciones y la realizacion
de trabajos experimentales, tareas todas ellas muy importantes en
el aprendizaje, no solo de los contenidos de las matematicas, sino
de su naturaleza y de sus métodos (Krulik y Reys, 1980; Shufelt y
Smart, 1983).

5. En el aprendizaje por descubrimiento es necesario que los
alumnos utilicen y desarrollen constantemente las estrategias heu-
risticas generales para que puedan llegar a tomar conciencia de su
valor como herramientas metacognitivas (Bell, 1987) y aumentar,
de este modo, su capacidad intelectual (Kersh y Wittrock, 1962).

6. El aprendizaje por descubrimiento usa el razonatmiento
empirico-inductivo en paralelo con el razonamiento axiomatico-de-
ductivo, tanto en lo que concierne a la adquisicion de conceptos,
estructuras conceptuales y procedimientos, como a sus aplicaciones
en un contexto de resolucion de problemas.

7. Como este aprendizaje requiere la participacion activa del
estudiante, es necesaria una componente de individualizacion de la
ensefianza que proporcione al alumno una adecuada motivacion
intrinseca (Bruner, 1961; Hendrix, 1961).

8. La mediacion sociocultural implica que la situacion de
aprendizaje est¢ bien estructurada, simplificada y expertamente
programada para no discriminar a aquellos estudiantes que, por
sus caracteristicas personales, podrian obtener rendimientos mas
bajos 0 acumular inseguridad en la resolucion de problemas (Ka-
gan, 1974),

9. Esta misma orientacion sociocultural debe garantizar una
cierta aceleracion del proceso de descubrimiento (Gagné, 1974) lo
cual es muy importante para desarrollar curriculos con una gran
cantidad de contenidos.

10. Las tareas instructivas deben permitir a los alumnos uti-
lizar activamente sus propios conocimientos y habilidades para
producir, no solo un aprendizaje significativo, sino un desarroilo
de su autoestima y de sus formas de pensamiento originales.

Los objetivos fundamentales de este modelo de ensefianza son
los siguientes:
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1. Asimilacion y transferencia de estructuras conceptuales y
procedimientos algoritmicos novedosos en un contexto de resolu-
cion de problemas.

2. Desarrollo de estrategias heuristicas.

3. Generacién de actitudes positivas hacia las matematicas.

Puede observarse, en el primer objetivo, una preocupacion
primordial por los contenidos especificos de las matematicas, en
contra de la irrelevancia que este aspecto suele tener en otras me-
todologias de este tipo. En segundo lugar, se coloca el desarrollo
de las estrategias heuristicas que son técnicas que tienen una alta
probabilidad de conducir a la resolucion de muchos tipos de pro-
blemas. Han sido identificadas mediante el analisis de la actuacién
de expertos 0 mediante la programacion de ordenadores que efec-
taen tareas intelectualmente exigentes. Polya (1965), Schoenfeld
(1983, 1985), Newel y Simon (1972) y otros autores han seleccio-
nado heuristicas como las siguientes:

— Representacién grafica o simbdlica: Trazar un dibujo o
un diagrama que resuma la informacion del enunciado, representar
con numeros o letras las vanables, etc.

— Problema analogo: Buscar un problema con una estructu-
ra similar o equivalente que ya haya sido resuelto o que sea mas
sencillo.

— Casos especiales: Simplificar el problema fijandose en ca-
sos especiales (dando valores a las variables, etc.).

— Subproblemas: Descomponer €l problema en partes (con-
siderando, por ejemplo, condiciones u objetivos parciales) de modo
que la solucion progresiva de ellos conduzca a la solucién comple-
ta del problema.

— Registro de alternativas y exploracion sistematica: Buscar
todas las posibilidades y analizarlas sistematicamente.

— Vuelta atras: Suponer resuelto el problema y empezar des-
de el final.

— Relaciones intermedias: Buscar relaciones entre los datos
y la incognita (o entre la hipotesis y la tesis) que permitan trans-
formarlos o acercarlos.

Las heuristicas, como estrategias cognitivas que son, ocupan
un papel importante en la educacion y, por su gran versatilidad y
aplicabilidad, su desarrollo se incluye como objetivo en nuestro
modelo de ensefianza.



48 JOSE DEL RIO SANCHEZ

Las actitudes son instancias que predisponen y dirigen sobre
los hechos de la realidad y representan una sintesis personal que
filtra las percepciones y orienta el pensamiento, facilitando la
adaptacion de la persona al contexto. Por ello, la atencion pedago-
gica a las actitudes se constituye en un proceso de interés central
para la educacion siempre que aspire a transformaciones perma-
nentes en la persona. Las actitudes negativas en los estudiantes
obstaculizan su aprendizaje y, a la vez, estas actitudes pueden ser
generadas por una ensefianza mal suministrada. En consecuencia,
nos parece de capital importancia incluir la generacion de actitudes
positivas como el tercer objetivo para nuesta metodologia.

2.1.2. Anilisis del modelo: sintaxis de las fases

Los modelos de ensefianza por descubrimiento tienen distin-
tas fases segiin los autores que los progongan. Asi, Joyce v Weil
(1985, p. 80-82) distinguen cinco fases:

Fase primera: Contacto con ¢l problema (confrontacion del
alumno con una situacion problematica normalmente sorprenden-
te).

Segunda fase: Verificacion de datos (recogida de informacion
sobre los sucesos que se ven o experimentan).

Tercera fase: Experimentacidon (introduccion de nuevos ele-
mentos en la situacion problematica y estudiar su efecto).

Cuarta fase: Formulacion de una explicacion (a partir de la
informacion recogida, se elabora una teoria).

Quinta fase: Reflexion sobre el proceso (analisis del método
seguido en la investigacion).

Por su parte, Barrén (1988, p. 543-551) distingue cuatro fa-
ses:

Fase primera: Identificacion de la problematica a investigar.

Fase segunda: Conceptualizacion y formulaciéon de una pro-
puesta de resolucion.

Fase tercera: Comprobacion de la propuesta de resolucion.

Fase cuarta: Sintesis, valoracidn e integracion del descubri-
miento realizado.
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Ya en el campo de la educacién matematica, Marks (1980)
sugiere la secuencia siguiente para la ensefianza de conceptos:

Fase primera: Propuesta de varios ejemplos para que los
alumnos identifiquen atributos criticos.

Fase segunda: Propuesta de varios contraejemplos para que
los alumnos identifiquen atributos no criticos.

Fase tercera: Formulacion de una definicién (regla o princi-
pio) por parte de los alumnos.

Fase cuarta: Verificacion de esa definicion en diferentes situa-
ciones. ‘

Adaptando todas estas propuestas, hemos elaborado la nues-
tra. La ensefianza de un concepto, de una estructura conceptual o
de un procedimiento algoritmico se desarrolla, segin esta metodo-
logia, siguiendo tres fases que se articulan de la siguiente manera:

Primera fase: Contextualizacion

El profesor identifica las ideas previas, las concepciones intui-
tivas, que poseen ya los alumnos sobre el tema de estudio asi co-
mo su nivel de competencia en las estructuras conceptuales sobre
las que se asientan los nuevos conceptos o procedimientos algorit-
micos. Para ello, puede emplear cuestionarios adecuados, discusio-
nes en grupo, trabajos practicos, o bien, si existe ya alguna investi-
gacion, utilizar sus resultados. A continuacion, disefia una o varias
situaciones problemadticas con arreglo a los siguientes criterios:

— Su exploracion debe permitir que afloren y actien las
ideas previas generando conflictos cognitivos tanto personales co-
mo grupales (Driver, 1988, p. 116).

— Deben ser sorprendentes, novedosas, desafiantes y guar-
dar relacion con el mundo del alumno para que estimulen suficien-
temente su pensamiento (Nickerson, Perkins y Smith, 1987, p.
381).

— Han de calibrarse segan la capacidad y los conocimientos
de los alumnos de modo que todos puedan explorarlas, “a fin de
que sus posibles pequefios logros les proporcionen estimulos y ani-
mos para tareas mas importantes” (Guzman, 1987, p. 69).

Con esto se pretende motivar fuertemente al alumno en su
proceso de aprendizaje.
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Tras una exploracion individual de estas situaciones proble-
maticas y una discusion grupal suficientemente amplia y contrasta-
da, cada alumno formula sus propias conjeturas o propuestas de
resolucion.

Segunda fase: Construccion

En esta etapa, los alumnos deben demostrar o refutar sus
conjeturas. Es una etapa conflictiva pues muchas veces las demos-
traciones (sobre todo, si se requiere un cierto nivel de formaliza-
cidon) emplean estrategias dificiles de descubrir de un modo com-
pletamente auténomo. Por lo tanto, en la secuencia de actividades
desarrolladas en esta fase, la orientacién externa juega un papel
decisivo y delicado pues tiene que alcanzar un punto de equilibrio
que, sin anular el proceso constructivo autorregulado, garantice
que la evaluaciOn de conjeturas se realiza eficazmente, lo que cons-
tituye realmente el centro logico del aprendizaje por descubrimien-
to. Es el momento de la intervencion del pensamiento vertical
frente al lateral que generd la hipotesis (De Bono, 1968).

Obviamente, la evaluacion de las conjeturas puede facilitarse
si los alumnos poseen mas informacion que la suministrada en el
enunciado de la situacion problematica. En esta metodologia, los
estudiantes adquieren esa informacion realizando una secuencia de
actividades expertamente planificadas por el profesor. Las mas in-
dicadas serian de los siguientes tipos:

~ Elaboracion de definiciones: Como consecuencia de ob-
servaciones o sugerencias anteriores, se propone a los alumnos que
claboren la definicion matematica de un determinado concepto.

— Razonamientos dirigidos: Dada la dificultad intrinseca de
ciertos argumentos que conducen a propiedades importantes (teo-
remas), éstos se presentan de modo inacabado, con numerosas la-
gunas que el alumno debe rellenar, 0 desordenados para que los
ordene.

— Correccion y/o complementacion de calculos: se presentan
a los alumnos célculos incompletos, desordenados o con errores
para que los escriban correctamente.

— Generalizaciones y analogias: A partir de casos o situacio-

nes estudiadas anteriormente, se pide encontrar una ley o un pro-
cedimiento.
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Con este método, los alumnos deben obtener la cantidad de
informacioén adicional necesaria para afrontar con garantia de éxi-
to la evaluacién de las conjeturas pero sin que esta actividad pier-
da su caracter de verdadero problema.

Al final de este proceso, deben quedar construidos los nuevos
conceptos, estructuras conceptuales o procedimientos algoritmicos.
En este punto, es imprescindible también la intervencion externa
para explicar lo que, en el parrafo 1.4, hemos denominado hechos
(notaciones, nombres asignados a ciertos conceptos, etc.).

Tercera fuse: Ampliacion

Con el fin de reforzar los conocimientos, habilidades y actitu-
des que se van generando con este aprendizaje, se proponen una
seric de actividades algoritmicas, problemas o investigaciones cuya
resolucion permita al alumno incrementar la significacion y la red
de relaciones de los nuevos conceptos o procedimientos algoritmi-
cos al mismo tiempo que ponga en juego su poder de transferen-
cia. Algunos de estos problemas pueden obtenerse modificando las
condiciones, los datos o los objetivos de alguna de las situaciones
problematicas planteadas inicialmente. La discusion de este tipo de
problemas puede servir de actividad exploratoria para ¢l descubri-
miento de otros conceptos, estructuras conceptuales o procedi-
mientos algoritmicos, reiniciandose de nuevo el cicio del aprendi-
zaje por descubrimiento. Podemos representar la sintaxis de las
fases mediante el diagrama de la pagina siguiente. ‘

2.1.3. Analisis del modelo: sistema social

Ya hemos indicado antes que, en el inicio de la fase de con-
textualizacion, el profesor identifica las ideas previas de los alum-
nos y disefia consecuentemente una situacion problematica cuyo
analisis sera el punto de partida del aprendizaje. El profesor, por
lo tanto, prepara las condiciones intrapersonales de los alumnos
potenciando su motivacion epistémica y promoviendo la adquisi-
cion de una actitud investigadora que predisponga a la actuacion
resolutiva (Barron, 1988. p. 539). En la fase de construccion, al es-
tructurar una secuencia logica de actividades conducentes a facili-
tar la evaluacion de las conjeturas, el profesor potencia la adquisi-
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cion significativa de los conocimientos operativos necesarios con lo
cual favorece un ambiente segurizante y estimulante para el descu-
brimiento. En este entorno intelectual no amenazador, los alumn-
nos se sentirdn libres para expresar sus ideas y opiniones con el
convencimiento de que los verdaderos esfuerzos para pensar seran
respetados. Como muchos autores han indicado (Perret- Clermont,
1980; Forman y Cazden, 1984), es conveniente que trabajen en
grupos pequefios (tres es buen nimero) para que pueden dialogar
entre ellos y colaborar en la realizacion de las actividades propues-
tas. Ahora bien, debe advertirseles que, antes de discutir con los
compaifieros de grupo o con el profesor, cada miembro debe inten-
tar resolver las tareas por su cuenta, de modo que ese trabajo per-
sonal, ese ejercicio de busqueda, ese esfuerzo, sea la base de sus
discusiones posteriores. El profesor debe estar atento para que la
actividad del grupo no anule la actividad de los sujetos. Actuard
como animador, colaborador y facilitador del aprendizaje, mani-
festando de un modo natural y espontaneo su entusiasmo hacia las
matematicas y su gozo por trabajar en ellas

Al acabar cada una de las fases o cuando lo crea conveniente, el
profesor coordinard una puesta en comln con el fin de asegurar que
los resultados son conocidos y compartidos por todos los alumnos
puesto que algunos conducen a estructuras conceptuales que es nece-
sario utilizar en actividades posteriores. Solo debe insistir en aquelias
actividades en las que previamente detectd deficiencias generales. En
las demas, se pedird a un grupo que “exponga” su solucion, la cual
debe ser aprobada o desaprobada por el resto de la clase. Conviene
que, en cada puesta en comun, intervengan diferentes grupos (uno
para cada actividad) con el fin de que el dialogo sea lo mas global y
eficaz posible, tanto de los alumnos entre si como de éstos con el
profesor. Si hay diferentes soluciones a un mismo problema, conviene
que salgan todas a la luz. Aqui es donde todos pueden ver los dife-
rentes modos para resolver un problema y estudiar con detalle las
distintas estrategias heuristicas.

2.1.4. Anilisis del modelo: principios de reaccion

Cuando los alumnos estén realizando las actividades, el pro-
fesor pasara por los distintos grupos de trabajo, no como un ins-
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pector, sino como una persona que procura atender y ayudar indi-
vidualmente a todos los alumnos sin discriminaciones. De este mo-
do, generara en ellos la suficiente confianza y admiracion como
para que surja el dialogo. En ese didlogo personal o de pequefio
grupo, el profesor no debe facilitar informacién a los alumnos, sino
que debe conseguir que éstos sientan curiosidad y piensen por si
mismos, pero sin abocarlos al desaliento o a la desesperacion por-
que no encuentren las soluciones; por el contrario, intentard que
los alumnos obtengan éxitos (aunque sean parciales) con el fin de
aumentarles la confianza y la seguridad en su quehacer matemati-
co. Al mismo tiempo, procurara convencer a los alumnos de que,
también en matematicas, el trabajo y el esfuerzo conducen al éxito;
para ello, detectara los logros conseguidos de esta forma y los elo-
giara explicitamente.

Un interés sincero y evidente por parte del profesor en lo que
piensan sus alumnos ayudara, sin duda, a aumentar su disposicion
a compartir sus pensamientos. Algunos autores (Costa, 1981) han
estudiado algunos mecanismos de respuesta de los profesores que
parecen facilitar la actividad intelectual de los alumnos: el silencio
después de una pregunta o después de que un alumno conteste;
aceptar, fomentar, integrar y ampliar las ideas del alumno; aclarar;
proporcionar informacion adicional; etc. En todo caso, “las fun-
ciones que han de desempefiar las orientaciones o indicaciones
proporcionadas por ¢l profesor son:

— Motivar y estimular el mantenimiento del esfuerzo resolu-
tivo.

— Orientar la atencion hacia las caracteristicas esenciales del
espacio del problema (objetivo, conceptos, principios subyacen-
tes...).

— Facilitar la actualizacion de conocimientos y operaciones
pertinentes.

— Orientar la blisqueda hacia el campo adecuado de conoci-
miento.

— Potenciar la autorregulacion del procedimiento de resolu-
cion, alentando la secuencia de estrategias mas adecuadas, y limi-
tando el rango de las direcciones erroneas.

~ Ayudar a tomar conciencia de los caminos errados y a
hacerlos productivos.
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— Fortalecer la resistencia a la frustacion y el esfuerzo por
mantener el proceso resolutivo hasta la comprobacién y valoracién
final de los descubrimientos realizados.

— Organizar, estimular y encauzar la dinamica investigadora
de la clase en el marco de unas adecuadas condiciones ambienta-
les...” (Barron, 1988, p. 542).

2.1.5. Anilisis del modelo: Sistema de apoyo

El principal sistema de apoyo que proponemos para desarro-
llar esta metodologia es un guion de actividades cuidadosamente
planificadas y estructuradas segiin las ideas que venimos expresan-
do, de manera que pueda ser utilizado de modo individual por to-
dos los alumnos. Si este material no es elaborado por el propio
profesor, también sera necesaria una guia para orientar su inter-
vencion en la clase. Durante las puestas en comimn, es conveniente
que utilice transpariencias u otros medios audiovisuales que le per-
mitan conducir comoda y agilmente los debates. Los alumnos, por
su parte, deben manejar la mayor variedad posible de modelos y
materiales didacticos pues esta actividad contribuye al desarrollo y
al reforzamiento de muchas ideas. El ambiente de la clase también
tiene su importancia. Se debe tratar de convertir la clase en un lu-
gar interesente ¢ intelectualmente estimulante. “Una clave para ello
es la variedad: los frecuentes cambios en la ordenacion de los
asientos, en las reproducciones de las paredes, en los libros, en los
objetos de interés, en los productos que fa clase ha realizado”
(Nickerson, Perkins y Smith, 1987, p. 380).

2.1.6. Aplicacién del modelo

Es el profesor, manteniendo respecto a su tarea la misma ac-
titud indagadora que desea para sus alumnos, quien debe realizar
las oportunas concreciones y adaptaciones de esta metodologia a
sus circunstancias reales, asi como el disefio de los materiales ade-
cuados. No obstante, podemos hacer algunas recomendaciones ge-
nerales sobre su aplicacion.
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En primer lugar, el nivel educativo de los estudiantes debe in-
fluir fundamentalmente en el grado de formalizacién del proceso
de evaluacion de las conjeturas. En los niveles inferiores una com-
probacion de las mismas (por experientacion, ejemplificacion, vi-
sualizacion, etc.) puede sustituir a una demostracion formal. Por el
contrario, la refutacion de una conjetura falsa debe practicarse des-
de los primeros cursos pues es una técnica sencilla que va generan-
do en los alumnos la conciencia del universo de aplicaciéon de los
conceptos v de los procedimientos algoritmicos. También en los
primeros niveles, conviene que todo el ciclo de la ensefianza y
aprendizaje de un determinado concepto o algoritmo se realice en
el mismo periodo de clase para no frustar las expectativas de los
nifios lo que les generaria ansiedad o inseguridad. A medida que
asciende el nivel de escolarizacion, este ciclo puede durar varias
clases durante las cuales los alumnos ya seran capaces de mantener
su tension epistémica,

La presentacion de las sucesivas situaciones problematicas de-
be implicar un uso variado de medios: transparencias, video, mani-
pulaciéon de materiales (geoplano, multicubos, papel vegetal, mate-
rial plot, modelos de superficies, tiras de carton, dados, dominés,
etc.), diapositivas, fotografias, texto escrito, etc. De este modo la
misma novedad del medio servird para incrementar la motivacion
de los alumnos. Y esta tendencia es conveniente mantenerla en to-
dos los niveles.

Somos conscientes de que no todos los contenidos curricula-
res se pueden tratar facilmente con esta metodologia. Su empleo,
por otra parte, es compatible a lo largo de un curso con metodo-
logias expositivas; el profesor debe decidir y escoger para cada uni-
dad didactica el tratamiento que estime mas conveniente.

2.1.7. Efectos didacticos y educativos

Los autores del modelo formal que estamos utilizando para
describir nuestra primera metodologia de ensefianza (Joyce y Weil,
1985) distinguen entre los efectos didacticos, esto es, los directos,
los previstos, los programados, y los educativos, esto es, aquéllos
que provienen implicitamente de la propia experiencia del medio
trabajado por el modelo.
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Los efectos didacticos que se producen con la aplicacion de
esta metodologia dependen de los objetivos escogidos por el profe-
sor en su programacion y, desde luego, pueden referirse a cual-
quier campo de aprendizaje y a cualquier contendido. “La implica-
cion activa del sistema cognitivo comprensivo y actuacional [de los
estudiantes] en la busqueda, formulacion y comprobacion de pro-
puestas resolutorias permite afirmar que el conocimiento derivado
quedara sustancialmente integrado con sus esquemas asimilativos;
de lo que puede derivarse que el grado de retencion y transferencia
del mismo sera alto” (Barron, 1988, p. 552).

Los efectos educativos estan relacionados con los valores y
las actitudes propias de una mente investigadora, entre ellos:

— Habilidad analitica (observacion, comprensién y estructu-
racion de una situacion problematica).

— Habilidad heuristica (formulacion de hipotesis, manejo de
estrategias heuristicas, control del proceso resolutivo).

— Pensamiento l6gico (induccion y deduccion).

— Precision en el lenguaje.

— Tendencia a revisar y comprobar los procesos.

— Tenacidad en la blisqueda.

— Curiosidad y, al mismo tiempo, actitud critica.

— Autoestima y confianza en las propias capacidades.

- Independencia y autonomia en el aprendizaje.

Estos efectos son implicitos en ¢l sentido de que se producen
por el mero hecho de aplicar la metodologia, aunque el profesor
no los escoja como objetivos de aprendizaje en su programacion, y
poseen un gran valor intrinseco como ya sefialamos al formular
los objetivos y los principios de este modelo. Cabe indicar, sin em-
bargo, que el desarrollo de la habilidad heuristica no se propicia
de modo directo (por ejemplo, ensefiando explicitamente las estra-
tegias heuristicas y su uso) sino de modo indirecto, como resultado
de la reflexion grupal en las puestas en comin. Lo mismo sucede
con la generacion de actitudes positivas, que se consigue con la
propia dinamica del modelo instructivo y con una adecuada selec-
cion de actividades tanto en su contenido como en su tipo de tarea
(por ejemplo, actividades cercanas al contexto del alumno o que
necesiten una cierta manipulacion propician actitudes positivas; ac-
tividades sobre aplicacion de algoritmos en un medio abstracto fa-
vorecen las actitudes negativas).
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2.2. Modelo de la segunda metodologia

Nos proponemos ahora construir una segunda metodologia
para ¢l aprendizaje de las matematicas por descubrimiento siguien-
do el mismo modelo formal utilizado en la primera y detallando
solamente aquellos elementos que las diferencian. Obviamente los
objetivos, hipotesis teodricas, principios y conceptos fundamentales
son los mismos que en la primera metodologia. Veamos los demés
elementos.

2.2.1. Anilisis del modelo

La metodologia didactica que aqui se propone utiliza como
instrumento exclusivo aquello que, como hemos dicho antes, cons-
tituye lo especifico del aprendizaje por descubrimiento: la resolu-
cion de problemas. Un problema se caracteriza porque quien se
enfrenta a su resolucion no conoce un algoritmo o rutina cuya
aplicacion inmediata conduzca al objetivo. Es evidente que la reso-
luciéon de problemas ocupa el nucleo de la ciencia matematica y
constituye el motor de su desarrollo. Por ello, a comienzos de los
afios 80 se produce un llamamiento para que también la resolucion
de problemas sea el centro de atencion de la educacion matemati-
ca, El National Council of Teachers of Mathematics, en su lista de
recomendaciones para la década de los 80, afirma en primer lugar:
“La resohucion de problemas debe ser ¢l niicleo de las matematicas
escolares en los ochenta”, y dedica el libro del afio 1980 a dicho
tema (Krulik y Reys, 1980). A partir de entonces, se han produci-
do otras manifestaciones en el mismo sentido, se han desarrollado
numerosisimas investigaciones y se han disefiado algunos proyec-
tos curriculares centrados en la resolucion de problemas. Nuestra
propuesta metodologica se inscribe en esta corriente y s¢ caracteri-
za porque la resolucion de problemas se utiliza como finica estra-
tegia instructiva en el aprendizaje de un concepto, de una estructu-
ra conceptual o de un procedimiento algoritmico, siguiendo una
linea semejante a la planteada, entre otros, por Libeskind (1977),
Grupo Zero (1982), Simon (1986), Bautista (1987) y Guzman (1987).
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En concreto, el método que ahora proponemos emplea, como
el anterior, tres fases articuladas de la siguiente manera:

Primera fase: Contextualizacion
Se desarrolla exactamente igual que en la primera metodologia.
Segunda fase: Construccion

En esta etapa se da la mayor diferencia con el otro modelo:
para la evaluacion de las conjeturas, aqui no se facilita a los alum-
nos ninguna informaciéon adicional salvo, quiza, la definicion de
algun concepto basico y, en algunos casos, también podria plan-
tearse su obtencidon en forma de problema pues, como asegura
Bautista (1987, p. 154), “no es necesario que estos contenidos ob-
jeto de aprendizaje estén contenidos en el enunciado del problema,
sino que pueden figurar en los procesos de solucion o, también, en
los resultados obtenidos™. De este modo, los alumnos han de bus-
car toda la informacion necesaria en el propio proceso resolutivo
que, naturalmente, se vuelve mas duro y, a la vez, mas desafiante
por la distancia mayor que existe entre datos y objetivo. Por ello,
es recomendable, como luego explicaremos, entregar a los alumnos
una guia heuristica que les ayude en este proceso.

Tercera fase: Ampliacion

Se desarrolla igual que en la primera metodologia sustituyen-
do las actividades algoritmicas por problemas de determinacidn, de
demostracion o de descubrimiento de propiedades.

Podemos representar la sintaxis de las fases mediante el dia-
grama de la pagina siguiente.

El sistema social de este modelo y los principios de reaccion
son analogos a los del otro, si bien, ahora la tarea estimulante del
profesor ha de ser mas eficiente. Krulik y Rudnik (1981) hacen,
entre otras, las siguientes recomendaciones:

— Crear una atmosfera de éxito en la resolucion de proble-
mas.

— Animar a los estudiantes a resolver problemas.

— Ensefiar a los estudiantes a leer el problema.

~ Meter a los alumnos dentro del problema.

— Pedir a los estudiantes que creen sus propios problemas.
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- Dejar que los alumnos trabajen por parejas o en grupos
pequefios.

~ Sugerir alternativas cuando el enfoque utilizado ha produ-
cido aparentemente toda la informacion posible.

— Formular preguntas creativas y constructivas.

— Enfatizar la creatividad de pensamiento y de imaginacion.

En cuanto al sistema de apoyo, ademas de las indicaciones
dadas para el otro modelo y validas también en este caso, debemos
recomendar el disefio de una guia heuristica o estrategia directiva
parecida a la de Polya (1965) que pueda ser utilizada por los alum-
nos de forma sistematica en su tarea resolutiva. De este modo, al
mismo tiempo que sistematizan sus procesos de resolucion, usan
de modo consciente las estrategias heuristicas, reconocen su validez
en problemas de contenidos diversos y las interiorizan. No obstan-
te, queremnos sefialar que existen dificultades en la ensefianza de
huristicas. Como afirman Nickerson, Perkins y Smith (1987, p.
108), existe, en primer lugar, ¢l problema de saber cuando aplicar
una heuristica determinada y, en segundo lugar, existe el hecho de
que, aunque las heuristicas son suficientemente generales, pueden
no decir nada en campos donde el resolutor no tiene suficientes
conocimientos. Concluyen, sin embargo: “Aunque estas dos difi-
cultades son reales, creemos que se las puede superar mediante téc-
nicas de enseflanza especificas v que las heuristicas de resolucion
de problemas deben estar situadas muy arriba de cualquier lista de
aspectos de la ensefianza que se puedan ensefiar”. Pensamos que la
secuenciacion conceptual de los problémas elegidos, el comporta-
miento del profesor y la guia de resolucion que acthia con una fun-
cion metacognitiva contribuyen a disminuir la dificultad de esta
ensefianza.

2.2.2. Aplicacién del modelo

Mantenemos aqui las mismas consideraciones que hicimos
respecto a la primera metodologia. Debemos afiadir, ademas, que
la aplicacion del modelo que ahora nos ocupa exige un entrena-
miento por parte de los profesores y por parte de los alumnos.
Guzmdin (1987) ha propuesto un interesante esquema para esta
preparacion que, en el caso de los profesores, s¢ basa en pequefias
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reuniones de grupos de trabajo donde se experimenta y se reflexio-
na sobre el proceso de resolucion de problemas. La iniciacion de la
practica con los alumnos debe hacerse gradualmente: el profesor
selecciona cuidadosamente algunos problemas en cuyo proceso re-
solutivo intervengan pocos conocimientos matematicos y los repar-
te a los pequefios grupos; después de un tiempo razonable de tra-
bajo que incluye la reflexion sobre la forma en que se han
abordado los problemas, se realiza una puesta en comin para ana-
lizar, estructurar y sintetizar las diferentes estrategias resolutivas.
Los problemas deben ser sencillos para garantizar ia implicacion y
el éxito de la mayoria de los alumnos. “Cuando los estudiantes se
han familiarizado y hecho suyos los procesos mentales adecuados,
viene la etapa de trabajo hacia la transferencia de estos procesos al
campo mas especificamente matematico” (p. 69). A pesar de estas
exigencias iniciales, pensamos que, después, el método funciona sin
ninguna dificultad y, desde luego, sus efectos educativos son real-
mente notables.

2.2.3. Efectos didacticos y educativos.

Son analogos a los de la primera metologia, aunque debe es-
perarse un incremento mayor en la habilidad heuristica, dado que
la ensefianza de las estrategias solucionadoras de problemas se rea-
liza, tal como hemos indicado, de un modo explicito.



"CAPITULO 3

DISENO DE LA INVESTIGACION

Introduccion

En el primer capitulo revisamos la literatura referida a los as-
pectos de la ensefianza por descubrimiento donde inciden las pre-
guntas formuladas en el problema que origind esta investigacion v,
como consecuencia, formulamos los objetivos de la misma. El pri-
mero de dichos objetivos (la construccion de dos metodologias di-
dacticas para el aprendizaje de las matematicas por descubrimien-
to) ha sido alcanzado en el segundo capitulo. Para lograr los
demas (evaluacion comparada de las mismas) necesitamos disefiar
un modelo de investigacion educativa acorde con ellos; a esta tarea
dedicamos el presente capitulo.

3.1. Formulacion de hipotesis

De cara a la evaluacion de las metodologias didacticas cons-
truidas en el capitulo anterior y antes de formular las hipotesis co-
rrespondientes, es conveniente precisar algunas circunstancias con-
textuales muy importantes como el nivel educativo en que van a
desarrollarse y la duracion del periodo instruccional. Como nues-
tra experiencia, tanto docente como investigadora, se refiere, sobre
todo, al Bachillerato, hemos creido conveniente elegir este nivel co-
mo el apropiado para realizar la experimentacion y, concretamen-
te, el tercer curso, en el que los programas poseen una gran rique-
za conceptual y algoritmica. En cuanto a la duracion del periodo
instructivo experimental, lo fijamos en cinco semanas, a cuatro cla-
ses semanales; es un tiempo algo superior al empleado por las in-
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vestigaciones de este tipo revisadas en el capitulo primero. El Gru-
po 1 seguird la primera metodologia experimental, el Grupo 2 se-
guira la segunda metodologia experimental y el Grupo 3 seguira la
metodologia expositiva tradicional, basada en la secuencia: “expo-
sicion del contenido matematico, ejemplos, ejercicios sencillos, ejer-
cicios mas complicados, ;problemas?’ (Guzman, 1987, p. 54). Des-
pués de este periodo, todos los estudiantes seguiran la metodologia
expositiva tradicional durante dos meses; en ese momento se pro-
cedera a la evaluacion del rendimiento a largo plazo (retencion).

Es de esperar, por las investigaciones realizadas hasta ahora y
por los propios fundamentos tedricos, que, al acabar la experien-
cia, las dos metodologias experimentales produzcan los mismos
rendimientos en el aprendizaje global, conceptual y actitudinal, pe-
ro la primera aventaje en procedimientos algoritmicos a la segunda
y ésta en resolucion de problemas, por ser su actividad predomi-
nante; ambas aventajaran a la metodologia expositiva salvo, quiza,
en procedimientos algoritmicos pues, en este tratamiento, se ofre-
cen mas posibilidades de practica con rutinas. Los resultados a los
dos meses deben ser similares a éstos, desapareciendo probable-
mente la ventaja del método expositivo en los procedimientos al-
goritmicos ya que su aprendizaje tiende a ser memoristico y el pa-
so del tiempo ejercerd una notable influencia sobre él. En cuanto
al cambio conceptual, conjeturamos que sera mayor el producido
por las metodologias experimentales pues exigen mas participacion
de los alumnos y de sus ideas previas en la resolucion de los pro-
blemas con el consiguiente beneficio posterior. No deben esperarse
interacciones de los tratamientos con las variables sexo e inteligen-
cia general; en cambio, probablemente surjan interacciones, respec-
to de los rendimientos a corto plazo, con el nivel de conocimientos
previos debido a las expectativas que generan en los alumnos; co-
mo sugieren algunas investigaciones anteriores, las variables estilo
cognitivo y actitud seguramente interactuaran tanto a corto plazo
como a largo plazo.

En resumen, formulamos las siguientes hipotesis:

HIPOTESIS 1: Al acabar el periodo instructivo, entre los tres
grupos de alumnos existen diferencias respecto a las siguientes va-
riables en el sentido que se indica:

— Rendimiento en conceptos y estructuras conceptuales:
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Grupo | = Grupo 2 > Grupo 3

— Rendimiento en procedimientos algoritmicos:
Grupo 3 > Grupo 1 > Grupo 2

— Rendimiento en resolucion de problemas:
Grupo 2 > Grupo 1> Grupo 3

— Rendimiento global:
Grupo 1 = Grupo 2 > Grupo 3

— Actitud hacia las matematicas:
Grupo I = Grupo 2 > Grupo 3

HIPOTESIS 2: Transcurridos dos meses después del periodo
instructivo, entre los tres grupos de alumnos, se mantienen las di-
ferencias enumeradas en la hipdtesis anterior excepto la siguiente:

— Rendimiento en procedimientos algoritmicos:

Grupo 1 = Grupo 2 > Grupo 3

HIPOTESIS 3: En los Grupos 1 y 2 se produce un nivel de
cambio conceptual analogo, que es superior al producido en el Gru-
po 3 tanto al acabar el periodo instructivo como a los dos meses.

HIPOTESIS 4: No existen interacciones entre las tres meto-
dologias y las vanables sexo e inteligencia general; en cambio se
producen interacciones con el nivel de instruccion previa respecto
de los rendimientos a corto plazo y con el estilo cognitivo y la ac-
titud respecto de todos los rendimientos.

3.2. Seleccion de variables

3.2.1. Variable independiente

La variable independiente es la metodologia didactica que se
identifica con los tres grupos de alumnos:

Grupo I: Sigue la primera de las metodologias experimentales.

Grupo 2: Sigue la segunda de las metodologias experimenta-
les.

Grupo 3: Sigue la metodologia expositiva tradicional.
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3.2.2. Variables dependientes

Las variables dependientes aparecen ya determinadas en las
hipotesis formuladas anteriormente y, en consecuencia, las agrupa-
mos en cuatro bloques:

Primer blogue:

— Rendimiento en el aprendizaje de conceptos y estructuras
conceptuales al acabar la experimentacion.

— Rendimiento en el aprendizaje de procedimientos algorit-
micos al acabar la experimentacion.

— Rendimiento en resolucion de problemas al acabar la ex-
perimentacion.

— Rendimiento global al acabar la experimentacion.

— Actitud hacia las matemdticas al acabar la experimenta-
cion.

Segundo blogue.

— Rendimiento en conceptos y estructuras conceptuales a
los dos meses de acabar la experimentacion.

— Rendimiento en procedimientos algoritmicos a los dos
meses de acabar la experimentacion.

— Rendimiento en resolucion de problemas a los dos meses
de acabar la experimentacion.

— Rendimiento global a los dos meses de acabar la experi-
mentacion.

— Actitud hacia las matematicas a los dos meses de acabar
la experimentacion.

Tercer bloque:

— Cambio conceptual al acabar la experimentacion.

— Cambio conceptual a los dos meses de acabar la experi-
mentacion.

Las variables del tercer bloque requieren una cierta explica-
cion. Como hemos visto en el primer capitulo, los alumnos poseen
una determinada cantidad de concepciones previas erroneas, algu-
nas de las cuales, tras un proceso instructivo, permanecen todavia
mientras otras se cambian por concepciones correctas. La variable
cambio conceptual se refiere a la cantidad de concepciones previas
erroneas superadas positivamente.
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3.2.3. Variables intervinientes

Estas son, a nuestro juicio, las variables intervinientes, extra-
fias O contextuales mas importantes que podrian influir sobre las
variables dependientes:

— Duracién del periedo instructivo y postinstructivo.

— Edad de los alumnos.

— Sexo de los estudiantes.

— Caracteristicas familiares de los sujetos: estudios del padre y
profesion del padre.

— Nivel de conocimientos previos de los alumnos.

~ Capacidad intelectual de los estudiantes: aptitud numérica,
aptitud espacial y factor “g”.

— Estilo cognitivo de los sujetos: dependencia/independencia
de campo.

— Actitud hacia las matematicas de los alumnos.

— Unidad tematica objeto de estudio.

.— Caracteristicas de los profesores: preparacion cientifica y di-
dactica, personalidad, actitud hacia las matematicas y hacia su en-
seflanza, etc.

— Préctica o entrenamiento con las metodologias experimen-
tales por parte de los profesores y de los alumnos.

— Influjo de la aplicacion de pruebas.

— Mortaldad experimental.

La justificacion de esta eleccion es obvia en todos los casos,
excepto, tal vez, en las variables elegidas para representar la capa-
cidad intelectual y el estilo cognitivo. Pensamos que, tratandose de
una experiencia de aprendizaje de las matematicas, ademas del fac-
tor “g”, tendria especial relevancia la aptitud numeérica en el area
de la aritmética y la aptitud espacial y la dimension DIC del estilo
cognitivo en el area de la geometria, ya que “en un modo de perci-
bir ‘dependiente de campo’, la percepcion estd influida claramente
por toda la organizacién del campo circundante y los componen-
tes de ese campo son percibidos como algo difuso; en un modo de
percibir ‘independiente de campo’, se perciben las partes del cam-
po como componentes discretos, dentro de un campo organizado™
(Witkin y otros, 1987, p. 6-7). Por lo tanto, la influencia de estas
variables puede ser importante y, en consecuencia, deben tenerse
€n cuenta.
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3.3. Eleccion y analisis de la muestra

En una investigacion educativa como la que estamos plan-
teando, no es posible el muestreo aleatorio ya que la distribucién
de los alumnos de 3er. curso de BUP viene dada administrativa-
mente por centros y la distribucion por grupos, dentro de un mis-
mo centro, se establece en funcion de criterios organizativos como
asignaturas optativas, horarios, etc. Por otra parte, tampoco pode-
mos elegir por sorteo entre todo los grupos de 3°de BUP de Espa-
fia (ni siguiera de una de sus provincias) una muestra represen-
tativa porque la experimentacién requiere, entre otras condiciones,
que los profesores acepten una metodologia nueva y ajena (con la
cual pueden no estar de acuerdo), la asuman como algo propio, la
experimenten de forma natural y, finalmente, evaliien el rendimien-
to con una gran cantidad de pruebas preparadas por los investiga-
dores. Evidentemente, no todos los profesores estin dispuestos a
prestar este alto nivel de colaboracién. De manera que la elecciéon
de la muestra estuvo condicionada por el profesorado disponible
(ver apartado 6.1.) y quedo establecida de la siguiente manera;

GRUPQ 1 (Primera metodologia experimental): 90 estudian-
tes pertenecientes a tres grupos de dos Institutos de Salamanca a
cargo de los profesores A, By C.

GRUPO 2 (Segunda metodologia experimental): 58 estudian-
tes pertenecientes a dos grupos de un Instituto de Zamora a cargo
del profesor D.

GRUPO 3 (Metodologia expositiva tradicional): 82 estudian-
tes pertenecientes a tres grupos de dos Institutos de Salamanca a
cargo de los profesores A, By C.

El tamafio total de la muestra es, por tanto, de 230 alumnos.
Puesto que [a muestra no ha sido escogida al azar, no tenemos Ia
certeza de que los tres grupos sean homogéneos y, como conse-
cuencia, debemos evaluar su grado de homogeneidad respecto de
las principales variables que podrian influir en el rendimiento del
proceso instructivo: sexo, profesion del padre, estudios del padre,
aptitud espacial y numeérica, factor “g”, estilo cognitivo, actitud
hacia las matematicas y nivel de conocimientos previos. La siguiente
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tabla nos muestra los instrumentos elegidos para la obtencion de
datos:

VARIABLES INSTRUMENTQ DE MEDIDA
Sexo Cuestionario
Estudios del padre Cuestionario
Profesion del padre {Cuestionario
Estilo cognitivo: dependencia/inde-
pendendfnn:ia de ca;e:o / Test GEFT
Aptitud espacial ‘ Bateria DAT
Aptitud numérica Bateria DAT
Factor “g" Test de Cattell (escala3, forma A)
Actitud hacia las matematicas Test de Gairin
Nivel de conocimientos previos Pruebas elaboradas ad hoe

A continuacion comentamos cada uno de estos instrumentos.

El cuestionario sobre los estudios y la profesion del padre fue .
obtenido de los impresos oficiales para matricularse en los estudios i
universitarios y comprende las siguientes categorias: '

Estudios del padre:
Analfabetos.
Primarios sin terminar. ‘
Primarios compietos. i
Bachillerato elemental o asimilados. ;
Bachillerato superior o asimilados.
Diplomado Universitario o asimilado (estudios profesio-
nales de grado medio, peritajes, magisterios, aparejadores).

7. Licenciado, Ingeniero, Arquitecto, E. Superior Militar o
asimilado.

S BN~

Profesion del padre:

1. Empresarios agrarios con asalariados.

2. Fmpresarios agrarios sin asalariados y miembros de coo-
perativas agricolas.

3. Directores, gerentes y personal titulado de explotaciones
agrarias.

4. Resto de trabajadores agrarios.

5. Empresarios, no agrarios, con asalariados.
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6. Empresarios, no agrarios, sin asalariados y trabajadores
independientes.

7. Profesiones liberales con o sin asalariados.

8. Directores y Gerentes de empresas no agrarias.

9. Alto personal administrativo, comercial y técnico de em-
presas no agrarias y de la Administracion Puablica.

10. Personal intermedio administrativo, comercial y técnico
de empresas no agrarias y de la Administracion Publica.

11. Resto del personal administrativo, comercial y técnico,
de empresas no agrarias y de la Administracion Publica.

12. Contramaestres y capataces no agrarios.

13. Obreros cualificados y especialistas no agrarios.

14. Obreros no agrarios sin especializacion.

15. ' Jefes de grupo del sector servicios.

16. Resto de los trabajadores del sector servicios.

17. Gerentes, Jefes y Oficiales de las Fuerzas Armadas o de
Seguridad.

18. Suboficiales y otros profesionales de las Fuerzas Arma-
das o de Seguridad.

19. Personas economicamente activas no clasificables en las
rubricas anteriores.

20. Amas de casa.

21. En situacion de desempleo.

22. No activos.

El Test de las Figuras Enmarcadas, forma colectiva, GEFT, es
una adaptacion del EFT (Witkin y otros, 1987) con el que pueden
obtenerse resultados de muchos sujetos en una sola sesion de 20
minutos de duracion. Se trata de un test perceptivo no verbal en el
que se evalua, sobre todo, la capacidad de romper un campo visual
organizado para quedarse con una parte de €l y separarla del todo.
Este test ya ha sido experimentado y contrastado en Espafia.

Los tests de Aptitud Espacial y Aptitud Numérica han sido
extraidos de la clasica bateria Tests de Aptitudes Diferenciales
(DAT) (Bennett y otros, 1972) adaptada al espanol por el Depar-
tamento de Psicologia de T.E.A.

El test de factor “g” de Cattell (Cattell y Cattell, 1977) es un
instrumento psicometnco adecuado para medir la inteligencia indi-
vidual por medio de cuatro subtests no verbales que reducen al
maximo la influencia de otros factores como la fluidez verbal, ni-
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vel cultural, clima educacional, etc. Su fiabilidad v validez han sido
ampliamente contrastadas en Espafia.

El test de actitud (Gairin, 1987) consiste en una escala tipo
Likert que, a través de 22 items, evalta la actitud hacia las mate-
maticas y es la Gnica que ha sido contrastada en Espafia, ya que
otros instrumentos cléasicos (como la escala de Aiken) no han sido
adaptados al espaiiol.

Finalmente, las pruebas elaboradas para medir el szel de conoci-
mientos previos se recogen en el apartado 4.1.2. donde se describe tam-
bién su proceso de construccion y se discute su validez y fiabilidad.

Antes de comenzar el periodo instructivo, se pasaron a todos
los estudiantes las pruebas y cuestionarios que acabamos de citar.
Con los datos obtenidos se construyd una base informatica y se pro-
cedio a su analisis estadistico mediante los programas Statview, Stat-
works, Systat y Datadesk, empezando con las variables cualitativas
que fueron sometidas a la prueba “ji-cuadrado” para decidir si habia
diferencias entre los grupos. La variable Profesion del padre fue re-
agrupada en cuatro categorias para evitar una dispersion de las fre-
cuencias utilizando el siguiente criterio:

Profesion alta:
Directores, gerentes, personal titulado.
Empresarios no agrarios con asalariados.
Profesiones liberales con o sin asalariados.
Directores y gerentes de empresas no agrarias.
Alto personal administrativo, comercial y técnico.
Generales, jefes y oficiales de Fuerzas Armadas.

Profesion media/alta:
Empresarios agrarios con asalariados.
Empresarios no agrarios sin asalariados.
Personal intermedio administrativo, comercial y técnico.
Suboficiales y profesionales de las Fuerzas Armadas.

Profesion media/baja:
Empresarios agrarios sin asalariados.
Resto del personal administrativo, comercial y técnico.
Contramaestres y capataces no agrarios.
Obreros cualificados y especialistas no agrarios.
Jefes de grupo del sector servicios.
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Profesion baja:

Resto de trabajadores agrarios.

Obreros no agrarios sin especializacion.
Resto de trabajadores del sector servicios.
Personal activo no clasificado anteriormente.

Amas de casa

Desempleados.

No activos.

A continuacion se muestran los resultados de la prueba “ji-
cuadrado™:
Ji-Cuadrado Codificado X;: Grupo Yi: Sexo
Sumario de Estadisticos

GL. 2
Ji-Cuadgado Total: 2.528 p = .2826
Estadistico G: 2.538
Coeficiente de Contingencia 104
V de Cramer: 105

Ji-Cuadrado Codificado X;: Grupo Yi: Est. Padre

Sumario de Estadisticos

GL: 10

Ji-Cuadrado Total: 6.972 p = .7281
Estadistico G: 7.124

Coeficiente de Contingencia 172

V de Cramer: 123

Ji-Cuadrado Codificado X;: Grupe Y: Prof, Padre

Sumario de Estadisticos

GL: 6

Ji-Cuadrado Total: 3.691 p=.7184
Estadistico G- 3.678

Coeficiente de Contingencia 126

VY de Cramer:;

09




APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS POR DESCUBRIMIENTO 3

Como se observa, no se aprecian diferencias significativas al
95% entre los grupos y puede asegurarse que los tres grupos, res-
pecto de las variables sexo, estudios del padre y profesion del pa-

dre, son homogéneos.

Para comparar los grupos respecto de las seis variables cuan-
titativas, realizamos, en primer lugar, una estadistica descriptiva
por grupos, cuyos resultados se muestran en las siguientes tablas:

ESTADISTICA DESCRIPTIVA POR GRUPOS PARA LAS

VARIABLES CUANTITATIVAS
Grupo 1
Xi: Est. Cogn.
Media Desv. Tip.: Error Tip.: Varianza: Coef. Var.: N:
[ 14589 [ 3451 [ 364 [ 11908 | 23.653 [ 90 |
Minimo: Méaximo: Rango: Suma: Suma Cuadrat,; #Perdidos:
| 4 | 18 | 14 | 1313 | 20215 [0 |
Maoda: Med. Geom.: Curtosis:  Asimetria:
| 17 [ 14.005 [1438 [.1.423 | ] |
X2: Espac.
Media Desv. Tip.: Error Tip.: Varianza: Coef. Var.: N:

{343  |o96n [1013  Jo237 | 28.02 [ 90 |
Minimo:  Maximo: Rango: Suma: Suma Cuadrat: #Perdidos:
[ 16 [ 59 [ 43 | 3087 | 114105 [0 ]

Moda: Med, Geom.: Curtosis: Asimetria:
[ 29 [ 32.892 [-332 [ 154 | | |
X3: Num.
Media Desv. Tip.: Error Tip.: Varianza:  Coef. Var. N:
[ 22133 | 6567 | 692 [43128 [ 20671 [ 90 |
Minimo: Maximo: Rango: Suma: Suma Cuadrat.: #Perdidos:
L7 | 37 [ 30 | 1902 | 47928 ID ]

Moda: =~ Med. Geom.. Curtosis:

Asimetria:

[22 [ 21.03 [ -.289 I-043

| l |
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X4 Intel. Gral.
Media Desv. Tip.: Error Tip.: Varianza. Coef. Var.: N:

[22933 | 5054 {533 [ 25546 | 22.039 [ 90 |
Minimo: Maximo: Rango: Suma; Suma Cuadrat.. #Perdidos:
B | 36 | 28 { 2064 | 49608 [ o ]

Moda: Med. Geom.:  Curtosis: Asimetria:
[22 [ 232 [ 303 [ 133 | [ |
Xs: Inst. Prev.
Media Desv. Tip.: Error Tip.: Varianza: Coef. Var.: N:
354 |12 | 131 | 1.538 | 35.028 [ 90 ]
Minimo: Maximo: Rango: Suma: Suma Cuadrat.. #Perdidos:
[ .43 | 6.98 | 6.55 [ 31861 | 1264.765 [o |
Moda: Med. Geom.: Curtosis: Asimetria:
[. [ 3.281 | -.095 [ 094 | | |
X6: Act. Inicial
Media Desv. Tip.: Error Tip.: Varianza: Coef. Var.: N;

[3284 [ 383 [ 04 | 146 [ 11779 [ 90 |
Minimo: Maximo: Rango: . Suma: Suma Cuadrat.: #Perdidos:
{2357 | a476 [ 2.119 | 292364 [ 962.772 I |

Moda: Med. Geom.: Curtosis:  Asimetria:
L. [ 3.227 [ 1.241 | .86 | [ |
Grupo 2
X1: Est. Cogn.
Media Desv. Tip.: Error Tip.: Varianza: Coef. Var.: N:

[14121 [ 3608 | 474 [ 13.02 | 25.554 | 58 |
Minimo: Maéximo: Rango: Suma: Suma Cuadrat.: #Perdidos:
IE | 18 [ 15 [ 819 [ 12307 [0 |

Moda: Curtosis: Asimetria:
[ [ - 484 [ -193 | | [ |
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X2: Espac.

Media Desv. Tip.. Error Tip.: Varianza:  Coef. Var.: N:

(36172 [o9.278 [ 1218 [ 86075 | 25.648 [ 58 |
Minimo: Maximo: Rango: Suma: Suma Cuadrit.: #Perdidos:

[ 16 [ 57 [ 41 | 2008 | 80796 lo |
Moda: Med. Geom.: Curtosis:  Asimetria:

[ T s ] | | |

Xa: Num..

Media Desv. Tip.: Error Tip.: Varianza: Coef. Var.: N:

| 24034 | 6.537 | 858 la2736 | 27199 [ s8 |
Minimo: Maximo: Rango: Suma: Suma Cuadrat.: #Perdidos:

[9 [ 36 [ 27 [ 1394 [ 35940 [ o |
Moda: Curtosis: Asitnetria;

[ | -692 [ 1.267E-3 | | | |

X4: Intel. Gral.

Media Desv. Tip.: Error Tip.: Varianza; Coef. Var.: N:

| 23345 | 4399 | 575 | 19077 | 18.759 | 58 |
Minimo: Maximo: Rango: Suma: Suma Cuadrat.: #Perdidos:

| 14 | 32 [ 18 [ 1354 [ 32702 I |
Moda: Curtosis: Asimetria:

[25 [ 748 [ 083 [ [ I ]

7 Xs: Instr. Prev,

Media Desv. Tip.: Error Tip.: Varianza:  Coef. Var. N:

[3902 | 1363 [ 179 | 1.857 [ 34921 | 58 |
Minimo; Maximo: Rango: Suma: Suma Cuadrat.. #Perdidos:

| L5 | 7.99 | 6.49 [22632 | 988.954 I |
Moda: Curtosis: Asimetria:

C [L09 [a16 ] | | |
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Xg: Act. Inicial

Media Desv. Tip.: Error Tip.: Varianza: Coef. Var.: N:

{3052 [.26 | 034 | 068 | 8535 | 58 |
Minimo:  Méximo: Rango: Suma; Suma Cuadrat.: #Perdidos:
[25 [ 3.591 [ 1.091 [ 1770 | s44.028 6 |

" Moda: Curtosis: Asimetria:
L. [ 224 | -.069 | | | |
Grupo 3
Xi: Est. Cogn.
Media Desv. Tip.: Error Tip.: Varianza: Coef. Var.: N:
[ 14171 [ 3.647 | 403 | 13304 [ 25739 | 82 |
Minimoe:  Maximo: Rango: Suma: Suma Cuadrat.: #Perdidos:
[ 6 | 18 [ 12 [ 1162 | 17544 [ o |
~ Moda: Curtosis: Asimetria:
{17 [ -.638 | -817 | | I ]
Xz: Espac.
Media Desv. Tip.: Error Tip.: Varianza: Coef. Var. N:
| 35650 [9.98 [1L102 9961 [ 27.989 [ 52 ]
Minimo: Maximo: Rango: Suma; Suma Cuadrat.. #Perdidos:
[ 12 { 56 [ 44 [ 2024 | 112334 | o |
Moda: Curtosis; Asimetria:
| 35 [ -352 [ -011 [ | | |
X3; Num.
Media Desv. Tip.: Etror Tip.: Varianza: Coef, Var.: N:
[ 2012|606 | 669 36728  [275%2 | 82 ]
Minimo:  Maximo: Rango: Suma: Suma Cuadrat. #Perdidos:
[ 7 | 34 | 27 [ 1805 | 42707 [o ]
Moda: Curtosis: Asimetria;
[20- [--606- | 078 | | | ]
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X4 Intel. Gral.
Media Desv. Tip.: Error Tip.: Varianza:  Coef. Var.: N:
[ 23244 [4227 [ 467 [ 17866 | 18.184 [ 82 |
Minimo: Maximo: Rango: Suma: Suma Cuadsit.:  #Perdidos:
| 13 | 33 [ 20 [ 1906 [ 45750 [o |
Moda: Curtosis: Asimetria:
[ 22 [ -275 | -.191 | | | -
Xs: Inst. Prev.
Media Desv. Tip.: Error Tip.: Varianza: Coef. Var.; N:
[3626 | 1.32 | .i46 [ 1.741 | 36.389 | 82 |
Minimo: Maximo: Rango: Suma: Suma Cuadrat.: #Perdidos:
[ .75 | 6.6 [ 5.85 [ 29734 11219215 [0 |
Moda: Curtosis: - Asimetria;
[ | -623 | -.146 | | | |
Xs: Act, Inicial
Media Desv. Tip.: Error Tip.: Varanza:  Coef, Var.: N:

[3182 [ 401 | 054 [ 241 [ 1543 [ 82 |
Minimo: Maximo: Rango: Suma: Suma Cuadrat.:. #Perdidos:
[1786 |45 [2714 260955 | 849.989 [ o |

Moda: Curtosis: Asimetria:
[3182 [ 1.388 [ 177 | | | |

Aplicamos el contraste de Kolmogorov-Smirov para estudiar
la normalidad de las variables en cada uno de los grupos y, como
puede apreciarse en la tabla de la pagina siguiente, todas son norma-
les con un nivel de significacion del 95% excepto el estilo cognitivo
en el Grupo 1 (este resultado era previsible dado el caracter de las
mismas, €l tamafio de la muestra y los instrumentos utilizados).

Aplicamos después el test de Bartlett para contrastar Ja ho-
mogeneidad de las varianzas entre los grupos, obteniéndose dicha
homogeneidad para todas las variables exccepto para la actitud ini-
cial en que la diferencia es significativa al 99%. Decidimos, en
consecuencia, utilizar una técnica paramétrica, como el analisis de
la varianza, para comparar las medias de los grupos respecto de
cada una de estas variables, teniendo en cuenta que el nivel de sig-
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TEST DE KOLMOGOROV-SMIRNOV

GRUPO 1 GRUPO 2 GRUFPO 3
Esta Esta Esta
VARIABLES listico P distico [ o distico

Estilo cognitivoe 2.252 0.016 0.194 0.070 0.20 0.035
Aptitud espacial | 0.062 0.279 Q.095 0.234 0.052 0.319
Aptitud 0075 0239 | 0095 0234 | 0093 0199
numérica
Inteligencia

| _general

Nivel de instruc-
cidn previa
Actitud hacia
las matemdaticas

0.070 0.254 0.130 0.161 0.092 (.203

0.043 0.343 0.073 0.289 0.079 0.236

0.117 0.134 0.114 0.192 0.127 0.125

nificacion real en el caso de la actitud disminuye ya que la muestra
menor fue extraida de la poblacion con menor varianza (Tejedor,
1984, p. 281). Los resultados de ambas pruebas se muestran en las
tablas siguientes:

VARIABLE: ESTIL.O COGNITIVO
TEST DE BARTLETT PARA LA HOMOGENEIDAD DE LAS
VARIANZAS DE GRUFO
"Ji” Cuadrado = .285 GL=2 Probabl = 867

“ANALISIS DE VARIANZA™
Fuente 5C GL MC F Probabl.
Intergrupos 10.637 2 5.319 419 658
Intragrupos ~ 2879.554 227 12.685
VARIABLE: APTITUD NUMERICA
TEST DE BARTLETT PARA LA HOMOGENEIDAD DE L AS
VARIANZAS DE GRUPO
"Ji” Cuadrado = .630 GL=2 Probabl = 730
“ANALISIS DE VARIANZA”
Fuente SC GL MC F Probabl.
Intergrupos 167.068 2 83.534 2.050 0.131
Intragrupos  9249.319 227 70.746
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VARIABLE: APTITUD ESPACIAL

TEST DE BARTLETT PARA LA HOMOGENEIDAD DE LAS
VARIANZAS DE GRUPO
7}l Cuadrado = .360 GL=2 Probabl = 835
“ANALISIS DE VARIANZA"
Fuente SC GL MC F Probabl.
Intergrupos 144.250 2 72.125 T2 463
Intragrupos 21195.615 227 93.373
VARIABLE: INTELIGENCIA GENERAL
TEST DE BARTLETT PARA LA HOMOGENEIDAD DE LAS
VARIANZAS DE GRUPO
“Ji” Cuadrado = 3.028 GL=2 Probabl = 220
“ANALISIS DE VARIANZA™
Fuente SC GL MC F Probabl.
Intergrupes ~ 7.149 2 3.547 .169 845
Intragrupos  4813.825 227 21.206
VARIABLE: INSTRUCCION PREVIA

TEST DE BARTLETT PARA LA HOMOGENEIDAD DE LAS
VARIANZAS DE GRUPO-

"Ji"* Cuadrado = .678 GL=2 Probabl = 713
“ANALISIS DE VARIANZA"

Fuente 5C GL MC F Probabl.
Intergrupos  4.786 2 2.393 1.416 245
Intragrupos ~ 383.719 227 1.690
VARIABLE: ACTITUD INICIAL
TEST DE BARTLETT PARA LA HOMOGENEIDAD DE LAS
VARIANZAS DE GRUPO
"Ji” Cuadrado = 24.115 GL =2 Probabl = 0.000
“ANALISIS DE VARIANZA"”
Fuente SC GL MC F Probabl.
Intergrupos 1.372 2 0.686 4274 0.151

Intragrupos  36.429 227 1.680
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Estos resultados indican que no se aprecian diferencias signi-
ficativas entre los grupos excepto en la actitud inicial. Decidimos,
por lo tanto, incorporar esta variable como variable independiente
(covariable) en el disefio de nuestra investigacion.

3.4. Control de las variables intervinientes

Exponemos a continuaciéon de qué modo controlamos las va-
riables intervinientes (parrafo 3.2.3.).

Como ya sefialamos antes, para todos los grupos la duracion
del periodo instructivo experimental sera de 20 clases, después de
las cuales cada grupo seguira la metodologia expositiva habitual
durante dos meses, momento en €l que se pasaran las prucbas de
retencion.

El control de la edad de los sujetos esta asegurado por tratar-
se de alumnos de un mismo curso escolar, 32 de BUP, y, por lo
tanto, con oscilaciones minimas. El sexo, las caracteristicas familia-
res, la capacidad intelectual y el estilo cognitivo también estan
controlados por el analisis de homogeneidad de los grupos que
describimos en el apartado anterior. La actitud hacia las matema-
ticas, variable en la que los grupos no eran homogéneos, se incor-
pora al disefio como una covariable independiente.

La eleccion de la unidad tematica objeto de estudio comiin
para todos los grupos ha de someterse a los siguientes criterios:

— debe poseer una gran riqueza en todos los campos de
aprendizaje: estructuras conceptuales, procedimientos algoritmicos,
estrategias heuristicas y‘actitudes;

— su desarrollo normal debe ocupar aproximadamente 20
clases;

— ha de tener una cierta independencia dentro del programa
del curso para que, durante los dos meses siguientes, en la clase se
haga el menor nimero posible de referencias a ella, con lo cual la
medida del aprendizaje a largo plazo sera mas nitida; y

— debe ser potencialmente rica en ideas previas.

Aplicando estos criterios, elegimos como unidad tematica Las
conicas (elipses, hiperbolas y parabolas). La variable Caracteristicas
de los profesores queda bastante controlada ya que son comunes
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los profesores de la primera metodologia experimental y de la me-
todologia expositiva tradicional. Por otra parte, dos de ellos, uno
de cada una de las nuevas metodologias, se entrenaron durante
una experiencia piloto (ver apartado 6.2.); los otros dos fueron ins-
truidos con detalle en el uso de los materiales didacticos de la pri-
mera metodologia cuya practica resulta, en general, mas sencilla
que la segunda. En cuanto a los alumnos, ninguno de los grupos
experimentales habia practicado previamente con metodologias di-
décticas semejantes a éstas. El influjo de la aplicacion de pruebas se
corrige variando la coleccion de problemas que forman la prueba
sobre resolucion de problemas en las dos aplicaciones, prueba en
la que ¢l influjo del aprendizaje adicional podria ser significativo.

La mortaildad experimental queda controiada porque el anali-
sis de la homogeneidad de la muestra se realiz0 utilizando sélo
aquellos sujetos que poseian datos en todas las variables que apa-
recen en la investigacion.

Creemos que los controles que acabamos de describir garanti-
zan suficientemente la validez interna de la experimentacion; en
cuanto a la validez externa, el analisis de la muestra que hemos re-
alizado, asi como la descripcion de las condiciones contextuales,
proporcionan, como opina Snow (1974), un buen juicio sobre la
poblacion a que pueden ser generalizados los resultados que ob-
tengamos.

3.5. Instrumentos de medida de las variables
dependientes

Los instrumentos de medida de las variables dependientes
son, salvo el test de actitud (Gairin, 1987), pruebas disefiadas ad
hoc relativas a los tres dominios evaluados:

PEC: Prueba sobre conceptos y estructuras conceptuales.
PPA: Prueba sobre procedimientos algoritmicos.

PRP1: Prueba sobre resolucion de problemas, 12 version.
PRP2: Prueba sobre resolucion de problemas, 22 version.

En el apartado 6.3. presentamos estas pruebas, describimos
su proceso de elaboracion y analizamos su validez de contenido y
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su fiabilidad. Mostramos ahora como se utilizan para obtener los
datos de las variables dependientes:

INSTRUMENTOS DE
VARIABLES DEPENDIENTES MEDIDA
Rendimiento en conceptos y estructuras PEC
conceptuales al acabar la experimentacion
Rendimicnto en procedimientos algoritmicos al PPA
acabar la experimentacion
Rendimiento en resoluciéon de problemas al PRP1

acabar la experimentacion
Rendimiento global al acabar la experimentacion
Actitud al acabar la experimentacion
Rendimiento en conceptos y estructuras
conceptuales a los dos meses

Rendimiento en procedimientos algoritmicos a
los dos meses

Rendimiento en resolucion de problemas a los
dos meses

Rendimiento global a los dos meses
Actitud a los dos meses
Cambio conceptual al acabar la experiencia

Cambio conceptual a los dos meses

PEC + PPA + PRP!
Test de Gairin
PEC

PPA
PRP2

PEC + PPA + PRP2
Test de Gairin

Frecuencia de aciertos en
los items de PEC
(12 aplicacion) que
contienen ideas previas
erroneas.

Idem, 22 aplicacion

3.6. Instrumentos para el analisis estadistico

de los datos

Como es previsible que los datos obtenidos en las diez prime-
ras variables dependientes (rendimientos y actitudes) permitan un
tratamiento paramétrico, utilizaremos el analisis de la covarianza
con un factor (grupo = metodologia) y una covariable (actitud ini-
cial) para contrastar las hipotesis 1 y 2.
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La hipobtesis 3 sera contrastada mediante pruebas “ji- cuadra-
do”, pues se trata de comparar los grupos respecto de las frecuen-
cias de aciertos a determinados items de la prueba PEC.

Finalmente, la hipOtesis 4 sera contrastada utilizando varios
analisis de la varianza con dos factores: la metodologia y la varia-
ble sobre la que, presumiblemente, pueda interactuar.




SEGUNDA PARTE

DESARROLLO DE
LA INVESTIGACION




CAPITULO 4

ANALISIS DE LOS
CONOCIMIENTOS PREVIOS Y
CONCEPCIONES ERRONEAS

Introduccion

Establecimos, en la primera parte, el disefio de esta investi-
gacion, cuyo objetivo general es la evaluacion comparativa de las
dos metodologias didacticas que hemos construido. Su desarrollo
requiere, en primer lugar, la elaboracion de materiales didacticos
acordes con cada una de ellas; en segundo lugar, su experimenta-
cion en centros escolares; y, en tercer lugar, la evaluacion de los
resultados. En este capitulo nos ocuparemos de la primera etapa.

Tal como sefialamos anteriormente, el punto de partida del
proceso instructivo, para las dos metodologias que estamos valo-
rando, es el analisis de los conocimientos previos y de las concep-
ciones erroneas mas frecuentes sobre el tema objeto del aprendiza-
je. De este analisis depende el disefio de todas las estrategias
instructivas y, por lo tanto, constituye la primera fase en el desa-
rrollo de esta investigacion. A continuacion exponemos el procedi-
miento y los resuitados de este analisis para la unidad didactica
que hemos elegido diferenciando dos dominios:

— Conocimientos necesarios para iniciar el estudio de las co-
nicas.

— ldeas previas sobre las conicas.

Dedicamos un apartado a cada uno de estos dominios y otro
a las implicaciones didacticas que se derivan de todo este analisis.
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4.1. Conocimientos necesarios para iniciar el estudio
de las conicas

A pesar de que, en teoria, todos los alumnos han seguido el
mismo programa de matematicas antes de llegar al punto en que
inician el estudio sistematico de las cdOnicas, la realidad demuestra
que existen diferencias entre lo programado desde la legislacion vi-
gente, lo desarrollado en los libros de texto o en las clases y lo re-
almente aprendido por los estudiantes. Por lo tanto, nos interesa
saber cual es la competencia real en los conocimientos necesarios
para iniciar el estudio de las conicas. Esto nos servird para ajustar
y equilibrar los materiales didacticos que pretendemos diseniar y
experimentar posteriormente.

4.1.1. Catilogo de los conocimientos previos directamente
relacionados con las conicas

Comenzamos esta prospeccion elaborando una lista de aque-
llos conocimientos sobre los cuales, desde un punto de vista teori-
o, s¢ apoyan directamente las estructuras conceptuales y los algo-
ritmos de las cOnicas.

Distinguiremos tres campos fundamentales: el conceptual, el
de los procedimientos algoritmicos y el de las estrategias heuristi-
cas.

Conceptos v estructuras conceptuales.

C:: Concepto de superficie conica.

C»: Concepto de lugar geométrico.

Cs: Propiedad de los segmentos de tangentes a una esfera
desde un mismo punto exterior.

Cs: Teorema de Pitagoras.

Cs: Relaciones entre los lados de un triangulo (2 < b + ¢;
a>b-c)

Cg: Variabilidad de la ecuacién de un objeto geométrico (rec-
ta, curva, etc.) respecto del sistema de referencia adoptado.

Cy: Condicion analitica para que un punto pertenezca a una
curva.
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Cs: Condiciones analiticas de paralelismo y perpendicularidad
de rectas.
Co: Conceptos de mediatriz y bisectriz.

Procedimientos algoritmicos:

PA,: Calculo de la distancia entre dos puntos conocidas sus
coordenadas.

PA;: Cilculo de la distancia de un punto a una recta conoci-
das las coordenadas del punto y la ecuacion de la recta.

PA,: Eliminacion de raices cuadradas en ecuaciones del tipo

VA + YB = K 6 YA = K/B
donde A y B son polinomios de segundo grado en dos variables.

PA,: Trazado de la mediatriz de un segmento.

PAs: Trazado de la bisectriz de un angulo.

PA;: Determinacion de la ecuacion de una recta conocidas las
coordenadas de dos puntos por los que pasa.

PA;: Calculo de las ecuaciones de las hisectrices de dos rectas
secantes a partir de sus ecuaciones.

PAg:Transformacion de coordenadas de puntos y de ecuacio-
nes de rectas al realizar una traslacion o un giro de los ejes coor-
denados.

PAg: Determinacion de las coordenadas del punto medio de
un segmento conocidas las de sus extremos.

Estrategias heuristicas:

E:: Representar y organizar la informaciéon mediante un di-
bujo o mediante simbolos.

E:: Elegir un sistema de referencia.

Es: Formular una conjetura plausible y después someterla a
una evaluacion: prueba o refutacion (buscar contragjemplos).

Es Buscar un problema analogo ya resuelto (o mas facil) o
una propiedad analoga ya conocida.

Es: Analizar casos particulares y luego generalizar; reconocer
y generalizar patrones o tendencias.

Es: Subdividir €l problema:

— restringiendo o ampliando las condiciones,

— reduciendo las variables o la dimension.
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E7: Suponer resuelto ¢l problema; empezar desde el final.
Es: Buscar los datos que harian falta para resolver el problema.
Es: Analizar si puede haber otras soluciones.

4.1.2. Instrumentos, muestra y desarrollo de la investigacion

A partir del catilogo de conocimientos enumerado anterior-
mente, se elaboraron tres pruebas, una para cada campo:

Prueba sobre conocimientos en conceptos y estructuras concep-
tuales: Consiste en un cuestionario de 20 items de verdadero-falso
que evalfa, esencialmente, la competencia en los contenidos inven-
tariados antes bajo ese mismo epigrafe.

Prueba sobre procedimientos algoritmicos: Consiste en una se-
cuencia de 10 gjercicios que requieren el uso de los procedimientos
algoritmicos anteriormente catalogados.

Prueba sobre resolucion de problemas: Consiste en una colec-
cion de 3 problemas con cuya resolucion se pretende evaluar el
grado de utilizacion de las estrategias heuristicas.

A continuacion, se muestran estas tres pruebas:

CONOCIMIENTOS PREVIOS: PRIMERA PRUEBA

1. Larectax—y+ 1=0pasa por el punto (3,5).

2. El lugar geométrico de los puntos del plano que equi-
distan de dos rectas secantes esta constituido por las bisectrices
de los 4ngulos que forman dichas rectas.

3. Larectay=2x-1esperpendicularalarectax-2y-1=0.

4. Si a, b y c representan las longitudes de los lados de
un triangulo, entonces se verifica siempre: a>b + c.

5. Desde un punto P exterior a una esfera se trazan tan-
gentes a ella; entonces las distancias entre €l punto P y los pun-
tos de contacto son todas iguales. '

6. Silarectay=mx + nes paralela a la recta Ax + Bx + C
= 0, entonces se verifica: m = -A/B y n # -C/B.

7. La ecuacion de una recta depende del sistema de refe-
rencia adoptado.
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8. La mediatriz de un segmento AB es una recta formada
por todos los puntos que equidistan de A y de B.

9. Las superficies cOnicas tienen alturas pero no generatri-
ces.

10. El lugar geométrico de los puntos del plano que equi-
gistan de una recta esta formado por dos rectas paralelas a la

ada.

11. La recta y = —-B/Ax —C/A es perpendicular a la recta
Ax+ By+ C=0.

12. Aunque el punto P(a,b) verifique 3a —4b + 5= 0, no
tiene que pertenecer necesariamente a la recta 3x — 4y + 5= 0.

13. La recta perpendicular a un segmento en su punto
medio se llama mediana.

14. El triangulo de la figura es rectangulo y las letras re-
presentan las medidas de sus lados; entonces se verifica:

a’=b’+ ¢

15. Larectay=2x—1esparalelaalarectax—2y—1=0.

16. Desde un punto P exterior a una circunferencia se
trazan las dos tangentes a ella; entonces las distancias entre el
punto P y los puntos de contacto son iguales.

17. Una recta tiene infinitas ecuaciones que no son equi-
valentes entre si.

18. El lugar geométrico de los puntos del plano que equi-
distan de dos rectas paralelas es un segmento paralelo a ellas.

19. Una superficie conica se obtiene al hacer girar una
recta alrededor de otra secante a ella manteniendo constante
siempre el angulo que forman.

20. Sia, by c representan las longitudes de los lados de
un triangulo, entonces se verifica siempre: a>b—c.
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CONOCIMIENTOS PREVIOS: SEGUNDA PRUEBA

1. Calcula la distancia entre los puntos A(1,-2) y B(4,2).
2. Halla la ecuacién de la recta que pasa por los puntos
A(1,2) y B(3.,4).

3. Calcula la distancia entre el punto (1,2) y la recta 3x —
4y +1=0.

4. Halla las coordenadas del punto medio del segmento
AB siendo A(-1,2) y B(3,4).

5. Halla las ecuaciones de las bisectrices de los angulos
que forman las rectas 3x -4y + 1 =0y 4dx -3y -5=10.

6. Halla la nueva ecuacion de la recta 2x —y -1 =0
cuando se ha efectuado una traslacion de los ejes coordenados
al punto (1,2). .

7. Resuelve la ecuacion: v2x — Vx+ 1= 1.

8. Dibuja la mediatriz de un segmento de 5 cm de longi-
tud y explica con detalle como lo haces.

9. Dibuja la bisectriz de un angulo parecido al de la si-
guiente figura y explica con detalle como lo haces.

10. Dibuja un tridngulo cuyos tres lados sean distintos;
después dibuja una circunferencia tangente a los tres lados de
ese triangulo. Explica con detalle como lo haces.

CONOCIMIENTOS PREVIOS: TERCERA PRUEBA

1. El siguiente dibujo representa el muelle de un puerto
de mar en el que el angulo A mide 45>

C/

ya 76\\\\
i / AN
/ / PUERTO AN

N

™
AW

A P A >
// / / . / PUERTO 7 B

Iyl /

ayd




APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS POR DESCUBRIMIENTO 93

Desde ¢l punto B, que dista 5 Km de A, se desea construir
un dique rectilineo, BC, de manera que la superficie encerrada
en el tridngulo ABC sea de 10 Km’. Halla el punto C y la longi-
tud del dique BC.

Utiliza la siguiente figura y explica con detalle todo lo que
haces y por qué tu respuesta verifica las condiciones del enun-
ciado.

A

2. Demuestra que la suma de todos los angulos de un po-
ligono regular de n lados es 180°(n-2). Explica con detalle tu ra-
zonamiento. .

3. Dibuja las rectas que equidistan de los tres puntos si-
guientes. Explica con detalle todo lo que haces y razona por qué
las rectas que tiu dibujes verifican la condicion del problema.

- C

A « B

La fiabilidad de las pruebas sobre procedimientos algoritmi-
cos y sobre estrategias heuristicas viene avalada por la univocidad
del contenido en el primer caso y por la existencia de una pauta
normativa en la correccion de los problemas en el segundo caso.

La validez de estas tres pruebas estd garantizada por su con-
comitancia con los contenidos seleccionados (apartado 4.1.1.) co-
mo puede verse en las siguientes tablas:
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CONCEPTOS Y
ESTRUCTURAS | ITEMS CORRESPONDIENTES
CONCEPTUALES EN LA PRIMERA PRUEBA
(Ap. 4.1.1)
G 9,19
< 2,10, 18
Cs 5,16
Cy 14
Cs 4,20
Cs 7,17
Cy 1,12
Gy 3,6, 11,15
Cy 2,813
PROCEDI-
MIENTOS
ALGORIT- PA; | PA: | PA; | PA4| PAs | PAs | PA7 | PAs | PAs
MICOS
{Apd.1.1)
Items corres-
pondientesen |\ 5 | 5 | g lgyq0| 2 [ 5 | 6 | 4
la segunda .
prueba
ESTRA-
TEGIAS
HEURIS- E; E: Es E4 Es Es Er Es Es
TICAS {Ap.
4.1.1)
Problemas de la
tercera prueba
donde donde ! ! 3 2y3) 2 3 I ! 3
pueden usarse
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Las pruebas fueron realizadas por 78 alumnos pertenecientes
a dos centros distintos, uno en Salamanca y otro en Zamora, en el
mes de noviembre de 1987. Puesto que la muestra no es muy am-
plia y tampoco fue escogida al azar, los resultados obtenidos no
pueden ser extrapolados de modo inmediato a toda la poblacion,
aunque para nuestro objetivo (analisis de conocimiento previos pa-
ra elaborar los materiales didacticos) es suficiente. Se utilizaron
dos sesiones de una hora cada una: en la primera, ambos grupos
contestaron a las pruebas. sobre conceptos y sobre algoritmos; en
la segunda, cada grupo resolvid los tres problemas. En la sesion
dedicada a la resolucion de problemas, los estudiantes dispusieron
de libros y, en las otras dos, del material adecuado (compas, regla,
transportador, etc.).

4.1.3. Analisis de resultados

La correccion se efectudé manualmente y, aunque nuestro in-
terés es de tipo cualitativo, expondremos también los resultados
numéricos insistiendo en la advertencia de su dudosa extrapola-
cion.

Conceptos y estructuras conceptuales

La siguiente tabla muestra el porcentaje de contestaciones
erroneas en la Prueba sobre conocimientos en conceptos y estructu-
ras conceptuales: -

ITEMS 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Porcentaje de

respuestas 9 (1281031 11,5]20,5(423|34,6}23,1(308]51,3
erroneas

ITEMS 12 |13 1415|1617 | 18] 19| 20

Porcentaje de
respuestas 2561921308 9 |167 154|667 43,6154 | 41

erroneas
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Un analisis global de estos datos nos indica que los conceptos
y estructuras conceptuales han sido asimilados por los estudiantes
‘de un modo desigual. Concentrandonos en aspectos parciales, ob-
servamos que muchos no reconocen que una recta tiene infinitas
ecuaciones (item 17) a pesar de que la mayoria acepta que la ecua-
cion de una recta depende del sistema de referencia adoptado
(item 7). Encontramos aqui una concepcion erronea segun la cual
el sistema de referencia es “anterior” a los objetos geomeétricos, es
algo absoluto dado a priori, y, por lo tanto, los objetos geométri-
cos va nacen encadenados a €l por una sola ecuacion. Una parte de
las causas de esta concepcion erronea debe buscarse en la escasa
actividad didactica en torno a los cambios de sistemas de referen-
cia, como queda bien patente en la prueba sobre algoritmos (pa-
rrafo siguiente) en la cual casi todos los alumnos fueron incapaces
de hallar la nueva ecuacion de una recta cuando se habia efectua-
do una traslacion de los ejes coordenados a un punto dado.

El concepto de lugar geométrico parece estar mas memoriza-

do que asimilado. En efecto, la gran mayoria de los estudiantes es
capaz de identificar la definicion de bisectriz como lugar geométri-
co (item 2) pero solo la mitad transfiere este concepto a situacio-
nes nuevas (items 10 y 18).
‘ Las condiciones analiticas de paralelismo y perpendicularidad
de rectas son conocidas y aplicadas por la mayoria de los alumnos
siendo mejores los resultados cuando se plantean preguntas en ca-
$OS concrétos y con ecuaciones escritas en la misma forma (items 3
y 15) que cuando las preguntas se plantean en situaciones genera-
les y con ecuaciones escritas en distinta forma (item 6).

La generacion de una superficie conica y la propiedad de la
tangente a una esfera (o a una circunferencia) desde un punto ex-
terior parecen estructuras conceptuales bien asimiladas por la gran
mayoria de los estudiantes (items 5, 9, 16 y 19). No sucede lo mis-
mo con las relaciones entre las longitudes de los lados de un
tridngulo cualquiera: mientras casi todos reconocen la desigualdad
a<b + c, solo la mitad acepta a >b — ¢ (items 4 y 20).

La condicion analitica para que un punto pertenezca a una
recta es suficientemente conocida (items 1 y 12) al igual que el teo-
rema de Pitigoras (item 14). Sin embargo, los conceptos de media-
na y de mediatriz parecen no estar muy claros para la cuarta parte
de los estudiantes (items 8 y 13).
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Procedimientos algoritmicos

La siguiente tabla recoge los resultados de la prueba sobre
procedimientos algoritmicos:

ITEMS 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Porcentaje de )
contestaciones | 654 | 79.5139,8 | 71,8 (23,1 | 1,3 | 2,6 | 46,2 (333 ]| 26
correctas

Porcentaje de
contestaciones
incompletas o (10,3 51 (333139 )51 |13 (25| 0 [65] 3,8
con algan

eITor pequetio

Porcentaje de
contestaciones | 24,3 | 154|269 (24,3 | 71,8 | 97,4 | 94,9 | 53,8 | 60,2 | 93,6
errbneas

Al analizar esta tabla se observan resultados satisfactorios en
los cuatro primeros items, que se refieren al calculo de la distancia
entre dos puntos, ecuacion de la recta que pasa por dos puntos,
distancia de un punto a una recta y coordenadas del punto medio
de un segmento. Hay algunos errores en el algoritmo para calcular
la distancia de un punto a una recta (item 3), como la ausencia del
* valor absoluto en la férmula o confusiones de signo en el denomi-
nador, que no parecen invalidar un conocimiento general acepta-
bie de todos estos procedimientos algoritmicos. En cambio, en los
ultimos seis items, el panorama cambia completamente. Expone-
mos, a continuacion el analisis de las respuestas dadas a estos
items:

Item 5 (ecuaciones de bisectrices): la mayoria de las contes-
taciones erroneas se producen por ¢l desconocimiento de un proce-
dimiento algoritmico o por el uso de féormulas incorrectas.

Item 6 (transformacion de la ecuacion de una recta por una
traslacion de ejes coordenados): también aqui se observa un desco-
nocimiento total de un procedimiento algoritmico.

Item 7 (resolucion de una ecuacion irracional). los alumnos

han practicado con este tipo de ecuaciones en ¢l primer y segundo



98 JOSE DEL RIO SANCHEZ

curso y conocen las lineas generales del procedimiento, sin embar-
go la abundancia de errores como los siguientes les impide llegar a
Ia solucion: '

— Fliminan las raices elevando al cuadrado cada raiz separa-
damente.

— Aplican que la raiz cuadrada de una suma es igual a la .
suma de las raices. .

— No utilizan paréntesis al eliminar una raiz cuando calcu-
lan el cuadrado de un binomio.

— Dividen por x los dos miembros de la ecuacion con lo
cual pierden una solucion.

~ No comprueban las soluciones obtenidas tras haber eleva-
do al cuadrado los dos miembros de la ecnacion.

Itemn 8 (trazado de la mediatriz de un segmento): casi todas
las respuestas erroneas utilizan el siguiente método: buscan el pun-
to medio del segmento utilizando la regla y luego trazan una per-
pendicular a mano alzada.

Item 9 (trazado de la bisectriz de un angulo): los estudiantes
saben que la bisectriz divide al angulo en dos partes iguales y que
sus puntos equidistan de los lados del dngulo, pero la mayoria rea-
liza el trazado a mano alzada, sin método alguno. Sorprende el
comportamiento de los alumnos en estos dos ultimos items si tene-
mos en cuenta que, en el primer curso, estudiaron y practicaron ya
las construcciones geométricas mas elementales, muchas de las
cuales se apoyan en estas dos.

Item 10 (trazado de la circunferencia inscrita en un triAngu-
lo): lo mas significativo de las respuestas es que, en casi todas, los
alumnos inician el proceso trazando las medianas, las mediatrices
y, en menor proporcién, las bisectrices. Esto demuestra que reco-
nocen, en su memoria, una relacion entre la tarea propuesta y los
puntos notables de un triangulo (baricentro, circuncentro e incen-
tro} pero su aprendizaje no soporta esta actualizacion.

Estrategias heuristicas

La siguiente tabla muestra los resultados de la prueba sobre
resolucion de problemas que nos sirvid para evaluar el uso y la di-
versidad de las estrategias heuristicas empleadas asi como para de-
tectar algunas concepciones erroneas:
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PROBLEMAS 1 2 3
Porcentajes:

Resolucion correcta y completa 475 S 79
Re(s)og:;lgzz::c‘; ::;0 incompleta 95 12,5 10.5
Sin resolucién o reselucién incorrecta 27.5 82,5 81,6

En este caso, mucho mas aln que en los anteriores, es mas
interesante para el proposito de esta investigacion analizar los pro-
cesos resolutivos utilizados por los estudiantes que constatar el fra-
caso general manifestado en la escueta informacidn contenida en
esta tabla.

Problema I (puerto de mar): En la mayoria de las resolucio-
nes correctas se utiliza la estrategia de “suponer resuelto el proble-
ma’ para obtener informacion sobre la altura del triingulo ABC y
la consecuente ubicacion del punto C. Algunos utilizaron la estre-
tagia de “elegir un sistema de referencia” pero ninguno consiguid
explotarla hasta el final. Los errores mas frecuentes se originan
cuando los estudiantes hacen supuestos que no figuran entre los
datos del problema ni pueden deducirse de ellos, por ejemplo: el
angulo C es de 90°; el dibujo estd hecho a escala y se pueden to-
mar medidas en él; el triangulo ABC es isosceles; etc. Este tipo de
comportamiento origind la mayorta de las respuestas erroneas.

FProblema 2 (suma de los angulos de un poligono): Este es un ti-
pico problema de demostracién de una propiedad que, a juzgar por
las respuestas, no era conocida por los estudiantes. Las heuristicas
con las que atacaron su resolucion fueron las siguientes: “particulari-
zar” (en casos conocidos como triangulos, cuadrados o hexagonos) y
“generalizar” (a partir de los casos conocidos). Utilizan la particulari-
zacion para comprobar que la formula se cumple para n = 3 6 para
n =4 0 para n =6 y, de ahi, infieren que se cumple siempre (generali-
zacion). Hay, por lo tanto, una grave confusion entre comprobacion
y demostracion. En general, se aprecia un desconocimiento de lo que
es un proceso demostrativo en matematicas.

Problema 3 (rectas equidistantes): Este era un problema, en
principio, sencillo que, sin embargo, fue resuelto bien por muy po-
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cos alumnos. Apenas utilizaron estrategias eficaces como pedria
ser la de “subdividir el problema” prescindiendo de uno de los
puntos. La mayoria se limito a dibujar bisectrices, medianas o me-
diatrices afirmando que ellas constituyen la solucion. Se observa
una ausencia total de argumentos para defender cualquiera de las
conjeturas, ni siquiera en los poquisimos casos en que éstas eran
correctas. Estos comportamientos parecen indicar que la reversibi-
lidad del concepto “distancia de un punto a una recta” no es tan
intuitivo como pudiera parecer a primera vista.

4.1.4. Conclusiones

El anélisis de las respuestas obtenidas en las tres pruebas que
acabamos de comentar nos permite formular algunas conclusiones
generales sobre la competencia de los estudiantes en los conoci-
mientos necesarios para iniciar el estudio de las conicas.

En el campo conceptual, solo se observan deficiencias impor-
tantes en la asimilacion de las propiedades métricas entre las longi-
tudes de los lados de un tridngulo y Ia confusién entre los concep-
tos (o, tal vez, solo entre los nombres) de mediana, mediatriz y
bisectriz. Existe, sin embargo, una concepcion errOnea muy exten-
dida: el sistema de referencia es algo absoluto y, por tanto, las rec-
tas tienen una sola ecuacion.

Respecto a los procedimientos algoritmicos, advertimos defi-
ciencias graves en el calculo de las ecuaciones de las bisectrices de
dos rectas secantes, en el trazado de la bisectriz y de la mediatriz
y, sobre todo, en la eliminacién de las raices cuadradas de una
ecuacion con dos raices en el mismo miembro.

Finalmente, en ¢l campo de la resolucion de problemas, se
aprecia el uso de una pequefia variedad de estrategias heuristicas
que, en la mayoria de los casos, no se explotan hasta conseguir la
solucion completa. Algunos estudiantes formulan conjeturas que ni
refutan ni prueban y otros, con €l hallazgo de una solucién parti-
cular, dan por resuelto un problema que requeria una solucion de
caracter general. Un comportamiento frecuente es la tendencia a
afiadir supuestos que no figuran en el enunciado del problema ni
pueden deducirse de sus datos. En los problemas de determina-
cion, el grado de comprension del enunciado es muy alto; en cam-
bio, en los problemas de demostracion, aunque puede suceder lo
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mismo, esto no se¢ manifiesta ya que, en general, estos estudiantes
no aprecian lo que es una demostracidon matemdatica ni su necesi-
dad (la confunden, por ejemplo, con una comprobacién; generali-
zan, sin mas, a partir de algunos casos particulares; no distinguen
hipotesis de tesis, etc.).

4.2, Ideas previas sobre las conicas

Puesto que, entre las investigaciones conocidas, no existe nin-
guna que se refiera al analisis de las ideas previas sobre las conicas
en alumnos de los Oltimos cursos de la ensefianza secundaria (3%
de BUP, en nuestro caso concreto), nos vimos obligados a realizar
una investigacion sobre este tema. El objetivo era detectar y anali-
zar las ideas previas que poseen los alumnos de 3* de BUP (17
afios) sobre las secciones conicas (elipses, hipérbolas y parabolas)
antes de empezar su estudio sistematico.

4.2,1. Instrumento, muestra y desarrollo de la investigacion.

La primera meta era obtener una informacion aproximada de
caracter general sobre las ideas previas que poseian los alumnos.
Para ello se elabord un cuestionario breve y muy abierto en el que,
sobre cada una de las curvas, se pedia a los alumnos que la dibu-
jasen, la definieran, enunciaran alguna propiedad y describieran al-
gun objeto o fenomeno real donde se encontrase esta curva. Fue
contestado por 76 alumnos de 3% de BUP en el mes de noviembre
de 1987, cuando todavia no habian comenzado su estudio sistema-
tico. Utilizaron una hoja para cada curva, tenian regla y compas y
disponian de una hora, tiempo que fue, en todos los casos, sufi-
ciente. Las contestaciones fueron andnimas, lo cual favorecio el al-
to grado de espontaneidad que necesitaba esta primera aproxima-
cion al objetivo de la investigacion.

Eramos conscientes de que la “apertura” de la prueba iba a
impedir a muchos alumnos rememorar y explicitar sus concepcio-
nes ya que éstas, en muchos casos, no emergen hasta que no se en-
frentan con una situacién problematica en la que su intervencion
es imprescindible y espontinea. Pero el objetivo era detectar un
cimulo de posibles ideas previas que Iluego validariamos de una
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manera mas precisa. Por eso, a partir de los resultados obtenidos,
elaboramos un cuestionario con 40 items de verdadero-falso que
concentraban la atencion de los estudiantes sobre los aspectos par-
ticulares de estas curvas que, en la primera exploracion, fueron de-
tectados como posibles ideas previas.

ANALISIS DE LAS IDEAS PREVIAS SOBRE LAS CONICAS
CUESTIONARIO DEFINITIVO

Las primeras 8 frases hacen referencia a las curvas de las si-
guientes figuras en las cuales las lineas de puntos no forman parte
de las curvas, sélo sirven para indicar como se trazaron:

5
1. La curva 1 podria ser una hipérbola.
2. La curva 2 podria ser una elipse.
3. La curva 3 podria ser una hipérbola.
4, La curva 4 podria ser una parabola.
5. La curva 5 podria ser una hipérbola
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La curva 6 podria ser una parabola.
La curva 7 podria ser una elipse.
La curva 8 podria ser una hipérbola.
Una elipse puede dibujarse perfectamente utilizando
solo el comipas, la regla y el lapiz.

10. Si representamos la funcién y = 3x°, obtenemos una
parabola.

11. Si sefialamos los puntos medios de todas las semi-
cuerdas verticales de vna circunferencia (como en la figura si-
guiente) v los unimos, entonces se obtiene una elipse.

oo

12, Una hipérbola se define asi: es la curva obtenida al
seccionar una superficiec conica completa mediante un plano que
no pasa por ¢l vértice y corta a sus dos hojas.

13. Las tnicas elipses que existen en la realidad son las
orbitas de los planetas alrededor del sol y las de algunas parti-
culas atdmicas alrededor del ntcleo.

14. La longitud de una parabola es infinita.

15. Si disparamos un cafién antiguo con una inclinacion
de 45° y suponemos que el rozamiento del aire no existe, la tra-
yectoria completa de la bala es una curva como la de la siguien-
te figura:

o |
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16. Una hipérbola no puede formarse con las dos mitades
de una elipse enfrentadas entre si.

17. Fijado un punto de una hipérbola, siempre €s posible
trazar dos tangentes a dicha hipérbola pasando por ese punto.

18. La zona de una cancha de baloncesto que se muestra
en la figura siguiente tiene forma de parabola.

19. Una elipse se define como una curva plana, cerrada y
simétrica en la que sus puntos no equidistan del centro.

20. Una pariabola puede dibujarse perfectamente em-
pleando sdlo una regla, un compas y un lapiz.

21. Las hipérbolas no aparecen en objetos o fenémenos
reales. .
22. y* = 2x es la ecuacion de una parabola cuyo eje coin-
cide con el eje de abscisas.

23. Por cualquier punto de una elipse pasan dos tangen-
tes distintas.

24. Los huevos de gallina tienen forma de elipsoide.

25. Una horquilla de pelo, como la de la siguiente figura,
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26. Si un jugador de baloncesto lanza el balon desde el
centro del campo y consigue una canasta, entonces el camino
recorrido por el balén tiene forma de parabola.

27. Una parabola se define asi: es la curva obtenida al cor-
tar una superficie conica por un plano paralelo a una generatriz.

28. Las parabolas no tienen centro de simetria.

29. Una hipérbola no puede dibujarse perfectamente em-
pleando solo el compas, la regla y el lapiz.

30. Una elipse se define como el lugar geométrico de los
puntos del plano tales que la suma de sus distancias a dos pun-
tos fijos es siempre la misma.

31. La grafica de la funcidn y =1/x es una parabola.

32. Cualquier parabola tiene infinitas ecuaciones no equi-
valentes entre si.

33.  Un meldn perfectamente simétrico tiene forma de elipse.

34. x* = 2y es la ecuacidn de una parabola cuyo eje coin-
cide con el eje de ordenadas.

35. Una parabola se define asi: es una curva abierta, si-
métrica e ilimitada que se caracteriza por ser la grafica de una
funcion.

Las proximas cinco frases hacen referencia a las siguientes
actividades:

A. Tomamos una superficie conica {completa) en la cual las
generatrices forman con el eje un éngulo de 30°. La cortamos con
un plano que no pasa por el vértice y que forma con el eje un an-
gulo B. Consideramos la curva obtenida en esta seccion.

B. Clavamos dos chinchetas sobre una hoja de papel y traza-
mos la curva que resulta al desplazar un lapiz manteniendo tenso
un hilo cuyos extremos se han unido a las chinchetas como mues-
tra la figura siguiente:
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C. Con una linterna cuyo haz luminoso forma un cono per-
fecto, tluminamos una hoja de papel con la inclinacion que mues-
tra la figura siguiente; consideramos la curva formada por el bor-
de del recinto iluminado.

36. Si = 30° la curva obtenida en A es una seccion co-
nica del mismo tipo que la obtenida en C.

37. Si f es menor que 30°, la curva obtenida en A es siem-
pre una seccidn conica del mismo tipo que la obtenida en B.

38. Si B es mayor que 30° la curva obtenida en A, en al-
gunos casos, es del mismo tipo que la obtenida en C.

39. Si cortamos la superficie conica de la actividad A con
un plano paralelo a una generatriz, obtenemos una curva del
mismo tipo que la obtenida en la actividad C.

40. Si seccionamos la superficie conica de la actividad A
con los planos que cortan a todas las generatrices, podria obte-
nerse, en algin caso, una curva del mismo tipo que la obtenida
en la actividad B.

Este cuestionario fue contestado por el mismo grupo de 78
estudiantes que realizb las pruebas para analizar ¢l grado de com-
petencia de conocimientos previos necesarios (primer apartado de
este capitulo). Dada la originalidad y la relativa importancia del
proposito de esta exploracion, decidimos hacer una segunda apii-
cacion de este cuestionario a una muestra mas amplia, con el fin
de aumentar la validez de los resultados obtenidos. Aunque el
muestreo aleatorio ¢s, en teoria, el procedimiente de seleccion de
muestras mas adecuado, no siempre es posible dada la organiza-
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cion de nuestro sistema escolar. No obstante, la muestra de la se-
gunda aplicacion se considera bastante representativa, al menos,
de la poblacion escolar del distrito universitario de Salamanca, no
solo por su tamaiio, 305 estudiantes, sino por las propias caracte-
risticas de los grupos y de los centros.

Salamanca:

— un grupo de ciencias y otro mixto de un Instituto de la
Zona centro;

— tres grupos de ciencias y uno mixto de un Instituto de ba-
rio;

Zamora:

— dos grupos de ciencias y uno mixto de un Instituto de
procedencia diversa

A continuacion se expone el andlisis de los resultados obteni-
dos en esta segunda aplicacion que, sin ser muy diferentes a los
obtenidos en la primera, tienen una mayor validez.

4.2.2. Anaslisis de resultados

La correccion se efectud en un ordenador con un programa
disefiado ad hoc en DBASE III. Los datos obtenidos se procesaron
con ¢l programa MICROSTAT utilizando la prueba “ji-cuadrado”
para medir la dependencia de las respuestas dadas a los distintos
items (o« = 0,05). Cuando las frecuencias tedricas eran bajas, se
contrastaron las conclusiones aplicando la prueba G con la correc-
cion de Ku.

Reconocimiento de las formas y construccion

El primer grupo de items (del 1 al 8) estaba destinado a de-
tectar la representacion mental que poseen los alumnos de cada
una de las conicas. Los tipos de figuras sometidas a su percepcion
visual fueron sugeridos por las respuestas obtenidas en la primera
fase de la investigacion. Para completar el reconocimiento de las
formas se afiadieron otros items (9, 11, 16, 18, 20, 25, 29) a fin de
obtener informacion sobre los procedimientos que seguirian para
trazarlas.

Estos fueron los rcsultados
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FORMA DE LA ELIPSE
ITEMS:

Porcentajes de:

2 7 n 9
Alumnos cuya respuesta es 65 7.1 88,2 125
correcta
Almos cuya respuesta es 928 26.9 108 86.5
erronea
Alummnos que no contestaron 0,7 1 1 1

Del analisis de estos resultados se sigue que los estudiantes
poseen una representacion mental de la forma de la elipse que
puede considerarse fisicamente correcta pues casi todos aceptan
como elipses las curvas de los items 2 y 11 (6valo y circunferencia
achatada) al mismo tiempo que rechazan la del 7 (dos semicircun-
ferencias secantes). En cuanto a la construccion, en consonancia
con la respuesta de que la curva del item 2 (6valo) es una elipse, la
gran mayoria de los alumnos considera que la elipse puede dibu-
jarse con regla y compds (item 9). Sin embargo, las respuestas a es-
tos items no son dependientes.

FORMA DE LA HIPERBOLA

ITEMS:
1 3 5 8 16 29

Porcentajes de:

Alumnos cuya respuesta es

52,1 42 613 | 692 | 436 | 269
correcta

Alumnos cuya respuesta es

. 43 56,1 | 351 | 27,9 | 49,8 | 69,2
erronea

Alumnos que no contestaron | 4,9 1,9 36 2,9 6,6 39

En esta tabla se observa que algo mas de la mitad de los alum-
nos reconoce la hipérbola como una curva formada por dos ramas
simetricas (items 1 y 5) que no tienen forma circular (item 8). Aproxi-
madamente la mitad completa esta imagen considerando que esas ra-
mas podrian ser semielipses (item 16) y tangentes (item 3). Es intere-
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sante constatar como el porcentaje de alumnos que reconocio co-
mo hipérbolas las curvas de los items 3 y S es mas alto en ambos
casos que el que reconocié la del item 1. Sin embargo, en ambos
casos, las respuestas estan relacionadas. En nuestra opinidn, esto
se explica por la presencia de los ejes en los dos primeros casos.
Como ya pudimos observar al examinar los dibujos que obtuvi-
mos en la primera fase de la investigacion, parece que, para los es-
tudiantes, los ejes son un elemento consustancial con la hipérbola.
Respecto a la construccion, vemos, como en el caso de la elipse,
que mas de 2/3 de los alumnos asegura que puede dibujarse con

regla y compas (item 29). '

FORMA DE LA PARABOLA

ITEMS:
4 6 13 25 20

Porcentajes de;

Alumnos cuya respuesta es

77,4 328 528 25,6 184
correcta

Alumnos cuya respuesta es

; 21,3 65,2 46,2 73,1 80
erronea

~ Alumnos que no contestaron 1.3 2 i 1,3 1,6

Esta tabla manifiesta sin lugar a dudas que el reconocimiento
de la forma de la parabola es un logro de la mayoria de los alum-
nos (item 4) aunque incluyen en su representacion mental los casos
en que la curva esta constituida por un arco de 01rcunfcrenc1a y
dos semirrectas tangentes (items 6 y 25).

La mitad de los alumnos, sin embargo, excluye el caso en que
las semirrectas no son tangentes al arco de circunferencia (item
18). Las respuestas a estos tres items estin relacionadas dos a dos.
En consonancia con estas ideas, igual que en la elipse y en la hi-
pérbola, casi todos los alumnos aseguran que también la parabola
puede dibujarse perfectamente empleando solo la regla y el com-
pas (item 20). La prueba “ji-cuadrado” demuestra que la propie-
dad de poder ser trazada con regla y compas no ¢s percibida por
Ia mayoria de los alumnos como comiin para las tres conicas.
Conjeturamos que una parte de este resultado tal vez pueda expli-
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carse por las ensefianzas que, sobre el trazado de estas curvas, han
recibido los alumnos en la asignatura de dibujo del primer curso.

Conceptos y estructuras conceptuales de equivalencia

Ahora nos ocuparemos de analizar los resultados de los items
que se refieren directa o indirectamente a los conceptos de elipse,
hipérbola y parabola y la estructura de equivalencia entre las dis-
tintas propiedades caracterizantes. Se recogen en las siguientes ta-
blas:

CONCEFTO DE ELIPSE

. ITEMS:
Porcentajes de:
2 7 11 19 30

Alumnos cuya respuesta es

6,5 72,1 88,2 25,6 50,2
correcta

Alumnos cuya respuesta es

; 92,8 26,9 10,8 718 37,7
erronea

Alumnos que no contestaron 0,7 1 1 2,6 12,1

El examen de estos datos arroja como conclusion que los es-
tudiantes poseen de la elipse una representacion conceptual que se
apoya exclusivamente en la percepcion visual. En efecto, un 92,8%
de log alumnos asegura que el Ovalo es una elipse (item 2), lo cual
es un error, y al mismo tiempo asegura que también la circunfe-
rencia “achatada™ es una elipse (item 11), lo cual es correcto. En
ambos casos, la percepcion visual es muy semejante.

Esta misma percepcion visual les lleva a excluir del concepto
de elipse la curva del item 7 (dos arcos de circunferencia secantes).
El resultado del item 19 parece corroborar la afirmacion anterior
pues la mayoria de los alumnos (71,8%) define la elipse como una
curva plana, cerrada y simétrica en la que sus puntos no equidis-
tan del centro, definicion esencialmente descriptiva que no caracte-
riza a las elipses,

Respecto al item 30, donde se proponia la definicion de elipse
a partir de la propiedad focal, no parece notable la diferencia entre
las respuestas correctas y las erroneas, teniendo en cuenta el alto
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porcentaje relativo de alumnos que no contestaron; seria arriesga-
do concluir algin resultado general sobre el grado de intuicién que
poseen los alumnos de esta propiedad. No obstante, la prueba *ji-
cuadrado”, aplicada a las respuestas de este item y a las de los
items 37 y 40 (donde se requeria una aplicacién de este concepto),
da una dependencia significativa lo que indica la existencia real de
un grupo de alumnos que posee este concepto.

CONCEPTO DE HIPERBOLA

. ITEMS:
Porcentajes de:

8 12 16
Alumnos cuya respuesta es 69,2 24,1 43,6
correcta
All.}mnos cuya respuesta es 279 534 49,8
erronea
Alumnos que no contestaron 29 12,5 6.6

Se aprecia, al analizar esta tabla, que mas de 2/3 de alumnos
rechaza la idea de la hipérbola como dos semicircunferencias en-
frentadas (item 8), pero, en cambio, hay un equilibrio entre quie-
nes piensan que se podria formar con dos semielipses y los que no
(item 16). Las respuestas al item 12 parecen indicar que el concep-
to de hipérbola como seccién conica no es muy intuitivo pues mas
de la mitad de los alumnos no lo reconocen, pero ello puede de-
berse a la incomprension de los conceptos implicados en la formu-
lacion del item (superficie conica completa, hoja, etc.). Un apoyo
visual en este item probablemente invertiria los porcentajes de res-
puestas correctas y erroneas y disminuiria el de los alumnos que
no contestan, ya que estas respuestas estan relacionadas con las
emitidas en el item 37, que implicaba una transferencia de este
concepto.

La concepcidn de la parabola como un arco de circunferencia
prolongado por dos semirrectas es muy frecuente en los alumnos.
Se observa un aumento de esa concepcion cuando las semirrectas
son tangentes a la circunferencia (item 6 e item 25) y una disminu-
cion cuando no lo son (item 18). Estos resultados, junto con el
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fuerte apoyo a la definicién descriptiva e incompleta e)_(presada en
el item 35, corrobora una construccion mental generalizada de un

concepto de parabola muy proéximo a la representacion perceptual.

CONCEPTO DE PARABOLA
ITEMS:
Porcentajes de:
6 18 25 27 35

Alumnos cuya respuesta es

32,8 52,8 25,6 492 124
correcta

Alumnos cuya respuesta es

\ 65,2 46,2 73,1 kYN 843
erronea

Alumnos que no contestaron 2 | 1,3 13,1 33

El concepto matematico que se enuncia en el item 27 no pa-
rece evidente para la mayoria de los alumnos. Sin embargo, la re-
lacion significativa de las respuestas con las ernitidas en los items
36 y 39, en los que se pedia una aplicacion de ese concepto, asegu-
ra la existencia de un grupo de alumnos que ya lo posee.

ESTRUCTURAS CONCEPTUALES DE EQUIVALENCIA

ITEMS:
36 ¥ 38 39 40

Porcentajes de:

Alumnos cuya respuesta es

44,6 393 31,5 36,4 456
correcta

Alumnos cuya respuesta es

, 384 40 459 42 3.1
erronea

Alumnos que no contestaron 17 20,7 22,6 21,6 23,3

Al examinar esta tabla, destaca, en primer lugar, el alto por-
centaje de alumnos que no contestan a este grupo de items en
comparacion con todos los demas. Se observa, en segundo lugar,
que no hay un predominio claro de aciertos o errores en ninguno
de estos items. Estos dos factores nos inducen a conjeturar que no
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hay ninguna idea previa suficientemente extendida sobre las estruc-
turas conceptuales que relacionan las conicas entre si, aunque exis-
ten relaciones significativas entre las respuestas dadas a todos estos
items.

Propiedades de las conicas

De la tnica conica que los estudiantes poseen algiin conoci-
miento sobre sus ecuaciones es la parabola. Asi lo pusieron de ma-
nifiesto los resultados de la primera fase de la investigacion, debi-
do, como parece evidente, a que en los dos cursos anteriores han
estudiado las graficas de las funciones cuadraticas. En el cuestio-
nario de la segunda fase propusimos varios items relacionados con
este tema, cuyos resultados se expresan en la tabla siguiente:

ECUACIONES

ITEMS:
10 22 34 k) | 32

Porcentajes de:

Alumnos cuya respuesta es

79,3 439 51,1 55,1 31,1
correcta

Alumnos cuya respuesta es

. 18,4 43,9 34,7 36,7 62
erronea

Alumnos que no contestaron 23 12,2 13,8 8.2 6,9

Casi el 80% de los alumnos reconoce que la grafica de la
funcién y = 3x* es una paréabola (item 10); en cambio, a pesar de
que las respuestas estan relacionadas con las del item 34, solo el
51,5% reconoce que x° = 2y (es decir, y = 1/2 x%) es la ecuacién de
una parabola (item 34). Este dato, junto con la dependencia de
respuestas a los items 10 y 22 y el relativamente alto porcentaje de
abstenciones en estos dos Gltimos items, nos indica que, aunque la
mayoria de los alumnos recuerdan que la grafica de una funcion
del tipo y = ax’ es una parabola, mas de la tercera parte de ellos
no son capaces de relacionar el concepto de formula de una fun-
cién con el de ecnacion de una curva o, lo que es lo mismo, no
son capaces de ver en el mismo objeto matematico, y = ax’, la



14 - JOSE DEL RIO SANCHEZ

equivalencia de las dos expresiones simbolicas: férmula de una
funci6n y ecuacion de una curva (la grafica de esa funcion).

Sorprende también que, estando relacionadas ias respuestas a
los items 10 y 31, algo mas de la tercera parte de los alumnos ase-
gure que la grafica de la funcion y = 1/x es una parabola (item
31); esto demuestra que no han asimilado el inico concepto mate-
matico de parabola que, de hecho, han aprendido en los dos cursos
anteriores: “‘parabola” = “grafica de una funcion cuadratica”.

Finalmente, interesa remarcar que el 62% de los alumnos
cree que una parabola no tiene infinitas ecuaciones no equivalentes
entre si (item 32). La explicacion de este hecho, en nuestra opi-
nidn, es la siguiente: en la concepcion que los estudiantes tienen de
una parabola, aparece la idea de que es la grafica de una funcion
(item 35); como esta funcion viene dada por una tnica formula,
esa parabola no puede tener infinitas ecuaciones.

Se investigd también si los alumnos conocian la unicidad de
tangentes en un punto de una coOnica asi como otras propiedades
(simetrias, longitud...) que aparecieron en la primera fase de la in-
vestigacion. He aqui los resultados:

TANGENCIA Y OTRAS PROPIEDADES

, ITEMS:
Porcentajes de:
1” 23 14 28
Alumnos cuya respuesta es 52.8 53.8 $5.9 N
correcta
1
A mos cuya respuesta es 38 40 12,1 587
erronca
Alumnos que no contestaron 9,2 6,2 2 3,3

Observamos la analogia en las contestaciones a los items 17 y
23, corroborada con la prueba “ji-cuadrado”. De aqui se deduce
que aproximadamente la mitad de los alumnos cree que solo es
posible trazar una tangente a una conica en uno de sus puntos.
Hay, sin embargo, un porcentaje relativamente alto (en torno al
40%) que piensa que pueden trazarse dos tangentes; esto significa
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que no es tan intuitiva la propiedad de la unicidad como podria
imaginarse. ‘

En cuanto a la longitud de la paraboia (item 14), la gran ma-
yoria de los alumnos (85,9%) asegura que es infinita, propiedad
derivada de la propia dinamica de la representacion. Algo mas de
la mitad piensa que esta curva tiene centro de simeiria (item 28) y
la explicacion hay que buscarla en que estos estudiantes no cono-
cen de modo significativo el concepto de simetria respecto a un
punto y lo confunden con simetria respecto a un eje, como s¢ pone
de manifiesto al comparar con la definicion de parabola aceptada
por el 84,3% en el item 35 (“curva abierta simétrica e ilimitada
que se caracteriza por ser la grafica de una funcion”), definicién
que fue confeccionada a partir de los datos obtenidos en la prime-
ra fase de la investigacion, en la que la propiedad de simetria (sin
mas precision) fue aplicada abundantemente a todas las conicas.

Sobre la presencia de las conicas en la realidad nos preocupa-
mos ya en la primera fase de la investigacion y, a partir de los da-
tos alli obtenidos, confeccionamos algunos items de este cuestiona-
rio con ¢l fin de precisar mas las conclusiones.

He aqui los resultados:

LAS CONICAS EN LA REALIDAD

ITEMS:

Porcentajes de;
13 21 15 2% 18 25 24 33

Alumnos cuya respuesta es

52,11 57 |79,7| 62 |52,8]|256|18,7|17,7
correcta

Alumnos cuya respuesta es

, 4531 39 |19,7|3571462|73,1 79,3797
EITOnea '

Alumnos que no contestaron | 26 | 4 (06 [ 23| 1 | 13} 2 |26

Observamos, en primer lugar, que algo mas de la tercera par-
te de los alumnos asegura que las hipérbolas no aparecen en obje-
tos o fendomenos reales (item 21) y casi la mitad afirma que las
Unicas elipses que existen en la realidad son las oOrbitas de los pla-
netas alrededor del sol y las de algunas particulas atomicas alrede-
dor del nucleo (item 13).
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Este altimo resultado contrasta con el obtenido en los items
24 y 33 donde casi el 80% de los alumnos mantiene que los hue-
vos de gallina tienen forma de elipsoide y los melones forma de
elipse. Como el item 13 estaba colocado delante de éstos, esta con-
tradiccion indica, mas que una incoherencia en el pensamiento de
los estudiantes, una falta de reflexion al contestar el item 13. Por
otro lado, se aprecia una imprecision en la representacion mental
de la forma del huevo y una confusion (posiblemente sélo expresi-
va) entre las formas planas y las formas espaciales (“‘melon = elip-
se” en vez de “melon = elipsoide”).

El analisis de los items 15 y 26 pone de manifiesto que la ma-
yoria de los alumnos rechaza el modelo medieval de trayectoria de
una bala y acepta la trayectoria parabolica; sin embargo, hay un
20% de alumnos que acepta todavia el modelo medieval y un 35%
que no reconoce las trayectorias parabolicas del balon. En estos
alumnos, prevalece alin la idea previa, como ya han constatado
muchos estudios sobre este tema en relacidon con la mecanica y la
dinamica.

La percepcion de una horquilla del pelo y de la zona de una
cancha de baloncesto como sendas pardbolas ya fue comentada
anteriormente (items 18 y 25).

4.2.3. Conclusiones

Aplicando la escala de niveles de conocimiento en geometria de
Van Hiele (1958, 1986), podemos afirmar que, al empezar ¢l estudio
sistematico de las conicas en 3* de BUP, la mayoria de los estudian-
tes se encuentra entre el Nivel O y el Nivel 1, es decir, reconocen y di-
ferencian globalmente las figuras de estas curvas y, de cada una de
ellas, pueden emitir alguna propiedad particular establecida de modo
perceptivo. Por ejemplo, la mayoria de los estudiantes asegura gque
las formas de una elipse, de una hipérbola y de una parabola son,
aproximadamente, las reflejadas en la figura 1. Reconocen, asimis-
mo, que todas son curvas planas y simétricas, que la longitud de la
parabola es infinita y que la elipse es cerrada.

La mayor parte del conocimiento que poseen los alumnos so-
bre las conicas es de tipo fisico y social pero no logico-matematico
en el sentido que da Piaget a estos términos, pues solamente han
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Fig. 1

realizado una abstraccion empirica (conocimiento fisico) y han
asignado a esas curvas el nombre convencionalmente aceptado en
el entorno socio-cultural (conocimiento social). Como consecuen-
cia, las definiciones de elipse, hipérbola y parabola, aceptadas de
modo casi unanime, estan constituidas por una sucesion de propie-
dades obtenidas perceptualmente que intentan describir por ex-
haustion la forma de la curva. Por gjemplo:

— Una elipse se define como una curva plana, cerrada y simé-
trica en la que sus puntos no equidistan del centro.

— Una parabola se define como una curva abierta, simétrica
¢ ilimitada que se caracteriza por ser la grafica de una funcion,

Poseen también algunos conocimientos que, sin salirse del do-
minio del pensamiento perceptivo, se aproximan al logico-matema-
tico porque son fruto del establecimiento de alguna relacion. Asi,
por ejemplo, la mayoria reconoce que, al “achatar” una circunfe-
rencia (transformacion afin), se obtiene una elipse.

Entre las principales ideas previas correctas que hemos detec-
tado, las siguientes nos parecen las mas interesentes:

1. Al “achatar” una circunferencia se obtiene una elipse

(fig. 2).
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(T

Fig. 2

2. Dos arcos de circunferencia secantes de igual radio, como
los de la figura 3, no constituyen una elipse.

re
~

Fig.3

Estas dos ideas, que estan muy extendidas (82,2% y 72% res-
pectivamente), expresan de modo claro una transicion del pensa-
miento perceptivo al conceptual ya que relacionan circunferencias
con elipses; como ademas son correctas, pueden y deben ser utili-
zadas para construir el concepto matematico de elipse.

3. Dos arcos de circunferencias exteriores de igual radio, co-
mo los de la figura 4, no forman una lipérbola.

+

oo
p _————————



APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS POR DESCUBRIMIENTO 119

4. La grafica de la funcion y = ax’ es una pardbola.

Esta es una idea cuyo origen debe buscarse en los conoci-
mientos acumulados durante los dos cursos anteriores en los cua-
les se asigno el nombre de parabola a la grafica de una funcién
cuadratica. Este aprendizaje, sin embargo, no se transfiere de mo-
do espontaneo a estas dos situaciones:

a) Reconocimiento de que x* = 2y es la ecuacion de una para-
bola cuyo eje coincide con el ¢je de ordenadas.

b) Reconocimiento de que y° = 2x es la ecuacion de una para-
bola cuyo eje coincide con el eje de abscisas.

Se manifiesta aqui una de las caracteristicas que Drver
(1988) atribuye a las ideas previas: el razonamiento esta ligado a
un contexto especifico, es decir, situaciones que pueden ser vistas
como idénticas o similares desde un punto de vista cientifico, pue-
den ser interpretadas por los estudiantes como diferentes e incone-
xas. En nuestro caso, para los alumnos, y = ax’ es la formula de
una funcion, pero no es la ecuacion de una curva (inconexion entre
el dominio del analisis y el de la geometria), es decir, no han cons-
truido la estructura conceptual que recoge el siguiente esquema:

Formula - grafica
Tl i1
Ecuacion — curva

Las ideas previas erréneas mas importantes, a nuestro juicio,

serian las siguientes:
1.  Un évalo construido con cuatro arcos de circunferencia, co-
mo el de la figura 5, es una elipse.

Fig. 5
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2. Un arco de circunferencia y dos semirrectas tangentes en
sus extremos, como muestra la figura 6, forman una parabola.

Fig. 6

3. Todas las conicas pueden dibujarse perfectamente emplean-
do solo la regla y el compas.

Esta dltima idea y las dos anteriores, que son una aplicacion
de ella, ademas de ser la manifestacion de un pensamiento percep-
tivo, pueden estar motivadas, entre otros factores, por la influencia
de las construcciones geométricas que, de éstas y de otras curvas,
hicieron los estudiantes en la asignatura de dibujo, construcciones
que, evidentemnente, carecieron de un aprendizaje significativo. En
cualquier caso, se trata de ideas previas erroneas bastante extendi-
das, sobre todo la primera que abarca al 92% de los alumnos y
que se detecta también con mucha frecuencia en estudiantes uni-
versitarios de ciencias y adultos en general. Esto pone de manifies-
to una de las caracteristicas anteriormente senaladas: la resistencia
al cambio que poseen las ideas previas. En el apartado siguiente
nos ocuparemos de las implicaciones didacticas de esta situacion.

4. Los tres tipos de conicas (elipse, hiperbola y parabola) son
independientes, no guardan ninguna relacion estructural entre si, ni
directa ni indirecta {a través de un elemento externo como podria ser
una superficie conica).

5. Una parabola (y, en general, cualquier curva) no es un ob-
Jeto geométrico independiente del sistema de referencia; por el con-
trario, primero existe el sistema de referencia como algo dado ‘a
priori’ y después la curva completamente encadenada a él; esto impli-
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ca que una curva no tiene infinitas ecuaciones dependiendo del siste-
ma escogido sino una sola.

6. Pueden trazarse dos tangentes distintas en cada punto de
una conica.

Esta idea, aunque solo es sostenida por el 40% de los estu-
diantes, debe ser tenida en cuenta, al igual que las dos anteriores,
a la hora de disefiar materiales didacticos o planificar una accion
educativa verdaderamente eficaz.

7. En general, los alumnos perciben que las conicas estan po-
co conectadas con la realidad y los pocos casos en que advierten su
presencia tienen caracteristicas singulares:

— las orbitas de los planetas o de las particulas atomicas (aun-
que la mayorla reconoce que son elipses, se trata, sobre todo, de un
conocimiento social),

— la zona de una cancha de baloncesto (es percibida erronea-
mente como una parabola por la mitad de los estudiantes ),

— la trayectoria de un objeto en tiro oblicuo (una rercera parte
de los alumnos no la concibe como una parabola),

— los huevos de gallina (el 80% de los estudiantes asegura que
tienen forma de elipsoide),

— las horguillas del pelo (el 73% de los estudiantes esta de
acuerdo en que se trata de una parabola).

4.3. Implicaciones didacticas

El analisis que hemos realizado en los apartados anteriores
sobre los conocimientos previos y las concepciones erroneas de los
estudiantes acerca de las conicas tenia como objetivo orientar la
elaboracion de los materiales didacticos que van a ser utilizados
por alumnos y profesores en la experimentacién de las dos meto-
dologias que deseamos comparar. Enumeramos, a continuacion,
algunas implicaciones didécticas que se derivan de este analisis y
que, por lo tanto, deben tenerse en cuenta al disefiar las situacio-
nes de aprendizaje y las estrategias de ensefianza.

En primer lugar, al elaborar las actividades para el aprendiza-
je de los conceptos de elipse, hipérbola y parabola, hay que apro-
vechar simultaneamente las ideas previas correctas y las erroneas.
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Por ejemplo, en el aprendizaje del concepto de elipse, deben facili-
tarse experiencias en las cuales intervengan el “achatamiento” de
una circunferencia (idea previa correcta) y el ovalo de cuatro cen-
tros (idea previa errénea). También deben integrarse los tres con-
‘ceptos, de modo que se aprecien sus interrelaciones estructurales y

~ se superen las definiciones descriptivas (coleccion de atributos fisi-
cos irrelevantes). Sin embargo, teniendo en cuenta que muchos
alumnos no discriminan lo que es una demostraciéon matematica ni
la valoran, seria conveniente aprovechar las estructuras conceptua-
les no evidentes que envuelven a las conicas para hacer sentir la
necesidad de una argumentacion que gradualmente se aproxime al
rigor y al formalismo de la demostracion matematica. A esto con-
tribuiria, sin duda, la propuesta de problemas en los que los estu-
diantes tuvieran que emitir una conjetura y, luego, ante la diversi-
dad de respuestas, tuviesen que refutarla o demostrarla.

En los conceptos deben basarse las construcciones de las co-
nicas, tanto las aproximadas como las exactas, realizadas con dis-
tintos métodos mecanicos. En todos los casos hay que diferenciar
unas de otras y justificarlas siempre. Sefialemos, una vez mas, que
la conviccion de que todas las conicas pueden dibujarse perfecta-
mente utilizando solo la regla y el compas es una de las concepcio-
nes erroneas mas extendidas y persistentes.

El aprendizaje de algunos algoritmos puede presentar dificul-
tades debidas a las deficiencias en los conocimientos previos. Asi,
por ejemplo, la determinacion de la ecuacion de una elipse (o de
una hipérbola) requiere eliminar raices cuadradas, procedimiento
que, como hemos visto, es dominado por muy pocos alumnos. Lo
mismo sucede con el trazado y las ecuaciones de las tangentes a
las conicas que requieren el conocimiento del trazado y las ecua-
ciones de las bisectrices, algoritmos que pueden ser ignorados por
mas de la mitad de los alumnos. Deben proponerse también pro-
blemas y ejercicios en los que el alumno tenga que elegir un siste-
ma de referencia y moverlo para que, de este modo, comprendan la
refatividad tanto de los sistemas como de las ecuaciones de los ob-
jetos geometricos.

El descubrimiento de la presencia de las conicas en la reali-
dad debe constituir un importante objetivo de aprendizaje dada la
concepcion generalizada de que las conicas estan desconectadas del
mundo real. Y seria importante conseguir esto desde las primeras
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situaciones de aprendizaje y no solo al final del proceso como
“aplicaciones” de estructuras conceptuales o algoritmos previa-
mente tratados de un modo absolutamente abstracto.

La abundancia y la variedad de problemas se hace imprescin-
dible para adquirir riqueza y soltura en el uso de las estrategias
heuristicas al mismo tiempo que se ponen en juego o se descubren
estructuras conceptuales cuya asimilacion, de este modo, se vera
reforzada. Debe vigilarse la tendencia de los estudiantes a. afiadir
supuestos que no figuran en los enunciados de los problemas ni
pueden deducirse de sus datos, comportamiento bastante frecuente
como se ha visto en el analisis efectuado anteriormente.



CAPITULO 5

ELABORACION DE LOS
MATERIALES DIDACTICOS

Introduccion

En el capitulo anterior hemos analizado los conocimientos
previos y las concepciones erroneas mas frecuentes de los estudian-
tes de 3 de BUP acerca de las cOnicas. Este analisis repercutird en
todo el proceso de elaboracion de los materiales didacticos de cu-
yas fases nos ocuparemos en este capitulo: formulacion de objeti-
vos didacticos, seleccidon de contenidos, disefio inicial de los mate-
riales, experimentacion piloto y elaboracion definitiva. Creemos
que una meta importante de este trabajo es, precisamente, propor-
cionar al profesorado unos materiales didacticos que, respetando el
curriculum escolar y el ambiente real de las aulas, representen, sin
embargo, posibles alternativas, debidamente contrastadas, a su
practica instructiva habitual. En este sentido, nos parece sustancial
esta etapa del desarrollo general de la investigacion que nos ocupa.

5.1. Formulacion de los objetivos didacticos

En torno a los objetivos se ha generado una polémica teorica
y practica sobre su conveniencia, su utilidad, sus taxonomias, tan-
to horizontales como verticales, los procesos formativos que impli-
can (finalizados o abiertos), sus funciones, etc. Las opiniones de
los especialistas se decantan en posturas mas o menos enfrentadas
(a favor o en contra) con mas o menos matizaciones. Stenhouse
(1987), por ejemplo, uno de los criticos mas duros, piensa que el



126 JOSE DEL RIO SANCHEZ

modelo de objetivos no es la mejor base para el desarrollo del pro-
fesor pero puede incrementar la claridad de su intencion aunque
hacen poco o nada por mejorar su calidad. Zabalza (1987, p. 90)
opina que lo fundamental es que los objetivos sirvan para lo que
deben servir: ser una ayuda para desarrollar con mayor calidad y
eficacia el proceso educativo. Lo demas se refiere tan solo a diver-
sas modalidades o técnicas de consecucion de dicho proposito. Si
la técnica que uno utiliza le sirve para hacerse cargo, para expresar
su proyecto, es sin duda adecuada. Si, por el contrario, a base de
introducir matices y superponer un tipo de objetivo al otro (fines
generales, intermedios, especificos, tareas, metas conductuales, ope-
rativas, etc.) se acaba sin saber realmente lo que se pretende hacer,
sin estar de acuerdo con la concrecion que la idea inicial ha tenido
en ese esquema interminable de objetivos, o sin saber como usarlo,
el esquema puede ser perfecto, totalmente adecuado a la normati-
va de tal o cual autor, pero deja de servir, es iniitil, puesto que no
clarifica la propia idea educativa ni sirve para comunicirsela a los
demas . Nuestra posicion es la de asignar a los objetivos una fun-
cion clarificadora del proceso educativo, ya que sirven para ilumi-
narlo, para explicitar lo que se desea hacer y el tipo de resultados
a los que se quiere llegar; deben expresarse con un grado de con-
crecion razonable entre una formulacion general v una formula-
cidn puramente operativa.

Con esta concepcion, y teniendo en cuenta los analisis efec-
tuados en el capitulo anterior, asi como los temarios y las orienta-
ciones metodologicas de la legislacion vigente (B.O.E. 18-4-75, p.
8.065), formulamos a continuacion los objetivos de nuestra unidad
didactica siguiendo al modelo taxonomico de los campos de apren-
dizaje de Gagné (Rodriguez Diéguez, 1980) que, ademas, se ajusta
muy bien al modelo propuesto por el Informe Cockcroft (1985,
parrafo 240) para el caso especifico de la educacion matematica
(ver apartado 1.4.).

Informacion

Este campo abarca todos los conocimientos de hechos, con-
ceptos, estructuras conceptuales, principios, etc., que pueden ex-
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presarse verbalmente v que, generalmente, pueden transmitirse de
ese modo:

I,: Distinguir los conceptos de elipse, hipérbola y parabola
como secciones conicas.

I: Aplicar los conceptos de elipse y de hipérbola como luga-
res geométricos planos basados en la propiedad focal.

I: Aplicar el concepto de parabola como lugar geométrico
plano basado en la propiedad foco-directriz.

Is: Identificar los conceptos de elipse, hipérbola y parabola
como envolventes.

Is: Relacionar entre si todos los conceptos anteriores median-
te analogtas, diferencias, implicaciones, equivalencias, etc.

Is: Relacionar los elementos mas notables de las conicas (fo-
cos, directrices, ejes, centro, excentricidad, constante de definicion,
parametro, vértices, radios vectores, etc.).

I;: Comparar las ecuaciones cartesianas reducidas de las coni-
cas.

Is: Identificar la propiedad de la tangente a una conica en un
punto y su relacion con el concepto de asintota en ¢l caso de la hi-
pérbola.

Io: Reconocer la presencia de las conicas en la realidad: som-
bras de objetos esféricos, zonas iluminadas por algunas lamparas,
trayectorias, puentes, ventanas, edificios, ete.

Habilidades intelectuales

Esta categoria abarca las aptitudes, reglas o procedimientos
para realizar tareas de caracter intelectual que, en ¢l caso de las
matematicas, se concretan fundamentalmente en ciertas rutinas o
algoritmos:

H,: Diferenciar el tipo de curva a partir de su ecuacidn carte-
siana reducida.

H,: Identificar los elementos mas notables de una conica a
partir de su ecuacion cartesiana reducida.

Hi: Determinar la ecuacion cartesiana de una circunferencia

conocidas las coordenadas del centro y el radio.
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H,: Determinar la ecuacion cartesiana reducida de una elipse o
una hipérbola conocidos sus dos ejes, o un je y la distancia focal.

Hs: Determinar la ecuacion cartesiana reducida de una para-
bola conocido su parametro.

Habilidades psicomotrices

Las habilidades psicomotrices son destrezas o capacidades

que intervienen en las actuaciones de un comportamiento motor

organizado, de manera que su consecucion requiere practica, en el
sentido de repeticion del acto motor principal; éstas son las que se
desarrollaran en esta unidad didactica:

Py: Trazar las conicas con algiin método mecanico preciso co-
nocidas sus ecuaciones cartesianas reducidas o algunos de sus ele-
mentos caracteristicos.

P;: Dibujar las conicas a mano alzada a partir de su ecuacion
cartesiana reducida o alguno de sus elementos caracteristicos.

Ps: Construir las conicas como envolventes (por plegado de
papel, con regla y compas, con hilos, etc.).

P4: Trazar con regla v compas la tangente a una céonica en un
punto conocido el dibujo de la curva con sus elementos caracteris-
ticos.

Estrategias cognitivas

Estrechamente ligadas con las habilidades intelectuales, las es-
trategias cognitivas son capacidades que gobiernan el aprendizaje
del individuo, su retentiva y su conducta de pensar (Gagné, cita-
do por Rodriguez Diégunez, 1980, p. 60). El campo de accidon de es-
tas estrategias no esta vinculado a ningiin conocimiento especifico
pues se trata de procedimientos generales de aprendizaje, de me-
morizacién y de pensamiento en cualquier ambito. Han sido obje-
to de numerosos estudios e investigaciones, tanto en psicologia co-
mo en pedagogia, ya que su desarrollo en los alumnos incide
directamente en la cantidad y en la calidad de su aprendizaje. En-
tre ellas, figuran las estrategias heuristicas (o simplemente, heuristi-
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cas) que son procedimientos no algoritmicos que guian la resolu-
cion de un problema, la busqueda de relaciones conceptuales o el
desarrollo de una demostracion. En esta unidad, los estudiantes
desarrollaran las siguientes (Polya, 1965; Newell y Simon, 1972;
Schoenfeld, 1979, 1983 y 1985; Bransford y Stein, 1986):

E;: Representar y organizar la informacion mediante un di-
bujo o mediante simbolos.

E:: Elegir un sistema de referencia.

Ei:: Formular una conjetura plausible y después someterla a
una evaluacion: prueba o refutacion (buscar contragjemplos).

E; Buscar un problema analogo va resuelto (o mas facil) o
una propiedad analoga va conocida.

Es: Analizar casos particulares y luego generalizar; reconocer
y generalizar patrones o tendencias.

Es: Subdividir el problema:

» restringiendo o ampliando las condiciones,
» reduciendo las variables o la dimensién.

E7: Suponer resuelto el problema; empezar desde el final.

Es: Buscar los datos que harian falta para resolver el proble-
ma.

Eo: Analizar si puede haber otras soluciones.

E,o: Recurrir a las definiciones o a las ecuaciones de los obje-
tos geomeétricos.

Ei1: No hacer supuestos que no estan expresados en los datos
del problema o en las hipotesis.

Actitudes

Las actitudes son instancias que predisponen y dirigen sobre
los hechos de la realidad y representan una sintesis personal que
filtra las percepciones y orienta el pensamiento, facilitando la
adaptacion de la persona al contexto. Por ello, la atencidén pedago-
gica a las actitudes se constituye en un proceso de interés central
para la educacion siempre que aspire a transformaciones perma-
nentes en la persona. Estas son las que se pretenden generar en es-
ta unidad didactica:
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A,: Sensibilidad para reconocer la presencia de las conicas en
la realidad circundante (naturaleza, ciencia, arte, juegos, técnica...).

A>: Reconocimiento de la importancia de expresarse con un
lenguaje preciso y claro, exento de ambigiiedades, y deseo de ha-
cerlo asi.

Az Tendencia a revisar y comprobar los procesos resolutivos,
las demostraciones, los desarrollos algoritmicos, etc.

Ay Tenacidad y perseverencia en la basqueda de soluciones y
conciencia de que esta tarea no es inutil.

As: Autoestima y confianza en las propias capacidades.

As: Actitud critica ante figuras que pudieran representar algu-
na seccion conica.

A7 Apreciacion de la belleza que encierra la geometria de las
conicas con sus multiples relaciones y aplicaciones.

Ag: Curiosidad ¢ interés por resolver problemas y promover
investigaciones.

Ag: Actitud dialogante, escuchando y respetando las argu-
mentaciones de los demas y asumiéndolas por convencimiento
cuoando sean correctas.

Aio: Reconocimiento y valoracion justa del trabajo en grupo.

Aj: Cautela y actitud critica frente a cualquier proposicion
no demostrada.

Az Valoracion positiva de la geometria y de las matematicas
en general.

A3 Conciencia de la relatividad de cualquier enunciado pues
siempre depende del sistema de referencia (axiomas, creencias, hi-
poOtesis, paradigmas...) en que se sustenta.

5.2. Seleccion de contenidos instructivos

Rodriguez Diéguez (1980), rastreando la bibliografia sobre el
curriculum, establece como criterios para la seleccion de conteni-
dos la validez, la significacion y la adecuacion. Define la validez
como la conexidon entre el contenido y los objetivos a los que se
pretende llegar, en nuestro caso, los objetivos formulados en el
apartado antertor.
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El segundo criterio de seleccion de contenidos, la significa-
cion, condiciona lo que se pretende ensefiar a que sea sistematico,
actual, veraz y centrado en un area de conocimientos bien delimi-
tada. Esta significacion cientifica debe completarse con una signifi-
cacion vital, es decir, que el contenido seleccionado solucione un
problema planteado al alumno por su contexto. La significacion
cientifica, en el caso de las matematicas, es relativamente facil de
conseguir dejandose guiar por la propia estructura de la ciencia; en
cambio, elegir contenidos significativos vitalmente para el alumno
es una tarea bastante mas dificil. El problema real que tiene plan-
teado es, fundamentalmente, su preparacion para la vida adulta,
para el trabajo y, en muchos casos, para los estudios superiores.
Pero, ;qué contenidos le sirven mejor para resolver este problema?
La respuesta no es facil y, desde luego, en modo alguno universal.
Se impone, por lo tanto, tomar una opcion: seleccionar aquellos
contenidos que

— den una vision integradora de los aspectos teoricos y
practicos de las matematicas;

— sirvan para desarrollar habilidades intelectuales, estrate-
gias cognitivas y actitudes que faciliten tanto los estudios posterio-
res como la integracion en el mundo laboral.

En tercer criterio general citado por Rodriguez Diéguez es la
adecuacion de los contenidos a la mentalidad y los intereses de los
alumnos. Ello implica que deben tenerse en cuenta las caracteristi-
cas psicologicas del alumnado (desarrollo, conocimientos e intere-
ses) para seleccionar unos contenidos idoneos.

Teniendo en cuenta estos tres criterios, hemos seleccionado
las siguientes unidades de contenido:

1. Concepto y clasificacion (afin) de las secciones conicas.

2. La elipse como lugar geométrico basado en la propiedad
focal. Equivalencia con el concepto basado en la seccidn conica.

Trazado de la elipse.

Elementos notables de la elipse. Relaciones.

3. La hipérbola como lugar geométrico basado en la propie-
dad focal. Equivalencia con el concepto basado en la seccion cdnica.

Trazado de la hipérbola.

Elementos notables de Ia hipérbola. Relaciones.
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4. La parabola como lugar geométrico basado en la propie-
dad foco-directriz. Equivalencia con el concepto basado en la sec-
¢i6n conica.

Trazado de la parabola y elementos notables.

5. Ecuacion cartesiana general y reducida de la circunferencia.

6. Ecuacién cartesiana reducida de la elipse.

7. Ecuacion cartesiana reducida de la hipérbola.

8. Ecuacién cartesiana reducida de la parabola.

9. Las conicas en la realidad: usos independientes de la pro-
piedad tangencial.

10. Las conicas como envolventes. Construccion. Equivalen-
cia con alguno de los otros conceptos (seccién conica o lugar geo-
meétrico).

11. Propiedad de la tangente a una codnica en un punto.
Trazado de la tangente. Asintotas de la hipérbola.

12. Las conicas en la realidad: usos debidos a la propiedad
tangencial.

'5.3. Elaboracion de los materiales didacticos

Ya hemos mencionado antes que la elaboracion de los mate-
riales didacticos trasciende al lugar que ocupa dentro de la investi-
gacion educativa que estamos desarrollando, puesto que estos ma-
teriales, por si mistnos, constituyen un instrumento valioso para
cuantos profesores quieran emplearlos en sus aulas como alternati-
va posible y contrastada, a su labor instructiva habitual. En conse-
cuencia, nos tomamos con especial interés el disefio de estos mate-
riales teniendo en cuenta siempre los objetivos y contenidos que
acabamos de explicar, las caracteristicas generales de las dos meto-
dologias (descritas en ¢l capitulo 2) y los resultados de la prospec-
cion sobre los conocimientos previos y las concepciones erroneas
(capitulo 4), Empleamios tres etapas: ’



APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS POR DESCUBRIMIENTO ©133

— diseiio inicial (octubre 1987-marzo 1988)

— experimentacion piloto (abril 1988-junio 1988)

— elaboracién definitiva (julio 1988-septiembre 1988).

Antes de describir los materiales didacticos en la version de-
finitiva, vamos a comentar los ajustes que se produjeron en el di-
seno inicial a partir de su experimentacioén piloto. Esta experimen-
tacién, realizada por dos grupos de alumnos (75 alumnos en
total) de dos centros distintos (uno de Salamanca y otro de Za-
mora), nos sirvio, sobre todo, para comprobar la adecuacion de
los materiales disefiados a la situacion educativa real y perfilar al-
gunos de sus aspectos (temporalizacion, lenguaje, ubicacion de las
puestas en comun, respuesta de los alumnos, etc.). En general, ob-
servamos que la secuenciacion de contenidos y, por lo tanto, de
las actividades, era correcta en las dos metodologias. No obstan-
te, decidimos separar en dos bloques los contenidos relacionados
con la presencia de Jas conicas en la realidad, adelantando aque-
llos aspectos que no dependian de la propiedad tangencial con el
fin de presentar a los alumnos ejemplos practicos y aumentar con
ello su motivacion.

Comprobamos que, para una duracion entre 18 y 20 clases,
no era posible aumentar los contenidos seleccionados con algunos
otros que, desde una perspectiva puramente matematica, podian
ser interesantes. Por el contrario, para ajustarnos a esa duracién,
tuvimos que eliminar algunas actividades de refuerzo algoritmico y
reducir el tiempo dedicado a otras de caracter manipulativo, aqué-
llas encaminadas a la construccion de modelos. Decidimos cons-
trutr nosotros esos modelos y dejarselos a los alumnos una vez que
ellos habian iniciado la tarea y comprendian su proceso.

Algunos. dibujos no eran suficientemente expresivos y hubo
que hacerlos de nuevo. El lenguaje de algunas actividades tampoco
era demasiado univoco, los alumnos no comprendian exactamente
lo que tenian que hacer y tuvimos que redactarlo de modo mas
preciso.

El cambio mas significativo se produjo en los tres problemas
que, en la metodologia basada en la resolucion de problemas, con-
ducen al descubrimiento de la estructura conceptual de cada coni-
ca (problemas 3, 6 y 8 de la version definitiva que se presenta en el
Anexo). En estos problemas, después de las actividades explorato-
rias (alguna de las cuales también hubo que cambiarla para facili-
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tar el proceso de evaluacion de conjeturas), se proponian a los
alumnos preguntas como las siguientes:

“En los experimentos anteriores han surgido curvas que pare-
cen elipses, pero json realmente elipses? ;Qué es, con precision,
una elipse? ;Qué propiedad tienen todos los puntos de una elipse?
(Coémo podemos distinguir, perfectamente, sin lugar a dudas, una
elipse de otra curva?”’

Nuestro proposito era que los estudiantes, a partir de su idea
intuitiva de elipse, al tratar de aplicarla a esas situaciones, descu-
brieran una propiedad caracterizante y formularan la correspon-
diente definicion. En cambio, su comportamiento fue recurrir al li-
bro de texto y responder, sin mas, con la definicion que alli se
daba y sus equivalentes tautologicos, olvidandose, ademas, de con-
testar a la pregunta mas importante —json realmente elipses?— con
la cual se pretendia provocar el proceso de evaluacién de conjetu-
ras. Ante esta situacion optamos por introducir en el enunciado la
definicion de elipse como lugar geométrico y concretar el problema
en la tarea de evaluar las conjeturas formuladas sobre cada una de
las curvas obtenidas en las experiencias que alli se proponian. De
este modo se consiguid que el problema sirviera realmente para lo
que habia sido concebido: la construccién de la estructura concep-
tual que hace equivalentes los conceptos de elipse como Iugar geo-
métrico, como seccidn conica y como circunferencia transformada
por, una afinidad.

También sirvid esta experiencia para probar los instrumentos
que iban a ser empleados para medir los rendimientos de los alum-
nos, especialmente la prueba de resolucion de problemas, que mas
adelante describiremos (apartado 6.3).

Finalmente, esta experiencia piloto fue atil para que, al me-
nos, dos de los cuatro profesores que participaron en la experien-
cia definitiva se entrenaran ampliamente en el empleo de estas me-
todologias, sobre todo, la basada en la resolucion de problemas
que puede resultar dificil de realizar. Los otros dos profesores tam-
bién asistieron a algunas de las clases y discutieron con los demas
sus observaciones. Entre todos reconocimos cuiles eran los mo-
mentos mas idoneos para ubicar las puestas en comiin y nuestras
conclusiones quedan sugeridas en las correspondientes Guias del
profesor que, junto con los Libros del alumno, constituyen la ver-
sion definitiva de los materiales didacticos.



APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS POR DESCUBRIMIENTO 135

5.3.1. Materiales didicticos correspondienteé a la primera
metodologia

Este material consta de un Libro del alumno y una Guia del
profesor. El Libro del alumno esta formado por un guién de activi-
dades cuidadosamente planificadas segiin la metodologia descrita
en la primera parte entre las cuales se intercalan breves informa-
ciones o comentarios, Las actividades, escritas en letra cursiva, nu-
meradas y con un espacio en blanco para que los estudiantes ano-
ten en €l sus resultados, son de distintos tipos: Exploraciones,
manipulaciones, elaboracién de definiciones, razonamientos dirigi-
dos, generalizaciones y analogias, corregir y/o completar calculos,
evaluacion de conjeturas, ejercicios algoritmicos, problemas de de-
terminacién, problemas de demostracion y problemas de descubri-
miento de propiedades. Estos tipos de actividades se distribuyen a
lo largo de todo el guion ajustandose a las fases de la metodologia
descritas con detalle en el apartado 2.1.2.

La secuencia de contenidos, actividades que los desarrollan y
objetivos que se desean alcanzar se muestran en la tabla de las pa-
ginas stguientes. Esta secuencia ha sido elegida por criterios didac-
ticos: ideas previas de los alumnos, accesibilidad desde ellas a los
nuevos conceptos y facilidad en la evaluacion de conjeturas. Tal
vez, desde la propia estructura interna de las matematicas, el orden
debiera ser otro, pero, para el aprendizaje de las mismas, un tras-
vase automatico de esas cadenas puede ser funesto.
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TABLA DE INTEGRACION

la propiedad tangencial

CONTENIDOS ACTIVIDADES
Informacién

1, Concepto y clasificacion {afin) de las

secciones conicas. 1.1, 1.2, 1.3 I, s, 1o
2. La elipse como lugar geométrico basado

en la propiedad focal. Equivalencia con el

concepto basado en la seccidn conica 1.4, 1.10, 2.6 Iz Is

Trazado de la elipse 1.5, 1.9, 1.1, 2.8, 2.9

Elementos notables de la elipse. Relaciones | 1.6, 1.7, 1.8, 1.9,2.8 I
3, La hipérbola como lugar geométrico basa-

do en la propiedad focal. Equivalencia con

el concepto basado en la seccidn conica 1.11, 1.14, 2.10 I, Is

Trazado de la hipérbola 1.12, 1.14, 2.11

Elementos notables de la hipérbola.

Relaciones 1.13, 2.11 Is
4. La paraboela como lugar geométrico

basado en la propiedad {oco-directriz.

Equivalencia con el concepto basado en la Ll

seccibn conica 115, 1.17, 2.12 a5

Trazado de la paribola y elementos

notables 1.16, 1.17 Ie
5. Ecuacidn cartesiana general y reducida de | 2.1, 2.2, 2.3, 2.4,

la circunferencia 2.5,29, 2,14, 3.7 I, Is
6/ Ecuacidn cartesiarta reducida de 1.10, 2.6, 2.7, 2.8

la elipse 29,214,32,35 I, Is
7. Ecuacién cartesiana reducidad de la 1.14, 2.10, 2.11,

hipérbola 2,14, 3.2 Iz, Is
8. Ecuacién cartesiana reducida de la 1.17, 2.12, 2.13,

pardbola 214,32, 3.6 Is, Ig
9. Las conicas en la realidad: usos idepen- 1.1, 1.3, 1.10, 1.14, 1.17,

dientes de la propiedad fangencial 2.14,3.1,3.2,33, 34 Iy, Is
10.Las conicas como envolventes. Construc-

<ion. Equivalencia con alguno de los otros

conceptos (seccion conica o lugar

geométrico) 3.8, 3.11 Is, Is
11,Propiedad de la tangente a una conica en

un punto. Trazado de la tangente. Asinto- | 3.9, 3.10, 3.12

tas de la hiérbola 113, 3.14 I3
12.Las conicas en la realidad: usos debidos a 1.15, 3.16, 3.17 Io
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(PRIMERA METODOLOGIA)
OBJETIVOS
Habili. Intelec. | Habili. psicomotrices Estrate. cognitivas Actitudes
E3, Ewo A1, As, Ag
E», Es, En A, Az, A:;, An
P Es Al As, Asg
H: Es, E1p Ag, Ao
Es, E4 Aa, As, A1l
P Es, Eo As, Az, Ag
Haz Ea, Eq Az, Ao
Ei1, E4, B2 Az, As, Ans
H> P Eio, Es Ag, As
Hi, Hz, H3 P; Ei, E3, Es, Es, Es A1, Ag, A
Hj, Ha, Hy P, Es, Es, E¢ Az, As, Ags
Hi, Hz, Hy Py Es, Es Ag, A7, Ao
H,, Ha, Hs P E1, E4, Es, B3, Ew Ag, Aip Az
Has, Hs Ei, Ez, B3, Eq, Bs Al Ay A, Ap
Ps E;, Es A3, Ag, Aw
P Ei, Es, Es, En As, As, A
4
Ei, E3, E7, Bo A, As, Az
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A continuacion presentamos, a modo de -ejemplo, las activi-
dades que se refieren a la ensefianza de la estructura que hace
equivalentes los conceptos de elipse como seccion coOnica y como
lugar geométrico basado en la propiedad focal.
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En la primera actividad se desarrolla la fase de contextualiza-
cion. En ella, los alumnos analizan nueve curvas distintas relacio-
nadas con las cénicas y van formulando una conjetura sobre el ti-
po de curva que es cada una de ellas. De este modo, salen a la luz
ideas previas que ya poseen sobre las conicas, el profesor toma
conciencia de cuiles son las conjeturas erroneas mas frecuentes y
en qué grupos se producen con el fin de orientar el cambio con-
ceptual que debe producirse en esos alumnos cuando, en activida-
des posteriores, deban refutar su conjetura utilizando argumentos
basados ya en los conceptos matemaiticos. El conflicto cognitivo
que se produce entre la idea intuitiva (concepto previo) y el con-
cepto matematico es particularmente interesante en ¢l analisis de la
curva IV (6valo construido con regla y compds) que la' mayoria de
los alumnos considera una elipse. Se utilizan, como recursos mate-
riales, la regla, el cartabon, la escuadra, el compas, una hoja de
papel vegetal y una lampara con pantalla cilindrica.

A partir de este momento, comienza la fase de construccion.
Las actividades 2, 3, 4 y 5 van encaminadas a que el alumno ob-
tenga una informacion adicional suficiente que le facilite la evalua-
cion matematica de las conjeturas formuladas antes. Mediante los -
dibujos del guidén y cortando superficies conicas de cartdon como
las de la figura 7, los alumnos obtienen las definiciones de los tres
tipos afines de secciones conicas (actividad 2) que materializan -
también iluminando la pared con una ldmpara de mesa que tenga
una pantalla cilindrica (actividad 3). A continuacion, en la activi-
dad 4, completan un razonamiento que conduce al descubrimiento
de la propiedad focal de la elipse, ayudados por modelos mate-
riales construidos con transparencias y pelotas como el de Ia figura
8. Refuerzan este aprendizaje con el trazado de una elipse utilizan-
do un cartén, dos chinchetas y un trozo de hilo (actividad 5). Una
vez adquirida toda esta informacion, los estudiantes se enfrentan,
en la actividad 6, a la refutacién o la demostracion matematica de
las conjeturas que formularon al examinar las curvas de la primera
actividad y, en la puesta en comun subsiguiente, se resuelven los
conflictos cognitivos que hayan surgido.

El guion contina proponiendo actividades para la construc-
cion de las estructuras conceptuales equivalentes de la hipérbola y
de la parabola y, finalmente, plantea una serie de situaciones pro-
blematicas que relacionan todas ellas y que constituyen la fase de
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Fig. 7.- Modelos en carton
de las secciones conicas

Fig. 8.- Modelo de una
superfice conica construida
con plastico transparente
en la que se ve una
seccién eliptica y las
esferas tangentes.
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ampliacion del proceso instructivo, tal como fue descrita en el
apartado de la metodologia. Se muestra una de ellas, Los arcos a
través de la historia, como ejemplo. Naturalmente, el Libro del
alumno abarca todos los contenidos que hemos enumerado ante-
riormente vy puede consultarse completo en Del Rio (1990a).

En la Guia del profesor, se incluyen, en primer lugar, unas
orientaciones de caricter general sobre el uso de los materiales di-
dacticos disefiados para el alumno: fundamentacion tedrica de la
metodologia para el aprendizaje por descubrimiento, descripcion
de las fases del proceso instructivo, secuenciacion de contenidos y
actividades, método de trabajo de los alumnos, actitud del profe-
sor, puestas en comun y, finalmente, una proposicion de distribu-
cion temporal. En segundo lugar, se ofrecen orientaciones especifi-
cas para cada una de las actividades que incluyen:

— lista de materiales o instrumentos complementarios nece-
sarios para realizar la actividad;

— comentarios sobre el propésito de la tarea, como utilizar
el material complementario, principales dificultades de los alumnos
y sugerencias de intervencion bien durante el trabajo en grupo
bien durante ia puesta en comun;

— ideas para el examen de la solucion: con frecuencia, cuan-
do un alumno resuelve un problema (o realiza una tarea no algo-
ritmica), una vez hallada la solucion, no se plantea la posibilidad
de comprobar que tal solucion es correcta y, mucho menos, la po-
sibilidad de aplicar el método resolutivo o el resultado obtenido a
otras situaciones mas generales, mas particulares, analogas, de me-
nos o mas dimensiones, etc.; esta actitud, este habito, es, sin em-
bargo, una de las caracteristicas del pensamiento creativo y, como
tal, forma parte de la actividad, no sélo matematica, sino de cual-
quier ambito de la vida; por lo tanto, existe ahi un terreno propi-
cio para que los alumnos desarrollen numerosas estrategias cogni-
tivas y, en este apartado, sugerimos al profesor algunas preguntas
que, partiendo de esa actividad concreta, provoquen en los alum-
nos comportamientos y actitudes de este tipo.

Todas las orientaciones incluidas en esta  guia son fruto de la
reflexion sobre la experiencia piloto llevada a cabo anteriormente
¥y, en consecuencia, deben ser entendidas no como una imposicion
sino como pautas que favorecen ¢l éxito de la metodologia. Puede
consultarse completa en Del Rio (1990b).
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5.3.2. Materiales didicticos correspondientes a la segunda
metodologia '

Estos materiales estan constituidos, como en la otra metodo-
logia, por un Libro del alumno y una Guia para el profesor. El Li-
bro del alumno estd formado por una coleccion de 18 problemas
precedida de una guia heuristica para resolverlos. Como ya hemos
indicado anteriormente, las investigaciones sobre la resoluciéon de
problemas han conseguido identificar estrategias solucionadoras
generales mediante el andlisis de la actuacién de expertos o me-
diante la programacion de ordenadores que efectiien tareas intelec-
tualmente exigentes como, por ejemplo, jugar al ajedrez. Estas es-
trategias reciben el nombre de estrategias heuristicas o,
simplemente, heuristicas y son técnicas que tienen una alta proba-
bilidad de conducir a la resolucion de muchos tipos de problemas.
Estas heuristicas tienen un gran campo de aplicacion y, como de-
muestran algunas investigaciones, pueden ser ensefiadas a los estu-
diantes. La forma en que ello se efectiie depende del método ins-
tructivo que se elija y, por supuesto, de su lugar, como objetivos
de aprendizaje, en el curriculum. Nuestra propuesta es ordenarlas
en esta guia de resolucion de problemas que puede ser utilizada
por los alumnos de forma sistematica en su tarea resolutiva. De
este modo, al mismo tiempo que se sistematizan sus procesos de
resolucion, usan de modo consciente estas estrategias, reconocen
su validez en problemas de contenidos diversos y las interiorizan.
Para conseguir mayor eficacia en el uso de esta guia, los proble-
mas se han clasificado, por su tarea, en problemas de determina-
cion, problemas de demostracion y problemas .de descubrimiento
de propiedades. Para cada tipo, se relacionan las heuristicas mas
especificas estructuradas en las cuatro fases del modelo de Polya
(1965): Comprender el problema, concebir un plan de resolucion,
gjecutar el plan y examinar la solucion.

La tabla de las paginas siguientes muestra la integracion de la
secuencia de contenidos, los problemas que los desarrollan y los
objetivos que se desean alcanzar. Esta secuencia no coincide exac-
tamente con la propuesta en la otra metodologia, debido a que, al
ser menor la orientacion externa, hay que apoyarse exclusivamente
en los conocimientos previos del alumno y conseguir en los prime-
ros problemas instrumentos y modelos para los siguientes. Esto
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TABLA DE INTEGRACION

CONTENIDOS

PROBLEMAS

Informacion

1, Ecuacién cartesiana general reducida
de la circunferencia. :

1,217

15, I7

2. La elipse como lugar geométrico basado
en la propiedad focal. Equivalencia con el
concepto basado en la seccién conica.

Trazado deé la elipse.

Elementos notables de la elipse. Relaciones.

3
312
4

Iz, Is

Iz, Is

3.Ecuacidn cartesiana reducida de la elipse.

5,10, 12

7 Is

4, La hipérbola como lugar geométrico

basado en la propiedad focal,
Equivalencia con el conceplo basado
cn la seccion conica.

Trazado de ba parabola.

Elementos notables de 1a hipérbola.
Relaciones.

In, 1s

Is

5. Ecuacion cartestana reducida de
la hipérbola.

e, 7d, 10

I Is

6.La paribola como lugar geométrico
basado en la propiedad foco-directriz.
Equivalencia con el concepto basado
en la seccion comica.
Trazado de la paribola y elementos
notables,

8, 13

I, Is

Is

7. Ecuacion cartesiana reducida de la
parabola,

8,9, 10, 13

I5, Ig

8.Las conicas en la realidad: usos indepen-
dientes de la propiedad tangencial.

3,6,8 10,11

Iy, Is

9. Coneepto v clasificacion (afin)
de las secciones conicas.

14

Iy, Is, Iz

10.Las cénicas como envolventes, Construc-
cién, Equivalencia con alguno de los otros
conceptos (seccion conica o lugar
geométrico).

15a, b

L4, Is

11.Propiedad de la tangente a una ¢omica en
un punto. Trazado de la tangente. Asinto-
tas de la hiérbola.

15¢

Iz

12.Las cHnicas en la realidad: usos debidos a

la propiedad tangencial.

16, 18

Is
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(SEGUNDA METODOLOGIA)

OBJETIVOS
Habili, Intelec. | Habili. psicomotrices Estrate. cognitivas Actitudes
Hi, Ha, Hy P2 Eio, Ez, Es, Es, E1 As As, Ag
Eio, Eg, E4 Al Az, Az, An
Pl EB AI, A6$ A9
Es, Eq4, Es, Ei As, Ap
H,, Hz, Hs Py Ez, Es, Eg Az, A, Az
E4, E1o, Ent Ay, A, Ag, Al
P E4 As
| H; -| By, Eq, E1p Ao, Ay
Hi, Ha, Hy Py Ez, Eio, Eg, Es A3, Az
Es, E4, Es, Epo Ap, Ay, Ag, A;
H; P, E, E: Al Az, Au
H,i, Hy, Hs P2 E\, B3, Es, E7 Asg, A1z, Ais
H-h Hs Ei, Ez, Es, Eq, Es Ay, Az, A7, Az
Ea, E4, Es, Ewn Az
P3 Ei, Es, Eio, B4 Az Ag, Al
Ei, E4, E3, En Aa, As, A
Py
Ei, Ez, E7, Es Ay, Ag, Az
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nos indujo a empezar con la ecuacion de la circunferencia (instru-
mento y modelo para las demas ecuaciones) y seguir con el con-
cepto de elipse (modelo para los conceptos de las demas conicas).

A continuacién mostramos, 2 modo de ejemplo, la situacion
problematica en que se construye la equivalencia de los conceptos
de elipse como seccion conica y como lugar geométrico basado en
la propiedad focal. Como en la primera metodologia, los alumnos,
tras el examen de las curvas obtenidas, formulan sus conjeturas;
pero, aqui, la evaluacion de esas conjeturas se realiza empleando
como Unica informacion adicional la definicion de elipse como lu-
gar geométrico. El proceso, por lo tanto, es mucho mas abierto;
por ello, el nimero de curvas propuestas es menor y la formula-
cion de la tercera actividad (seccion con plano tangente a las esfe-
ras) esconde una valiosa ayuda para la descubrimiento de la es-
tructura conceptual. En esta unica situacion problematica, se
recogen la fase de exploracion y la fase de construccion. Tras una
puesta en comin, donde se resuelven los conflictos cognitivos, en
los siguientes problemas se construyen, de modo analogo, las es-
tructuras de hiperbola y parabola, y luego se proponen las mismas
situaciones problematicas que en la primera metodologia para re-
lacionar todas ellas y completar el proceso instructivo (fase de am-
pliacion). Los recursos materiales son los mismos que en la prime-
ra metodologia. El Libro del alumno se presenta completo en el
Anexo.
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En la Guia del profesor, se incluyen, igual que en la otra me-
todologia, unas orientaciones de caracter general sobre el uso de
los materiales didacticos disefiados para el alumno y, a continua-
cion, se ofrecen orientaciones especificas para cada uno de los pro-
blemas concretadas en los siguientes aspectos:

— lista de materiales o instrumentos complementarios nece-
sarios para resolver el problema (compas, transparencias, chinche-
tas, hilo, cartones, fotografias, modelos de superficies, papel vege-
tal, etc.);

— explicacion sobre como utilizar estos materiales;

— descripeidon del comportamiento habitual de los alumnos
(dificultades que encuentran, concepciones erroneas que emplean,
estrategias que utilizan, etc.);

— clasificacion del problema y comentarios sobre las heuris-
ticas mas Ttiles para cada una de las etapas de su resolucion, ha-
ciendo referencia siempre a la lista enumerada en la guia de resolu-
cion que tienen los alumnos; se discute con detalle el alcance de
cada una, sobre todo, las referentes a la fase de examen de la solu-
cion que, como en la otra metodologia, proporcicna un campo
abierto a la creatividad y al desarrollo de muchas capacidades cog-
nitivas;

— sugerencias y materiales para conducir con eficacia y agili-
dad la puesta en comun (textos para hacer fotocopias, dibujos pa-
ra hacer transparencias, etc.);
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— relacion del problema con los objetivos didécticos que se
desean alcanzar o con los contenidos que se pretenden desarrollar,
indicando las cuestiones en las que el profesor debe incidir espe-
cialmente.

Finalmente, queremos sefialar que, tal como puede apreciarse
en la bibliografia especifica, para elaborar todos estos materiales, he-
mos tenido en cuenta los libros y los articulos mas importantes que
tratan el tema de las conicas desde un punto de vista didactico.




CAPITULO 6

EXPERIMENTACION DE LAS
METODOLOGIAS Y APLICACION
DE PRUEBAS

Introduccion

En los dos capitulos anteriores explicamos todo el proceso de
elaboracion de los materiales didacticos disefiados para poner en
practica las dos metodologias cuyo estudio comparativo es el obje-
to de esta investigacion. Siguiendo el desarrollo de la misma, en
este capitulo expondremos como transcurrio la experimentacion de
dichos materiales y la aplicacidén de las diferentes pruebas.

6.1. Eleccion y analisis de la muestra

Tras la experiencia piloto que se realizO durante ¢l tercer trimes-
tre del curso 1987-88 vy que permitio perfeccionar y ajustar los mate-
riales didacticos, se decidio realizar la experiencia definitiva en el cur-
so 1988-89. Aunque la eleccion teoricamente deseable de la muestra
deberia ser aleatoria, ciertas caracteristicas del propio disefio, como la
experimentacion de metodologias didacticas nuevas que exigen un
profesorado dispuesto a la innovacion, obligaron a que esta eleccion
se realizase en funcion de los profesores disponibles. Dos de ellos ya
habian participado en la experiencia piloto durante el curso anterior,
uno con cada metodologia. Esto les sirvid para adiestrarse en el uso
de los materiales y los recursos didacticos, Ambos quedaron satisfe-
chos y desearon repetir otra vez la experiencia. Encontramos, ade-
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mas, otros tres profesores dispuestos y el primer proyecto de re-
parto de metodologias fue €l siguiente:

Profesor A: un grupo con la primera metodologia y un grupo
con la metodologia tradicional.

Profesor B: idem.

Profesor C: idem.

Profesor D: un grupo con la segunda metodologia y un gru-
po con la metodologia tradicional.

Profesor E: un grupo con la segunda metodologia.

Los profesores A y B pertenecian al mismo centro; el profe-
sor C a otro distinto y los profesores D v E a un mismo centro
pero distinto de los dos anteriores.

Al comienzo del curso, antes de iniciar la experimentacion, el
profesor E se puso enfermo y decidimos que los dos grupos del pro-
fesor D practicaran la segunda metodologia ya que, en caso contra-
rio, el nimero de alumnos que experimentara esta metodologia seria
sensiblemente menor que los que experimentaran la otra. En resu-
men, la muestra quedo establecida de la siguiente manera:

Primera metodologia: 90 estudiantes pertenccientes a tres
grupos de dos institutos de Salamanca a cargo de los profesores
A,ByC.

Segunda metodologia: 58 estudiantes pertenecientes a dos
grupos de un instituto de Zamora a cargo del profesor D.

Metodologia tradicional: 82 estudiantes pertenecientes a tres
grupos de dos institutos de Salamanca, a cargo de los profesores
A,ByC. =

El tamafio total de la muestra es, por lo tanto, de 230 alum-
nos, aunque debemos indicar que la muestra inicial estaba forma-
da por 287 estudiantes de los cuales se eliminaron 57 por faltarles
la puntuacion en alguna de las 18 pruebas que realizaron a lo lar-
go del curso.

Como puede apreciarse en la distribucion de la muestra, to-
dos los grupos que siguieron la metodologia tradicional tuvieron
profesores que también participaban en la experiencia y, por lo
tanto, la variable profesor qued6 bastante controlada puesto que
era el mismo profesor quien impartia las clases en los dos grupos.
Pero, por otra parte, la forma de elegir la muestra nos obligd a ser
muy exigentes en el estudio de la homogeneidad de los grupos. Pa-
ra ello comenzamos aplicando a los estudiantes, a lo largo del pri-
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mer trimestre, las pruebas destinadas a medir las variables de con-
trol que se muestran en la siguiente tabla:

VARIABLE INSTRUMENTO DE MEDIDA
Sexo
Estudios del padre Cuestionario con distintas categorias
obtenido de los impresos de
matriculacion en los estudios
Profesion del padre universitarios

Estilo cognitivo: dependencia/

independencia de campo Test GEFT

Aptitud espacial Bateria DAT

Aptitud numérica Bateria DAT

Factor “g” Test de Cattell

Actitud hacia las matematicas Test de Gairin

Nivel de conoccimientos previos Prucbas claboradas ad hoc

En el apartado 3.3. ya constatamos que, al procesar los datos
obtenidos, no se apreciaron diferencias significativas entre los gru-
pos excepto en actitud inicial, variable que se incorpora como in-
dependiente (covariable) en el disefio de la investigacion.

6.2. Experimentacion de las metodologias

La experimentacion de las dos metodologias con los mate-
riales didacticos disefiados se realiz6 a lo largo del segundo tri-
mestre del curso 1988-89 empleandose en todos los grupos apro-
ximadamente 20 periodos lectivos como se habia previsto. Ya
dijimos antes que dos profesores, uno de cada metodologia, se
habian entrenado en su manejo participando en la experiencia
piloto. Los otros dos (que trabajaron con la primera metodolo-
gia) estudiaron durante el primer trimestre los materiales y los
discutieron con los investigadores en reuniones sucesivas. Du-
rante la experiencia en las aulas, todos tuvieron el apoyo de los
investigadores que hicieron un seguimiento puntual de la misma
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velando por la fiel realizacién de ambas metodologias. A pesar de
que ninguno de los grupos de alumnos habia trabajado con estra-
tegias instructivas de este tipo, todos, en general, acogieron bien
las dos nuevas metodologias a las que se adaptaron perfectamente
aunque tardaron algo mds en la segunda debido a la mayor exi-
gencia de participacion. Trabajaron en grupos de tres, que ellos
mismos constituyeron, y no se observaron conflictos ni enfrenta-
mientos notables. Sobre las puestas en comun, puede decirse que
se ajustaron al programa previsto aunque algunos de los debates
que se suscitaron podrian haberse alargado mas si el tiempo no
hubiese tenido que ser controlado. Desde el punto de vista de los
alumnos, observamos un cierto cansancio respecto al gran nimero
de pruebas a que fueron sometidos. Las puntuaciones obtenidas en
ellas son, desde luego, el testimonio cuantitative de su experiencia
(rendimiento, variacion actitudinal, etc.) pero creemos que, jun-
to a ellas, hay un cimulo de signos cualitativoes que también de-
ben tenerse en cuenta; por ejemplo, los articulos elaborados por
cada alumno sobre las aplicaciones técnicas de las conicas (Qlti-
ma actividad propuesta en los materiales didacticos). En ellos se
aprecia el interés suscitado por esta unidad didactica y, aunque
en muchos casos la calidad literaria no es la deseable, se obser-
va, sin embargo, una preocupacion por buscar informaciéon en
diversos libros o revistas que se apoya, ademas, con dibujos, fo-
tografias, etc.

6.3.. Aplicacion de las pruebas al acabar la
experiencia

Una vez finalizado el estudio de la unidad tematica que nos
ocupa, para valorar el primer bloque de variables dependientes
(apartado 3.2.2.), los alumnos contestaron al test de Gairin con el
fin de medir su actitud hacia las matematicas al acabar la expe-
riencia y realizaron tres pruebas que nos sirvieron para medir su
rendimiento conceptual, algoritmico, heuristico y global. A conti-
nuacion, analizamos cada una de ellas detalladamente.
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6.3.1. Prueba sobre conceptos y estructuras conceptuales

Mide el Rendimiento en conceptos y estructuras conceptuales al
acabar la experiencia y consiste en un cuestionario con 60 items de
V-F que se elabor6 a partir del cuestionario empleado en la detec-
cion de ideas previas al que se le afiadieron 20 items mas para
abarcar todos los objetivos del campo de la Informacion (apartado
5.1}

LAS CONICAS

PRUEBA SOBRE CONCEPTOS Y ESTRUCTURAS CON-
CEPTUALES

Las 8 primeras frases hacen referencia a las curvas de las si-
guientes figuras en las cuales las lineas de puntos no forman parte
de las curvas, solo sirven para indicar como se trazaron:

|
\

\
Y,
!
[
[A]
-

<




170 JOSE DEL RIQ SANCHEZ

La curva 1 podria ser una hipérbola.
La curva 2 podria ser una elipse.
La curva 3 podria ser una hipérbola.
La curva 4 podria ser una parabola.
La curva 5 podria ser una hipérbola
La curva 6 podria ser una parabola.
La curva 7 podria ser una elipse.
La curva 8 podria ser una hipérbola.
Una elipse puede dibujarse perfectamente utilizando
solo el compas, la regla y el lapiz,

10. Si representamos la funcién y = 3x°, obtenemos una
parabola.

11. Si sefialamos los puntos medios de fodas las semicuer-
das verticales de una circunferencia (como en la figura siguiente)
y los unimos, entonces se obtiene una elipse.

R

12. Una hipérbola se define asi: es la curva obtenida al
seccionar una superﬁmc conica completa mediante un plano que
no pasa por el vértice y corta a sus dos hojas.

13. Las tnicas elipses que existen en la realidad son las
orbitas de los planetas alrededor del sol y las de algunas particu-
las atomicas alrededor del nucleo.

14. La longitud de una parabola es infinita.

15. Si disparamos un cafién antiguo con una inclina-
cion de 45° y suponemos que el rozamiento del aire no existe,
_| 1a trayectoria completa de la bala es una curva como la de la
siguiente figura:
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16. Una hipérbola no puede formarse con las dos mitades
de una elipse enfrentadas entre si.

17. Los focos de una elipse son dos puntos tales que la
diferencia de las distancias desde ellos a cualquier punto de la
elipse es siempre la misma.

18. Fijado un punto de una hipérbola, siempre es posible
trazar dos tangentes a dicha hipérbola pasando por ese punto.

19. x*+ v’ = 4 es la ecuacién de una circunferencia cuyo
radio mide 2.

20. En las hipérbolas, la diferencia entre las longitudes de
los dos radios vectores de cualquier punto es igual al eje real.

21. La zona de una cancha de baloncesto que se muestra
en la figura siguiente tiene forma de parabola:

22. x}a* - y/b® = 1 es la ecuacion de una elipse cuyos
ejes estan sobre los ejes de coordenadas.
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23. Una elipse s¢ define como una curva plana, cerrada y
simétrica en la que sus puntos no equidistan del centro.

24. Fl segmento que une los vértices de una ‘mperbola
se llama eje real.

25, Una paribola puede dibujarse perfectamente em-
pleando solo una regla, un compas y un lapiz.

26. Las hipérbolas no aparecen en objetos o fenémenos
reales.

27. El parametro de la parabola, p, es la distancia entre
el foco y el vertice.

28. En cualquier elipse, si a representa la longitud del se-
migje mayor, b la del semle]e menor y ¢ la semidistancia focal,
entonces se verifica: a’ = b* + ¢*.

29. y’ = 2x es la ecuacion de una parabola cuyo eje coin-
cide con el eje de abscisas.

30. Por cualquier punto de una elipse pasan dos tangen-
tes distintas.

31. La ecuacién x/9 - y°/4 = 1 representa una hipérbola.

32. Los huevos de gallina tienen forma de elipsoide.

33, Una horquilla de pelo, como la de la siguiente figura,
tiene forma de parabola:

34, Los puntos en que una elipse es cortada por sus ejes
se llaman vértices.

35. 2x*+ y* - 2x + ... = 0 podria ser la ecuacién de una
circunferencia.

36. Si un jugador de baloncesto ianza el balon desde el
centro del campo y consigue una canasta, entonces el camino
recorrido por el balon tiene forma de parabola.

37. En cualquier elipse, la suma de las distancias desde
los puntos a los focos varia segin el punto que tomemos.
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38. Una parabola se define asi: es la curva obtenida al cor-
tar una superficie conica por un plano paralelo a una generatriz.

39. La ecuacion x*/25 + y*/16 = 1 representa una elipse.

40. La bisectriz de los radios vectores de cualquier punto
de una hipérbola es tangente a dicha hipérbola.

41. En las elipses cada radio vector de los vértices corres-
pondientes al eje menor mide lo mismo que el semieje mayor.

42, Las parabolas no tienen centro de simetria.

43. Una hipérbola no puede dibujarse perfectamente em-
pleando sélo el compas, la regla y el lapiz.

44. Una elipse se define como el lugar geométrico de los
puntos del plano tales que la suma de sus distancias a dos pun-
tos fijos es siempre la misma.

45. La grafica de la funcién y = 1/x es una parabola.

46. En las elipses, no existe ninguna relacion entre los ra-
dios vectores de un punto y la tangente en dicho punto.

47. En las hipérbolas, la diferencia entre las distancias de
un punto cualquiera a los focos es igual al gje real.

48. Cualquier parabola tiene infinitas ecuaciones no equiva-
lentes entre si.

49. Un melon perfectamente simétrico tiene forma de elipse.

50. x* = 2y es la ecuacion de una parabola cuyo eje coin-
cide con el eje de ordenadas.

51. La tangente a una parabola en un punto P es la bi-
sectriz del angulo formado por el radio vector de P y la perpen-
dicular desde P a la directriz.

52. Una parabola se define asi: es una curva abierta, si-
métrica e ilimitada que se caracteriza por ser la grafica de una
funcion.

Las préximas 8 frases hacen referencia a las siguientes acti-
vidades:

A. Tomamos una superficie conica (completa) en la cual las
generatrices forman con el eje un angulo de 30°. La cortamos con
un plano que no pasa por el vértice y que forma con el eje un an-
gulo B. Consideramos la curva obtenida en esta seccion.
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B. Clavamos dos chinchetas sobre una hoja de papel y traza-
mos la curva que resulta al desplazar un lapiz manteniendo fenso
un hilo cuyos extremos se han unido a las chinchetas como mues-
tra la figura siguiente.

C. Con una linterna cuyo haz luminoso forma un cono per-
fecto, iluminamos una hoja de papel con la inclinacion que mues-
tra la figura siguiente; consideramos la curva formada por el bor-
de del recinto iluminado.

D. Dibujamos en una hoja de papel una circunferencia y un
punto exterior. Plegamos el papel haciendo coincidir el punto ex-
terior con uno de la circunferencia. Desplegamos y volvemos a ple-
gar tomando otros puntos de la circunferencia. Repetimos esta
operacion con todos los puntos y consideramos la curva envolvente
de todos los pliegues asi obtenidos.

53. Sip = 45° la curva obtenida en A es una seccidn co-
nica del mismo tipo que la obtenida en D.

54. Sip = 30° la curva obtenida en A es una seccién co-
nica del mismo tipo que la obtenida en C.

55. Si B es menor que 30°, la curva obtenida en A es siem-
pre una seccidn conica del mismo tipo que la obtenida en B.
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56. Si B es mayor que 30° la curva obtenida en A, en al-
gunos casos, es del mismo tipo que la obtenida en C.

57. La curva obtenida en C es una secciéon conica del mis-
mo tipo que la obtenida en D, aunque le falta una parte.

58. La curva obtenida en B es una seccion conica del mis-
mo tipo que la obtenida en D.

59. Si cortamos la superficie conica de la actividad A con
un plano paralelo a una generatriz, obtenemos una curva del
mismo tipo que la obtenida en la actividad C.

60. Si seccionamos la superficie conica de la actividad A
con los planos que cortan a todas las generatrices, podria obte-
nerse, en algin caso, una curva del mismo tipo que la obtenida
en la actividad B.

La validez de contenido de este instrumento, como puede apreciar-
se en la siguiente tabla, es aceptable.

OBJETIVOS | ITEMS CORRESPONDIENTES EN LA TOTAL

(Apartado 5.1) PRUEBA
I 3,6,7,8, 12, 38 6
I, 1,2,5,9,17,23,37,43, 44 9
Is 4,6, 14, 21, 25, 33, 52 7
L 1,3,6,7,8, 14, 16, 23 8
Is 16, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60 9
Is 20, 24, 27, 28, 34, 41, 42, 47 8
I 10, 11, 19, 22, 29, 31, 35, 39, 45, 48, 50 1
Is 18, 30, 40, 46, 51 5
Iy 13, 15, 21, 26, 32, 33, 36, 49 8

Los estudiantes dispusieron de una hora para contestar a este
cuestionario. Su correccion se realizé automaticamente introduciendo
las respuestas en una base de datos en DBASE 11l y utilizando un
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programa disefiado ad hoc que aplico la siguiente férmula para dar
la puntuacién (Rodriguez Dieguez, 1980, p. 320):

1/2 (aciertos — errores + 0,3 omisiones)

Asi, la puntuacién maxima es 30, igual que en las otras dos
pruebas que analizaremos a continuacion. Se midio también la fia-
bilidad mediante la formula 20 de Kuder y Richardson (Rodriguez
Diéguez, 1980, p. 345) obteniéndose como valor:

KRz = 0,94898]

lo que implica una fiabilidad muy alta.

6.3.2. Prueba sobre procedimientos algoritmicos

Mide el Rendimiento en procedimientos algoritmicos al acabar
la experiencia y consiste en un conjunto de 6 ejercicios elaborado a
partir de los objetivos sefialados en los campos de las habilidades
intelectuales y psicomotrices (apartado 5.1).

LAS CONICAS
PRUEBA SOBRE PROCEDIMIENTOS ALGORITMICOS

1. Escribe el nombre de la curva que tiene por ecuacion
X’/25 + y*/16 = 1 y halla sus elementos mas significativos.

2. Dibuja esta curva aproximadamente y luego explica
con tode detalle lo que habria que hacer para dibujarla con pre-
cision.

3. Dibuja aproximadamente la parabola cuyo foco es el
punto F y cuya directriz es la recta d:

*F

4, Halla la ecuacion de esa parabola tomando con la re-
gla las medidas que te hagan falta. ¢

5. Halla la ecuacion de una circunferencia de radio 3 y
que tiene su centro en el punto (1,2).
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6. Dibuja con la regla y el compas la tangente a cada
una de las siguientes curvas en los puntos A, B y C y explica
coémo lo haces:

il
*m

La siguiente tabla recoge la correspondencia entre los objeti-
vos y los items de la prueba:

OBJETIVOS

(Apartado 5.1) Hi{Hy (Hs |Hs {Hs | Pr | P2 | Ps| P4

Ejercicios
correspondientes 1 1| 5i-14] 2 |2y3] -6
en la prueba

Los alumnos dispusieron de 30 minutos para realizar esta
prueba que fue corregida manualmente de forma objetiva puesto
que los enunciados s6lo admiten respuestas univocas. Se asignaron
5 puntos a cada item para que, como en la prueba anterior, la
puntuacion maxima posible fuese 30.

6.3.3. Prucba sobre resolucion de problemas

Mide el Rendimiento en resolucion de problemas. La seleccion
de los problemas para una prucba es una tarea delicada que debe
ajustarse a los siguientes criterios:
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— han de ser pocos, ya que su resolucion lleva mucho tiempo;

— representativos de las estrategias heuristicas propuestas
como objetivos;

— de formato distinto en cuanto a la tarea;

- con diferentes grados de dificultad;

— en su resolucion deben intervenir conceptos y procedi-
mientos algoritmicos variados; y

— han de permitir usar los libros y los apuntes sin perder su
calidad de verdaderos problemas.

Para hacer nuestra seleccion, al final de la experiencia pilo-
to propusimos a los alumnos ia siguiente coleccién de 8 proble-
mas, 4 para cada uno de los grupos que participaban. Los
alumnos tenian que resolver solo 3 de ellos con libros y apuntes
durante una hora.

LAS CONICAS
PRUEBA SOBRE RESOLUCION DE PROBLEMAS

1. Las rectas r y s de la siguiente figura son paralelas y
estan separadas por una distancia de 6 cm v, entre eflas, hay un
punto P que dista 4 cm de la recta r.
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a) Dibuja con toda precision (utilizando la regla y el com-
pas) una circunferencia tangente a ambas rectas y que pase por
¢l punto P. Explica con detalle como dibujas esa circunferencia
y por que verifica las condiciones requeridas.

b) Halla una ecuacién para esa circunferencia. Explica con
detalle 7odo lo que haces para hallarlas y por qué lo haces asi.

Nota: si lo prefieres, puedes contestar primero al apartado
a y luego al b.

2, La siguiente figura representa dos familias de circunfe-
rencias concéntricas que, al cortarse, forman una red de puntos:

W
OOy

D)

.
u
3

o
',

a) Uniendo puntos de esa red, dibuja una hipérbola.
b) Demuestra que esa curva que acabas de dibujar es real-
mente una hipérbola.

3. Halla la ecuacién de una circunferencia y de una elipse
que se corten en cuatro puntos formando un cuadrado. Si crees
que hay mas de una solucién, encuentra todas las que puedas.
Explica con detalle todo lo que haces y razona por queé lo haces.

4. Considera una recta r y un punto H que dista 3 cm de
ella. Un punto P del plano se mueve manteniendo siempre igual
a 13 cm la suma de sus distancias al punto H y a la recta r.
iQué tipo de curva describe el punto P? Determina sus elemen-
tos mas caracteristicos. Halla un método para dibujarla.
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5. El punto P de la siguiente figura dista 2 cm de la recta r.
r P

a) Dibuja con toda precision (utilizando regla y compas) una
circunferencia que pase por el punto P, que sea tangente a la recta
r y cuyo radio mida 3 cm. Explica con detalle como dibujas esa
circunferencia y por qué verifica las condiciones requeridas.

b) Halla una ecuacion para esa circunferencia. Explica con
detalle todo lo que haces para hallarla y por qué lo haces asi.

Nota: si lo prefieres, puedes contestar primero al apartado
a y luego al b. ‘

6. En la figura siguiente hay dibujados 4 puntos alinea-
dos, A, B, C y D, separados por las distancias AB = CD = 1
cm; BC = 1,5 cm (compruébalo).

A B C D

Escogemos un punto cualquiera, E, a la derecha de D. To-
mamos como radio la longitud del segmento EC, y, haciendo
centro primero en A y luego en D, trazamos los 4 arcos de la fi-
gura siguiente (compruébalo).

\ /
Radio
e,

Aa B c 1')\;5

Centro / .  Centro
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Despues tomamos como radio la longitud del segmento
EB vy, haciendo centro primero en A y luego en D, trazamos
otros 4 arcos que cortan a las anteriores en 4 puntos, Py, P2, P;
y P4 como muestra la figura siguiente (compruébalo).

pe
7F"\z P1
Radio

..

r

T -
# X

P3

Ceniro P4 Centro
3

Ahora escogemos otro punto distinto, F, a la derecha de D
y trazamos como antes los ocho arcos que nos determinan otros
4 puntos Ps, Ps, P; y Pg, como muestra la figura siguiente (com-

pruébalo). ,
# N
Ps Ps
e Y

P2 P1 Centro
Radio

L

An B ¢ D F

Centro  _Pps p,, Radio

P Pa.

Imagina que tomamos, uno tras otro, todes los puntos
que estin a la derecha de D (incluido D) y que dibujamos por
el procedimiento anterior los puntos correspondientes Py, Pio,
Pu, Pu,..., ete. (Qué tipo de curva formaria el conjunto de todos
los puntos Py, Pz, P3, Py, Ps, etc? jDemuéstralo!




182 JOSE DEL RIO SANCHEZ

7. Dado un rectangulo de 10 cm de perimetro, halla la
ecuacion de una elipse que pase por sus cuatro vértices. Si crees
que hay mas de una solucion, encuentra todas las que puedas.
Explica con detalle todo lo que haces v por qué lo haces.

8. Un arco gbtico estd formado (como muestra la Fig. 1)
por un segmento AB de longitud 2 m y dos arcos de circunferen-
cia AC y BC. El centro del arco BC es A y el de AC es B. Deter-
mina el centro y el radio de una circunferencia tangente a los tres
lados del arco (ver Fig. 2). )

e c

Fig. 1 Fig. 2

Una correccion atenta revelo los siguientes resultados:

N”wo GRUPO A (n=37) GRUPO7 B (n = 38)
PROBLEMA 1 2 3 4 5 6 T 8
Deter- Deter-
Formato del proble- | Dibujar Demos- | Hallgr | ™M Dibujar D Hallar minar
ma en cuanto 2 | y hallar trar | ecuscién griflca o y hallar irar W grifica o
Ia tarea ecuscitn analiti- | ecuacién analiti-
: camente camemnte
Porcentaje de alum-
nos que lo 100 81,1 73 459 100 89,5 92,1 18,4
escogit
Porcentaje de alum-
nos que lo resuel-| 43,3 26,7 259 59 39,5 20,6 229 0
ve bien
Porcentaje de alum-
nos que lo resuel-| 21,6 30 33,3 23,5 237 23,5 314 14,3
ve regular
Porcentaje de alum-
nos que lo resuel-| 35,1 43,3 40,8 70,6 36,8 359 45,7 85,7
ve mal
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A la vista de estos datos y teniendo en cuenta los criterios es-
tablecidos antes, elegimos los problemas 1, 3 y 6 para la prueba al
acabar la experiencia y el 5, el 7 y el equivalente al 6 referido a la
elipse para la prueba a los dos meses de acabar la experiencia. En
puridad, deberiamos haber escogido como problema de demostra-
cion el 2 (ya que resultd algo mas facil que el 6) pero ese problema
venia resuelto en el libro de texto utilizado en uno de los institu-
tos.

En la resolucion de estos problemas, se aplican abundantes
conceptos, estructuras conceptuales, procedimientos algoritmicos y,
sobre todo, estrategias heuristicas. A continuacion, se muestra co-
mo las estrategias heuristicas sefialadas en los objetivos pueden ser
desarrolladas en los problemas propuestos al finalizar la experien-
cia:

Estrategias
heuristicas
propuestas en Ei| B2 | Es | Ea |Es| Es | Ey | Ba | Es | Ewo | Eu
los objetivos
(Apartado 5.1.)

Problemas 3 (1y3] 6 [3y6] 6 [1y3] 1|3 |1y3)3y6| 1

La distribucion correspondiente a los problemas propuestos a

los dos meses de acabar la experiencia es analoga.
Para resolverlos, los estudiantes dispusieron de una hora y

media de tiempo (30 minutos para cada problema) y podian utili-
zar libros, apuntes y cuantos instrumentos considerasen necesarios.
Su correccion se hizo leyendo primero 40 resoluciones escogidas al
azar a partir de las cuales se tipificaron, ordenaron y cuantificaron
los comportamientos resolutivos; por eiemplo, para el problema 3,

aplicamos la siguiente escala:
A) Representacion y organizacion de los datos:

—Dibuja solo el cuadrado y la circunferencia: 1 punto.

—Dibuja el cuadrado, la circunferencia y una elipse:

»sin los datos y con poca precision: 2 puntos
«con los datos y con cierta precision: 3 puntos.
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—Dibuja el cuadrado, la circunferencia, una elipse y los
gjes con los datos y cierta precision:

« no escribe las coordenadas de los vértices del cua-
drado: 3 puntos.

« escribe las coordenadas de los vertices del cuadra-
do: 4 puntos.
B) Ecuacion de fa circunferencia:

—Calcula el radio: 1 punto.
—~Halla la ecuacidn: 2 puntos.
C) Ecuaciones de las elipses:

~Mide los semiejes en el dibujo y halla unag ecuacion: 1
punto.

—Fija como focos los puntos medios de los lados y halla
una ecuacion correcta: 2 puntos.

—Fija uno de los ejes y halla wna ecuacidn correcta: 2
puntos.

—Sustituye las coordenadas de los vértices del cuadrado
en la ecuacion reducida de una elipse y halla la solucién
general: 4 puntos.

D) Examen de la solucion:

—Afirma que hay infinitas ecuaciones con algin argu-
mento: 1 punto.

—Encuentra otras soluciones posibles: 1 punto.

—Encuentra la ecuacion de todas las soluciones (ya se va-
loré en la fase anterior).

La puntuacion del problema se obtiene sumando los puntos

correspondientes a cada fase segiin el comportamiento resolutivo.
. Se asignd a cada problema una valoracion maxima de 10 puntos
B y, por lo tanto, a toda la prueba 30 puntos.

Los datos de la variable Rendimiento global al acabar la expe-

riencia se obtuvieron sumando las puntuaciones de las tres pruebas
puesto que, desde un punto de vista de formacion integral, los tres
campos evaluados nos parecen igualmente importantes.
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De este modo, junto con la valoracion de la actitud, obtuvi-
mos para cada alumno cinco puntuaciones correspondientes a las
cinco variables dependientes del primer bloque que, genéricamente,
podemos llamar Rendimientos al acabar la experiencia.

6.4. Aplicacion de las pruebas a los dos meses de
acabar la experiencia

Una vez finalizada la experiencia, todos los alumnos prosi-
guieron con el desarrollo habitual de su programa y, de un modo
directo, no volvieron a tratar el tema de las conicas aunque, natu-
ralmente, no podian evitarse referencias esporadicas a algunas de
estas curvas al estudiar otras unidades didacticas como el célculo
diferencial, por ejemplo. Los profesores retomaron su metodologia
expositiva tradicional, basada en la explicacion de conceptos y al-
goritmos acompafada de un libro de texto y la posterior resolu-
cidon de ejercicios y problemas.

Transcurridos dos meses, se aplicaron de nuevo las tres prue-
bas que hemos descrito en el apartado anterior con la variacion
correspondiente en la coleccion de problemas de la tercera prueba
a la cual también nos hemos referido antes. Se procedio asi por-
que, en la resolucion de los problemas, los alumnos disponian de
libros y apuntes, lo cual podia permitir a alguno copiar la solu-
cion. De este modo, y aplicando los mismos criterios de correccion
que la vez anterior, obtuvimos las puntuaciones de las variables
del segundo bloque: Rendimiento en conceptos, en procedimientos
algoritmicos, en resolucion de problemas y rendimiento global a
los dos meses. La actitud se midié también con el test de Gairin
(1987). En el siguiente capitulo se analizan todos los datos obteni-
dos y se exponen las conclusiones de la investigacion.
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RESULTADOS DE LA
INVESTIGACION




CAPITULO 7

ANALISIS DE LOS DATOS Y
ELABORACION DE LAS
CONCLUSIONES

Introduccion

En la primera parte expusimos el disefio de nuestra investi-
gacion educativa cuyo desarrollo fue descrito con detalle en la se-
gunda. Una vez obtenidos los datos correspondientes a cada una
de las variables dependientes, ahora nos ocuparemos de su analisis
y, como consecuencia, elaboraremos las conclusiones pertinentes
en relacion con las hipdtesis formuladas en el disefio de la investi-

gacion.

7.1. Estadistica descriptiva, normalidad y
homogeneidad de varianzas

Para analizar los datos obtenidos en las diez variables depen-
dientes relacionadas con los rendimientos y la actitud, se introdu-
jeron en un ordenador y se procesaron con los programas Stat-
view, Statworks, Systat y Datadesk.

Efectuamos, en primer lugar, una estadistica descriptiva por
grupos cuyos resultados se exponen a continuacion:
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ESTADISTICA DESCRIPTIVA
GRUPO 1
Xz R. Cone. F.
Media:  Desv. Tip.: Error Tip.: Varianza: Coef, Var.: N:
| 1668 | 5.45 | 575 [ 20707 | 3267 | 50 |
Minimo Miximo Rango: Suma: Suma Cuadrit.: # Perdidos:
17 l266 [ 249 {15012 [ 27683.94 [0 |
Moda: Med. Geom.: Med. Arm.: Curtosis Asimetria
| | 15.417 fi3os  T.o3t T[4 | |
X2 RAlgo. F,
Media:  Desv. Tip.: Error Tip.: Varianza: Coef, Var.: N:
[19.156 [6.754 [ 72 |45.616 | 350258 EXNEE
Minimo Mézimo Rango: Suma: Suma Cuadrat.. # Perdidos:
[ 2 | 30 | 28 Ft724  [37084 [o |
Moda:  Med. Geom,: Med. Arm.: Curtosis Asimetria
(18 T17612 15215 [.62 [.3m2 | |
Xa: R. ProbLF.
Media:  Desv. Tip.: Error Tip.: Varianza: Coef, Var.: N:

[13.778 |68 [ 645 {37433 [ 44407 [ 90 |
Minimo Méximo Rango: Suma: Suma Cuadrat.: # Perdidos:
[2 [28 | 26 1240 20416 [0 |

Moda: Med. Geom.: Med. Arm.: Curtosis Asimetria
12 Tizes (1032 [-48  [3m ] |
X4 R. Glob. F.
Media:  Desv. Tip.: Error Tip.: Varianza: Coef. Var.: N:

[49.613 [ 14.989 | 1.58 | 224675 [ 30212 [ 90 |
Minimo Miximo Rango: Suma: Suma Cuadrat. # Perdidos:
125 [s16 [ 69.1 |#652 2415054 o |

Moda:  Med. Geom.: Med. Arm.: Curtosis Asimetria
[ 61 | 46.544 43613 [-280  J.189 | |
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Xs: R. Actitod. F.
Media:  Desv. Tip.: Error Tip.: Varianza: Coef. Var.: N:

[3252 [ 383 [ .04 [ 147 [ 11772 [ 90 [
Minimo Maximo Rango: Suma: Suma Cuadrat.. # Perdidos:
2262 [433 [ 2.0m [ 292712 [ 965.049 [0 |

Moda: Med. Geom.: Med. Arm.: Curtosis  Asimetria
[3.001 [323 | 3.209 | .181 | 386 ] ]
Xg R. Conc. 2m
Media:  Desv. Tip.: Error Tip.: Varianza: Coef. Var.: N:

[ 14167 | 5378 [ 567 [28922  [37.962 [ 90 |
Minimo Méaximo Rango: Suma: Suma Cuadrat: # Perdidos:
E | 26 31 L1275 | 20636.58 [0 |

Moda: Med. Geom.:: Med. Arm.: Curtosis Asimetria
[ 15 [ . [ 862 | -246 | |
X7 R. Algo. 2m
Media:  Desv. Tip.: Error Tip.: Varanza: Coef. Var.: N:

156 [sen | 591 [31.49 [ 35965 | 50 |
Minimo Maximo Rango: Suma: Suma Cuadrit.: # Perdidos:
E [ 27 | 24 {1404 |[24704 [0 |

Moda: Med. Geom.: Med. Arm.: Curtosis  Asimetria
[ [ 14.461 (13108 |-27 | 067 | |
Xs: R. Probl. 2m
Media:  Desv. Tip.: Error Tip.: Varanza: Coef. Var.; N:

[134  [4953 [ 522 [24535 | 36.965 [ 90 |
Minimoe Maximo Rango: Suma: Suma Cuadrat.: # Perdidos:
E | 25 [ 20 1206  |[18344 [0 |

Moda: Med Geom: Med Arm: Curtosis  Asimetria
[ [ 12.484 [1se -5 Jai3 | ]
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Xs: R. Glob. 2m

Media:  Desv. Tip.: Error Tip.: Varianza: Coef. Var.: N:
|43.167 | 12.103 [ 1.276 [14648 | 28038 | 90 |
Minimo Méximo Rango: Suma: Suma Cuadrat.: # Perdidos:
lo [67.6 | 58.6 [3885  [1so7018  |o |
Moda:  Med. Geom.: Med. Arm.: Curtosis  Asimetria
| 40 | 41.26 | 38.83 [ -221 | .035 [ |
Xio: R, Actitud. 2m
Media:  Desv. Tip.: Error Tip.: Varianza: Coef. Var.: N:
ETEER | 022 [ 045 | 6.809 |E |
Minimo Miximo Rango: Suma: Suma Cuadrat: # Perdidos:
[2634 [35 | 366 | 279.858 | 874.218 [o ]
Moda: Med. Geom.: Med. Arm,; Curtosis Asimetria
. [ 3.102 | 3.095 [ -24 | -.518 | |
GRUPO 2
Xi: R. Cow. F.
Media:  Desv. Tip.: Error Tip.. Varianza: Coef. Var.: N:

[12617 [5.168 [ 679 | 26706 | a0.9s8 [ 58 |
Minimo Maximo Rango: Suma: Suma Cuadrat.. # Perdidos:
L1 23 | 22 [7318 1075552 [o ]

Moda: Med. Geom.: Med. Arm.: Curtosis Asimetria
[14  [11124 | 8.605 {-397  |-104 | |
Xz R. Algo. F.
Media:  Desv. Tip.: Error Tip.: Varianza:  Coef. Var.: N:

[ 18621 | 7.558 [ 992 | 57117 [40.87 | 58 |
Minimo Maximo Rango: Suma: Suma Cuadrat.: # Perdidos:
[2 | 20 | 27 1080 [ 23366 lo |

Moda: Med. Geom.: Med. Amm.: Curtosis Asimetria
(29 |165m2 13612 [-987  [-25 | ]
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Xs: R.Probi. F.
Media:  Desv. Tip.: Error Tip.:  Varianza:  Coef. Var.: N:

1431 |5535 | 727 | 30639 |3868 | 58 |
Minime Maximo Rango: Suma: Suma Cuadrat: # Perdidos:
PERE [ 26 | 830 | 13624 lo |

Moda: Med. Geom.: Med. Arm.: Curtosis Asimetria
. | 12.967 fuoa  [-259  [7.335E3 | |
Xs R. Glob. F.
Media:  Desv. Tip.: Error Tip.: Varianza: Coef. Var.: N:

[ 45548 [15.216 | 1.998 | 231501 [ 33.406 [ 58 |
Minimo Maximo Rango: Suma: Suma Cuadrat.: # Perdidos:
lis |78 | 63 l26418  [13352612 o |

Moda: Med. Geom.: Med. Am.: Curtosis Asimetria
54 4270 [20682 ]-503 |4 [ |
Xs: Actitud. F.
Media:  Desv. Tip.: Error Tip.: Varianza: Coef. Var.: N:

[3.012 |23 [ .03 [ 053 | 7.382 | 58 |
Minime Maximo Rango: Suma: Suma Cuadrat.: # Perdidos:
125  |3545 [ 1.045 [ 180497 | s64.m18 [0 |

Moda: Med. Geom.: Med. Am.: Curtosis Asimetria
. [ 3.103 [ 3.004 [ 633 | -.857 | |
Xg R. Cone. 2 m
Media:  Desv. Tip.: Error Tip.: Varianza: Coef. Var.: N:

[10.995 |s.421 | 712 [20380 [ 49.306 [ s8 |
Minimo Maximo Rango: Suma: Suma Cuadrat.: # Perdidos:
[-2 |z |23 |637.7  !s8686.57 [0 |

Moda: Med. Geom.: Med. Arm.: Curtosis Asimetria
[ T. [ [-312 [-3% [ [
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Minime Maximo

Moda: Med. Geom.:

10276 |3355

Minimo Maximo

[34211 |12577

Minime Maximo

X7 R. Algo. 2m

Error Tip.: Varianza: Coef. Var.:
| 769 {34281 [45.038

Rango: Suma: Suma Cuadrat.:
| 24 [ 754 | 11736

Med. Arm.: Curtosis  Asimetria
[ [-7211  [-8993E-3

Xs: R. Probl. 2m

Error Tip.: Varianza: Coef. Var.:
[ 441 [ 11256 | 32649

Rango: Suma; Suma Cuadrat.:
F17 | 598 | 6766

Med. Arm.; Curtosis  Asimetria
| 8.985 | 282 [ 25

Xo: Glob. 2m

Error Tip.: Varianza:  Coef. Var.:
[ 1651 {158.178 | 36.699

Rango: Suma: Suma Cuadrat.:
[ 58 | 1987.7 [ 7113597

Med. Arm.: Curtosis  Asimetria
2720 [-20  [-1

Xip: RActitud. 2m
Error Tip.: Varianza: Coef. Var.:

Minimo Maximo

| 020 | 048 [ 7.057
Rango: Suma: Suma Cuadrat.:
[ 1.136 | 180.087 [ s61.897

Med, Arm.: Curtosis Asimetria

| 3.088 [1985  [-1.001
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GRUPO 3
X1: R. Conc. F.
Media:  Desv. Tip.: Error Tip.. Varanza: Coef. Var.: N:

[9.32 [s53 | 611 [30585 | 60.558 [ 82 |
Minime Maximo Rango: Suma; Suma Cuadrat.: # Perdidos:
-3 [216 [ 26.6 | 74385 ] 9316.093 [0 ]

Moda:  Med. Geom.: Med. Arm.: Curtosis Asimetria
[6 [, ,-499 [ 221 | | ] ]
Xz R. Algo. F.
Media:  Desv. Tip.: Error Tip.:. Varianza: Coef. Var.: N:

[ 16402 [ 7604 [ 842 [s812  [as4m9 | 82 |
Minimo Miximo Rango: Suma: Suma Cuadrat.: # Perdidos:
[0 [ 30 f 30 [1345 26769 [0 |

Moda: Med. Geom.: Med. Arm.: Curtosis Asimetria
[. [ | |-865  |-337 | I
Xa: R. Probl. F.
Media:  Desv. Tip.: Error Tip.: Varianza: Coef. Var.: N:

[ 1239  [4791 [ 520 [22057  |38.67 | 82 |
Minimo Maximo Rango: Suma: Suma Cuadrit: # Perdidos:
[2 | 28 | 26 1016 [ 14448 [0 |

Moda: Med. Geom.: Med. Arm.: Curtosis  Asimetria
[ 11 [ 11.314 [ 9.812 lioi2 | 484 | |
X+ R. Glob. F.
Media:  Desv. Tip.: Error Tip.:. Varianza: Coef. Var.: N:

[37.925 |14774 [ 1.632 [ 218271 | 38956 | 52 |
Minimo Méximo Rango: Suma: Suma Cuadrat.: # Perdidos:
E [ 717 | 66.7 [310085 [13s620992 o ]

Moda: Med. Geom.: Med. Arm.: Curtosis Asimetria
[44 [ 34.485 [29875  [-280  [.124 | l
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Xs: Actitud. F.
Media:  Desv. Tip.: Error Tip.; Varianza: Coefl. Var. N:

[326 | 487 | 054 [ 237 | 14.939 [s2 |
Minimo Maximo Rango: Suma: Surna Cuadrat: # Perdidos:
[1s1  la3s1 [ 25m [ 267339 |s90.801 [o |

Moda: Med. Geom.: Med, Arm.: Curtosis  Asimetria
[ Jam | 3.184 [ 633 [ 051 | ]
Xg R, Cone. 2m
Media:  Desv. Tip. Error Tip.: Varianza: Coef. Var. N:

[s493  |s5.826 | 643 [33944 [ 68602 [s2 |
Minimo Maximo Rango: Suma: Suma Cuadrat.: # Perdidos:
[-3 (= 24 [6964 [ 8663.78 [o |

Moda: Med. Geom.. Med. Arm.; Curtosis  Asimetria
l6 [ [.ss6  |.188 | |
X7 R, Algo. 2m
Media:  Desv. Tip.: Error Tip.. Varianza: Coef, Var. N:

15378 | 6.269 | 692 | 39.3 | 40.766 | 82 |
Minimo Maéximo Rango: Suma: Suma Cuadrat.: # Perdidos:
[o | 28 | 28 | 1261 [ 22575 [o |

Moda; Med. Geom.: Med. Arm.: Curtosis Asimetria
[0 | a9 [.105 | -
X:: R, Probl. 2m
Media:  Desv. Tip.: Error Tip.. Varianza: Coef. Var.: N:

[12329 [474 | 523 [2247  [38.448 [ 82 |
Minime Méaximo Rango: Suma: Suma Cuadrat.. # Perdidos:
[3 [ |21 [1on [ 14285 [o [

Moda: Med. Geom.: Med. Amm.: Curtosis  Asimetria
[. [ 11.308 Twiar  [-e9  |.125 | |
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Xs: R. Glob. 2m
Media:  Desv. Tip.: Error Tip.: Varianza: Coef. Var.: N:

[362 | 14.024 | 1.549 | 196.668 | 38.74 [ 82 ]
Minimo Maximo Rango: Suma: Suma Cuadrat.: # Perdidos:
[7 B | 64 [2968.4 [12338618 [0 |

Moda: Med. Geom.: Med. Arm.: Curtosis Asimetria
[19 33259 |29897  [-s45 [ .23 [ ]
Xz Actitud. 2m
Media:  Desv. Tip.: Error Tip.: Varianza: Coef. Var.: N:

[3146 [ 23 [ 025 [ 053 [ 7313 [ 52 |
Minimo Mdximo Rango: Suma: Suma Cuadrat.. # Perdidos:
[25  [3636 [1.136 [ 257992 | 815993 [0 |

Moda: Med. Geom.: Med. Arm.: Curtosis Asimetria
[3400 |3.138 | 3.129 | 620 | 671 | |

Para contrastar la normalidad de cada una de las variables en
cada uno de los grupos, procedimos a la aplicacion de la Prueba de
Kolmogorov-Smirnov y los resultados obtenidos son los siguientes:

PRUEBA DE KOLMOGOROY - SMIRNOVY

GRUPO 1 GRUPO 2 GRUPO 3
VARIABLES | peeqgic- Estadis- Estadis-
tico P tico P tico P

Rend. en comeeptos | o560 | 0278 | 0073 | 0289 | 0077 | 0243
al acabar

Rend. en pr. algorit- | 006 | 5208 | 0.004 | 0237 | 0129 | 0121
micos al acabar

Rend. en resolucion
probi al acabar 0.114 0.139 0.070 0.297 0.105 0.117

Rend. global al 0054 | 0304 | 0101 | 0221 | 0.041 | 0356
acabar

Actitud al acabar 0.112 [ 0143 | 0162 | 0108 | 0.12 | 0.140
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GRUFPO 1 GRUPO 2 GRUPO 3
VARIABLES | poudie- Estadis- Estadis-
o | P teo | P tieo | P

Rend. en coneeptos | o499 | 234 | 0066 | 0307 | 0080 | 0234
a los dos meses

Rend. en pr. algotit- | 407 | 933 1 0103 | 0215 | 0085 | 0221
micos a los dos meses

Rend. en resolucion
de problemas a los 0.110 | 0.148 0.14 | 0.214 | 0.067 0272
dos meses

Rend. globalalos | o081 | 0221 | 0102 | 0218 | 0071 | 0261
dos meses
Actitud a los dos 0.128 | 0.113 | 0.126 | 0.168 | 0.080 | 0235
meses

Como puede observarse, en todos los grupos, las diez varia-
bles dependientes pueden considerarse normales.

Aplicamos también ¢l Test de Bartlett para contrastar la ho-
mogeneidad de varianzas de estas variables en los tres grupos. Los
resultados fueron los siguientes:

TEST DE BARTLETT

VARIABLES Estadistico p

Rendimiento en conceptos al acabar 0.320 0.852
Rendimiento en procedimientos algoritmicos al acabar 1.463 0.481
Rendimients en res. de problemas al acabar 4951 0.084
Rendimiento global al acabar 0.058 0.971
Actitud al acabar 32.254 0.000
Rendimiento en conceptos a los dos meses ' 0.626 0.731
Rendimiento en proce. algoritmicos a los dos meses 1.054 0.590
Rendimiento en resol, de problemas a los dos meses 10.285 0.006
Rendimiento global a los dos meses 1.947 0.378
Actitud a los dos meses 0.587 0.746
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Todas las variables tienen la misma varianza en los tres gru-
pos, excepto la actitud al acabar el experimento y el rendimiento en
resolucion de problemas a los dos meses. Por lo tanto, a la vista de
estos resultados, mantenemos el criterio de utilizar pruebas para-
métricas en la comparacion de los rendimientos, teniendo siempre
en cuenta que cuando intervengan estas dos iltimas variables en
un analisis de varianza, el valor real del nivel de significacion dis-
minuye ya que las muestras menores son extraidas de las poblacio-
nes con menor varianza (Tejedor, 1984; p. 281).

7.2. Comparacién de rendimientos y actitud al
acabar el periodo instructivo

Se trata de contrastar la Hipotesis 1 formulada en el aparta-
do 3.1;

Al acabar el periodo instructivo, entre los tres grupos de alum-
nos, existen diferencias entre las medias de las siguientes variables en
el sentido que se indica:

Rendimiento en conceptos y estructuras conceptuales:

Grupo 1 = Grupo 2 > Grupo 3
Rendimiento en procedimientos algoritmicos:

Grupo 3 >Grupo 1 > Grupo 2
Rendimiento en resolucion de problemas:

Grupo 2> Grupo 1 > Grupo 3
Rendimiento global:

Grupo I = Grupo 2 > Grupo 3
Actitud hacia las matematicas:

Grupo 1 = Grupo 2 > Grupo 3

Para ello utilizamos, como habiamos previsto en el disefio de
la investigacion, el andlisis de la covarianza, tomando como factor
las metodologias (grupos), como covariable la actitud inicial y co-
mo variables dependientes los rendimientos y la actitud. He aqui
los resultados obtenidos:
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RENDIMIENTO AL ACABAR LA EXPERIENCIA

V.D.: CONCF N: 230 R MULTIPLE: 520 R MULT. CUADRADO: .271
“ANALISIS DE COVARIANZA”
Fuente S.C. GL M.C. F P
GRUPO 2414.569 2 1207.285 41.123  0.000
ACT. IN. 8.635 1 8.635 0.294 0.588
ERROR 6634.869 226 29.358
V.D.: ALGOF N:230 R MULTIPLE: .169 R MULT. CUADRADO: 271
“ANALISIS DE COVARIANZA"
Fuente S.C. GL MC. F P
GRUPO 350951 2 175.475 3.298 0.039
ACT. IN, 0.280 1 0.280 0.005 0.942
ERROR 12022917 226 53.199
V.D.: PROBF N: 230R MULTIPLE: 150 R MULT. CUADRADO: .022
“ANALISIS DE COVARIANZA"
Fuente 5.C. GL M.C. F P
GRUPO 149.919 2 74.960 2.447 0.089
ACT. IN. 14.024 1 14.024 0.458 0.459
ERROR 6923.458 226 30.635
V.D.: GLOBF N: 230R MULTIPLE: 325 R MULT. CUADRADQ: .106
“ANALISIS DE COVARIANZA”™
Fuente 8.C. GL M.C. F P
GRUPO 5897.556 2 2948.778 13113 0.000
ACT. IN. 52018 1 52,018 0.231 0.631

ERROR.

50820.682 226

224870
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V.D: ACTIF N: 230 R MULTIPLE: .788 R MULT. CUADRADO: .620
“ANALISIS DE COVARIANZA”
Fuente S5.C. GL M.C. F P
GRUPO 0.160 2 0.080 1.320  0.269
ACT. IN. 21.534 1 21.534 . 354.359 0.000
ERROR 13.734 226 0.061

Se observan diferencias significativas (¢ = 0, 05) entre las medias
de tres variables: rendimiento en conceptos y estructuras concep-
tuales, rendimiento en procedimientos algoritmicos y rendimiento
global. Para determinar entre qué grupos se dan las diferencias
empleamos el Test de Scheffé y obtenemos:

DIFERENCIAS ENCONTRADAS

Variable: Rend. Conceptos “p” Dif. Sign'
Grupo 1 vs. Grupo 2 20422 4.063 -
Grupo 1 vs. Grupo 3 1.654 7.548 b
Grupo 2 vs. Grupo 3 14.235 3.485 **
Variable: Rend. Conceptos b i Dif. Sign!
Grupo 1 vs. Grupo 2 0.201 0.535
Grupo 1 vs. Grupo 3 6.306 2.753 *
Grupo 2 vs. Grupo 3 2397 2.218
Variable: Rend. Conceptos s i Dif. Sign’
Grupo 1 vs. Grupo 2 - 2.564 4.065
Grupo 1 vs. Grupo 3 26.449 11.688 b
Grupo 2 vs. Grupo 3 8.824 7.623 -
! sSignificativo al 95%
**Significativo al 9%

Estos resultados indican que la primera metodologia produce
mejores rendimientos que la segunda sélo en el aprendizaje de
conceptos y estructuras conceptuales (x = 0,01). En cambio, ambas
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superan a la metodologia expositiva tradicional en el aprendizaje
de conceptos y estructuras conceptuales y en el rendimiento global
(x = 0,01). En cuanto al rendimiento en procedimientos algoritmi-
cos, sOlo la primera metodologia sobrepasa a la tradicional. Final-
mente, es interesante remarcar que no se han obtenido diferencias
ni en resolucién de problemas ni en actitud hacia las mateméticas.
Resumimos asi los resultados:

RESULTADOS AL ACABAR EL PERIODO

VARIABLES INSTRUCTIVO: DIFERENCIAS
SIGNIFICATIVAS

Rendimiento en conceptos y GRUPO 1 > GRUPO 2 > GRUPO 3

estructuras conceptuales (a =001)

Rendimiento en GRUPO | > GRUPO 3

procedimientos algoritmicos (o = 0,05)

Rendimiento en resolucion Nin diferencia

de problemas 8

.. GRUPO 1| > GRUPO 3; GRUPO 2 > GRUPO 3
Rendimiento global (@ = 0,01) (a = 0,01)
Actitud Ninguna diferencia J

Al comparar estos resultados con las conjeturas formuladas
en la Hipotesis 1, observamos bastantes coincidencias pero también
algunas desviaciones. Sobre el rendimiento en conceptos y estructu-
ras conceptuales se corrobora la superioridad de los grupos experi-
mentales sobre el de control. Este resultado es debido, en nuestra
opinion, a que estas metodologias favorecen un aprendizaje signifi-
cativo al emplear como punto de partida los conocimientos pre-
vios y permitir los conflictos cognitivos. Ademas, la mayor orien-
tacton usada en la primera metodologia garantiza que la
construccion de los conceptos es realizada por un nimero mayor
de estudiantes y, como consecuencia, produce un rendimiento mas
alto.

En cuanto al rendimiento algoritmico, habiamos conjeturado
una ventaja de la metodologia tradicional de acuerdo con investi-
gaciones p entes (Kersh, 1958; Roughead y Scandura, 1968;
Olander y Robertson, 1973). Nuestra experiencia ha refutado com-
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pletamente esta expectativa demostrando, ademas, que hay dife-
rencias a favor de la primera metodologia con respecto a la tradicio-
nal. Este resultado puede explicarse porque el desarrollo de esta me-
todologia, estructurada en miltiples actividades cortas, permite
también realizar, en el mismo periodo de tiempo, suficientes tareas al-
goritmicas cuyo significado, ademas, es comprendido por el alumno.

En resolucion de problemas, habiamos supuesto que el Grupo
2 obtendria mejores rendimientos porque, ¢n su tratamiento ins-
tructivo, esta actividad era practicada casi exclusivamente. El ana-
lisis anterior no corrobora tal conjetura ya que no se aprecian di-
ferencias significativas entre los tres grupos. No obstante, €l hecho
de que la media muestral del segundo grupo (14,31) sea superior a
la de los otros dos (13,77 ¢l primero y 12,39 el tercero) confirman-
do, como tendencia, los resultados de otras investigaciones
(Schoenfeld, 1985}, nos induce a pensar que la hipotesis es correcta
y que la corta duracion del periodo instructivo fue insuficiente pa-
ra producir un incremento en el aprendizaje de las estrategias heu-
risticas capaz de manifestarse en diferencias significativas de rendi-
miento en resolucidon de problemas, pues dicho aprendizaje es un
proceso lento que requiere una abundante y variada actividad re-
solutiva, Por lo tanto, mantenemos nuestra hipotesis de que la in-
corporacion de la ensefianza explicita de estrategias heuristicas en
una metodologia didactica mejora la habilidad de resolucién de
problemas en los estudiantes.

Como consecuencia de los resultados anteriores, en el rendi-
miento global se corrobora totalmente la Hipotesis 1: los grupos
experimentales son equivalentes y ambos superan al grupo de con-
trol.

Finalmente, nuestra conjetura sobre la actitud se ve solo par-
cialmente confirmada, en' el sentido de no apreciarse diferencias
entre los dos grupos experimentales; en cambio, ninguno de ellos
supera al de control como nosotros habiamos previsto contradi-
ciendo resultados de otras investigaciones (Worthen, 1968; Wi-
lliams, 1983; Aiken, 1976); de nuevo éstos parecen confirmados.
Sin embargo, creemos que el problema no estd completamente re-
suelto y el factor duracion del periodo instructivo debe influir en
el cambio actitudinal. Olander y Robertson (1973), por ejemplo,
encontraron una mejora del nivel actitudinal con un tratamiento
por descubrimiento que durd siete meses.



204 JOSE DEL RIO SANCHEZ

7.3. Comparacion de rendimientos y actitud
dos meses después de acabar
el periodo instructivo

Desecamos contrastar la Hipotesis 2 formulada en el apartado
LA N

Transcurridos dos meses despueés del periodo instructivo, entre
los tres grupos de alumnos, se mantienen las diferencias de medias
enumeradas en la hipotesis primera excepto la siguiente:

Rendimiento en procedimientos algoritmicos:

Grupo I = Grupo 2 > Grupo 3

Procedimos como antes pero utilizando ahora como variables de-
pendientes los rendimientos y la actitud a los dos meses de acabar
¢l periodo instructivo experimental. Los resultados de los andlisis
de la covarianza fueron los siguientes:

RENDIMIENTO A LOS DOS MESES

V.D.: CONCIM N: 230 RMULTIPLE: 408 R MULT. CUADRADO:.166

‘ “ANALISIS DE COVARIANZA”

Fuente 5.C. GL M.C. F P
GRUPO 1367.301 2 683.650 22091 0.000
ACT. IN. 4.856 1 4.856 0.157  0.692
ERROR £993.868 226 30.946

VD.ALGOZM N: 230 RMULTIPLE:.192 R MULT. CUADRADO: 037

“ANALISIS DE COVARIANZA”

Fuente 5.C. GL M.C. F P
GRUPO 230479 2 115240 3294 0039
ACT.IN. 32282 1 32282 . 0923 0338

ERROR 7906.599 226 34.985
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V.D.: PROBL2M  N: 230 R MULTIPLE:263 R MULT. CUADRADQ:.069

“ANALISIS DE COVARIANZA”
Fuente S.C GL M.C. F p
GRUPO 338.511 2 169.255 8236  0.000
ACT. IN. 0.633 1 0.633 0.031 0.861
ERROR 4644.663 226 20.552

V.D.: GLOB2M N: 230 R MULTIPLE:.290 R MULT. CUADRADO:.084

“ANALISIS DE COVARIANZA”
Fuente S.C. GL M.C. F P
GRUPO 3202.697 2 1601.348 9.541 0.000
ACT. IN. 50.261 1 50.261 0.299 0.585
ERROR 37932.640 226 167.844

V.D: ACTI2M  N: 230 R MULTIPLE: (197 R MULT. CUADRADO:.039

“ANALISIS DE COVARIANZA”

Fuente S.C. GL M.C. F P
GRUPO 0.081 2 0.041 0.863 0.423
ACT. IN, 0.353 1 0.353 7475 0.007
ERROR 10.662 226 0.047

Se observan diferencias significativas (@ = 0,05) entre las me-
dias de las cuatro variables del rendimiento pero no en la actitud.
Efectuada la correspondiente prueba de Scheffé para determinar
entre qué grupos se dan estas diferencias, se obtuvieron los si-

guientes resultados:
i
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DIFERENCIAS ENCONTRADAS

Variable: Rend. Conceptos “F” Dif. Sign’.
Grupo | vs. Grupo 2 12.192 3172 **
Grupo 1 vs. Grupo 3 44.111 5.674 b
Grupo 2 vs. Grupo 3 6.633 2.502 **

Variable: Rend. Algoritmos

Grupo 1 vs. Grupo 2 7.320 2.600 b
Grupe 1 vs. Grupo 3 0.060 0222
Grupo 2 vs. Grupo 3 5.161 -1.368 *

Variable: Rend. Problemas

Grupo 1 vs. Grupo 2 17.79 3.124 -
Grupo 1 vs. Grupo 3 2.089 1.007
Grupo 2 vs. Grupo 3 8.030 -2.053 **

Variable: Rend.Global

Grupo 1 vs. Grupo 2 18.479 8.896 **
Grupo 1 vs. Grupo 3 12.222 6.967 >
Grupo 2 vs. Grupo 3 1.188 -1.929

2 * Significativo al 95%
**Significativo al 99%

Estos resultados, en general, indican un predominio del
rendimiento producido por la primera metodologia, y una equi-
valencia entre los producidos por la segunda y la expositiva tra-
dicional. Podemos resumir estos resultados de la siguiente mane-
ra:
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RESULTADOS DOS MESES DESPUES DEL

VARIABLES PERIODO INSTRUCTIVO: DIFERENCIAS

SIGNIFICATIVAS
Rendimiento en conceptos GRUPO t > GRUPC 2 > GRUPO 3
¥ estructuras conceptuales {a = 0,01)
Rendimiento en GRUPQ 1 = GRUPO 3 > GRUPO 2
procedimientos algoritmicos (o = 0,05)
Rendimiento en resolucion GRUPO 1 = GRUPO 3 > GRUPO 2
de problemas (o = 0,01)
Rendimiento global GRUPO 1 > GRUPO 2= GRUPO3

{o = 0,01)

Actitud Ninguna diferencia

Al comparar estos resultados con los previstos en la Hipéte-
sis 2, se observan algunas desviaciones notables que vamos a ana-
lizar. El rendimiento en conceptos y estructuras conceptuales se
ajusta bastante a lo conjeturado aunque, otra vez, el Grupo 1 so-
brepasa al Grupo 2, debido, como suponiamos antes, a que se ha
. producido una mayor orientacién en ¢l proceso instructivo que
sin anular el descubrimiento, produce mas cantidad de conoci-
mientos y, ademas, aprendidos significativamente.

En el aprendizaje de algoritmos, 1a superioridad del Grupo
1 sobre el Grupo 2, que no era ostensible al acabar el periodo
instructivo, ahora se hace significativa en contra de la igualdad
conjeturada. La explicacion puede encontrarse en el menor nu-
mero de tareas algoritmicas que se realizan con la segunda me-
todologia. La misma argumentacion puede explicar la supe-
rioridad obtenida por el grupo de control.

El resultado relativo a la resolucion de problemas es, sin du-
da, el mas sorprendente pues refuta frontalmente la conjetura for-
mulada en la hipdtesis 2, por colocar al Grupo 2 en el nivel mis
bajo de rendimiento cuando deberia esperarse todo lo contrario,
dada la metodologia seguida. Creemos que alguna variable extra-
fia, focalizada en las circunstancias de aplicacion de la prueba, de-
bié de influir en este resultado. En cualquier caso, puesto que las
investigaciones realizadas sobre este punto, en condiciones contex-
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tuales semejantes, son muy escasas, sugerimos la necesidad de con-
vertirlo en objeto de nuevos estudios.

El rendimiento global tampoco se ajusta a las expectativas, pues
preveiamos una igualdad entre los grupos experimentales y una ventaja
de ambos sobre el de control; los resultados sefialan una diferencia a
favor del Grupo 1 y una equivalencia entre los otros. Parece que, en
general, el nivel de retencién producido por la segunda metodologia es
semejante al producido por la metodologia tradicional, aunque este re-
sultado habria que confirmarlo con investigaciones posteriores.

Finalmente, como ocurrid antes, tampoco se apreciaron las
diferencias previstas en cuanto a la actitud, variable que se resiste a
ser modificada probablemente debido a los cortos periodos de
tiempo transcurridos entre las diferentes mediciones.

7.4. Comparacion del nivel de cambio conceptual

Como ya sefialamos anteriormente, €l nivel de cambio con-
ceptual se estima mediante la frecuencia de aciertos en los items
de la prueba sobre conceptos y estructuras conceptuales (ver
apartado 6.3.1.) que contienen ideas previas erroneas. Después del
estudio realizado en el apartado 4.2, escogimos como items ade-
cuados los siguientes: 2, 9, 12, 13, 16, 18, 23, 25, 30, 32, 33, 38,
43, 48, 49, 52, 54, 55, 58 y 59.

Para comparar los niveles de cambio conceptual de los Grupos
1 y 2, utilizamos la prueba "ji-cuadrado” tomando como variable la
frecuencia de aciertos/errores en las respuestas dadas a cada item por
los alumnos de cada uno de esos grupos. Del mismo modo procedi-
mos para comparar el Grupo 1 con el Grupo 3 y el Grupo 2 con el
Grupo 3. Resumimos los resultados en las tablas, de las paginas si-
guientes donde el signo + indica una diferencia significativa (x = 0,05)
a favor del grupo que aparece escrito en primer lugar y el signo — a
favor del grupo que aparece en segundo lugar.

La primera de estas tablas indica claramente que, al acabar el
periodo instructivo:

— El porcentaje de respuestas correctas del Grupo 1 es supe-
rior al del Grupo 2 en cuatro items y el porcentaje de aciertos del
Grupo 2 es superior al del Grupo 1 en un item.
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— El porcentaje de respuestas correctas del Grupo 1 es supe-
rior al del Grupo 3 en doce items y el porcentaje de aciertos del
Grupo 3 es superior al del Grupo 1 en un item.

— El porcentaje de respuestas correctas del Grupo 2 es su-
perior al del Grupo 3 en siete items y el porcentaje de aciertos del
Grupo 3 es superior al del Grupo 2 en un item.

COMPARACION DEL NIVEL DE CAMBIO CONCEPTUAL

AL ACABAR LA EXPERIENCIA
ITEMS | Porcentaje de respuestas Correctas Difemn:ias-slﬁas)iﬁ cativas
Grupol | Grupo2 | Grupo3 | Gr. 1/2 Gr.1/3 Gr. 23
86.67 79.31 31.71 + +
5111 20.69 25.61 + +
12 38.89 7241 54.88 - - +
13 70 71.59 50 + +
16 56.67 50 53.66
18 83.33 70.69 59.76 _ +
23 54.44 43.1 4146
25 41.11 13.79 23.17 + +
30 78.89 68.97 54.88 +
32 61.11 50 35.37 +
33 91.11 81.03 2927 + +
38 86.67 77.59 93.9 +
43 sss6 | 241 | 3002 - - _
48 46.67 31.03 32.93 )
49 a4.44 43.1 31.71
52 32.22 241 20.73
54 64.44 56.9 56.1
55 7778 67.24 59.76 +
58 82.22 75.86 58.54 + +
59 | 811 58.62 34.15 + v+
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COMPARACION DEL NIVEL DE CAMBIO CONCEPTUAL

A LOS DOS MESES

| ITEMS |Porcentsje de respuestas Correctas D"m“i’s_soiﬂ)ﬂ”ﬂm
Grupol | Grupo2 | Gmpo3 | Gr. 12 Gr. 1/3 Gr. 2f3
[ 2 9556 | 7586 | 39.02 + + +
9 53.33 17.24 24.39 + +
i 12 53.33 65.52 62.2

13 70 70.69 60.98

16 63.33 62.07 439 + +

18 66.67 81.03 4878 + +

px) 54.44 4328 32.93 +

25 45.56 15.52 29.27 + +

30 74.44 84.48 57.32 + +

32 62.22 39.66 34.15 + +

33 98.89 81.03 439 + + +

38 87.78 8793 91.46

43 62.22 2241 34.15 +

43 40 31.03 2927
49 5889 | 3103 | 5488 + -
: 52 48.89 25.86 439 + -

54 58.89 65.52 59.76

55 68.89 58.62 56.1

58 62.22 61.24 52.44

59 60 58.62 32.93 +

: Estas conclusiones corroboran la Hipdtesis 3 en cuanto a los

; resultados previstos al acabar la experimentacion: Se produce un

’ nivel de cambio conceptual analogo en los dos grupos experimen-
tales, que es superior al del grupo de control.
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~ De la segunda tabla pueden obtenerse las siguientes conclu-
siones sobre el cambio conceptual a los dos meses:

— El porcentaje de respuestas correctas del Grupo 1 es su-
perior al del Grupo 2 en ocho items.

— El porcentaje de respuestas correctas del Grupo 1 es supe-
rior al del Grupo 3 en once items.

— El porcentaje de respuestas correctas del Grupo 2 es supe-
rior al del Grupo 3 en seis items y el porcentaje de aciertos del
Grupo 3 es superior al del Grupo 2 en dos items.

Estas conclusiones corroboran parciaimente {fa Hiporesis 3 en
cuanto a los resultados previstos a los dos meses: en lugar de un
nivel analogo en los grupos experimentales, se observa un predo-
minio del Grupo 1 sobre el Grupo 2; se confirma la superioridad
del Grupo 1 sobre el Grupo 3 pero disminuye bastante la del
Grupo 2 sobre el Grupo 3.

Un analisis minucioso de las dos tablas anteriores todavia
permite extraer algunos otros resultados interesantes. Por ejem-
plo, se observa que las dos metodologias experimentales, aunque
consiguen cambiar casi todas las ideas previas errdneas, todavia
son incapaces de conseguir que la mayoria de los alumnos supe-
ren estas tres:

— Una parabola puede construirse perfectamente emplean-
do solo la regla, el compas y el lapiz (item 25).

— Una parabola no tiene infinitas ecuaciones no equivalen-
tes entre si (item 48).

— Una paréabola se define asi: es una curva abierta, simétrica
e ilimitada que se caracteriza por ser la grafica de una funcion
(item 52).

Por su parte, la mayoria de los alumnos del grupo de control
mantiene esas tres ideas previas erroneas y ademads las siguientes:

- La figura siguiente podria ser una elipse (item 2):
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— Una elipse o una hipérbola pueden dibujarse perfectamen-
te empleando solo la regla, el compas y el lapiz (items 9 y 43).

— Una elipse se define como una curva plana, cerrada y si-
meétrica en la que sus puntos no equidistan del centro (item 23).

— Los huevos de gallina tienen forma de elipsoide (item 32).

— Una horquilla de pele como la de la siguiente figura, tiene
forma de parabola (item 33).

— Si cortamos nna superficie conica con un plano paralelo a
una generatriz, obtenemos una curva que no es del mismo tipo
que la obtenida iluminando una hoja de papel con una linterna in-
clinada segin muestra la siguiente figura (item 59).

et —— ————— -
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Esto demuestra, una vez mas, la resistencia al cambio que
ofrecen este tipo de ideas y la necesidad de contar con ellas para
que la ensefianza sea realmente eficaz.

7.5. Interaccion entre las metodologias y las
caracteristicas de los alumnos

Para estudiar las interacciones entre las metodologias y los di-
ferentes tipos de alumnos segin su sexo, estilo cognitivo, inteligencia
general, nivel de instruccidn previa y actitud hacia las matematicas,
realizamos varios andlisis de la varianza de dos factores, tomando co-
mo primer factor los grupos (metodologias) y como segundo factor
la variable correspondiente, codificando las cuantitativas en dos o
tres categorias de acuerdo con los siguientes criterios:

Estilo cognitive (criterio de separacion: mediana)
Bajo (dependientes de campo): Puntuaciéon menor o igual
que 15.
Alto (independientes de campo): Puntuacion mayor o igual que 16.

Inteligencia general (criterio de separacion: cuartiles)
Baja: Puntuacion menor o igual que 20.
Media: Puntuacion entre 21 y 26.
Alta: Puntuacion mayor o igual que 27.

Nivel de instruccion previa (criterio de separacion: cuartiles)
Baja: Puntuacién menor o igual que 2,80.
Media: Puntuacion entre 2,81 y 4,50.
Alta: Puntuacion mayor o igual que 4,51.

Actitud {criterio de separacion: mediana)
Negativa: Puntuacion menor o igual que 3,13.
Positiva: Puntuacibn mayor que 3,13.

Se tomaron como variables dependientes las diez que se refie-
ren a rendimientos y actitudes, de manera que realizamos 50 anali-
sis de la varianza. Solo se han obtenido interacciones significativas
(@ = 0,05) con las siguientes variables:
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Sexo: respecto del rendimientEos global y en resoluctiion de
problemas al acabar la experiencia.

Tabla Anova para 2-factor Anilisis de Varianza sobre Y R. Probl.F.

Fuente gl Sums Cuadrit:  Cuadr. Medios: Test-F:  Valor p:

Grupo (A) | 2 104.337 52.168 1874 | 1559
Sexo (B) 1 482.196 482.196 17.323 1.0E-4
AB 2 179.127 89.564 3.218 0419
Error 224 | 6235029 27.835

Rendimiento Problemas Final

17 -‘—
18 +

18 4+

141

12+

11 } : }
Mujer Vardn

Sexo
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Tabla Anova para 2-factor Andlisis de Varianza sobre Y R. Glob.F.

Fuente gk Suma Cuadrat.:  Cuadr. Medios: Test-F:  Valor p:

Grupo (A) | 2 5572.168 2786.084 13.227 | 1.0OE4
Sexo (B) 1 1782.199 1782.199 8.461 004
AB 2 1502.309 751.154 3.566 0299
Error 224 | 47181.345 210.631

Rendimiento Giobal Final

80 -

30 } + t
Mujer Varon

Sexo
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Estilo cognitivo: respecto del rendimiento en conceptos y es-
tructuras conceptuales a los dos meses.

Tabla Anova para 2-factor Analisis de Varianza sobre Ye R. Conc.2m.

Fuente gl Suma Cuadrat.:  Cuadr. Medios: Test-F:  Valor p:

Grupo (A) | 2 1393.24 696.62 23.831 1.0E4
Est. Cogn.

Codif. (B) 1 163.145 163.145 5.581 .019
AB 2 272.092 136.046 4.654 .0105
Error 224 | 6547.802 29,231

Rendimiento Conceptos 2 M.

18 +

18 +

10 +

Estilo Cognitive
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n7

Nivel de instruccion previa: respecto del rendimiento en proce-

dimientos algoritmicos al acabar la experiencia.

Tabla Anova para 2-factor Anilisis de Varianza sobre Y:: R. Algo.F.
Fuente gl Suma Cuadrit.:. Cuadr. Medios: Test-F:  Valor p:
Grupo (A) | 2 342,482 171.241 3.693 0264
Instr. Prev.

Codif. (B) 1 1437.747 718.873 15.504 1.0E4
AB 2 551.879 137.97 2976 0202
Error 224 | 10247.158 46.367

R. Algoritmos F.

26+

20 +

16 -

10 f t U

Baja Media Alta
Instr. Previa
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Actitud: respecto del rendimiento en conceptos y estructuras
conceptuales a los dos meses.

Tabla Anova para 2-factor Andligis de Varianza sobre Ys: R, Conc.2m.,

Fuente gl: Suma Cuadrit.:  Coadr, Medios: Test-F:  Valor p:

Grupo (A) | 2 1311.578 655.789 21939 | 1.0E-4
Actitud. '
Cod. (B) 1 1.542 }.542 052 8205
AB 2 300.045 150.023 5019 0074
Error 224 | 6695.568 29.891

Rendimiento Conceptos 2 M.

14 -L /

12 +

10 +

] " m— }
Negativa FPonitiva

Actitud
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Estos resultados y el analisis de todos los graficos permiten
realizar algunas inferencias:

- 1. La segunda metodologia tiende a favorecer mas a las mu-
jeres en su aprendizaje a corto plazo, pero no en la retencidon. A
los hombres, en general, les favorece mas la primera metodologia.

2. En el rendimiento conceptual a largo plazo, la primera
metodologia favorece a los independientes de campo pero la tradi-
cional les desfavorece.

3. La metodologia tradicional favorece mas el aprendizaje a
corto plazo de procedimientos algoritmicos en los alumnos con un
nivel bajo de instruccion previa; pero en los de nivel medio y alto
influyen mas las dos metodologias experimentales.

4. La metodologia tradicional desfavorece el aprendizaje de
los alumnos con una actitud positiva hacia las matematicas.

Estos resultados corroboran parcialmente la Hipotesis 4 ya
que se han encontrado algunas de las interacciones previstas, aun-
que no todas.

El resultado relativo al estilo cognitivo indica que para el
aprendizaje conceptual a largo plazo de los sujetos independientes
de campo la metodologia expositiva tradicional es poco eficaz en
comparacion con las otras dos experimentales. Este resultado y la
tendencia observada en los otros aprendizajes corrobora, entre
otras, las conclusiones de McLeod y Adams (1977,1979) en el sen-
tido de que ¢l grado de orientacion externa influye sobre el rendi-
miento de los sujetos segin sea su estilo cognitivo: los inde-
pendientes de campo aprenden mejor con poca orientaciéon
externa. Ahora bien, nuestros resultados matizan aiin mas esta
conclusion. En efecto, las dos metodologias experimentales produ-
cen mejores rendimientos que la tradicional pero, entre ellas, es
mas eficaz la primera que la segunda; puesto que la primera es
una metodologia mas orientada, esto sugiere que existe un cierto
intervalo en la magnitud de la orientacién fuera del cual una me-
todologia didactica podria resultar poco eficaz.

La interaccion con el nivel de conocimientos previos, en el
sentido de que la metodologia tradicional favorece el aprendizaje
de algoritmos en alumnos con un nivel bajo de conocimientos pre-
vios, puede explicarse porque la ensefianza por descubrimiento po-
tencia mas la comprensiéon de los procedimientos algoritmicos que
su practica; cuando el nivel de conocimientos previos es bajo, pue-
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de no producirse esa comprension y el aprendizaje es deficiente; en
cambio, la ensefianza expositiva tradicional suple esta deficiencia
con abundantes ejercicios rutinarios que, mecanicamente, pueden
conducir al aprendizaje a corto plazo de la practica correcta del al-
goritmo pero no a su justificacion; prueba de ello es que esta inte-
raccion desaparece en el aprendizaje a largo plazo.

Finalmente, la interaccion obtenida con la variable actitud
era de esperar: a los alumnos con una actitud positiva les favorece
mas la ensefianza por descubrimiento que la ensefianza tradicional
ya que, en el primer caso, tienen mas oportunidades de investigar,
de construir conceptos y estructuras conceptuales por si mismos, lo
cual les permite poner en juego muchas de sus predisposiciones y
actitudes que estimulan ¢l aprendizaje.

Todavia puede obtenerse alguna informacion mas de los ana-
lisis de varianza efectuados como, por ejemplo, las diferencias ob-
servadas en las categorias del segundo factor. He aqui una tabla
resumiendo estos resultados:

DIFERENCIAS SIGNIFICATIVAS EN EL SEGUNDO FACTOR

VARIABLES DEPENDIENTES
SEGUNDO RENDIMIENTOS ACABAR LA RENDIMIENTOS A LOS DOS
FACTOR EXPERIENCIA MESES
Concep. | Algor. R Glob. | Actit, R Glob. | Actil
. X Concep. | Algor. o t.

SEXO * e ** L1 ] *
ESTILO % * - = * . we A
COGNITIVO
INTELIGEN. * ™ % ¥ “ " o
GENERAL
NIVEL DE
msTRUCCION]  ** " wh *e o - - - %
PREVIA
ACTITUD 4

* Significativo al 95%
** Significativo al 99%
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Llaman la atencion las diferencias observadas en el factor se-
xo a favor de los varones (comprobadas también en otros traba-
jos: Bethencourt y Torres, 1987) vy las obtenidas en el factor estilo
cognitivo a favor de los independientes de campo, lo que corrobo-
ra nuestra sospecha de que esta dimension del estilo cognitivo po-
dria influir en el aprendizaje y que, por lo tanto, deberia ser consi-
derada como una variable interviniente (ver apartado 3.2.3). Este
resultado corrobora también los obtenidos por la mayoria de las
investigaciones de este tipo: los sujetos independientes de campo
alcanzan un rendimiento en matematicas superior al de los depen-
dientes de campo. Ademais, aqui, constatamos que esta supe-
rioridad se produce en todos los tipos de aprendizaje (conceptual,
algoritmico y heuristico) y se mantiene a largo plazo.

Las diferencias entre los niveles de inteligencia y de instruc-
cidén previa son los esperados en cuanto a los rendimientos; sin
embargo, es interesante sefialar que no se hallan diferencias signifi-
cativas en cuanto a la actitud final entre los alumnos de los tres
niveles de inteligencia y si entre los tres niveles de instruccion pre-
via: cuanto mas alto es el nivel de instrucciOn previa, mas alta es
la actitud tras el proceso de aprendizaje.

De nuevo no se aprecian diferencias entre los alumnos con
actitud inicial distinta en ninguna de las variables, salvo en la pro-
pia actitud al acabar el periodo instructivo.

7.6. Conclusiones generales

Resumimos a continuacién las principales aportaciones y
conclusiones proporcionadas por ¢l trabajo que con detalle hemos
ido exponiendo en las paginas precedentes.

En primer lugar, esta investigacion aporta una profunda revi-
sién de la literatura sobre el aprendizaje de las matematicas por
descubrimiento en tres dominios complementarios (capitulo 1):

— evaluacion comparativa de métodos instructivos
— interaccién de tratamientos y caracteristicas de los alumnos

— concepciones erroneas y su superacion .
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En segundo lugar, aporta un detallado disefio de dos meto-
dologias didacticas distintas para ¢l aprendizaje de las matematicas
por descubrimiento, entendiendo éste como un proceso cognoscitl-
vo que parte de la identificacién de un problema y, mediante un
procedimiento resolutivo al que le es consustancial la evaluacion
de conjeturas, autorregulado por el propio sujeto con la necesaria
orientacién sociocultural, produce una construccién intrapsiquica
novedosa; la diferencia fundamental entre las dos metodologias es-
triba en el grado de orientacion sociocultural del proceso de eva-
luacion de conjeturas (capitulo 2).

En tercer lugar, proporciona un conjunto de materiales di-
dacticos para el alumno y para el profesor que ejemplifican una
aplicacion de estas metodologias en el contexto educativo habitual
(capitulos 4 y 5; anexo; Del Rio, 1990 a y b).

En cuarto lugar, este trabajo aporta los resultados obtenidos
en la experimentacion de estas dos metodologias que permiten
compararlas entre si y con la metodologia tradicional (capitulo 7)
y cuyo resumen s el siguiente:

Comparacion de rendimientos y actitud al acabar el periodo
instructivo:

La primera metodologia experimental, cuya orientacion ex-
terna del proceso de aprendizaje es mas fuerte, produjo mejor
rendimiento que la segunda en el aprendizaje de conceptos y es-
tructuras conceptuales (x = 0,01); no se encontraron diferencias
en los demas carnpos. Ambas metodologias superaron a la expo-
sitiva tradicional en el aprendizaje de conceptos y en el rendi-
miento global, pero en el aprendizaje de procedimientos algorit-
micos solo la primera obtuvo una diferencia significativa (a =
0,05). No se hallaron diferencias entre las tres metodologias res-
pecto al rendimiento en resolucion de problemas y a la actitud
hacia las matematicas.

Comparacion de rendimientos y actitud a los dos meses de aca-
bar el periodo instructivo:

En el aprendizaje de conceptos y estructuras conceptuales,
el rendimiento producido por la primera metodologia fue su-
perior al de la segunda y ambos superaron al producido por la
expositiva tradicional (« = 0,01). En cambio, no se encontra-
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ron diferencias en procedimientos algoritmicos y en resolucién de
problemas entre la primera metodologia y la tradicional, pero am-
bas superaron a la segunda metodologia (a = 0,05). En el rendi-
miento global, se encontraron diferencias a favor del grupo
que siguid la primera metodologia (« = 0,01) y ninguna entre
los otros dos. En la actitud hacia las matematicas no se encon-
traron diferencias.

Comparacion del nivel de cambio conceptual:

Al acabar el proceso instructivo se produce un nivel de cam-
bio conceptual analogo en los dos grupos que utilizaron las meto-
dologias experimentales, que es superior al del grupo que utilizd la
metodologia expositiva tradicional. Dos meses después de finalizar
el periodo instructivo, entre los dos grupos experimentales se pro-
duce una diferencia a favor del primero y disminuye la que existia
entre el segundo y el de control.

Interaccion entre metodologias y caracteristicas de los alumnos:

La segunda metodologia, cuya actividad fundamental es la
resolucion de problemas, tiende a favorecer mas a las mujeres en
su aprendizaje a corto plazo; a los hombres, en general, les favore-
ce mas la primera metodologia.

En los independientes de campo, la primera metodologia pro-
picia el rendimiento conceptual a largo plazo.

A los alurmnos con un nivel de instruccidon previa bajo, les favo-
rece mas la metodologia tradicional en cuanto al aprendizaje a corto
plazo de procedimientos algoritmicos, mientras que en los de nivel
medio y alto influyen mas las dos metodologias experimentales.

La metodologia tradicional desfavorece el aprendizaje de los
alumnos con una actitud positiva hacia las matematicas.

Como resumen general de las conclusiones que, sobre cada
uno de estos aspectos, expusimos en el capitulo anterior, podemos
decir que las metodologias expositivas tradicionales son menos efi-
caces que las metodologias que favorecen el aprendizaje por descu-
brimiento. Ademas, hemos constatado que la orientacion sociocul-
tural, en el aprendizaje por descubrimiento, es uno de los factores
determinantes de la eficacia instructiva, alcanzando su grado opti-
mo en un punto intermedio que, sin anular la autorregulacion in-
terna que debe ejercer el propio sujeto sobre su proceso de apren-
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dizaje, utilice un rico contexto de orientaciones externas experta-
mente estructuradas vy organizadas que faciliten la evaluacion de
las conjeturas. Esta es la caracteristica diferenciadora de la primera
metodologia y de ahi su eficacia al no discriminar a estudiantes
que, por sus rasgos personales, podrian sentirse poco motivados,
desbordados o inseguros ante estas metodologias. Sin embargo,
como no se han encontrado resultados concluyentes en actitud y
en resolucion de problemas, pensamos que estas variables deben
seguir siendo investigadas con disefios similares a éste pero incre-
mentando la duracion del periodo instructivo, factor que puede ser
determinante para producir diferencias significativas.
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ANEXO

LIBRO DEL ALUMNO
(SEGUNDA METODOLOGIA)




INTRODUCCION

Cuando una persona construye o descubre los conocimientos
por si misma, entonces no olvida tan facilmente lo aprendido, pues
el esfuerzo por descubrir se lo compensa la permanencia de lo des-
cubierto. Resolviendo los problemas de las paginas que siguen, vas
a descubrir por ti mismo los conceptos, las formulas y las propie-
dades de una clase muy importante de curvas: las conicas.

Ya sabes que no hay reglas infalibles que conduzcan a la re-
solucion de todos los problemas; sin embargo, existen unas nor-
mas de conducta que favorecen la resolucion de un problema:

lee el enunciado atentamente (dos veces por lo menos);
siente curiosidad y deseo por resolver el problema; -
concéntrate en la tarea y no pienses en otra cosa;

no abandones; emplea todo el tiempo que sea necesario
hasta que llegue la “idea brillante™;

para provocar, propiciar, facilitar esa ilegada, puedes se-
guir las estrategias sefialadas en las hojas siguientes, segin
el tipo de problemas que trates de resolver; también te
pueden ayudar los libros, pero, jojo!, nunca utilices formu-
las, propiedades, construcciones, etc. que no seas capaz de
comprender y demostrar, pues te convertirias en una “fo-
tocopiadora” que reproduce sin pensar ni entender lo que
esta haciendo;

escribe con detalfe la resolucion del problema; aunque no
llegues a la solucion completa, describe los caminos, estra-
tegias que intentaste para resolverlo; explica todo lo que
haces y por qué lo haces;

cada cierto tiempo, habra una puesta en comin de los re-
sultados obtenidos por todos los grupos.

Este método de aprendizaje requiere que el ritmo de trabajo
sea constante. Todos los dias hay que dedicarle un tiempo (mas o
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menos largo) a la materia, tanto en clase como en casa. La razon
es muy sencilla: a través de cada problema vas a descubrir concep-
tos, propiedades y estrategias que te servirAn para resolver los si-
guientes. Ta sabes que las matematicas no se “digieren” en una so-
la tarde: es imprescindible tomarlas en dosis cortas durante todos
los dias. B

A continuacion encontraras una guia con reglas generales que
te ayudardn a resolver los tres tipos fundamentales de problemas
que aparecen en este tema.




GUIA PARA LA RESOLUCION DE
PROBLEMAS

PROBLEMAS
DE DETERMINACION

Son aquellos problemas cuyo enunciado puede transformarse
en uno del tipo siguiente:

Halla, construye, determina, busca, traza, encuentra, elc., un
punto, una recta, una curva, un segmento, un lugar geometrico, etc.
(por su dibujo o por su ecuacion) que verifique la o las condiciones...

Para resolverlo es conveniente seguir las siguientes etapas:

1. Comprender el problema

Para esto es necesario leer atentamente el enunciado,ordenar,
resumir y organizar la informacion (mediante simbolos, dibujos,
tablas, etc) y contestar claramente a las siguientes preguntas:

1.1. ¢(Cual es )a incognita, qué nos pide el problema?

1.2. ;Cuales son los datos?

1.3. {Qué condiciones tiene que verificar la incognita?

2. Concebir un plan de resolucion

Algunas de las siguientes estrategias, o varias de ellas combi-
nadas, te pueden ayudar a encontrar un plan para resolver el pro-
blema:

2.1. Si es posible, dibuja una figura o construye un modelo
material con toda la precision que puedas.

22. Trata de buscar alguna definicion o alguna propiedad
que relaciones los datos con la incognita,

2.3. Elige, si es posible, un sistema de referencia adecuado.
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2.4. Trata de buscar un problema ya resuelto que tenga una
incognita o una condicion igual o parecida; si lo encuentras, anali-
za en qué se parecen y en qué se diferencian e intenta aprovechar
el resultado o bien el método de resolucion.

2.5. Si no puedes resolver el problema tal como esta propues-
to, trata de resolver primero algun caso particular o trata de resol-
ver un problema analogo pero en una situacion mas sencilla.

2.6. Piensa en las condiciones. ;Qué significan? ;A qué otras
condiciones son equivalentes? Trata de expresarlas de otra manera.
Trata de encontrar una relacion de los datos con las condiciones.

2.7. Si la incognita debe verificar més de una condicion, toma
solo una de ellas y estudia en qué medida queda determinada la
incognita. Luego considera las demas condiciones.

2.8. Busca otros datos que te harian falta para determinar la
incognita. Trata de relacionarlos con los que te da el problema.

2.9. Haz una conjetura y trata de corroborarla o refutarla.

3. Ejecutar el plan

Al ejecutar un plan concebido en la etapa anterior, demuestra
que todos los pasos son correctos; repasalos para corregir posibles
errores en las operaciones o en el razonamiento. Si el plan conduce
a la solucion, pasa a la fase siguiente (Examinar la solucion) y, en
caso contrario, vuelve a la fase anterior para buscar otro plan de
resolucion.

4. Examinar la solucion

4.1. Trata de ver st la solucion es coherente con el plantea-
miento del problema..

4.2. Si es posible, compruebalo con un caso particular ya co-
nocido.

4.3. Trata de obtener ese resultado por otro método. ;Podrias
verlo de golpe?

4.4, ;Podrias generalizar ese resultado?

4.5, Suprime o transforma algin dato o alguna condicidn.
:Sigue siendo valida la solucion?

4.6. Intenta aplicar el resultado o el método empleado para
resolver otros problemas que ti mismo te propongas.

4.7. Analiza si puede haber otras soluciones.



PROBLEMAS DE
DEMOSTRACION

Son aquellos problemas cuyo objetivo es demostrar una de-
terminada proposicion, por ejemplo:

Demuestra que el area de una elipse, cuyos semiejes son a y b,
es mab.

El enunciado de cualquier problema de demostracion puede
transformarse en un esquema como éste:

Por ejemplo, el problema anterior puede enunciarse asi:
Demuestra que si a y b representan las longitudes de los semi-
ejes de una elipse, entonces su drea es mab.

La condicion, que es la frase escrita después de “si”, se llama
hipétesis; la conclusion, que es la frase escrita después de “enton-
ces”, se llama tesis; y la frase condicional completa, desde “si”
hasta el final, se¢ llama propesicion.

En nuestro ejemplo, la hipotesis es: “a y b representan las
longitudes de los semiejes de una elipse”; Ia tesis es; “su area es
nab”; y la proposicion es: “si a y b representan las longitudes de
los semiejes de una elipse, entonces su area es mab”.

La hipotesis es la condicion que suponemos y la tesis es la
conclusion que debemos demostrar a partir de la hipotesis.

Una demostracion matematica es un razonamiento escalonado
en el que cada paso se deduce logicamente del anterior o de una
definicion o de un axioma, de manera que, en ningin momento, s¢
hace un avance sin justificarlo completamente. (Los axiomas son
propiedades, mas o menos evidentes, aceptadas como verdaderas
en un cierto contexto).

El rigor, la contundencia y la fiabilidad de las demostraciones
matematicas deben servir de contraste y referencia para las otras
demostraciones de la vida corriente; ellas constituyen, sin duda, el
modelo al que desean aproximarse el resto de las ciencias: fisica,
quimica, biologia, geologia, psicologia, medicina, derecho, econo-
mia, politica, etc.
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Para llegar a encontrar una demostracion matematica es con-
veniente seguir las siguientes etapas:

1. Comprender la proposion

Para eso es aconsejable leer atentamente el enunciado, orde-
narlo, resumirlo (mediante simbolos, dibujos, tablas, etc.) y contes-
tar claramente a las siguientes preguntas:

1.1. ;Cual es la hipétesis, la condicion?

1.2. ;Cual es la tesis, la conclusion?

Y, finalmente, como resumen, s necesario escribir el enuncia-
do en la forma:

Entonces demuestra que Si .......ccoovveericciceiniecesnn s
BIEOTICES. ..evuvneetereeeeeneetestensasress et sba st s b et ebe e e g b et et baasam et s sh et e s aertneeseas

2. Concebir un plan de demostracion

Para conseguirlo, puedes probar con las siguientes estrategias;
una o varias combinadas te podran ayudar a encontrar una de-
mostracion:

2.1. §i es posible, dibuja una o varias figuras, o construye
modelos materiales con toda la precision que puedas.

2.2. Analiza detenidamente las definiciones o las ecuaciones
de los objetos matematicos que aparecen en la hipotesis y en la te-
sis. {Observas alguna relacion?

2.3, Considera los elementos mas significativos de los objetos
geometricos que aparecen tanto en la tesis como en la hipotesis.

2.4. Si la proposicion hace referencia a alguna figura geomé-
trica trata de buscar otra figura parecida con una propiedad pare-
cida. ;Se puede transformar geométricamente esta nueva figura en
la del problema?

2.5. Analiza bien la conclusion. Trata de pensar en alguna
propiedad (teorema o formula) que tenga una conclusion analoga.
(Podrias “adaptar” su demostracion cambiandola de contexto?

2.6. Fijate en la hipotesis vy en la tesis. Trata de expresar cada

una de ellas de otra manera equivalente, Intenta buscar una rela-
cion entre la nueva hipotesis y la nueva tesis.
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3. Escribir una demostracion

Al escribir una demostracion concebida en la etapa anterior,
cuida de justificar correctamente cada paso y, si hay calculos, re-
pasalos para corregir posibles errores. Si el plan disefiado no con-
duce a una demostracion correcta, vuelve a buscar otro.

4. Examinar la demostracion

4.1. (Podrias suprimir algin paso de la demostracion?

4.2. Si la hipotesis constaba de varias partes, jhas empleado
en la demostracion todas ellas? jPodrias suprimir alguna parte de
la hipotesis?

4.3. Si cambias entre si la hipotesis y la tesis, jes verdadera la
proposicién resultante? jPodrias demostrarla o refutarla? ;Vale la
misma demostracion?

4.4. Intenta aplicar el método de tu demostracion a otra pro-
posicion analoga descubierta por ti. (Puedes encontrar nuevas pro-
posiciones modificando algunas partes de la hipotesis).

4.5. ;Puedes deducir alguna propiedad, alguna relacion, algu-
na formula, de la proposicion que has demostrado?

PROBLEMAS DE
DESCUBRIMIENTO DE PROPIEDADES

Son aquellos problemas cuyo enunciado puede transformarse
en uno del tipo:

Halla, busca, descubre, encuentra, etc., una propiedad, una for-
mula, una funcion, una grafica, etc., que relacione ciertos elementos,
objetos o magnitudes matematicos o fisicos.

Para resolver estos problemas es conveniente seguir las si-
guientes etapas:

1. Analizar los elementos que intervienen en la relacién

Para lograr esto debes responder claramente a las siguientes
preguntas:
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1.1. ;Cuales son los elementos, objetos o magnitudes que in-
tervienen en esa relacion?

1.2. (Cuél es el significado (o significados) de cada uno de
ellos?

1.3. ;Existe alguna condicion sobre estos elementos o sobre la
relacion que buscas?

2. Descubrir 1a propiedad
Para conseguirlo puedes probar con las siguientes estrategias:

2.1. Si buscas una relacion entre objetos geométricos (seg-

mentos, rectas, curvas,...) represéntalos graficamente de todas las
formas posibles y observa atentamente las figuras que obtengas.
(Hay otras posibilidades de representacion?
. 2.2. Escribe una lista con las propiedades, formulas, etc., ya
conocidas en las que aparecen los elementos que quieres relacio-
nar. Analizala detenidamente. Manipula, transforma, opera. ;Ob-
tienes alguna conclusion?

2.3. Considera casos particulares y luego generaliza.

2.4. Si buscas una relacion entre dos magnitudes, intenta ela-
borar una tabla con los valores correspondientes de una y otra.
Represéntala en un sistema de coordenadas cartesianas. ;Observas
alguna regularidad? ;Conoces alguna funcion (o alguna curva) cu-
ya grafica sea igual o semejante a la obtenida? ;Podrias transfor-
mar los valores de las dos magnitudes para que la grafica fuera
mas sencilla? (Transformar significa hacerle a todos la misma ope-
racion aritmeética).

2.5. Si sospechas inmediatamente cudl es la relacion buscada,
haz una conjetura y trata luego de comprobarla en varios casos
particulares; si en algiin caso no se verifica, la conjetura queda re-
futada y debes modificarla o buscar una nueva; si en todos los ca-
s0s se verifica, entonces debes demostrarla.

3. Demostrar ia propiedad

En muchos casos, la misma estrategia que te condujo al des-
cubrimiento de las propiedades es ya una demostracion rigurosa.
En otros casos, en cambio, al descubrir esa propiedad por otros
procedimientos como la analogia, 1a induccion o la conjetura, se
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hace necesaria una demostracion rigurosa para no dejar lugar a
ninguna duda. Para encontrala, puedes guiarte por las recomenda-
ciones que se hacen para resolver los Problemas de demostracion.

4. Analizar la propiedad

4.1. ;Podrias aplicar esta propiedad en otro contexto anlogo
0 mas general o mas particular?

4.2. Si suprimes alguna condicion, jsigue valiendo la propie-
dad?

4.3. Modifica alguna condicion. ;Sigue verificindose la pro-
piedad?
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LOS PROBLEMAS

1. DESCUBRIENDO NUEVAS ECUACIONES

Halla la ecuacion de una circunferencia de 3 ¢m de radio.

2. CIRCUNFERENCIAS ATRAPADAS POR PUNTOS

a) ;Cuéantas circunferencias pasan por 1 punto? {Dibijalas
empleando solo la regla y el compas! ;Tienen alguna propiedad
comin? (Por ejemplo: ;donde estan colocados sus centros?, (como
son sus radios?, ;cOmo son sus ecuaciones?, etc.).

b) Las mismas preguntas para dos puntos.

¢) Las mismas preguntas para tres puntos.

d) Las mismas preguntas para cuatro puntos.

Explica, razona y justifica tus construcciones con todo detalle.

3. LAS APARIENCIAS PUEDEN O NO ENGANAR
Realiza las siguientes actividades:
1. Sobre un carton coloca una hoja de papel y clava en ella

dos chinchetas. Manteniendo tenso un hilo unido a ellas, ve tra-
zando con un lapiz una curva como indica la figura 3.1.

Fig. 3.1
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2. Descubre ¢l trazado de la curva siguiente (figura 3.2) y re-
prodicela en tu cuaderno:

Fig. 3.2.

3. Considera un cono en el que se han introducido dos esfe-
ras de distintos radios no tangentes entre si, como muestra la figu-
ra 3.3. Secciona el cono con un plano tangente interiormente a las
dos esferas (como indica esqueméaticamente la fig. 3.4) y dibuja
aproximadamente Ja curva que resulta de dicha seccion.

Fig. 3.3. Fig. 3.4
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4, Imagina que, con una linterna cuyo haz luminoso forma
un cono perfecto, iluminas una hoja de papel con una inclinacion
parecida a la que aparece en la siguiente figura 3.5. Dibuja aproxi-
madamente la curva formada por el borde del recinto iluminado.

Fig. 3.5.

5. Considera una circunferencia de 4 cm de radio. Vas a
“achatarla”. Para ello, escoge un diametro y traza varias cuerdas
perpendiculares a él (fig. 3.6). A continuacion, “baja’” cada punto
P de la circunferencia al punto P’ que estd en la mitad de RP, y
“sube” cada punto Q al punto Q' que esta en la mitad de RQ (fig.
3.7). Une todos los puntos P’ y Q" asi obtenidos y resultard una
“circunferencia achatada”.

P

Fig. 3.6. Fig. 3.7.
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Cuestiones:

a) En las actividades anteriores, han aparecido curvas que
parecen elipses. Como ti ya tienes una idea intuitiva de lo que es
una elipse, después de analizarlas y compararlas detenidamente, in-
dica cuales crees que son elipses y cuales no, segin esa idea.

b) Es logico que tu respuesta a la pregunta del apartado an-
terior difiera de la de algunos de tus compaiieros, porque el crite-
rio para decidir qué es una elipse ha sido subjetivo y, por lo tanto,
distinto en cada uno. jQuién tiene razon? Para decidirlo, nos hace
falta un criterio nico, objetivo, que sirva para que todas las per-
sonas se entiendan sin ambigiiedades cuando hablan de elipses. Es-
te criterio consiste en establecer una definicidon precisa y universal-
mente aceptada de lo que es una elipse. Los libros de texto de
matematicas suelen definirla asi:

La elipse es el lugar geométrico de los puntos del plano tales
que la suma de sus distancias a otros dos puntoes fijos, llamados fo-
cos, es siempre la misma, es decir, es constante.

Tal vez te resulte extrafia esta definicion e incluso creas que
esta mal, que ese lugar geométrico no tiene nada gue ver con una
elipse. Acéptala por un momento y realiza la siguiente investiga-
cion: :

¢Cuales de las curvas que has obtenido antes son elipses y
cuales no de acuerdo con esa definicion? jOjo, ahora ya no te fies
solo de tus ideas intuitivas: razona lo mejor que puedas!

¢) Compara estas Gltimas respuestas con las primeras. jLas
apariencias engafan?

4. RELACIONES OCULTAS

Hemos dibujado la elipse de la siguiente figura utilizando el
método de las chinchetas y el hilo. Los elementos de una elipse re-
ciben los siguientes nombres:
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K

F y F’ son los focos.

La distancia de F a F* se llama distancia focal y su valor sue-
le representarse por 2¢:

FF* = 2

El segmento AA’ se llama eje mayor y su longitud se repre-
senta por 2a:

AA’ =2a
El segmento BB’ se llama eje menor y su longitud se repre-
senta por 2b:

BB’ =2b
Los puntos A, A’ B y B’ son los vértices de 1a elipse.

El punto C (centro de simetria de Ia figura) se llama centro
de la elipse.

Los segmentos PF y PF’, que unen cada punto P de la elipse
con los focos, se llaman radios vectores del punto P.

Cuestiones:

a) Busca una formula que relacione la longitud del hilo con

los valores de a, b, ¢, o con alguno de ellos.

b) Demuestra que, en todas las elipses, se verifica siempre:
al = b’ +¢?
¢) Demuestra o refuta la siguiente proposicion:

En todas la elipses se verifica 2b + ¢ = 2a
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5. UNA ECUACION ES UN DISFRAZ, EVIDENTEMENTE

a) Dibuja con precision una elipse cuyo eje mayor mida 10
cm y el menor 6 cm.
b) Halla su ecuacion tomando como sistema de referencia la

recta que pasa por los focos (eje X) y la tangente en el vértice A
(eje Y):

(Nota: prohibido utilizar las formulas “mégicas” que apare-
cen en los libros de texto).

¢) Halla también su ecuacion tomando como sistema de refe-
rencias las rectas que contienen a los gjes:




APRENDIZAIJE DE LAS MATEMATICAS POR DESCUBRIMIENTO 259

d) ;Cuantas ecuaciones tendra esta elipse? ;Por qué? ;Cual se-
ra la mas sencilla? jPor qué? :

€) Generaliza la situacion anterior; es decir, halla la ecuacion
de una elipse cualguiera al tomar como sistema de referencia las
rectas que contienen a sus ejes.

6. COMO DISTINGUIR UNA HIPERBOLA

Realiza las siguientes actividades:

1. Sobre un cartén coloca una hoja de papel y clava en ella
dos chinchetas a las que ataras dos trozos de hilo desiguales. Los
otros extremos unelos al ojo de una aguja de lana (fig. 6.1). Venda
con celofan la punta de una pintura de cera y practica encima un
orificio (fig. 6.2). Pasa a través de él una aguja y, sujetandola, des-
plaza hacia adelante la pintura, de manera que deje un trazo sobre
el papel (fig. 6.3). Luego cambia los hilos de chinchetas y repite la
operacion.

SR

Fig. 6.1. Fig. 6.2. Fig. 6.3.

2. Calca en papel vegetal la curva que forma el arco del
puente de la figura 6.4 y su reflejo en el agua;
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Fig. 6.4.

3. Considera una superficie cOnica completa, con sus dos ho-
jas, en cada una de las cuales se ha introducido una esfera, tal co-
mo muestra la figura 6.5.

)}

Fig. 6.5 Fig. 6.6..

Secciona esta superficie con un plano tangente exteriormente
a las dos esferas (como te muestra esquematicamente la fig. 6.6.).
Dibuja aproximadamente la curva que resulta en dicha seccion.
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4. Observa el borde de la zona iluminada en una pared por
una lampara de pie cuya pantaila sea cilindrica.

Cuestiones:

a) En las actividades anteriores, han aparecido curvas que
parecen hipérbolas. Como tl ya tienes una cierta idea intuitiva de
lo que es una hipérbola, indica cuales crees que son hipérbolas y
cuales no, seglin esa idea.

b} Es logico que tus respuestas a la pregunta del apartado
anterior sean distintas de las de algunos de tus compafieros, por-
que el criterio para decidir qué es una hipérbola ha sido subjetivo
y, por lo tanto, distinto en cada uno. Para saber quién tiene razon,
nos hace falta un criterio inico, objetivo, que sirva para que todas
las personas se entiendan sin ambigiiedades cuando hablan de hi-
pérbolas. Este criterio consiste en establecer una definicion precisa
y universalmente aceptada de lo que es una hipérbola. Los libros
de texto de matematicas suelen definirla asi:

La hipérbola es el lugar geométrico de los puntos del plano ta-
les que la diferencia de sus distancias a otros dos puntos fijos, llama-
dos focos, es siempre la misma, es decir, es constante.

De acuerdo con esta definicion, jcudles de las curvas anterio-
res son hipérbolas y cudles no? jRazona lo mejor que puedas tus
respuestas!
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7. TODO DEPENDE DEL PUNTO DE VISTA

bres:

Los elementos de una hipérbola reciben los siguientes nom-

Los puntos fijos F y F* son los focos.

La distancia de F a F’ se llama distancia focal y su valor sue-
le representarse por 2ec:

FF = 2¢
El segmento AA’ se llama eje real de la hipérbola y su longi-
tud se representa por 2a:
AA’=2a
Los puntos A y A’ son los vértices de la hipérbola.
El punto C (centro de simetria) se llama centro de la hipérbola.

El purtto B (determinado de modo que AB = FC = ¢)forma
con su simétrico B’, un segmento, BB’, que se llama eje ima-
ginario; su longitud se representa por 2b:

BB’ =2b
PF yPF’ son los radios vectores del punto P.

Cuestiones:

cion

a) Demuestra que entre a, b y ¢ se verifica siempre la rela-

d=a’+ b
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b) Dibuja una hipérbola cuyos focos sean el origen de coor-
denadas y el punto (6,0) y cuyo eje real mida 4 unidades.

¢) Halla su ecuacion.

d) ;Se podria elegir otro sistema de referencia para que esta
ecuacion resultara mas sencilla? Compruébalo hallando dicha
ecuacion. :

8. EN BUSCA DE LA VERDAD ESCONDIDA
Realiza las siguientes actividades:

1. Toma una regla, un cartabon y un hilo cuya longitud sea
igual a la del cateto mayor del cartabon, AB. Une un extremo al
vértice B v el otro a una chincheta clavada en un punto F, como
indica la figura 8.1. Coloca un lapiz en el punto P, pegado al car-
tabon, y, manteniendo fija la regla, desplaza a lo largo de ella, ha-
cia abajo, el cartabon (figura 8.2). Cuando el cartabon llegue a la
chincheta, dale la vuelta para poder seguir. Observa la figura que
resulta.

r—

Fig. 8.1 Fig. 8.2..
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2. Observa la zona de una cancha de baloncesto y dibuja la
linea que la delimita.

3. Dibuja la grafica de la funcién y = 0,25 x°.

4. Considera una de las hojas de una superficie conica en la
que se ha introducido una esfera. Secciona esta superficie con un
plano tangente a la esfera y paralelo a una generatriz cualquiera
(como indica esquematicamente la fig. 8.3). Dibuja aproximada-
mente la curva que resulta en dicha seccion.

Cuestiones:

a) En las actividades anteriores, han aparecido curvas que pa-
recen parabolas. Como ti ya tienes una cierta idea de lo que es
una parabola, indica cudles crees que son parabolas y cuales no,
segun esa idea.

b) Es logico que tus respuestas a la pregunta antetior sean
distintas a las de algunos de tus compaiieros. Para saber quién tie-
ne razon, debemos conocer con exactitud qué es una parébola.
Los libros de texto suelen definirla asi:
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La pardbola es el lugar geométrico de los puntos del plano tales
que su distancia a otro punto fijo (llamado foco) y a una recta (lla-
mada directriz) es la misma.
De acuerdo con esta definicion, jcuales de las curvas anterio-
res son parabolas y cudles no? {Razona bien tus respuestas;

9. DE NUEVOQ, LOS DISFRACES

También la parabola tiene ciertos elementos significativos:

Fig. 9.1.

» El punto F se llama foco y el V vértice.
» La recta d se lama directriz.

« La distancia del foco a la directriz se llama parametro de la
parabola y se representa por p.

o La recta e (eje de simetria) se llama eje de la parabola.

Cuestiones:

a) Descubre qué caracteristicas tienen en comun los sistemas
de referencia que producen las ecuaciones mas sencillas en el caso
de la circunferencia, de la elipse y de la hipérbola y escribe estas
ecuaciones.
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b) Ahora escoge, para la parabola de la figura 9.1, el sistema
que t0 crees que conduce a Ia ecuacién mas sencilla y halla dicha
ecuacion. (Supon que p = 2).

10. LOS ARCOS A TRAVES DE LA HISTORIA

A lo largo de la historia, el hombre ha empleado en sus cons-
trucciones una gran variedad de arcos cuyos estilos iban evolucio-
nando con los cambios culturales, econdomicos y sociales de cada
época. Sin embargo, se puede observar una constante: casi todos
los curvilineos estan formados por arcos de conicas. En las figuras
10.1 a 10.4 ticnes algunos ejemplos. |

a) (Que tipo de curva da forma a cada uno de estos arcos?
{Coémo dibujo el arquitecto cada uno de estos arcos?

b) Queremos disefiar un arco para un puente ABC que salve
una distancia de 80 m con una altura de 20 m.

N\

Elige un sistema de referencia y, respecto de él, halla la ecua-
cion de ese arco suponiendo que sea eliptico, parabolico o hiper-
bélico

11. LA MODA ARQUITECTONICA

Los arquitectos y los ingenieros no sélo han utilizado las co-
nicas en el disefio de arcos de ventanas, balcones, puentes, puertas,
viaductos, etc. También han empleado las superficies que resultan
al hacer girar estas curvas alrededor de uno de sus ejes.
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Fig. 10.1. Gateway Arch de St. Louis, Estados Unidos

Fig. 10.2. Iglesia de Pampulha {O. Niemeyer)
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Fig. 10.3. Arcos del Instituto Universitario de Ciencias de la
Educacion (Universidad de Salamanca)

Fig. 10.4. Puerta lateral de la Catedral nueva de Salamanca
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Asi, cuando gira una circunferencia en torno a un diametro,
se obtiene una superficie esférica cuya mitad es empleada en la
construccion de las ciipulas méas frecuentes: las esféricas.

Si gira una elipse, una hipérbola o una parabola, las superfi-
cies engendradas s¢ llaman elipsoides, hiperboloides y paraboloides
de revolucién. Estas superficies también han sido empleadas en nu-
merosas construcciones, sobre todo, durante este siglo. Por ejem-
plo, el Statuary Hall del Capitolio de Washington, tiene forma de
elipsoide de revolucion y en la figura 11.1. puedes ver un deposito
en forma de hiperboloide, obra del ingeniero espafiol E. Torroja.

Fig. 11.1. Depésito elevado del Hipédromo de la Zarzuela
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Hay dos métodos sencillos para construir modelos materiales
de estas superficies:

— Utilizando papel de seda y procediendo como en la fabrica-
cion de los farolillos de las verbenas o en los adornos de Navidad
(figura 11.2).

Fig. 11.2. Modelos de hiperboloide v paraboloide de revolucian
construidos con papel

- Utilizando discos de carton de radios adecuados que se van
encajando bien sobre wn eje o bien sobre unas muescas practicadas
en la superficie adecuada (figura 11.3).

Fig. 11.3. Modelo de paraboloide
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En las figuras 11.4 a 11.6, se ve la forma que dan a los “teja-
dos” algunos arquitectos, que, ademas de bella, es enormemente
original. Sin embargo estan construidos por trozos de una superfi-
cie conocida desde hace varios siglos que se llama paraboloide hi-
perbélico. El descubrimiento del hormigon y el afan innovador que
caracteriza a nuestro siglo ha facilitado su uso en nuestro dias.
Tiene la ventaja de ser una superficie formada por lineas rectas
(reglada) lo que permite utilizar un encofrado con listones de ma-
dera sobre el que se echa el hormigén en laminas muy delgadas
consiguiéndose de este modo ligereza y economia de materiales.
Ademas pueden agruparse varias laminas de paraboloides hiperbo-
licos para componer cubiertas muy variadas y originales desde el
punto de vista estético.

Fig. 11.4. Restaurante “Los manantiales” en Xochimilco (F. Candela)
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Fig. 11.5. Iglesia de Becerril de la Sierra (R. Urgoiti y J. Ruiz Castillo)

" Fig. 11.6. Pabell6n de rayos cosmicos de la Ciudad Universitaria de
México {F. Candela)
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Puedes construir un modelo material con dos triangulos isos-
celes, iguales entre si, formados por tiras de metal, carton, plastico
o madera agujereadas, uniéndolos por sus bases con un angulo
distinto de 180° (fig. 11.7). Se tienden hilos entre los agujeros co-
mo indica la figura 11.8 y se obtiene un trenzado espacial que ya es
un modelo de paraboloide hiperboélico.

Fig. 11.7. Fig. 11.8.

Cuestiones:

a) Busca fotografias u objetos reales de cualquier tipo que
tengan la forma de alguna de estas superficies.

b) Al cortar una esfera por cualquier plano, sus secciones
siempre son circunferencias. ;Puede existir una superficie tal que,
al cortarla por cualquier plano, las secciones sean siempre elipses?

Si crees que existe, describe como seria y dibijala o construye
un modelo material; si crees que no existe, razonalo.

¢) (Puede existir una superficie tal que, al cortarla por pla-
nos, las secciones sean:

— elipses ¢ hipérbolas

— elipses y parabolas

— hipérbolas y parabolas?

Razona tu respuesta.
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12. RECTANGULOS INSCRITOS

Considera la curva x> + 2y* = 6.

a) (Cuantos cuadrados pueden inscribirse en ella? Halla el
area de cada uno.

b) ;Cuantos rectangulos pueden inscribirse en ella? Entre és-
tos, halla las dimensiones del que tiene 8 unidades cuadradas de
superficie.

13. PUNTOS EQUIDISTANTES

Dibuja lo mejor que puedas la curvay + xX* —8x + 7= 0y los
puntos M(4,7) v N(-2,-3). Utilizando sélo el compés v la tegla (sin
graduar), determina el punto o los puntos de la curva que equidis-
tan de M y N. Después, halla sus coordenadas.

14. ;POR QUE SE LLAMAN CONICAS?

Quizas la primera figura geométrica que descubrio y utilizé el
hombre fue el circulo. Las primeras casas que construyeron los
hombres del neolitico, al salir de las cavernas, tenian la planta re-
donda. Eran cabanas de piedra que techaban con vigas de madera
cubiertas de paja, ramas y barro. En Espafia conservamos bellos
ejemplos de la Edad del Hierro en los castros celtas, como la casa
de la fotografia 14.1, perteneciente al castro de Santa Tecla (Pon-
tevedra).

La rueda, también de forma circular, fue uno de los primeros
inventos del hombre, sugerido tal vez por la observacidn del rodar
de los troncos del arbol.

La forma del sol y de la luna debieron influir decisivamente
en el temprano descubrimiento y consagracion del circulo como la
forma piana mas regular. No en vano, el Santuario de Stonehenge
(Gran Bretaiia), construido hacia el 1.800 a.C. fue dedicado al cul-
to solar, y su forma también es redonda. Esta compuesto, tal co-
mo puede apreciarse en las figuras 14.2 y 14.3, por una circunfe-
rencia de grandes piedras (4,20 m de altura) de 30 m de didmetro.
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Fig. 14.1. Cabafa del Castro de Santa Tecla

En su interior hay otras circunferencias de piedras mas pequefias
rodeando a otras que se disponen en forma de herradura orienta-
das de manera que su eje coincide exactamente con el punto en el
que sale el sol el dia mas largo del aiio.

* o= -
“‘a --"‘ .

Fig. 14.2. Fig. 14.3.

Naturalmente, en todas las primeras culturas, ademas de la li-
nea recta y la circunferencia, se emplearon también otras curvas.
Por ejemplo, en sus pinturas, desde la cueva de Altamira hasta las
tumbas egipcias de Tebas, pueden verse una gran variedad de
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ellas. Sin embargo, todas estas lineas son representaciones (mis o
menos estilizadas o abstractas) de objetos reales. El interés por las
curvas en si mismas, independientemente de su valor iconografico,
no surge en la historia de la humanidad hasta el siglo Va. C.en la
cultura griega. En ese momento, se puede decir que nace la geome-
tria como ciencia pura que estudia las propiedades de las figuras
obtenidas por abstraccion de la realidad (circulo, rectangulo, esfe-
ra, linea recta, cilindro, etc.) o “creadas” directamente por la ima-
ginacion del hombre (dodecaedro, icosaedro, etc.).

Ahora bien, entre estas Gltimas, los griegos no estudiaban las
formas “caprichosas™ tales como los trazos (mas o menos bellos)
que uno puede hacer sobre el papel de una manera espontanea. En
el campo de las curvas, solo estudiaban aquellas que podrian cons-
truirse de alguna de estas maneras:

— por el medio de movimientos uniformes de puntos o rectas;

— por intersecciones de dos o mas superficies conocidas, como
planos, esferas, cilindros, conos y poliedros en general.

Y practicamente las primeras curvas que analizaron los grie-
gos fueron, ademas de las circunferencias, las elipses, las hipérbo-
las y las parabolas (fig. 14.4).

e

oY
C O N

ELIPSES HIPERBOLAS PARABOLAS
Fig. 14.4.
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Su descubridor fue Menecmo, un matematico griego que vivio
en Atenas en el siglo IV a. C. y que estudio en la Academia de Pla-
ton. No se sabe mucho sobre su vida pero esta demostrado que fue
uno de los maestros de Alejandro Magno (356-323 a.C.), quien, se-
gln cuenta la leyenda, un dia le pregunto6 si habia un atajo para ac-
ceder a la geometria, a lo que Menecmo contestd: “jOh rey!, para
viajar por el pais hay caminos reales y caminos para los ciudadanos
comunes, pero en la geometria hay un finico camino para todos™.

Después de Menecmo, también estudiaron estas curvas los
matematicos griegos Euclides y Apolonio, y todos ellos se referian
a esias curvas con el nombre de secciones conicas o, simplemente,
conicas, nombre que ha perdurado hasta nuestros dias.

Cuestion:
iQué propiedad tienen en comun estas curvas para que los mate-

maticos griegos las llamaran secciones cénicas o, simplemente, conicas.
Descubre y demuestra esta propiedad.

15. LAS CONICAS DOBLANDO PAPEL

Dibuja a lapiz una circunferencia de 4 6 5 cm de radio sobre
una hoja de papel vegetal y con tinta sefiala en ella de 20 a 25
puntos, mas proximos entre si los que estan mas cerca de un pun-
to B exterior a ella, como muestra la figura 15.1.

Fig. 15.1.
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Ve doblando el papel de modo que el punto B pase por to-
dos los sefialados en la circunferencia:

Segundo pliegue: cuando B
se superpone a Bz

Tercer pliegue: cuando B
se superpone a Ba
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Al final obtendras una figura como la siguiente:

En ella se observa que los pliegues son envueltos (o envuel-
ven, seglin cOmo se mire) por una curva que parece una hipérbola.

Cuestiones:

a) Demuestra que existe una hipérbola a la cual son tangen-
tes todos los pliegues excepto dos de ellos; se dice que esta hiper-
bola es la envolvente de ese conjunto de pliegues.

b) Busca procedimientos para obtener doblando papel una
elipse y una parébola.
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¢) Descubre la relacién que existe entre la tangente en un
punto de una elipse, hipérbola o parabola y los radios vectores de
ese punto. Luego, demuéstrala.

16. BILLARES ELIPTICOS Y CIRCULARES

A Lewis Carroll, el autor de Alicia en el Pais de las Maravi-
llas, le gustaban mucho los rompecabezas y juegos matematicos,
como puedes adivinar a través del estilo de sus libros. Se cuenta
que cuando salié publicado el libro de Alicia, a la reina Victoria le
gustd tanto que le pidio que le fueran enviando lo que publicase
su autor. La siguiente obra que recibid fue... jun tratado de geo-
metria! Lewis Carroll, seudonimo de Charles L. Dodgson, era pro-
fesor de Matemiticas y, entre otras muchas ingeniosidades, se fa-
brico un billar circular y publicé un folleto explicando sus
propiedades.

Las mesas elipticas de billar comenzaron a venderse en los
Estados Unidos en 1964. Un anuncio a toda plana en “The New
York Times” del 1 de Julio de 1964 hacia saber que seria presenta-
do este juego por los famosos actores Joane Woodwoard y Paul
Newman. El Elliptipool, nombre comercial de esta mesa, es un in-
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vento patentado por Arthur Frigo, de Torrington, Connecticut,
que terminaba por entonces sus estudios en el Union College de
Schendacty.

En Inglaterra también existen billares elipticos y es de supo-
ner que también los haya en Espaiia.

Investiga los movimientos de las bolas en un billar eliptico o
en un billar circular.

17. PERSECUCION DE BARCOS

Dos barcos A y B estan quietos en alta mar separados por
una distancia de 300 Km. Determina todos los puntos que pueden
ser alcanzados simultineamente por ambos barcos al ponerse en
movimiento, sabiendo que el barco A mantendrda una velocidad
constante de 80 Km/h y el barco B de 40 Km/h. (Se supone que
sus trayectorias son siempre rectilineas y que la superficie del mar
es plana).

18. FAROS, FOCOS, ANTENAS Y RADARES

El primer reflector parabolico para un faro de mar fue cons-
truido por William Hutchinson en 1752 y consistia en un conjunto
de pequefios espejos planos adheridos a la parte concava de un so-
porte de yeso en forma de paraboloide de revolucion.

Luego se sustituyeron estos espejos por una chapa de cobre y
plata batidos a mano y, hacia 1800, practicamente todos los faros
empleaban reflectores parabolicos.

Aunque poco después, a partir de 1822, empezaron a ser sus-
tituidos por un sistema de lentes ideado por Fresnel, sin embargo
la idea del reflector parabdlico se implanté con éxito en el disefio
de los focos de las bicicletas, de los automoviles y, en general, de
cualquier proyector que necesita concentrar la luz emitida desde una
larga distancia (focos de seguimiento, proyectores de teatro, etc.).

Cuestiones:
a) (Por qué crees que se emplean los paraboloides de revolu-
cion en el disefio de todos estos aparatos?
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b) Cada dia se habla mas de antenas parabodlicas, radares y
telescopios reflectantes. Consulta en algin libro qué son, para qué
sirven, como se construyen, como funcionan, etc. Luego, escribe
un pequeiio articulo que resuma la informacion que has obtenido.
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