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Valores y objetivos

de la Matemadtica Moderna

1. INTRODUCCION

Para la Escuela Primaria la evolucién de la
Matematica en estos afios es importante por los
cambios de métodos didacticos que lleva consi-
g0, desde luego mucho més que por los eventua-
les cambios de programas. Ks muy posible, sin
embargo, que esa renovaciéon de métodos haya
sido inducida porque los conceptos que en la Es-
cuela Primaria resultan nuevos han probado
que son de gran importancia para la educacién,
en general, y no solamente para la informacion
matematica, en particular. Es por esto que tan-
tas veces se reclama el apoyo del psicélogo en
la programacién de la Matematica; no sélo por
el conocimiento de las etapas del desarrollo
mental del nifio, sine porque los conceptos fun-
damentales en la Matemaitica actual parecen
serlo también en el pensamiento humano, cua-
lesquiera que sean los contenidos sobre los
que actie.

En esta interpretacién de los nuevos concep-
tos, que lo son Uinicamente, se repite, por cuan-
to no aparecian antes en la Escuela Primaria,
es en donde encuentra la Matematica actual sus
valores y sus objetivos. En cuanto se refiere
a su aprendizaje, los métodos de ensefianza
han de tener un doble apoyo:

— En los conceptos mismos.

— En la jerarquia que tales conceptos ocu-
pan en el desarrollo mental del alumno.

El caracter del primero es estrictamente ma-
temético y corresponde a los matemaéticos pro-
fesionales aclarar cudles son fundamentales
para su ciencia y en qué grado; el segundo
tiene cardcter psicolégico y sobre la cuestién

Por ALBERTO AIZPUN

Catedratico de Matemidticas de la Escuela Normal
Femenina de Madrid

se han realizado ya muchas investigaciones, al-
gunas de las cuales, como las de Piaget y su
escuela, han quedado como clésicas.

Asi que todo profesor a quien agrade estar
al dia debe saber que ha de profundizar en tres
direcciones:

a) La de los contenidos matematicos, con-
venciéndose de que estard mejor prepa-
rado para su labor cuando posea un
mayor dominio de conocimientos.

b) La de los resultados que se han obteni-
do y se van obteniendo en las investiga-
ciones psicolégicas sobre el aprendizaje
de la Matematica.

¢) La de los métodos de ensefianza dedu-
cibles.

Aqui no podemos comentar exhaustivamente
ninguno de los tres puntos y nos limitaremos a
exponer esqueméticamente algunas cuestiones
sobre a) y ¢) sefialando el valor educativo que
encierran y el objetivo que se persigue con
ellas.

2. ALGUNAS CARACTERISTICAS
DE LA MATEMATICA ACTUAL

Tanto los especialistas como los aficionados
han admitido siempre que la Matemé4tica ac-
tia con abstracciones y los profanos llegan a
disociar el pensamiento matemético del pen-
samiento sobre la realidad. Sin embargo, mu-
chas veces la Matemitica ha tomado sus pro-
blemas de la experiencia, sobre todo de la F'i-



sica, y ha sido después, al estudiar sus deriva-
ciones formales, cuando han sido planteados
sobre ellas otros problemas cuyos elementos
ya no se tomaban del mundo sensible y de los
que nadie recordaba su origen experimental.
Por eso la naturaleza abstracta de la Matema-
tica era entendida en el sentido de que la abs-
traccion la realiza a partir de la vida real y de
gue los elementos con que trabaja son meras
idealizaciones de los que componen el mundo
sensible. Esta interpretacién conducia de modo
natural a un procedimiento de ensefanza con-
sistente en comenzar por la observacién de los
objetos exteriores a fin de idealizar algunas
de sus propiedades, que habian de tener siem-
pre y forzosamente un cardcter meramente nu-
mérico o geométrico; sobre estas idealizacio-
nes, obtenidas de modo empirico e intuitivo, se
construia una teoria matematica que poste-
riormente se aspiraba a comprobar actuando
de nuevo sobre la experiencia externa.

Iste modo de entender las cosas parece que
da a la Matematica un caricter estético, de
descubrimiento; una propiedad observada, un
teorema demostrado, son puntos de llegada,
verdades que se nos aparecen, ¢osas que siem-
pre existieron, pero que sélo nos son conocidas
a partir del momento en que las descubrimos,
pequenas o grandes Américas de la investiga-
cion,

Los profesionales actuales no comparten este
punto de vista y para ellos uno de los valores
de la Matemaética es precisamente su caracter
marcadamente dinimico; no se trata de descu-
brir y contemplar, sino de inventar y construir.
Con esta concepcion, la Matemdtica no sera un
sistema cerrado de conocimientos, susceptible
de agotarse, sino un campo abierto a todas las
iniciativas y, por tanto, en constante desarrollo.

Por otro lado, y sin que suponga ninguna
contradiccién con lo anterior, la Matematica
realiza actualmente un esfuerzo de sintesis;
avanzar en esta sintesis es precisamente su
principal objetivo. Intenta buscar las conexio-
nes existentes en dominios que hasta ahora se
presentaban como independientes, y posible-
mente tal aspiracién a la unidad es un hecho
que en el fondo del pensamiento humano ha
aparccido mas de una vez. Con este objetivo,
intencionado © inconsciente, la meta esta to-
davia muy lejos, y si llamamos moderna a la
Matematica de ese estilo, no habra hecho mas
que empezar. Profundizara y se extenderia mu-
cho mas, siendo ya un camino irreversible.

Una de las ideas que consigue en parte esta
unidad entre teorias aparentemente no relacio-
nadas entre si es la de estructuras isomorfas,

que por ser una de las claves del pensamiento

~matematico es también uno de los més fuertes

instrumentos de la ensefianza. Segun la escue-
la Bourbaki, «el objeto de la Matemaética es el
estudio de las estructuras matemaAticass; y de-
jando aparte esta opinién, sea o no la més acer-
tada y precisa, revela por lo menos la impor-
tancia del concepto de estructura. Para hablar
de estructura es necesario fijar un conjunto y
establecer entre sus elementos una o varias re-
laciones. Por ejemplo: tomemos el conjunto
C=1{a b, ¢, d} y establezcamos entre sus
elementos la operacién descrita por la tabla de
la figura 1; se podra hablar entonces de la es-
tructura de C.

Fig. I
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Sies A=10,1, 2, 3}y la operacién * con-
siste en obtener de cada par de elementos el
resto que da su suma al dividirla por 4 (asi
2*3 =1), se obtiene la tabla de la figura 2 y
se podra hablar de la estructura de A.

Fig II

*» | o 1 2 3
o | o 7 2 3
7| 1 2 3 0
2 2 3 0 7
3|13 o 1 2




Tomemos ahora un cuadrado y illamemos:

m al giro de 360° respecto al centro, en cual-
quier sentido.

n al giro de 90° respecto al centro, en el sen-
tido de las agujas del reloj.

p al giro de 180° respecto al centro, en cual-
quier sentido.

q al giro de 90° respécto al centro, en sentido
opuesto al de las agujas del reloj.

Tendremos entonces el conjunto B = {m,
n, b, q | en que la composicién de movimientos,
que designamos por o, proporciona la tabla de
la figura 3, pudiéndose hablar entonces de la
estructura del conjunto B.

’F'.z'g. r

o |m n P g
m |m n y- g
m |n e 9 ™
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Como se ve, estas tres tablas son intercam-
biables asf:

& > * <+« o
a «*+ 0 - m
b «» 1 «» n
¢ +— 2 +=» p
d 4——»3¢~—»q

Por eso se dice que las estructuras adquiridas
por A, B y C con las operaciones respectivas
son estructuras isomorfas; basta estudiar una
de ellas, por ejemplo la de C, cuyos elementos
no han sido concretizados, para poder traducir
los resultados en las otras dos, aparentemente
tan inconexas como las dadas, al menos en lo
que se refiere al tipo de elementos que mane-
jan.

La estructura puesta en los tres ejemplos
anteriores es del tipo de las llamadas estructu-
ras algebraicas, donde el adjetivo significa que
la relacién establecida entre los elementos del
conjunto tiene caracter operativo, es decir, que
consiste en un procedimiento mediante el cual
de cada par de elementos del conjunto se ob-

tiene un elemento del mismo conjunto. Otras
veces la relacién establecida sirve para ordenar
de algun modo ¢l conjunto (como la relacion
«estar contenidor» entre los subeonjuntos de un
conjunto), y entonees se¢ habla de una estruc-
tura de orden. Finalmente, si la relacion esta-
blecida hace referencia a los conceptos de en-
torno, continuidad, limite, etc., se divd que tra-
tamos con una estructura topologica. Cualquicr
estructura que se construya puede retrotraer-
se a una o varias de esos tipos.

Pues bicn, resulta conocida de hace tiempo
la tesis de Piaget segin la cual los mecanismos
mentales del nino puecden describirse mediante
ciertas estructuras (tambié¢n mentales) que en
algin modo son comparables a aquellas otras
matemadticag, aunque sin la pretension de es-
tablecer entre unas y otras un completo iso-
morfismo. Asi, las estructuras matemaiticas
tendrian un cardcter «naturaln, resultando en
gran medida una prolongacion formal de las
estructuras de la inteligencia. En realidad la
tesis de Piaget se encuentra subyacente en la
mayor parte de los procedimientos didicticos
que se ensayan en la actualidad, y se compren-
de que la confluencia de los tres hechos gue
hasta ahora hemos marcado (interpretacion
constructiva y por tanto eminentemente activa
de la Matematica, tendencia a la unidad con
¢l concepto de estructura, interpretaciéon de los
trabajos de Piaget) conducen necesariamente
a una modificacion total de los procedimientos
didacticos seguidos hasta hoy, asi como que
este campo de la Pedagogia de la Matematica
estd por eso mismo pricticamente inexplorado.

Y aun hay otras cuestiones sobre la Mate-
mdtica actual que repercuten en su ensenanza
y que no hemos considerado. Por cjemplo, que
ese objetivo de unidad que parece intentarse a
través del concepto de estructura esta apoyado
en el método puramente axiomdtico, hasta el
punto que puede citarse éste como otro de los
valores de la Matematica actual. I2s cierto que
la palabra axioma referida a lo que se acepta
de partida sin demostracion y en lo que se basa
el razonamiento deductivo para desarrollar
una teoria es muy vieja, pero ahora no se trata
de esto. Se trata de que las estructuras de que
hablamos se crean y diferencian en virtud de
los axiomas impuestos de partida. Si éstos son
pocos la estructura creada scra observable en
campos de la Matemadtica muy distintos, y a
medida que aumentemos ¢l nimero de axio-
mas, es decir, a medida que compliquemos la
estructura creada, aquellos campos se iran sin-
gularizando. De modo que si los elementos de
un conjunto C satisfacen a n condiciones pre-
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vias, al afladir una nueva condicién indepen-
diente de las anteriores es de esperar que ya
no sea satisfecha por todos los elementos de C,
sino s6lo por los de una parte de éste. Asi el
método axiomitico actiia como un mecanismo
de disgregacién, de individualizacién, de carac-
terizacién.

Por otro lado, el concepto de axioma ha pa-
sado a ser, quizd desde diferente punto de vis,
ta, algo asi como regla permitida, encontran-
dose aquf la fuerte relacién entre Matemdtica
y Légica. Siempre se ha reconocido este pa-
rentesco y afirmado que la Matemaética es emi-
nentemente légica porque es rigurosamente de-
ductiva. Ahora son los propios métodos mate-
maticos los que actian sobre alguna parte de
la Légica, y las obras existentes con el nombre
de Loégica Matemdtica son muchas. S6lo por
poner un ejemplo de este entronque puede ci-
tarse la aportacién de la Matematica a la pro-
gramacién de las computadoras y los intere-
santes y atractivos problemas que plantean los
céalculos asociativos. He aqui uno de los moti-
vos por los que cada dia se insiste mds en ha-
cer aparecer en la Escuela Primaria el célculo
l6gico en conexién con la clase de matemati-
cas. ,

No es cuestién ahora de realizar una exposi-
cién de las principales cuestiones de contenido
matematico; pero hay que convencerse de que
teoria de conjuntos (no tan fundamental hoy
como suele decirse, aunque importantisima en
Matematica), relaciones, aplicaciones, leyes de
composicién, estructuras, axiomatizacién de
una teorfa, cilculo légico, por citar cosas que
aparecen como huevas en la Escuela Primaria,
es algo de conocimiento indispensable a todo
profesor, cualesquiera que sean sus alumnos,
bachilleres o péarvulos, aunque no suficiente.
Sin ello resulta completamente imposible rea-
lizar una ensefianza que sirva al alumno para
algo. Y conste que no se trata de utilizar las
palabras, sino el sentido que dan a la ensefian-
za todas esas ideas.

3. EL OBJETIVO DE LA MATEMATICA
EN LA E.P. Y MODO DIE ALCANZARILO

Kl obBjetivo que se propone la Matemética
en la Escuela Primaria no es que el alumno
adquiera mecédnicamente el conocimiento de
una coleccién de hechos y de relaciones mate-
maticos. En realidad son pocas las ideas a tra-

tar, y se aspira m4s bien a que el nifio adquiera
el habito de pensar sobre ellas; el gran valor
de la Matematica en la Escuela consiste preci-
samente en que es un modo de pensar y, con-
secuentemente, un modo de actuar. Pero apren-
der a pensar exige tener oportunidad de cons-
truir el propio pensamiento. Al principio éste
tendra muchas lagunas, sera reiterativo y al
mismo tiempo impreciso, como ocurre en todo
aprendizaje; no sabra conducirse con soltura y
rigor, etc. Pero la reiteracién en el entrena-
miento, el contraste que los alumnos hagan de
sus mutuos modos de pensar, la busqueda de
cortraejemplos, etc., lo irdn perfilando. Este
es un modo de trabajar que requiere por parte
del maestro paciencia para esperar, habilidad
para sugerir, imaginacién para proponer situa-
ciones aprovechables...

En la actualidad nuestros estudiantes no sa-
ben, en general, pensar a partir de una infor-
macién escrita previa; ni en Primaria, ni en
Media, ni siquiera en los primeros cursos de
Universidad, salvo excepciones y refiriéndonos
tinicamente a informaciones de tipo matema-
tico. Muchos métodos de ensefianza actuales
tienden fuertemente, sin embargo, a que el
alumno trabaje, sea individualmente, sea en
grupos, a partir de informaciones que recibe
por escrito. No han sido experimentados con
la suficiente extensién como para preferirlos
a otros, pero de entrada tienen la ventaja de
habituar al alumno a esa necesaria facilidad
de interpretar y explotar tales informaciones,
asi como saber aplicarlas a cuestiones que se
le presenten. A modo de ejemplo se dan ad-
juntas algunas fichas individuales que inten-
tan realizar este trabajo (1).

Las fichas de este estilo se contintan para
descubrir la conmutatividad y asociatividad
de la composicién, la observacién de N como
neutra y la de que cada madaquina tiene su in-
versa, que en este ejemplo es ella misma. En
realidad ha sido una motivacién aprovechable
para dar ese sentido operacional al célculo nu-
mérico, que se realiza partiendo de fichas pa-
recidas en las que las méquinas son + a, X b,
—c¢, :d (donde a, b, ¢, d, son ntimeros na-
turales), permitiendo asi que los alumnos des-
cubran, cada uno a su ritmo, las propieda-
des de las operaciones (asociativa, conmutati-
va, existencia de neutro...) y sus mutuas rela-

_{1) Estas fichas son debidas a Nicole Picard, del Ins-
tituto Pedagégico Nacional de Francia. Algunos centros
y manuales espafioles las aprovechan en parte, lo que es
cémodo; pero no citan su origen, lo que es feo,
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ciones (distributividad, pares de inversas). En
la figura 7 aparece, por ejemplo, una primera
ficha informativa sobre la multiplicacién.
Este sistema de fichas no tiene edad dentro
de la Ensenanza General Bésica. Aunque las
mostradas pertenecen al momento en que se

investigan las propiedades de las operaciones,
pueden emplearse en cualquier otro momento.
En la figura 8 se presenta otra (del autor) que
utilizamos a los once-doce afios y que corres-
ponde al juego de ellas en que se pretende
fijar el concepto de funcién. Queda por decir

MAQUINAS DE MULTIPLICAR

entra . salz entra o+ sale

o o &—
o e ®
&1~
*—> ."
[} F
L °
R*
s o .
m__,l'sm

10O
O
O

entra .y sala
1 —
41
3—
245
54




que estas fichas, aisladamente utilizadas, tie-
nen poco valor; hace falta una coleccion de
ellas para acceder al concepto que se busca y
otra coleccion para evaluar los resultados oh-

tenidos. Muy probablemente, la técnica de la
ensefianza programada serd aprovechable en
su confeccién, aunque el método tiene orien-
taciones distintas.

1. Aqui tienes el conjunto A y ¢| conjunto B. Se ha
trazado una flecha de 3 4 9, porque el cuadrado de 3 ¢s 9.
Mds abajo se ha escrito la pareja (3, 9).

1. Truza las flechus posibles y escribe lus parejas que
resulten.

Di si puedes hablar de funcién.

Escribe los nimeros que pertenccen al conjunto de defi-
nicidn,

Escribe los nimeron gue pertenecen sl conjunto final.

H1. Escribe en B los nimeros que hagan fallta para
que puedas trazar una flecha de cada uno de los nimeros
de A. Escribe las nuevas parejas.

1IV. Completn las parejus: (2, 4), (3, 9, (4, ) (5, ),
(10, ), (n, )

Tucha en rojo lox pares que no pueden escribirse: (1, 1),
(4, 8), (6, 35), (7, 49), (8, 64), (9, BO).

V. La parcja (4, 16) puede escribirse, porque 16 = 43
La pareja (7, 49) puede escribirse, porque 49 = 72, 8¢ gue
la parejn (x, ¥ puede escribire; llena entonces lo que
fulta: v =

Fui. Vil

lste procedimiento de trabajo mediante fi-
chas individuales tiene otras ventajas aparte
de esa, a nuestro juicio grandfsima, de habi-
tuar al alumno a interpretar con exactitud y
precisidon lo que un escrito le diee, falta de
habito gue es, seguramente, una de las causas
de que el libro de texto no sirva a casi ningun
alumno para otra cosa que aprendérselo de
memoria, y son.

— que permite a cada alumno adelantar a
Nu ritmo propio;

— que evita la rémora que para la marcha
de la clase como grupo suelen represen-
dar los alumnos mis atrasados, por cuan-
to permite poner a éstog al mismo nivel
que la mayoria en tiempo hreve,

— que¢ todos realizan algan trabajo con
aclerto;



— que permite un contro! auténtico de los
avances de cada uno;

— que suministra una informacién clarfsi-
ma sobre el modo de proceder de cada
alumno;

— que las fichas son susceptibles de confec-
cién por el propio Maastro, conocedor de
lag necegidades de sus alumnos.

Por otro lado, exige del Maestro:

— una preparacién concienzuda de cada fi-
cha, sin perder de vista el objetivo fi-
nal;

— disponer de fichas suplementarias para
log alumnos mis lentos de comprension
y de otras para aquellos mas rapidos;

— tener una mdquina multicopista que le
reproduzca las copias.

Si nog hemos detenido un tanto, aungue sea
esquematicamente, en esta exposicion del tra-
bajo por fichas individuales, es porque permi-
te al Maestro actuar con independencia de lo
que los textos le marcan y queda libre para
mejor dirigir a sus propios alumnos, a quienes,
sin duda, conoce mejor que nadie. Pero como
antes se ha dicho, no es todavia un procedi-
miento éontrastado como mejor que otros; qui-
za, en el fondo, sea un método socrdtico disfra-
zado y la tal inventiva del alumno no exista.
Efectivamente, ;es que en las fichas que se
ponen como ejemplo puede actual el alumno
de algiin modo que no sea el correcto? ;Existe
realmente la posibilidad de dirigir la accién y
el pensamiento por caminos diferentes? He
aqui un punto de investigacion que cada uno
puede hacer en su escuela... si tiene una mul-
ticopista,

L PROCIEDIMUSNTOR  UPLiZaniss kN

NURSTRAS [ESCUIRTAR

La mayor parte de los métodos que hoy se
exponen como deseables presentan ciertos con-
dicionamientos {de medios, de material, de mo-
biliario incluso) a loa que el maestro casi nun.
ca puede atender en su realidad escolar, pero
esto no es obsticulo importante para poder
realizar una labor plena de sentido y de efica-
cia. Fn efecto, aquellos medios pueden apare-
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cer como deseables, pero resulta dudoso que
sean necesarios e indiscutible que no son su-
ficientes; en cambio, la auténtica preparacién
del Maestro y el interés por su propia labor
resultan decisivos,

En la actualidad se da una circunstancia
afortunada, y es que hoy mds que nunca se
ofrece al alumno la actividad matemitica en
forma de juego, es decir, que se le motiva la
construccién matemadtica proponiéndole juegos,
No es necesario recurrir a las bellas exposicio-
nes de Claparéde para justificarlo, principal-
mente porque el objetivo que se pefsigue con
ello no estd plenamente entre las reflexiones
de aquél. Se le oftece un juego porque éste

_axige un material sobre el que actuar, ya sea

sensorial o mental, de igual modo que las teo-
rias mateméticas actiian con clertos elementos
(puntos, nuimeros, movimientos, funciones,
conjuntos, ete.); exige ademdas unas reglas pre-
viamente aceptadas, como la Matemadtica im-
pone de partida sus axiomas; finalmente, la
aplicacion de aquellas reglag a las manipula-
ciones del material sensorial o a las consruc-
ciones mentales permite encontrar resultados,
como la deduecién légica a partir de los axio-
mas permite formar la tearfa matemstica. Esto
no quiere decir, claro estd, que la matemdtica
se entienda construible como un juego ni que
solo sean juegos lo que se proponga a los alum-
nos; qulere decir que tales juegos, sl estdn
apropiados a la edad, resultan una buena fuen-
te de motivaciones y un recurso eficaz.

He aquf un juego apropiado a. cualquier nifo
de nuestras escuelas, que cualquier lector pue-
de experimentar en su clase y que lleva a ma-
nejar de modo natural la numeracién de base
2: el maestro, debe disponer de cuatro o cin-
co chapas de hojalata visibles para toda la cla-
se cuando se cuelguen de la pizarra; tendra
ademds fichas de plastico o de madera en las
que habrd pegado pequefios torozos de imédn
para que se adhieran a las chapas, St no puede
disponer de ese material usard cuadrados de
cartén, en cada uno de los cuales habrd un
orificio donde pueda encajar un corcho. Las
chapas se presentan a toda la clase al objeto
de dar simultdneamente las reglas del juego
a todox los alumnos; apareceran asf (fig. 9):
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Esto es un juego de feria, compro fichas y
con ellas tiro sobre los cuadros. Me apunto la
suma de los tantos que marque. Asi, si pongo
una ficha en el 8, otra en el 2 y otra en el 1,
me apunto 8 + 2 + 1 tantos. No se dan maés
reglas, aunque si los ejemplos necesarios. Todo
lo demds ird siendo propuesto por los nifios,
bien espontdneamente o bien como consecuen-
cia de sugerencias del Maestro. Como cada vez
que se desarrolla esta actividad con nifios dis-
tintos son también distintas las incldencias que
surgen, s6lo podemos dar a continuacién al-
guno de los posibles matices.

Después de conocida por todos la regla ini-
cial se propone que los nifiog, en equipos de
cinco a seis, jueguen a este juego, disponiendo
cada uno sobre la mesa de losg cartones, que
ahora pueden ser papeles, y de las necesarias
fichas, monedas o piedras. Uno de los ninos
del equipo hace de juez y esti encargado de
escribir en un papel, sin que nadie lo vea, un
nimero; cuando ya lo tiene escrito, cada uno
de los demds hace su jugada, y aquel cuyo nu-
mero formado coincida con el escrito es quien
gana. E1 maestro observa por las mesas, ¥y
muy pronto verd el caso de dos ninos del mis-
mo equipo que han formado el mismo nimero,
pero de distinto modo. Uno presenta, por ejem-
plo, la primera jugada de la figura 10 y otro
presenta la segunda jugada de la misma fi-
gura.
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Si, efectivamente, el mimero premiado es
el 6, ;cudl de log dos jugadores habrd ganado
mas? Las fichas se compran y, por tanto, va-
len dinero. ;Quién ha gastado menos? ;Quién
ha ganado mds? Hay que jugar con el minimo
de gasto, y esta ohservacién hace decidir que,
en adelante, no dardn maés de un golpe en cada
casilla. El juego en equipos contintia hasta que
el maestro ve que todos conocen ya la meca-
nica del mismo, y entonces propone lo siguien-
te: yo también quiero jugar en esa feria, pero
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como no puedo ir daré a uno la jugada que
quiero hacer o, mejor, se la escribiré en un pa-
pel. Quiero reunir 13 puntos; ;daré en el 16?
JYenel 8 ;Yenel 4?7 ;Yenel 217 ;Yenel 17
Conforme se dan las respuestas el Maestro
escribe bajo cada cartén las palabras SI o NO,
de modo que en el ejemplo anterior aparecera
la figura 11.

8

S/

4

S/

2 1

S/

16

~NO

nO

Aparentando rectificar afade que escribird
siempre empezando en el primer SI, de modo
que su escritura en el papel que dard va a ser
SI, SI, NO, SI. ;Qué quiere decir? Entendido
esto prosiguen los ninos de cada equipo escri-
biendo en esta clave, haciendo las jugadas co-
rrespondientes y autocorrigiéndose las posibles
faltas. Finalmente, y para que la clase de es-
critura sea conocida solo por nosotros, se pro-
pone que en lugar de cada palabra escribire-
mos una sola de sus letras, la més sencilla de
ellas; asf aparecerd la escritura ITOTI para el
ejemplo anterior, de la gque muy faciimente
se pasa, debido al parecido tipografico, a 110 1.

Obsérvese que respecto a esta escritura 1101
caben tres cuestionarios que conviene distin-
guir;

a)
b)

JQué pone? (uno, uno, cero, uno).

«Qué significa? (SI en el 8, SI en el 4,
NO en el 2, ST en el 1).
¢) (Cudntos puntos ganara? (trece) (2).
A partir de aqui los nifios escriben la suce-
sion de los numeros naturales en base dos ccn
toda facilidad: 1, 10, 11, 100, 101, 110, 111,
1000..., entendiendo su auténtico significado ce
SI para el 1 y NO para el 0; como es bien sabid»,
toda clasificacién dicotémica puede expresarse
numéricamente recurriendo a la base 2,

Queremos subrayar que todo lo anterior es
tanto mejor construido y con mds rapidez do-
minado cuanto menos automatismos de calcu-
lo hayan sido dados al nifio por pura memo-
rizaciéon, Por ejemplo, si la actividad se des-
arrolla con ninos de diez anos (y los cuestiona-

(2) En realidad, la respuesta es: ganard uno, uno, cero,
uno, ya que frece es el nombre del nimero que se escri-
be 13, precisamente en base diez.



rios vigentes es de nueve a diez anos cuando
hablan de «idea general de numeraciény), al
proponer la suma 1101 + 101 el alumno con-
vierte cada sumando en base 10, de modo que
suma 13 + 5 = 18, y luego retrocede escribien-
do 18 en forma 10010; en cambio, el de seix a
siete anos descubre la jugada mas barata 10010
sin ningun cdlculo, y muchos ninos aun antes
de saber lo que significa 16.

Aunque la actividad descrita tal y como se
ha hecho es mas adecuada para ninos de cuar-
to curso, es mas facil y beneficiosa con los de
primero, que es donde debiera estar incluido
el tema, porgue no hace falta que el alumno
sepa sumar, sino que basta hacerle decidirse
por «la jugada mds barata», lo que se traduce
por el cambio de dos fichas de una casilla por
otra en la casilla inmediata de su izquierda,
de modo que ocurre lo que se deseribe en la
figura 12

Rare escribis

O!O‘ ‘

2. 7.

Procediendo asi, esta actividad hace simul-
tanear la comprension de la escritura y la adi-
cion. Queda por advertir que la cuestién ha
de tener obligadamente mayor extensién, has-
ta provocar con juegos analogos el conocimien-
to de qué es la numeraciéon y cdmo hay tantos
sistemas cuantos se quieran, asf como el mo-
do de formarlos; pero ha sido puesta ahora
solamente como ejemplo del tipo de juegos a
proponer, muy lejos de lo que puede entender-
se por ¢motivaciones a partiv de experiencias
de la vida real» y perfectamente posibles en
cualquicra de nuestras escuelas,

A continuacidn se expone un segundo ejem-
plo de situacion en forma de juego y que es
susceptible de amplias derivaciones. s des-
arrollable con alumnos de doce-catorce anos
gque pueden ya razonar sobre hipotesis verba-
les, sobre todo si estan representadas por ima-
genes concretas.

l.a situacion es ésta: por mi barrio (o mi
pueblo o mi calle) pasan tres lineas de auto-
buses: la linea roja, la linea azul y la linea ver-
de, que llevan los carteles R, A, 'V, respectiva-
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mente, y cuyos trayectos son los del dibujo
(figura 13).

PP S magnne”

"

Azul,
~=-  Rojo.
Verde.

Cuando llega un autobus, el viajero que esta
en la parada tiene dos opciones, que son de-
jarlo pasar o subirse a él. Iste descubrimiento
sucle ir precedido de una corta discusién, pues
hay quien dice que toma siempre el autobis
aungque vaya lleno, mientras que otro le argu-
menta que puede ocurrir que el autobis que
llega no sea el que espera. Entonces los nifos
realizan cuantos viajes deseen en el dibujo, y
una vez familiarizados con la situacion se pasa
a simbolizar las combinaciones posibles, co-
menzando por la de solo dos viajes. Para ello,
R quiere decir no ya el autobis de la linea
roja, sino el hecho de viajar en él, asi como
A y V significardn el viajar en una u otra de
las restantes lfneas y N el no subir. Para ex-
presar que viajar en el autobus rojo y luego
en el azul cquivale a un solo viaje en el verde,
escribir AoR =V, interpretando el simbolo o



como «después de». Realizadas las 16 opera-
ciones posibles se escribe en una tabla de do-
ble entrada, encontrando

<P HZlic
<pTZ Z
»><Zm
DZ<P >
Zap < <

Como se ve, estamos haciendo que el nifio
trate con una estructura de grupo conmutati-
vo, en especial con el llamado grupo de Klein,
que es el modo como se organizan las opera-
ciones entre proposiciones en la Ldbgica y cu-
ya forma quiere ver Piaget también en el modo
como se relacionan las transformaciones men-
tales que el nifio puede realizar a partir de los
once-doce afos.

La actividad puede derivar a observar la
asociatividad, la existencia de elemento neutro
y de un simétrico para cada uno, asf como la
conmutatividad por tratarse de un grupo con
cuatro elementos. Puede también derivarse ha-
cia la investigacién de otros grupos isomorfos
mediante situaciones parecidas, lo que llevara
a poder extraer las condiciones que ha de re-
unir una tabla para llamarla de grupo.

Podemos también derivarla hacia la inicia-
cién con los célculos asociatitvos, lo que resul-
ta en la practica a los nifos sumamente entre-
tenido. Para ello comenzamos por hacer que
sobre el dibujo se abrevien lo més posible via-
jes muy largos en los que intervengan muchos
autobuses. Por ejemplo, se comprueba que el
viaje ARRRVAVAVVRRVA sge reduce al A
solamente, y que el RAVVAVRAVRARAR se
reduce al V; se buscan después reglas que nos
permitan saber si dos largos viajes son equi-
valentes, para lo que se necesita observar las
sustituciones posibles. Para ello elegimos dos
lineas, por ejemplo A y V, encontrando que:

en toda palabra (que es el lenguaje del
calculo légico, en éste casi facilmente
aceptado por los nifios) se puede alterar
el orden de letras a voluntad;

a)

b) dos letras consecuetivas pueden susti-

tuirse por una N;
¢) dos N consecutivas pueden borrarse;

~d) R puede sustituirse por AV.
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Como se ve, conservamos el apoyo experi-
mental, porque siempre puede recurrirse a tra-
ducir las letras por sus significados, pero la
mayor parte de los nifios convierten esto en
un calculo simbélico; ademas, son muchos los
capaces de encontrar razonadamente la pari-
dad que han de tener las letras en sus apari-
ciones para que una larga palabra equivalga
a otra preestablecida.

Quizd algiin lector se pregunte que a qué
viene hablar de grupos, de isomorfismos, de
cédlculos asociativos en la Escuela Primaria.
Aunque se trata de auténticos valores de la
Matemdtica, también los especialistas, es de-
cir, lo que la gente llama matemaéticos puros,
suelen poner reparos iniciales cuando se habla
de tratar en la Escuela Primaria cuestiones
que consideran inaccesibles en todo su rigor
al alumno de esa edad. Es muy cierto que en
tales condiciones de rigor hay conceptos in-
alcanzables antes de los catorce afios; pero
cuanto mas abstracta sea una idea méas nece-
saria serd una previa experimentacién concre-
ta sobre los elementos que la forman. Los es-
tudios de psicopedagogia lo han probado mu-
chas veces y las abundantes experiencias que
existen por el mundo lo confirman. Los tra-
bajos de Piaget, varias veces citados aqui, asi
como los de Fletcher, Dienes, Cuisenaire, Ga-
tegno, Picard, etc., reiteran una y otra vez lo
mismo: el camino de acceso a la abstraccion
empieza mucho antes que el alumno llegue a
la edad mental adecuada para alcanzarlo y
exige pasar por etapas previas de concretiza-
ciones que le familiaricen con los componentes
de aquel concepto. De otro modo, la ensefianza
pasa de un empirismo a rajatabla a una com-
pleta abstraccién, en oposicién completa al
desarrollo de las estructuras y mecanismos
mentales del alumno. Y luego buscamos frases
vaciag pretendiendo encerrar en ellas una di-
ficultad intrinseca del alumno para no recono-
cer que ha sido el profesor y el gistema de es-
tudio, desde la escuela maternal a la Univer-
sidad, quien la ha provocado. «Bloqueo afecti-
vo», «shock mentaln, «pasividad intelectuals,
son tres ejemplos de lo que decimos.

5, LA ACTUACION DEL PROFESOR

Los razonamientos anteriores llevan a recon-
siderar los modos de actuacién del Maestro
ante la clase que hasta ahora seguimos. El
profesor viene siendo la persona de autoridad



indiscutida que decide y da normas. Ha pro-
curado reflejarse en el alumno y conseguir que
éste razone segun las directrices que le marca,
El prototipo de este modo de actuar es el mé-
todo heuristico (en el sentido de socratico) en
el que el nino recorre un camino previamente
acotado. En él se encadenan las observaciones
y conclusiones segiin una estrategia mental
deductiva que es precisamente la del profesor,
y ésta no tiene por qué coincidir con la de to-
~dos los alumnos. En esta afirmacién estd im-
plicito el reconocimiento de que, efectivamen-
te, no existe un camino tnico para cada meta;
sobre este punto otra vez los estudios de mu-
chos psicélogos parecen concluyentes. Por este
mismo motivo es dudoso que la ensefianza
programada resulte eficaz en Matemdticas al
salirse de la mera informacién, aunque en esa
técnica queda todavia mucho por descubrir y
perfeccionar.

Si se persigue que el alumno construya ma-
tematicamente, lo habrd de hacer segin su
propia estrategia, y entonces la funcién del
profesor seri distinta de la tradicionalmente
admitida. Debera crear situaciones de trabajo
personal o en pequefios grupos para que la
construcciéon mental se realice por el camino
que resulte 6ptimo para el alumno. Esto no es
nada de facil y exige una fuerte preparacién
tanto en Matemédticas como en los procedimien-
to§ didacticos. Una preparacion fuerte en Ma-
tematicas porque los caminos seguidos por el
alumno le pueden ser inéditos y ha de poder
comprender con rapidez todas sus consecuen-
cias y derivaciones, ha de saber si ese dngulo
de ataque que efectiia el alumno es inadecuado
o, por el contrario, susceptible de explotarse
para llegar ain mas alla del objetivo inicial (3).

Por otra parte, como cada alumno trabaja
a su propio ritmo, no todos llegan al mismo
punto en el mismo fiempo, y resulta casi in-
dispensable un cambio de impresiones en la
clase, 1o que plantea al Maestro dificultades
para encontrar el junto punto de equilibrio en-
tre lo que entendemos por disciplina y la libre
exposicién de ideas, entre el didlogo eficaz-
mente espontdneo y el barulle ininteligible.

De todos modos, el maestro ha de abandonar
en Matematicas el método exclusivamente ex-
positivo y dogmético apoyado fundamental-
mente en el verbalismo. Los motivos que obli-

(3) Frente a esto, dos opiniones escritas en documen-
tos que aun podemos leer: una, en la que se propone que
. -Jos alumnos mayores se ocupen de los mds pequefios para
resolver e} problema escolar, y otra, en la que se dice, sin
mds argumento, que un curso y medio de clase alterna es
demasiado tiempo para dedicarlo a la diddctica de las
Matemdticas.
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gan a este abandono se han expuesto muchas
veces y no es cuestién de repetirlos aqui, pero
el nuevo modo de actuar no es de facil aco-
modacidén, y para quedar en el punto justo es
necesario estar convencido de que la exposi-
cion unicamente verbal no resulta eficaz,

o NECESIDAD DI UUNA PRDAGOGIA
CEPANOLA DE LY MATEMATICA

Los métodos a que se ha hecho alusién pre-
tenden que el nifio, en la mayor medida en que
pueda hacerlo aisladamente, sea quien investi-
gue, quien construya y quien descubra. Queda
mucho por aclarar y mucho por ensayar en es-
te campo de la DidAactica matemaética. Efecti-
vamente, cada vez se ve mds claro que la Pe-
dagogia de la Matemadtica se va convirtiendo
en una parcela independiente de la Did4ctica
General, o por lo menos en una parcela auté-
noma y en la que hay mucho por hacer.

A nuestro juicio, esta situacién es una opor-
tunidad que se ofrece para comenzar a crear
una Pedagogia Matemética auténticamente es-
pafiola. En la actualidad y por lo que se refiere
a la ensefanza hasta los catorce afos, no la
tenemos, y no ciertamente por falta de volun-
tad de los Profesores de Normal, todos los cua-
les, mediante un trabajo personal no siempre
facil, poseen completa informacién de los mé-
todos actuales. Pero no basta con tener infor-
macién completa de lo que se hace por el mun-
do porque la idiosincrasia de nuestros alum-
nos, las peculiaridades de nuestras escuelas, la
orientacién educativa general y hasta la orga-
nizacién administrativa de nuestro pais nos
son propias, como ocurre por otra parte en los
demis.

Aquella informacién es necesaria, entre otras
cosas, para no descubrir lo que ya sabe todo el
mundo; pero con ello no se hace gran cosa,
como no sea autoimponerse una dependencia
intelectual inevitable. No se puede confundir
la informacién con el descubrimiento, y para
conseguir éste resulta imprescindible una pre-
via experimentacién con los nifios, pues asf
como en Matemética pura no hay més prueba
que la demostracién, en Did4ctica no hay mds
demostracién que la prueba con los alumnos.
Sin embargo, esta experimentacién sistemaéti-
ca no puede hacerla el profesor de Normal por-
que la organizacién actual no se lo prohibe,
pero se lo impide.

Por otro lado, una pedagogia nacional podra



caracterizarse por los modos de actuacién de
las escuelas genéricas, y si éstos han de cam-
biar tenemos una espléndida ocasiéon para que
siquiera por una vez la orientacién y las nor-
mas las den los especialistas, no los que tienen
a gala desconocer las Matematicas o los que
tienen de ellas la referencia de un corto cur-
sillo en algin lugar del extranjero, o la de
unos hreves apuntes de su Diddctica dictados
por un profesor que no es de Matematicas.
[in realidad, lo necesario es crear condicio-

Escuela unitaria de nifios de
Cueva de la Mora. ALMO-
NASTER LA REAL (Huelva).

nes de trabajo. Condiciones 6ptimas para la in-
formacidén del Magisterio (de todo el Magiste-
rio), para la investigacion de los especialistas
(de todos los especialistag), para la formacién
de equipos de experimentadores (de todos
cuantos deseen experimentar).

Cémo podria organizarse todo ello, cémo
podria aspirarse a una Pedagogia Matemdtica
netamente espanola, cémo podria conseguirse
de nuestras escuelas un mayor rendimiento
cae fuera de las intenciones de este trabajo.




Amplitud de la Matematica Moderna:
Referencia especial a la geometria y vectores

I. EL CAMPO DE LA MATEMATICA MODERNA

El término matemédtica moderna tendra diferente signi
ficado para personas distintas. Aqul usamosa ese término
para referirnos esenciaimente a las ideas matematicas
desconocidas (0 no ampliamente aceptadas) hasta hace
unos cien afios y que han adquirido gran desarrolio en los
Gitimos cincuenta afos.

Entre osias ideas son notables los fundamentos l6gicos
de las mateméticas, ol algebra abstracta, ia ldgica simb¢-
\Uca o digebra de proposiciones, la teorla contemporinea
de la probabilided y deduccion estadistica.

Mis especialments, este nuevo enfoque se refiere al
desarrolio histérico de los sistemas de numeracion; a la
evoluciéon del concepto de nimero; al pape! de los postu-
lados y definiciones en las matemAticas; a la generali-
zaci6n, abstraccién y formalismo; a la naturaleze de la
demostracién matemaética; a la Intuitiva teoria de los con-
juntos; s los simboios, relaciones y operaciones; a la base
16gica del sistema de nimeros; a la medici6én; a las apro-
ximaciones; a las variables y funclones; a los conceptos
estadisticos. :

Esta svoluolén rapida de la ciencia matematice, el des-
arrollo considerable de sus diversas ramas, tanto aquelias

que Iinteresan a las aplicaciones de las clencias fisicas,

humanas y scondmicas, como a las partes més profundes
de las investigaciones tedricas, han creado un peligroso
hiato entre la ciencia viviente, es decir, entre la ciencia
que s8 hace y la clencia que se ensefla en las clases.

Este desfase es ciertamente Inevitable entre la formu-
lacion audaz de las nuevas ideas, que permiten progresar
a la investigacién, y la utilizacién pedagdgica de algunas
de estas ideas, que se consideran fecundas y asimilables
a un nivel determinado de la formacidn de los alumnos.
Aunque aste desfase no signifique retraso o esclerosis
de la enseflanza.

Para que los buenos efectos de las nuevas ideas se

_hagan sentir en las clases, evidentemente es necesario,
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en primer lugar, que los profesores estén exactamente in-
formados sobre el progreso de las matematicaa.

AdemAs se necesita que una experimentacion pedagoé-
gica permita extraer las grandes lineas de una concepcion
didédctica, que cada profesor adaptard entonces a las con-
diciones en que se encuentira para ensefiar.

Tamblén es necesario que este trabajo nunca se con-
sidere acabado; la clencia continia su vida; otras ideas,
més fecundas aun, exigirdn nuevas revisiones de los co-
nocimientos adquiridos y de los métodos usados.

Es igualmente indispensable:

12 Que un publico més amplio que el de los solos
especialistas esté Iinformado de esta evolucion de las
Ideas y de ta protunda reforma de la ensefianza de las
matematicas que aquélla motiva, para evitar que los pa-
dres se opongan a que sus hijos sigan esta nueva orien-
tacién en la adquisicién de los conocimientos mate-
maéticos.

2° Ensefar las matematicas sin separar artificialmen-
te el aspecto “puro” y el aspecto “aplicado". Este es un
punto extremadamente importante. Hay que muitiplicar las
motivaciones reales en el aprendizaje del pensamiento
matemdtico y conseguir el mayor nimero posible de es-
piritus aptos para captar fo que puede ser matematizado
en una situacién real y observar la ayuda matemética que
8e puede aportar.

3.2 Ensefiar las matemaéticas de manera dinamica, man-
teniendo constantemente en actividad la inteligencia de
los alumnos para que aquélla se desarrolle y fortifique.

{Qué causas han originado la mateméatica moderna?
¢Cuél es la base comin a todas sus ramas? Respondere-
mos brevemente a estas dos cuestiones.

La matemética moderna ha surgido como superacién
de !a matemética clésica para atender y poder resolver
cuestiones originadas en los mas diversos campos de las
mateméticas y que la matemética clasica no podia resol-
ver. A la matemética moderna corresponde, en efecto, lo-



grar una fundamentacién y sistematizacién precisa para
el estudio de los conjuntos en que se definen las opera-
ciones y, sobre todo, las reglas de calculo en aquélios.

Porque en geometria y en andlisls, en el célculo dife-
renclal e integral, se opera en realidad sobre conjuntos
infinitos. Y cualquiera que desee conocer a fondo {as
diversas ramas de ias mateméticas debe asimilar la teoria
de los conjuntos, que es fundamento comdn.

Clertas ideas en matematicas, a causa de su esfera de
accion y sencillez, constituyen manantiales de incalculable
riqueza. La teoria de los conjuntos, que 88 una de tales
ideas, fue desarrollada por Jorge Cantor (1845-1918), fl-
16sofo y matematico alemén, profesor de la Universidad
de Halle desde 1878 al 6 de enero de¢ 1918, en que
murié.

Pocos conceptos en los Gltimos cien afios han produ-
cido tan gran impacto sobre las mateméticas como la
nocién de conjunto. La teoria de los conjuntos ha con-
tribuido a establecer una base, que aclara y unifica las
matematicas, ya desarroliadas. Suministra un lenguaje y
un simbolismo que le permite utilizar lo clasico y lo
nuevo, examinar conceptos ya conocidos y considerar
nuevos @ interesantes descubrimientos de la matemética
superior.

Pues mediante la teorla de los conjuntos se generalizan
las reglas de calculo para los numeros finitos mas alld
de su dominic. Y se puede calcular con los conjunios
infinitos, aplicando los mismos métodos que para los
conjuntos finitos.

Merced a algunas nociones bien definidas, tales como
la correspondencia blunivoca, la potencia de un conjun-
to, su numerabilidad, etc., para ia teoria de los conjuntos
no existe barrera fundamental entre el finito y el infinito
matematico y nos permite comprender los grados del in-
finito.

Como ejemplo de la utilidad de la tearia de los con-
juntos y de cémo la matematica moderna resugive cues-
tiones que parecen infantiles, pero que la matematica
no da respuesta satisfactoria, hagamos estas preguntas:

LHay mas nimeros enteros que numeros pares?

(Una recta ilimitada contiene mas puntos que un seg-
mento de recta?

4Un plano contiene menos puntos que el espacio?

LEl conjunto de los nimeros racionales es mayor o
menor que el conjunto de los nameros irracionales?

LQué significan los simbolos: oo + 5, 00 . 8, 00 2?

La teoria de los conjuntos permite dar a estas y a otras
cuestiones respuestas claras y precisas matematicamen-
te. Pues la teoria de los conjuntos, que tienen por punto
de partida cosas intuitivas y concretas, se eleva, sin em-
bargo, a un alto nivel de abstraccion.

E! renovador de !a enseflanza de (a matemética en
Europa, Papy, profesor en la Universidad de Bruselas, al
terminar una conferencia que dio a un grupo de profe-
sores en Paris hace muy pocos afios, les dijo: “Vosotros,
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que durante muchos aflos habdis explicado matematicas,
ahora tenéis que volver a empezar a estudiar.” Lo cual
es clerto; primero, porque hay que abandonar, en clerta
medida, procedimientos y métodos tradicionales a que
nos hemos acostumbrado desde la infancla; segundo, por-
que hay que adquirir otros nuevos, peroc que sin darnos
cuenta de ello, al principio de nuestra renovacién, los
sustituimos por los antiguos en la resolucién de las cues-
tiones y problemas.
Pero la renovacién es necesaria.

Il. BASES DE LA GEOMETRIA MODERNA

I1.1. Qeometr/a abstracta

Durante unos mil trescientos afios sigulentes a la era
de los matematicos griegos nada de gran Importancia se
llevé a cabo, hasta que a mediados del siglo XVII Descar-
tes inventd la geometria analitica.

Tan importante fue esta invencién, que condujo a los
comienzos de la matematica moderna (célculo y analisis),
y fue eclipsada por un descubrimiento, ain mas trascen-
dental, hacia mediados de! siglo XIX, el de la geometria
no-euclidea, llevada a cabo, en rapida sucesién, por Ganss,
Lobachevsky y Bolay.

Sin entrar en detalles, basta decir que este desarrollo
es quizd uno de los mayores logros de la Inteligencia
humana; /iberada de [as restricciones del postulado de
la paralela permite, al finallzar el siglo, hacer de |a geo-
metrla un sistema, basado en postulados abstractos, com-
pletemente formal y /6gicamente riguroso.

Este avance se debid al trabajo plonero, entre los afios
1890 a! 1800, de Pash, Peano, Hilbert, Veblen, Huntington
y otros. ’

Al distinguir entre geometria concreta o flsica, por una
parte, y geometria abstracta o tormal, por otra, hemos
de notar que cuando la mente generaliza experiencias,
alguna abstraccién puede también tener lugar. Aun no-
clones aparentemente senclllas, tales como la de una
Ilnea recta, pueden conducir a una Interpretacién |deal
o de pura abstraccién.

Asl, una linea recta no tlene anchura, ni Ispeuor. ni
peso, nl extremos.

No hay lineas rectas. Formamos ideas acerca de estas
imposibilidades no existentes y las trazamos en papel,
pero no existen.

Andlogamente sucede con el punto: éste no tiene ex-
tensién, ni existencia, ni definicion.

Toda clencia matemética o sistema axiomético comlen-
za con un namero relativamente pequefio de palabras
que se dejan indefinidas, aunque podemos desear expli-
carlas o Interpretarias Intultivamente. Aunque no se dan
definiciones formales de estas palabras, sin embargo
estén sujetas a las restricciones impuestas sobre ellas por
los postulados dados después.

En este punto debe entenderse que la eleccion de tér-



minos Indefinidos, como también la eleccion ae 10s pos-
tulados, puede estar determinada por ciertas condiciones
que quizd puedan hacer violencia al sentido matematico
de adecuacién, pero ias cuales se conciben justificables
por motivos pedagégicos. Asi, el matemético maduro esté
decidido a reducir a un minimo el nimero de términos
Indefinidos y de proposiciones no demostradas.

Pero bien puede ser que e/ principiante no maduro
se beneficie absteniéndose de tal rigor matematico por
el momento y adopte algunos postulados adicionales al
principio, aunque estos postulados puedan derivarse de
los otros.

Teniendo presentes estas consideraciones, sugerimos
la siguiente lista de términos indefinidos y postulados
para poner la geometria plana elemental sobre una base
rigurosa razonable para el principlante.

Términos indefinidos

1. Punto. 4. Sobre. 7. igual.

2. Recta. 5. Entre. 8. Congruente.

3. Plano. 6. Numero 9. Distancia.
Postulados

P.1. Dos puntos distintos determinan una recta.—Es
decir, dados dos puntos distintos, A y B, existe una recta
y sélo una que contiene ambos puntos.

P.2. Dos rectas distintas tienen, a lo mas, un punto
comun.—Este postulado no dice que dos reclas distintas
deben tener un punto comin. Pueden no tener punto al-
guno comdin; pero si lo tlenen, no sera mas que uno.

P.3. Toda recta puede ser provista de escala gradua-
da.—Cada punto de una recta puede numerarse de modo
que los valores absolutos de los nimeros diferencien las
distancias medidas.

P.4. Toda recta tliene dos lados—Una recta separa
o divide el plano en dos partes; del mismo modo, un
punto sobre una recta divide a ésta en dos partes, llama-
das rayos o semirrectas.

P.5. Todo circuic puede ser provisto de una escala
graduada.—Todos los rayos que tienen el mismo extremo
pueden numerarse de modo que los nimeros diferencien
los angulos medidos.

P.8. Un tridngulo esta determinado’ cuando se dan
dos éngulos y el lado comiin (“a, |, a").

P.7. Un tridngulo esté determinado cuando se dan dos
lados y el &ngulo comprendido (“), a, 1”).

P.8. Por un punto fuera de una recta existe una y solo
una recta paralela a la dada.——Es decir, dos rectas que se
cortan no pueden ser ambas paralelas a ia misma recta.
Este es el famoso Postulado de la paralela.
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i1.2. Los tundamentos de la geometria

Una de las principales contribuciones al desarrollo de
la geometria moderna fue la publicacién de los Funda-
mentos de la geometria, por David Hilbert, en el afio 1899,
Su base de postulados de la geometria ha ilegado a ser
clasica. Es extraordinariamente rigurosa.

Hilbert emplea sélo cinco términos indefinidos: punto,
recta, sobre, entre y congruente. Después enuncia quince
postulados. Los dos primeros son esencialmente los mis-
mos P.1 y P.2 anteriores.

Los cuatro inmediatos siguientes se refleren a las no-
ciones de orden y estar entre. Aqui es donde se corrige
fa evidente endeblez Iégica de Euclides. Estos cuatro
postulados son como sigue:

1. Si un punto C estéd entre los puntos A y B, enton-
ces A, B y C estén todos en la misma recta, y C estéd entre

By A yBnoestdentre Cy A,y A noestad entre Cy B.
2. Para dos puntos distintos cualesquiera A y B hay

siempre un punto C, el cual estd entre A y B, y un pun-
to D, el cual es tal que B esta entre Ay D.

3. Si A, By C son tres puntos distintos sobre la mis-
ma recta, entonces uno de los puntos esté entre los otros
dos.

‘4, Una recta que corta a un lado de un tridngulo, pero
que no pasa por cualquiera de los vértices del tridngulo
debe cortar a otro lado del tridngulo.

Estos cuatro postulados implican:

La extensién indefinida de una recta.

La existencia de un numero infinito de punios en
una recta.

Que los puntos sobre una recta estarén en orden
‘consecutivo y no en orden ciclico.

a)
b)

c)

El cuarto postuiado evita las dificuitades légicas que
se presentarian en fa demostraciébn de muchos teoramas
de no tener este postulado explicito.

Los seis postulados inmediatos se refieren al concep-
to de congruencia. Son bastante técnicos y refinados y no
los estudiamos aqul. Baste decir que estos seis postu-
lados vencen las dificultades l6gicas, originadas por las
ideas de movimiento rigido y superposicién, tan amplia-
mente usadas en los desarrollos menos rigurosos de
geometria.

El postulado trece es el postulado de la paralela.

Los dos postulados (ltimos se refieren al conceplo de
continuidad de una recta. Técnicamente establecidos,
estos dos postulados podrian reemplazarse por un solo
postulado, propuesto por otro matematico aleman, Ri-
chard Dedekind, y que puede enunciarse como sigue:

81 todos log puntos de una recta caen en dos conjun-
tos, tales que todo punto dél primer conjunto estd a la
lzquierda de todo punto del segundo conjunto, entonces
existe uno y s6lo un punto que crea esta division en dos
confuntos, esto es, corta a /a recta en dos partes.



Este cdoncepto de continuidad hace posible la idea de
medida. También nos permite establecer una correspon-
dencia, uno a uno, entre 8l conjunto de |los nimeros rea-
les y el conjunto de puntos de una recta, haciendo asi
posible la geometria analitica.

IH.  INICIACION AL ESTUDIO DE LOS VECTORES

1. Vectores-fila y vectores-columna

Un vector es un solo objeto que necesita varios nu-
meros para describirlo; por consiguiente, viene dado por
una lista de numeros, llamados sus componentes. Estos
pueden escribirse en fila o en columna, por ejemplo:

(3 5 0) o bien: (g)
0

Al primero se le llama vector-fila, y al segundo, vector-
columna; ailgunas veces es conveniente usar las dos cla-
ses. El orden de los componentes es importante: (3 5 0)
no es el mismo vector que (3 0 5). Para un gedmetra
o un matematico técnico o un fisico, los nimeros ordi-
nariamente seran distancias o coordenadas, de modo
que un vector es una especie de indicacién de caminar
cierta distancia en una direccién definida: (3 — 1 0)
significarfa caminar 3 unidades en el sentido positivo del
eje x; 1 unidad en el sentido negativo del eje y; y 0 uni-
dades en la direccién del eje z. Para un algebrista un
vector puede significar eso mismo, pero puede también
ser cualquier lista de nimeros. (3 5 0) puede significar:
3 empanadas, 5 peras y 0 platanos 6 3 hombres, § nifios
y 0 mujeres o también 3 libros, 5 boligrafos y 0 lapices
o cualquier otra cosa que a un matemético le parezca
conveniente o necesario.

Un vector es asl una clase particular de matriz; un
vector-fila con n componentes es una matriz 1 x n; un vec-
tor-columna con n componentes es una matriz n x 1.

1.2, Sumas

Supén que vas a una tienda y compras 3 manzanas,
4 naranjas y 5 platanos. Tu compra puede describirse
como (3 4 5). SI también va tu hermano y compra
4 manzanas, 2 naranjas y 1 pldtano, su compra es:
(4 2 1). La compra total es 7 manzanas, 6 naranjas y
6 platanos, esto es: (7 6 6). Por consiguiente, podemos
escribir:

(345)+ (421)=(76 6)

Los elementos individuales se llaman componentes dsel
vector, y se dice que /a suma de dos vectores es el
veclor cuyos componentes son las sumas de sus respec-
tivos componentes.
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Un vector es una especie de inventario.
Se tratan los vectores-columna de la misma manera.
Se define:

(L) + (vivavs) = (v avalh vs);
u, v, u + v
773 + V2 = Hh + Vv
[THY Vs u,

+ v
10.3.  Multiplicaclén por un solo nimero

Si dos personas van a la tienda y cada una efectia el
mismo vector-compra de 3 manzanas, 4 naranjas y 5 pla-
tanos, entonces es evidente que su compra total es:

2x(3 4 5)= (68 10)

En palabras: un vector se multiplica bor un ndmero
cuando cada componente estd multiplicado por ese nu-
mero:

kx (vivav) = .7
v,

kx (v, = ...?
| 4]

Esta propiedad y la de la suma son las propiedades
esenciales que pueden tener los vectores.
L]

a) Sia es e) vector (a, 8, a, -..) Y b es el vector
(bi. by, by, ...), entoness a + b es el vector:
(& + b, a:+ b, a;+ b, ...)
b} Si k es un namero, entonces ka es el vector:

(ka(, ka,, ka,, )

Puede haber cualquier nimero de componentes, pero
evidentemente siempre ser4 el mismo nimero en cual-
quier conjunto de vectores de que se hable. También
podemos escribir los vectores como filas o como colum-
nas, pero es necesario escribir todos los vectores de la
misma clase de igual manera.

Cuando se usa una sola letra para nombrar un vector,
es conveniente escribirle a, y en imprenta se le escribe
con negrita, a.

FJERCICIOS

1. Un sintonizador de radio contiene 3 lamparas, 12 re-
sistenctas, 10 condensadores y 4 bobinas. Expresa esto
como un vector y di cobmo obtienes los elementos necesa-
rios para 50 sintonizadores.

2 Suma, donde sea posible, los sigulentes vectores.



Si esto no es posible, di por qué:

a) (2 1.—1) + (0.4, 3) b) (f)+ (3, —1)

¢) (§)+(s.-2.4) a) (1) + (_§)

e) (6 4)+ (0, 0) 1) (6 4) + (—6, —4)
9) (3, —2 8 + (—3,3 —1)

3 1
(4)+ ()
5 1
3. Efectlia las siguientes operaciones:
b 2(Z;)
9 2(3)+ ()

h

e

a) 3(4,0 —1)

()
5(a) +4(%)

1) a(1,0,0)+5(0,10)+c¢ (0,0 1)

e

g9) p +r

o (§ el (300

1.4, Vectores y traslaciones

s +

[-X-X-24
+
Q
QCQo=o
(- - .Y
-0 00

La aplicacién méas comun de la idea de vector es a /a
traslacién. Si aplicamos a un plano una traslacién que
mueva todo punto tres unidades paralelamente al eje x,
entonces el punto (a, b) llega a ser (a + 3, b) y éste

puede obtenerse de afiadir (g al vector g . (Escri-

bimos el vector como columna para distinguirfo del par
de coordenadas.)

De la misma manera, podemos aplicar una traslacion
que implique un desplazamiento de 3 unidades paralela-
mente al eje ox combinado con un desplazamiento de
-—-2 unidades paralelamente a oy, esto es, un despla-
zatfilento hacia abajo de dos unidades paralelo al eje y.
Tal traslacién (fig. 1) Neva el punto (a, b) al punto

(a + 3, b—2); esto suma (___2 al vector g Evi-

dentemente también lleva el origen (0, 0) al punto (3,
—2) y ésta es !a manera mas facil de identificar una
traslacion, -

(o} b)

»

ab3,|b-12)

Fig. 1

Se ve que: (%) + (_2) = l(— g)

Ahora hay que introducir algunos términos técnicos
para hacer el asunto més preciso y evitar largas expli-
caciones.

Hl.5. Vectores de posicién

El vector-desplazamiento de una traslacién es un vector-
columna, cuyos componentes son los componentes-dis-
tancia de la traslacién en las direcciones de ox y oy.
Por ejemplo:

La traslacién de la figura 1, que lieva (a, b) a (a + 3,
b—2), tiene los componentes-distancia + 3 y —2 y

su vector-desplazamiento es ( _g

Este desplazamiento lleva el origen a (3, —2) y el

vector(__g i llama vector de posicién de este punto.

Es decir, el vector de posicién de un punto es el vector-
desplazamliento de la traslacién que lleva el origen a ese

punto. Asi, el vector de (a, b) es (:), porque para mo-
verse desde (0, 0) a (a, b) sumamos a a la coordena-
da x y b a la coordenada y; damos un paso de longitud a
paralelamente a ox y de longitud b paralelamente a oy.

Se puede mirar esto de otra manera. Una trastacién
mueve todos Ids puntos del plano la misma distancla
en la misma direccion (fig. 2). Aquélla lleva A a B,

OaP,CaD EaF GaH. Los segmentos AB, OP, CD,

EF, GH. son todos iguales y paralelos. Cualquiera de
aellos se llama frecuentemente un desplazamiento; por

ejemplo: A sufre el desplazamiento de AB.



Y
F b )
3 E ™ P (31)
»
x
0
H A
G
1
|
Fig. 2 &l vactor {‘;)

Entre estos desplazamientos uno es de particular in-
terés: el que parte del origen O. Si éste es OP, las
coordenadas de P, es decir (a, b), determinan comple-

tamente la traslacién ( g es el vector-desplazamiento

de la trasiacién y el vector de posicién de P.

Se escribe OP = r =( :)

tor. Hay que tener presente que el vector describe la
traslacién de todo el plano, no sélo la de O. Cualquiera
de los desplazamientos iguales AB, OP, €D, ..., puede
usarse para describir aquélla. En efecto:
AB=0OP=CD=.. = (g)
Estos son nombres del mismo vector.

como nombres de este vec-

La traslacion con el vector-desplazamiento (__g) Hleva

el punto (4, 5) al punto (4 + 3, 5—2), o sea (7, 3);
es decir, se suma el vector-desplazamiento (__g) de

la traslacion al vector de posicién (;)del punto, ya que

3 4\ (7
(—2)+(5) =(3)
el nuevo vector de posicién es ( ;) y el nuevo punto
es (7, 3).
En la figura 3 se adopta un convenio Gtil; la suma de los
dos vectores con una sola flecha es el vector con doble
flecha.

Ry

PG, 4

Tig. 4
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Se puede escribir;
OP + PP’ = OP
con tal que esté claro lo que esto significa (la cuadricu-

la lo aclara).
EJERCICIOS

Escribir las imagenes de los siguientes puntos después

de aplicarles la traslacién dada por el vector (_g)
1. (2, 3).

(—3, 4).

(0, 0).

(10, 10).

(—5, 2).

(x, ¥).

La traslacién (p ) L& qué punto tleva el origen?

q
Si una traslacién lleva (0, 0) a (:), Jcudl es
su vector?

¢Qué traslaciéon leva (4, —3) a (— 2, 5§)?

¢Qué traslaciéon Unica tiene el mismo efecto que

2 seguida de "f ?

11. Sea O (0, 0), B (—2, 3) y C (4, 5). Escribir los
vectores de las trasiaciones que llevan O a A (0A),
AaB (AB) yO aB (OB). Comprobar que OA +
+ AB = OB

11.6. Sumas de vectores de posicién

@ N oosowN

©

Ya sabemos que el vector de poslclbn de P (a, b) es
el vector-desplazamiento que lleva el origen a P; sus com-
ponentes son las coordenadas de P. Escribimos este vec-

tor ( g) o OP y frecuentemente conviene designarie por

una sola letra, p.

Si

p,=0P, = ( 2 ) y
sera;

)

pore=(3)+(_4)=(_3)
que es el vector de posicién de un punto Q (4, —2) (i
gura 4).

Y

N U . -

P(4,5,

CINPED)

Fig. 3



Como fa traslacion que aplica O en P, aplica P, en Q, l1a
figura OP,QP, es un paralelogramo.
La misma figura 4 nos dice que:

Pt+th:=Phth
Enuncie el lector una regla para hallar:

oP, + OP,

IN.7. Diferencias

Definida la suma de p, + p;, veamos cémo se define la
diferencia p, — p.. Recordemos lo que significa, por ejem-
plo, —5; —5 es8 el nimero que sumado con 5 produ-
ce 0. Y el 0 es ol elemento neutro de la adicion, el
nimero que sumado con otro le deja a éste invariable;
0 4+ n = n, cualquiera que sea n.

Tamblién existe un vector cero, una trasiaciéon nula; ésta

aplica 0 en (0, 0); éste es el vactor ( g ’

Y asi se tiene:

— e—a 0
(5)+(=8)=(s=2)=( )

s hacemos( ;) = p = p;. entonces serd (:g =
=—p=p; Y (;h—p:) + B = p.. Es decir, ls diferen-
cia de dos vectores (p; — p:) @8 un vector que sumado
con e! vector sustraendo nos da el vector minuendo.

Geométricamente, si p, es el vector de posicién P, y p,
es el vector de posiciéon P, p,— p: es el veclor de la
traslacion que lleva P, a P, y P, P, es el desplazamiento
que lo representa (fig. 4). .

11.8. Multiplicacion por un namero
Si

»o= 0P, =( g )
entonces
2'12(2) ' 3_P|=(g)
y asl sucesivamente.
Estos son los vectores de posicién de puntos que
estdn en la recta OP,, pero distan, respectivamente, doble
y triple det origen que el punto P, (lig. 5)

[9,6)

(6.4)

Tig. 8
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Traza el triangulo OPQ, donde P es (3, 2) y Q es (1, 4),
y multiplica los vectores de posicion de cada punto por 3,
obteniéndose as{ un triangulo OP'Q’. ;Qué relacién hay
entre estos triangulos?

11.9. Leyes conmutativa, asociativa y distributiva

Hasta ahora hemos definido dos operaciones sobre los
vectores: a) adiciéon, b) multiplicacién por un numero.
Estas operaciones sobre vectores satisfacen las mismas
leyes que los nimeros ordinarios.

Estas leyes son:

1+
2s
3+
4+

P+ =p+ D
m+(m+m)=(p+mp+m
k(P + P:) = kpy + kpa.
(k+1)p=kp+1p.

Es facil comprobar |la verdad de estas leyes mediante
las definiciones de adicién y multiplicacién de vectores.
Lo que signilican geométricamente estd sugerido por al-
gunos de los ejercicios siguientes:

EJERCICIOS

1. Si OP, + OP; = 0Q, hallar las coordenadas de Q
en cada uno de los sigulentes casos y establecer las
posiciones de P,, P, y Q en un diagrama:

a)
b)
<)
d)
e)

P
P
P
P,
Py

es (1, 4), P, es (—2, 3).
es (2, —1), P, es (—3, 1).
es (0, 3), P, es (0, —3).
es (—4,0), P,es (—1,0).
es (4, 5), P, es (—3, —2).

2. En cada parte del ejercicio 1 da las coordenadas
de Ry S si OR = 20P,, 08 =2 0OP,. Comprueba que
OR + 08 =20Q.

3. Supongamos que P, es (1, 2), P, es (—2, 1} y
P, es (— 3, —4).

a) Hallar Q si 0Q = OP, + OP, y construye su dia-
grama.

b) Hallar R sl 0Q + OP, =
mismo diagrama.

¢) Hallar S si OP;, + OP, = 08 y construye S en el
mismo diagrama.

d) Si OP, + 0S = OT, (doénde esta T?

4. Escribir las coordenadas de R en cada parte del
ejercicio 1 si OP, — OP, = OR y situar la posicién de
R en un diagrama.

5. Supongamos que A es (4, 0), Bes (2, 6) y OA +
+ OB = 20 C. Hallar las coordenadas de C y sitia C
en un diagrama. ;Dénde est4 C respecto a Ay B?

8. ¢Qué son p+q, P—q, 2p, 2p—34q, cuando

OR y construye R en el



5 3

3 y q=(o)?

p=

2 1

7. (Cual es el cuarto vértice del paralelogramo OABC
siAes (2, —-1)yCes (1,3)7?

8. Supongamos que O P QR es un paralelogramo (en
ese orden), Pes (—1,4) y Q es (2, 1). ;Db6nde esta R?

9. Un paralelogramo tiene un vértice en el origen,
otro vértice en (— 1, 3) y sus diagonales se cortan
en (1, 2). Hallar las coordenadas de sus otros dos vér-
tices.

10. PQRS es un paralelogramo; P es (—3, —2),
Qes (1,— 1), Ses (— 1, 5); {dbonde esta R?
IN.10. Vectores base

Anteriormente definimos una traslacién diciendo que
ésta implicaba un desplazamiento de 3 unidades al eje Ox,
combinado con un desplazamiento de — 2 unidades pa-
ralelo a Oy.

Estos desplazamientos son
efecto:

también traslaciones. En

23

(—2)=()+(—2)

Puede darse un paso mas:
)+ —=2(7)

3y 1

(—2) =2 (o

Los vectores (8 ) y (2 ) son desplazamientos de lon-
gitud unidad a lo largo de los ejes y cualquier vector

puede expresarse en funcién de ellos:

a\_ 1 0
(5)=2(c) +o(7)
cualesquiera que sean a y b. Por esta razén se les llama
vectores base y se les da nombre:

1) 0} =
()=t ¥ (9) =1
Luego cualquier vector:
a) _
(5] =at+oi

El vector de posicié\n del punto P con ordenadas (a, b)
puede escribirse:

(8)

OoP (o]

at + b}




La Matematica Moderna
en la Ensefanza Badsica

Por JACINTO MARTINEZ UGARTEMENDIA

Doctor en Ciencias Exactas

En estos momentos _asistimos a una renovacién
completa en 10¢. mémdos »fe ensefianza de las Mate-
miticas como . conlccucqcla de la transformacién

verdadergente copemicana de la sociedad y de las
ciencias togas. -y .-
Para at de la’ rueda agla méquina de vapor

transcurtieron miles de afios.!Para pasar del vapor
al motog -deexplositn hicieron falta unos setenta
y cinco ‘afios; para pasar del motor de explosion
ala turbma‘ ‘dJe reaccién badtaron veinticinco afios;
y para pasar-del jer al €ohete fueron suficientes
diez afios. Y cuando hace solamente unos doce afios
se comenzaba a hablar de la posibilidad de llegar
a la Luna, se ponia como meta el afio 2000. Pues
bien, ¢l hombre ha llegado ya a la Luna a mediados
del afio 1969. La sociedad y la ciencia actual se
adelantan a sus proyectos. Los descubrimientos se
suceden a un ritmo vertiginoso, en verdadera pro-
gresién geométrica.

Asi, ocurre que cuando nuestros nifios, dentro de
unos quince afios, terminada su carrera, vayan a
aplicar en el ejercicio de su profesién los conoci-
mientos que aprendieron en el colegio, resultard que
las ciencias habrin cambiado tan completamente en
dicho lapso de tiempo que précticamente lo que
aprendieron no les servird casi de nada. Lo que
contard entonces serdn las facultades de todo orden
que hayan desarrollado: si han aprendido a razo-
nar, a estudiar, a observar, a inventar.

Por tanto, al ensefiar las Matemiticas, mds que
hacer aprender muchos detalles interesa desarrollar
las facultades que mis interesardn al alumno el dia
de maiflana: observacién, imaginacién, adaptacion,
creacién e inventiva.
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DESARROLLAR EL INSTINTO
DE INVESTIGACION

Hay que colocar al nifio en la actitud de descu-
bridor, excitando su sentimiento de curiosidad y su
deseo de adivinacién, tan fuertes en él. No hay que
darle la doctrina hecha, sino sugerirle problemas quc
ha de resolver por si mismo.

El nifio siente una curiosidad innata, un inmenso
desco de aprender el porqué de las cosas, de hacer
por su cuenta hallazgos y descubrimientos. Es todo
un instinto de investigacion el que manifiesta al rom-
per los juguetes de movimiento para descubrir su
mecanismo.

Gracias a este instinto la Humanidad progresa.
Por eso hemos de¢ poner tanto empefio en cultivarlo
y desarrollarlo. Que no adquiera el nifio la falsa
ideca de que ya estd todo hecho en el campo de la
ciencia, sino, al contrario, que se dé cuenta de que
la mayor parte de las cosas estdn todavia por des-
cubrir.

Por consiguiente, el método a emplear consiste
en ofrecer series o cadenas de ejercicios o ejemplos
practicos, cortos y sencillos, cuyds soluciones estén
al alcance de los alumnos; de dificultad creciente,
y de tal modo enlazados que cada uno prepare el
siguiente. Nada de aplicar reglas dadas de ante-
mano. Que vaya descubriéndolas ¢l. Para ello gene-
ralmente no es suficiente proponerle una serie de
ejercicios, sino varias. Hoy ya ¢s un axioma que no
debemos enscdarle nada que no sea €t capaz de des-
cubrir y de saber el porqué se opcra asi.



ABUSO DEL MEMORISMO

Se ha abusado mucho, y se sigue abusando de-
masiado, del memorismo. No insistamos en que el
escolar enuncie a la perfeccion las reglas que ha
descubierto o las definiciones mds o menos abs-
tractas en que se basan. Quédese esto para un se-
gundo estadio, cuando su vocabulario y facilidad
de dicciéon se hayan desarrollado. De momento
nos contentamos con que conozca las cosas y sepa
nombrarlas. Nunca hemos de martirizarle exigi¢n-
dole definiciones cientificas y rigurosas, cuya nece-
sidad no es todavia capaz de comprender.

No queremos decir que no deba desarrollarse la
memoria. Es una facultad que también precisa cul-
tivo. Pero nunca empleando para ello las Matema-
ticas, a base de aprender de memoria cosas que no
se entienden.

ENSENANZA EXPERIMENTAL Y ACTIVA

Hasta ahora los libros que poniamos en manos de
los alumnos eran ni mds ni menos que los Elementos
de Euclides, un tanto modificados. Y este libro, con
sus construcciones tan maravillosas para las personas
mayores, resulta totalmente indigesto para los peque-
fos escolares. No hay que tener mucho sentido pe-
dagogico para comprobar desde el primer instante
que a ellos no les dice nada tanta cadena de razona-
mientos, teoremas, hipdtesis y escolios.

La ley biogenética nos dice que el desarrollo del
individuo reproduce en pequeiio el desarrollo de la
especie. Existe una notable semejanza entre el des-
arrollo de la facultad de raciocinio en los nifos y
en la humanidad. Esta pasé por un primer periodo
de acumulacién de materiales obtenidos por la ob-
servacion de la naturaleza, periodo que podriamos
lamar experimental. Sigue otro periodo de clasifi-
cacion de dichos materiales. S6lo cuando estd muy
adelantada la ciencia entra en la fase deductiva y
racional, en la que sentados determinados princi-
pios o postulados todo lo demds se deduce por silo-
gismos.

Aunque esta forma de exposicion es evidentemen-
te mds elegante y perfecta, serfa un gravisimo error
pedagégico el emplearla con escolares de enseiianza
bdsica. Porque su espiritu febe pasar primero por
la fase experimental de manejo de materiales, de
observacion y clasificacion de los mismos. Sélo en
los cursos superiores se planteara la neesidad de la
deduccion logica.

Hay que comenzar, pues, por una fase experi-
mental de manejo y observacion de figuras. Todo
ello a base de accidén, mediante un material muy
sencillo, al alcance de cualquier fortuna: simples
cuartillas, hojas de cuaderno, forros de los mismos,
tiras de papel, regletas de los nimeros en color, hoy
que éstas se van introduciendo en los colegios para
el aprendizaje del cdlculo.
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Hoy se siente la necesidad de una diddetica acti-
va. Y aqui radica la mayor fuerza formativa de las
Matematicas: en que con mucho mayor facilidad
que en otras ciencias se¢ puede lograr el ideal de
convertir la clase en un taller, en el que todos estén
trabajando bajo la direccién del profesor, con un
material facil de adquirir.

LA MATEMATICA MODERNA

Se basa principalmente en la teoria de conjuntos,
iniciada por el matemidtico alemén Cantor, a la
que al principio se le concedié poca importancia,
pero que poco a poco se vio que estaba a la base
de todo en las Matemdticas. Asi, el concepto de nu-
mero, fundamental en la Aritmética, no es una cua-
lidad de los objetos, sino de los conjuntos. Podemos
hablar de balén redondo, pero no de casa tres, sino
de tres casas, refiriéndonos a un conjunto de tres
casas. Andlogamente, el concepto de funcion, base
del cdlculo infinitesimal, diferencial e integral, no es
otra cosa que una correspondencia entre conjuntos.
Y lo mismo digamos de la nocién de transformacion
egeométrica, base de la Geometria moderna.

La teoria de conjuntos viene, en primer lugar,
a llenar un vacio que existia en la diddctica antigua:
se ponen unos cimientos firmes y sélidos al edificio
de la ciencia Matematica. Los resultados a que se
llega son los mismos que anteriormente, pero Que-
dan mejor fundamentados y expuestos de modo mds
claro, sin lagunas ni saltos en el vacio, como ocurria
a veces en la Matematica clasica.

En segundo lugar, la ensefanza resulta ahora mds
concreta y, por tanto, mis asequible para los peque-
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flos escolares, Durante los dos primeros meses del
curso el alumno se dedica a estudiar los conjuntos
en vez de comenzar, como anteriormente, por los
nimeros, que son entes abstractos que nuestra mente
clabora, como consecuencia de la comparacion de
los conjuntos que diariamente manejamos. Pues bien,
el nifio estd acostumbrado a hacer colecciones de cro-
mos, de canicas, etc. El estudio de los conjuntos re-
sulta para él la cosa mas natural del mundo. Des-
pués de lo cual ya podemos abordar el manejo de
los nimeros, con garantias de que no resulten inin-
teligibles para las tiernas inteligencias infantiles.

Dados algunos principios generales, pasemos a
considerar unos cuantos problemas especificos de la
diddctica de las Matemdticas en cada uno de los
cursos de la Ensefianza béasica:

PRIMER CURSO

El nifio debe captar la nocién de CONJUNTO como
coleccién de objetos. Mds tarde deducird €l con-
cepto de ndmero al tratar de comparar los conjun-
tos y de establecer entre ellos CORRESPONDENCIAS
BIUNfvOCAS, que al nivel del alumno podemos de-
nominar CORRESPONDENCIAS UNO A UNQ: esto es,
aquellas correspondencias en que a cada elemen-
to del primer conjunto le corresponde uno y sélo uno
en el segundo, y a cada elemento del segundo con-
junto, le corresponde uno y sélo uno en el primero.

Efectivamente, la idea abstracta de nimero surge
en el espiritu humano al considerar la analogia o pa-
recido que existe entre los conjuntos que se pueden
poner en correspondencia biunivoca, y este parecido
lo expresamos diciendo que dichos conjuntos tienen
el mismo niimero de elementos. En esta frase estd
contenida, en realidad, la definicién de nimero na-
tural.

Evidentemente, no pretendemos que a esta edad
capte el escolar todo el profundo significado de la
nocién de niimero, pero si intentamos ponerle en el
verdadero camino para que poco a poco vaya enten-
diéndolo. Deberad ser la profesora quien haga notar
a los alumnos que los conjuntos que van apareciendo
se pueden o no poner en correspondencia biunivoca,
lo que se representa por las flechas que los nifios han
de trazar de los objetos del primer conjunto al se-
gundo, y de los de éste a los de aquél.

El método que hay que aplicar para ensefiar las ta-
blas de sumar y de multiplicar ha de ser eminente-
mente operacional y activo, El antiguo método de
aprenderlas canturreando, sin comprender absoluta-
mente nada de lo que se dice, ha debido quedar
desterrado hace ya mucho tiempo. Dado que el sis-
tema de los NOMEROS EN COLOR se estd difundiendo
cada vez mas, conviene emplearlo decididamente u
otro parecido. Es el propio nifio. manejando el mate-
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rial, e intentando responder a las preguntas que le
hace la maestra, el que debe descubrir los resulta-
dos de las operaciones que se le plantean. El memo-
rizar dichos resultados seri objeto de un trabajo
lento de resolucién de problemas utilizando las re-
gletas u otro material an4logo, sin perjuicio de que
al final del curso se realice una labor mdis intensa
de memorizacién, una vez que se haya comprendido
perfectamente su significado.

La experiencia ha demostrado la rapidez y segu-
ridad sorprendente de cdlculo que los nifios adquie-
ren por este método. Evidentemente, esto no quiere
decir que las regletas constituyan algo asi como la
panacea universal, ni que convenga aplicarlo a todas
las cuestiones. Hay que reducir a sus exactos limites
los méritos del sistema, que son los que en educacion
se asignan a todo medio o instrumento de primer
orden puesto al servicio del educador, pere que en
ningdn caso puede sustituir al educador mismo.

El material que empleemos no ha de ser meramen-
te comprobatorio con el que tratamos de que se con-
venza de las verdades que previamente le hemos
ensefiado, sino que hemos de lograr que mediante
su manejo descubra dichas verdades. Siempre hemos
de colocar al alumno en la actitud de descubridor
que piensa y busca.

La did4ctica tradicional ensefiaba los mecanismos
de las operaciones mateméticas mediante hdbitos es-
tereotipados a partir de esquemas aprendidos mec4-
nicamente. Posteriormente, el recurso diddctico con-
sistié en hacer imaginar, sin que el nifio viera o ac-
tuara. La diddctica operatoria y activa que hoy se
emplea consiste, por el contrario, en hacer actuar
y manipular al mismo alumno, d4dndole la posibilidad
de realizar a su gusto operaciones de composicién,
descomposicién, traslado o transformacién.

El nifio ejecuta sobre material concreto lo que
luego interiorizard, siendo de notar que si en un
principio necesita el soporte de lo real y concreto,
posteriormente prescinde con toda facilidad de la
realizacién material del acto, pues ya es capaz de
hacerlo interiormente.

SEGUNDO CURSO

Comienzan a estudiarse las propiedades de las
operaciones. Esto no se hace para fastidiar a los
escolares, sino porque son verdaderamente impor-
tantes e indispensables para poder manejar los
niimeros sin equivocarse y ddndose cuenta de lo
que se hace. En este sentido, las propiedades de
las operaciones son como las reglas de un juego,
sin las cuales no se puede jugar. Mds que el saber
operar interesa que el nifio sepa por qué se opera
asf, y esto se logra mediante las propiedades descu-
biertas por el propio alumno.



Cada vez se extienden mds las méaquinas de calcu-
lar, los cerebros electrénicos, computadoras, etc, En
otro tiempo en todas las empresas necesitaban hom-
bres que supieran ejecutar rapidamente y con gran
seguridad sumas y mds sumas, lo mismo que mul-
tiplicaciones y divisiones. Hoy cada vez interesa me-
nos hacer de nuestros alumnos grandes calculistas,
porque hasta la empresa mds modesta tiene sus ma-
quinas de calcular, que lo hacen mucho mds ripi-
damente y sin equivocaciones. Por eso, sin desdenar
el que el nifio calcule rdpida y seguramente, interesa
mds desarrollar en €l aquello en que el hombre es
superior a la mdquina, que es la inteligencia y la
creatividad.

Importa dar a los escolares idcas claras sobre los
conceptos de las operaciones. Muchas veces si al

ponerle un problema no sabe si hay que restar, mul-
tiplicar o dividir, se debe a que no sabe exactamente
lo que es restar, lo que es sumar o lo que es multi-
plicar, aunque scpa muy bien dar sus definiciones,
como un perfecto papagayo.

Asi hay que hacerle distinguir bien claramente
entre lo que es sumar conjuntos, que es simplemente
juntarlos para formar un solo conjunto, y lo que es
sumar numeros, €l 5 y el 8 por ejemplo, que es
hallar el cardinal del conjunto C que resulta al sumar
un conjunto A, de cinco elementos, y otro B, de ocho
clementos. Por tanto, adicion de los nimeros 5 y 8.
llamados sumandos, es una regla que nos permite
obtener un tercer nimero, 13, llamado swma, me-
diante los siguientes pasos:

A |

o, , ;.
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1.* Formar un conjunto A, de cinco elementos,
sean cinco papelitos o cinco tizas, y un con-
junto B, de ocho elementos.

2.° Sumar los dos conjuntos A y B para formar
un solo conjunto C = A + B.

3° Hallar el numero de elementos de C, que
¢s 13; éste es la suma de 5y 8.

Importa sobremanera llevar de frente la adicidn
y la sustraccién. Asi, restar los dos nimeros 7 y 4,
llamados minuendo y sustraendo, respectivamente, es
hallar un tercer nimero, 3, lamado diferencia, que
sumado con el sustraendo nos da el minuendo.

7 —4 =3, significa que 3+4=7

Pero de la igualdad 3 + 4 =7, (no podriamos
deducir otra igualdad de restar distinta de la ante-
rior?

Si, es la siguiente: 7-—3 = 4. Esto quiere decir
que las tres igualdades:

7-4=3 ; 3+4=7 ; 7-3=4

son equivalentes, lo que quiere decir que se deducen
una de otra: si una es cierta, lo son también las
otras dos, y si una es falsa, lo son igualmente las
otras dos.

No interesa en modo alguno que el nifio sepa dar
como un papagayo la definicién de sustraccién. Pero,
en cambio, es del mayor interés que sepa escribir las
igualdades anteriores o equivalencias fundamentales
de la sustraccién. Dada una cualquiera de ellas, debe
saber escribir inmediatamente las otras dos. Cuando
sepa hacer esto, estaremos seguros de que entiende
el concepto de sustraccién.

La multiplicacién debe presentarse como suma
de sumandos iguales. El nifio se ejercitard en una
doble serie de ejercicios: primero se le dardn adi-
ciones de sumandos iguales, que tendrd que reempla-
zar por multiplicaciones, indicando en cada caso cuél
es el multiplicando, cudl el mudtiplicador y cul es
el producto; en segundo lugar, se le dardn las mul-
tiplicaciones y deberd sustituirlas por adiciones de
sumandos iguales. En seguida se planteardn proble-
mas sencillos de multiplicar y se invitard al nifio a
que invente é| otros.

Lo mismo que respecto de la adicién y sustraccion,
debe llevarse de frente la multiplicacién y divisidn.
El escolar debe darse cuenta que dividir 12 entre 4
es hallar un tercer nimero, 3, que multiplicado por 4
dé 12. O sea, de

12=3x4

deducimos que
12:3=4 ; 12:4=3

Estas tres igualdades son equivalentes, esto es, que
se deducen una de otra: si una es cierta, lo son

igualmente las otras dos, y si una es falsa, lo
son igualmente las otras dos.

Con variados ejemplos, el alumno debe llegar a es-
cribir dos de las equivalencias fundamentales dada
la tercera. Asi estarcmos seguros de que ha llegado
a comprender el concepto de divisién, aunque no sepa
dar su definicién.

TERCER CURSO

La ensefianza de la Geometria en estos prime-
ros cursos de ensefianza primaria ha de ser emi-
nentemente operacional y activa. La idea de plano
se consigue a partir de una cuartilla colocada so-
bre la mesa, con objeto de darle rigidez, que es
una de las caracteristicas del plano. Ademds es ne-
cesario establecer la idea de infinitud del plano;
para ello se hace observar al alumno que se puede
prolongar el plano tanto como se desee pegando
unas cuartilias a otras. Conviene insistir suficiente-
mente sobre estas dos caracteristicas del plano, ha-
ciendo ver que llamamos plano a un papel colocado
sobre la mesa, pero no al mismo papel curvado, y que
se puede prolongar en todas direcciones. Por consi-
guiente, la hoja de papel serd en lo sucesivo una
materializacién del plano,

La recta se presenta como un doblez hecho en el
papel. Se comenzard por invitar a los alumnos a que
efectien varios dobleces en el papel y proponerles
que les pongan nombre para distinguir unos de otros.
Debe convencerse al alumno de la infinitud de la
recta, como consecuencia de la del plano.

Obsérvese que los conceptos de recta y plano son
primarios, esto es, no pueden definirse, o sea, des-
componerse en otros conceptos mds sencillos, porque
son los mds sencillos que existen en nuestra mente.
Basta evocar la imagen que los recuerde y que ya
existe en la mente humana. En particular, serfa un
absurdo pretender definir la recta como el conjunto
de puntos situados en la misma direccidn, pues el
concepto de direccién es méds complejo que el de
recta, y definir una cosa es descomponerla en otros
conceptos mds sencillos y ya definidos anteriormente.
El concepto de direccién se deduce del de recta y no
al revés. Direccidn es la clase de rectas paralelas
entre si. A veces se presenta la recta como un hilo
tenso entre dos puntos. Esto estd bien, pero tiene
sus peligros. Por ejemplo, los hilos de l1a luz, de
telégrafos, efc., tendidos entre dos postes, aunque
estén bien tensos, forman una curva llamada cate-
naria. Lo mis cientffico y exacto es presentar la
recta como un doblez dado en un papel.

De un modo parecido se presentan los conceptos
de semiplano, semirrecta, segmento rectilineo, lineas
poligonales, siempre a base de un material sencillo,



formados por simples cuartillas u hojas de cua-
derno.

El nifio ha de entender claramente que medida de
un segmento es un nimero, el nimero por el que
hay que multiplicar la unidad para que nos dé dicho
segmento. Que multiplicar un segmento por un niu-
mero natural es repetirlo como sumando tantas veces
como lo indica dicho nimero. Que llamamos longi-
tud de un segmento al numero que expresa su me-
dida seguido del nombre de la unidad empleada.

Si los nifios estdn habituados al uso de las regle-
tas de los nimeros en color, les haremos observar
que la regleta blanca tiene 1 cm. de longitud; la
roja, 2 cm.; la verde claro, 3 ¢m,, etc., y la naranja,
10 ¢cm., o sea, 1 dm.

Pasamos de lo conocido, la regleta naranja, a lo
desconocido, el decimetro. No serd dificil conseguir
que todos los nifios tengan una regla graduada o
doble decimetro, mediante el cual puedan medir la
longitud de los objetos. También se calculard a ojo
lo largo y lo ancho de un campo y luego se medirdn
efectivamente con el metro.

A falta de metro, ensefiaremos al nifio a medir
longitudes a pasos, a palmos o con cualquier otra
unidad, por ejemplo. con cuadernos. Un cuaderno
mide aproximadamente 2 dm. de longitud. Si que-
remos medir la longitud de la clase, haremos que
vayan colocando los cuadernos uno a continuacién
de otro hasta cubrir toda la longitud buscada. Cada
cinco cuadernos hacen un metro. Y si no disponemos
mds que de un cuaderno, ;cémo hariamos? Harfa-
mos una sefial con tiza en el extremo del cuaderno
y lo colocarfamos de nuevo a continuacién de dicha
sefial, etc.

Hay que insistir en que la distancia entre dos pun-
tos no es un segmento, sino un ndimero, el nimero
que mide la longitud del segmento, que tiene por
extremos dichos puntos,

Ha de cuidarse mucho para dar de un modo ex-
perimental la definicién de dngulo, como conjunto
de semirrectds de mismo origen. La construccidn de
dngulos rectos mediante doblado de papel ha de ser
una operacién enteramente familiar al alumno. La
importancia del dngulo recto proviene de que es la
unidad natural de 4angulos.

En la medida de segmentos no hay ninguna unidad
natural. El metro es una unidad que se toma arbi-
trariamente como la diezmillonésima parte del cua-
drante del meridiano terrestre. El metro patrén ha
de guardarse cuidadosamente en las Oficinas de
Pesas y Medidas, para que no se altere. No es ficil
la comprobacién de la exactitud de un metro de los
corrientemente empleados. En cambio, en los dngulos
hay una unidad natural: el dngulo recto. Cualquier
nifio puede construirlo con un sencillo doblez en una
cuartilla y con toda exactitud y precisién. No se ne-
cesita conservarlo en ninguna Oficina.
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También ha de insistirse mucho en el trazado de
rectas perpendiculares a una recta dada, ya por do-
blado, ya mediante la escuadra. Ha de cuidarse de
colocar en posiciones muy variadas las rectas a las
cuales ha de trazar perpendiculares. Igualmente, el
punto desde el que ha de trazar la perpendicular,
unas veces ha de tomarse en la recta dada; otras,
fuera de dicha recta.

CUARTO CURSO

En este curso se profundiza el estudio de los nu-
meros decimales, tan corrientes en la vida préc-
tica, tan \tiles, por otra parte, para dar a los ninos
la idea de aproximacién. Asi, por ejemplo, se les
hard ver que si se trata de medir la distancia en-
tre la tierra y la luna basta usar como unidad los
1.000 km., y asi, decimos que dicha distancia es
de 380.000 km. Sirt  embargo, si se trata de medir
la longitud de una tela conviene apreciar hasta los
centimetros, ya que si el valor del metro de tela es
de 400 pesetas, cada centimetro valdra cuatro pesetas.

Convendrd proponer multitud de ejemplos andlo-
gos y significativos, con los cuales el alumno llegue
a comprender que la mayor o menor aproximacién
en cada caso no es debida al capricho, sino a la
naturaleza de la cuestion de que se trate.

Si se trata de hallar la anchura de una habitacién
basta dar una aproximacién de centimetros; pero si
se tratara del espesor de yeso que el albanil ha de
poner a la pared, quizd no fuera suficiente la de mi-
limetros. Es importante que el escolar adquiera la
nocién de los decimales que serdn necesarios en
cada caso.

La introduccion de los decimales ha de hacerse
de un modo gradual y progresivo, comenzando por
las décimas, siguiendo por las centésimas, milési-
mas, etc. No por introducir de golpe muchas ideas
hemos adelantado mds. Al contrario, puede ocurrir
que ello sélo sirva para confundir y desorientar al
escolar., Los submultiplos del metro, que el nifio ya
conoce, serdn un auxiliar poderoso para lograr la
perfecta comprensién de los nimeros decimales. Tam-
bién pueden servirnos para entender ¢l modo de
operar con los mismos, de forma que sea el mismo
nifio quien descubra la regla a emplear. Si se trata,
por ejemplo, de la multiplicacién, han de proponér-
sele varios ejercicios en que se trate de hallar el drea
de una figura rectangular, cuyas dimensiones vienen
dadas por nimeros decimales. No sabiendo multiphi-
car éstos, pero si los nimeros enteros, se les invita
a transformar los metros en centimetros, operar con
éstos y a continuacién transformar los centimetros
cuadrados en metros cuadrados. El nifio constata
asi que el producto tiene tantas cifras decimales
como hay en el multiplicando y multiplicador.



La nocidn de fraccion y las operaciones con las
mismas se hacen facilmente accesibles al alumno me-
diante el empleo de las regletas de los niimeros en
color. Constituye ¢éste un método con el que se ob-
tienen resultados sorprendentes.

Cada fraccion se considera como un operador,
que actia sobre las cantidades o nuimeros. Asi, de
4 =2 x 2, deducimos que 2 = 1/2 X 4.

El nifio debe acostumbrarse a que “wn medio de
4 se escribe 1/2 X 4. La expresiéon “1/2 de” es el
operador fraccién, es decir, el operador que hace
sustituir 4 por 2.

Hay que hacer también ejemplos en que las frac-
ciones actien sobte cantidades, como segmentos,
circulos, pasteles, naranjas, etc. Después de estos
ejercicios el nifio estd preparado para adquirir la
nocién de fraccién como par de nimeros enteros
dados en un orden determinado.

QUINTO CURSO

La representacién de los conjuntos mediante dia-
gramas es de relevante interés. En primer lugar,
porque el diagrama es fdcilmente inteligible, como
estilizacién de un conjunto de objetos cualesquie-
ra; luegd, porque una vez acostumbrados a su ma-
nejo, permiten estudiar las propiedades y opera-
ciones entre conjuntos con gran calidad “visual”;
finalmente, suponen ya una introduccién al aspec-
to geométrico de la teoria de conjuntos, cuya im-
portancia quedard patente en el estudio de la Geo-
metria.

El diagrama lineal es un recurso soberanamente
fecundo para dar una imagen intuitiva de un con-
junto ordenado. Se usard en adelante con frecuencia
para hacer comprender a los nifios las propiedades
de los conjuntos ordenados de ntimeros naturales.

Aparte de que lo concreto entusiasma al nifio y
de que ¢l dibujo suministra pdbulo excelente a su
actividad desbordante, esta representacién l¢ ayuda-
rd a comprender mds adelante la ordenacion de les
conjuntos y, en particular, de los niimeros naturales.
Asi vamos preparando en su mente el concepto de
niimero ordinal.

En este curso debe profundizarse en el estudio de
las figuras geométricas del plano, comenzando por
los tridngulos. Primeramente mediante doblado de
papel, después mediante la escuadra, debe construir
las tres alturas de un tridngulo. Que compruebe que
en todos los casos las tres concurren en un punto
u ortocentro.

Por doblado hallara el alumno el punto medio de
cada lado del tridngulo. En seguida trazard las me-
dianas con la regla, uniendo cada punto medio con
el vértice opuesto. Comprobard que en todos los
casos las tres medianas concurren en el baricentro.
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Comprobard también que éste estd a dos tercios del
vértice y un tercio de la base.

La construcciéon de las mediatrices de un tridngu-
lo por doblado resulta sumamente sencilla, por lo
que no es necesario aqui que utilice la regla o la
escuadra. Aplicard la construccién a varios tridn-
gulos y hallard que siempre concurren en el circun-
centro, Uniendo éste con los tres vértices, verd que
los tres segmentos son iguales, por lo que el circun-
centro es el centro de la circunferencia circunscrita
al tridngulo.

La construccién de las bisectrices de un tridngu-
lo por doblado resulta también sumamente sencilla.
Determinard el incentro y trazard desde él las per-
pendiculares a los lados, comprobando que los tres
segmentos de perpendicular son iguales, por lo que
el incentro es el centro de la circunferencia inscrita
al tridngulo.

De un modo andlogo, completamente experimen-
tal y activo, ha de realizarse el estudio de las res-
tantes figuras geométricas: cuadrildteros, paralelo-
gramos, trapecios. circulos, poligonos, etc.

SEXTO CURSO

Introduciéndolos a base de elementos materiales,
como cartdn, regletas, papeles, dibujo, etc., la ex-
periencia ha indicado que los muchachos a esta
edad son capaces de captar o, por lo menos, atis-
bar los conceptos de grupo y semigrupo, sinénimos
del de magnirud, al que hasta ahora nos referfamos
sin saber exactamente de qué estibamos hablando.

En la ensefianza de las Matemadticas se ha venido
cometiendo el error de medir las magnitudes antes
de conocerlas, con lo que se llegaba a una peticién
de principio o circulo vicioso, en virtud del cual se
producfa una desorientacién mayidscula en la mente
de los pequefios escolares, que, por milagro, y siem-
pre a trompicones, podian entender lo que les ex-
plicibamos. Hay que establecer, pues, netamente la
distincién entre la magnitud y su medida.

El trazado de diagramas ayudard mucho a estu-
diar de un modo intuitivo las propiedades de las
relaciones binarias en un conjunto, y en especial las
de las relaciones de equivalencia, tan corrientes en
la vida diaria y de tanta importancia en las Mate-
méticas. Han de darse muchos ejemplos de relacio-
nes de equivalencia, haciendo aplicacién de las mis-
mas al concepto de niimero natural. A esta edad el
alumno puede adquirir una idea bastante clara del
concepto de numero natural como clase de equiva-
lencia. Ha de comprender que los nimeros son siem-
pre abstractos: no existen mis que en nuestra men-
te. Es un absurdo hablar de mimeros concretos.
Hemos de cuidar para que los nifios no confundan el
concepto de nimero con el sfmbolo que lo repre-



senta. Este ha variado a lo largo de la historia. En
cambio, el concepto de nimero es el mismo desde
los comienzos de la humanidad. Tampoco ha de
confundir el mimero con los conjuntos de cuya com-
paracién surge el mismo. En este curso se introduce
también el concepto de numero entero, como par
ordenado de nimeros naturales. Se les hace ver que
el resultado de un partido, ¢l balance de una em-
presa, la variaciéon de una temperatura, etc., s¢ pue-
den expresar mediante un par de nimeros naturales,
y que éste es un representante de un nuevo ente, al
que llamamos nimero entero.

Se hard aplicacion de lo anterior a los conjuntos
de doble sentido o magnitudes vectoriales, haciendo
ver que su medida viene dada por mimeros enteros.
También se hablard de los sentidos de una recta
orientada o eje, explicando la correspondencia entre
los puntos de la misma y los nimeros enteros.

A base de ejemplos deben introducirse también
las operaciones con numeros enteros, insistiendo en
que las definiciones que se introducen no son arbi-
trarias, sino que cumplen el principio de permanencia
de leyes formales.

En este curso se hace también un estudio descrip-
tivo de los cuerpos mds corrientes de la Geometria
del espacio y de sus aplicaciones mds usuales, al
mismo tiempo que una determinaciéon empirica y
puramente experimental de sus vohimenes. Se hallan
igualmente las férmulas de sus 4reas laterales y to-
tales, por ser datos que hay que manejar con fre-
cuencia en el quehacer diario. Todos estos cuerpos
debe construirlos el alumno a base de cartulina y
papel celofdn. Con ellos en la mano descubrird sus
elementos y observarq sus caracterfsticas. Conven-
dra que los construya con plastilina siempre que
tenga que hacer determinadas secciones en los mis-
mos y estudiar sus propiedades.

SEPTIMO CURSO

Estudiados los mimeros naturales hasta el sexto
curso y los mimeros enteros en el curso anterior,
es ahora el momento de considerar de un modo
detenido y profundo los nimeros racionales, como
pares ordenados de mimeros enteros. El primer ele-
mento del par lo llamamos numerador, y al segun-
do, denominador. Hay que desarrollar esta teoria
con gran extensién y abundancia de ejemplos, ya
que es fundamental que los alumnos distingan cla-
ramente entre nlimeros naturales, mimeros enteros
y niimeros racionales,

Los tres cursos, el estudio detenido de las propie-
dades de las operaciones con los nidmeros de que
se trate, ha de llevar a la resolucién de ecuaciones
con un campo cada vez mds ampliado. En este curso
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hay que realizar un tratamiento mds exhaustivo y
profundo de dichas ecuaciones, utilizando ya las pro-
piedades del campo de los nimeros racionales.

La resolucién de ecuaciones es un punto a me-
nudo descuidado y que, sin embargo, tiene una im-
portancia considerable y una aplicacién constante en
toda clase de problemas, por lo que debiera ya ini-
ciarse decididamente desde el sexto curso. Los pro-
blemas de célculo comercial, mezclas, aleaciones,
repartimientos proporcionales, etc., no son, en rea-
lidad, mds que meras aplicaciones de la ecuacion
lineal o de primer grado, y como tales deben estu-
diarse. Incluso la regla de tres simple y compuesta
se reduce a una ecuacién de primer grado.

En el estudio de la proporcionalidad y semejanza
se cafa frecuentemente en un circulo vicioso o peti-
cién de principio, que consistia en demostrar el teo-
rema de Tales basindose en la teoria de la medida
de segmentos, que, a su vez, se basa en el teorema de
Tales y en la teorfa de los mimeros reales, que no se
estudian hasta mucho m4s adelante. Deben cuidarse
estos puntos para no desorientar a los alumnos con
demostraciones incorrectas o falsas.

Toda la teorfa de la proporcionalidad y semejan-
za debe desarrollarse de un modo experimental, a
base del trazado de paralelas con regla y escuadra,
realizando todas las construcciones necesarias para
la demostracién de las propiedades de las propor-
ciones.

OCTAVO CURSO

En el estudio del Algebra, y puesto que el alum-
no maneja ya la nocién de aplicacién o funcién
uniforme, hay que hacer una distincién clara entre
los conceptos de polinomio con una indeterminada
y de funcién polinomio, entendida como aplicacién
entre conjuntos de numeros, y en que la letra x
designa una variable, esto es, cualquiera de los
elementos de un conjunto de ndmeros. Con ello
se elimina la expresién valor numérico de un poli-
nomio, que venfa utilizAndose hasta ahora. Hay
que insistir en las propiedades de los polinomios
hasta llegar a demostrar su estructura de anillo
conmutativo. El célculo con radicales ha de redu-
cirse a aquellos teoremas que son indispensables
para el manejo de las raices de la ecuacién de se-
gundo grado.

Deben darse en este curso unas nociones de Esta-
distica, procurando que sean muy claras y précticas.

La Geometrfa del espacio ha de estudiarse de un
modo e¢minentemente intuitivo y experimental, evi-
tando la demostracién de teoremas, que la experien-
cia demuestra que son sumamente farragesos y abs-
tractos.



La Teoria de conjuntos

En el desarrolio de la Historia el hombre ha ido dia
a dia perfeccionandose. La ciencia y la técnica han
avanzado grandemente, llegando a extremos insospecha-
dos. Pero hoy dia tanto una como otra necesitan de la
base matematica; es, por tanto, muy importante instruir
al nifio en esta disciplina desde que comienza su forma-
cién, que en un futuro no lejano seran las matematicas
util indispensable de su trabajo. Es por esto por lo que
nadie que se dedique a la ensefianza debe permanecer
al margen del nuevo enfoque de esta ciencia, es decir,
de la llamada Matematica Moderna, que pronto pasara
a ser antigua.

L.a Matematica Moderna se usa hoy en todas las cien-
cias y la llamada “Teoria de conjuntos” se considera
como su nacimiento u origen. Dicha Teorfa fue descu-
bierta por George Cantor, un ruso de nacimiento, que
curs6 sus estudios en varias Universidades alemanas. Sus
estudios sobre la Teorla de conjuntos los inicié hacia
el 1879.

Conjunto es sinénimo de coleccién; la idea de con-
junto es intuitiva en la mente del nifio, numerosas pala-
bras de uso corriente indican conjuntos. Verbigracia, gru-
po, equipo, tribu, regimiento, sociedad, etc.

Sin embargo, hay dos maneras de determinar un mis-
mo conjunto:

a) Enumerando todos y cada uno de jos elementos
que forman parte del conjunto.

b) Diciendo una propiedad que posean todos los ele-
mentos y sélo ellos.

Ejemplo: a) a, e, i, 0, u (extensién), b) vocales (com-
prensién).

Pasar lista en una clase es definir el conjunto de los
alumnos por EXTENSION. Si digo numeros impares me-
nores de 13, defino un conjunto por COMPRENSION.

DIAGRAMAS

Para representar los conjuntos que se van a manejar,
p :ede hacerse de dos maneras:

a) Diagramas de Venn.

b) Diagramas de llaves.

Por DIEGO GUTIERREZ GONZALEZ

Veamos en qué consiste cada uno: Supongamos que
hemos formado un conjunto con los objetos que tenemos
al alcance, por ejemplo, un lapiz, una pluma, la cartera.
Tenemos que representar este conjunto. En principio, el
nino comenzara dibujando los objetos, pero posterior-
mente representard cada objeto con una letra o un nume-
ro. Por ejemplo, en el conjunto anterior designaremos la
goma por g, el lapiz por /, la pluma por p y la cartera
por c.

Para expresar que el conjunto antes citado esta torma-
do solamente por los objetos enumerados anteriormentse,
se escriben dentro de un recinto cerrado asi:

Cada punto representa un objeto. Este es el llamado
diagrama de Venn.

O bien, encerrar los elementos entre dos llaves, sepa-
rados por comas, asi:

A= {lg,c p} diagrama de llaves



ELEMENTOS. SIGNOS DE PERTENENCIA

Para designar los conjuntos empleamos, en general,
letras mayusculas; asl, en e! ejemplo anterior, A designa
el conjunto antes citado.

Los objetos que componen o forman el conjunto se
denominan “elementos del conjunto”. Y en lugar de decir
que un objeto es “ELEMENTOS DEL CONJUNTO", se dice
que pertenece a este conjunto. Asf, en la figura 1, esta
goma pertenece al conjunto A. Ahora bien, si pertenece
a A, escribimos:

g€ A

En caso contrario, escribiriamos:

agA

Los signos y son los de pertenencia. El primero, el
de afirmacién, y el segundo, la negacion.

Ejemplo:

En este conjunto podemos escribir: s¢B. veByagB,
que se leen: s y v; son elementos del conjunto B o per-
tenecen a B y a no pertenece a B.

Es decir, entre un elemento y un conjunto sélo se pue-
de dar una de estas dos situaciones:

a) El elemento pertenece al conjunto.

b) El elemento no pertenece.

Sea x un objeto cualquiera y A un conjunto. O bien,
x g€ Aoxg A

SUBCONJUNTO

Toda parte de un conjunto forma un subconjunto de
aquél!, es decir:

Si los elementos de un conjunto A estin también en el
conjunto B, se dice “A es subconjunto de B" y se es-
cribe; A B. A esta contenido o incluido en B o bien A
es subconjunto de B.

Ejemplo:

Vv

V c A siendo: A = vocales

= abecedario

Ahora bien, dado un conjunto podemos formar todos
los subconjuntos de él que tengan un solo elemanto;
a estos conjuntos se les denominan unitarios. O bien los
subconjuntos de dos elementos: binarios. De tres: terna-
rios, etc.

Ejemplo:
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Subconjuntos:
Unitarios: t 1} tul vz}
Binarios: ' lbul 1.z} u,z!

Ternarios: {1, u,z}.

Puede ocurrir que al buscar un subconjunto no encon-
tremos ningln elemento.

Por ejemplo: En una clase podemos buscar el subcon-
Junto de los nifios que lleven gorra y puede ocurrir que
ningan nifio tenga gorra. ;Cémo expresar esta situacién?
£s ldégico que la expresemos. En este caso se dice que
el subconjunto de los que tienen gorra estd vacio y se
tepresenta por la letra finlandesa: (.

OPERACIONES CON CONJUNTOS

Unién( U ) interseccion ( n)y diferencia (—).
Sean los conjuntos siguientes:

A=t{ab,cd}

B=1{aeioul

Puestos en diagramas de Venn:

....--u.....

o
o

o o
., l'«‘-"‘

Este diagrama nos sugiere tres nuevos conjuntos:

a) La unién o reunién A {J B, formada por todos los

alementos que pertenecen, al menos, a uno de los con-

juntos:

AUB{e b, daeiouli
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b} La intersecciéon Ana, tformada por los elementos
que pertenecen, a la vez, al conjunto A y al conjunto B:

ANB=1!al

¢) La diferencia A — B, formada por los elementos
de A que no pertenecen a B:

A—B={b,cd}

Ejemplo: en e! diagrama de Venn siguiente.

A

Vamos a ir rayando cada uno de los conjuntos citados
anteriormente.




Otro ejemplo: sean r y r' dos rectas secantes:

rir =P

Si r y r son paralelas:

rnr =

&
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Cuando al buscar la interseccion de dos conjuntos uti-
lizamos el conjunio vacio, ambos conjuntos se denomi-
nan DISJUNTOS.

Las rectas paralelas son dos conjuntos disjuntos.
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La enseiianza de la
en cualquier base

Para lograr que los nifios comprendan los sistemas
de numeracién en base distinta de la decimal, pre-
parémonos el siguiente material:

Conjunto de piedrecitas, garbanzos o judias, ete.

Papeles de distintos colores: rojo. azul, verde y
negro.

Colocamos el conjunto de garbanzos, por ejemplo,
sobre la mesa. Dividimos el papel rojo en unos cuan-
tos trocites, capaces para envolver con cada uno
un garbanzo. Envolvemos cada garbanzo con un tro-
cito de este papel rojo. Vamos a contar los elemen-
tos de este conjunto en base 4. Para ello hacemos
montoncitos de 4 garbanzos hasta que acabemos con
todos los elementos de color rojo. Puede ser que nos
sobren 1, 2 6 3 elementos,

Si el niimero de elementos del conjunto era mil-
tiplo de 4 no nos habra sobrado ninguno. Suponga-.
mos que nos han sobrado 3 elementos de color rojo.

De la misma forma que contando en base 10 agru-
pamos de 10 en 10, y al averiguar el namero de
decenas que hay en el conjunto, si nos sobran 7 ele-
mentos, este 7 lo colocamos en el primer lugar de la
derecha——llamindolo unidades—, al contar en otra
base cualquiera, como en el ejemplo presente, este 3,
que indica el nimero de elementos que nos han so-
brado de la primera agrupacién de 4 en 4, también lo
colocaremos en e] primer lugar de la derecha, al cual
llamaremos unidades de primer orden.

Asi, pues, tenemos ya 3 unidades de primer
orden constituidas por elementos de color rojo. Cada
uno de estos montoncitos de 4 elementos lo en-
volvemos con un trocito de papel azul. Un trocito
de «cello» nos ayudara a que los elementos de color
rojo no se salgan de su envoltorio azul.

numeracion
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Por MIGUEL AREIZ

Imaginémonos que en el conjunto de elementes de
color rojo (el total) habia 91 elementos. Al agrupar-
los de 4 en 4 hemos obtenido 22 subconjuntos de
color azul y otro subconjunto integrado por 3 ele-
mentos de color rojo. Estos 22 subconjuntos de color
azul son lag unidades de segundo orden, al igual
que en el sistema decimal los subconjuntos de 10 ani.
dades son las unidades de segundo orden o decenas.

Hacemos de nuevo montoncitos de 4 de estos
elementos azules. Como habfa 22 elementos azules,
habremos obtenido 5 subconjuntos del conjunto
de elementos azules (unidades de segundo orden),
o sea, 5 unidades de tercer orden; lo mismo que
agrupando las decenas de 10 en 10 obtenemos
unidades de tercer orden o centenas. Observemos
que nos han sobrado 2 unidades de segundo orden
(elementos azules).

El 2 ya lo podemos colocar en el segundo lugar:

2.2 orden 1.° orden

2 3

Envolvemos estos 5 subconjuntos, integrados cada
une por 4 elementos azules, con un papel negro.
Asf, pues, subconjuntos negros son unidades de ter-
cer orden,

Volvemos a agrupar de 4 en 4 y obtenemos un
nuevo sabconjuntoe, formado por 4 elementos negros
y otro en el que sélo hay 1 elemento negro. Este
elemento negro que nos ha sobrado seri una unidad
de tercer orden. Luego ya podemos colocar en el
lugar de las unidades de tercer orden un 1;



3.0 orden 2. orden 1. orden
1 2 3
El subconjunto que tieme cuatro elementos ne-

gros (unidades de tercer orden) lo envolvemos con
papel verde, serAn las unidades de cuarto orden.
Luego colocaremos en el lugar de las unidades de

cuarto orden un 1:

2.© orden 1° orden

1 1 2 3

4.° orden 3. orden

Como ya no podemos agrupar de 4 en 4 las unida-
des de cuarto orden, porque s6lo tenemos 1, hemos
terminado de contar los 91 elementos rojos en el
sistema de numeracién en base 4. Leamos, pues, este
namero, 1123, uno, uno, dos, tres, en base cuatro.

Podemos ahora traducir estas operaciones que he-
mos hecho: con los 91 elementos de color rojo que
tenia el conjunto primitivo hemos hecho grupos de
4, 0 sea, hemos dividido por 4 91, obteniendo 22 uni.
dades de segundo orden y nos han sobrado 3 de pri-
mero.

De nuevo hemos hecho con los 22 clementos azu-
les grupos de 4, o sea, hemos dividido entre 4 22 y
hemos obtenido 5 unidades de tercer orden y nos
han sobrado 2 de segundo orden.

Al hacer con estas 5 unidades de tercer
grupos de 4, hemos vuelto a dividir por 4.

Luego para operar con rapidez, una vez hayan
visto los nifos todo lo que les hemos hecho en la
mesa con los garbanzos y los papeles de colores
y hayan hecho lo mismo cada uno en su mesa y con
material parecido al que hemos empleado nosotros,
podemos indicarles el procedimiento:

orden

91 %
11 ——
322 1y
LSRN
= 3[4
1—
N

El encerrar la cifra de cada resto puede facilitar
la operacién de recordar cuiles son las cifras que
figuraran en el numero 1123, Las flechas pueden
gservir también para que vean en el orden en que
deben escribirlas.

COMO PASAR UN NUMERO DE CUALQUIER
BASE A BASE 10

Volvamos a lo que habia sobre la mesa. El dibujo
lo recuerda:
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Un envoltorio verde, uno negro, dos azules y tres
rojos., El nimero en base 4 era: 1123,.

Deshacemos el envoltorio verde, que son unidades
de cuarto orden, y hallamos 4 envoltorios; lnego, de
un envoltorio que habfa (verde) (unidades de 4.°
orden), hemos obtenido 4 envoltorios negros, o sea,
practicamente hemos multiplicado por 4 el nimero
de envoltorios. Esto es l6gico, nos puede servir para
que vean cé6mo una unidad de un orden contiene
4 veces a la unidad de orden inmediato inferior, lo
mismo que cada centena contiene 10 veces a la de.
cena, De una unidad de cuarto orden hemos obte.
nido, pues, 4 unidades de tercer orden. Luego para
convertir las unidades de cuarto orden en unidades
de tercero, hemos de multiplicar por la base (4), al
igual que para convertir unidades de millar en cen.
tenas hemos de multiplicar por 10 (la base).

Ya tenemos, pues, 4 de tercer orden (obtenidas

al deshacer el envoltorio verde) y otra mis que
3 de tercer orden,

habia sobre la mesa; son

Luego hemog hecho esto: 1 X 4=4; 4+ 1 =235,

Deshacemos los envoltorios negros, y en cada uno
de los 5 hallamos 4 azules. Luego pasamos de tener
5 envoltorios negros a tener 20 azules, o sea, hemos
multiplicado por 4 el nimero de envoltorios, o sea,
por la base. También pueden ver los nifios que cada
unidad de tercer orden estd formada por cuatro
nnidades de segundo. Observamos ahora el nGimero
de envoltorios azules que hay sobre la mesa: 20
obtenidos de los envoltorios negros y dos que habfa
sobre la mesa son 22,



escribir el nimero 1123, en base decimal (10) son
las siguientes:

Operaciones que hemos hecho: 35X 4 =20
20 + 2 =22,

1X4=4
Deshacemos, por dltimo, cada uno de los 22 envol- +1

torios azules (unidades de segundo orden), y vemos 5% 4=20

también que cada uno contiene 4 elementos de color + 2

rojo, Observamos ahora el niimero de elementos de ——

color rojo que hay sobre la mesa: 22 azales a 4 rojos 2ZX4 : 82
cada uno son 88 rojos, mis 3 rojos que habfa son 91. —

Operaciones que hemos hecho: 22 X 4 = 88; 88 + 0

+3 =91 91 es, pues, el namero que corresponde en hase
En total, las operaciones que hemos hecho para 10 a 1123,
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El material para la enseifianza de la

matemdtica moderna. Sus caracteristicas

y aplicacién

FUNDAMENTACION PSICOLOGICA DE LA

NECESIDAD DE UN MATERIAL PARA LA

ENSENANZA DE LA MATEMATICA MODER-
NA ELEMENTAL

De los estudios minuciosos de epistemologia y
psicologfa genéticas de Piaget, se desprende:

a) Las estructuras de la Matemditica moderna y
las estructuras mentales guardan una estrecha
correspondencia.

b) El pensamiento se apoya en la accién.

c¢) En el desarrollo de las operaciones mentales
se siguen una serie de etapas o estadios.

a) Las estructuras matemdticas y las estructuras
mentales guardan una estrecha correspondencia

Inspirdndose en las tendencias bourbakistas, la Ma-
temdtica moderna pone el acento en la teoria de los
conjuntos. Piaget, a quien nos vemos obligados a
acudir siempre que tratamos de la génesis de los
procesos mentales, nos dice que las intersecciones y
reuniones de conjuntos, las correspondencias..., son
precisamente operaciones que la inteligencia cons-
truye y utiliza de manera espontinea desde los siete
u ocho afios y aun mucho m4s, desde los once-doce
afios, a cuya edad llega a la estructura compleja del
conjunto de partes, origen de la combinatoria.

Las Matemaiticas, después de la escuela Bourbaki,
ya no se nos presentan como un conjunto de capitu-
los separados, sino como una jerarquia de estructu-
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ras que se engendran unas a oiras a partir de unas
“estructuras madres”. Estas estructuras madres son:

e Las estructuras algébricas, cuyo prototipo es
el grupo.

e las estructuras de orden, cuyo prototipo es
la red.

e Las estructuras topoldgicas, que se reficren a
los conceptos de entorno, limite y continuidad.

Estas estructuras matemadticas estdn en perfecta co-
rrespondencia con las estructuras operatorias funda-
mentales del pensamiento. Asf, desde los siete-ocho
anos, etapa de las operaciones concretas, encon-
tramos:

o Estructuras algébricas en los “agrupamientos”
légicos de clases.

o Estructuras de orden en los “agrupamientos™
de relaciones.

e Estructuras topoldgicas en la geometria espon-
tdnea del nifio.

Por tanto, segin Piaget, las estructuras mas abs-
tractas y mds generales de la Matemdtica moderna
se encuentran en mds intima relacién con las estruc-
turas operatorias naturales de la inteligencia que las
estructuras particulares, que constituian el armazén
de las Matematicas cldsicas.



5

w7 i
~-:13"f,r‘ \

,’Q Ef p!msam:amo se apoya en la accion

Pnaget ‘,sosneng hue todo pensamiento se apoya en

> la accién y -qfie Job conceptos matemadticos tienen su

% origen.en los actod que el nifio lleva a cabo con los

‘ B ohjet,gs y no‘en. 10s objetos mismos.

Las operactgnes’ del pensamiento son acciones in-
mnorxzadas, revgrsibles y coordinadas en sistemas.

. “En un %611 matemadtica cualquiera, tal como
(x"~+ § =2 1), cada término designa, en defini-
tiva, una acczén. el s1gno (=) expresa la p031b111dad
de una sustitucion; el signo (+), una reuhion; el sig-
no (—), una separacidn el cuadrado (x?), la accién
de reproducir equis veces x, y cada uno de los va-
lores u, %, y,'z, 1a accién de reproducir cierto nimero
de veces la unidad” (1).

Cada uno de los simbolos representa, como. dice
Piaget, una accién que podria ser real, pero que el
lenguaje matemdtico se limita a designar abstracta-
mente, bajo 1a forma de acciones interiorizadas, es
decir, de operaciones del pensamiento.

c) En el desarrollo de las operaciones mentales se
siguen una serie de etapas o estadios

El desarrollo de la inteligencia sigue unas etapas,
que Piaget resume asi:

o Etapa senso-motriz, hasta el afilo y medio o
dos afios.

e Etapa preoperatoria, de los dos a los siete afios.
Dentro de esta etapa cabe distinguir la del
pensamiento simbdlico, de los dos a los cua-
tro afios, y la del pensamiento intuitivo, de los
cuatro a los siete afios. El pensamiento antes
de los seis-siete aflos carece de reversibilidad,
es decir, de la capacidad de hacer y deshacer
mentalmente un camino, de descomponer y
recomponer un todo, de percibir que un con-
junto de objetos permanece invariable si se le
quita y agrega luego la misma cantidad.

e Etapa de las orperaciones concretas, de los
siete-ocho afios a los once-doce afios. Es el
primer periodo operativo, puesto que ya se da
la reversibilidad, pero las operaciones sélo se
logran en situaciones concretas, en donde el
nifio maneja activamente datos materiales, que
puede ver y tocar. Si en esta etapa hacemos
razonar al nifio con proposiciones verbales, a
menudo se encuentra incapaz de llevar a cabo
la misma operaciéon que €l realiza cuando se
aplica a situaciones concretas.

(1) Puger, J1.:
péigina S1.

Psicologia de la inteligencia. Ed. Psique,

e Etapa de las operaciones formales, de once-
doce afios a catorce-quince afios. El nifio llega
a desprenderse de lo concreto orientindose ha-
cia lo inactual, ha superado el aqui y el ahora,
se hace capaz de sacar consecuencias necesa-
rias de verdades simplemente posibles, lo que
constituye el principio del pensamiento hipo-
tético-deductivo o formal.

ALGUNAS CARACTERISTICAS DEL MATE-
RIAL PARA LA ENSENANZA DE LA MATE-
MATICA MODERNA

® thipuldble- :

De lo anteriormente expuesto se desprende que
para el logro de las estructuras logico-mateméticas
en el nifio, especialmente en ¢l estadio preoperato-
rio (cuatro-siete afios) y concreto (ocho-once afios),
serd muy conveniente la utilizacién de un material
manipulable, a fin de que las acciones que con él
realice puedan pasar, mediante un proceso de inte-
riorizacién, a constituir operaciones mentales.

Hasta edades bastante avanzadas se observa el he-
cho de que el nifio, antes de poder deducir un re-
sultado, se ve obligado a comprobarlo empiricamen-
te para admitir su verdad. En los niveles preopera-
torios, es decir, antes de los siete afios, ocurre asf
con todas las verdades légico-matemiticas descu-
biertas por el nifio, comprendidas incluso las més
evidentes, como la transitividad de la igualdad.

Hay que hacer constar, sin embargo, que en ls
utilizacién de este material por el nifio no es la ex-
periencia ffsica lo que nos interesa, sino la 1dgioco-
matemdtica. No son los objetos, sino las acciones
que con ellos se realizan, los que tienen un interés
diddctico, porque las nociones matem4ticas no se de-
rivan de los materiales, sino de la captacién del sig-
nificado de las operaciones realizadas con dichos
materiales.

® Atributos claramente definidos

Este material manipulable, que podr4 ser figura-
tivo, como en el caso de las fichas de personas, ani-
males, vehiculos, frutos, del método K ML de Tou-
yarot, o no figurativo, como en los bloques l6gicos
de Dienes, regletas de Cuisenaire o plaquetas de
Touyarot, deberd tener los atributos claramente di-
ferenciados para la constitucién de los conjuntos,
pues no olvidemos que ya en 1872 Georg Cantor, el
creador de la teoria de conjuntos, definia un conjun-
to como “la reunién de un todo de objetos de nues-



tra intuicidon o de nuestro pensar, bien determinados
y diferenciables los unos de los otros”. Desde un
principio, por tanto, la definicion de Cantor deja
fuers de los conjuntos, considerados en el sentido
matemdtico, aqucellos cuyos objetos no estdn bien
determinados. :

® Variuhilictad

La vuriabilidad es una cualidad del material para
la ensefanza de la Matemdtica moderna, scialada
por Diencs. El que sc logre un concepto matemai-
tico dependerd de lu habilidad para identificar y de-
finir algo que tengan en comin diversas experiencias
concretas y distintas. La hipotesis de Dienes es que
mientras méds variados sean los modelos perceptivos
a disposicion del nifo. mds ficil serd adquirir los
conceptos.

Conforme con este criterio de variabilidad del ma-
terial, Dicnes ofrece numerosas estructuras distintas,
sobre lus cuales pueden efectuarse tarcas matemd-
ticas equivalentes. Asf. al diseflar matcriales estruc-
turados c¢n forma tal que faciliten el logro del
concepto de valor de posicion, en vez de usar blo-
ques de base 10 exclusivamente, como otros autores.
varia las bases en los llamados bloques multibase,
que mas tarde describiremos, y los nifios, al jugar
sucesivamente con los bloques de distintas bases, lo-
gran abstraer ¢l concepto del valor de posicion.

MATERIAL MAS UTILIZADO EN LA ENSE-
NANZA DE LA MATEMATICA MODERNA
ELEMENTAL

Vamos a limitarnos a la descripeion de algunos
de los materiales de uso mds frecuente para la ense-
flunza de la Matemdtica moderna clemental, tales
como:

Blogues lagicos, de Dicnes.
Bloques multibase, de Dienes.
Niumeros en color, de Cuisenaire.
Material Discart.

Material K M L. de Touyarot.
Minicomputador, d¢ Papy.
Geoplano, de Gattegno.
Geoespacio, de Puig Adam.

“Construyamos la geometria”, de Emma Cas-
telnuovo.
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L.OS BLOQUES 1OGICOS, DE DIENES

Tienen como finalidad iniciar a log nifios de cinco
a siete afos e¢n la teoria de los conjuntos y en la
18gica. William Hull fue ¢l primero que wtilizd estos
bloques como auxiliares en ¢l aprendizaje de
logica. Posteriormente los ha utilizado Dicnes en las
escuelas de Australia y Canada.

Los bloques ldgicos constan de 48 clementos, que
ticnen cuatro atributos:

Forma.
» Color.
+ Tamado.
- Grosor.

Scgun la forma, existen cuatro variantes: cuadra-
do, circulo, tridngulo y recténgulo,

Scgun el color, tres variantes:
rillo,

Segun el tamafo. dos variantes: grande y pequeiio.

Segun ¢l grosor, dos variantes: grueso y delgado.

Hay. por tanto, 12 bloques de cada una de las
cuatro formas,

24 bloques delgados y 24 blogues gruesos.

24 blogues grandes y 24 bloques pequeiios.

16 bloques rojos, 16 azules y 16 amarillos.

rojo. azul, ama-

Para distinguir un blogue d¢ los otros 47 es ncce-
sario dar sus cuatro atributos. Estas cuatro categorias
de atributos sirven de criterio para reunir los bloques
cuando se constituyen los conjuntos.

Permiten adquirir jugando las nociones fundamen-
tales sobre conjuntos. Las primeras experiencias ma-
temdticas de los nifios deben ser precisamente a pro-
posito de los conjuntos, el nimero vendrd despues
como propiedad de los conjuntos equivalentes,

Los blogues logicos suministran al nifio nume-
rosas situaciones que le obligan u realizar investi-
gaciones ldgicas y matemdticas, Juegan con proble-
mas y situaciones que encontrarin mis tarde cn el
plano dcl pensamiento abstracto.

Los primeros jucgos con este material tienen por
finalidad conducir a los nifios al conocimiento de los
bloques. Dentro de estos jucgos preliminares tenemos
cl llamado del “retrato™, que consiste en describir
cada uno de los bloques, precisando sus cuatro atri-
butos. Asi: “éste ¢s un bloque redondo, amarillo, pe-
queiio, delgado™. Sucesivamente. cada nifo tomari
un bloque y lo describird.

El juego inverso es ln eleccién de un bloque entre
los 48. dando la descripcion: “Busca un blogue que
sea...”” Aqui puede hacerse el juego mds divertido no
fijando mds que dos o tres atributos: “Busca todos
los bloques que sean redondos y azules™.
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Juegos de diferencias y semejanzas, en los que
intervienen varios niffos. Son juegos sociales. Se trata
de hacer, como en los juegos de domind, una cadena
de bloques, poniendo un bloque a continuacion del
otro, de forma tal que tengan con ¢l precedente una,
dos o tres diferencias o semejanzas de atributos. El
juego da lugar a discusiones interesantes entre los
nifios.

Después de bien conocidos los blogues mediante
los juegos preliminares, se pasa a la constitucion de
los conjuntos. Los bloques con sus cuatro atributos
permiten la formacién de gran variedad de conjun-
tos. Primero se comenzard con la formacién de con-
juntos cuya caracterfstica esté constituida por un solo
atributo: “Formad ¢l conjunto de los bloques re-
dondos o bien el de los blogues azules...” Despuds
se pasard a los conjuntos cuya caracterfstica esté
constituida por dos atributos: el conjunto de los
blogues rojos y redondos, o por tres atributos: rojos,
redondos y gruesos...

Otros juegos interesantes son los de dos aros para
la bisqueda de las intersecciones. Se dice al nifio:

- Forma el conjunto de los bloques rojos metién-
dolos dentro de un aro (diagrama de Venn).

— Forma otro conjunto, el de los bloques redon-
dos, por ejemplo.

Los niflos descubrirdn que existen bloques que
son rojos y redondos. ;Ddnde los colocardn? Unos
los pondrdn con los redondos, otros nifios los quita-
ran de este conjunto y los pondrin en el de los rojos.
Se procurard que scuan los mismos niftas quienes des-
cubran que estos bloques rojos y redondos tienen
que colocarse en el espacio en que los dos aros se
superponen, porgue este sector pertencce tanto al
interior de! aro rojo como al del aro de los re-
dondos.

i N
/- N
y 4
F
| o \
T
Ty
|
! B |
A (
\C |
N
< i
o ¥
1. Rojos, no-redondos. 1.2, Rojos y redondos
2. Redondos, no-rojos, 1, No-redondos, no-rojos

Complicando el ejercicio, pueden hacersg juegos
con tres aros:

Elomantos

Redondos, no-rojos, no-pequerios.
Rojos, no-redondos, no-pequeios.
Pequeinos, no-redondos, no-rojos.
Redondos, rojos, no-pequeiios.
Redondos, pequefios, no-rojos.
Rojos, pequedios, no-redondos.
Redondos, rojos, pequeitos,
No-redondos, no-rojos, no-pequefos.
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Entre los elementos de un conjunto pueden sepa-
rarse los que tienen una propiedad no poseida por
otros, constituyendo subconjuntos. Asf, en ¢l con-
junto de los bloques redondos se pueden aislar tres
subconjuntos, seglin el color, o dos subconjuntos,
segin la magnitud, y otros dos, segln el espesor.
Dentro del aro mayor. con cuerdas o aros menores,
podrdn los niflos aislar los subconjuntos y adqui-
rirdn asf la idea de inclusién.

Los juegos de rransformaciones, que conducen al
nifio al descubrimiento de las propiedades de los
grupos matematicos: asi:

® Juego de reproduccion o copia (i).

@ Juego de copia con cambio de colores (c).

" Juego de copia con cambio de forma (f).

® Juego de copia con cumbio de color y forma {t).

(1) (e) (F) (t)
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Este tipo de juegos, al principio, suelen jugarse en
dos equipos. Sea, por ejemplo, el de copia con cam-
bio de colores., Cada equipo dispone de los mismos
bloques, pero todos ellos son solamente dos colores :
rojo y azul. El primer equipo construye una combi-
nacién y el segundo copia la construccién, pero con
la condicién de que si los primeros ponen un bloque
azul, los segundos pondrdn un bloque de la misma
forma, pero rojo e inversamente.

Con estos juegos podrin descubrir los nifios las
propiedades de:

@ Cerradura.
o Conmutatividad:

P*c < f
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® Asociatividad :
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o Elemento neutro:
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o Elementos simétricos:

BLOQUES ARITMETICOS MUIL TIBASE (BAM).
DE DIENES

Este material estd orientado hacia la compren-
sién del concepto del valor de posicién.
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El material se presenta en cajas, una por cada
base de numeraciéon. En cada caja se encuentran:
unidades, barras. placas y bloques. Asi. en la caja
para la base 4 encontraremos piczas como dstas:

Uniclad. b re
1 4
Plecca blogia
76 84

Antes de llegar a los ejercicios estructurados, los
niflos jugaran libremente con estec material. Siguen
después juegos como los siguientes:

Supongamos que dos nifios tienen la caja de base 3,
por ejemplo. En las caras opuestas de un cubo uni-
dad se ponen, pegando papeles, las cifras 0, 1, 2 y se
utiliza como dado. La primera tirada del dado cs
para sacar bloques. Cada nifio coge tantos bloques
como el mimero que ha sacado al tirar. Vuelven
a tirar el dado para sacar las placas, después para
sacar las barras y, por dltimo, para sacar las uni-
dades. El nifio que consigue mayor montén de ma-
dera, gana.

Pronto llega a comprender, especialmente el nifio
que pierde antes, que es la primera tirada de dados
la que tiene mds importancia y que quien gana en
esa tirada ha ganado ya pricticamente la partida.

Si los dos sacan cero en la primera tirada, enton-
ces es la segunda la que tiene una importancia vital,
y asi sucesivamente,.

Después de algiin tiempo se cambiard el orden del
juego, comenzando por las unidades y terminando
por los bloques. El juego asi es mds apasionante,
puesto que los nifios no saben quién gana hasta el



final. Esto ensefia al nifio, adem4s del valor de po-
sicién, que el orden, en realidad, es arbitrario; antes
las potencias eran decrecientes, ahora son crecientes.

Hardn juegos semejantes con las demds cajas para
que no se liguen a la propiedad particular de una
determinada base y darles as{ ocasién de compren-
der las propiedades comunes a todas las bases.

En una segunda etapa, ¢l maestro puede sugerir
juegos mds estructurados. En ellos, el nifio se dard
cuenta que en la caja de base 3, por ejemplo, 3 uni-
dades forman una barra, 3 barras una placa, 3 pla-
cas un bloque.

El pensamiento, segin Dienes, procede segin un
camino constructivo y segin un camino analitico.
En esta primera etapa, constructiva todavia, no es
consciente ¢l nifio del aspecto analitico de su cons-
truccién: la razén 1 : 3, pero las construcciones que
realiza con materiales son muy importantes en la
comprension ulterior de la razon, de las progresiones
geométricas, de las potencias, de la comprensién de
los distintos sistemas de numeracion.

Cuando el nifio ha comprendido la estructura de
todas las cajas se plantea el problema de qué hay
después de los bloques. Los nifios generalizan pronto
y ponen tres bloques juntos en la caja de base 3,
cuatro en la de base cuatro y asf sucesivamente para
constituir el orden inmediato superior. A esta cons-
truccién se suele llamar barra de bloques, por ana-
logia con las barras, pero Dienes nos dice que mu-
chos nifios las llaman torres, porque hacen sus cons-
trucciones poniendo los bloques unos encima de otros.

barra da Hn;zuw: 81 unicladas

Cuando los niifios ya no tienen méds madera en la
caja pueden continuar el ejercicio imaginativamente
y. al menos en teorfa, se puede proseguir el proceso
indefinidamente. Esta es, tal vez, dice Dienes, la pri-

mera puerta que se abre sobre el concepto de “infi-
nito”, que todos los nifios encuentran extremada-
mente apasionante.

Asimilada la naturaleza abierta y la estructura del
material se puede pasar a otros ejercicios, que con-
ducen a las operaciones aritméticas. Veamos la adi-
cién, por ejemplo. Sea la base 3:

2 unidades
2 unidades

2 barras
2 barras

i bloque 2 placas

1 placa

Adicionando las piezas semejantes y aplicando las
equivalencias, se obtiene:
2 barras 1 unidad

2 bloques 1 placa

Los nifios se acostumbrardn después a anotar lo
que realizan con los bloques multibase. Asi:

B P B U
12 2 2
+ 1 2 2
2 1 2 1

Es conveniente, igualmente, que en las operacio-
nes los nifios utilicen las cajas de las diferentes bases.

NUMEROS EN COLOR, DE CUISENAIRE

Este material fue creado por Georges Cuisenaire,
maestro de Thuin (Bélgica), y dado a conocer inter-
nacionalmente en 1954 por C. Gattegno, profesor de
la Universidad de Londres.

El material estd constituido por 241 ‘regletas de
! a 10 cm. de longitud y de 1 cm.? de superficie
de base:

50 regletas de 1 cm., de color madera natural.
50 regletas de 2 cm., de color rojo.

33 regletas de 3 cm., de color verde claro.

25 regletas de 4 cm., de color rosa.

20 regletas de 5 cm., de color amarillo.

16 regletas de 6 cm., de color verde oscuro.
14 regletas de 7 cm., de color negro.

12 regletas de 8 cm., de color marrén.

11 regletas de 9 cm., de color azul.

10 regletas de 10 cm., de color naranja,



Las regletas estdn agrupadas en tres familias:

e Familia de los rojos: 2-4-8, que ponen en evi-
dencia los dobles. las mitades y las potencias
del 2.

® Familia de los azules: 3-6-9, que ponen en evi-
dencia los triples, tercios y la segunda potencia
del 3.

® Familia de los amarillos: 5-10.

El blanco y el negro est4n solos.

Es un material muy rico en posibilidades para la
actividad creadora del nifio, que guiado por el maes-
tro llegard a descubrir por si mismo las relaciones ma-
temdticas que se deseen.

Los ejercicios primeros, espontdneos, suministran
al nifio la experiencia de la equivalencia de regletas
de igual color y de la equivalencia de cada regleta
con alineaciones compuestas de otras dos o mds.

La accidn de adosar y alincar sugiere al nifio las
ideas de igualdad y suma.

El nifio al buscar la regleta que falla para com-
pletar con otra una regleta mayor invierte la opera-
cién de suma, es decir. resta complementando.

La formacién de trenes de igual color, mediante
alineacion de regletas iguales, origina simultdnca-
mente los conceptos de miultiplo y divisor, de pro-
ducto y cociente.

La idea de nimero primo sz pone de manifiesto
al comprobar que no todas las regletas se pueden
descomponen ¢n otras de igual color.

Puede descubrir las propiedades asociativa y con-
mutativa de la suma, asociando y permutando las
regletas.

Hay nifios que empiezan el juego ordenando esca-
leras. La estructura de orden es ejercitada por este
material.

Ix4d =4x3

Otros ninos clasifican adosando unas al lado de otras
las regletas de igual Jongitud, Forman asf placas que pucden
ser cubiertas por otro sistema de regletas en el sentido del
ancho. Esta experiencia sugicre la conmutatividad del pro-
ducto.
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Puede descubrir manipulando las regletas fami-
lias de:

® Sumas cquivalentes,
e Diferencias equivalentes.

® Productos equivalentes.
e Cocicntes o fracciones equivaleates.

777

N
, N N

5+42=4+32 1+46=2+4+1a%

ks interesunte el uso que hace Gattegno de este
material para la ensefianza de las fracciones, consi-
deradas como pares ordenados, comparando dos re-
gletas, con lo que el concepto de fraccién como razon
que lleva implicito el par ordenado desplaza al con-
cepto tradicionul de fraccion como operador.

I

2
3

4
6

Como complemento del material bdsico de las
regletas existe en el material Cuisenaire-Gatlegno
una tabla de.productos. Estos productos estdn ex-
presados por dos ldnulas. coloreadas de acuerdo
con los colores y valores de las regletas. Esta tabla
se utiliza después que el nifio ha descubierto los
productos con las regletas.



9=3x3 1B=2x9=3x6

Este material incluye también un juego de loteria
de productos y un juego de naipes con productos,
que consta de 37 tarjetas, cada una de las cuales

m §3 [ @B
*+o}o @ rasa. e oxiro marro

Ty

36=6%x9=6x6 72 =8x9

lleva un producto expresado en la misma forma que
se ha indicado anteriormente.

EL METODO DISCAT

Este material fue creado en Ginebra por las sefio-
ras Audemars y Laffendel, bajo la direccién de Cla-
paréde y de Piaget, para la “Maison des Petits”,
del Instituto J. J. Rousseau. Estd compuesto por:

Las columnas de evaluacidn, en nimero de
cuatro, formadas por esferas, cubos, parale-
lepipedos y ovoides, en diez dimensiones cre-
cientes. Todos estos volimenes estdn perfo-
rados segin un eje para que sea posible cn-
sartarlos verticalmente en una varilla de me-
tal. Permiten la clasificacién segin la forma
y la seriacién segin el tamafio.

Los bloques, en nimero de 66, son paralele-
pipedos con base cuadrada de 1 cm.? y altu-
ras que van de 1 a 20 cm. Son el precedente
de los ndmeros en color de Cuisenaire. Los
nifios utilizan estos bloques como piezas de
juego de construccién antes de realizar equi-
valencias entre dos o mdas bloques y un bloque
suma de éstos. Permiten realizar sumas y di-
ferencias, de 1 a 20, y el estudio de dobles y
mitades.

Las superficies, en nimero de 576, son figuras
de cartén de distintas formas y colores. Cada
forma se presenta en cuatro tamafios: la mi-
tad, el cuarto y el octavo de la primera. Los
rectdngulos y los tridngulos guardan una ra-
zon constante con los cuadrados. Asi, el rec-
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tangulo menor es 1/8 del cuadrado mayor; el
triangulo menor es 1/2 del rectdngulo menor
y. por tanto, 1/16 del rectingulo mayor y 1/32
del cuadrado mayor. Este material tiene gran-
des posibilidades para la comprensién de las
4reas, de las fracciones...

© La tabla de las 100 bolas, ¢n la que hay 100 pe-
quefias varillas de metal, en las que el nifo
puede fijar 10 decenas de bolas de 10 colores
diferentes. Partiendo de simples composicio-
nes de mosaico, el nifio llega a descubrir los
ndmeros cuadrados y triangulares. calcula el
aumento del cuadrado...

e Las pilas de discos, que comprende 100 discos
de madera, en 10 colores, perforados en el
centro; las construcciones, las piramides, el
Abaco de las 55 bolas, son otros materiales de
este método.

De acuerdo con las ideas de Piaget, con este ma-
terial se quiere conducir al nifio de la experiencia
sensomotriz a la abstraccion; llevarle a realizar cla-
sificaciones, ordenaciones ; darle el sentido del niime-
ro, la nocién de medida, el sentido de las opera-
ciones...

Este material estd destinado especialmente a nifios
de tres-siete afios.



MATERIAL DEl. METODO KMI.
DE TOUYAROI

Tiene como finalidad cste material iniciar en la
Matemdtica y en la Ldgica. de ahi su designacion
K ML (K es el simbolo internacional que reemplaza
a la conjuncién y M y L son las iniciales de Mate-
mitica y Ldégica, respectivamente).

Consta de:

® Seis scries de figuras;

-— Personas y objetos.
-~ Animales.
.~ Vehiculos.
-~ Frutos.
-— Cifras.
-— Signos y cualidades de las placas.

® Tres series de 10 cubos iguales encajables, en
material pldstico, en tres colores:

- Arzul.
- Rojo.

Amartllo.

® Scis cordones de color, para limitar los con-
juntos,

e Cuarenta y ocho placas en muterial plastico.
Estas placas se caracterizan por cuatro atri-
butos :

Forma .
gulo.
- Tamafio: grande-pequeno.
- Color: rojo-azul-amarillo.
- Interior: lleno y hueco.

circulo-triangulo~-cuadrado-rectin-

Las 24 placas de cada tamufio tienen superficies
cquivalentes.

Se completa este material con fichas para la ense-
flanza individualizada. Estas fichas son material pu-
ramente grafico. Se trata con ellas de que el nifio des-
cubra las ideas de:

Conjunto.

Pertenencia a un conjunto.

Correspondencia biyectiva entre los elementos
de dos conjuntos.



Descubrimiento del nimero a partir de los
conjunlos equivalentes.

Subconjuntos,

Inclusion.

Conjunto complementario.

Interseccion de conjuntos,

Unidn de conjuntos.

Estructura del ntimero y sentido de las opera-
ciones,

3

Estas fichas proponen a los nifios problemas con
imdgenes. Cada paso del pensamiento ¢s traducido
por un trazo conveniente; flecha que seiala una re-
lacion entre objetos, linea cerrada en torno a los
elementos de un conjunto, etiqueta unida a un con-
junto. ..

De aqui los nidos pasardn a representar los obje-
tos por medio de signos: cruces. puntos.... en lugar
de emplear dibujos figurativos. y progresan asf hacia
la esquematizacidn de las situaciones concretas.

EL MINICOMPUTADOR, DE PAPY

Fue presentado por su autor en el XXI Encuentro
Internacional de Profesores de Matemadticas cele-
brado en Gandia en abril de 1968. Papy lo presentd
como una auténtica mdquina de calcular que fun-
ciona como un pequefio ordenador que realiza de
manera mecdnica lo que es automitico en el célculo.
Estd inspirado en los trabajos de monsefior Lemai-
tre, publicados entre 1954 y 1956. Ha sido utilizado
por Mme. Frédérique Papy en clases de nifios de
seis y siete afios a partir de septiembre de 1967.

El minicompulador combina el sistema decimal y
el sistema binario. Asi como Dienes y otros consi-
deran que es conveniente que los nifios conozcan
distintos sistemas de numeracién, Papy da preferen-
cia al binario, ya que es ¢l sistema de las calculado-
ras y ademds nos parmite con nlimeros pequefios in-

troducirle en la idea del valor de posicién. Pero, por
otra parte, nuestro contexto es decimal, no podemos
prescindir de este sistema.

Es un material distinto de las regletas de Cuisinai-
re o los bloques de Dienes. Cuando se da al nilo
regletas o bloques, dice Papy, los nifios hacen con
este material cierto nimero de experiencias mate-
maéticas. Cuando se les da el minicomputador los
nifios no estdn en condiciones de hacer experiencias
vdlidas por si solos hasta que los inicia el maestro.

El minicomputador consiste en un dbaco de pla-
cas que se alinean de derecha a izquierda segiin las
reglas de la numeracién decimal: en la primera pla-
ca se colocan las unidades: en la segunda, las de-
cenas. ..

Cadu placu estd dividida en cuatro casillas, en las que se utiliza el sistema binario.
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Estas casillas son de color blanco, rojo, rosa y
marrdn. Estos colores son los correspondientes a las
regletas de Cuisinaire 1. 2, 4 y 8, respectivamente.

Por eso, Papy define el minicomputador como un
dbaco bidimensional binario sobre cada placa, deci-
mal lineal de placa a placa.

mMarren reta Manwa vesa mavvn rbLa
- el
rejo  lblanco m[o blanco m{o blanco

Los nifios a los que anteriormente ya se ha ense-
fiado el manejo de las regletas, cuando ven el mini-
computador reconocen los colores y los valores de las
casillas.,

L.os nifios saben que:

Dos regletas blancas = una roja.

Dos rojas = una rosa.
Dos rosas = una marrdn.
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Asi, la primera regla del minicoinputador se in-
troduce con gran facilidad :

Dos dichas en el casillero blanco = una ficha en
el rojo.

Dos fichas en el casillero rojo = una ficha en el
rosa.

Dos fichas en el casillero rosa = una ficha en el
marron.




Cuando se pasa de una placa a la otra la regla cambia.

i |

Al principio los nifios juegan con dos placas. Des-
pués el propio nifio siente la necesidad de llegar a
las centenas. Mme. Frédérique Papy dice que algu-

o

Papy llama formaciones a las disposiciones que
permiten leer inmediatamente un nimero en el mi-

1 o

nos nifios a los quince dfas de usar el minicompu-
tador manifestaron esta necesidad.

nicomputador. Asi la formacién de 1970 seria:

En una formacién:

® Nunca hay més de una ficha por casilla.
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¢ Si una ficha estd en la casilla marrén entonces
no debe haber ninguna ficha ni en el casillero
rojo ni en el rosa.



Con ¢l minicomputador pueden realizarse adicio- sumandos y después hacer las sustituciones de acuer-

nes. Basta escribir en la mdquina cada uno de los do con las reglas anteriores. Asf:
] o @
9+6= =
° ° ° °
1 5
Igualmente pueden realizarse multiplicaciones. Pa- despuds se hacen las suatituciones correspondientes.
ra multiplicar por 2 un nimero, cada ficha de una Asf:

casillu se reemplaza por dos fichas en esa casilly y

2 X 2 5
)
[ 4 P
2 % =
Py ° ® . L o
e o ]
e °
5 o
Multiplicar por 4 en al minicompuiador serfa mul- mero equivaldria & juntar su doble a este ndmero.
tiplicar por 2 dos veces. Multiplicar por 8 serfa mul- Para multiplicar un nimero por 10 bastard pasar di-
tiplicar por 2 tres veces. Multiplicar por 3 un nd- cho ndmero a la placa inmedista a la derecha. Asf:
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10x3=10x

1l

Pura la sustraccidn, Papy comienza ensefando a
los nifios los numeros negativos. Comienza presen-
tando un ejéreito constituido por fichas rojas y otro
por fichan azules. Lax fichay soldados de ambos co-

lores son igualmente valerosas  individualmente ¢
igunlmente butalladoras. Cada ver, que una ficha ro-
ju y una ficha azul sc encuentran en el campo de
butalla. se climinan nutnamente.

33
"~

=

Y en ¢l minicomputador serla:
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En el minicomputador, para hallar la mitad se
reemplaza cada par de fichas de una casilla por una
sola ficha en esa misma casilla.

1 1 — 1
2 2 o 2
™
_ZX R
.

El listén verde de madera que se coloca separando
la placa que se adjunta a la derecha hace ¢l papel
de la coma en la notacién decimal. As{ puede operar
el nifio con decimales con las nucvas placas introdu-
cidas después del listén verde siguiendo las mismas
reglas anteriormente dadas,
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I

Al pasar a la mitad de la unidad se llega a la idea

de operacién con decimales .

El minicomputador puede ser un magnetégrafo
grande, del tamafio de un encerado, o también pla-
cas pequefias de madera o metdlicas para que los
nifios sobre la mesa realicen las operaciones indi-
vidualmente.



EL GEOPLANO

Es un material imaginado por Gattegno para que
los nifios tomen conciencia de las relaciones geomé-
tricas. Se trata de un tablero sobre el que se colo-
can clavos formando una red. Estos clavos sirven
de soporte para tender sobre ellos gomas eldsticas
de colores.

La gran ventajw que tiene el geoplano es que el
tablero puede girar y el nifio se habitda a percibir
las figuras desde distintos dngulos visuales y a reco-
nocerlas independientemente de su posicidn, lo que

Los dos tipos més corrientes de geoplano son los
que se presentan en las figuras. Las redes que ha
utilizado Gattegno son el dodecigono, el decdgono
y el octégono regulares, y las cuadriculadas de 9,
16, 25, 49 y 121 puntos,

no suele ocurrir ni con el encerado ni con el libro,

Estc material permite la investigacidn personal del
alumno y puede ser utilizado a lo largo de toda la
enseflanza general bdsica.

EL GEOESPACIO

Ampliando la idea del geoplano al espacio ha sut-
gido el geoespacio. Puig Adam en Espafla, Pescarini
en Italia y Chiavone en Uruguay fueron quicnes idea-
ron estos modelos diddcticos.

Para la construccién de un geoespacio—dice Puig
Adam—puede servir una caja de embalar de di-
mengiones no inferiores a 25 cm. en la que se ha
suprimido una de sus caras de mayores dimensiones,

con objeto de poder manipular cémodamente en su
interior, atornillindose, en cada una de las otras ca-
ras, redes de tornillos con gancho distribuidos uni-
formemente. Entre estos tornillos podemos tender
gomas eldsticas o cordeles, que unas veces tendrdn
la significacién de rectas indefinidas y otras repre-
sentardn aristas de figuras poliédricas transparentes.
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También pueden construirse geoespacios conser-
vando tnicamente las aristas de madera o de otro

material rigido y poniendo en sustitucién de las cin-
co caras de madera rejas metdlicas resistentes.

OTROS MATERIALES

En modo alguno pueden considerarse los materia-
les citados como vnicos en la diddctica de la Mate-
matica Moderna. Muy interesantes son entre otros
materiales ¢l de Emma Castelnuovo denominado
“Construyamos la geometria™, constituido por tiras
de plastico de diferente longitud y color, parecidas
a las piezas de mecano. Con ellas se puede realizar
gran nimero de sistemas articulados con los que el
nifio se da cuenta que al modificar un poligono cual-
quiera el perfmetro permanece invariable mientras
que el drea cambia. Asf vemos que un rectingulo
construido de este material, al transformarse en rom-
boide, sufre ciertos cambios: varfa la superficie, la
medida de cada é4ngulo, la longitud de las diagona-
les, en tanto que otros caracteres permanecen inva-
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riables: el perimetro, la medida de cada lado, la
suma de los 4ngulos internos y externos...

Los films para la ensefianza de las matemdticas
como los utilizados por el suizo Nicolet, el inglés
Fletcher, los franceses Cantegral, Jacquemard y Mo-
tard.

Las fichas de Mme. Picard. Las fichas de trabajo
individualizado del alumno de Somosaguas para ni-
fios de diez, once y doce afios. LLas placas de ma-
ldamc Herbiniére-Lebert para la iniciacién al célcu-
o...

A lo largo de este articulo nos hemos estado refi-
riecndo a materiales mis o menos estructurados, pero
podemos utilizar en la ensefianza de la Matematica
Moderna otros muchos materiales ambientales.



Las nuevas directrices en la Ensefianza
Muatemdtica y su resonancia internacional

I. La renovacién matematica y la légica in-
fantil

(En qué medida la evolucién de la ciencia
matemdtica, de una parte, y el desarrollo si-
multdneo y convergente de los estudios légicos,
de otra, abren muchas perspectivas para la en-
sefianza elemental?

La renovacién actual de los estudios mate-
maticos, que ha afectado a la enseflanza supe-
rior, después a la secundaria y ahora a la ele-
mental, debe ser comparada a un mar de fon-
do que remueve el océano en sus profundida-
des y no a una luz de bengala que encante un
instante la mirada para desvanecerse después
sin dejar rastro.

Las razones del fenémeno-son tan multiples
e intrincadas a la vez, que no se las puede asig-
nar como origen ni la sola progresiéon de las
ciencias teéricas, como matemadtica o psicolo-
gia, ni las exigencias pedagégicas exclusivas.
Se trata mis bien de la reunién asombrosa de
varias corrientes de pensamiento de las cuales
las més importantes son de orden matematico,
16gico, psicolégico y pedagdgico; este encuen-
tro esta favorecido, ademds, por una coyuntu-
ra histérica marcada por la modificacién de
estructuras de la ensefianza, por necesidades
socioprofesionales modificadas y por la vetus-
tez del cuerpo de doctrinas y métodos que ha
regido hasta el presente la ensefianza de las
matemaéticas.

Por ISABEL DIAZ ARNAL
Jefe del Departamento de Educacién Especial

Para apreciar el valor del cambio conviene,
en primer lugar, explicar las razones:

Rigurosamente hablando, sélo las compro-
baciones precisas permiten zanjar la dificul-
tad: por el momento se puede tomar concien-
cia de la actitud de los nifios—mayor interés,
dinamismo, esfuerzos creadores y de las im-
presiones de éxito—, mejor comprensién, apti-
tud de analizar, de razonar, de transferir el
todo sin verbalismos ni mecanismos.

La evolucién de la matematica es, sin duda
alguna, el motor principal del cambio. Los ma-
tematicos no gustan mucho de la expresién
«matemadtica moderna» porque saben que esta
ciencia no ha dejado de avanzar jamas desde
la antigliedad a nuestros dias; y como ocurre
en las demds ciencias, el avance ha tenido en
algunas ocasiones impulsos mas violentos, co-
mo Euclides en la Grecia cldsica, con Descar-
tes en el siglo XVII y con Galois, Cantor e
Hilbert en el XIX.

El ultimo impulso ha modificado al aspecto
de la matemitica y a la vez ha reorganizado
la arquitectura y multiplicado el poder.

De una matematica desarrollada en abanico,
subdivida en ramas y subramas, Galois com-
prende la necesidad urgente de garantizar la
coherencia de las teorfas empleando la aten-
cién en la estructura de los razonamientos, y
Cantor prosigue este .trabajo de unificacion
creando la teoria de los conjuntos, que suponia



un apoyo adecuado para representar en los ra-
zonamientos cualquier objeto. Paulatinamente,
toda la matematica se remodelaba en torno a
las nociones de conjunto, de relacién, de es-
tructura, y perdfan su hegemonfa los nimeros
y las figuras, consideradas hasta entonces co-
mo seres matematicos primarios, comienzo de
toda ensenanza.

4]l nimero, lejos de ser un hecho primario,
reposa sobre relaciones entre colecciones; la
correspondencia entre elementos de varias co-
lecciones, término a término, permiten con-
cluir que ellas tienen el mismo nuimero de ele-
mentos y desembocan en la creacién de clases
de conjuntos que tienen el mismo numero de
objetos. Cada una de estas clases se caracteriza
por un numero, pero antes de llegar a esta
propiedad comun seri precise conducir a los
nifios en el reconocimiento de algunas propie-
dades; y el descubrir que dos objetos tienen
una misma propiedad, es descubrir que estos
dos objetos tienen una relacién; el color, por
ejemplo,

Todas las actividades de agrupamiento, de
apartado, clasificacién, ordenacién, vienen a
ser el basamento de todo el edificio matema-
tico. Es, pues, facil de comprender que se que-
man las etapas y se atropella el orden necesa-
rio cuando se pone al nific sin preparacién
frente al nimero.

El aprendizaje de las observaciones inter-
viene con la misma impreparacién y la misma
inoportunidad: el nifioc no puede comprender
de golpe que una reunién de objetos pueda
traducirse por la igualdad aritmética 5+x=8;
es preciso primero que sean comprendidas la
significacién del cédigo 5 + 3, la del signo=y
la identificacién de los cédigos x y 8. Aquf to-
davia el punto de vista conjuntista permite
organjzar una progresién coherente, al mismo
tiempo que més cdmoda y fecunda. Son las
operaciones sobre los conjuntos mismos (in-
terseccién y reunién de conjuntos cualesquie-
ra separados) que permitirdn plantearse que
el nimero suma de dos nimeros cualesquiera
es el cardinal de la reunién de dos conjuntos
distintos; el estudio de las operaciones, asi co-
mo de las relaciones de desigualdad entre nu-
meros naturales, permitirdn en seguida des-
cubrir que el conjunto de estos numeros esta
provisto de estructuras asociadas a las opera-
ciones y relaciones consideradas.

En todos los niveles de adquisicién el pun-
to de vista conjuntista, que permite jugar con
relaciones y estructuras, da a la iniciacién ma-
temética una solidez nueva.

Este orden se encuentra apropiado a las le-
yes psicolégicas del desarrollo intelectual y a
las enseflanzas (conocimientos) de la psicolo-
gia del aprendizaje. En efecto, no se puede pa-
sar imprudentemente de lag estructuras fami-
liares a las expresiones simbolizadas; la abs-
traccion necesaria se cumple por etapas y se
funda en acciones efectivas. Es preciso que
el nifio dibuje, manipule, compare, clasifique,
antes de representar relaciones y conjuntos;
ésta es la primera etapa que le permite inter-
pretar una situacién real de forma simplifi-
cada. Cuando se le deja un margen de inicia-
tiva se puede seguir paso a paso los progresos
mencionados de abstraccién de un nifio a otro.
Unos tienen necesidad de dibujar mas tiempo
que otros.

Después se cumple el paso hacia el niumero
y la operacién, pero convendra siempre soste-
ner los progresos de la conceptualizacién. Re-
sulta particularmente iitil al nifo poder in-
terpretar la misma situacién por diversos me-
dios (diagrama de Venn, encerado de doble
entrada, diagrama sagital, encerado en &rbol),
pues asf dispone de varios medios muy efica-
ces para comprender y explotar esta situacién,
Por estos métodos es por 1o que se salva un
aprendizaje mecénico en provecho de un apren-
dizaje que puede denominarse «estructuraly,
para dar al nifio medios intelectuales coheren-
tes y articulados, capaces de transferir de una
situacién a otra. Asi comprendida la iniciacién
matematica, suscita en el nifio actividades au-
ténticas individuales o colectivas con las que
él construye su propio saber en lugar de reci-
birlo simplemente. El interés comprobado has-
ta ahora en los nifios de las clases experimen-
tales se explica por la variedad de situaciones
que no son falsamente concretas, el campo
abierto a las iniciativas, el efecto creador y,
probablemente, la satisfaccién de comprender
plenamente.

Contrariamente a ciertas opiniones, las ma-
teméticas llamadas modernas son mucho mds

. concretas, mucho méds abordables que otras,

su afinidad con los métodos de pedagogia ac-
tiva constituye una prueba suplementaria.
Estos contenidos y formas pedagégicas re-
novadas permiten, ademés, poner los funda-
mentos de una educacién verdaderamente 16-
gica. S{ nunca se ha hecho cuestién al llegar
a formalizaciones légicas en la escuela ele-
mental, 8i con Piaget se puede decir que el ni-
fio no es verdaderamente consclente de los
progresos de su propio pensamiento, que per-
manece «inocente» durante mucho tiempo, se



debe comprobar, sin embargo, que el nino es
capaz de operaciones légicas, multiples, y se
muestra a este respecto mas precoz de lo que
la escuela de Piaget hubiera pensado.

Es verdad que hasta ahora se habian son-
deado las potencias légicas del nino en situa-
ciones cualesquiera, incluso exigiéndole razo-
nar sobre nociones complejas; por el contra-
rio, el nuevo contenido matemdtico presenta
dos ventajas decisivas para una educacién l6-
gica: por una parte, los dominios de razona-
miento estdn muy simplificados y fuertemen-
te estructurados (por ejemplo, un universo de
objetos definidos por sus formas, tres colores,
dos tamafos); por otra, el pensamiento se apo-
ya siempre sobre una esquematizacion mate-
rialmente realizada, sin tener que desplegarse
en el solo dominio del discurso.

Respetadas estas condiciones, la experiencia
muestra que el nifio de preescolar o de clase
elemental utiliza concretamente las conexiones
de la conjuncién y de la disyuncién (lo que se
llamaba la adicién y la multiplicacién légica y
que corresponde en el dominio conjuntista a
la interseccién y reunién de conjuntos); que
sabe expresar la negacion de una propiedad,
que razona correctamente con la impresion
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subjetiva de la necesidad de la conclusion. Por
ejemplo, si en un conjunto dado los objetos no
pueden tener mas que uno de los tres colores
a, b, ¢, y si, por otra parte, uno de los objetos
no tiene ni el color a ni el b, necesariamente
tiene el color ¢, y a esta conclusion llega cl
nino por sf solo, pues lo experimenta.

Ahora bien, el razonamiento no se basa en
proposiciones, sino en propiedades, y pone en
juego cualquier conexion; pero una cosa pre-
para la siguiente, constituyendo los fundamen-
tos de un edificio que no se terminara hasta
la adolescencia, a través de una elaboracion
continua, Kl pensamiento debe primero afir-
marse teniendo posibilidades de expansion, o
mas bien el desarrollo depende de afirmacio-
nes sucesivas.

Es preciso no creer que el nifio pasa sin
transicion de un estado simple e intuitivo del
pensamiento a un estado consciente y organi-
zado, ni mucho menos que no importa cuiles
son los contenidos de ensenanza que podrin
producir tal efecto. Si tantos estudiantes no
saben tomar la negaciéon de una preposicién
o se emperran en el establecimiento de una
reciproca; si su imprecisién de lenguaje y su
ausencia de rigor crean un obstdiculo a su pro-

Don Luiy Martin Soto, maestro nacional
de Villasarracino, explica en el Centra
de Colaboracion Pedaydgica de Buena-
vista de Valdavia (Palencia) la wiiliza-
cidn de los bloques ldgicox de Dienes.



greso, la razon estd sin duda en la inadecua-
cion entre los fines de la ensenianza y los mé-
todos utilizados hasta ahora.

l.a perspectiva matemdtica nueva ofrece in-
discutibles promesas y aporta ya resultados
sustanciales. Su afinidad con el movimiento
pedagégico contemporineo, su adecuacién al
desarrollo intelectual del nifo, crean condicio-
nes favorables para una renovacion. Cada uno
debe hacer un esfuerzo sobre si para compren-
der el alcance de esta renovacién y prepararse
para aportar su colaboracion, pues el interés
del nifio no sabra esperar.

I1. Pruner congreso internacional de Iz ense-

nanza matematica

Mais de setecientas personas que representan
a treinta y siete pafses se han reunido en Lyon
del 24 al 30 de agosto del ultimo afio para es-
tudiar el problema de la ensefianza de la ma-
tematica moderna.

No deja de tener interés echar un vistazo
sobre la lista de los participantes, venidos de
Africa del Norte, Argelia, Argentina, Estados
Unidos, Rusia, Japén, Senegal, etc. Los con-
gresistas franceses eran los mas numerosos,
unos 220. Después venian, por orden de im-
portancia en el namero: Estados Unidos, 127;
Gran Bretana, 53; Yugoslavia, 32; Italia, 31;
Paises Bajos, 24; Bélgica, Canada, BEspana,
Suiza y Tunez asistieron también, con unos
veinte representantes por cada pais.

Intre los congresistas llegados de los mas
diversos lugares habia: profesores de Univer-
sidad, maestros e incluso estudiantes. Todo
esto prueba cémo, a través del mundo entero,
los responsables de esta disciplina sienten la
importancia de esta asighatura en nuestro
mundo actual y cudn necesario es repensar su
ensenanza.

El programa de los trabajos previstos era
muy apretado. Cada dfa, en el auditorium del
Palacio de los Congresos, se dieron cuatro con-
ferencias. Loos miembros del congreso tuvieron
la suerte de oir a personalidades tales como
Galinea Maslova (Moscu), Christiaensen (Di-
namarca), Z. P. Dienes (Sherbrooke, Canada),
Ham Freudenthal (Paises Bajos), Servais (Bél-
gica).

Todas las conferencias eran traducidas a
cuatro idiomas.

Por la tarde los congresistas podian asistir
a nuevas conferencias o participar en Mesas
redondas.
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Las conferencias libres consistian en una se-
rie de exposiciones, de un cuarto de hora ca-
da una, dedicadas a las matemaéticas en la es-
cuela primaria, en la enseflanza media, en la
enseftanza superior o a la formacién de maes-
tros.

En las Mesas redondas se discutian proble-
mas varios: ensefianza de la geometria, ense-
Aanza del andlisis, papel de los ordenadores
en matemética, lugar de la légica en la ense-
flanza, material didactico, etc.

Todos estos trabajos se seguian con verda-
dero interés por los congresistas. Y hasta al-
gunos hubieran deseado poseer el don de la
ubicuidad muchas de las tardes para poder
participar a la vez en dos reuniones de tra-
bajo.

Una exposicién de libros y de material de
ensefianza permitié a los congresistas el poder
darse cuenta de la importancia capital que re-
viste la nueva ensefnanza de las matematicas.
Editores de todos los paises tuvieron a bien
exponer los libros de su fondo editorial.

Todas las tardes y en una sala diferente
alumnos ingleses manipulaban, con gran ha-
bilidad, un material de ensefianza sorprenden-
te por su variedad, y se esforzaban, no exen-
tos de cierta gracia, por satisfacer la curiosi-
dad de los espectadores, a los que en ocasiones
asociaban a su trabajo.

El 25 de agosto, a las diez de la manana,
el presidente del Congreso Internacional de
Ensenianza Matemadtica, el profesor H. Freu-
denthal, de la Universidad de Utrech, inaugu-
ré el congreso subrayando la importancia de
las matemdticas, instrumento indispensable
de nuestra civilizacién; insistié sobre el valor
educativo de la ensefianza matematica y des-
tac6 que no hay que concebir esta ensefanza
como un fin en si.

Es imposible, teniendo en cuenta el nimero
considerable de exposiciones y de conferen-
cias presentadas en el Congreso, resumirlas
todas; por eso nos limitaremos a recordar al-
gunas intervenciones mas notables.

A continuacién del presidente Freudenthal,
M. B. Christiaensen hablé sobre ¢Los métodos
deductivo e inductivo en la ensefianza de las
matematicas». Después de recordar las etapas
que lleva consigo el método deductivo, el con-
iferenciante, poniendo de manifiesto las expe-
riencias realizadas en Dinamarca, sefialé la
importancia del acercamiento inductivo de los
problemas. Y subrayé que las mateméticas:



— aportan al estudijante, cualesquiera que
sean sus opiniones religiosas, filosoficas
o politicas, una contribuciéon a su educa-
cién intelectual;

— ofrecen un campo de experiencias abier-
to a todos y en constante cambio;

— constituyen, por su papel fundamental
en la solucién de numerosos problemas,
una actividad intelectual creadora de sa-
tisfacciones personales.

M. W. Servais traté por la tarde el tema
«Légica y ensefianza matemitican. El confe-
renciante, después de haber expuesto, hasta
con cierto buen humor, algunos problemas de
lé6gica que rozan los dominios sentimentales,
hablé de la ensenanza de la 16gica. La inicia-
cién se debe hacer, con la 16gica de relaciones,
al nivel de la ensefianza elemental.

Mr. Servais termina su exposicién citando a
DESCARTES: «Y nuestros hietos se congratu-
lardn de las cosas que yo he dicho aqui porque
ellos las podrin inventar.» Glosa estas pala-
bras diciendo: «Ya que nosotros vamos a poder
discutirlas.»

M. R. Gauthier, profesor del Liceo Ampére,
de Liyon, se refiere al problema de la ensefian-
za individualizada. Portavoz de un equipo de
treinta profesores de la demarcacién de Lyon,
M. Gauthier expuso, en cierto modo, el ba-
lance de su experiencia. Estos profesores han
analizado en primer lugar los defectos de la
enseéfianza colectiva: situacién privilegiada del
profesor que es el responsable de la eleccién,
pasividad de los alumnos (lo que explica con
frecuencia su fracaso en los exdmenes), difi-
cultad para poder hacer que todos los alum-
nos asimilen las explicaciones, teniendo en
cuenta que ciertos alumnos son méas despier-
tos que otros.

Los alumnos se limitan a tomar notas; no
aprenden a estudiar.

Ahora bien, ;es posible individualizar la
enseflanza? Los profesores han intentado es-
tablecer un didlogo entre grupos de alumnos;
luego un didlogo de los grupos entre si. Los
alumnos tienen a su disposicién fichas. Se dis-
tribuyen en equipos de trabajo y responden a
las preguntas propuestas. Cada equipo trabaja
a su ritmo. A los alumnos mejor dotados se les
da fichas suplementarias; éstos pueden ayudar
incluso a sus compafieros mas lentos o menos
dispuestos y hasta pueden llegar a ser los au-
xiliares del profesor. Este permanece como el
consejero, el guia de todo el grupo.

M. Gauthier expone las dificultades y cri-

ticas: mayor cansancio para ¢l profesor, clases
mas movidas: hay alumnos que, en cfecto, no
charlan, pero s6lo hablan de matemdticas;
progresion mads lenta; distanciamiento entre
equipos: hay algunos que llevan cinco o seis
fichas de adelanto sobre los otros, ete.

M. Gauthier se guardé muy bien de dar una
conclusién concreta a este sistema, pero cree
gue esta experiencia ¢s apasionante y prome-
tedora.

M. A. Delessert, de Lausana, hablé con mu-
cho gracejo de la formacion del profesor de
matemadticas y evocd la figura de profesores
que conceden toda la importancia a la obten-
ci6n de su titulo y se imaginan por ello inde-
finidamente competentes.

La formacién del profesorado, segin M. De-
lassert, debe preceder a la puesta a punto de
los nuevos programas. Dar una clase de mate-
maticas es poner en acciéon las facultades de
intuicién, de imaginacion y de critica. Final-
mente, compara la ensefianza de las matema-
ticas tradicionales y de las matemadticas mo-
dernas a la navegacién: el primero es seme-
jante a una navegacién de cabotaje; el segun-
do, se parece a uha navegacion transocednica.
El profesor moderno debe gozar de cierta au-
tonomia, pero esto exige por su parte, y eso
se sobreentiende, un esfuerzo personal. ;Ista
preparado para ello?

El tema de la conferencia de M. A. Revug,
profesor de la Sorhona, fue «l.os primeros pa-
s0s en analisis».

El conferenciante precisé desde el principio
que en realidad iba a hablar «de los primeros
pasos en la direccion del andlisisn. M. Revuz
destacéd la importancia del andlisis, campo en
el cual intervienen las diferentes situaciones
de las matematicas. Lo corriente es introducir
la ensefianza del analisis después de los die-
ciséis anos; hay que esperar, se dice, porque
esta ensehanza estd considerada como dificil.
Esto es un error: ;acaso no se ensefian en esta
edad cosas maéas dificiles de geometria? Si se
quiere lograr una buena ensenanza del anali-
sis, hay que prepararlo. Se le debe ensefiar
pronto y progresivamente. El conferenciante
estima que se puede hacer algo ya en el pri-
mer ciclo, pero ;con qué disposicién? Logran-
do hacer que los alumnos de primaria salgan
de ella sin esa falsa formacién en que se han
visto sumergidos, ;Cémo proceder? M. Revuz
propone tres frentes de ataque:

1° La elaboracion de un utillaje numérico.
El conferenciante dice, de paso, cuan irritante
es oir frases como ésta: «Es preciso que los



alumnos adquieran perfectamente los meca-
nismos...» Como si el hombre fuera un ser
mecanico, un autémata.

2 La elaboracién de una teoria elemental
de la medida. Esta nocién no tiene todavia el
puesto que le corresponde en la ensenanza de
grado medio. ;Cémo lograrlo? Quizi se pudie-
ra partir del area para volver sobre la nocién
de longitud.

3. El estudio de algunos tipos de funcio-
nes simples. Es preciso hacer comprender muy
bien que se trata de aplicaciones particula-
res.

El profesor Z. P. Dienes desarrolld en su
charla el problema de «las matemiticas en la
escuela primaria». La adquisicién de las no-
ciones abstractas en matemadticas se puede ha-
cer en seis etapas. En la primera etapa, llama-
da ludica, se rodea al nino de material muy
diverso y estructurado; el nifio debe sentirse
libre. Después la actividad se canaliza bajo la
forma de juegos bien reglamentades. En la
tercera etapa se lleva al nino a comparar los
juegos; se establece un isomorfismo entre los
diversos juegos. Hasta aqui s6lo se ha hecho
pre-matemaética. Asi se llega a la cuarta etapa,
la de la representacién en la que la identidad
de las estructuras se expresara en grafismos.
En quinto lugar, después de haber represen-
tado la abstraccién, se pasa a la descripcién
de las propiedades de esta abstraccién; esto
precisa la intervencion de un lenguaje que
podemos calificar mas tarde de axiomatico.
En fin, en la sexta y ultima etapa se apren-
dera a utilizar la representacién.

Para ilustrar su exposicion, el profesor Die-
nes proyecté dos filminas: una sobre la logi-
ca y la otra sobre las rotaciones del tetraedro
regular.

El Congreso. terminé sus trabajos el 30 de
agosto: la sesién de clausura estuvo presidida
por M. Pierre Louis, rector de ’Académie de
Lyon, que representaba al ministro de Edu-
cacién Nacional.

Con respecto a la ensenanza de las matema-
ticas, en el Congreso se redactaron las siguien-
tes conclusiones:

1* La modernizaciéon de la ensefanza de
las mateméticas debe exigirse enérgicamente,
tanto en el contenido de los programas como
en el modo de presentarlos. Contenido y me-
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todos, que son inseparables, deben ser el obje-
to de un estudio permanente.

2.* Los conceptos matemadticos forman par-
te de otras disciplinas (ciencias fisicas, biolé-
gicas, econdmicas, humanas, etc.). Mucha de
la teoria matematica ha tenido su origen en
la construccién de modelos matematicos par-
tiendo de situaciones reales, y por ello la en-
seflanza de las matematicas se debe tener en
cuenta. Se debe fomentar la colaboracién de
los profesores de matematicas con los de otras
disciplinas.

3.* Debe ampliarse la cooperacion interna-
cional. La informacién sobre la ensefianza de
las matematicas se puede difundir por medio
de conferencias, de publicaciones o intercam-
bio de profesores. Cada pais deberia estar in-
formado lo mds completamente posible de los
esfuerzos y resultados de los demas. En espe-
cial los paises mas desarrollados deben conti-
nuar colaborando con los pafses en vias de
desarrollo en la busqueda de soluciones que
sean apropiadas.

4* La evolucién acelerada del contenido
de los métodos de la ensefianza de las mate-
maticas exige que cada profesor de matema-
ticas esté en condiciones de aprovecharse de
una formacién continua que debe estar inte-
grada en su actividad profesional.

5* La pedagogia de las matematicas es,
cada dia més, una ciencia auténoma, con Ssus
problemas propios de contenido matematico
de experimentacién.

Esta ciencia nueva debe encontrar un hueco
en los Departamentos de Matematicas de las
Universidades o en los Institutos de Investiga-
cién; y los que destaquen en esta disciplina
deben poder tener acceso a todos los grados
universitarios.

Nos hemos esforzado por dar una referen-
cia objetiva de este Congreso que sefalard una
etapa en la historia de las matemdticas en el
sentido que hara tomar conciencia a todos los
que en ¢l participaron del papel que han de
realizar y que encontrara eco cerca de los res-
ponsables de la Educacién Nacional de nume-
rosos paises.
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LA BALLENA
ALEGRE

La Coleccién de libros Juveniles
mas premiada del mundo

0. EL NIRO, LA GOLONDRINA Y EL
GATO: Miguel Bufluel.

1. LUISO: José Marfa Sdnchez Silva y Luis
de Diego. '

2. EL JUGLAR DEL CID: Joaquin Agulrre
Bellver.

3. ANGEL EN ESPARA: Jaime Ferrén.

4. ATILA Y SU GENTE: Luis de Dlego.

5. RASMUS Y EL VAGABUNDO: Astrid

Lindgren.

EL GUIROL DE DON JULITO: Carlos

Muiliz.

7. CUENTOS DEL ANGEL CUSTODIO:
Laura Draghi.

8. EL JARDIN DE LAS SIETE PUERTAS:
Concha Castroviejo.

9. DARDO, EL CABALLO DEL BOSQUE:
Rafael Morales.

10. A LA ESTRELLA POR LA COMETA:
Carmen Conde y Antonio Ollver.

11. EL BORDON Y LA ESTRELLA: Joaquin
Aguirre Bellver.

12 MANUEL Y LOS HOMBRES: Miguel
Bufiuel.

13. EL SUERO DEL PICONERO: Antonio
Cerezo Moreno.

14. MARSUF, EL VAGABUNDO DEL ES-
PACIO: Tomds Salvador.

15. LA AVENTURA DEL ‘“‘SERPIENTE EM.
PLUMADA'": Pierre Gamarra.

16. LANDA “EL VALIN": Carlos Marfa
Ydigoras.

17. BERTOLIN, UNA, DOS... |TRES!: Fe-
derico Muelas.

18. DE UN PAIS LEJANO: Angela C.
Ionescu.

19. EL ESPEJO DE NARCISO: Alfonso Mar-
tinez-Mena.

20. EL ARCO IRIS: Marfa Isabel Molina.

21. EL NIRO Y EL MAR: José Marfa Biu-
rrun.

22. LA ISLA DE LAS TORTUGAS: Amado
Gracia.

23. DETRAS DE LAS NUBES: Angela C.
Ionescu.

24. MARCELINO PAN Y VINO: José Marfa
Sénchez-Silva.

25. UN MUCHACHO SEFARDI: Carmen Pé-
rez Avell6.

26. LAS RUINAS DE NUMANCIA: Marfa
Isabel Molina.

27. EL BATALLON DE LA SELVA: Antonio
Cerezo Moreno.

28. GRINGOLO: Lili Koenig.
29. TOM Y JIM: Marfa Elvilra Lacacl.

30. TRES ANIMALES SON: José Marfa Sdn-
chez-Silva.

31. ANGEL EN COLOMBIA: Jaime Ferrén.
32, CUENTOS DE JAVIER: Luis de Diego.

33. DESPUES DE LOS MILAGROS: Carmen
Sant-Martin.

34. EL GRAN DETECTIVE BLOMQUIST:
Astris Lindgren.

35. RIKKI-TIKI: Manuel Maristany.

36. EL CARRO DE FUEGO: Radl Torres.

Preclo de cada ejemplar: 125 ptas.
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POR PRIMERA VEZ EN ESPANA,
ATLAS JUNIOR

vicens-vives x oxford

EL ATLAS DE RELIEVE Y CONCEPCION MAS
REVOLUCIONARIO PARA LA ENSENANZA BA-
SICA, FRUTO DE LA LABORIOSA INVESTIGA-
CION DE VICENS—VIVES Y LA COLABORACION
DE OXFORD.

Este Atlas contiene ocho mapas dedicados a la
Peninsula Ibérica con otros complementarios sobre el
clima, la vegetacion, la agricultura, la ganaderia, la
pesca, la minerfa, las fuentes de energia, la industria
y la poblacién. Un hemisferio fisico, y otros de
Europa, Asia, Oceania, Africa y América, con los
correspondientes sobre clima, poblacion y produc-
cion. Completa la edicion un indice toponimico muy
cuidado.

Precio: 98,— Ptas. Solicite un ejemplar muestra con el 50% de

descuento.

MAPAS MURALES VIGENS—VIVES DE ESPANA
Y DE TODOS LOS GONTINENTES

Préxima novedad sin precedentes.

Serie Junior (siete mapas) Tamafio 86 x 128 cm.

ESPANA FISICA
ESPANA POLITICA
EUROPA

ASIA

AFRICA

AMERICA
OCEANIA

Nuestros MAPAS MURALES Vicens—Vives, estan
protegidos por una superficie plastica especial que
permite escribir sobre ella y borrar facilmente.

El sistema cartografico empleado representa un avan-
ce considerable en la cartografia actual, ya que el
nifio capta con facilidad el relieve y los accidentes
geograficos del mapa que esta observando.

Pida nuestro Catélogo Escolar,

editorial vicens—vives = avda. de sarrig, 132136 % barcelona-17




gl horizonte
de lu educncian
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TECNICAS
(TURALES

enciclopedia
técnica ‘
de l1a educacion

La «Enciclopedia Técnica de la Educacions pretende situar los problemas en un
cuadro sistemdtico de las Ciencias de la Educacion, estudiandolos con una pa-
noramica que abarque el fenomeno de la educacion en todas sus relaciones y
condicionantes y fundamentar las soluciones y allernativas que se ofrecen en
las conclusiones y criterios que va elaborando la ciencia pedagogica. Tanto la
seleccion de los contenidos de la obra como el tratamiento que se les ha dado,
responden a ese doble criterio: dotar al profesor de un instrumento eficaz
para el perfeccionamiento de su actividad docente y contribuir, al mismo tiem-
po, a su formacién y actualizacién pedagégica.

3 voli de 2.000 pagi
Formato: 19 x 27 cm.
Encuadernacion: g
dos colores.

cada uno.

beige con

Sirvanse remitirme la obra ENCICLOPEDIA TECNICA DE LA EDUCACION,
encuadernado en 3 tomos.

"] A REEMBOLSO, con el precio ESPECIAL PARA EL MAGISTERIO NA-
CIONAL de 2.000 pts.

0 Acogiéndome a la oferta de pugo aplazado con las siguientes con-
diciones: 350,-pts. al recibir la obra y 10 plazos de 200,-pts. men-
suales mediante letras.

NOMBRE Y APELLIDOS
CARGO
DIRECCION

POBLACION PROVINCIA

La pagina de Ia

santillana

Plan de la obra:
Tomo |
Revision y prélogo
José Blat Gimeno
® Organizacion y Administracion Es-
colar
® Psicologia de la Educacion
® Técnicas de Trabajo Escolar
® Técnicas de Control y Diagnéstico

Tomo 1l
Revision y pralogo
D. Santiago Martinez Ruiz

® |a ensefanza del idioma en la Edu-
cacion Basica

® Didédctica Moderna de la Matema-
tica elemental
Las ciencias sociales en la Educa-
cién Bdsica
Las ciencias fisico-naturales en la
Educacién Basica.

Tomo I
Revision y prélogo.
D. Victor Garcia Hoz
® Fducacion fisica, artistica y tiempo
libre.
El material didactico.
Educacién preescolar.
Educacién integral de adultos.
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