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Valores y obietivos 
de la Matemática Moderna 

l. JNTRODUCCION 

Para la Escuela Primaria la evolución de la 
Matemática en estos años es importante por los 
cambios de métodos didácticos que lleva consi­
go, desde luego mucho más que por los eventua­
les cambios de programas. Es muy posible, sin 
embargo, que esa renovación de métodos haya 
sido inducida porque los conceptos que en la Es­
cuela Primaria resultan nuevos han probado 
que son de gran importancia para la educación, 
en general, y no solamente para la información 
matemática, en particular. Es por esto que tan­
tas veces se reclama el apoyo del psicólogo en 
la programación de la Matemática; no sólo por 
el conocimiento de las etapas del desarrollo 
mental del niño, sino porque los conceptos fun­
damentales en la Matemática actual parecen 
serlo también en el pensamiento humano, cua­
lesquiera que sean los contenidos sobre los 
que actúe. 

En esta interpretación de los nuevos concep­
tos, que lo son únicamente, se repite, por cuan­
to no aparecían antes en la Escuela Primaria, 
es en donde encuentra la Matemática actual sus 
valores y sus objetivos. En cuanto se refiere 
a su aprendizaje,. los métodos de enseñanza 
han de tener un doble apoyo: 

~ En los conceptos mismos. 
- En la jerarquía que tales conceptos ocu­

pan en el desarrollo mental del alumno. 

El carácter del primero es estrictamente ma­
temático y corresponde a los matemáticos prO­
fesionales aclarar cuáles son fundamentales 
para su ciencia y en qué grado; el segundo 
tiene carácter psicológico y sobre la cuestión 

Por ALBERTO AIZPUN 

Cat.eclritlco de Matemáticas de la Escuela Normal 


Femenina de Madrid 


se han realizado ya muchas investigaciones, al­
gunas de las cuales, como las de Piaget y su 
escuela, han quedado como clásicas. 

Así que todo profesor a quien agrade estar 
al día debe saber que ha de profundizar en tres 
direcciones: 

a) 	 La de los contenidos matemáticos, con­
venciéndose de que estará mejor prepa­
rado para su labor cuando posea un 
mayor dominio de conocimientos. 

b) 	 La de los resultados que se han obteni­
do y se van obteniendo en las investiga­
ciones psicológicas sobre el aprendizaje 
de la Matemática. 

e) 	 La de los métodos de enseñanza dedu­
cibles. 

Aquí no podemos comentar exhaustivamente 
ninguno de los tres puntos y nos limitaremos a 
exponer esquemáticamente algunas cuestiones 
sobre a) y e) señalando el valor educativo que 
encierran y el objetivo que se persigue con 
ellas. 

2. AlflUNAS CARACT'E:RISTICAS 
ng LA MATEMATTCA ACTUAL 

Tanto los especialistas como los aficionados 
han admitido siempre que la Matemática ac­
túa con abstracciones y los profanos llegan a 
disociar el pensamiento matemático del pen­
samiento sobre la realidad. Sin embargo, mu­
chas veces la Matemática ha tomado sus pro­
blemas de la experiencia, sobre todo de la Fí­
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sica, y ha sid.o después, al estudiar sus deriva­
ciones formales, cuando han sido planteados 
::;obre ellas otros problemas cuyos elementos 
ya no se tomaban del mundo sensible y de los 
que nadie recordaba su origen experimental. 
l'ur eso la naturaleza abstracta de la Matemá­
tiea era entendida en el sentido de que la abs­
tracciún la realiza a partir de la vida real y de 
que los elementos con que trabaja son meras 
idealizaeiones de los que componen el mundo 
sensible. Esta interpretación conducía de modo 
natural a un procedimiento de enseñanza con­
sistente en comenzar por la observación de los 
objetos exteriores a fin de idealizar algunas 
de sus propiedades, que habían de tener siem­
pre y forzosamente un carácter meramente nu­
mérico o geométrico; sobre estas idealizacio­
nes, obtenidas de modo empírico e intuitivo, se 
construía una teoría matemática que poste­
riormente se aspiraba a comprobar actuando 
de nuPvo sobre la experiencia externa. 

l~te modo de entender las cosas parece que 
da a la Matemática un carácter estático, de 
descubrimiento; una propiedad observada, un 
teorema demostrado, son puntos de llegada, 
verdades que se nos aparecen, cosas que siem­
pre existieron, pero que sólo nos son conocidas 
a partir del momento en que las descubrimos, 
pequeñas o grandes Amérkas de la investiga­
ción. 

Los profesionales actuales no comparten este 
punto de vista y para ellos uno de los valores 
de la Matemática es precisamente su carácter 
marcadamente dinámico; no se trata de descu­
brir y contemplar, sino de inventar y construir. 
Con esta concepción, la Matemática no será un 
sistema cerrado de conocimientos, susceptible 
de agotarse, sino un campo abierto a todas las 
iniciativas y, por tanto, en constante desarrollo. 

Por otro lado, y sin que suponga ninguna 
eontradicción con lo anterior, la Matemática 
realiza actualmente un esfuerzo de síntesis; 
avanzar en esta síntesis es precisamente su 
principal objetivo. Intenta buscar las conexio­
nes Pxistentes en dominios que hasta ahora se 
presentaban como independientes, y posible­
mente tal aspiración a la unidad es un hecho 
que en el fondo del pensamiento humano ha 
aparecido más de una vez. Con este objetivo, 
intencionado o inconsciente, la meta está to­
davía muy lejos, y sí llamamos moderna a la 
Matcmútica de ese estilo, no habrá hecho más 
que empezar. Profundizará y se extenderá mu­
cho más, siendo ya un camino irreversible. 

Una de las ideas que consigue en parte esta 
unidad entre teorías aparentemente no relacio­
nadas entre sí es la de estructuras isomorfas, 

que por ser una de las claves del pensamiento 
matemático es también uno de los más fuertes 
instrumentos de la enseñanza. Según la escue­
la Bourbaki, «el objeto de la Matemática es el 
estudio de las estructuras matemáticas•; y de­
jando aparte esta opinión, sea o no la más acer­
tada y precisa, revela por lo menos la impor­
tancia del concepto de estructura. Para hablar 
de estructura es necesario fijar un conjunto y 
establecer entre sus elementos una o varias re­
laciones. Por ejemplo: tomemos el conjunto 
C = 1a, b, e, d 1 y establezcamos entre sus 
elementos la operación descrita por la tabla de 
la figura 1; se podrá hablar entonces de la es­
tructura de C. 

Tig.I 

~ a. b e d. 
a. a. b e d. 

b b e el.. a_ 

e e d. a. b 

eL el. a.. 6 e 

Si es A = 1 O, 1, 2, 3 1 y la operación • con­
síste en obtener de cada par de elementos el 
resto que da su suma al dividirla por 4 (así 
2 • 3 = 1), se obtiene la tabla de la figura 2 y 
se podrá hablar de la estructura de A. 

Figli 
o 1 2 3* 

o o 1 2 3 

1 1 2 .3 o 
2 2 3 o 1 

3 3 o 1 2 
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tiene un elemento del mismo conjunto. Otras 
veces la relación establecida sirve para ordenar 
dP alf-,rün modo el conjunto (como la relación 
«estar contenido» Pntrt' los subconjuntos de un 
conjunto), y entonces se habla de una estruc­
tura de orden. Finalmentl', si la relación psta­
blecida hace referencia a los conceptos de ('n­
torno, continuidad, límite, etc., se dirú que tra­
tarnos con una estrut·tura topoltígica. Cualquier 
estructura que se construya ptH'<k ret rot l'lll'l'­
se a una o varias de esos tipo...;;. 

Pues bien, resulta conocida de hace tiempo 
la tesis de Piagl't sq..,r(m la cual los mecanismos 
mentales drl niño pucckn descrihin;e mediante 
ciertas estructuraR (también mentalet-i) que en 
algún modo son comparables a aqucllns otrns 
matemáticas, aunque sin la pretensión de PS­

tableccr entre unas y otras un complt'to iso­
morfi.smo. Así, las estructuras matem;íticas 
tendrían un carácter <<natural», resultando €'n 
gran medida una prolongación formal de las 
(•structuras de la inteligencia. I~il1 realidad la 
tesis de Piaget se encuentra subyacente en la 
mayor parte de los procedimientos didácticos 
que He ensayan en la actualidad, y se compren­
de que la confluencia de Jos tres hechos que 
hasta ahora hemos marcado (interpretación 
constructiva y por tanto eminentemente activa 
ele la Matem<it ica, tendencia a la unidad con 
l'l concepto de estruetura, interpretación de los 
trabajos de Piagetl conducen necesariamente 
a una modificación total de los procedimientos 
didácticos seguidos hasta hoy, así como quP 
este campo de la Pedagogía de la Matemútica 
está por eso mismo prácticamente inexplorado. 

Y aún hay otras cuestiones sobre la Mate­
mática actual que repercuten en su enseñanza 
y que no hemos considerado. Por ejemplo, que 
ese objetivo de unidad que parece' intentarse a 
través del concepto de l'structura estú apoyado 
en el método puramentp axiomútico, hasta el 
punto que puede citarse éste como otro de los 
valores de la Matemútica actual. Iik: cierto que 
la palabra axioma referida a lo que se acepta 
de partida sin demostración y en Jo que se basa 
el razonamiento deductivo para desarrollar 
una teoría es muy vieja, pero ahora no se trata 
de esto. Se trata de que las estructuras de que 
hablamos se crean y diferencian C'll virtud de 
los axiomas impuestos de partida. Si éstos son 
pocos la estructura creada será observable en 
campos de la Matemática muy distintos, y a 
medida que aumentemos el nümero de axio­
mas, E>s decir, a medida quE> compliquemos la 
estructura creada, aquellos campos se irún sin­
gularizando. De modo que si los elementos de 
un conjunto C satisfacen a n condiciones pre-

Tomemos ahora un cuadrado y llamemos: 
m al giro de 360• respecto al centro, en cual­

quier sentido. 
n al giro de 90• respecto al centro, en el sen­

tido de las agujas del reloj. 
p al giro de 1800 respecto al centro, en cual­

quier sentido. 
q al giro de 900 res~cto al centro, en sentido 

opuesto al de las agujas del reloj. 
Tendremos entonces el conjunto B = 1m, 

n, p, q 1en que la composición de movimientos, 
que designamos por o, proporciona la tabla de 
la figura 3, pudiéndose hablar entonces de la 
estructura del conjunto B. 

·Fi_y. UI 

m 1'1­ p o/ 
m 71. p 9 
?'1. j:J 9 111. 

f' 9 m rz. 

9 111. .,_ f> 

Como se ve, estas tres tablas son intercam­
biables así: 

._....& • +--+ o ._....a o +--+ m 
b 1 +--+ n - ,..._....e 2 p 
d +--+- 3 +--+ q 

Por eso se dice que las estructuras adquiridas 
por A, B y C con las operacione!'l respectivas 
son estructuras isomorfas; basta estudiar una 
de ellas, por ejemplo la de e, cuyos elementos 
no han sido concretizados, para poder traducir 
los resultados en las otras dos, aparentemente 
tan inconexas como las dadas, al menos en lo 
que se refiere al tipo de elementos que mane.. 
jan. 

La estructura puesta en Jos tres ejemplos 
anteriores es del tipo de las llamadas estructu­
ras algebraicas, donde el adjetivo significa que 
la relación establecida entre los elementos del 
conjunto tiene carácter operativo, es decir, que 
~onsiste en un procedimiento mediante el cual 
de cada par de elementos del conjunto se ob­
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vias, al at\adir una nueva condición indepen­
diente de las anteriores es de esperar que ya 
no sea satisfecha por todos los elementos de C, 
sino sólo por los de una parte de éste. Así el 
método axiomático actúa como un mecanismo 
de disgregación, de individualización, de carac­
terización. 

Por otro lado, el concepto de axioma ha pa­
sado a ser, quizá desde diferente punto de vis, 
ta, algo asi como regla permitida, encontrán­
dose aquí la fuerte relación entre Matemática 
y Lógica. Siempre se ha reconocido este pa­
rentesco y afirmado que la Matemática es emi­
nentemente lógica porque es rigurosamente de­
ductiva. Ahora son los propios métodos mate­
máticos los que actúan sobre alguna parte de 
la Lógica, y las obras existentes con el nombre 
de Lóg!ca Matemática son muchas. Sólo por 
poner Ún ejemplo de este entronque puede ci­
tarse la aportación de la Matemática a la pro­
gramación de las computadoras y los intere­
santes y atractivos problemas que plantean los 
cálculos asociativos. He aquí uno de los moti­
vos por los que cada día se insiste más en ha­
cer aparecer en la Escuela Primaria el cálculo 
lógico en conexión con la clase de matemáti­
cas., 

No es ..cuestión ahora de realizar una exposi­
ción de las principales cuestiones de contenido 
matemático; pero hay que convencerse de que 
teoría de conjuntos (no tan fundamental hoy 
como suele decirse, aunque importantísima en 
Matemática), relaciones, aplicaciones, leyes de 
composición, estructuras, axiomatización de 
una teoría, cálculo lógico, por citar cosas que 
aparecen como nuevas en la Escuela Primaria, 
es algo de conocimiento indispensable a todo 
profesor, cualesquiera que sean sus alumnos, 
bachilleres o párvulos, aúnque no suficiente. 
Sin ello resulta completamente imposible rea­
lizar una enseñanza que sirva al alumno para 
algo. Y conste que no se trata de utilizar las 
palabras, sino el sentido que dan a la enseñan­
za todas esas ideas. 

3. FJL OBJI<::TIVO DF~ LA MATI':MATlC.ft 
l~N LA K P. Y MODO DI•: 11 LCANZi\ H LO 

El oBjetivo que se propone la Matemática 
en la EScuela Primaria no es que el alumno 
adquiera mecánicamente el conocimiento de 
una colección de hechos y de relaciones mate­
máticos. En realidad son pocas las ideas a tra­

tar, y se aspira más bien a que el niño adquiera 
el hábito de pensar sobre ellas; el gran valor 
de la Matemática en la Escuela consiste preci­
samente en que es un modo de pensar y, con­
secuentemente, un modo de actuar. Pero apren­
der a pensar exige tener oportunidad de cons­
truir el propio pensamiento. Al principio éste 
tendrá muchas lagunas, será reiterativo y al 
mismo tiempo impreciso, como ocurre en todo 
aprendizaje; no sabrá conducirse con soltura y 
rigor, etc. Pero la reiteración en el entrena­
miento, el contraste que los alumnos hagan de 
sus mutuos modos de pensar, la búsqueda de 
cor.traejemplos, etc., lo irán perfilando. Este 
es un modo de trabajar que requiere por parte 
del maestro paciencia para esperar, habilidad 
para sugerir, imaginación para proponer situa­
ciones aprovechables ... 

En la actualidad nuestros estudiantes no sa­
ben, en general, pensar a partir de una infor­
mación escrita previa; ni en Primaria, ni en 
Media, ni siquiera en los primeros cursos de 
Universidad, salvo excepciones y refiriéndonos 
únicamente a informaciones de tipo matemá­
tico. Muchos métodos de enseñanza actuales 
tienden fuertemente, sin embargo, a que el 
alumno trabaje, sea individualmente, sea en 
grupos, a partir de informaciones que recibe 
por escrito. No han sido experimentados con 
la suficiente extensión como para preferirlos 
a otros, pero de entrada tienen la ventaja de 
habituar al alumno a esa necesaria facilidad 
de interpretar y explotar tales informaciones, 
así como saber aplicarlas a cuestiones que se 
le presenten. A modo de ejemplo se dan ad­
juntas algunas fichas individuales que inten­
tan realizar este trabajo (1). 

Las fichas de este estilo se continúan para 
descubrir la conmutatividad y asociatividad 
de la composición, la observación de N como 
neutra y la de que cada máquina tiene su in­
versa, que en este ejemplo es ella misma. En 
realidad ha sido una motivación aprovechable 
para dar ese sentido operacional al cálculo nu­
mérico, que se realiza partiendo de fichas pa­
recidas en las que las máquinas son +a, x b, 
-e, : d (donde a, b, e, d, son números na­
turales), permitiendo así que los alumnos des­
cubran, cada uno a su ritmo, las propieda­
des de las operaciones (asociativa, conmutati­
va, existencia de neutro... ) y sus mutuas re la­

(1) Estas fichas son debidas a Nicole Picard, del Ins­
tituto Pedagógico Nacional de Francia. Algunos centros 
y manuales espafloles las aprovechan en parte, lo que es 
cómodo; pero no citan su origen, lo que es feo. 
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Ficha de actividad y descubrimiento 

Aquí hay una cadena de S máquinas. 

0 ,......-0---······@c······­: ~:::-::-: :_:: 
: : : : : : ·······- :::::·.:·:o::::~ 

: :'-Ji i .1 ·-·.. .. .. 
~-: ~ ........: 


¡,Se puede hacer el mismo trabajo con una sola máquina? 

....... 

11 
:........... .=-·······¡ 


.-·... . : 
~ ·~~-= 

Aquí hay otra cadena: ésta tiene 6 máquinas. 

. r._ .. . ..0 .'•"""@1'". oo•••·0:'"""':. 

anir~ L...J .......¡ LlQ 

.........0···......Q .......':.
; ~ ; :\'::..9i i 
: : : :-.-: : 
~.. .. ... ... :.......... : ~- ........: 

$al..z 

¿Puede hacerse el mismo trabajo con una máquina sola? 

.·· ···.{ .: 
.: 
......... 

i. 

: :. .. .F .......... 


Inventa otras cadenas de máquinas y mira si cada vez puedes sustituirla POr una sola. 

F10. VI 
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ciones (distributividad, pares de inversas). En investigan las propiedades de la:,; operaciones, 
la figura 7 aparece, por ejemplo, una primera pueden emplearse en cualquier otro momento. 
ficha informativa sobre la multiplicación. En la figura 8 se presenta otra (del autor) c¡uv 

Este sistema de fichas no tiene edad dentro utilizamos a los once-doce años y que corres­
de la Enseñanza General Básica. Aunque las ponde al juego de ellas en que se pretcndl· 
mostradas pertenecen al momento en que se fijar el concepto de función. Queda por decir 

MAQUINAS DE MULTIPLIOAR 


@ 

cn.f.rcr. .S ale 

1 
4­
.3 

2 

S 
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4 ue estas fichas, aisladamente utilizadas, t ie­ tenidos. Muy probablemente, la técnica de la 
nen poco valor; hace falta una colección de enseñanza programada será aprovechable en 
ellas par·a accedE-r al conrt>pto que se huMea y su confección, aunque el método tiene orien­
otra colección para C'Valuar IOfol I'C'RultadoH oh- taciones diRtintaR. 

l. Aqu( tiene• el conjunto A y el conjunto B. Se ha 111. Escribe en B los mlmeros que ha¡an faha para 
trazado una flecha de 3 11 9, porq~re el cuadrado de :\ e~ Y. que pueda~ trazar una flecha de cada uno de lm números 
Mab abajo \e ha es.:rlto la pareja (3, 9). de A. E~~ribe la!l nueva. pareja•. 

IV. ('nmplctu )uN pareju•: (2, 4), IJ, 9), 14. ), 1\ ), 
( 10, ), (11, ). 

Tnchn en rojo lo' pure• que no pueden c~crihir~c: C1, 1),JI. Tr11tu las flecha• poMible~ y .:scribe l1n pareja• que 
reNulten. 14. 8>. t6. m. 11. 49), c8. 64l. (9, so>. 

Di •1 puedes hahlnr de función. V. La pareja (4, 16) puede escribirse, porque 16 = 41 . 
E1cribe lo• nllmemM que pertenecen al conjunto de defi­ La pareja (7, 49) puede e•críbine, pnrque 49 = 72 . Sé que

nición. 	 la 1'11rej11 (x, y\ puedr e•crlhir•e; llenu t!nt11nce' In que 
E•cribe ltls m\meru~ que pertenco.:en ul conjuntu finul. fultu: v = 

Fu;. VIII 

Ji~te prorNiímlf'nto dt• trabajo merllantr. fí­
t~ha~o~ lndlvldualeR tiene otras vt>ntajns aparte 
de esa, a nuestro juicio grundhdma, ele habi­
tuar al alumno a lntNprC'tar ron t.'xartitud y 
precl!lión lo que un t'Hcrito IP dire, falta dl' 
hábito que es, segurarnentt'. una de las causas 
de que el libro de texto no Hirva a caHi ningún 
,llumno para otra rmm qut> aprt>ndérsf'lo dt> 
memol'ia, y ¡;on: 

qut• pt•rmitc a cada alumno adelantar a 
su ritmo propio; 

qut• evita la rémora que para la marcha 

dt• la dase como grupo liuelen ¡·epresen­

.tar )<)H alumnos nu\s atrasados, por cuan­

to permite p01wr a ésl!>~o~ al mismo nivl'l 

qm• la muyorín t'll t il'mpo lln•vl'; 

que todoH l'f'nllza n a lgt'm t ral.Jajo l't)ll 

acierto; 
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- que permite un control auténtico de los 
avances de cada uno; 

- que suminiAtra una información clarfsi­
ma sobre el modo de proceder de cada 
alumno; 

- que las fichas son susceptibles de confec­
ción por el propio Ma~tro, conocedor de 
las necesidades de sus alumnos. 

Por otro lado, exige del Maestro: 

- una preparación concienzuda de cada fi­
cha, sin perder de vista el objetivo fi ­
nal; 

- disponer de fichas suplementarias para 
los alumnos más lentos de comprensión 
y de otras para aquellos más rápidos; 

- tener una máquina multicopiRta que le 
reproduzca las copia:;. 

Si nos hemm; detenido un tanto, aunque sea 
esquemáticamente, en esta exposición del tra­
bajo por fichas individuales, es porque permi­
te al Maestro actuar con independencia de lo 
que los textos le marcan y queda libre para 
mejor dirigir a sus propios alumnos, a quienes, 
sin duda, conoce mejor que nadie. Pero como 
antes se ha dicho, no es todavía un procedi­
miento contrastado como mejor que otros; qui­
zá, en el fondo, Bea un método socrático disfra­
zado y la tal inventiva del alumno no exista. 
F.Jectivamente, ¿es que en las fichas que l:ie 
ponen como ejemplo puede actual el alumno 
de algún modo que no sea el correcto? ¿Existe 
realmente la posibilidad de dirigir la acción y 
el pensamiento por caminos diferentes? He 
aquí un punto dt• inveHtigación que cada uno 
puede haPer Pn su Pscut•la ... Hi tient• una mul­
ticopista. 

l. l'IU)('l•:lll\lll•:NTO~~ ll'l'l\,l:/"\l'\Y;.; l<~~ 

N lJ 1<~'1'1 t :\:; I<S( 'l J 1<1.,\:; 

La mayor parte de los métodot; que hoy Hl' 

exponen como desea bies presentan ciertos con­
dicionamientos (de medios, de material, de mo­
biliario Incluso) a los que el maestro caHI nun 
ca puede atender en su realidad escolar, pt•t·o 
esto no es obstáculo importante pa1·a podt•t· 
realizar una labor plena de sentido y de eficn­
cia. En efecto, aquellos medioH pueden apare­

cer como deseables, pero resulta dudoso que 
sean necesarios e indiscutible que no son SU· 
ficienteA; en cambio, la auténtica preparación 
del Maestro y el Interés por su propia labor 
resultan decisivo.<~. 

En la actualidad se da una circunstancia 
afortunada, y es que hoy más que nunca se 
ofrece al alumno la actividad matemática en 
forma de juego, es decir, que se le motiva la 
construcción matemática proponiéndole juegos. 
No es necesario recurrir a las bellas exposicio­
nes de Claparede para justificarlo, principal­
mente porque el objetivo que se persigue con 
ello no está plenamente entre las reflexiones 
de aquél. Se le oftece un juego porque éste 

. ~xige un material sobre el que actuar, ya sea 
t:.ensorial o mental, de Igual modo que las teo­
rías matemáticas actúan con ciertos elementos 
(puntos, números, movimientos, funciones, 
conjuntos, etc.); exige además unas reglas pre­
viamente acPptadas, como la Matemática im­
pone de partida sus axiomas; finalmente, la 
aplicación de aquellas reglas a las manipula­
ciones del material sensorial o a las consruc­
ciones mentales permite encontrar resultados, 
como la deducción lógica a partir de los axio­
mas permite formar la teoría matemática. Esto · 
no quiere decil', claro está, que la matemática 
se entienda construible como un juego ni que 
Hólo sean juegos lo que se proponga a los alum­
nos; quiere decir que tales juegos, si están 
apropiados a la edad, resultan una buena fuen­
te de motivaciones y un recurso eficaz. 

He aqul un juego apropiado a cualquier niño 
de nuestras escuelas, que cualquier lector pue­
de experimentar en su clase y que lleva a ma­
nejar de modo natural la numeración de base 
2: el maestro, debe disponer de cuatro o cin­

co chapas de hojalata visibles para toda la cla­

se cuando se cuelguen de la pizarra; tendrá 

además fiehas de plástico o de madera en las 

que habrá pegado pequeños torozos de Imán 

para que se adhieran a las chapas. SI no puede 

disponer de ese material uHará cuadrados de 

cartón, en cada uno de los cuales habrá un 

orificio donde pueda encajar un corcho. Las 

chapas se presentan a toda la clase al objeto 

de dar Aimultáneamcnte las reglas del juego 

a todo¡.; los alumno¡.;; aparecerán asi (fig. !}): 
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F..eto es un juego de feria; compro fichaR y 
con ellas tiro sobre los cuadros. Me apunto la 
suma de los tantos que marque. Así, si pongo 
una ficha en el 8, otra en el 2 y otra en el 1, 
me apunto H + 2 + 1 tantos. No se dan más 
reglas, aunque sf los ejemplos necesarios. Todo 
lo demás irá siendo propuesto por los niños, 
bien espontáneamente o bien como consecuen­
cia de sugerencias del Maestro. Como cada vez 
que se desarrolla esta actividad con niños. dis­
tintos son también distintas las incidencias que 
surgen, sólo podemos dar a continuación al­
guno de los po.'lihles matices. 

Después de conocida por todos la regla ini­
cial se propone que los niñ.os, en equipos de 
cinco a seis, jueguen a este juego, disponiendo 
cada uno sobre la mesa de los cartones, que 
ahora pueden ser papeles, y de las necesarias 
fichas, monedas o piedras. Uno de los niños 
del equipo hace de juez y está encargado de 
escribir en un papel, sin que nadie lq vea, un 
número; cuando ya lo tiene escrito, cada uno 
de los demás hace su jugada, y aquel cuyo nú­
mero formado coincida con el escrito es quien 
gana. E-l maestro observa por las mesas, y 
muy pronto verá el caso de dos niños del mis­
mo equipo que han formado el mismo número, 
pero de distinto modo. Uno presenta, por ejem~ 
plo, la primera jugada de la figura 10 y otro 
presenta la segunda jugada de la miArna fi­
gura. 

Si, efectivamente, el número premiado es 
el 6, ¿cuál de los dos jugadores habrá ganado 
más? Las fichas se compran y, por tanto, va­
len dinero. ¿Quién ha gastado menos? ¿Quién 
ha ganado más? Hay que jugar con el mínimo 
de gasto, y esta observación hace decidir que, 
en adelante, no darán más de un golpe en cada 
casilla. El juego en equipos continúa hasta que 
el maestro ve que todos conocen ya la mecá~ 
nica del mismo, y entonces propone lo siguien­
te: yo también quiero jugar en esa feria, pero 

como no puedo ir daré a uno la jugada que 
quiero hacer o, mejor, se la escribiré en un pa­
pel. Quiero reunir 13 puntos; ¿daré en el 16? 
¿Y en el8? ¿Y en el4'? ¿Yen el21? ¿Yen ell'? 
Conforme se dan las respuestas el Maestro 
escribe bajo cada cartón las palabras SI o NO, 
de modo que en el ejemplo anterior aparecerá 
la figura 11. 

NO SI SI NO SI 

Aparentando rectíficar nñade que escribirá 
siempre empezando en el primer SI, de modo 
que su escritura en el papel que dará va a ser 
SI, SI, NO, SI. ¿Qué quiere decir? Entendido 
esto prosiguen los niños de cada equipo escri­
biendo en esta clave, haciendo las jugadas co­
rrespondientes y autocorrigiéndose ~as posibles 
faltas. Finalmente, y para que la claRe de e:.;­
critura sea conocida sólo por nosotros, se pro­
pone que en lugar de cada palabra escribire­
mos una sola de sus letras, la más sencilla de 
ellas; asi aparecerá la escritura I I O I para el 
ejemplo anterior, de la que muy fácilmente 
:->e pasa, debido al parecido tipográfico, a 1 1 O l. 

Obsérvese que respecto n esta escritura 1101 
caben trPs C'Ul'stionarios qm' conviene distin­
guir: 

a) ¿Qué pone? (uno, uno, cero, uno). 
b) ¿Qué significa? {SI en el 8, SI en el 4, 

NO en el 2, SI en el 1 ). 
c) ¿Cuántos puntos ganarú'! (trece) (:¿). 

A partir de aquí los niños escriben la ¡;;uc·~· 
sión de los números naturales en hase dos c<.n 
toda facilidad: 1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, 
1000... , entendiendo su auténtico significado ele 
SI para el 1 y NO para el O; como es bien sabid ·), 
toda clasificación dicotómica puede expresarse 
numéricamente recurriendo a la base 2. 

Queremos subrayar que todo lo anterior es 
tanto mejor construido y con más rapidez do­
minado cuanto menos automatismos de cálcu­
lo hayan sido dados al niño por pura memO­
rización. Por ejemplo, si la actividad se des­
arrolla con niños de diez años (y lm~ cuestiona­

(2) En realidad, la respuesta es: ganará uno, uno, cero. 
uno, ya que trece es el nombre del número que se escrl· 
he 13, precisamente en base diez. 
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rioo vigentes es de nueve a diez afw.-; ruando 
hablan dt> uidt•a general de nunwración» ), al 
proponer la suma 1101 + 101 el alumno con­
vit•rte cada sumando en base 10, de modo 4ue 
suma 1:J + ;> = 1H, y luego retrocNl<' eHcribien­
do IH t>n forma 10010; t>n eamhio, el dt> seis a 
siete aflos dt•seubrt• la jugada mál'l barata 10010 
sin ningün cálculo, y muehos niños aun antes 
de Ha her lo q ut• Hign ifica lli. 

Aunque la actividad descrita tal y como se 
ha hecho es más adecuada para niños de cuar­
t u eurso, t~s m•1s fácil y bent'ficiosa con los de 
primero, qut• es donde debiera estar incluido 
PI tema, porque no hace falta que el alumno 
sepa sumar, sino que hasta hacerle decidirse 
por ula jugada más barata», lo que se tr·aduct• 
por t•l c·ambio de dos fichas de una ca:·dlla por 
otra t•n la casilla inmediata cte ;;u izquierda, 
dt- modo qut> O('UlH" lo qut• Sl' dPsnihP Pn la 
figura 1:!. 

l'nK'Pdit•ndo así. t•sta actividad hace simul­
tant•ar la comprPnsit'ln dl' la Pscritura y la adi­
f'iún. QuPda por adwrtir qur lu cuE'stión ha 
dP tem•r ohligadamt'n lE' mayor rxt(•nRión, haR­
ta provocar con juPgoH análogoR el conocimien­
to de qué es la numPración y rómo hay tantos 
sit-:tt>mas cuantos sP quiPran, asi como el mo­
do de formarlos; p<'ro ha sido JHIPSta ahora 
solanwniP eomo ejPmplo dPl tipn de juegos a 
proponer, muy lt>jos dP lo quP puede t:•ntPnder­
st• por «motivaciones a partir dp <·x¡wl"iencias 
dt> la vida rea h1 y pl'rfeetamenlt> posibh•s t>n 
eualquiera de nuestras escuPias. 

A l'Ontinuadón st' expone un sPgundo t>jPm­
plo dt• situación en forma dt• juego y qup es 
susceptiull' de amplias derivaciones. Es dt>s­
arrollahle con alumnos de docP-catorcE' años 
qm• puP<il'n ya razonar sohn• hipótesis verba­
les. sobre todo si estún r·eprcs<'ntadas por imú­
genes con<"retas. 

La situación es ésta: por mi barrio (o mi 
pueblo o mi calle) pasan tres líneas dt> auto­
busf's: la línPa roja, la línt>a azul y la línea vt•r­
dí', quP llt>van los caí·lt'IPs R. A. V. respt>ct!va­

mentt>. y cuyos trayPctos son los dPl díhujo 
(figura J:H. 

...., 
••••• 1 ...· ' 

,, :: 1 ' 
¡ 1,' : 1

1 : 11 . 

•1 ~ •• 1 
~ ~· 1 .... 1' '~ 

'•' \ 
••·' ·.• 1 ..•• • •••••..• 

' 
1 

•. •••••••• •• Av~ 
1' , .... 1 . 
' ' ' ' 

Atul. 
RCijo. 
Vcrd~. 

Cuando llega un autobús, el viajero que está 
en la parada t if'nc dos opciones, que son de­
jarlo pasar o subirsf:' a él. l•};tr descubrimiento 
suelt' ir pt'l'C'Pdido dl' una rortn discusión, pue:-> 
hay quien dice quP toma siempre d autobú:-l 
aunque vaya IIPno, mientras que otro le argu­
nwnta qu<' puede ocurrir. que el autobús que 
lll'ga no sea el que espera. T•~ntonces los niños 
realizan cuantos viajl's dl'seen en el dibujo, y 
una vf'z familiarizados con la situación se pasa 
a símholizat· las combinaciones posibles, co­
ml•nza ndo por la de solo dos viajes. Para rilo, 
R quiere decir no ya el autobús de la línea 
roja, sino f:'! hecho de viajar en él, así como 
A y V significarán el viajar en una u otra dl' 
las re:-ltantt•s lfneas y N el no subir. Para t'X­

presar quf:' viajar en el autobús rojo y luego 
en el azul equivale a un solo viajE' en el Vt'rde, 
t-scribir AoR = V, interpretando el símbolo o 
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como cdespués de». Realizadas las 16 opera­
ciones posibles se escribe en una tabla de do­
ble entrada. encontrando 

N R A Vo 
- ---~- --· ----- ­
N R A VN 
R N V AR 
A V N RA 
V A R NV 

Como se ve, estamos haciendo que el niño 
trate con una estructura de grupo conmutati ­
vo, en especial con el llamado grupo de Klein, 
que es el modo como se organizan las opera­
ciones entre proposiciones en la Lógica y cu­
ya forma quiere ver Piaget también en el modo 
como se relacionan las transformaciones men­
tales que el niño puede realizar a partir de los 
once-doce años. 

l...a actividad puede derivar a observar la 
asociatividad, la existencia de elemento neutro 
y de un simétrico para cada uno, asf como la 
conmutatividad por tratarse de un grupo con 
cuatro elementos. Puede también derivarse ha­
cia la investigación de otros grupos isomorfos 
mediante situaciones parecidas, lo que llevará 
a poder extraer las condiciones que ha de re­
unir una tabla para llamarla de grupo. 

Podemos también derivarla hacia la inicia­
ción con los cálculos asociatitvos, lo que resul­
ta en la práctica a los niños sumamente entre­
tenido. Para ello comenzamos por hacer que 
sobre el dibujo se abrevien lo más posible via­
jes muy largos en los que intervengan muchos 
autobuses. Por ejemplo, se comprueba que el 
viaje ARRRVAVAVVRRVA se reduce al A 
solamente, y que el RAVVAVRAVRARAR se 
reduce al V; se buscan después reglas que nos 
permitan saber si dos largos viajes son equi­
valentes, para lo que se necesita observar las 
sustituciones posibles. Para ello elegimos dos 
líneas, por ejemplo A y V, encontrando que: 

a) 	 en toda palabra (que es el lenguaje del 
cálculo lógico, en éste casi fácilmente 
aceptado por los niños) se puede alterar 
el orden de letras a voluntad; 

b) 	 dos letras consecuetivas pueden susti ­
tuirse por una N; 

e) 	 dos N consecutivas pueden borrarse; 

d) 	 R puede sustituirse por AV. 

Como se ve, conservamos el apoyo experi­
mental, porque siempre puede recurrirse a tra­
ducir las letras por sus significados, pero la 
mayor parte de los niños convierten esto en 
un cálculo simbólico; además, son muchos loH 
capaces de encontrar razonadamente la pari­
dad que han de tener las letras en sus apari ­
ciones para que una larga palabra equivalga 
a otra preestablecida. 

Quizá algún lector se pregunte que a qué 
viene hablar de grupos, de isomorfismos, de 
cálculos asociativos en la Escuela Primaria. 
Aunque se trata de auténticos valores de la 
Matemática, también los especialistas, es de­
cir, lo que la gente llama matemáticos puros; 
suelen poner reparos iniciales cuando se habla 
de tratar en la Escuela Primaria cuestiones 
que consideran inaccesibles en todo su rigor 
al alumno de esa edad. F...s muy cierto que en 
tales condiciones de rigor hay conceptos in­
alcanzables antes de los catorce años; ·pero 
cuanto más abstracta sea una idea más nece­
saria será una previa experimentación concre­
ta sobre los elementos que la forman. Los es­
tudios de psicopedagogia lo han probado mu­
chas veces y las abundantes experienciaS" que 
existen por el mundo lo confirman. Los tra­
bajos de Piaget, varias veces citados aquí, así 
como los de Fletcher, Dienes, Cuisenaire, Ga­
tegno, Picard, etc., reiteran una y otra vez lo 
mismo: el camino de acceso a la abstracción 
empieza mucho antes que el alumno llegue a 
la edad mental adecuada para alcanzarlo y 
exige pasar por etapas previas de concretiza­
ciones que le familiaricen con los componentes 
de aquel concepto. De otro modo, la enseñanza 
pasa de un empirismo a rajatabla a una com­
pleta abstracción, en oposición completa al 
desarrollo de las estructuras y mecanismos 
mentales del alumno. Y luego buscamos frases · 
vacías pretendiendo encerrar en ellas una di­
ficultad intrinseca del alumno para no recono.. 
cer que ha sido el profesor y el sistema de es­
tudio, desde la escuela maternal a la Univer­
sidad, quien la ha provocado. «Bloqueo afecti­
vo», cshock mental», «pasividad intelectual», 
son tres ejemplos de lo que decimos. 

51 LA ACTUACION DEL PROFDJOR 

Los razonamientos anteriores llevan a recon­
siderar los modos de actuación del Maestro 
ante la clase que hasta ahora seguimos. El 
profesor viene siendo la persona de autoridad 
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indiscutida que decide y da normas. Ha pro­
~urado reflejars~ en el alumno y conseguir que 
este razone segun las directrices que le marca. 
El prototipo de este modo de actuar es el mé­
todo heurístico (en el sentido de socrático) en 
el que el niño recorre un camino previamente 
acotado. En él se encadenan las observaciones 
y conclusiones según una estrategia mental 
deductiva que es precisamente la del profesor, 
Y ésta no tiene por qué coincidir con la de to. 

·dos los alumnos. En esta afirmación está im­
plícito el reconocimiento de que, efectivamen­
te, no existe un camino único para cada meta; 
sobre este punto otra vez los estudios de mu­
chos psicólogos parecen concluyentes. Por este 
mismo motivo es dudoso que la enseñanza 
programada resulte eficaz en Matemáticas al 
salir~e de la mera información, aunque en esa 
técmca queda todavía mucho por descubrir y 
perfeccionar. 

Si se persigue que el alumno construya ma­
temáticamente, lo habrá de hacer según su 
propia estrategia, y entonces la función del 
profesor será distinta de la tradicionalmente 
admitida. Deberá crear situaciones de trabajo 
person;;ll o en pequeños grupos para que la 
construcción mental se realice por el camino 
que resulte óptimo para el alumno. Esto no es 
nada de fácil y exige una fuerte preparación 
tanto en Matemáticas como en los procedimien­
to§ didácticos. Una preparación fuerte en Ma­
temáticas porque los caminos seguidos por el 
alumno le pueden ser inéditos y ha de poder 
comprender con rapidez todas sus consecuen­
cias y derivaciones, ha de saber si ese ángulo 
de ataque que efectúa el alumno es inadecuado 
o, por el contrario, susceptible de explotarse 
para llegar aún más allá del objetivo inicial (3). 

Por otra parte, como cada alumno trabaja 
a su propio ritmo, no todos llegan al mismo 
punto en el mismo fiempo, y resulta casi in­
dispensable un cambio de impresiones en la 
clase, lo que plantea al Maestro dificultades 
para encontrar el junto punto de equilibrio en­
tre lo que entendemos por disciplina y la libre 
exposición de ideas, entre el diálogo eficaz­
mente espontáneo y el barullo ininteligible. 

De todos modos, el maestro ha de abandonar 
en Matemáticas el método exclusivamente ex­
positivo y dogmático apoyado fundamental­
mente en el verbalismo. Los motivos que obli­

(3) Frente a esto, dos ooiniones escritas en documen· 
tos que aún podemos leer: una, en la que se propone que 
los alumnos mayores se ocupen de los más pequeflos para 
resolver el problema escolar, y otra, en la que se dice, sin 
más argumento, que un curso y medio de clase alterna es 
demasiado tiempo para dedicarlo a la didáctica de las 
Matemáticas. 

gan a este abandono se han expuesto muchas 
veces y no es cuestión de repetirlos aquí, pero 
el nuevo modo de actuar no es de fácil aco­
modación, y para quedar en el punto justo es 
n.e,ces~ri? estar convencido de que la exposi­
cwn umcamente verbal no resulta eficaz. 

L. :\"'I,:.C'ES!JJ,\0 Dí•; 1'~,:/.. l'I·~DACOG!A 

>:::;r·.~:\01,,\ JW :,.\ '\I;\Tl<::\1A'l'!CA 

Los métodos a que se ha hecho alusión pre­
tenden que el niño, en la mayor medida en que 
pueda hacerlo aisladamente, sea quien investi­
gue, quien construya y quien descubra. Queda 
mucho por aclarar y mucho por ensayar en es­
te campo de la Didáctica matemática. Efecti­
vamente, cada vez se ve más claro que la Pe­
dagogía de la Matemática se va convirtiendo 
en una parcela independiente de la Didáctica 
General, o por lo menos en una parcela autó­
noma y en la que hay mucho por hacer. 

A nuestro juicio, esta situación es una opor­
tunidad que se ofrece para comenzar a crear 
una Pedagogía Matemática auténticamente es­
pañola. En la actualidad y por lo que se refiere 
a la enseñanza hasta los catorce años no la 
tenemos, y no ciertamente por falta de' volun­
tad de los Profesores de Normal todos Jos cua­
l~s .. mediante un trpbajo perso~al no siempre 
fac1l, poseen completa información de los mé­
todos actuales. Pero no basta con tener infor­
mación completa de lo que se hace por el mun­
do porque la idiosincrasia de nuestros alum­
nos, las peculiaridades de nuestras escuelas la 
orientación educativa general y hasta la o~ga­
nizacwn . administrativa de nuestro pais nos 
son propias, como ocurre por otra parte en los 
demás. 

Aquella información es necesaria, entre otras 
cosas, para no descubrir lo que ya sabe todo el 
mundo; pero con .ello no se hace gran cosa, 
como no sea aut01mponerse una dependencia 
int~lectual ~nevitable. No se puede confundir 
la mfor?lac1ón con el descubrimiento, y para 
consegUir éste resulta imprescindible una pre­
via experimentación con los niños, pues asi 
como en Matemática pura no hay más prueba 
que la demostración, en Didáctica no hay más 
demostración que la prueba con los alumnos. 
Sin embargo, esta experimentación sistemáti­
ca no puede hacerla el profesor de Normal por­
que la organización actual no se lo prohíbe 
pero se lo impide. ' 

Por otro lado, una pedagogía nacional podrá 
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caracterizarse por loA modos de actuación de 
las escuelas genéricas, y si éstos han de cam­
biar tenemos una espléndida ocasión para que 
siquiera por una vez la orientación y las nor­
mas las den los especialistas, no los que tienen 
a gala desconocer las Matemáticas o los que 
tienen de ellas la referencia de un corto cur­
sillo en algún lu'gar del extranjero, o la de 
unos breves apuntes de su Didáctica dictados 
por un profesor que no es de Matemáticaa. 

En realidad, lo necesario es crear condicio-

Escuela unitaria de niños de 
Cue~a de la Mora. ALMO­
NASTER LA REAL (Hue/¡·a). 

nes de trabajo. Condiciones óptimas para la in­
formación del Magisterio (de todo el Magiat&­
rio), para la investigación de los especialistas 
(de todos los especialistas), para la formael6n 
de equipos de experimentadores (de tod.oe 
cuantos deseen experimentar). 

Cómo podrla organizarse todo ello, cómo 
podría aspirarse a una Pedagogla Matemática 
netamente española, cómo podría conseguir e 
de nuestras escuelas un mayor rendhnlento 
cae fuera de las intenciones de este trabajo. 

1.5 




Amplitud de la Matemática Moderna: 
Referencia especial a la geometría y vectores 

l. EL CAMPO DE LA MA TEMA TICA MODERNA 

El t•rmlno matem4tlca moderna tendré diferente slgnl· 
flcado para peraonaa distintas. Aqul usamos ese t6rmlno 
para referirnos esencialmente a las Ideas matemáticas 
desconocidas (o no ampliamente aceptadas) hasta hace 
unos cien alloa y qua han adquirido gran desarrollo en loa 
Oltlmoa cincuenta al\oa. 

Entre eataa ldeaa son notables loa fundamentos lógicos 
<le las matemétlcaa, el 61gebra abstracta, la lógica almbó· 
\lea o 61gebra de propoalclonea, la teorla contemporénea 
de la probabilidad y deducción eatadlatlca. 

M6a especialmente. esta nuevo enfoque se refiere al 
deaarrollo histórico da loa alatemaa de numeración; a la 
evolución del concepto de nOmero; al papel de los poatu· 
ladoe o¡ deflnlclonee en laa matem6tlcaa; a la generall· 
zaclón, abstracción y formallamo: a la naturaleza de la 
demoatracl6n inatem6tlca; a la Intuitiva teorla de loa con· 
juntoa; a loa almboloa, relaciones y operaciones; a la base 
16glca del alatema de nOmaroa; a la medición; a laa apro· 
xlmaclonea; a laa variables y func!onva: a loa conceptos 
aatadlaUcoa. 

Esta evolución r.éplda de la clancla matamétlca, al des· 
arrollo conalde.rabla de sus diversas ramas, tanto aquellas 
que Interesan a las apllcaclonea da las ciencias flalcas, 
humanaa y económicas, como a las partas mAs profundas 
de las lnv.eatlgaclones te6rlcas, han creado un peligroso 
hiato entrt la ciencia viviente, ea decir, entra la ciencia 
que se hace y la ciencia que se ensella en las clases. 

Este deafaN es ciertamente Inevitable entre la formu· 
lacl6n audaz d.e las nuevas Ideas, qua permitan progresar 
a la Investigación, y la utilización pedagógica da algunas 
de aetas ldeaa. que se consideran fecundas y asimilables 
a un nivel determinado de la formación da loa alumnos. 
Aunque esta desfase no signifique retraso o esclerosis 
t;te la enaeltanza. 

Para que loa buenos efectoa de las nuevas Ideas se 
, hagan sentir en las clases, evidentemente es necesario, 

l'oa• CONIITANTJNO MARCOitl 
I.ll'IIH«'htdo en ( 'lem•htN FhdraH 

en primer lugar, que loa profesores estén exactamente In· 
formados sobre el progreso de ras matemáticas. 

Además se necesita que una experimentación pedagó· 
gica permita extraer las grandes lineas de una concepción 
didáctica, que cada profesor adaptaré entonces a ras con· 
dlclonea en que se encuentra para ensellar. 

También es necesario que este trabajo nunca se con­
sidere acabado: la ciencia continúa su vida; otras Ideas, 
m6a fecundas aún, exigirán nuevas revisiones de los co· 
noclmlentos adquiridos y de los métodos usados. 

Ea Igualmente Indispensable: 

1.0 Que un público més amplio que el de los solos 
especialistas est6 Informado de esta evolución de las 
Ideas y de la profunda reforma de la ensellanza de las 
matemáticas que aqu611a motiva, para evitar que los pa­
dres se opongan a que sus hijos sigan esta nueva orien­
tación en la adquisición de los conocimientos mate· 
m/ltlcoa. 

2.0 Ensellar las matemáticas sin' separar artlficlalmen· 
te el aspecto "puro" y el aspecto "aplicado". Este es un 
punto extremadamente Importante. Hay que multiplicar las 
motivaciones reales en el aprendizaje del pensamiento 
matem,tlco.y conseguir el mayor número posible de es· 
prrltus aptos para captar lo que puede ser matematizado 
en una situación real y observar la ayuda matemática que 
se pueda aportar. 

3.0 Ensellar las matemáticas de manera dinámica, man· 
teniendo constantemente en actividad la Inteligencia de 
los alumnos para que aquélla se desarrolle y fortifique. 

¿Qu6 causas han originado la matemática moderna? 
¿Cu61 ea la base común a todas sus ramas? Respondere­
mos brevemente a estas dos cuestiones. 

La matemática moderna ha surgido como superación 
da la matemática cl6slca para atender y poder resolver 
cuestiones originadas en los más diversos campos de las 
matemáticas y que la matemática clásica no podla resol· 
ver. A la matemática moderna corresponde, en efecto, lo· 
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grar una fundamentación y sistematización precisa para 
el estudio de loa conJunto• en que se definen las opera· 
clones y, sobre todo, laa reglas de cálculo en aquéllol. 

Porque en geometrla y en anéll1la, en el cálculo dife­
rencial e Integral, se opera en realidad aobre conjuntos 
lnflnltoa. Y cualquiera que desee conocer a fondo las 
diversas ramas de las matem6tlcaa debe asimilar la teorla 
de loa conjunto•. que ea fundamento comi'Jn. 

Ciertas Idea• en matemáticas, a causa de su esfera de 
acción y sencillez, constituyen manantlale1 de Incalculable 
riqueza. La teorla de loa conjuntos, que e• una de tale1 
Ideas, fue desarrollada por Jorge Cantor ( 1845-1918), fl· 
lósofo y matemático alemán, profesor de la Universidad 
de Halle desde 1878 al 6 de enero de 1918, en que 
murió. 

Pocos conceptos en loa últimos cien anos han produ· 
cldo tan gran Impacto sobre las matemáticas como la 
noción de conjunto. La teorla de los conjuntoa ha con· 
tribuido a establecer una base, que aclara y unifica las 
matemétlcaa, ya d~aarrolladaa. Suministra un lenguaje y 
un simbolismo que le permite utilizar lo clásico y lo 
nuevo, examinar conceptos ya conocidos y considerar 
nuevos e Interesantes descubrimientos de la matemática 
superior. 

Pues mediante la teorla de loa conjuntos se generalizan 
las reglaa de cálculo para loa mímeroa finitos más allá 
de su dominio. Y ae puede calcular con loa conjuntoe 
lnflnltoa, aplicando los mismos métodos que para loa 
conjuntos finitos. 

Merced a algunas nociones bien definidas, tales como 
la correspondencia blunlvoca, la potencia de un conjun· 
to, su numerabllldad, etc., para la teorla de loa conjuntos 
no existe barrera fundamental entre el finito y el Infinito 
matemático y nos permite comprender loa grados del In· 
finito. 

Como ejemplo de la utilidad de la teorla de los con· 
juntos y de cómo la matemática moderna resu-'ve cues· 
tlones que parecen Infantiles. pero que la matemática 
no da respuesta satisfactoria, hagamos estas preguntas: 

¿Hay más números enteros que nómeroa pares? 

¿Una recta Ilimitada contiene más puntos que un aeg· 
mento de recta? 

¿Un plano contiene menos puntos que el espacio? 
¿El conjunto de loa números racionales es mayor o 

menor que el conjunto de loa n&:imeros Irracionales? 

¿Qué algnlflcan loa almboloa: oo + 5, oo . 9, oo 2? 

La teorla de loa conjuntos permite dar a estas y a otras 
cueatlonea reapueatas claras y preclaaa matemátlcamen· 
te. Pues la teorla de loa conjuntos, que tienen por punto 
de partida coaaa Intuitiva• y concretaa, se eleva, aln em· 
bargo, a un alto nivel de abstracción. 

El renovador de la enaenanz:a de la matemática en 
Europa, Papy, profesor en la Unlvertldad de Bruaelaa, al 
terminar una conferencia que dio a un grupo de profe­
sora• en Parla hace muy pocos al\oa, lea dijo: "Vosotros, 

que durante muchos al'los habéis explicado matemátlcu, 
ahora ten61s que volver a empezar a estudiar." Lo cual 
•• cierto; primero, porque hay que abandonar, en cierta 
medida, procedimientos y métodos tradlclonalea a que 
nos hemos acostumbrado desde la Infancia; segundo, por· 
que hay que adquirir otros nuevos, pero que sin darnos 
cuenta de ello, al principio de nuestra renovación, loa 
sustituimos por loa antiguos en la resolución de las cues· 
tienes y problemas. 

Pero la renovación ea necesaria. 

11. BASES DE LA GEOMETRIA MODERNA 

11.1. Geometr/a abstracta 

Durante unos mil trescientos al'los siguientes a la era 
de loa matemáticos griegos nada de gran Importancia ae 
llevó a cabo, hasta que a mediados del siglo XVII Desear· 
tes Inventó la geometrla analltlca. 

Tan Importante fue esta Invención, que condujo a los 
comienzos de la matemática moderna (cálculo y anállala), 
y fue eclipsada por un descubrimiento, aún más traacan· 
dental, hacia mediados del siglo XIX, el de la geometrla 
no-euclldea, llevada a cabo, en rápida sucesión, por Gan11, 
Lobachevsky y Bolay. 

Sin entrar en detalles, basta decir que este desarrollo 
ea quizá uno de loa mayores logros de la Inteligencia 
humana; liberada de /as restricciones del postulado dt 
/a parata/a permite, al finalizar e/ siglo, hacer de /a geo· 
metrla un sistema, basado en postulado• abstractos, com· 
pletamente formal y lógicamente rlguroao. 

Este avance se debió al trabajo pionero, entre loa al'loa 
1890 al 1900, de Paah, Peano, Hllbert, Veblen, Huntlngton 
y otros. • 

Al distinguir entre gtKJmetr/a concreta o f/s/ca, por una 
parte, y geometrfa abstracta o formal, por otra, hemos 
de notar que cuando la mente generaliza experiencias, 
alguna abstracción puede también tener lugar. Aun no· 
clones aparentemente sencillas, talas como la de una 
linea recta, pueden conducir a una Interpretación Ideal 
o de pura ab1tracclón. 

All, una linea recta no tiene anchura, ni ••peaor, ni 
peso, ni extremos. 

No hay llneaa rectas. Formamos Ideas acerca de eetaa 
lmpoalbllidades no exlatentes y las trazamos en papel, 
pero no exlaten. 

An61ogamente sucede con el punto: ••te no tiene ex· 
tensión, ni ·exlatancla, ni definición. 

Toda ciencia matemática o sistema axiomático comlen· 
za con un n&:imero relativamente pequeno de palabra• 
que ae dejan Indefinidas, aunque podemos deeear expll· 
carla• o Interpretarlas Intuitivamente. Aunque no •• dan 
deflnlclonee formalee de estas palabrai, sin embargo 
están eu)etaa a las restricciones Impuesta• sobre ellae por 
loa postulados dadoe deapu4b. 

En eate punto debe entenderse que la elección de t•r· 
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minos Indefinidos, como también la elecc10n ae 1os pos· 
tulados, puede estar determinada por ciertas condiciones 
que quizá puedan hacer v!olencia al sentido matemático 
de adecuación, pero las cuales se conciben justificables 
por motivos pedagógicos. Asl, el matemático maduro esté 
decidido a reducir a un mlnlmo el número de términos 
Indefinidos y de proposiciones no demostradas. 

Pero bien puede ser que el principiante no maduro 
se beneficie absteniéndose de tal rigor matemático por 
el momento y adopte algunos postulados adicionales al 
principio, aunque estos postulados puedan derivarse de 
los otros. 

Teniendo presentes estas consideraciones, sugerimos 
la siguiente lista de términos indefinidos y postulados 
para poner la geometrla plana elemental sobre una base 
rigurosa razonable para el principiante. 

Términos Indefinidos 

1. Punto. 4. Sobre. 7. Igual. 

2. Recta. 5. Entre. 8. Congruente. 

3. Plano. 6. Número 9. Distancia. 

Postulados 

P.1. Dos puntos distintos determinan una recta.-Es 
decir, dados dos puntos distintos. A y B. existe una recta 
y sólo una que contiene ambos puntos. 

P.2. Dos rectas distintas tienen, a lo más, un punto 
común.-Este postulado no dice que dos rectas distintas 
deben tener un punto común. Pueden no tener punto al· 
guno común; pero si lo tienen, no será más que uno. 

P.3. Toda recta puede ser provista de escala gradua­
da.-Cada punto de una recta puede numerarse de modo 
que los valores absolutos de los números diferencien las 
distancias medidas. 

P.4. Toda recta tiene dos lados.-Una recta separa 
o divide el plano en dos partes; del mismo modo, un 
punto sobre una recta divide a ésta en dos partes, llama­
das rayos o semirrecta:~. 

P.S. Todo circulo puede ser provisto de una escala 
graduada.-Todos los rayos que tienen el mismo extremo 
pueden numerarse de modo que los números diferencien 
los ángulos medidos. 

P.6. Un triángulo esté determinado' cuando se dan 
dos ángulos y el lado común ("a, 1, a"). 

P.7. Un triángulo está d&tttrmlnado cuando se dan dos 
lados y el lngulo comprendido ( "1, a, 1"). 

P.8. Por un punto fuera de una recta existe una y solo 
una recta paralela a /a dada.-Es decir, dos rectas que se 
cortan no pueden ser ambas paralelas a la misma recta. 
Este es el famoso Postulado de /a paralela. 

11.2. Los fundamentos de la geometrla 

Una de las principales contribuciones al desarrollo de 
la geometrla moderna fue la publicación de los Funda· 
mantos de la geometria, por David Hilbert, en el al'lo 1899. 
Su base de postulados de la geometrla ha llegado a ser 
clásica. Es extraordinariamente rigurosa. 

Hllbert emplea sólo cinco términos Indefinidos: punto, 
recta, sobre, entre y congruente. Después enuncia quince 
postulados. Los dos primeros son esencialmente los mis· 
mos P.1 y P.2 anteriores. 

Los cuatro inmediatos siguientes se refieren a las no­
ciones de orden y estar entre. Aqul es donde se corrige 
la evidente endeblez lógica de Euclides. Estos cuatro 
postulados son como sigue: 

1. SI un punto e está entre los puntos A y B. enton­
ces A, B y e están todos en la misma recta, y e está entre 
B y A, y B no está entre C y A, y A no está entre e y B. 

2. Para dos puntos distintos cualesquiera A y B hay 
siempre un punto e, e/ cual está entre A y B, y un pun­
to D, el cual es tal que B está entre A y D. 

3. Sí A, B y e son tres puntos distintos sobre fa mfs· 
ma recta, entonces uno de los puntos está entre los otros 
dos. 

4. Una recta que corta a un lado de un triángulo, pero 
que no pasa por cualquiera de los vértices del triángulo 
debe cortar a otro lado del triángulo. 

Estos cuatro postulados implican: 

a) La extensión Indefinida de una recta. 
b) La existencia de un número Infinito de puntos en 

una recta. 
e) Que Jos puntos sobre una recta estarán en orden 

·consecutivo y no en orden cfclico. 

El cuarto postulado evita las dificultades lógicas que 
se presentarlan en la demostración de muchos teoremas 
de no tener este postulado explicito. 

Los seis postulados inmediatos se refieren al concep­
to de congruencia. Son bastante técnicos y refinados y no 
los estudiamos aqui. Baste decir que estos seis postu· 
lados vencen las dificultades lógicas, originadas por las 
ideas de movimfento rlgido y superposición, tan amplia· 
mente usadas en los desarrollos menos rigurosos de 
geometrla. 

El postulado trece es el postulado de la paralela. 
Los dos postulados últimos se refieren al concepto de 

continuidad de una recta. Técnicamente establecidos, 
estos dos postulados podrlan reemplazarse por un solo 
postulado, propuesto por otro matemático alemán, Rl· 
chard Dedeklnd, y que puede anunciarse como sigue: 

SI todos los puntos de una recta caen en d011 con/un· 
tos, tales que todo punto dé/ primer conjunto está a /a 
Izquierda de todo punto del segundo conjunto, entonces 
existe uno y sólo un punto que cree esta división en dos 
conJuntos, esto es, corta a /a recta en dos partes. 
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Este cdncepto de continuidad hace posible la Idea de 
medida. También nos permite establecer una correspon­
dencia, uno a uno, entre el conjunto de los números rea­
les y el conjunto de puntos de una recta, haciendo asl 
posible la geometrla analltica. 

111. INICIACION AL ESTUDIO DE LOS VECTORES 

111.1. Vectores-tila y vectores-columna 

Un vector es un solo objeto que necesita varios nú­
meros para describirlo; por conslglllente, viene dado por 
una lista de números, llamados sus componentes. Estos 
pueden escribirse en fila o en columna, por ejemplo: 

(3 5O) o bien: (g) 
Al primero se le llama vector-fila, y al segundo, vector­

columna; algunas veces es conveniente usar las dos cla­
ses. El orden de los componentes es Importante: (3 5 0) 
no es el mismo vector que (3 O 5). Para un geómetra 
o un matemático técnico o un flslc,o, los números ordi­
nariamente serán distancias o coordenadas, de modo 
que un vector es una especie de Indicación de caminar 
cierta distancia en una dirección definida: (3 - 1 O) 

significarla caminar 3 unidades en el sentido positivo del 
eje x; 1 unidad en el sentido negativo del eje y; y O uni­
dades en /a dirección del eje z. Para un algebrista un 
vector puede significar eso mismo, pero puede también 
ser cualquier lista de números. (3 5 0) puede significar: 
3 empanadas, 5 peras y O plátanos ó 3 hombres, 5 n/llos 
y O mujeres o también 3 libros, 5 bolfgrafos y O lápices 
o cualquier otra cosa que a un matemático le parezca 
conveniente o necesario. 

Un vector es asl una clase particular de matriz; un 
vector-fila con n componentes es una matriz 1 x n; un vec­
tor-columna con n componentes es una matriz n x 1. 

111.2. Sumas 

Supón que vas a una tienda y compras 3 manzanas, 
4 naranjas y 5 plátanos. Tu compra puede describirse 
como ( 3 4 5). Si también va tu hermano y compra 
4 manzanas, 2 naranjas y 1 plétano, .su compra es: 
(4 2 1 ) _ La compra total es 7 manzanas, 6 naranjas y 
6 plétanos, esto es: (7 6 6). Por consiguiente, podemos 
escribir: 

(3 4 5) + (4 2 1) = (7 6 6) 

Los elementos Individuales se llaman componentes del 
vector, y se dice qua /a sums de dos vectores es e/ 
vector cuyos componentes son /as sumas de sus respec­
tivos componentes. 

Un vector es una especie de inventario. 

Se tratan los vectores-columna de la misma manera. 

Se define: 


( 
u, ) ( "'• ) ( u, + v,)
Uz + Vz = Uz + Vz 

U¡ v, u, + V, 


111.3. fllultlp/lcaclón por un solo número 

Si dos personas van a la tienda y cada una efectúa al 
mismo vector-compra de 3 manzanas, 4 naranjas y 5 pié­

tanos, entonces es evidente que su compra total es: 

2 X (3 4 5) = (6 8 10) 

En palabras: un vector se multiplica por un número 
cuando cada componente esté multiplicado por ese nú­
mero: 

kx (v, v, v,) = ... ? 

kx ( ~:) = ...? 

Esta propiedad y la de la suma son las propiedades 
esenciales que pueden tener los vectores. 

• 
a) Si a es eJ vector (a" a,, a,, ... ) y b es el vector 

( b,, b,, b,, ... ) , entonces a + b es el vector: 

(a,+ b,, a,+ b,, a,+ b,, ... ) 

b) Si k es un número, entonces ka es el vector: 

(ka,, ka,, ka, ... ) 

Puede haber cualquier número de componentes, pero 
evidentemente siempre seré el mismo número en cual· 
quier conjunto de vectores de que se hable. También 
podemos escribir los vectores como filas o como colum­
nas, pero es necesario escribir todos los vectores de la 
misma clase de igual manera. 

Cuando se usa una sola letra para nombrar un vector, 
es conveniente escribirle a, y en Imprenta se le escribe 
con negrita, a. 

f' .J E ¡, e 1r: 1o s 

1. Un sintonizador de radio contiene 3 lámparas, 12 re­
slstendds, 10 condensadores y 4 bobinas. Expresa esto 
como un vector y di cómo obtienes los elementos necesa­
rios para 50 sintonizadores. 

2~ Suma, donde sea posible, los siguientes vectores. 
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SI esto no es posible, di por qué: 

a) (2, 1,-1) +(O, 4, 3) b) (!)+ (3, -1) 


e) ( g) + (5, -2, 4) d) (!) + (-n 

•J (8, 4) + (0, 0) f) (6, 4) + (- 6, - 4) 

ti) (3, -2, 5) + (-3, 3, -1) 

h) (:) + o) 
3. Efectúa las siguientes operaciones: 

3 (4, o, -1)8) b) 2<=D 
e) -2(_i) d) 20)+ (-3)(~) 


e) s(~) +4(n 


f) a (1, O, O) + b (O, 1, 0) +e (0, o, 1) 


h) X ( i) +y ( n+ z ( ~)- ( n 
111.4. VectorfHI y traslaciones 

La aplicación más común de la Idea de vector es a la 
tras/ación. SI aplicamos a un plano una traslación que 
mueva todo punto tres unidades paralelamente al eje x, 
entonces el punto (a, b) llega a ser (a + 3, b) y éste 

puede obtenerse de atladir { ~} al vector (~ ). (Escri­
bimos el vector como columna para distinguirlo del par 
de .coordenadas.) 

De la misma manera, podemos aplicar una traslación 
qua Implique un desplazamiento de 3 unidades paralela­
mente al eje ox combinado con un desplazamiento de 
- 2 unidades paralelamente a oy, esto es, un despla­
za!Íilento hacia abajo de dos unidades paralelo al eje y. 
Tal traslación (flg. 1) lleva el punto (a, b) al punto 

(a .,¡.. 3, b- 2); esto suma (_~) al vector ( ~) Evi­

dentemente también lleva el origen (O, 0) al punto (3, 
- 2) y ésta es la manera més fécil de Identificar una 
traslación. 

y 

(O. ") 
"'11111 ........ ., 

"'11 ~ X 

o~... r-. .... 
....... 

' 
"'111 ~ 1{ca. ~3. b·~) 

1'-.... 
"'111 ....... 

( 3,­ 2) 

Fir· 1 

Se ve qiJe: (~} + (_g) = (-~) 

Ahora hay que Introducir algunos términos técnicos 
para hacer el asunto més preciso y evitar largas expli­
caciones. 

111.5. Vectores de posición 

El vector-d&splazamiento de una traslación es un vector· 
columna, cuyos componentes son los componentes·dls· 
tanela de la traslación en las direcciones de ox y oy. 
Por ejemplo: 

La traslación de la figura 1. que lleva (a, b) a (a+ 3, 
b- 2), tiene los componentes-distancia + 3 y - 2 y 

su vector-desplazamiento es ( _ ~ ) 

Este desplazamiento lleva el origen a (3, - 2) y el 

vector(_~) ;e llama vector de posición de este punto. 

Es decir, el vector de posición de un punto es e/ vector· 
desplazamiento de la traslación que lleva el origen a ese 

punto. Asl, el vector de (a, b) es ( g). porque para mo­

verse desde (O, O) a (a, b) sumamos a a la coordena· 
da x y b a la coordenada ~; damos un paso de longitud a 
paralelamente a ox y de longitud b paralelamente a oy. 

Se puede mirar esto de otra manera. Una traslación 
mueve todos rO* puntos del plano la misma distancia 
en la misma dirección (flg. 2). Aquélla lleva A a B, 

O a P. C a D. E a F. G a H. Los segmentos AB, OP, CD, 
EF. GH, son todos Iguales y paralelos. Cualquiera de 
ellos se llama frecuentemente un desplazamiento: por 

ejemplo: A sufre el desplazamiento de AB. 
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Entre estos desplazamientos uno es de particular in­

terés: el que parte del origen O. Si éste es OP, las 
coordenadas de P, es decir (a, b), determinan comple­

tamente la traslación ( ~) es el vector-desplazamiento 

de la traslación y el vector de posición de P. 

Se escribe OP = r = ( ~ } como nombres de este vec­

tor. Hay que tener presente que el vector describe la 
traslación de todo el plano, no sólo la dA O. Cualquiera 

de los desplazamientos iguales AB, OP, éD. ... , puede 
usarse para describir aquélla. En efecto: 

AB = OP = CD = ... = ( ~) 

Estos son nombres del mismo vector. 


la traslación con el vector-desplazamiento ( _ ~) lleva 

el punto (4, 5) al punto (4 + 3, 5-2), o sea (7, 3): 

es 	 decir, se suma el vector-desplazamiento ( _ ~} de 

la traslación al vector de posición ( ; ) del punto, ya que 

(- ~) + ( ~) = ( ~) 
el nuevo vector de posición es ( ~ ) y el nuevo punto 

es (7, 3). 
En la figura 3 se adopta un convenio útil; la suma de los 

dos vectores con una sola flecha es el vector con doble 
flecha. 
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Se puede escribir: 

OP+ PP' = OP' 
con tal que esté claro lo que esto significa (la cuadricu­
la lo aclara). 

EJERCICIOS 

Escribir las Imágenes de los siguientes puntos despu6a 

de aplicarles la traslación dada por el vectot ( _ ~) 
1. 	 (2, 3). 
2. 	 (-3, 4). 
3. 	 (0, 0) . 
4. 	 (10, 10). 
5. 	 (-5, 2). 
6. 	 (X, Y). 

7. 	 la traslación ( ~ ) ¿a qué punto lleva el origen? 

8. 	 SI una traslación lleva (0, O) a (:), ¿cu61 •• 

su vector? 
9. 	 ¿Qué traslación lleva (4, -3) a (-2, 5)? 

10. 	 ¿Qué traslación única tiene el mismo efecto que 

( ~ ) seguida de ( - ~ ) ? 
11. 	 Sea O (0, 0), B (- 2, 3) y C (4, 5). Escribir los 

vectores de las traslaciones que llevan O a A (OA), 
A a B (AB) y O a B (OB). Comprobar que OA + 
+ AB = OB. 

111.6. Sumas de vectores de posición 

Ya sabemos que el vector de posición de P (a, b) es 
el vector-desplazamiento qua lleva al origen a P; sus com­
ponentes son las coordenadas de P. Eacrlbimos este vec­

tor ( ~ ) o OP y frecuentemente conviene designarle por 

una sola letra, p. 
Si 

p, = OP, = ( : ) y Pz =OPl = ( -l ) 
seré: 

p, + Pl = ( ~ ) + ( - ~ ) == ( -:) 
que es el vector de posición de un punto Q ( 4, - 2) (ti· 
gura 4). 
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Como la traslación que aplica O en P, aplica P, en Q, la 
figura OP,QP, es un paralelogramo. 

La misma figura 4 nos dice que: 

p,+Pz=.Pz+p, 

Enuncie el lector una regla para hallar: 

OP, +OPa 

111.7. Diferencias 

Dtflnlda la suma de p 1 + Pz, veamos cómo se define la 
diferencia p 1 - p¡. Recordemos lo que significa. por ejem­
plo, - 5; - 5 88 el mlmero que sumado con 5 produ­
ce O. Y el O 88 el elemento neutro de la adición, el 
n(lmero que sumado con otro le deja a éste invariable; 
O+ n =n, cualquiera que sea n. 

Tambl6n existe un vector cero, una traslación nula; ésta 

aplica O en (0, O); éste ea el vector ( ~ ) 
Y asl se tiene: 

( :) + (=:) =(:=:) =(g) 
SI hacemos ( : ) = p = p, entonces será (=: )== 

= - p = Pz y (p,- Pa) + Pz = p,. Es decir, la diferen­
cia de dos vectores (p1 - p.) ea un vector que sumado 
con el vector sustraendo nos da el vector minuendo. 

Geométricamente, si p 1 es el vector de posición P, y Pz 
ea el vector de posición P,, p, - p, es el vector de la 
traslación que lleva P, a P, y P, P, es el desplazamiento 
que lo representa (flg. 4). 

111.8. Munlp/lcaclón por un número 

SI 

entonces 

2~ts:o:(:) 
y aal sucesivamente. 

Estos son los vectoree de 

3_P•=(:) 
posición de puntos que 

estén en la recta OP,, pero distan, respectivamente, doble 
y triple del origen que el punto P, (lig. 5) 
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Traza el triángulo OPQ, donde Pes (3, 2) y Q es (1, 4), 
y multiplica los vectores de posición de cada punto por 3, 
obteniéndose asl un triángulo OP'Q'. ¿Qué relación hay 
entre estos triángulos? 

111.9. Leyes conmutativa, asociativa y distributiva 

Hasta ahora hemos definido dos operaciones sobre los 
vectores: a) adición, b) multiplicación por un mlmero. 
Estas operaciones sobre vectores satisfacen las mismas 
leyes que los números ordinarios. 

Estas leyes son: 

1.• p, + p, = Pa + p,. 

2.• p, + (p, + P>) == (p, + p,) + p,. 

3.• k (p, + p,) =kp, + kp,. 

4.• (k + 1) p = kp + 1 p. 


Es fácil comprobar la verdad de estas leyes mediante 
las definiciones de adición y multiplicación de vectores. 
Lo que significan geométricamente está sugerido por al· 
gunos de los ejercicios siguientes: 

EJERCICIOS 

1. SI OP, + OP, = OQ. hallar las coordenadas de a 
en cada uno de los siguientes casos y establecer las 
posiciones de P, P, y Q en un diagrama: 

a) P, es (1, 4), P2 es (- 2, 3). 

b) P, es (2, -1), P2 es (-3, 1). 

e) P, es (O, 3), P, es (0, -3). 

d) P, es (-4, O), P2 es (-1, 0). 

e) P, es (4, 5), P2 es (- 3,- 2). 


2. En cada parte del ejercicio 1 da las coordenadas 
de R y S si OR = 2 OP, OS = 2 OP,. Comprueba que 
OR + OS = 20 Q. 

3. Supongamos que P, es (1, 2). P, es (- 2, 1) y 
P, es (-3, -4). 

a) Hallar Q si OQ = OP, + OP, y construye su dia­
grama. 

b) Hallar R si OQ + OP, = OR y construye R en el 
mismo diagrama. 

e) Hallar S si OP, + OP, =OS y construye S en el 
mismo diagrama. 

d) SI OP, +OS= OT, ¿dónde esté T? 
4. Escribir las coordenadas de R en cada parte del 

ejercicio 1 si OP,- OP2 = OR y ·situar la posición de 
R en un diagrama. 

5. Supongamos que A es (4, O), Bes (2, 6) y OA + 
+ OB = 20 C. Hallar las coordenadas de C y sitúa C 
en un diagrama. ¿Dónde está C respecto a A y B? 

6. ¿Qué son p + q, p- q, 2 p, 2 p- 3 q, cuando 
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p=(-!) q=(~)? (-~)=(g)+(_~)y 
Puede darse un paso más: 

7. ¿Cuál es el cuarto vértice del paralelogramo O A B C 
si A es (2, -1) y e es (1, 3)? 

8. Supongamos que O P Q R es un paralelogramo (en 
ese orden), Pes (-1, 4) y Q es (2, 1). ¿Dónde está R? 

9. Un paralelogramo tiene un vértice en el origen, 
otro vértice en (-1, 3) y sus diagonales se cortan 
en (1, 2). Hallar las coordenadas de sus otros dos vér­
tices. 

10. P Q R S es un paralelogramo; P es (- 3, - 2), 
Q es (1, -1), S es (-1, 5); ¿dónde está R? 
111.10. Vectores base 

Anteriormente definimos una traslación diciendo que 
ésta implicaba un desplazamiento de 3 unidades al eje Ox, 
combinado con un desplazamiento de - 2 unidades pa­
ralelo a Oy. 

Estos desplazamientos son también traslaciones. En 
efecto: 

(- ~) = 3 ( 6 ) + (- 2) ( ~ ) 

Los vectores son desplazamientos de lon­( ¿ ) y ( ~ ) 
gitud unidad a lo largo de los ejes y cualquier vector 
puede expresarse en función de ellos: 

(~)=a(6) +b(~) 
cualesquiera que sean a y b. Por esta razón se les llama 
vectores base y se les da nombre: 

(6)=1 (~) =Jy 

Luego cualquier vector: 


(~) =al+ bj 

El vector de posición del punto P con ordenadas (a, b) 
puede escribirse: 

( ~) o OP o ai + bj 
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La Matemática Moderna 

en 1a Enseñanza Básica 


Por JACINTO MARTISEZ UG.-\RTEMENDIA 

Dodor en ('iendas .Exadas 


En estos mQlDeBtOB. asistimos a una renovación 
completa en 10.. DíétodOs··~e enseñanza de las Mate­
máticas GOIDO'.:JóAIOC\I~Cia de la transformación 
v~rd~derfllle...nte copem.tcan~ de la sociedad y de las 
ctenctas ,t()4faa. ~·· .: .~ 

Para ~ar ~~ la·~' a la máquina de vapor 
transcurnéroft miles d~ años.~ Para pasar del vapor 
al ~otot .de: e~osi~m hicieron falta unos setenta 
y cmco 'alos·; para pasar del motor de explosión 
a la turbi~Já::~de reacciól}. :~taron veinticinco años ; 
y para pasar '~~ jet, ,al .. -'éohete fueron suficientes 
diez años. Y CBaQdo bact solamente unos doce años 
se comenzaba a h·a-blar de la posibilidad de llegar 
a la Luna. se ponía como meta el año 2000. Pues 
bien. el hombre ha llegado ya a la Luna a mediados 
del año 1969. La sociedad y la ciencia actual se 
adelantan a sus proyecto$. Los descubrimientos se 
suceden a un ritmo vertiginoso, en verdadera pro­
gresión geométrica. 

Así, ocurre que cuando nuestros niños, dentro de 
unos quince años, terminada su carrera. vayan a 
aplicar en el ejercicio de su profesión los conoci­
mientos que aprendieron en el colegio, resultará que 
las ciencias habrán cambiado tan completamente en 
dicho lapso de tiempo que prácticamente lo que 
aprendieron no les $ervirá casi de nada. Lo que 
contará entonces serán las facultades de todo orden 
que hayan desarrollado: si han aprendido a razo­
nar. a estudiar, a observar, a inventar. 

Por tanto, al ensei'iar las Matemáticas, más que 
hacer aprender muchos detalles interesa desarrollar 
las facultades que más interesarán al alumno el día 
de mañana: ob$ervación. imaginación. adaptación. 
creación e inventiva. 

DESARROLLAR EL INSTINTO 

DE INVESTIGACION 

Hay que colocar al niño en la actitud de descu­
bridor. excitando su sentimiento de curiosidad y su 
deseo de adivinación, tan fuertes en él. No hay que 
darle la doctrina hecha, sino sugerirle problemas quL" 
ha de resolver por sí mismo. 

El niño siente una curiosidad innata, un inmenso 
deseo de aprender el porqué de las cosas, de hacer 
por su cuenta hallazgos y descubrimientos. Es todo 
un instinto de investigación el que manifiesta al rom­
per los juguetes de movimiento para descubrir su 
mecanismo. 

Gracias a este instinto la Humanidad progres(!. 
Por eso hemos de poner tanto empeño en cultivarlo 
y desarrollarlo. Que no adquiera el niño la falsa 
idea de que ya está todo hecho en el campo de la 
cieocia, sino, al contrario, que se dé cuenta de que 
la mayor parte de las cosas están todavía por des­
cubrir. 

Por consiguiente, el método a emplear consiste 
en ofrecer series o cadenas de ejercicios o ejemplos 
prácticos, cortos y sencillos, cuyás soluciones estén 
al alcance de los alumnos; de dificultad creciente. 
y de tal modo enlazados que cada uno prepare el 
siguiente. Nada de aplicar rcglas dadas de ante­
mano. Que vaya descubriéndolas él. Para ello gene­
ralmente no es suficient..: proponerle una ~erie de 
ejerckios. sino varias. Hoy ya es un axioma que no 
debemos enscnarle nada que no sea él capaz de des­
cubrir y de saber el porqué se opera así. 
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ABUSO DEL MEMORISMO 

Se ha abusado mucho, y se sigue abusando de­
masiado, del memorismo. No insistamos en que el 
escolar enuncie a la perfección las reglas que ha 
descubierto o las definiciones más o menos abs­
tractas en que se basan. Quédese esto para un se­
gundo estadio, cuando su vocabulario y facilidad 
de dicción se hayan desarrollado. De momento 
nos contentamos con que conozca las cosas y sepa 
nombrarlas. Nunca hemos de martirizarle exigién­
dole definiciones científicas y rigurosas, cuya nece­
sidad no es todavía capaz de comprender. 

No queremos decir que no deba desarrollarse la 
memoria. Es una facultad que también precisa cul­
tivo. Pero nunca empleando para ello las Matemá­
ticas, a base de aprender de memoria cosas que no 
se entienden. 

ENSEÑANZA EXPERlMENTAL Y ACTIVA 

Hasta ahora los libros que poníamos en manos de 
los alumnos eran ni más ni menos que los Elementos 
de Euclides, un tanto modificados. Y este libro, con 
sus construcciones tan maravillosas para las personas 
mayores, resulta totalmente indigesto para los peque­
ños escolares. No hay que tener mucho sentido pe­
dagógico para comprobar desde el primer instante 
que a ellos no les dice nada tanta cadena de razona­
mientos. teoremas, hipótesis y escolios. 

La ley biogenética nos dice que el desarrollo del 
individuo reproduce en pequeño el desarrollo de la 
especie. Existe una notable semejanza entre el des­
arrollo de la facultad de raciocinio en los niños y 
en la humanidad. Esta pasó por un primer peóodo 
de acumulación de materiales obtenidos por la ob­
servación de la naturaleza, período que podríamos 
llamar experimental. Sigue otro período de clasifi­
cación de dichos materiales. Sólo cuando está muy 
ade.lantada la ciencia entra en la fase deductiva y 
raciOnal, en la que sentados determinados princi­
pios o postulados todo lo demás se deduce por silo­
gismos. 

Aunque esta forma de exposición es evidentemen­
te más elegante y perfecta, serfa un gravísimo error 
pedagógico el emplearla con escolares de enseñanza 
bá.sica. Porque su espít:itu _1lebe pasar primero por 
la fase experimental de manejo de materiales, de 
observación y clasificación de los mismos. Sólo en 
los cursos superiores se planteará la neesidad de la 
deducción lógica. 

Hay que comenzar. pues, por una fase experi­
mental de manejo y observación de figuras. Todo 
ello a base de acción, mediante un material muy 
sencillo. al alcance de cualquier fortuna: simples 
cuartillas, hojas de cuaderno, forros de los mismos, 
tiras de papel, regletas de los números en color, hoy 
que éstas se van introduciendo en los colegios para 
el aprendizaje del cálculo. 

Hoy se siente la necesidad de una didáctica acti­
va. Y aquí radica la mayor fuerza formativa de las 
M~temáticas: en que con mucho mayor facilidad 
que en otras ciencias se puede lograr el ideal de 
convertir la clase en un taller, en el que todos estén 
trabajando bajo la dirección del profesor, con un 
material fácil de adquirir. 

LA MA.TBMATICA MODERNA 

..~ basa principalmente en la teoría de conjuntos, 
m1C1ada por el matemático alemán Cantor, a la 
que al principio se le concedió poca importancia, 
pero que poco a poco se vio que estaba a la base 
de todo en las Matemáticas. Así, el concepto de nú­
mero, fundamental en la Aritmética, no es una cua­
lidad de los objetos, sino de los conjuntos. Podemos 
hablar de balón redondo, pero no de casa tres, sino 
de tres casas, refiriéndonos a un conjunto de tres 
casas. Análogamente, el concepto de función, base 
del cálculo infinitesimal, diferencial e integral, no es 
otra cosa que una correspondencia entre conjuntos. 
Y lo mismo digamos de la noción de transformación 
geométrica, base de la Geometría moderna. 

La teoría de conjuntos viene, en primer lugar, 
a llenar un vacío que existía en la didáctica antigua: 
se ponen unos cimientos firmes y sólidos al edificio 
de la ciencia Matemática. Los resultados a que se 
llega son los mismos que anteriormente, pero que­
dan mejor fundamentados y expuestos de modo más 
claro, sin lagunas ni saltos en el vacío, como ocurría 
a veces en la Matemática clásica. 

En segundo lugar, la enseñanza resulta ahora más 
concreta y, por tanto, más asequible para los peque-

Grupo escolar Nuestra Señora de la Aurora. MONTILLA. 
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ños escolares. Durante los dos primeros meses del 
curso el alumno se dedica a estudiar los conjuntos 
en vez de comenzar, como anteriormente, por los 
números, que son entes abstractos que nuestra mente 
elabora, como coúsecuencia de la comparación de 
los conjuntos que diariamente manejamos. Pues bien, 
el niño está acostumbrado a hacer colecciones de cro­
mos, de canicas, etc. El estudio de los conjuntos re­
sulta para él la cosa más natural del mundo. Des­
pués de lo cual ya podemos abordar el manejo de 
los números, con garantías de que no resulten inin­
teligibles para las tiernas inteligencias infantiles. 

Dados algunos principios generales, pasemos a 
considerar unos cuantos problemas específicos de la 
didáctica de las Matemáticas en cada uno de los 
cursos de la Enseñanza básica: 

PRIMER CURSO 

El niño debe captar la noción de CONJUNTO como 
colección de objetos. Más tarde deducirá el con­
cepto de número al tratar de comparar Jos conjun­
tos y de establecer entre ellos CORRESPONDENCIAS 
BIUNÍVOCAS, que al nivel del alumno podemos de­
nominar CORRESPONDENCIAS UNO A UNO; esto es, 
aquellas correspondencias en que a cada elemen­
to del primer conjunto le corresponde uno y sólo uno 
en el segundo, y a cada elemento del segundo con­
junto, le corresponde uno y sólo uno en el primero. 

Efectivamente, la idea abstracta de número surge 
en el espíritu humano al considerar la analogía o pa­
recido que existe entre los conjuntos que se pueden 
poner en correspondencia biunívoca, y este par~cido 
lo expresamos diciendo que dichos conjuntos ttenen 
el mismo número de elementos. En esta frase está 
contenida, en realidad, la definición de número na­
tural. 

Evidentemente, no pretendemos que a esta edad 
capte el escolar todo el profundo significado de la 
noción de número, pero sí intentamos ponerle en el 
verdadero camino para que poco a poco vaya enten­
diéndolo. Deberá ser la profesora quien haga notar 
a los alumnos que los conjuntos que van apareciendo 
se pueden o no poner en correspondencia biunívoca, 
lo que se representa por las flechas que los niños han 
de trazar de los objetos del primer conjunto al se­
gundo, y de los de éste a los de aquél. 

El método que hay que aplicar para enseñar las ta­
blas de sumar y de multiplicar ha de ser eminente­
mente operacional y activo. El antiguo método de 
a prenderlas canturreando, sin comprender absoluta­
mente nada de lo que se dice, ha debido quedar 
desterrado hace ya mucho tiempo. Dado que el sis­
tema de los NÚMEROS EN coLOR se está difundiendo 
cada vez más, conviene emplearlo decididamente u 
otro parecido. Es el propio niño. manejando el mate­

rial, e intentando responder a las preguntas que le 
hace la maestra, el que debe descubrir los resulta­
dos de las operaciones que se le plantean. El memo­
rizar dichos resultados será objeto de un trabajo 
lento de resolución de problemas utilizando las re­
gletas u otro material análogo, sin perjuicio de que 
al final del curso se realice una labor más intensa 
de memorización, una vez que se haya comprendido 
perfectamente su significado. 

La experiencia ha demostrado la rapidez y segu­
ridad sorprendente de cálculo que los niños adquie­
ren por este método. Evidentemente, esto no quiere 
decir que las regletas constituyan algo así como la 
panacea universal, ni que convenga aplicarlo a todas 
las cuestiones. Hay que reducir a sus exactos límites 
los méritos del sistema, que son los que en educación 
se asignan a todo medio o instrumento de primer 
orden puesto al servicio del educador, pero que en 
ningún caso puede sustituir al educador mismo. 

El material que empleemos no ha de ser meramen­
te comprobatorio con el que tratamos de que se con­
venza de las verdades que previamente le hemos 
enseñado, sino que hemos de lograr que mediante 
su manejo descubra dichas verdades. Siempre hemos 
de colocar al alumno en la actitud de descubridor 
que piensa y busca. 

La didáctica tradicional enseñaba los mecanismos 
de las operaciones matemáticas mediante hábitos es­
tereotipados a partir de esquemas aprendidos mecá­
nicamente. Posteriormente, el recurso didáctico con­
sistió en hacer imaginar, sin que el niño viera o ac­
tuara. La didáctica operatoria y activa que hoy se 
emplea consiste, por el contrario. en hacer actuar 
y manipular al mismo alumno, dándole la posibilidad 
de realizar a su gusto operaciones de composición, 
descomposición, traslado o transformación. 

El niño ejecuta sobre material concreto lo que 
Juego interiorizará, siendo de notar que si en un 
principio necesita el soporte de lo real y concreto. 
posteriormente prescinde con toda facilidad de la 
realización material del acto, pues ya es capaz de 
hacerlo interiormente. 

SEGUNOO a.JRSO 

Comienzan a estudiarse las propiedades de las 
operaciones. Esto no se hace para fastidiar a los 
escolares, sino porque son verdaderamente impor­
tantes e indispensables para poder manejar Jos 
números sin equivocarse y dándose cuenta de lo 
que se hace. En este sentido, las propiedades de 
las operaciones son como las reglas de un juego, 
sin las cuales no se puede jugar. Más que el saber 
operar interesa que el niño sepa por qué se opera 
así, y esto se logra mediante las propiedades descu­
biertas por el propio alumno. 
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Cada vez se extienden más las máquinas de calcu­
lar, los cerebros electrónicos, computadoras, etc. En 
otro tiempo en todas las empresas necesitaban hom­
bres que supieran ejecutar rápidamente y con gran 
seguridad sumas y más sumas, lo mismo que mul­
tiplicaciones y divisiones. Hoy cada vez interesa me­
nos hacer de nuestros alumnos grandes calculistas, 
porque hasta la empresa más modesta tiene sus má­
quinas de calcular, que Jo hacen mucho más rápi­
damente y sin equivocaciones . Por eso, sin desdeñar 
el que el niño calcule rápida y seguramente, interesa 
más desarrollar en él aquello en que el hombre es 
superior a la máquina, que es la inteligencia y la 
creatividad. 

1mporta dar a los escolares ideas claras sobre los 
conceptos de las operaciones. Muchas veces si al 

ponerle un problema no sabe si hay que restar, mul­
tiplicar o dividir, se debe a que no sabe exactamente 
lo que es restar, lo que es sumar o lo que es multi­
plicar, aunque sepa muy bien dar sus definiciones, 
como un perfecto papagayo. 

Así hay que hacerle distinguir bien claramente 
entre lo que es sumar conjuntos, que es simplemente 
juntarlos para formar un solo conjunto, y lo que es 
sumar números, el 5 y el 8, por ejemplo, que es 
hallar el cardinal del conjunto C que resulta al sumar 
un conjunto A, de cinco elementos, y otro B, de ocho 
elementos. Por tanto, adición de Jos números 5 y 8, 
llamados sumandos, es una regla que nos permite 
obtener un tercer número, 13, llamado suma, me­
diante los siguientes pasos: 

Grupo escolar "Caia de Pensiones", LA VER NEDA-BARCELONA. 
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l.u 	 Formar un conjunto A, de cinco elementos, 
sean cinco papelitos o cinco tizas, y un con­
junto B, de ocho elementos. 

2. 0 Sumar los dos conjuntos A y B para formar 
un solo conjunto C = A + B. 

3. 0 Hallar el número de elementos de C, que 
es 13; éste es la suma de 5 y 8. 

Importa sobremanera llevar de frente la adición 
y la sustracción. Así, restar los dos números 7 y 4, 
llamados minuendo y sustraendo, respectivamente, es 
hallar un tercer número, 3, llamado diferencia, que 
sumado con el sustraendo nos da el minuendo. 

7-4 = 3, significa que 3 + 4 = 7 

Pero de la igualdad 3 + 4 = 7, ¿no podríamos 
deducir otra igualdad de restar distinta de la ante­
rior? 

Sí, es la siguiente: 7- 3 = 4. Esto quiere decir 
que las tres igualdades: 

7-4=3 3+4=7 7~3=4 

son equivalentes, lo que quiere decir que se deducen 
una de otra: si una es cierta, lo son también las 
otras dos, y si una es falsa, lo son igualmente las 
otras dos. 

No interesa en modo alguno que el niño sepa dar 
como un papagayo la definición de sustracción. Pero, 
en cambio, es del mayor interés que sepa escribir las 
igualdades anteriores o equivalencias fundamentales 
de la sustracción. Dada una cualquiera de ellas, debe 
saber escríbir inmediatamente las otras dos. Cuando 
sepa hacer esto, estaremos seguros de que entiende 
el concepto de sustracción. 

La multiplicación debe presentarse como suma 
de sumandos iguales. El niño se ejercitará en una 
doble serie de ejercicios : primero se le darán adi­
ciones de sumandos iguales, que tendrá que reempla­
zar por multiplicaciones, indicando en cada caso cuál 
es el multiplicando, cuál el multiplicador y cuál es 
el producto; en segundo lugar, se le darán las mul­
tiplicaciones y de~rá sustituirlas por adiciones de 
sumandos iguales. En seguida se plantearán proble­
mas sencillos de multiplicar y se invitará al niño a 
que invente él otros. 

Ll mismo que respecto de la adición y sustracción, 
debe llevarse de frente la multiplicación y división. 
El escolar debe darse cuenta que dividir 12 entre 4 
es hallar un tercer número, 3, que multiplicado por 4 
dé 12. O sea, de 

12 = 3 X 4 

deducimos que 

12: 3 = 4 12: 4 = 3 

Estas tres igualdades son equivalentes, esto es, que 
se deducen una de otra : si una es cierta, lo son 

igualmente las otras dos, y si una es falsa. lo 
son igualmente las otras dos. 

Con variados ejemplos, el alumno debe llegar a es­
cribir dos de las equivalencias fundamentales dada 
la tercera. Así estar<.:mos seguros de que ha llegado 
a comprender el concepto de división, aunque no sepa 
dar su definición. 

TERCER CURSO 

La enseñanza de la Geometría en estos prime­
ros cursos de enseñanza primaria ha de ser emi­
nentemente operacional y activa. La idea de plano 
se consigue a partir de una cuartilla colocada so­
bre la mesa, con objeto de darle rigidez, que es 
una de las características del plano. Además es ne­
cesario establecer la idea de infinitud del plano; 
para ello se hace observar al alumao que se puede 
prolongar el plano tanto como se desee pegando 
unas cuartillas a otras. Conviene insistir suficiente­
mente sobre estas dos características del plano, ha­
ciendo ver que llamamos plano a un papel colocado 
sobre la mesa, pero no al mismo papel curvado, y que 
se puede prolongar en todas direcciones. Por consi­
guiente, la hoja de papel será en lo sucesivo una 
materialización del plano. 

La recta se presenta como un doblez hecho en el 
papel. Se comenzará por invitar a los alumnos a que 
efectúen varios dobleces en el papel y proponerles 
que les pongan nombre para distinguir unos de otros. 
Debe convencerse al alumno de la infinitud de la 
recta, como consecuencia de la del plano. 

Obsérvese que los conceptos de recta y plano son 
primarios, esto es, no pueden definirse, o sea, des­
componerse en otros conceptos má:; sencillos, porque 
son los más sencillos que existen en nuestra mente. 
Basta evocar la imagen que los recuerde y que ya 
existe en la mente humana. En particular, sería un 
absurdo pretender definir la recta como el conjunto 
de puntos situados en la misma dirección, pues el 
concepto de dirección es más complejo que el de 
recta, y definir una cosa es descomponerla en otros 
conceptos más sencillos y ya definidos anteriormente. 
El concepto de dirección se deduce del de recta y no 
al revés. Direcci6n es la clase de rectas paralelas 
entre sí. A veces se presenta la recta como un hilo 
tenso entre dos puntos. Esto está bien, pero tiene 
sus peligros. Por ejemplo, los hilos de la luz, de 
telégrafos, etc., tendidos entre dos postes, aunque 
estén bien tensos, forman una curva 11amada cate­
naria. Ll más científico y exacto es presentar la 
recta como un doblez dado en un papel. 

De un modo parecido se presentan los conceptos 
de semiplano, semirrecta, segmento rectilíneo, líneas 
poligonales, siempre a base de un material sencillo, 

28 




formados por simples cuartillas u hojas de cua­
derno. 

El niño ha de entender claramente que medida de 
un segmento es un número, el número por el que 
hay que multiplicar la unidad para que nos dé dicho 
segmento. Que multiplicar un segmento por un nú­
mero natural es repetirlo como sumando tantas veces 
como lo indica dicho número. Que llamamos longi­
tud de un segmento al número que expresa su me­
dida seguido del nombre de la unidad empleada. 

Si los niños están habituados al uso de las regle­
tas de los números en color, les haremos observar 
que la regleta blanca tiene 1 cm. de longitud; la 
roja, 2 cm.; la verde claro, 3 cm., etc., y la naranja, 
10 cm., o sea, 1 dm. 

Pasamos de lo conocido, la regleta naranja, a Jo 
desconocido, el decímetro. No será difícil conseguir 
que todos los niños tengan una regla graduada o 
doble decímetro, mediante el cual puedan medir la 
longitud de los objetos. También se calculará a ojo 
lo largo y lo ancho de un campo y luego se medirán 
efectivamente con el metro. 

A falta de metro, enseñaremos al niño a medir 
longitudes a pasos, a palmos o con cualquier otra 
unidad, por ejemplo. con cuadernos. Un cuaderno 
mide aproximadamente 2 dm. de longitud. Si que­
remos medir la longitud de la clase, haremos que 
vayan colocando los cuadernos uno a continuación 
de otro hasta cubrir toda la longitud buscada. Cada 
cinco cuadernos hacen un metro. Y si no disponemos 
más que de un cuaderno. ¿cómo haríamos? Haría­
mos una señal con tiza en el extremo del cuaderno 
y lo colocaríamos de nuevo a continuación de dicha 
señal, etc. 

Hay que insistir en que la distancia entre dos pun­
tos no es un segmento, sino un número, el número 
que mide la longitud del segmento, que tiene por 
extremos dichos puntos. 

Ha de cuidarse mucho para dar de un modo ex­
perimental la definición de ángulo, como conjunto 
de semirrectas de mismo origen. La construcción de 
ángulos rectos mediante doblado de papel ha de ser 
una operación enteramente familiar al alumno. La 
importancia del ánE?ulo recto proviene de que es la 
unidad natural de ángulos. 

En la medida de segmentos no hay ninguna unidad 
natural. El metro es una unidad que se toma arbi­
trariamente como la diezmillonésima parte del cua­
drante del meridiano terrestre. El metro patrón ha 
de guardarse cuidadosamente en las Oficinas de 
Pesas y Medidas, para que no se altere. No es fácil 
la comprobación de la exactitud de un metro de los 
corrientemente empleados. En cambio, en los ángulos 
hay una unidad natural: el ángulo recto. Cualquier 
niño puede construirlo con un sencillo doblez en una 
cuartilla y con toda exactitud y precisión. No se ne­
cesita conservarlo en ninguna Oficina. 

También ha de insistirse mucho en el trazado de 
rectas perpendiculares a una recta dada, ya por do­
blado, ya mediante la escuadra. Ha de cuidarse de 
colocar en posiciones muy variadas las rectas a las 
cuales ha de trazar perpendiculares. Igualmente, el 
punto desde el que ha de trazar la perpendicular, 
unas veces ha de tomarse en la recta dada ; otras, 
fuera de dicha recta. 

CUARTO CURSO 

En este curso se profundiza el estudio de los nú­
meros decimales, tan corrientes en la vida prác­
tica, tan útiles, por otra parte, para dar a los niños 
la idea de aproximación. Así, por ejemplo, se les 
hará ver que si se trata de medir la distancia en­
tre la tierra y la luna basta usar como unidad los 
1.000 km.. y así, decimos que dicha distancia es 
de 380.000 km. Sirt embargo, si se trata de medir 
la longitud de una tela conviene apreciar hasta los 
centímetros, ya que si el valor del metro de tela es 
de 400 pesetas, cada centímetro valdrá cuatro pesetas. 

Convendrá proponer multitud de ejemplos análo­
gos y significativos. con Jos cuales el alumno llegue 
a comprender que la mayor o menor aproximación 
en cada caso no es debida al capricho. sino a la 
naturaleza de la cuestión de que se trate. 

Si se trata de hallar la anchura de una habitación 
basta dar una aproximación de centímetros; rero si 
se tratara del espesor de yeso que el albañil ha de 
roner a la pared, quizá no fuera suficiente la de mi­
límetros. Es importante que el escolar adquiera la 
noción de los decimales que serán necesarios en 
cada caso. 

La introducción de los decimales ha de hacerse 
de un modo gradual y progresivo, comenzando por 
las décimas, siguiendo por las centésimas, milési­
mas. etc. No por introducir de golpe muchas ideas 
hemos adelantado más. Al contrario, puede ocurrir 
que ello sólo sirva para confundir y desorientar al 
escolar. Los submúltiplos del metro, que el niño ya 
conoce, serán un auxiliar poderoso para lograr la 
perfecta comprensión de los números decimales. Tam­
bién pueden servirnos para entender el modo de 
operar con los mismos, de forma que sea el mismo 
niño quien descubra la regla a emplear. Si se trata, 
por ejemplo, de la multiplicación, han de proponér­
sele varios ejercicios en que se trate de hallar el área 
de una figura rectangular, cuyas dimensiones vienen 
dadas por números decimales. No sabiendo multipli­
car éstos, pero sí los números enteros, se les invita 
a transformar los metros en centímetros, operar con 
éstos y a continuación transformar los centímetros 
cuadrados en metros cuadrados. El niño constata 
así que el producto tiene tantas cifras decimales 
como hay en el multiplicando y multiplicador. 
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La noc1on de fracción y las operaciones con las 
mismas se hacen fácilmente accesibles al alumno me­
diant;;; el empleo de las regletas de los números en 
color. Constituye éste un método con el que se ob­
tienen resultados sorprendentes. 

Cada fracción se considera como un operador, 
que actúa sobre las cantidades o números. Así, de 
4 = 2 X 2, deducimos que 2 = l/2 X 4. 

El niño debe acostumbrarse a que "un medio de 
4 se escribe 1/2 X 4. La ex presión "1/2 de" es el 
operador fracción, es decir, el operador que hace 
sustituir 4 por 2. 

Hay que hacer también ejemplos en que las frac­
ciones actúen sobre cantidades, como segmentos, 
círculos, pasteles, naranjas, etc. Después de estos 
ejercicios el niño está preparado para adquirir la 
noción de fracción como par de números enteros 
dados en un orden determinado. 

QUINTO CURSO 

La representación de Jos conjuntos mediante dia­
gramas es de relevante interés. En primer lugar. 
porque el diagrama es fácilmente inteligible, como 
estilización de un conjunto de objetos cualesquie­
ra; luegd, porque una vez acostumbrados a su ma­
nejo, permiten estudiar las propiedades y opera­
ciones entre conjuntos con gran calidad "visual"; 
finalmente. suponen ya una introducción al aspec­
to geométrico de la teoría de conjuntos, cuya im­
portancia quedará patente en el estudio de la Geo­
metría. 

El diagrama lineal es un recurso soberanamente 
fecundo para dar una imagen intuitiva de un con­
junto ordenado. Se usará en adelante con frecuencia 
para hacer comprender a los niños las propiedades 
de lo~ conjuntos ordenados de números naturales. 

Aparte de que lo concreto entusiasma al nilio y 
de que el dibujo suministra pábulo excelente a su 
actividad desbordante, esta representación le ayuda­
rá a comprender más addante la ordenación de los 
conjuntos y. en particular, de los números naturales. 
Así vamos preparando en su mente el concepto de 
número ordinal. 

En este curso debe profundizarse en el estudio de 
las figuras geométricas del plano, comenzando por 
los triángulos. Primeramente mediante doblado de 
papel. después mediante la escuadra, debe construir 
las tres alturas de un triángulo. Que compruebe que 
en todos los casos las tres concurren en un punto 
u ortocentro. 

Por doblado hallará el alumno el punto medio de 
cada lado del triángulo. En seguida trazará las me­
dianas con la regla, uniendo cada punto medio con 
el vértice opuesto. Comprobará que en todos los 
casos las tres medianas concurren en el baricentro. 

Comprobará también que ésk está a dos tercios del 
vérti..:e y un tercio de la base. 

La construcción de las mediatrices de un triángu­
lo por doblado resulta sumamente sencilla. por lo 
que no es necesario aquí que utmce la regla o la 
escuadra. Aplicará la construcción a varios trián­
gulos y hallará que siempre concurren en el circun­
centro. Uniendo éste con los tres vértices, verá que 
los tres segmentos son iguales, por lo que el circun­
centro es el centro de la circunferencia circunscrita 
al triángulo. 

La construcción de las bisectrices de un triángu­
lo por doblado resulta también sumamente sencilla. 
Determinará el incentro y trazará desde él las per­
pendiculares a los lados, comprobando que los tres 
segmentos de perpendicular son iguales, por lo que 
el incentro es el centro de la circunferencia inscrita 
al triángulo. 

De un modo análogo, completamente experimen­
tal y activo, ha de realizarse el estudio de las res­
tantes figuras geométricas: cuadriláteros, paralelo­
g:r:tmos. trapecios, círculos, polfgonos, etc. 

SEXTO CURSO 

Introduciéndolos a base de elementos materiales, 
como cartón, regletas, papeles. dibujo, etc., la ex­
periencia ha indicado que los muchachos a esta 
edad son capaces de captar o, por lo menos, atis­
bar los conceptos de grupo y sernigrupo, sinónimos 
del de magnitud. al que hasta ahora nos referíamos 
sin saber exactamente de qué estábamos hablando. 

En la enseñanza de las Matemáticas se ha venido 
cometiendo el error de medir las magnitudes antes 
de conocerlas, con lo que se llegaba a una petición 
de principio o círculo vicioso. en virtud del cual se 
producía una desorientación mayúscula en la mente 
de los pequeños escolares, que, por milagro, y siem­
pre a trompicones, podían entender lo que les ex­
plicábamos. Hay que establecer, pues, neta~nte la 
distinción entre la magnitud y su medida. 

El trazado de diagramas ayudará mucho a estu­
diar de un modo intuitivo las propiedades de las 
relaciones hinarias en un conjunto, y en especial las 
de las relaciones de equivalencia, tan corrientes en 
la vida diaria y de tanta importancia en l::ls Mate­
máticas. Han de darse muchos ejemplos de relacio­
nes de equivalencia, haciendo aplicación de las mis­
mas al concepto de número natural. A esta edad el 
alumno puede adquirir una idea bastante clara del 
concepto de número natural como clase de equiva­
lencia. Ha de comprender que los números son siem­
pre abstractos: no existen más que en nuestra men­
te. Es un absurdo hablar de números concretos. 
Hemos de cuidar para que los niños no confundan el 
concepto de número con el símbolo que lo repre­
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senta. Este ha variado a lo largo de la historia. En 
cambio, el concepto de número es el mismo desde 
los comienzos de la humanidad. Tampoco ha de 
confundir el número con los conjuntos de cuya com­
paración surge el mismo. En este curso se introduce 
también el concepto de número entero, como par 
ordenado de números naturales. Se les hace ver que 
el resultado de un partido, el balance de una em­
presa, la variación de una temperatura, etc., se pue­
den expresar mediante un par de números naturales. 
y que éste es un representante de un nuevo ente, al 
que llamamos número entero. 

Se hará aplicación de lo anterior a los conjuntos 
de doble sentido o magnitudes vectoriales, haciendo 
ver que su medida viene dada por números enteros. 
También se hablará de los sentidos de una recta 
orientada o eje, explicando la correspondencia entre 
los puntos de la misma y los números enteros. 

A base de ejemplos deben introducirse también 
las operaciones con números enteros, insistiendo en 
que las definiciones que se introducen no son arbi­
trarias, sino que cumplen el principio de permanencia 
de leyes formales. 

En este curso se hace también un estudio descrip­
tivo de los cuerpos más corrientes de la Geometría 
del espacio y de sus aplicaciones más usuales, al 
mismo tiempo que una determinación empírica y 
puramente experimental de sus volúmenes. Se hallan 
igualmente las fórmulas de sus áreas laterales y to­
tales, por ser datos que hay que manejar con fre­
cuencia en el quehacer diario. Todos estos cuerpos 
debe construirlos el alumno a base de cartulina y 
papel celofán. Con ellos en la mano descubrirá sus 
elementos y observará sus características. Conven­
drá que los construya con plastilina siempre que 
tenga que hacer determinadas secciones en los mis­
mos y estudiar sus propiedades. 

SEP'f.IMO CURSO 

Estudiados los números naturales hasta el sexto 
curso y los números enteros en el curso anterior, 
es ahora el momento de considerar de un modo 
detenido y profundo los números racionales, como 
pares ordenados de números enteros. El primer ele­
mento del par lo llamamos numerador, y al segun­
do, denominador. Hay que desarrollar esta teoría 
con gran extensión y abundancia de ejemplos, ya 
que es fundamental que los alumnos distingan cla­
ramente entre números naturales, números enteros 
y números racionales. 

Los tres cursos, el estudio detenido de las propie­
dades de las operaciones con los números de que 
se trate, ha de llevar a la resolución de ecuaciones 
con un campo cada vez más ampliado. En este curso 

hay que realizar un tratamiento más exhaustivo y 
profundo de dichas ecuaciones, utilizando ya las pro­
piedades del campo de los números racionales. 

La resolución de ecuaciones es un punto a me­
nudo descuidado y que, sin embargo, tiene una im­
portancia considerable y una aplicación constante en 
toda clase de problemas, por Jo que debiera ya ini­
ciarse decididamente desde el sexto curso. Los pro­
blemas de cálculo comercial, mezclas, aleaciones, 
repartimientos proporcionales, etc., no son, en rea­
lidad, más que meras aplicaciones de la ecuación 
lineal o de primer grado, y como tales deben estu­
diarse. Incluso la regla de tres simple y compuesta 
se reduce a una ecuación de primer grado. 

En el estudio de la proporcionalidad y semejanza 
se caía frecuentemente en un círculo vicioso o peti­
ción de principio, que consistía en demostrar el teo­
rema de Tales basándose en la teoría de la medida 
de segmentos, que, a su vez, se basa en el teorema de 
Tales y en la teoría de los números reales, que no se 
estudian hasta mucho más adelante. Deben cuidarse 
estos puntos para no desorientar a los alumnos con 
demostraciones incorrectas o falsas. 

Toda la teoría de la proporcionalidad y semejan· 
za debe desarrollarse de un modo experimental, a 
base del trazado de paralelas con regla y escuadra. 
realizando todas las construcciones necesarias para 
la demostración de las propiedades de las propor­
ciones. 

OCfAVO CURSO 

En el estudio del Algebra, y puesto que el alum­
no maneja ya la noción de aplicación o función 
uniforme, hay que hacer una distinción clara entre 
los conceptos de polinomio con una indeterminada 
y de función polinomio, entendida como aplicación 
entre conjuntos de números, y en que la letra x 
designa una variable, esto es, cualquiera de los 
elementos de un conjunto de números. Con ello 
se elimina la expresión valor numérico de un poli­
nomio, que venía utilizándose hasta ahora. Hay 
que insistir en las propiedades de los polinomios 
hasta llegar a demostrar su estructura de anillo 
conmutativo. El cálculo con radicales ha de redu· 
cirse a aquellos teoremas que son indispensables 
para el manejo de las raíces de la ecuación de se­
gundo grado. 

Deben darse en este curso unas nociones de Esta­
dística, procurando que sean muy claras y prácticas. 

La Geometría del espacio ha de estudiarse de un 
modo eminentemente intuitivo y experimental, evi­
tando la demostración de teoremas, que la experien­
cia demuestra que son sumamente farragosos y abs­
tractos. 
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La Teoría de coniuntos 


En el desarrollo de la Historia el hombre ha ido dla 
a dla perfeccionándose. La ciencia y la técnica han 
avanzado grandemente, llegando a extremos insospecha­
dos. Pero hoy dla tanto una como otra necesitan de la 
base matemática; es, por tanto, muy importante Instruir 
al niño en esta disciplina desde que comienza su forma· 
ción, que en un futuro no lejano serán las matemáticas 
útil indispensable de su trabajo. Es por esto por lo que 
nadie que se dedique a la enseñanza debe permanecer 
al margen del nuevo enfoque de esta ciencia, es decir, 
de la llamada Matemática Moderna, que pronto pasará 
a ser antigua. 

La Matemática Moderna se usa hoy en todas las cien­
cias y la llamada "Teorla de conjuntos" se considera 
como su nacimiento u origen. Dicha Teorla fue descu­
bierta por George Cantor, un ruso de nacimiento, que 
cursó sus estudios en varias Universidades alemanas. Sus 
estudios sobre la Teorla de conjuntbs los inició hacia 
el 1879. 

Conjunto es sinónimo de colección; la idea de con· 
junto es intuitiva en la mente del niño, numerosas pala­
bras de uso corriente indican conjuntos. Verbigracia, gru­
po, equipo, tribu, regimiento, sociedad, etc. 

Sin embargo, hay dos maneras de determinar un mis­
mo conjunto: 

a) Enumerando todos y cada uno de los elementos 
que forman parte del conjunto. 

b) Diciendo una propiedad que posean todos los ele­
mentos y sólo ellos. 

Ejemplo: a) a, e, i, o, u (extensión), b) vocales (com­
prensión). 

Pasar lista en una clase es definir el conjunto de los 
alumnos por EXTENSION. Si digo números impares me­
nores de 13, defino un conjunto por COMPRENSION. 

DIAGRAMAS 

Para representar los conjuntos que se van a manejar, 
p ,ede hacerse de dos maneras: 

a) Diagramas de Venn. 
b) Diagramas de llaves. 

Por DIEGO GU'.riERREZ GO:SZALEZ 

Veamos en qué consiste cada uno: Supongamos que 
hemos formado un conjunto con los objetos que tenemos 
al alc'lnce, por ejemplo, un lápiz, una pluma, la cartera. 
Tenemos que representar este conjunto. En principio, el 
niño comenzará dibujando los objetos, pero posterior­
mente representará cada objeto con una letra o un núme­
ro. Por ejemplo, en el conjunto anterior designaremos la 
goma por g, el lápiz por /, la pluma por p y la cartera 

por c. 

Para expresar que el conjunto antes citado está forma­
do solamente por los objetos enumerados anteriormente, 

se escriben dentro de un recinto cerrado así: 

' o 

og 

oP 

Cada punto representa un objeto. Este es el llamado 

diagrama de Venn. 

O bien, encerrar los elementos entre dos llaves, sepa­

rados por comas, asi: 

A = ! /, g, e, p 1 diagrama de llaves 
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ELEMENTOS. SIGNOS DE PERTENENCIA Es decir, entre un elemento y un conjunto sólo se pue· 

Para designar los conjuntos empleamos, en general, 
letras mayúsculas; asf, en el ejemplo anterior, A designa 
el conjunto antes citado. 

Los objetos que componen o forman el conjunto se 

denominan "elementos del conjunto". Y en lugar de decir 

que un objeto es "ELEMENTOS DEL CONJUNTO", se dice 
que pertenece a este conjunto. Asf, en la figura 1, esta 
goma pertenece al conjunto A. Ahora bien, si pertenece 
a A, escribimos: 

g E A 

En caso contrario, escribiríamos: 

af[A 

Los signos y son los de pertenencia. El primero, el 

de afirmación, y el segundo, la negación. 

Ejemplo: 

S 
o t.o 

o u 
or o e 

de dar una de estas dos situaciones: 

a) El elemento pertenece al conjunto. 

b) El elemento no pertenece. 

Sea x un objeto cualquiera y A un conjunto. O bien, 
x E A o x([ A. 

SUBCONJUNTO 

Toda parte de un conjunto forma un subconjunto de 
aquél, es decir: 

Si los elementos de un conjunto A están también en el 
conjunto B, se dice "A es subconjunto de B" y se es· 
cribe: A e B. A está contenido o incluido en B o bien A 
es subconjunto de B. 

Ejemplo: 

V = vocalesVeA siendo: 
A = abecedario 

Ahora bien, dado un conjunto podemos formar todos 
los subconjuntos de él que tengan un solo elemento; 
a estos conjuntos se les denominan unitarios. O bien los 
subconjuntos de dos elementos: binarios. De tres: terna· 
rios, etc. 

Ejemplo: 

A 


ol 

o u. 

o'Z. 

En este conjunto podemos escribir: sE B, vE B y a E B, 
que se leen: s y v; son elementos del conjunto B o per· 
tenecen a B y a no pertenece a B. 
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Subconjuntos: 

Unifados: ~ 1 l : u 1 ~ z \. 

Binarios: : /, u i ; l. z i ; u, z :. 

Ternarios: : /, u, z i . 

Puede ocurrir que al buscar un subconjunto no encon­
tremos ningún elemento. 

Por ejemplo: En una clase podemos buscar el subcon­
junto de los niños que lleven gorra y puede ocurrir que 
ningún niño tenga gorra. ¿Cómo expresar esta situación? 
Es lógico que la expresemos. En este caso se dice que 
el subconjunto de los que tienen gorra está vacfo y se 
representa por la letra finlandesa: 0. 

OPERACIONES CON CONJUNTOS 

Unión( U)· intersección ( n) y diferencia ( -). 

Sean los conjuntos siguientes: 

A=¡ a,b,c,d! 

B = l a, e, i, o, u 1 

Puestos en diagramas de Venn: 

........... .... ..... 

..·· ''·,·-= .... 

. 
• ¿, 

.o .u. . 
... ...... .." .. ······· 

Este diagrama nos sugiere tres nuevos conjuntos: 

a) La unión o reunión A UB, formada por todos los 
elementos que pertenecen, al menos, a uno de los con· 
juntos: 

A U B1e, b, d, a, e, i, o, u 1 

b) La intersección A n3, formada por los elementos 
que pertenecen, a la vez, al conjunto A y al conjunto B: 

e) La diferencia A- B, formada por los elementos 
de A que no pertenecen a B: 

A- B = 1 b, e, d ! 

Ejemplo: en el diagrama de Venn siguiente. 

, --- .. .. ;8 

' ' \ 
\ 

, 
1, 

.... ______ , , 

Vamos a ir rayando cada uno de los conjuntos citados 
anteriormente . 

AV.B 

lt-A 
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Otro ejemplo: sean r y r' dos rectas secantes: 

rn r' = p 

Cuando al buscar la intersección de dos conjuntos uti· 
lizamos el conjunto vacío, ambos conjuntos se denomi· 
nan DISJUNTOS. 

Las rectas paralelas son dos conjuntos disjuntos. 

BIBLIOGRAFIA 

Mathematique Moderne, de Papy. Edil. Marcel Didier. Bru· 
xelles. 

La Matemática moderna en la enseñanza elemental, de 
Lucienne de Felix. Si r y r' son paralelas: 

Publicaciones de la Dirección General de Enseñanza 
Media. 

La Matemática moderna en la enseñanza primaria, de 

Dienes. Edil. Teide. 

La Matemática y su enseñanza actual. El material didác· 

tico-matemátíco actual. de Puig Adam. Edil. Magisterio 

Español. 

Lecciones de Matemáticas modernas, de Etayo. Edil. Ma· 
gisterio Espaí'iol.rn r' = 0 
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.,-La ensenanza de la numerac1on 
en cualquier base 

Pan1 lograr que los niños c·omp•·endan los sistemas 
de numeración en base distinta eh~ la decimal, p1·e. 
parémonos el siguiente matel'ial: 

Conjunto de piedrecitas, garbanzos o judías, etc. 
Papeles de distintos colores: rojo. nzul. \'Nde y 

negro. 
('olocamos el conjunto de garbanzós, por ej(•tuplo, 

sobre la mesa. Dividimos el papel ro.fo en unos cuan­
tos trocitos, capaces para envolvm· con cada uno 
un garbanzo. Envolvemos eada garbanzo con un tro. 
cito de este ¡mpel rojo. Vamos a contar los elemen­
tos de este conjunto en base 4. Para ello hacemos 
montoncitos de 4 gm•banzos hasta que acabemos con 
todos los elementos de color rojo. Puede ser que nos 
sobren 1, 2 ó 3 elementos. 

Si el número de elementos del conjunto era múl­
tiplo de 4 no nos habrá sobrado ninguno. Suponga. 
mos que nos han sobrado 3 elementos de colot• rojo. 

De la misma forma que contando en base 10 agru. 
pamos de 10 en 10, y al averiguar el número de 
decenas que hay en e,J conjunto, si nos sobran 7 ele­
mentos, este 7 lo colocamos en el primer lugar de la 
derecha-llamándolo unidades--, al contar en otra 
ba8e cualquiera, como en el ejemplo presente, este 3, 
que indica el número de elementos que nos han so­
brado de la primera agrupación de 4 en 4, también lo 
colocaremos en el primer lugar de la derecha, al cual 
llamaremos unidades de primer orden. 

Así, pues, tenemos ya 3 unidades de primer 
orden constituida¡;, por elementos de color rojo. Cada 
uno de estos montoncltos de 4 elementos lo en­
volvemos con un trocito de papel azul. Un trocito 
de «cello» nos ayudai'á a que los elementos de color 
rojo no se salgan de su envoltorio azul. 

Por MI(~ L' El~ AREIZ 

Imaginémonos que en el eonjunto de elementos de 
color· I'ojo (el total) había 91 elementos. .-\1 agrupar. 
los de 4 en 4 hemos obtenido 22 subconjuntos de 
colo!' azul y otm subeonjunto integrado por 3 ele­
mentos de ¡•olor rojo. Estos 22 subconJuntos de color 
azul son las unidades de segundo Ol'den, al 11(118) 
que en el sistema dedmal los subconjuntos de 10 unl. 
dacles son las unidades de segundo or·dl'n o decenas. 

Hacemos de nuevo montoncitos de 4 de estos 
elementos azules. Como había 22 elementos azules, 
habremos obtenido 5 subconjuntos •lel conjunto 
de elementos azules (unidades de segundo orden), 
o sea, ;, unidades de tercer· or·den; Jo mismo que 
agrupando las decenas de 10 en 111 obtenemos 
unidades de tei·cet· orden o centenal'!. Observemoe 
que nos han sobrado 2 unidades de srgundo orden 
(elementos azules). 

El 2 ya lo JM)demos colocar en el segundo Jugar: 

z.o orden V' or·den 

2 3 

Envolvemos estos 5 snlll'onjuntos, integrados cada 
uno por 4 elementos azules, con un papel nei(I'O. 
Asf, pues, subconjuntos negros son unidades de ter­
cer orden. 

Volvemos a agl'upar de 4 en 4 y obtenemos un 
nuevo subconJunto, formado por 4 elementos negroe 
y oh'Q en el que sólo hay 1 elemento negro. E8te 
elemento neg1·o •tne nos ha sobrado será una unidad 
de tercer orden. Luego ya podemos colocar en el 
Jugar de las unidades de tercer orden un 1: 
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3." OJ•den :!.' OJ'dc n l." m·deu 

1 2 3 

El subconjunto <tUC tiene cuatro elementos ne. 
gros (unidades de tereer orden) lo envolvemos con 
papel verde, set·án las unidades de cuarto orden. 
Luego colocaremos en el lugar de las unidades de 

cuarto orden un 1: 

4.0 ot•den :J." ot·den 2.'' orden 1" ot·den 

1 1 2 3 

Como ya no podemos agrupar de 4 en 4 las unida­
des de cuarto orden, porque sólo tenemos 1, hemos 
terminado de eontar· los 91 elementos rojos en el 
sistema de numeración en base 4. Leamos, pues, este 
número, 1123,: uno, uno, dos, tres, en base cuatro. 

Podemos ahora traducir estas operaciones que he· 
mos hecho: con los 91 elementos de color rojo que 
tenia el conjunto primitivo hemos hecho grupos de 
4, o sea, hemos dividido por 4 91, obteniendo 22 uni­
dades de segundo orden y nos han sobt·ado 3 de pJ'i. 
mero. 

De nuevo hemos he<·ho eon los 22 elementos azu. 
les grupos de 4, o sea, hemos dividido entre 4 22 y 
hemos obtenido 5 unidades de tercer orden y nos 
han sobrado 2 de segundo orden. 

Al hacer con estas 5 unidades de tereet· orden 
grupos de 4, hemos vuelto a dividir por 4. 

Luego para opet•at· con rapidez, una vez hayan 
visto los niños todo lo que les hemos hecho en la 
mesa con los garbanzos y los papeles de <~olores 

y hayan hecho lo mismo cada uno en su mesa y con 
material pat·eeido al que hemos empleado nosott·os, 
podemos htdiearles el procedimiento: 

!H -l 
11 :_~--

') •••• ' ! 
< <2 }__~ 

r,:i [4 
1­

"1 

f~l encet•t•ar la eift•a de l'ada •·esto puede faeilitar 
la operación de r·eC"ord:u· t·uiill's son las l'ift·as que 
figurarán en t~l núnH't'll 11!!:1.,. [,as flel'has fllll'den 
servir también para que yean en el or·clen ('11 1111e 
deben escribir•las. 

COMO PASAR US NUMEHO DE CUALQUII<~H 

BASfJ A BASE 10 

Volvamos a lo que había sobre la mesa..El dibujo 
lo recuerda: 

Un envoltorio verde, uno negro, dos azules y tres 
rojos. F.l númer·o en base 4 era: 112.'1,. 

Deshacemos el envoltorio verde, que son unidades 
de cuarto orden, y hallamos 4 envoltorios; luego, de 
nn envoltorio que había (verde) (unidades de 4.• 
orden), hemos obtenido 4 envoltorios negros, o sea, 
prácticamente hemos multiplicado por 4 el n6.mero 
de envoltorios. E.."lto es lógico, nos puede servir para 
que vean cómo una unidad de un orden contiene 
4 veces a la unidad de orden inmediato inferior, lo 
mismo que cada eentena contiene 10 veces a la de­
f'ena. De una unidad de cuarto orden hemos obte­
nido, pues, 4 unidades de tercer orden. l ..uego para 
('onve•·ti,· las unidadt>s de cuarto orden en unidades 
de tet·<·et·o, hemos de multiplicar por la base (4), al 
igual que para <·on,·ertir unidades de millar en <:en. 
tenas hl'rnos de multipliear por 10 (la base). 

Ya tenemos, pues, 4 de tercer orden (obtenidas 
al deshacer el envoltorio verde) y otra más que 
bahía sobre la mesa; son 5 de ter·cer orden. 

Imego hemos hecho esto: 1 X 4 = 4; 4 + 1 = 5. 

lh'shm·emos los envoltol'ios negros, y en <'ada uno 
flf' los 5 hallamos 4 azules. J,uego pasamos de tenf'r 
:; !'11 voltorios ni'gros a tener 20 azullls, o sea, hemos 
rnultiplieado pm· 4 el nít mer·o de envoltorios, o sea, 
pot· la basr. 'rambit"n pueden ver los niños que cada 
unidad de te1·eer orden está formada por euatro 
unidades de segundo. Observamos ahora el número 
de envoltorios azules que hay sobre la mesa: 20 
obtenidos de los envoltorios negros y dos que había 
sobre la mesa son 22. 
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escribir el número 1123, en base decimal (10) son 

·.·o o o o 
oooo o o 

ooooo o 

ooo 
o o 
o 

Operaciones que h e m os hecho: 5 X 4 =20; 
20+2=22. 

Deshacemos, por último, cada uno de los 22 envol­
torios azules (unidades de segundo orden), y vemos 
también que cada uno contiene 4 elementos de color 
rojo, Observamos ahora el número de elementos de 
color rojo que hay solne la mesa: 22 azules a 4 rojos 
cada uno son 88 rojos, más 3 rojos que había son 91. 

Operaciones que hemos hecho: 22 X 4 =88; 88 + 
+ 3 = 91. 

En total, las operaciones que hemos hecho pm·a 

las siguientes: 

. .
••...... . .. • ,• .• .• • .. . • . ..• . • .• • 

. . . . •. . • .. . ...
• 

lX4=4 
+1 

5X4=20 
+ 	2 

22X4=88 
+ 3 

fll 

91 es, (lii('S, d I!Únt('I'O 1¡11(' I'OI'I'f'~IIOIIde Cll hase 
lO a ll2:t 
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El material para la enseñanza de la 

matemática moderna. Sus características 

y aplicación 


FUNDAMENT ACION PSICOLOGICA DE LA 

NECESIDAD DE UN MATERIAL PARA LA 

ENSE~ANZA DE LA MATEMATICA MODER­

NA ELEMENTAL 


De Jos estudios minuciosos de epistemología y 
psicología genéticas de Piaget, se desprende: 

a) 	 Las estructuras de la Matemática moderna y 
las estructuras mentales guardan una estrecha 
correspondencia. 

h) 	 El pensamiento se apoya en la acción. 
e) 	 En el desarrollo de las operaciones mentales 

se siguen una serie de etapas o estadios. 

a) 	 Las estructuras matemáticas y las estructuras 
mentales guardan una estrecha correspondencia 

Inspirándose en las tendencias bourbakistas, la Ma­
temática moderna pone el acento en la teoría de los 
conjuntos. Piaget, a quien nos vemos obligados a 
acudir siempre que tratamos de la génesis de Jos 
procesos mentales, nos dice que las intersecciones y 
reuniones de conjuntos, las correspondencias ... , son 
precisamente operaciones que la inteligencia cons­
truye y utiliza de manera espontánea desde los siete 
u ocho años y aún mucho más, desde los once-doce 
años, a cuya edad llega a la estructura compleja del 
conjunto de partes. origen de la combinatoria. 

Las Matemáticas, después de la escuela Bourbaki, 
ya no se nos presentan como un conjunto de capítu­
los separados, sino como una jerarquía de estructu-

Por i\ NGEL HA MOS SOBHINO 

lnsJleetot· de EnseñanTÁI Pdrnat·ia. Valencia 


ras que se engendran unas a otras a partir de unas 
''estructuras madres". Estas estructuras madres son: 

• Las estructuras algébricas, cuyo prototipo es 
el grupo. 

• Las estructuras de orden, cuyo prototipo es 
la red. 

• Las estructuras topológicas, que se refieren a 
los conceptos de entorno, límite y continuidad. 

Estas estructuras matemáticas están en perfecta co­
rrespondencia con las estructuras operatorias funda­
mentales del pensamiento. Así, desde los siete-ocho 
años, etapa de las operaciones concretas, encon­
tramos: 

• 	 Estructuras al~ébricas en Jos "agrupamientos" 
lógicos de clases. 

• 	 Estructuras de orden en los "agrupamientos" 
de relaciones. 

• 	 Estructuras topológicas en la geometría espon­
tánea del niño. 

Por tanto, según Piaget, las estructuras más abs­
tractas y más generales de la Matemática moderna 
se encuentran en más íntima relación con las estruc­
turas operatorias naturales de la inteligencia que las 
estructuras particulares, que constituían el armazón 
de las Matemáticas clásicas. 
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.,··· •... ,. ... 
• 	 ·. ~!¡_; IJ ,/:~~ ~ 

/tif·' .E( ~lJifJf8{lto se apoya en la acción 
.. ....:.·""' .. : \ 
; ;, . Piatetjostie~ que todo pensamiento ~e apoya en 
, la aooión y qlle)~ conceptos matemáticos tienen su 
~; opgpa ..~ri los act~ que el niño lleva a cabo con los 
; · ól)je\gS .)'.no ·en Jós objetos mismos. 
' ..·t.as operacig~l del pensamiento son acciones in­

...~onza.d.a~,·$ibles y ~dinadas. en sistemas.· .~v 
' . ~un~ · ión matemática cualqwera, tal como 
(x"'+~i.~~· · u), cada término designa, en defini­
tiva, una acciQn; el signo ( =) expresa la posibilidad 
de una suatitUt;ión; el si¡no ( +). 'una reuhión; el sig­
no (~). una separación; el cuadrado (x2 

), la acción 
de reproducir equis veces x.. y cada uno de los va­
lores u, ~:y, ·z, la acción de reprÓducir cierto número 
de veces la unidad" (1). 

Cada uno de los símbolos representa, como. dice 
Piaget, una acción que podría ser real, pero que el 
lenguaje matemático se limita a designar abstracta­
mente, bajo la forma de acciones interiorizadas, es 
decir, de operaciones del pensamiento. 

e) 	 En el desarrollo de las operaciones mentales se 
siguen una serie de etapas o estadios 

El desarrollo de la inteligencia sigue unas etapas, 
que Piaget resume así : 

• 	 Etapa senso-motriz, hasta el año y medio o 
dos años. 

• 	 Etapa preoperatoria, de los dos a los siete años. 
Dentro de esta etapa cabe distinguir la del 
pensamiento simbólico, de los dos a los cua­
tro años, y la del pensamiento intuitivo, de los 
cuatro a los siete años. El pensamiento antes 
de los seis-siete años carece de reversibilidad, 
es decir, de la capacidad de hacer y deshacer 
mentalmente un camino, de descomponer y 
recomponer un todo, de percibir que un con­
junto de objetos permanece invariable si se le 
quita y agrega luego la misma cantidad. 

• 	 Etapa de las operaciones concretas. de los 
siete-ocho años a los once-doce años. Es el 
primer período operativo, puesto que ya se da 
la reversibilidad, pero las operaciones sólo se 
logran en situaciones concretas, en donde el 
niño maneja activamente datos materiales, que 
puede ver y tocar. Si en esta etapa hacemos 
razonar al niño con proposiciones verbales. a 
menudo se encuentra incapaz de llevar a cabo 
la misma operación que él realiza cuando se 
a plica a situaciones concretas. 

(1) PrAGET, J.: Psicología de la inteligencia. Ed. Psique, 
página 51. 

• 	 Etapa de las operaciones formales, de once­
doce años a catorce-quince años. El niño llega 
a desprenderse de lo concreto orientándose ha­
cia lo inactual, ha superado el aquí y el ahora, 
se hace capaz de sacar consecuencias necesa­
rias de verdades simplemente posibles, lo que 
constituye el principio del pensamiento hipo­
tético-deductivo o formal. 

ALGUNAS CARACI'ERISTICAS DEL MATE­

RIAL ,PARA LA ENSEÑANZA DE LA MATE­


MATICA MODERNA 


• 	 Manipulable· 

De lo anteriormente expuesto se desprende que 
para el logro de las estructuras lógico-matemáticas 
en el niño, especialmente en el estadio preoperato­
rio (cuatro-siete años) y concreto (ocho-once años). 
será muy conveniente la utilización de un material 
manipulable, a fin de que las acciones que con él 
realice puedan pasar, mediante un proceso de inte­
riorización, a constituir operaciones mentales. 

Hasta edades bastante avanzadas se observa el he­
cho de que el niño, antes de poder deducir un re­
sultado, se ve obligado a comprobarlo empíricamen­
te para admitir su verdad. En los niveles preopera­
torios, es decir, antes de los siete años, ocurre así 
con todas las verdades lógico-matemáticas descu­
biertas por el niño, comprendidas incluso las mú 
evidentes, como la transitividad de la igualdad. 

Hay que hacer constar, sin embargo, que en la 
utilización de este material por el niño no es la ex­
periencia física lo que nos interesa, sino la lógico­
matemática. No son los objetos. sino las acciones 
que con ellos se realizan, los que tienen un inter61 
didáctico, porque las nociones matemáticas no se do­
rivan de los materiales, sino de la captación del lig· 
nificado de las operaciones realizadas con diohoe 
materiales. 

• 	 A tributos claramente definidos 

Este material manipulable, que podrá ser figura­
tivo. como en el caso de las fichas de personas, ani· 
males, vehículos, frutos, del método K M L de Tou­
yarot, o no figurativo, como en los bloques lógioot 
de Dienes, regletas de Cuisenaire o plaquetas de 
Touyarot, deberá tener los atributos claramente di­
ferenciados para la constitución de los conjuntos, 
pues no olvidemos que ya en 1872 Georg Cantor, el 
creador de la teoría de conjuntos, definía un conjun­
to como "la reunión de un todo de objetos de nucs­
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tru intukión o de nuc:stro pensar. bien determinados 
y direrenciahleK IC\'i unos de los otros". Desde un 
principio. J'Or tanlí}, la definición de Cantor deja 
fuera de los conjuntos. considerados en el sentido 
matemático. aquellos 1.:uyos ohjetos no están bien 
determinados. 

e 	 V m'íllhilídml 

Lu variahilidad es una cualidad del material pura 
la ensel'lan7Jt de la Matemática moderna. señalada 
por Dienes. El que se logre un concepto matemá­
tico dcp:nderá dt.: la hubílidad puru identificar y de­
finir algo que tengan en c.:omún diversus experiencias 
concretus y distintas. La hipótesis de Dicnes es que 
mientras más variados sean los modelos perceptivos 
1:1 disposición del nii\o. más fácil .será adquirir los 
conl.'eptos. 

Conforme -.·on este <.:ritcrio de variabilidal.l l.lcl ma­
terial. Dienes ofrece numerosas estructuras distintas. 
sobre lus I.'Uules pueden efectuarse tareas matcmá­
til.'as ei...Juivalenles. Asf. ul diseñar materiales estruc­
turados en forma tul que faciliten el logro del 
con\..-epto de \'tÚor dt' posidt>n. en vez de usar blO>­
I...JUCS de base JO exdu.sivamente. como otros autores. 
varía las bases en lo11 llamados bloqu(!s multibase. 
que más tarde describiremos. y los niños. al jugar 
sucesivamente con los bloques de distintas bases. lo­
gran abstraer el <.:oncepto del valor de posición. 

MATERIAL MAS UTILIZA[X) EN LA ENSE­
~ANZA DE LA MATEM!ATICA MODERNA 

F.LEMFNTAL 

Vamos a limitarnos u la descripción de algunos 
de los materiales de uso más frcl·ucnte paru la ensc­
ftanza de la Matemática moderna clcmentul. tules 
como: 

• Bloques l<'lgi-.·os. de Dicnes. 


e Bloques multibusc, de Dienes. 


e Números en color, de Cuiscnairc. 


• 	 Material Discart. 

• 	 Material K M L. de Touyarot. 

• 	 Minicomputador. de Pupy. 

• Geoplano. de Guttegno. 


e Geocspacio, de Puig Adam. 


• 	 "Construyamos la geometría". de Emma Cas­
telnuovo. 

LOS llLOOl IFS UXiiCOS. DE DIENFS 

Tienen como finalidad iniciar a Jos nir'los de cinco 
a siete anos en lu teoría de los conjuntos y en la 
lógica. Willium Hull fue el primero <.¡uc utili:r.~.í estos 
bloques como auxiliares (!n el aprendizaje de la 
ló¡,r.ka. Posteriormente los ha utiliz:tdo Dicnl.!~ en l:ts 
escuelas de Auslraliu y Canadá. 

Los bloyues lógicos ~o:onslan de 4H elementos. 4uc 
tienen cuatro utributos: 

Forma. 

·Color. 


Tamaño. 

· Grosor. 


Según la forma, existen cuatro variantes: cuadra­
do, dn:ulo. triángulo y rectángulo. 

Según el color. tres variantes: rojo. azul. ama­
rillo. 

Según. el tamaño. dos variantes: grande y pequeño. 
Según el grosor. dos variantes: grueso y delgado. 
Hay. por tanto, 12 bloques de cada una de las 

cuatro formas. 
24 bloques delgados y 24 bloques gruesos. 
24 bloques grandes y 24 bloques pequ\!ños. 
16 bloyues rojos. 16 azules y 16 amarillos. 

Para distinguir un bloque de los otros 47 es nccc­
surio dar sus I.'Uatro atributos. Estas cuatro cutcg(}rías 
de atributos sirven de criterio pura reunir Jos blo<.1uc:s 
cuando se constituyen los conjuntos. 

Permiten adquirir jugando las nociones fun<.Jamen­
tales sobre conjuntos. Las primeras expcriencius ma­
tcmátic.:as de los niños deben :-er precisamente a pro­
p¡1sito de los conjuntos. el número vendrá desrnrés 
como propiedad de los conjuntos cyuivalcntes. 

los bloi...Jues lógicos suministran al nii'\o nume­
rosas situaciones que le obligan a realizar investi­
gaciones lógicas y matemáticas. Juegan con proble­
mas y situaciones que encontrarán más tarde en el 
plano del pensamiento abstracto. 

Los primeros juegos con este material tienen por 
finalidad ~o:onducir a los niños al conocimiento de los 
bloques. Dentro de estos juegos preliminares tenemos 
el llamado del "retrato". yue consiste en describir 
cada uno de los bloques. precisando sus cuatro atri­
butos. Así: "éste es un bloque redondo. amarillo. pe­
queño. delgado". Sucesivamente. cada niño tomará 
un bloque y lo describirá. 

El juego inverso es la elección de un bloque entre 
)()s 4&. dando la descripción: "Busca un bloque I...JUe 
sea ... " Aquí puede hacerse d juego más divertido no 
fijando más que dos o tres atributos: "Busl.'a todos 
los bi<Xtues que sean redondos y azules". 
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Juegos de diferencias y semejanzas. en los 4ue 
intervienen varios niños. Son juegos sociales. Se trata 
de hacer. como en los juegos de dominó. una cadena 
de bloques, poniendo un bloque a continuación del 
otro. de forma tal que tengan con el precedente una. 
dos o tres diferencias o semejanzas de atributos. El 
jue¡o da lugar a discuaiones interesantes entre Jos 
niilos. 

Después de bien conocido• los bloques mediante 
los juegos preliminares, se pasa a la constitución de 
los conjuntos. Los bloques con sus cuatro atributos 
permiten la formación de gran variedad de conjun· 
tos. Primero se comenZilrá con la formación de con· 
juntos cuya característica esté constituida por un solo 
atributo: "Formad el conjunto de los bloques re­
dondos o bien el de los bloques azules ... " Después 
se posará a Jos conjuntos cuya característica esté 
constituida por dos atributos : el conjunto de Jos 
bloques rojos y redondos. o por tres atributos : rojos. 
redondos y gruesos ... 

Otros juegos interesantes son los de dos aros para 
la búsqueda de las intersecciones. Se dice al niño: 

~ Forma el conjunto de los bloques rojo~ metién­
dolos dentro de un aro (diagrama de Venn). 

- Forma otro conjunto. el de los bloques redon· 
dos, por ejemplo. 

Los niños descubrirán que ex.isten bloques que 
son rojos y redondos. ¿Dónde los colocarán? Unos 
los pondrán con los redondos, otros niños los quita­
rán de este conjunto y los pondrán en el de los rojos. 
Se procurará que sean los mismos niños quienes des­
cubran que estos bloques rojos y redondos tienen 
que colocarse en el espacio en que los dos aros se 
su(lerponen. por4uc est.• ~el.'lor perll!nccl! tanto al 
interior del aro rojo como al del aro de los re· 
dondos. 

,.. ro-,/ 

L \ 
~ 

f). 1 1 
1 ~·~ 

1 V 
1 ],JI' ' ' 1 J.,..... 11: u.. 

.3 

l. Rojos. no-rednndos. 1.2. Rojm y red~>ndm 
~- Kcdundm, no-rojn,, J. No-red1H1dos, n••-n•i•" 

Complicando el ejercicio. pueden hacersCi juegos 
con tres aros : 
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l. Rcdunl.los. no-rujus, no·pc4jucl\o•. 
2. Rujos, no-redondos, no-pequellos. 
3. Pequenos. no-redondos, no-rojos. 

1.2. Redondos, rojos. no-pequeftos. 
1.3. Redondos, pequetlos, no·rojos. 
2.3. Rojos. pequellos, no-redondos. 

1.2.3. Redondos, rojos, pequellos. 
4. No-rednndos, no·rojns, no·pequellos. 

Entre los elementos de un conjunto pueden sepa­
rarse los que tienen una propiedad no poseída por 
otros. constituyendo subconjuntos. Así. en el con­
junto de los bloques redondos se pueden aislar tres 
subconjuntos. según el color. o dos subconjuntos. 
según la magnitud. y otros dos. según el espesor. 
Dentro del aro mayor. con cuerdas o aros menores. 
podrán los niños aislar los subconjuntos y ad4ui­
rirán así la idea de inclusión. 

Los juegos de trunsformacionn. que conducen al 
niño al descubrimiento de las propiedades de los 
grupos makmáticos: así: 

• Juego de reproducción o copia (i). 
• Juego de copia con cambio de colores (e). 
e· Juego de copia con cambio de forma (f). 
• Jucgo de ..·opia 1.'00 l.'ambio de wlor y forma (1). 

...N"~· a.zta.s ~ 

(i) {e:) (rJ (t) 

66&0~ 
00~6~ 
A~6~D 
~~0&6 
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Este tipo de juegos, al principio, suelen jugarse en El material se presenta en cajas, una por cada 
dos equipos. Sea, por ejemplo, el de copia con cam­ base de numeración. En cada caja se encuentran : 
bio de colores. , Cada equipo dispone de los mismos unidades, barras. placas y bloques. Así. en la caja 
bloques, pero todos ellos son solamente dos colores: para la ha~" 4 encontraremos pie7a.s como éstas: 
rojo y azul. El primer equipo construye una combi­
nación y el segundo copia la construcción, pero con 
la condición de que si los primeros ponen un bloque 
azul, los segundos pondrán un bloque de la mism<a 
forma, pero rojo e inversamente. 

Con estos juegos podrán descubrir los niños las 
propiedades de : 

• Cerradurc1. 

e Conmutatividad : 


• Asociatividad : 

t 
~ 

08 
• Elemento neutro : 

~· 

DO~ 
• Elementos simétricos: 

DEJO DO 

BLO()LJES ARITMETICOS Mlii.TIBASF (RAMl. 

DE OJENES 

Este material está orientado hacia la compren­
sión del concepto del valor de posición. 

/7/ZCJ

1 [[1 

1 

///// 
V 
V 
V 
V 

Antes de llegar a los ejercicios estructurados. los 
niños jugarán libremente con este mataial. Siguen 
después juegos como los siguientes : 

Supongamos que dos niños tienen la caja de base 3, 
por ejemplo. En las caras opuestas de un cubo uni­
dad se ponen, pegando papeles, las cifras O. t. 2 y se 
utiliza como dado. La primera tirada del dado es 
para sacar bloques. Cada niño coge tantos bloques 
como el número que ha sacado al tirar. Vuelven 
a tirar el dado para sacar las placas, después para 
sacar las barras y, por último, para sacar las uni­
dades. El niño que consigue mayor mont6n de ma­
dera. gana. 

Pronto llega a comprender, especialmente el niño 
que pierde antes. :que es la primera tirada de dados 
la que tiene más importancia y que quien gana en 
esa tirada ha ganado ya prácticamente la partida. 

Si los dos sacan cero en la primera tirada, enton­
ces es la segunda la que tiene una importancia vital, 
y así sucesivamente. 

Después de algün tjempo se cambiará el orden del 
juego, comenzando por las unidades y terminando 
¡x>r los bloques. El juego así es más apasionante. 
puesto que los niños no saben quién gana hasta el 
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final. Esto enseña al niño, además del valor de po­ mera puerta que se abre sobre el concepto de "infi­
sición, que el orden, en realidad. es arbitrario: antes nito", que todos los niños encuentran extremada­
las potencias eran decrecientes, ahora son crecientes. mente apasionante. 

Harán juegos semejantes con las demás cajas para 
que no se liguen a la propiedad particular de una 
determinada base y darles así ocasión de compren­
der las propiedades comunes a todas las bases. 

En una segunda etapa, el maestro puede sugerir 
juegos más estructurados. En ellos. el niño se dará 
cuenta que en la caja de base 3, por ejemplo. 3 uni­
dades forman una barra. 3 barras una placa, 3 pla­
cas un bloque. 

El pensamiento. según Dienes. procede según un 
camino constructivo y según un camino analítico. 
En esta primera etapa, constructiva todavía, no es 
consciente el niño del aspecto analítico de su cons­
trucción: la razón 1 : 3, pero las construcciones que 
realiza con materiales son muy importantes en la 
comprensión ulterior de la razón, de las progresiones 
geométricas. de las potencias. de la comprensión de 
los distintos sistemas de numeración. 

Cuando el niño ha comprendido la estructura de 
todas las cajas se plantea el problema de qué hay 
después de los bloques. Los niños generalizan pronto 
y ponen tres bloques juntos en la caja de base 3, 
cuatro en la de base cuatro y así sucesivamente para 
constituir el orden inmediato superior. A esta cons­
trucción se suele llamar barra de bloques, por ana­
logía con las barras, pero Dienes nos dice que mu­
chos niños las llaman torres, porque hacen sus cons­
trucciones poniendo los bloques unos encima de otros. 

IJ.a.rr-a d.a ~:: 81unichdn.r 

Cuando los niños ya no tienen más madera en la 
caja pueden continuar el ejercicio imaginativamente 
y. al menos en teoría. se puede proseguir el proceso 
indefinidamente. Esta es, tal vez, dice Dienes, la pri-

Asimilada la naturaleza abierta y la estructura del 
material se puede pasar a otros ejercicios, que con­
ducen a las operaciones aritméticas. Veamos la adi­
ción. por ejemplo. Sea la base 3 : 

1 bloque 	 2 placas 2 barras 2 unidades 
l placa 2 barras 2 unidades 

Adicionando las piezas semejantes y aplicando las 
equivalencias. se obtiene: 

2 bloques 1 placa 2 barras 1 unidad 

Los nmos :;e acostumbrarán después a anotar lo 
que realizan con los bloques multibase. Así: 

B P B 	 U 
2 2 2 

+ 2 2 

2 2 

Es conveniente, igualmente, que en las operacio­
nes los niños utilicen las cajas de las diferentes bases. 

NUMEROS EN COLOR. DE CUISENAIRE 

Este material fue creado por Georges Cuisenaire, 
maestro de Thuin (Bélgica), y dado a conocer inter­
nacionalmente en 1954 por C. Gattegno, profesor de 
la Universidad de Londres. 

El material está constituido por 241 ·regletas de 
1 a 10 cm. de longitud y de l cm.3 de superficie 
de base: 

50 regletas de 1 cm., de color madera natural. 
50 regletas de 2 cm.. de color rojo. 
33 regletas de 3 cm .• de color verde claro. 
25 regletas de 4 cm .• de color rosa. 
20 regletas de 5 cm.• de color amarillo. 
16 regletas de 6 cm., de color verde oscuro. 
14 regletas de 7 cm., de color negro. 
12 regletas de 8 cm., de color marrón. 
1 l regletas de 9 cm., de color azul. 
JO regletas de 10 cm .• de color naranja. 

44 




Las regletas están agrupadas en tres familias: Puede descubrir mantrulando las regletas fami­

• 	 Familia de los rojos: 2-4-8, que ponen en evi­
dencia los dobles. las mitades y las potencias 
del 2. 

• 	 Familia de los azules: 3-6-9, que ponen en evi­
dencia los triples, tercios y la segunda potencia 
del 3. 

• 	 Familia de los amarillos: 5-1 O. 

• 	 El blanco y el negro están solos. 

Es un material muy rico en posibilidades para la 
actividad creadora del niño, que guiado por el maes­
tro llegará a descubrir por sí mismo las relaciones ma­
temáticas que se deseen. 

Los ejercicios primeros, espontáneos, suministran 
al niño la experiencia de la equivalencia de regletas 
de igual color y de la equivalencia de cada regleta 
con alineaciones compuestas de otras dos o más. 

La a~.:ción de adosar y alinear sugiere al niño las 
ideas de igualdad y suma. 

El niño al buscar la regleta que falta para com­
pletar con otra una regleta mayor invierte la opera­
ción de suma, es decir. resta complementando. 

La formación de trenes de igual color. mediante 
alineación de regletas iguales, origina simultánea­
mente los conceptos de múltiplo y divisor, de pro­
ducto y cociente. 

La idea de número primo se pone de manifiesto 
al comprobar que no todas las regletas se pueden 
de~componen en otras de igual color. 

Puede descubrir las propiedades asociativa y con­
mutativa de la suma, asociando y permutando las 
regletas. 

Hay niños que empiezan el juego ordenando esca­
leras. La estructura de orden es ejercitada por este 
material. 

3x4=4x3 
Otros nii\os clasifi..:an adn~andll un;" .d laJ,¡ Jc <lira' 

las regletas de igual longitud. Forman as( placas que pueden 
ser cubiertas por otro sistema d~ regletas en el sentido del 
ancho. Esta experiencia sugiere la .:onmutatividad del pro· 
dueto. 

lias 	 de: 

• 	 Sumas equivalentes. 
• 	 Diferencias equivalentes. 
• 	 Productos equivalentes. 
• 	 Cocientes o fracciones equivalentes. 

b tnt..:re:.antc el uso que ha...:e Gauegno de este 
rnaterial para la enseñanza de las fracciones, consi­
deradas como pares ordenados. comparando dos re­
gletas. con lo que el concepto de fracción como razón 
que lleva implícito el par ordenado desplaza al con­
cepto tradicion:tl de fracci,)n l·omn opcrador. 

4 
6 

Como complemento dd matcnal búsico Je las 
regl~tas existe en el material Cuisenaire-GalleB"no 
una tabla de. productos. Estos productos están ex­
presados por dos lúnulas. coloreadas de acuerdo 
con los colores y valores de las regletas. Esta tabla 
se utiliza después que el niño ha des..:ubierto los 
productos con las regletas. 
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Este material incluye también un juego de lotería 
de productos y un juego de naipes con productos, 
que consta de 37 tarjetas, cada una de las cuales 

lleva un producto expresado en la misma forma que 
se ha indicado anteriormente. 

EL METODO DISCAT 

Este material fue creado en Ginebra por las seño­
ras Audemars y Laffendel, bajo la dirección de Cla­
parede y de Piaget, para la "Maison des Petits", 
del Instituto J. J. Rousseau. Está compuesto por: 

• 	 Las columnas de evaluación. en número de 
cuatro, formadas por esferas, cubos, parale­
lepípedos y Óvoides. en diez dimensiones cre­
cientes. Todos estos volúmenes están perfo­
rados según un eje para que sea posible en­
sartarlos verticalmente en una varilla de me­
tal. Permiten la clasificación según la forma 
y la seriación según el tamaño. 

• 	 Los bloques, en número de 66. son paralele­
pípedos con base cuadrada de 1 cm.~ y altu­
ras que van de 1 a 20 cm. Son el precedente 
de los números en color de Cuisenaire. Los 
niños utilizan estos bloques como piezas de 
juego de construcción antes de realizar equi­
valencias entre dos o más bloques y un bloque 
suma de éstos. Permiten realizar sumas y di­
ferencias, de 1 a 20. y el estudio de dobles y 
mitades. 

• 	 Las superficies, en número de 576, son figuras 
de cartón de distintas formas y colores. Cada 
forma se presenta en cuatro tamaños : la mi­
tad, el cuarto y el octavo de la primera. Los 
rectángulos y los triángulos guardan una ra­
zón constante con los cuadrados. Así. el rec­

tángulo menor es 1/8 del cuadrado mayor; el 
triángulo menor es 1 /2 del rectángulo menor 
y, por tanto, 1/16 del rectángulo mayor y 1/32 
del cuadrado mayor. Este material tiene gran­
des posibilidades para la comprensión de las 
áreas. de las fracciones ... 

e 	 La tabla de las 100 bolas, en la que hay 100 pe­
queñas varillas de metal. en las que el niño 
puede fijar 10 decenas de bolas de 10 colores 
diferentes. Partiendo de simples composicio­
nes de mosaico, el niño llega a descubrir los 
números cuadrados y triangulares. calcula c:l 
aumento del cuadrado... 

• 	 Las pilas de discos. que comprende 100 discos 
de madera, en 1O colores, perforados en el 
centro; las construcciones. las pirámides. el 
ábaco de las 55 bolas.- son otros materiales de 
este método. 

De acuerdo con las ideas de Piaget, con este ma­
terial se quiere conducir al niño de la experiencia 
sensomotriz a la abstracción; llevarle a realizar cla­
sificaciones. ordenaciones: darle el sentido dd núme­
ro. la noción de medida, el sentido de las opera­
ciones ... 

Este material está destinado especialmente a niños 
de tres-siete años. 

46 




MATERIAL DEL METOlJO K M 1.. 
DE TOUY/\ROl 

Tiene como finalidad este material iniciar en la Azul. 
Matemática y en la Lógica. de ahí su designación Rojo. 
K M L (K es el símbolo internacion:tl que reemplaza Amarillo. 
a la conjunción y M y L son las iniciales de Mate­
mática y Lógica. respectivamente). 

Consta de: 
• 	 Seis cordones de color, rara limitar Jos C()fl­

juntos. 

e 	 Cuurcnta y ocho rlaca.'> en m:1tcrial plástico.• 	 Seis series de figuras: 
Estas placas se caraclcrizan ror cuatro atri­
butos:~ Personas y objetos. 

- Animales. Forma: drculo-triángulo-cuadrado-rcctán­
-- Vehículos. gulo. 

- Frutos. 
 Tamaño: grand!!-pcqucño. 

- Cifras. - · Color: rojo-azul-amarillo. 

~ Signos y cualidades de las placas. Interior: lleno y hueco. 


• 	 Tres series de JO cubos iguales encajables, en Las 24 placas de cada tamaño tienen superficies 
material plástico, en tres colores: Cl¡uivalcntes. 

~ 
' o D D f 1 

lu..uz.c.o o ~ [Q] 1• 1 ) 

Se completa este material con fichas para la ense~ • Conjunto. 
ñanza individualizada. Estas ficha:; son material pu­ e Pertenencia a un 1.:onjunto. 
ramente ¡¡ráfico. Se trata con ellas de que el niño des­ • Correspondencia biyectiva entre los elementos 
cubra las ideas de: de dos conjuntos. 
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-. 	 lksl.·uhrimiento Jcl m'1mcro a part1r tic lo~ 
t·onjuntos equivalentes. 

• 	 Sulll.:onjuntm 
• 	 lndusiún. 
• 	 Conjuntn l'omrlemcntario. 
• 1ntersccci6n de conj un hl'i. 

e Unión de conjuntos. 
• 	 Estructura del número y sentido de las orera­

doncs. 

E~tas fkhas rroponcn a lo.~; nilíos problemas con 
imágenes. Cada raso del pensamiento es traducido 
[Xlr un trazo conveniente: flecha que señala una re­
lación entre objetos. linea cerrada en torno a los 
elementos de un conjunto. etiqueta unidu u un l'Hn­

junto ... 
~ a4uf los niños pasarán a representar los obje­

tos por medio de signos: cruces. puntos .... en lugar 
de emplear dibujos figurativos. y progresan asf hacia 
la csquemati:wción de las situaciones concretas. 

EL MINICOMPUTAOOR. DE PAPY 


Fue presentado por su autor en el XXI Encuentro 
Internacional de Profesores de Matemáticas cele­
brado en Gandía en abril de 1968. Papy lo presentó 
como una auténtica máquina de calcular que fun­
ciona como un pequeño ordenador que realiza de 
manera mecánica Jo que es automático en el cálculo. 
Está inspirado en los trabajos de monseñor Lemai­
tre, publicados entre 1954 y 1956. Ha sido utilizado 
por Mme. Frédérique Papy en clases de niños de 
seis y siete años a partir de septiembre de 1967. 

El minicomputador combina el sistema decimal y 
el sistema binario. Así como Dienes y otros consi­
deran que es conveniente que los niños conozcan 
distintos sistemas de numeración. Papy da preferen­
cia al binario, ya que es el sistema de las calculado­
ras y además nos permite con números pequeftos in-

traducirle en la idea del valor de posición. Pero, por 
otra parte, nuestro contexto es decimal. no podemos 
prescindir de este sistema. 

Es un material distinto de las regletas de Cuisinai· 
re o los bloques de Díenes. Cuando se da al niño 
regletas o bloques, dice Papy, los niños hacen con 
este material cierto número de experiencias mate­
máticas. Cuando se les da el minicomputador los 
niños no están en condiciones de hacer experiencias 
válidas por sí solos hasta que los inicia el maestro. 

El minicomputador consiste en un ábaco de pla­
cas que se alinean de derecha a izquierda según las 
reglas de la numeración decimal: en la primera pla­
ca se colocan las unidades: en la segunda. las de­
cenas ... 

~ 
·~ ~ o&ca~ un~·t:h• 

tni.J.LOU'4­

Cadu plucu está dividida en cuatro casillas. en las que 11e utiliza el si.stema binario. 
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2 1 

Estas casillas son de color blanco, rojo, rosa y Por eso, Papy define el minicomputador como un 
marrón. Estos colores son los correspondientes a las ábaco bidimensional binario sobre cada placa. deci­
regletas de Cuísínaíre l. 2, 4 y 8, respectivamente. mal lineal de placa a placa. 

Los mno:o a los que anteriormente ya se ha ense­
ñado el manejo de las regletas, cuando ven el mini­
computador reconocen los colores y los valores de las 
casillas. 

Los niños saben que: 

Dos regletas blancas = una roja. 
Dos rojas = una rosa. 
Dos rosas = una marrón. 

Así, la primera regla del minicomputador se in­
troduce con gran facilidad: 

Dos dichas en el casillero blanco =una ficha en 
el rojo. 

Dos fichas en el casillero rojo =una ficha en el 
rosa. 

Dos fichas en el casillero rosa = una ficha en el 
marrón. 

m rn m 
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Cuando se pasa de una placa a la otra la regla cambia . 

• 
• 

-
-


Al principio los mños juegan con dos placas. Des­
pués el propio niño siente la necesidad de llegar a 
las centenas. Mme. Frédérique Papy dice que algu­

e• 

• 

Papy llama formaciones a las disposiciones que 
permiten leer inmediatamente un número en el mi­

1 	 9 


1 	 o 
nos niños a los quince dias de usar el minicompu­
tador manifestaron esta necesidad. 

• 
1 o o 

nicomputador. Así la formación de 1970 sería: 

o 

• 

• • 

• • • • 

En 	una formación : • 	 Si una ficha está en la casilla marrón entonces 
no debe haber ninguna ficha ni en el casillero 

• 	 Nunca hay más de una ficha por casilla. rojo ni en el rosa. 
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• • 

Con el minicomputador pueden realizarse adicio­ sumandos y después hacer las sustituciones de acuer­
nes. Basta escribir en la máquina cada uno de los do con las reglas anteriores. Así: 

9+6::: 
• o 

o • 

• 
• • 

1 5 

Igualmente pueden realizarse multiplicaciones. Pa­ deapués Be hacen h&M IUAtituclones corrcapondlentet. 
ra multiplicar por 2 un mlmero, cada ficha de una A11f: 
l'llPiillu IIC reemplo7.u f'(lt d0111 fic:-ha11 en eao casilla y 

2X 5 

• 

• • 
-
 •• •• 

• • 
-

• 
• 
• 

5 o 


Multiplicar por 4 an al mlniemnputador aerla mul­ mero oquivaldrta a juntar •u doble 1 o1to ndmero. 
tiplicar por 2. do• vecea. Multiplicar por B aerla mul­ Para multiplicar un nl1mero por 10 ba1ta" pa1ar dl· 
tiplicar por l trea vecea. Muftipllcar por 3 un nt1· cho nllmcro a la placa lnmedlJ.ta a la derecha. All: 

http:lnmedlJ.ta


• • 
-
-


• • 
3 o 

hra la auatracción. Papy comienza enseftundo u lorc11 ~on í¡pmltncnle vulcro~as individuulmcnle e 
loe nlrloa los números negativos. Comienla presen­ íguuhncnh: hutulludorus. Cndn vez que una fichn rn­
tando un ejército constituido ror fichas rojas y otro ju y unu fkha uzul 1\c cncucnlrnn en el l'ampo de 
por ficha11 uules. 1 A! M fichas MoldudnN de umhos en- hululln. s~· eliminan muluaml.'nll' . 

• 
o • 

Y en el minicomputador aerta : 

o 

•• 
o 

• o o 

1 
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• 

En el minicomputador, para hallar la mitad se 
reemplaza cada par de fichas de una casilla por una 
sola ficha en esa misma casilla . 

Bl listón verde de madera que se coloca separando 
la placa que se adjunta a la derecha hace el papel 
de la coma en la notación decimal. Así puede operar 
el nifto con decimales con las nuevas placas introdu­
cidas después del listón verde siguiendo las mismas 
reglas anteriormente dadas. 

• • 
• 

• 

• 

• 


Al pesar a la mitad de la unidad se llega a la idea 
de operación con decimales . 

--
o 5 

• 


4 

Bl minicomputador puede ser un magnetó¡rafo 
grande. del tamafto de un encerado, o tambi~n pla­
cas pequeftas de madera o met4licaa para que loe 
niilos sobre la mesa realicen las operaciones indi­
vidualmente. 

• 

• 

• 

• 

1xz • 
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EL GEOPLANO 

Es un material imaginado por Gattegno para que Los dos tipos más corrientes de geoplano son los 
los niños tomen conciencia de las relaciones geomé­ que se presentan en las figuras. Las redes que ha 
tricas. Se trata de un tablero sobre el que se colo­ utilizado Gattegno son el dodecágono, el decágono 
can clavos formando una red. Estos clavos sirven y el octógono regulares, y las cuadriculadas de 9, 

de soporte para tender sobre ellos gomas elásticas 16, 25, 49 y 121 puntos. 

de colores. 


• • • • • 

• • • • • 

• • • • • 
• • • • • 
• • • • • 

La ¡ran vontaja quo tiene el ¡eoplnno ea que el no suele ocurrir ni con Ql encerado ni con el libro. 
tablero puede girar y el niflo ae habitúa a percibir Esto material permita la investiaación penonal del 
las figuras desde distintos ángulos visuales y a reco­ alumno y puede aer utllit.ado a lo largo de toda la 
n~rlu independientement~ de su po!lición, lo l(Ue ensef\nnza ¡eneral básica. 

EL OEOESPACIO 


Ampliando la idea del gooplano al espacio ha sur­
gido el geoeapacio. Puig Adam en Espatia, Pescarini 
en Italia y Chiavone en Uruguay fueron quienes idea­
ron estos modelos didácticos. 

Para la construcción de un geoespado-díce Puig 
Adam-puedc servir una caja de embalar de di­
mensiones no inferiores a 25 cm. en la que se ha 
suprimido una de sus ca-ras de mayores dimensiones, 

con objeto de poder manipular cómodamente en su 
interior, atornillándoac, en cada una de las otras ca­
ras, redes de tornillos con gancho distribuidos uni­
formemente. Entre estos tornillos podemos tender 
gomas elá~tícas o cordeles. que unas veces tendrán 
la significación de rectas indefinidas y otras repre­
sentarán aristas de figuras poli&lricas transparentes. 
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También pueden construirse geoespacios conser­ material rígido y poniendo en sustitución de las cin­
vando únicamente las aristas de madera o de otro co caras de madera rejas metálicas resistentes. 

OTROS MATERIALES 

En modo alguno pueden considerarse los materia­
les citados como únicos en la didáctica de la Mate­
mática Moderna. Muy interesantes son entre otros 
materiales el de Emma Castelnuovo denominado 
"Construyamos la geometría'', constituido por tiras 
de plástico de diferente longitud y color, parecidas 
a las piezas de mecano. Con ellas se puede realizar 
gran número de sistemas articulados con los que el 
niño se da cuenta que al modificar un polígono cual­
quiera el perímetro permanece invariable mientras 
que el área cambia. Así vemos que un rectángulo 
construido de este material, al transformarse en rom­
boide, ~ufre ciertos cambios: varía la superficie, la 
medida de cada ángulo, la longitud de las diagona­
les, en tanto que otros caracteres pennanecen inva­

riables: el perímetro, la medida de cada lado, la 
suma de Jos ángulos internos y externos ... 

Los films para la enseñanza de las matemáticas 
como los utilizados por el suizo Nicolet, el inglés 
Fletcher, los franceses Cantegral, Jacquemard y Mo­
tard. 

Las fichas de Mme. Picard. Las fichas de trabajo 
individualizado del alumno de Somosaguas para ni­
ños de diez, once y doce años. Las placas de roa­
dame Herbiniere-Lebert para la iniciación al cálcu­
lo ... 

A lo largo de este artículo nos hemos estado refi­
riendo a materiales más o menos estructurados, pero 
podemos utilizar en la ensefianza de la Matemática 
Moderna otros muchos materiales ambientales. 
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Las nuevas directrices en la Enseñanza 

.'~~mática y su resonancia internacional 
~· .~ 1 ••• ~· ' •. 

,," .. , ·. ' ,. . : 

~ .•. ,..,. ... 
...... •. . 

\·~-· 
\,' ~~-,,· ..-,., .. ,, 

............... 

l. 	 La renovación matemática y la lógica in­

fantil 

¿En qué medida la evolución de la ciencia 
matemática, de una parte, y el desarrollo si­
multáneo y convergente de los estudios lógicos, 
de otra, abren muchas perspectivas para la en­
señanza elemental? 

La renovación actual de los estudios mate­
máticos, que ha afectado a la enseñanza supe­
rior, después a la secundaria y ahora a la ele­
mental, debe ser comparada a un mar de fon­
do que remueve el océano en sus profundida­
des y no a una luz de bengala que encante un 
instante la mirada para desvanecerse después 
sin dejar rastro. 

Las razones del fenómeno. son tan múltiples 
e intrincadas a la vez, que no se las puede asig­
nar como origen ni la sola progresión de las 
ciencias teóricas, como matemática o psicolo­
gía, ni las exigencias pedagógicas exclusivas. 
Se trata más bien de la reunión asombrosa de 
varias corrientes de pensamiento de las cuales 
las más importantes son de orden matemático, 
lógico, psicológico y pedagógico; este encuen­
tro está favorecido, además, por una coyuntu­
ra histórica marcada por la modificación de 
estructuras de la enseñanza, por necesidades 
socioprofesionales modificadas y por la vetus­
tez del cuerpo de doctrinas y métodos que ha 
regido hasta el presente la enseñanza de las 
matemáticas. 

Por ISABEL DIAZ ARNAL 

Jefe del Departamento de Educación Especial 


Para apreciar el valor del cambio conviene, 
en primer lugar, explicar las razones: 

Rigurosamente hablando, sólo las compro­
baciones precisas permiten zanjar la dificul­
tad: por el momento se puede tomar concien­
cia de la actitud de los niños-mayor interés, 
dinamismo, esfuerzos creadores y de las im­
presiones de éxit()-, mejor comprensión, apti­
tud de analizar, de razonar, de transferir el 
todo sin verbalismos ni mecanismos. 

La evolución de la matemática es, sin duda 
alguna, el motor principal del cambio. Los ma­
temáticos no gustan mucho de la expresión 
«matemática moderna» porque saben que esta 
ciencia no ha dejado de avanzar jamás desde 
la antigüedad a nuestros días; y como ocurre 
en las demás ciencias, el avance ha tenido en 
algunas ocasiones impulsos más violentos, co­
mo Euclides en la Grecia clásica, con Descar­
tes en el siglo XVII y con Galois, Cantor e 
Hilbert en el XIX. 

E-1 último impulso ha modificado al aspecto 
de la matemática y a la vez ha reorganizado 
la arquitectura y multiplicado el poder. 

De una matemática desarrollada en abanico, 
subdivida en ramas y subramas, Galois com­
prende la necesidad urgente de garantizar la 
coherencia de las teorías empleando la aten­
ción en la estructura de los razonamientos, y 
Cantor prosigue este .trabajo de unificación 
creando la teoría de los conjuntos, que suponía 
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un apoyo adecuado para representar en los ra­
zonamientos cualquier objeto. Paulatinamente, 
toda la matemática se remodelaba en torno a 
las nociones de conjunto, de relación, de es­
tructura, y perdían su hegemonia los números 
y las figuras, consideradas hasta entonces co­
mo seres matemáticos primarios, comienzo de 
toda enseñanza. 

J:l~l número, lejos de ser un hecho primario, 
reposa sobre relaciones entre colecciones; la 
correspondencia entre elementos de varias co­
lecciones, término a término, permiten con­
cluir que ellas tienen el mismo número de ele­
mentos y desembocan en la creación de clases 
de conjuntos que tienen el mismo número de 
objetos. Cada una de estas clases se caracteriza 
por un número, pero antes de llegar a esta 
propiedad común será preciso conducir a los 
niños en el reconocimiento de algunas propie­
dades; y el descubrir que dos objetos tienen 
una misma propiedad, es descubrir que estos 
dos objetos tienen una relación; el color, por 
ejemplo. 

Todas las actividades de agrupamiento, de 
apartado, clasificación, ordenación, vienen a 
ser el basamento de todo el edificio matemá­
tico. Els, pues, fácil de comprender que se que­
man las etapas y se atropella el orden necesa­
rio cuando se pone al niño ~In preparación 
frente al número. 

El aprendizaje de las observaciones inter­
viene con la misma imprPparación y la misma 
inoportunidad: el niño no puede comprender 
de golpe que una reunión de objetos pueda 
traducirse por la igualdad aritmética 5+x=8; 
es preciso primero que sean comprendidas la 
significación del código 5 + 3, la del signo = y 
la identificación de los códigos x y 8. Aquf to­
davía el punto de vista conjuntlsta permite 
organizar una progresión coherente, al mismo 
tiempo quu más cómoda y fecunda. Son las 
operaciones sobre los conjuntos mismos (in­
tersección y reunión de conjuntos cualesquie­
ra separados) que permitirán plantearse que 
el número suma de dos nómeros cualesquiera 
es el cardinal de la reunión de dos conjuntos 
distintos; el estudio de las operaciones, asf co­
mo de las relaciones de desigualdad entre n\1­
meros naturales, permitirán en seguida des­
cubrir que el conjunto de estos nómeros está 
provisto de estructuras asociadas a las opera­
ciones y relaciones consideradas. 

En todos los niveles de adquisición el pun­
to de vista conjuntista, que permite jugar con 
relaciones y estructuras, da a la iniciación ma­
temática una solidez nueva. 

Este orden se encuentra apropiado a las le­
yes psicológicas del desarrollo intelectual y a 
las enseñanzas (conocimientos) de la psicolo­
gía del aprendizaje. En efecto, no se puede pa­
sar imprudentemente de las estructuras fami­
liares a las expresiones simbolizadas; la abs­
tracción necesaria se cumple por etapas y se 
funda en acciones efectivas. E.~ preciso que 
el niño dibuje, manipule, compare, clasifique, 
antes de representar relaciones y conjuntos; 
ésta es la primera etapa que le permite inter­
pretar una situación real de forma simplifi­
cada. Cuando se le deja un margen de inicia­
tiva se puede seguir paso a paso los progresos 
mencionados de abstracción de un niño a otro. 
Unos tienen necesidad de dibujar más tiempo 
que otros. 

Después se cumple el paso hacia el número 
y la operación, pero convendrá siempre soste­
ner los progresos de la conceptualización. Re­
sulta particularmente útil al niño poder in­
terpretar la misma situación por diversos me­
dios (diagrama de Venn, encerado de doble 
entrada, diagrama sagital, encerado en árbol), 
pues asf dispone de varios medios muy efica­
ces para comprender y explotar esta situación. 
Por estos métodos es por lo que se salva un 
aprendizaje mecánico en provecho de un apren­
dizaje que puede denominarse «estructural», 
para dar al nif\o medios intelectuales coheren­
tes y articulados, capaces de tranRferir de una 
situación a otra. Asl comprendida la iniciación 
matemática, suscita en el nlt'io actividades au­
ténticas individuales o colectivas con las que 
él construye su propio saber en lugar de reci­
birlo simplemente. Rl Interés comprobado has­
ta ahora en los nfflol'l de las clases experimen­
tales se expllca por la variedad de situaciones 
que no son falsamente concretas, el campo 
abierto a las iniciativas, el efecto creador y, 
probablemente, la satisfacción de comprender 
plenamente. 

Contrariamente a ciertas opiniones, las ma­
temáticas llamadas modernas son mucho más 

. concretas, mucho más abordables que otras, 
su afinidad con loa métodos de pedagogía ar.­
tlva constituye una prueba suplementaria. 

Estos contenidos y formas ·pedagógicas re. 
novadas permiten, además, poner los funda­
mentos de una educación verdaderamente ló­
gica. Si nunca se ha hecho cuestión al llegar 
a formalizaciones lógicas en la escuela ele­
mental, al con Piaget se puede decir que el nl­
f\.o no es verdaderamente consciente de los 
progresos de su propio pensamiento, que per­
manece «inocente» durante mucho tiempo, se 



debe comprobar, sin embargo, que el nmo es 
capaz de operaciones lógicas, múltiples, y se 
muestra a este respecto más precoz de lo que 
la escuela de Piaget hubiera pensado. 

Es verdad que hasta ahora se habían son­
deado las potencias lógicas del niño en situa­
ciones cualesquiera, incluso exigiéndole razo­
nar sobre ~ociones complejas; por el contra­
rio, el nuevo contenido matemático presenta 
dos ventajas decisivas para una educación ló­
gica: por una parte, · tos dominios de razona­
miento están muy simplificados y fuertemen­
te estructurados (por ejemplo, un universo de 
objetos definidos por sus formas, tres colores, 
dos tamaños); por otra, el pensamiento se apo­
ya siempre sobre una esquematización mate­
rialmente realizada, sin tener que desplegarse 
en el solo dominio del discurso. 

Respetadas estas condiciones, la experiencia 
muestra que el niño de preescolar o de clase 
elemental utiliza concretamente las conexiones 
de la conjunción y de la disyunción (lo que se 
llamaba la adición y la multiplicación lógica y 
que corresponde en el dominio conjuntista a 
la intersección y reunión de conjuntos); que 
sabe expresar la negación de una propiedad, 
qut> razona corr«:'ctamente ron la impresión 

subjetiva de la necesidad de la conclusión. Por 
ejemplo, si en un conjunto dado los objetos no 
pueden tener más que uno rle lo~ tres colores 
a, b, e, y si, por otra parte, uno de los oujeto~ 
no tiene ni el color a ni el b, necesariamente 
tiene el color e, y a esta conclusión llega el 
niño por sí solo, pues lo experimenta. 

Ahora bien, el razonamiento no se basa en 
proposiciones, sino en propiedades, y pone en 
juego cualquier conexión; pero una cosa pre­
para la siguiente, constituyendo los fundamen­
tos de un edificio que no se terminará hasta 
la adolescencia, a través de una elaboración 
continua. El pensamiento debe primero afir­
marse teniendo posibilidades de expansión, o 
más bien el desarrollo depende de afirmacio­
nes sucesivas. 

Es preciso no creer que el niño pasa sin 
transición de un estado simple e intuitivo del 
pensamiento a un estado consciente y organi­
zado, ni mucho menos que no importa cuáles 
son los contenidos de enseñanza que podrán 
producir tal efecto. Si tantos estudiantes no 
saben tomar la negación de una preposición 
o sf' emperran en el establecimiento de una 
recíproca; si su imprecisión de lenguaje y su 
ausPnda de rigor crean un obstáculo a su pra-

Don Lu/.1' Mof'lhl SiJtO, mot'wtra tltldmiU/ 
dt Vl/la.rarrarlno, exp/ic·a t'll ,¡ Ce11tro 
dt: CoJabomdón PedollÓilit'fl dr Butno· 
vista dt V aldavla ( Palencfa) la utii/Ztl· 
dón de los h/oqu'l'.l' ltSiliCO.\' tlt Dil'lln. 
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grcso, la razón está sin duda en la inadecua­
ción entre los fines de la enseñanza y los mé­
todos utilizados hasta ahora. 

La perspectiva matemática nueva ofrece in­
discutibles promesas y aporta ya resultados 
sustanciales. Su afinidad con el movimiento 
pedagógico contemporáneo, su adecuación al 
desarrollo intelectual del niño, crean condicio­
nes favorables para una renovacíón. Cada uno 
debe hacer un esfuerzo sobre si para compren­
der el alcance de esta renovación y prepararse 
para aportar su colaboración, pues el interés 
dt>l niño no sahrá esperar. 

11 Prmt~:r congreso internacional de la ense­
ñanza matemática 

4, Más de setecientas personas que representan 
a treinta y siete países se han reunido en Lyon 
del 24 al 30 de agosto del último año para es­
tudiar el problema de la enseñanza de la ma­
temática moderna. 

No deja de tener interés echar un vistazo 
sohre la lista de los participantes, venidos de 
Africa del Norte, Argelia, Argentina, Estados 
Unidos, Rusia, Japón, Senegal, etc. Los con­
gresistas franceses eran los más numerosos, 
unos 220. Después venían, por orden de im­
portancia en el número: Estados Unidos, 127; 
Gran Bretaña, 53; Yugoslavia, 32; Italia, 31; 
Países Bajos, 24; Bélgica, Canadá, España, 
Suiza y Túnez asistieron también, con unos 
veinte representantes por cada país. 

F~ntre los congresistas llegados de los más 
diversos lugares había: profesores de Univer­
sidad, maestros e incluso estudiantes. Todo 
esto prueba cómo, a través del mundo entero, 
los responsables de esta disciplina sienten la 
importancia de esta asignatura en nuestro 
mundo actual y cuán necesario es repensar su 
enseñanza. 

El programa de los trabajos previstos era 
muy apretado. Cada día, en el auditorium del 
Palacio de los Congresos, se dieron cuatro con­
ferencias. Los miembros del congreso tuvieron 
la suerte de oír a personalidades tales como 
Galinea Maslova (Moscú), Christiaensen (Di­
namarca), Z. P. Diencs (Sherbrooke, Canadá), 
Ham Freudenthal (Países Bajos), Servais (Bél­
gica). 

Todas las conferencias eran traducidas a 
cuatro idiomas. 

Por la tarde los congresistas podían asistir 
a nuevas conferencias o participar en Mesas 
redondas. 

Las conferencias libres consistfan en una se· 
ríe de exposiciones, de un cuarto de hora ca­
da una, dedicadas a las matemáticas en la es­
cuela primaria, en la enseñanza media, en la 
enseñanza superior o a la formación de maes­
tros. 

En las Mesas redondas se discutían proble­
mas varios: enseñanza de la geometría, ense­
ñanza del análisis, papel de los ordenadores 
en matemática, lugar de la lógica en la ense­
ñanza, material didáctico, etc. 

Todos estos trabajos se seguían con verda­
dero interés por los congresistas. Y hasta al­
gunos hubieran deseado poseer el don de la 
ubicuidad muchas de las tardiiS para poder 
participar a la vez en dos reuniones de tra­
bajo. 

Una exposición de libros y de material de 
enseñanza permitió a los congresistas el poder 
darse cuenta de la importancia capital que re­
viste la nueva enseñanza de las matemáticas. 
&litores de todos los países tuvieron a bien 
exponer los libros de su fondo editorial. 

Tooas las tardes y en una sala diferente 
alumnos ingleses manipulaban, con gran ha­
bilidad, un material de enseñanza sorprenden­
te por su variedad, y se esforzaban, no exen­
tos de cierta gracia, por satisfacer la curiosi­
dad de los espectadores, a los que en ocasiones 
asociaban a su trabajo. 

El 25 de agosto, a las diez de la mañana, 
el presidente del Congreso Internacional de 
Enseñanza Matemática, el profesor H. Freu­
denthal, de la Universidad de Utrech, inaugu­
ró el congreso subrayando la importancia de 
las matemáticas, instrumento indispensable 
de nuestra civilización; insistió sobre el valor 
educativo de la enseñanza matemática y des­
tacó que no hay que concebir esta enseñanza 
como un fin en sí. 

Es imposible, teniendo en cuenta el número 
considerable de exposiciones y de conferen­
cias presentadas en el Congreso, resumirlas 
todas; por eso nos limitaremos a recordar al­
gunas intervenciones más notables. 

A continuación del presidente Freudenthal, 
M. B. Christiaensen habló sobre «Los métodos 
deductivo e inductivo en la enseñanza de las 
matemáticas». Después de recordar las etapas 
que lleva consigo el método deductivo, el con­
íferenciante, poniendo de manifiesto las expe­
riencias realizadas en Dinamarca, señaló la 
importancia del acercamiento inductivo de los 
problemas. Y subrayó que las matemáticas: 
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- aportan al estudiante, cualesquiera que 
sean sus opiniones religiosas, filosóficas 
o politicas, una contribución a su educa­
ción intelectual; 

- ofrecen un campo de experiencias abier­
to a todos y en constante cambio; 

-	 constituyen, por su papel fundamental 
en la solución de numerosos problemas, 
una actividad intelectual creadora de sa­
tisfacciones personales. 

M. W. Servais trató por la tarde el tema 
«Lógica y enseñanza matemática». El confe­
renciante, después de haber expuesto, hasta 
con cierto buen humor, algunos problemas de 
lógica que rozan los dominios sentimentales, 
habló de la enseñanza de la lógica. La inicia­
ción se debe hacer, con la lógica de relaciones, 
al nivel de la enseñanza elemental. 

Mr. Servais termina su exposición citando a 
DESCARTES: «Y nuestros nietos se congratu­
larán de las cosas que yo he dicho aquí porque 
ellos las podrán inventar.» Glosa estas pala­
bras diciendo: «Ya que nosotros vamos a poder 
discutirlas.» 

M. R. Gauthier, profesor del Liceo Ampére, 
de Lyon, se refiere al problema de la enseñan­
za individualizada. Portavoz de un equipo de 
treinta profesores de la demarcación de Lyon, 
M. Gauthier expuso, en cierto modo, el ba­
lance de su experiencia. Estos profesores han 
analizado en primer lugar los defectos de la 
enseñanza colectiva: situación privilegiada del 
profesor que es el responsable de la elección, 
pasividad de los alumnos (lo que explica con 
frecuencia su fracaso en los exámenes), difi­
cultad para poder hacer que todos los alum­
nos asimilen las explicaciones, teniendo en 
cuenta que ciertos alumnos son más despier­
tos que otros. 

Los alumnos se limitan a tomar notas; no 
aprenden a estudiar. 

Ahora bien, ¿es posible individualizar la 
enseñanza? Los profesores han intentado es­
tablecer un diálogo entre grupos de alumnos; 
luego un diálogo de los grupos entre sí. Los 
alumnos tienen a su disposición fichas. Se dis­
tribuyen en equipos de trabajo y responden a 
las preguntas propuestas. Cada equipo trabaja 
a su ritmo. A los alumnos mejor dotados se les 
da fichas suplementarias; éstos pueden ayudar 
incluso a sus compañeros más lentos o menos 
dispuestos y hasta pueden llegar a ser los au­
xiliares del profesor. Este permanece como el 
consejero, el guía de todo el grupo. 

M. 	 Gauthier expone las dificultades y crí­

ticas: mayor cansancio para el proksor, dasl'S 
más movidas: hay alumnos qm•, en efecto, no 
charlan, pero sólo hablan de mat(•múticns; 
progresión más lentu; distandamiPnto Pntn• 
equipos: hay algunos que llt>van cinco o seis 
fichas de adelanto sohre los otros, Pie. 

M. Gauthiet· se guardó muy bien de dar una 
conclusión concreta a este sistcmn, pero cn•t• 
que esta experiencia es apaHionantc y prome­
tedora. 

M. A. Delessert, de Lausana, habló con mu­
cho gracejo de la formación del profesor de 
matemáticas y evocó la figura de profesores 
que conceden toda la importancia a la obten­
ción de su título y se imaginan por plJo inde­
finidamente competentes. 

La formación del profesorado, según M. Dc­
lassert, debe preceder a la puesta a punto de 
los nuevos programas. Dar una clase de mate­
máticas es poner en acción las facultades dP 
intuición, de imaginación y de crítica. Final­
mente, compara la enseñanza de las matemá­
ticas tradicionales y de las matemáticas mo­
dernas a la navegación: el primero es seme­
jante a una navegación de cahotaje; el segun­
do, se parece a una navegación transoceúnica. 
El profesor moderno debe gozar de cierta au­
tonomía, pero esto exige por su parte, y eso 
se sobreentiende, un esfuerzo pC>rsonal. i. Está 
preparado para ello? 

El tema de la conferencia de M. A. Revuz, 
profesor de la Sorhona, fue «Los primeros pa­
sos en análisis». 

El conferenciante precisó desde el principio 
que en realidad iba a hablar «de los primeros 
pasos en la dirección del análisis». M. Revuz 
destacó la importancia del análisis, campo en 
el cual intervienen las diferentes situaciones 
de las matemáticas. Lo corriente es introducir 
la enseñanza del análisis después de los die­
ciséis años; hay que esperar, se dice, porque 
esta enseñanza está considerada como difícil. 
EBto es un error: ¿acaso no se enseñan en esta 
edad cosas más difíciles de geometría? Si se 
quiere lograr una buena enseñanza del análi­
sis, hay que prepararlo. Se le debe enseñar 
pronto y progresivamente. El conferenciant<.• 
estima que se puede hacer algo ya en el pri­
mer ciclo, pero ¿con qué disposición? Logran­
do hacer que los alumnos de primaria salgan 
de ella sin esa falsa formación en que se han 
visto sumergidos. ¿Cómo proceder? M. Revuz 
propone tres frentes de ataque: 

1." La elaboración de un utillaje numérico. 
El conferenciante dice, de paso, cuán irritante 
es oír frases como ésta: «Es preciso que los 
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alumnos adquieran perfectamente los meca­
nismos...» Como si el hombre fuera un ser 
mecánico, un autómata. 

2.• La elaboración de una teoría elemental 
de la medida. Esta noción no tiene todavía el 
puesto que le corresponde en la enseñanza de 
grado medio. ¿Cómo lograrlo? Quizá se pudie­
ra partir del área para volver sobre la noción 
de longitud. 

3." El estudio de algunos tipos de funcio­
nes simples. Es preciso hacer comprender muy 
bien que se trata de aplicaciones particula­
res. 

El profesor Z. P. Dienes desarrolló en su 
charla el problema de «las matemáticas en la 
escuela primaria». La adquisición de las no­
ciones abstractas en matemáticas se puede ha­
cer en seis etapas. En la primera etapa, llama­
da lúdica, se rodea al niño de material muy 
diverso y estructurado; el niño debe sentirse 
libre. Después la actividad se canaliza bajo la 
forma de juegos bien reglamentados. En la 
tercera etapa se lleva al niño a comparar los 
juegos; se establece un isomorfismo entre los 
diversos juegos. Hasta aquí sólo se ha hecho 
pre-matemática. Así se llega a la cuarta etapa, 
la de la representación en la que la identidad 
de las estructuras se expresará en grafismos. 
En quinto lugar, después de haber represen­
tado la abstracción, se pasa a la descripción 
de las propiedades de esta abstracción; esto 
precisa la intervención de un lenguaje que 
podemos calificar más tarde de axiomático. 
J<Jn fin, en la sexta y última etapa se apren­
derá a utilizar la representación. 

Para ilustrar su exposición, el profesor Die­
nes proyectó dos filminas: una sobre la lógi­
ca y la otra sobre las rotaciones del tetraedro 
regular. 

El Congreso. terminó sus trabajos el 30 de 
agosto: la sesión de clausura estuvo presidida 
por M. Pierre Louis, rector de l'Académie de 
Lyon, que representaba al ministro de Edu­
cación Nacional. 

Con respecto a la enseñanza de las matemá­
ticas, en el Congreso se redactaron las siguien­
tes conclusiones: 

t.a La modernización de la enseñanza de 
las matemáticas debe exigirse enérgicamente, 
tanto en el contenido de los programas como 
en PI modo de prpsentarlos. Contenido y mé­

todos, que son inseparables, deben ser el obje­
to de un estudio permanente. 

2.& Los conceptos matemáticos forman par­
te de otras disciplinas (ciencias físicas, bioló­
gicas, económicas, humanas, etc.). Mucha de 
la teoría matemática ha tenido su origen en 
la construcción de modelos matemáticos par­
tiendo de situaciones reales, y por ello la en­
señanza de las matemáticas se debe tener en 
cuenta. Se debe fomentar la colaboración de 
los profesores de matemáticas con los de otras 
disciplinas. 

3.a Debe ampliarse la cooperación interna­
cional. La información sobre la enseñanza de 
las matemáticas se puede difundir por medio 
de conferencias, de publicaciones o intercam­
bio de profesores. Cada país debería estar in­
formado lo más completamente posible de los 
esfuerzos y resultados de los demás. En espe­
cial los países más desarrollados deben conti ­
nuar colaborando con los países en vías de 
desarrollo en la búsqueda de soluciones que 
sean apropiadas. 

4.• La evolución acelerada del contenido 
de los métodos de la enseñanza de las mate­
máticas exige que cada profesor de matemá­
ticas esté en condiciones de aprovecharse de 
una formación continua que debe estar inte­
grada en su actividad profesional. 

5."' La pedagogía de las matemáticas es, 
cada día más, una ciencia autónoma, con sus 
problemas propios de contenido matemático 
de experimentación. 

Esta ciencia nueva debe encontrar un hueco 
en los Departamentos de Matemáticas de las 
Universidades o en los Institutos de Investiga­
ción; y los que destaquen en esta disciplina 
deben poder tener acceso a todos los grados 
universitarios. 

Nos hemos esforzado por dar una referen­
cia objetiva de este Congreso que señalará una 
etapa en la historia de las matemáticas en el 
sentido que hará tomar conciencia a todos los 
que en él participaron del papel que han de 
realizar y que encontrará eco cerca de los res­
ponsables de la Educación Nacional de nume­
rof.los países. 
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Ahora es el momento poro lo Enseñanza de la Matemático Moderno 
i 

t 

Métodos experimentados en las Escuelas de Sherbrook (Canadá) y la O.C.D.I. de París 

Núm. deCódigo TITULO DE LA OBRA Precioejem,plares 

PARA EL MAESTRO 
2376 l. 

II. 

La matemática moderna en la Enseñanza Primaria. Z. P. Dienes. Introduc­
ción a la didáctica de la matemática moderna ........................ .. . 
Los primeros pasos en matemática. Z. P. Dienes y E. W. Golding. Tres 
volúmenes que proporcionan orientación, sugerencias, prácticas y ejer­
cicios. 

70 

2377 
2378 
2379 
2400 III. 

¡_ Lógica y juegos lógicos .. . ... .. . .. . .. . .. . ... .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . 
2. Conjuntos, números y potencias .. . .. . .. . .. . . .. .. . .. . . .. . .. .. . .. . 
3. Exploración del espacio y práctica de la medida . .. .. . .. . .. . .. . .. . 
Didáctica de la matemática moderna en ·la Enseñanza Media. T. J. Flet­

90 
100 
80 

cher. Una obra fundamental, indispensable a los profesores de Bachille­
rato .. . ................. . ... .. ............................ ...... .. . 280 

2452 
2453 

IV. La geometría a través de las transformaciones. Z. P. Dienes y E. W. Gol­
ding. Tres volúmenes que inician en la didáctica de la geometría según 
la concepción dinámica adual. 
l. Topología, Geometría proyectiva y afín ...... ......... ...... .. . 
2. Geometría euclidiana . .. .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . 

100 
100 

2454 3. Grupos y coordenadas (en preparación) ..... . ........... . .. . .. . 

PARA EL ilLUMNO 

PRIMARIA 
2401·1.0 

2414-2,0 

2417-3.0 

2438/9 

Matemática /.0 , 2.0 , 3.0 (4.0 en preparación). María Deschamps, directora es­
colar. Adaptados al cuestionario vigente. Numerosísimas y sugerentes ilus­
traciones a todo color .. . .. . .. . . .. .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . 

Con Guía didáctica de orientación metodológica para el profesor. 
Ejercicios de matemática moderna. Cuadernos para primer curso ... . . . 

70 
75 
75 

54 

BACHILLERATO 
3117-1." 
3118-2.0 

3098-3.0 

Cifras • Canon - Cálculos. R. Rodríguez Vida!. 1_.0, 2.0 y 3.0 cursos, según 
los programas vigentes del Plan 1967. Para cada curso, Guía didáctica y 
solucionario (3.0 en pre.nsa) . .. . .. .. . . .. .. . . .. .. . . .. .. . . .. 

75 
75 
75 

MATERIAL 
2441 

2455 
2428 

Regletas Teide, acoplables y de colores. Una facilidad para el maestro, un 
juego para los niños .. . .. . .. . .. . .. . . .. . .. .. . .. . .. . .. . . .. . .. .. . 

Bloques lógicos. Material del profesor Z. P. Dienes. En plástico . .. .. . .. . 
Bloques multibase. Material del profesor Di enes. (Bases 2, 3, 4, 5, 6, 1O) ... 

100 
700 

PROPUEST.-1 DE PEDIDO 

Nombre Escuela ......... .. .... .... .. . . .. ..... ... .. .. ........... . ........... ..... . .... . ... .. .. ... .. . .. ........ ... ....... .. ... . 

D./D." ........ . . ... .. .. ......... .... ...... . .. .... . ... .. . ..... .. Calle ...... .. . .... ...... ... ..... ........ ........ . .......... .. .. 

Locaiidad ...... .... ... .. .. .. ..... .. ... . . ..... .. . .... .... .. .......... .. Provincia . . ... . . .. .... .. ......... ................. . 

Deseo me remitan por .. . ..... .. .. .. ... . ... ............ .. .. . .. .. ...... .. .... ..... .... ... ......... .... ... .. .... ... .. ........ . 

los textos señaiados y el número de ejemplares que indico en cada caso. Haré efectivo su im­
porte por . . . . . . .. .. . .. .. . .. . . .. . . . . .. . . .. .. . . . .. . .. . . .. . . . . . .. .. . ........................ .... ............ . .. .... ... . ... ........ .. 


Fecha .......... . ...... ... .. .......... . . ... .. 
 (Firma y sello) 

Norte: Dos de Mayo, 15. Bilbao-3. Noroeste: Plaza de Vigo, 20. La Coruña. 
Centro: Sagunto, 16. Madrid-15. Levante: Arquitecto Carbonell, 11. Valencia-9. Meseta Norte: Paseo de Zorrilla, 130. Valladolid. 
1lt-agón: Tarragona, 10, :\." drha .. y Orie1 1te, 18·20. :\ndaluda Or.: Ctra. Sierra Nevada, 8. Granad¡ 

Zaragoza. .-\ndalucía Oc.: Gl o rieta de Vinuesa. H . Sevilla. 

editorial teide, s. a. 
Tel. 250 45 07 

~~ Viladomat, 291 - BARCELONA-15 
~~ -~ ' . . 
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LA BALLENA 
ALEGRE 
La Colección de libros Juveniles 
más premi del mundo O. 	 EL NlliiO, LA GOLONDRINA Y EL 

GATO: Mlsuel Bulluel. 
l. 	 LUISO: JOS<! Moría Stncha SUn y Lulo 

de Diego. · 
2. 	 EL JUGLAR DEL CID: Jooquln Aaulrre 

Bellver. 
3. 	 ANGEL EN ESPAliiA: Jaime Pernio. 
4. 	 ATILA Y SU GENTE: Lulo de Diego. 
S. 	 RASMUS Y EL VAGABUNDO: Aotrld 

Lindgren. 
6. 	 EL GUiliiOL DE DON JULITO: Corloo 

Mufl.iz. 
7. 	 CUENTOS DEL ANGEL CUSTODIO: 

Laura Draghl. 
8. 	 EL JARDIN DE LAS SIETE PUERTAS: 

Concha Castroviejo. 
9. 	 DARDO, EL CABALLO DEL BOSQUE: 

Rafael Morales. 
10. 	 A LA ESTRELLA POR LA COMETA: 

Cannen Conde y Antonio Ollver. 
11. 	 EL BORDON Y LA ESTRELLA: Joaquln

Aguirre Bellver. 
12. 	 MANUEL Y LOS HOMBRES: Misuel 

Buftuel. 
13. 	 EL SUEliiO DEL PICONERO: Antonio 

Cerezo Moreno. 
14. 	 MARSUF, EL VAGABUNDO DEL ES­

PACIO: Tomds Salvador. 
15. 	 LA AVENTURA DEL "SERPIENTE EM. 

PLUMADA": Plerre Gamarra. 
16. 	 LANDA "EL VALIN": Carloa Maria 

Ydfgoras. 
17. 	 BERTOLIN, UNA, DOS.. . ¡TRES!: Fe­

derico Muelas. 
18. 	 DE UN PAIS LEJANO: Angela C. 

lonescu. 
19. 	 EL ESPEJO DE NARCISO: Alfonso Mar­

tfnez·Mena. 
20. 	 EL ARCO IRIS: Maria Isabel Mollna. 
21. 	 EL NlliiO Y EL MAR: Jos4 María Biu­

rrun. 
22. 	 LA ISLA DE LAS TORTUGAS: Amado 

Gracia. 
23. 	 DETRAS DE LAS NUBES: An&ela C. 

lonescu. 
24. 	 MARCELINO PAN Y VINO: Jos4 Maria 

Sánchez-Silva. 
25. 	 UN MUCHACHO SEPARDI: Carmen Pé­

rez Avelló . 
26. 	 LAS RUINAS DE NUMANCIA: Maria 

Isabel Melina. 
27. 	 EL BATALLON DE LA SELVA: Antonio 

Cerezo Moreno. 
28. 	 GRINGOLO: Llll Koenis. 
29. 	 TOM Y JIM: Maria IDvlra Lacacl. 
30. 	 TRES ANIMALES SON: José Maria Sán­

chez-Silva. 
31. 	 ANGEL EN COLOMBIA: Jaime Perrán. 
32. 	 CUENTOS DE JAVIER: Lulo de Diego. 
33. 	 DESPUES DE LOS MILAGROS: Cannen 

Sant-Martln. 
34. EL GRAN DETECTIVE BLOMQUIST: 

Astris Lindaren. 
35. 	 RIKKI-TIKI: Manuel Marlstany. 
36. 	 EL CARRO DE PUEGO: Ralll Torres. 

Prec;lo de cada eJemplar: .125 ptas. 

DE VENTA EN LAS MEJORES 

LIBRERIAS ESPA~OLAS 


edit:¡~l DONCEL 

pérez ayuso, 20 madrid, 2 
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POR PRIMERA VEZ EN ES PANA, 


ATLAS JUNIOR 

vicens-vives*oxlord 

EL ATLAS DE RELIEVE Y CONCEPCION MAS 
REVOLUCIONARIO PARA LA ENSEÑANZA BA­
SICA, FRUTO DE LA LABORIOSA INVESTIGA­
CION DE VICENS- VIVES Y LA COLABORACION 
DE OXFORD . 

Este Atlas contiene ocho mapas dedicados a la 
Península Ibérica con otros complementarios sobre el 
clima, la vegetación, la agricultura, la ganadería, la 
pesca, la minería, las fuentes de energía, la industria 
y la población. Un hemisferio físico, .Y otros de 
Europa, Asia, Oceanía, Africa y América, con los 
correspondientes sobre clima, población y ,produc­
ción. Completa la edición un índice toponímico muy 
cuidado. 

Precio: 98,- Ptas. Solicite un ejemplar muestra con ·el 50% de 
descuento. 

MAPAS UR LES VICENS-VIVES DE ESPAÑA 
YDE TODOS LOS CONTINENTES 


Próxima novedad sin precedentes. 

Serie Junior (siete mapas) Tamaño 86 x 128 cm. 

ESPAI\IA FISICA 
ESPAI\IA POLITICA 
EUROPA 
ASIA 
AFRICA ' 
AME RICA 
OCEANIA 

Nuestros MAPAS MURALES Vicens-Vives, están 
protegidos por una superficie plástica especial que 
permite escribir sobre ella y borrar fácilmente. 

El sistema cartográfico empleado representa un avan­
ce considerable en la cartografía actual, ya que el 
niño capta con facilidad el relieve y los accidentes 
geográficos del mapa que está observando. 

Pida nuestro Catálogo Escolar. 

editorial vicens-vives * avda. de sarriá, 132-136 * barcelona-17 




El horizonte 
de la eduEaEián 
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·ctopedia 
•ICa 
educación 

La pagina de la 

La .. Enciclopedia Técnica de la Educació n • pre~ende situar los probl emas en un 
cuadro sistemático de las Cie nc ia s de la Educación, estudiándolos con una pa­
norámica que abarque el fe nó meno de la educación en todas sus relaciones y 
condi cionant es y fundamen tar las soluciones y al t erna t ivas que se ofrecen en 
las con clusiones y criterios que va elab orando la c ienci a pedagógica . Tanto la 
selección de los co ntenidos de la obra como el tratamiento que se les ha dado , 
responden a ese doble criterio : dotar al profesor de un instrumento eficaz 
para el perf eccio namie nto de su actividad docente y contribui r, al mismo tiem­
po , a su form ación y actuali zac ión ped agógica . 

3 volúmenes de 2.000 págin as cada uno. 

Formato : 19 x 27 cm. 

Encuadern ació n: guaflex beige con estampación a 

dos colores. 


Sírvanse remitirme la obra ENCICLOPEDIA TECNICA DE LA EDUCACION, 
encuadernado en 3 tomos. 

0 	A RE~MBOLSO, con el precio ESPECIAL PARA EL MAGISTERIO NA­
CIONAL de 2.000 pts. 

O A~~giéndome a la oferta de pago aplazado con las siguientes con­
dacaones: 350,-pts. al recibir la obra y 10 plazos de 200,-pts. men ­
suales mediante letras. 

NOMBRE Y APELLIDOS 
CARGO 

DIRECCION 

POBLACION PROVINCIA 

Plan de la obra: 
Tomo 1 
Revisión y prólogo 

José Blat Gimeno 
• 	 Organización y Administración Es­

colar 
• 	 Psicología de la Educación 
• 	 Técnicas de Traba jo Escolar 
• 	 Técn icas de Control y Diagnóstico 

Tomo 11 

Revisión y prólogo 


D. Santiago M9rtínez Ruiz 
• 	 La enseñanza del idioma en la Edu­

caci ón Bási ca 
• 	 Didáctica Moderna de la Matemá­

tica elemental 
• 	 Las ciencias sociales en la Educa­

ción Básica 
• 	 Las c iencias físico-naturales en la 

Educac ión Básica. 

Tomo 111 

Revis ión y prólogo. 


D. Víctor García Hoz 
• 	 Educac ión física, artísti,ca y tiempo 

libre. 
• 	 El material didáctico. 
• 	 Educació n preescolar. 
• 	 Educac ión integra l de adultos. 
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